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Kapitel 1

Einleitung

Boris P. Belousov entdeckte 1951 eher zufillig eine periodische Farbadnderung bei der
von Cerionen katalysierten Oxidation von Zitronensdure durch Bromationen in schwe-
felsaurer Losung. Diese Farbanderung ist auf eine zeitliche Oszillation im Verhaltnis der
Ce®*- zu den Ce*"-Ionen zuriickzufiihren!. Doch zu dieser Zeit galt die allgemeine, wie
sich spater herausstellte nicht korrekte Ansicht, dass zeitliche Oszillationen von Zwi-
schenprodukten in homogenen chemischen Systemen nicht moéglich sind, da sie dem
2. Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen. Dies war vermutlich einer der Griin-
de, warum Belousov seine Ergebnisse erst 1958 veroffentlichen konnte. Eine englische
Ubersetzung seiner unverdffentlichten Arbeit von 1951 findet sich im Anhang eines Bu-
ches, welches von Field und Burger [3] 1985 herausgegeben wurde.

Belousovs Arbeit wurde von Zhabotinskii fortgesetzt und ist daher heute als Belousov-
Zhabotinskii Reaktion oder kurz BZ-Reaktion bekannt. Dieser wurde, wie er in [18]
berichtet, 1961, also zehn Jahre nach Belousovs Entdeckung, von seinem Biochemie-
professor an der Moscow State University, S. E. Schnoll, auf die ihm bis dahin unbe-
kannte Arbeit Belousovs aufmerksam gemacht. In den folgenden Jahren fand er eine
Vielzahl weiterer oszillierender Systeme, und er begann, den Reaktionsmechanismus
zu entschliisseln. Dariiber hinaus begann er, zusammen mit einigen Mathematikern, ein
mathematisches Modell zu entwickeln, welches alle wesentlichen Merkmale der oszil-
lierenden Reaktion beschreiben, und eine gewisse Aussagekraft haben sollte [vergleiche
18, S.5]. Dieses Modell, sowie eine Beschreibung seiner Arbeit in den Jahren 1961-1970
findet sich in [18].

Als die Reaktion um 1970 im Westen bekannt wurde, erregte sie grol3es Aufsehen. In-
nerhalb weniger Jahre begannen sowohl Chemiker als auch Mathematiker, Physiker und
Biologen, sich mit diesem hochinteressanten, neuen Thema zu beschiftigen?.

Doch woran lag dieses grofRe Interesse? Anfangs sicherlich zum einen an der spektaku-
laren Farbanderung von Rot nach Blau, welche bei Zugabe eines Indikators, wie zum
Beispiel Ferroin, auftritt, zum anderen an den bereits von Belousov beschriebenen rdum-
lichen Oszillationen. Field und Schneider nennen in [4, S. 17] einige weitere Griinde.

In wissriger Losung sind Ce®*-Ionen farblos, Ce**-Ionen hingegen gelb.
Einen groRen Uberblick iiber all diese Arbeiten findet man in dem bereits erwihnten Buch von Field
und Burger [3].
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

So schreiben sie, dass neben dem ,,spezifischen Interesse an der Chemie (Verhalten und
Mechanismus) oszillierender chemischer Reaktionen“ [4] die ,Verkniipfung von die-
sen Oszillatoren mit den Eigenschaften nichtlinearer Differentialgleichungen und der
Theorie von Prozessen fern vom chemischen Gleichgewicht, wie sie z.B. zum Verstand-
nis lebender Systeme - u.a. charakterisiert durch Selbstorganisation, Musterbildung,
Wachstum - entscheidend sind“ [4] Griinde fiir die zunehmende Forschung auf diesem
Gebiet sind. Des weiteren sagen sie, dass die BZ-Reaktion dabei als ,experimentelles
Modellsystem* [4] dient.

Richard J. Field ist einer dieser Wissenschaftler, die um 1970 mit der Erforschung der
BZ-Reaktion begannen. Zusammen mit Kérds und Noyes stellte er 1972 einen Mecha-
nismus fiir die zeitlichen Oszillationen vor, der in den nichsten Jahren weiter verfeinert
wurde?. Dieser, nach seinen Entdeckern benannte FKN-Mechanismus, ist heute allge-
mein anerkannt, und diente Field und Noyes als Grundlage fiir die Entwicklung des
Oregonator-Modells?.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, eine mathematische Analyse der Belousov-Zhabotinskii
Reaktion durchzufiihren. Diese baut auf den Differentialgleichungen, die das dynami-
sche Verhalten des Oregonator-Modells beschreiben auf.

In Kapitel 2 werden daher zunéachst dieses Modell und die daraus resultierenden Dif-
ferentialgleichungen vorgestellt. Anschlief3end werden einige Grundlagen aus dem Be-
reich der Gewohnlichen Differentialgleichungen wiederholt, und Hilfsmittel vorgestellt,
mit denen Aussagen iiber Nullstellen von Polynomen hoherer Ordnung getroffen wer-
den konnen. Aulerdem wird der Fixpunktsatz von Brouwer angegeben, der in dem Be-
weis, dass mindestens eine periodische Losung existiert, verwendet werden wird (siehe
Kapitel 4.4).

Angelehnt an die Arbeit von Murray [10] und [9] wird in Kapitel 3 mithilfe der Linearen
Stabilitatsanalyse untersucht, unter welchen Bedingungen das FKN-Modell ein instabi-
les Gleichgewicht besitzt. Diese Arbeiten, sowie die Arbeit von Hastings und Murray
[6] dienen als Grundlage fiir Kapitel 4. Dort wird die sogenannte , Box-Methode® ver-
wendet, um zu zeigen, dass die Losungen des Oregonators oszillieren, dass sie eine
begrenzte Amplitude besitzen, und dass mindestens eine periodische Losung existiert.
Schlief3lich wird es in einem kurzen Ausblick um den Zusammenhang der BZ-Reaktion
mit der Verzweigungstheorie gehen.

3
4

Dieser Mechanismus findet sich zum Beispiel in [15].
Benannt nach dem US-Staat Oregon, wo es entwickelt wurde



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Der Oregonator!

Der Oregonator, hiaufig auch FKN-Modell genannt, wurde von Field und Noyes aus dem
FKN-Mechanismus entwickelt. Obwohl der Mechanismus aus mehr als zehn Reaktionen
besteht, konnten fiinf Reaktionen festgelegt werden, die Murray als ,,Schliisselreaktio-
nen“ [10] bezeichnet. Diese sind

Ary S xap
x+vRop
A+x Box oz 2.1)
XM agp
75 ry
mit
X =HBrO,, Y=Br, Z=Ce*", A=BrO;, P=HOBr, (2.2)

und bekannten Geschwindigkeitskonstanten ki,...,ks. Der stochiometrische Faktor f
kann im Experiment bestimmt werden und ist ungeféahr 0.5.
Da die Konzentration des Bromations [A] als konstant angesehen werden kann und die
Konzentration von [P] uninteressant ist, kann fiir die Konzentrationen folgendes Diffe-
rentialgleichungssystem dritter Ordnung aufgestellt werden:

dx
7= KAY — ko XY + k3AX — kg X?

dy

dz

= = 2k3AX — ksZ.

dT 3 5

1 siehe [10]



4 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Das System (2.3) wird als Oregonator bezeichnet.

Um mit dem Oregonator arbeiten zu konnen, muss er jedoch in eine dimensionslose
Form gebracht werden. Dies kann auf unterschiedliche Weise geschehen. In [15] geht
Tyson insbesondere auf den Unterschied zwischen der Field-Noyes Version und der Ty-
son Version ein. Im Folgenden wird jedoch mit der Version von Murray [10] gearbeitet
werden, die beinahe identisch zur Tyson Version ist. An dieser Stelle sei darauf hin-
gewiesen, dass Murray [9] und Hastings und Murray [6] mit der Field-Noyes Version
arbeiten. Zwar wird dadurch mit anderen Differentialgleichungen gearbeitet, die Ergeb-
nisse sind jedoch dieselben.

Es wird nun Folgendes festgelegt:

dx  kaA

= Xo=——~12x107"'M
X dX(), 0 ks X )
dy kA e
= — Yo=—=~6x100'M
y dYO’ 0 k2 9
dz 2 (k3A)* 5
_ % Zo = ~5%x107°M
= 4z 0= Thaks % ’
dT 1
r=— Ty = — ~ 50
dT()’ 0 kj S,
und aullerdem
k kak
e= 2 n5x1070, 5= x2x1074,
k3A koksA 2.4)
 kika '

-1 ~8x107* ~0.5
9= 1k X . (f )

Setzt man dies in (2.3) ein, erhilt man nach Umformen folgendes dimensionsloses Sys-
tem:

dx 2
E—=¢qy—Xxy+x—x

dr

d
6d_)t/ =—qy—xy+2fz (2.5)
dz_ .

@ F

Die BZ-Reaktion kann damit durch folgende nichtlineare autonome Differentialglei-
chung dargestellt werden, wobei r = (x,y,z)”

2

qy—xy+x—x
€
dr
a:F(r;s,&q,f): —qy—xy+2fz | . (2.6)
)

X—2Z
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2.2 Mathematische Grundlagen

2.2.1 Lineare Stabilitatsanalyse

Die Lineare Stabilitdtsanalyse besteht aus zwei Schritten:
1. Bestimmung der Gleichgewichte
2. Untersuchung der Gleichgewichte auf Stabilitat.
Ein Gleichgewicht wird wie folgt definiert (siehe [5, S. 52]):

Definition 1 (Gleichgewicht)
Ein Punkt x* € R” heil3t Gleichgewicht (auch Ruhel6sung, Ruhelage oder Equilibrium)
der gewohnlichen Differentialgleichung x = f (z,x), falls fiir die zugehorige Losung

x(t;10,x") =x" Vt,ipeR

gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass gilt:
x"ist ein Gleichgewicht < f(r,x")=0 V¢eR, (2.7)
womit sich die Gleichgewichte leicht berechnen lassen.

Um die Gleichgewichte auf Stabilitdt zu untersuchen, muss zunéchst die Linearisierung
im Gleichgewicht berechnet werden.

Falls xy = x* und f autonom, ist die Linearisierung durch folgende Matrix gegeben:

_df
T dx

A (x*). (2.8)

Damit gilt fiir ein Gleichgewicht x* einer nichtlinearen autonomen Differentialgleichung

x"ist lokal exponentiell stabil
& fiir alle Eigenwerte A der Linearisierungsmatrix A gilt ReA < 0.

Existiert ein Eigenwert mit ReA > 0 so ist das Gleichgewicht x* instabil.

2.2.2 Periodische Losungen
In Kapitel 4 soll unter anderen gezeigt werden, dass mindestens eine periodische Losung
existiert. Dafiir wird folgende Definition benétigt:

Definition 2 (Periodische Losung)
Das autonome Anfangswertproblem x = f(¢,x), x(0) = xo besitzt eine periodische Lo6-
sung, falls ein 7 > 0 existiert, so dass gilt:

x(T;x0) = (0;x0) . (2.9)
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2.3 Fixpunktsatz von Brouwer

Fiir den Beweis, dass mindestens eine periodische Losung existiert, wird der Brouwer-
sche Fixpunktsatz benotigt. Dieser lautet wie folgt (vergleiche [7, S. 593]):

Satz 1 (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Jede stetige Selbstabbildung f der abgeschlossenen Einheitskugel des euklidisch nor-
mierten R” besitzt mindestens einen Fixpunkt.

Dieser kann fiir konvexe, kompakte Mengen im R” wie folgt verallgemeinert werden
(siehe [7, S. 603]):

Satz 2 (Fixpunktsatz)
Jede stetige Selbstabbildung f einer konvexen, kompakten und nichtleeren Teilmenge
C des R? (versehen mit irgendeiner Norm) besitzt mindestens einen Fixpunkt.

2.4 Hilfsmittel

Bei der Linearen Stabilitdtsanalyse kann es vorkommen, dass das charakteristische Po-
lynom vom Grad > 3 ist. Fiir diese Polynome ist es unter Umstdnden schwierig, die
Nullstellen zu berechnen. Um dennoch eine Aussage iiber die Eigenwerte treffen zu
konnen, werden im folgenden einige Hilfsmittel vorgestellt und an einem kurzen Bei-
spiel erklart.

2.4.1 Vorzeichenregel von Descartes 2

Satz 3 (Vorzeichenregel von Descartes)

Die Anzahl aller positiven, reellen Nullstellen eines reellen Polynoms ist gleich der An-
zahl der Vorzeichenwechsel seiner Koeffizientenfolge oder um eine gerade natiirliche
Zahl Kkleiner als diese. Dabei werden die Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheiten
gezahlt.

Als Beispiel soll das folgende reelle Polynom betrachtet werden:
fx)=x—2x* —x+2.

Die Anzahl der positiven, reellen Nullstellen lasst sich leicht bestimmen:

Das Polynom hat zwei Vorzeichenwechsel und daher zwei oder null positive, reelle Null-
stellen.

Um die Anzahl der negativen, reellen Nullstellen zu bestimmen, setzt man x = —u. Man
erhélt damit folgendes Polynom:

gu) =1’ + 2 —u—2.

2 siehe [10] und [16]
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Dieses Polynom hat einen Vorzeichenwechsel und damit genau eine positive, reelle Null-
stelle. Das Polynom f (x) hat also genau eine negative, reelle Nullstelle.
Tatséchlich hat f(x) die Nullstellen —1, 1 und 2.

2.4.2 Routh-Hurwitz Kriterium?

Betrachte ein normiertes, reelles Polynom

f)=x"4+ax"'+.+a,=0, a,i=0,1,...neR.

Die Hurwitz-Determinante wird wie folgt definiert:

ay asz as

1 a ag

10 a1 a3

Bi=1o 1 &
O o0 . . . ay

Satz 4 (Routh-Hurwitz Kriterium)
Fiir alle Nullstellen von f(x) gilt Rex <0 < 4, > 0 und alle Hauptminoren der
Hurwitz-Determinante sind positiv.

Fiir ein Polynom f (x) = x> 4+ a;x*> + a>x + a3 = 0 vom Grad 3 bedeutet das, dass Rex < 0
genau dann wenn

az; >0
H1=’a1‘2a1>0

Hy =

H3

a a
11 3 = ajar —az >0
ay az as ap as 0

1 a as|=|1 ap» O :asz—al(m-0—1-0):a2H2>O.
0 ayp as 0 ayp as

Man sieht, dass Hj ein Vielfaches von H, ist. Fiir ein Polynom vom Grad 3 reicht es also,
die Bedingungen a; > 0, a3 > 0 und aja; — a3 > 0 zu iiberpriifen.

3

siehe [10] und [8]
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2.4.3 Wurzelsatz von Vieta ¢

Satz 5 (Wurzelsatz von Vieta)

Sind xy,...,x, die komplexen Nullstellen des normierten Polynoms

p(x) =x"+a, 1" +...+a;x' +ap mit komplexen Koeffizienten, dann gilt:
ap_1 = (—1)1 (x1+x204+...+x,),

2
an—2=(—1) ijxk = X1X2 +X1X3 4+ ...+ X1 X FX0X3 + .+ X1 X,

Jj<k
ap-3 = (—1)3 Z XjXpXm = — (X1X2X3 4 . . .+ Xp—2Xp—1Xp) , (2.10)
j<k<m
ap = (—1)”)61)62 et Xp.

Betrachte als Beispiel ein Polynom vom Grad 3:
p(x) =x>+axx® +aix+ag

mit Nullstellen x1, x», x3.

Es gilt:
a) = — (x1 +xp +x3),
a) = x1xp + x1x3 + x0x3, (2.11)
ap = — (x1x2x3) .

4 siehe [17]



Kapitel 3

Lineare Stabilitatsanalyse des FKN
Modells

3.1 Bestimmung der Gleichgewichte

Als erstes sollen die nicht negativen Gleichgewichte der Differentialgleichung (2.6) be-
stimmt und auf Stabilitdt untersucht werden.
Die Gleichgewichte konnen mit (2.7) berechnet werden:

2

qQy—xy+x—x
E
dr |
—= | —gq—xy+2fz | =0. (3.1)
dt
0
X—2Z

Dies lasst sich auch als Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten
schreiben:

qgy—xy+x(l—x)=0 (3.2)
x—z=0. 3.4)
Aus (3.4) folgt:
xX=2z.

Damit ergibt sicht fiir (3.3):

—qy—xy+2fx=0
_ 2fx
Cg+x

=)
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In (3.2) eingesetzt erhdlt man somit
2fx 2fx 2
qq +x Xq +x
= 2qfx—2fx>+ (x—xz) (g+x)=0
= X422 (g—1+2f)+x(—g—29f) =0
= x(P+x(g—1+2f)+(—g—2qf)) =0.
Man erhélt damit direkt folgendes Gleichgewicht:
(x0,50,20) = (0,0,0). (3.5)
Durch Lésen der Gleichung x> 4+ x(g — 1 +2f) + (—q —2qf) = 0 erhélt man:

L —g=1+2n) (a— 1420 +4g+8qf
Xp=21p2= 3

2f {— (g—1+20) %,/ (q—1+2f)2+4q+8qf] (3.6)

yT/z =

2q+ [— (q—1—|—2f):|:\/(q—1+2f)2+4q+8qf} |

Da (¢—142f) < \/(q— 1 +2f)2+4q+8qf folgt, dass x; = z5 < 0. Damit erhélt man
(x7,7,2]) als zweites nicht negatives Gleichgewicht. Das negative Gleichgewicht kann
ignoriert werden, da in einem chemischen System keine negativen Konzentrationen
moglich sind.

3.2 Untersuchung der Gleichgewichte auf Stabilitat

Um die Gleichgewichte auf Stabilitdt untersuchen zu kénnen, wird die Linearisierungs-
matrix A benotigt.
Diese kann mit (2.8) berechnet werden:

(1-2x—y) (q—x)

0
) £
A= ‘Z—F n=|{ = (—g—x) 2 ]. 3.7)
’ 5 5 5
1 0 —1

Im folgenden werden aufSerdem einige Hilfsgleichungen benétigt, die man aus (3.2),

(3.3) und (3.4) erhélt. Da aus Gleichung (3.4) x = z folgt erhélt man folgendes Glei-
chungssystem:

qgy—xy+x(l—x)=0 (3.8)

—qy—xy+2fx=0. (3.9)
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Wie bereits bei der Berechnung der Gleichgewichte gesehen, folgt aus (3.9), dass

2fx
= . 3.10
Y= (3.10)
Durch Addition der Gleichungen (3.8) und (3.9) erhélt man auRerdem:
—2xy—|—x+x2—|—2fx:0
1— 2
Loy o2 (3.11)
2
2fx 1—x+2f
D =y=———— folgt:
a pa y 7 olg
2fx=2fq+qg+x—qgx—x> und (3.12)
x> =2fq+q+x—qgx—2fx. (3.13)

3.2.1 Das Gleichgewicht (0,0,0)

Als Linearisierung im Punkt (0,0,0) ergibt sich:

1
Toa
£ £
Ao = 0 -4 2f
0 0
1 0 -1

Um die Stabilitat im Gleichgewicht (xf,y5,z}) angeben zu kénnen, muss nun noch das
charakteristische Polynom berechnet werden:

LY g 0
£ E
|Ag — Al —q 2f =0
0 5 A 5
1 0 —1-2

1 TR W T R A
N (8 x)((s A)(l R B
L4 2 4,0 .3, 2fq
e e s et te A2 - sh A 0

s (1 ¢ » |1 q\ 4 q(1+2f)
= x—(————Qz 8Q+ 1) - ﬂl——jg———o
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Mit €, q und § aus (2.4) folgt, dass

Das charakteristische Polynom hat also einen Vorzeichenwechsel und damit nach der
Vorzeichenregel von Descartes eine positive, reelle Nullstelle.

Fiir das Gleichgewicht (0,0,0) folgt damit, dass es instabil ist. Dies ist eine wichtige
Voraussetzung dafiir, dass Oszillationen auftreten konnen. Bei asymptotischer Stabilitit
ware dies nicht der Fall.

3.2.2 Das Gleichgewicht (x},y},z})

Im Punkt (x},y],z]) ergibt sich als Linearisierung:

1 —2x7 =y} q—x]

0
€ €
A= N —q—x  2f]. (3.14)
5 5
1 0 ~1

1—2)c’1k—)ﬁf_)L q—xi 0
€ €
Ay —AI| = -1 —x’f—q_l 2f |=0
0 )
1 0 —1-2
= A+AA*+BA+C=0.
Dabei sind A, B und C folgende Terme:
A:1+q+x“f+2xf—|—y]k—1
0 €
s 0N 24—l @) ihi-Dhi-x) g
0 € €d

oo @+x) @2 +y1—1) = 2f(g—x) +yi(g—x1)

€0
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Da es sich bei dem charakteristischen Polynom um ein allgemeines Polynom vom Grad
3 handelt, konnen die Eigenwerte nicht so leicht bestimmt werden. Man muss daher auf
die in Kaptiel 2.4 vorgestellten Methoden zuriickgreifen. Doch um das Routh-Hurwitz
Kriterium oder die Vorzeichenregel von Descartes anwenden zu konnen, muss bekannt
sein, ob A, B und C gréRer oder kleiner Null sind.

Um dies zu untersuchen, wird E := 2x} +yj — | definiert. Mit (3.10) und (3.12) folgt,

dass
_qx] +xT2 +2fq -

E 0. 3.16
q-+xi ( )
Damit folgt
A=142E0 E oy
0 €
und mit (3.11) und (3.12)
2 *2
c=Hatata
€o

B kann allerdings sowohl grof3er, als auch kleiner Null sein.

Mit der Vorzeichenregel von Descartes kann man nun in Abhingigkeit von B einige
Aussagen treffen.

Fiir B < 0 gilt:

A3 +AA? + BA +C = 0 hat zwei Vorzeichenwechsel und damit zwei oder keine positive,
reelle Nullstelle und mit A = —u einen Vorzeichenwechsel, also eine negative, reelle
Nullstelle.

Fiir B > 0 gilt dagegen:

A3 4+ AA% + BA +C = 0 hat keinen Vorzeichenwechsel und damit keine positive, reelle
Nullstelle und mit A = —u drei Vorzeichenwechsel und damit drei oder eine negative,
reelle Nullstelle.

Dies liefert jedoch kein wirkliches Ergebnis.

Mit dem Routh-Hurwitz Kriterium kann man dagegen ein Stabilitatskriterium fiir das
positive Gleichgewicht aus (3.6) erhalten.

Es gilt:
Das Gleichgewicht (x},y},z}) ist stabil < A >0, C >0 und AB—C > 0.

Mit A, Bund C aus (3.15), E aus (3.16) und den Hilfsgleichungen (3.10), (3.11), (3.12)
und (3.13) lasst sich AB — C berechnen:

¢(6,f,8) =AB-C

_ (1+q+XT+E) (q+X’f+E+(Q+XT)E+yT(q—XT))_2fq+q+XT2
0 € o € €0 €0
_ (8(e+E)+e(g+x}) (ES+(q+x}) (E+E)+x72 —x7) — (x?+2qf +q) €6 (3:17)
- (£8)”
_ N&*+MS+L

82 ’
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wobei N, M und L wie folgt definiert sind:

E(e+E) E(l E)_qx’f+x72+2fq< qx’f+xT2+2fq>

€2 & € s(q—i—x’]k) 8(q+xT)
Mo (g+x) (e +E) +X’1‘2 (e+E) xj(e+E) N eE(q+x}) x’e 2qfe qe
' e? e? €2 e? e? e2 g2’
Lo Ela+x) (E+E) elg+x)x?  e(g+x)x
T g2 €2 €2

*2
i

= (q+x) [(quxT) (1 +§) e _%}
xT(l_q_4f)+2q(l+3f)} _

=...=(q+x]) [(q—l—xﬁ—# c

Da alle Konstanten positiv sind (vergleiche (2.4)) ist leicht zu sehen, dass N > 0 gilt. Der
Ausdruck M wurde nicht weiter vereinfacht, da es im folgenden nicht weiter benotigt
wird.

Doch damit ldsst sich nicht nur sagen, wann das Gleichgewicht stabil ist, sondern auch
unter welchen Bedingungen es instabil ist, was Voraussetzung fiir Oszillationen ist.
Genauer gesagt bedeutet das, dass (x],y},z]) instabil ist, falls eine der Bedingungen des
Routh-Hurwitz Kriteriums nicht erfiillt ist. Da A > 0 und C > 0 fiir positive Konstanten
immer erfiillt ist, stellt sich die Frage, wann ¢ (9, f, &) > 0 nicht erfiillt ist. Das heilt das
Gleichgewicht ist instabil, falls ¢ (8, f,€) < 0, wobei ¢ (3, f,€) = 0 die Grenze zwischen
stabilem und instabilen Gleichgewicht darstellt.

Es stellt sich also die Frage, fiir welche 6 die Ungleichung ¢ (9, f,€) < 0 gilt. Betrachte
dazu ¢ (8, f,€) = 0. Es gilt:

¢(6,f,e)=0
& NS> +MS+L=0

—~M ++M? —4LN
2N '

= 6]/2:

Damit erhélt man als nichtnegativen Bereich, in dem ¢ (5, f,¢) < 0 gilt:

—M ++/M?2—4LN
2N ’

0<od< falls (3.18)

xi(1-q—4)+29(1+30)] _
&

L=(g+x)) |(g+x1)+ 0 (3.19)

gilt (da N > 0).

Mit x] aus (3.6) und g, € aus (2.4) erhélt man eine Funktion von f. Da g+ x] > 0 ist
L < 0 erfiillt, falls

(1—g—4 2 (143
xl( q fz:—i_ q( + f)<_(q+x41<)

o x(1—g—4f)+2¢(14+3f)+(g+x1)e <0. (3.20)
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Setzt man in (3.20) fiir < ein Gleichheitszeichen ein, und fiir ¢ und € die Werte aus (2.4)
kann man sich zum Beispiel von WolframAlpha! die kritischen f berechnen lassen?

£, =0.251218
£, = 1.20308

f muss zwischen diesen beiden Werten liegen und man erhélt so den Bereich von f, fiir
den das Gleichgewicht (x7,y7],z]) instabil ist:

0.251218 = f,, < f < fe, = 1.20308, (3.21)
und die Stabilitidtskurve von 6 in Abhéngigkeit von f:
~M+VMZ—4L

5= N (3.22)

3.3 Ein Beispiel

In (2.4) wurden ungefdahre Werte von &€, 8, g und f fiir das Differentialgleichungssystem
(2.6) angegeben. Doch insbesondere f ~ 0.5 wurde experimentell bestimmt.
Aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen, miisste das Gleichgewicht (x},y?,z}) in-
stabil sein. Im Folgenden soll dies nun nachgerechnet werden.
Zur Erinnerung:

ex~5%x107°, S~2x107% ¢g~8x107%

Setzt man diese Werte in (3.6) ein, erhilt man als nicht negatives Gleichgewicht:
(x1,31,21) =~ (0.039602,0.980199,0.039602) . (3.23)
Als Linearisierung im Gleichgewicht erhédlt man damit

—1188.06 —776.04 O
Ap = | —4900.995 —-202.01 5000 |,
1 0 —1

und die Berechnung des charakteristischen Polynoms ergibt
Ay — M| ~ =A% —1391.0742 +3.56198 x 10°A — 316832.

Die Berechnung der Eigenwerte gestaltet sich auch hier schwierig. Deshalb wird diese
wieder bei WolframAlphadurchgefiihrt und man erhélt die Eigenwerte3

A = —2706.97
A = 0.0889514
A3 =1315.81.

Da ein Eigenwert mit ReA > 0 existiert, folgt, dass das Gleichgewicht instabil ist.

L http://www.wolframalpha.com/

zum Vergleich siehe Abbildung A.1 im Anhang

3 zum Vergleich siehe Abbildung A.2 im Anhang






Kapitel 4

Die ,,Box-Methode*

4.1 Warum diese Methode?

Im letzten Kapitel haben wir einen Bereich fiir f bestimmt, so dass das Differential-
gleichungssystem (2.6) ein instabiles Gleichgewicht im positiven Oktanten besitzt. Dies
gibt einen Hinweis darauf, dass Oszillationen auftreten konnen. Ob es jedoch wirklich
zu Oszillationen kommt, oder ob ein anderes Verhalten zu beobachten ist, muss anders
untersucht werden.

Eine Bedingung fiir Oszillationen ist die Existenz eines periodischen Orbits. Da es sich
bei (2.6) um ein System dritter Ordnung handelt, kann jedoch der Satz von Poincaré-
Bendixson' nicht angewendet werden, um die Existenz eines periodischen Orbits zu
beweisen. Murray [9] und Hastings und Murray [6] wenden daher eine Methode an,
die Troy [13] als ,,Box-Methode“ bezeichnet.

Diese Methode besteht aus drei Schritten:

1. Bestimmung einer Menge S, so dass jede Losung die zur Zeit ¢, in S liegt fiir alle
t > to in S bleibt

2. Diskussion des Verhaltens der Losungen in S
3. Beweis, dass mindestens ein periodischer Orbit in § existiert
welche im folgenden besprochen werden sollen.

Dabei ist zu beachten, dass Murray [9] und Hastings und Murray [6] ein von (2.6)
verschiedenes Differentialgleichungssystem verwenden. Da Murray in [10] S allerdings
auch fiir das Differentialgleichungssystem (2.6) bestimmt, wird sich der erste Punkt an
dieser Arbeit orientieren. Die Punkte zwei und drei orientieren sich dagegen an dem Ar-
tikel von Hastings und Murray [6], wobei ihr Vorgehen auf das Differentialgleichungs-
system (2.6) iibertragen wird.

L siehe zum Beispiel [5]
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4.2 Bestimmung der Box S

Gesucht ist eine beschrédnkte, abgeschlossene Menge S, die das Gleichgewicht (x},y7,z])
einschlief3t und fiir die gilt, dass jede Losung die zur Zeit #( in S liegt fiir alle > 75 in S
bleibt. Aul’erdem gilt fiir eine solche Menge S, dass jede Losung im positiven Oktanten
x,y,z >0, die aullerhalb von § liegt, irgendwann nach $ hinein lauft.

Um diese Menge zu finden, wird die nach auflen zeigende Normale n auf S eingefiihrt.
Diese kann man sich wie in Abbildung 4.1 vorstellen.

waz

Tangente an S

Abbildung 4.1: Nach aufden zeigende Normale auf S

Das heil3t, dass % fiir jeden Punkt auf dem Rand von S nach § hinein zeigen muss, damit
obige Bedingungen erfiillt sind.

Es ist also zu zeigen, dass fiir alle r € § gilt:

dr
-— <0 1
n m < 4.1)

mit ¢ aus (2.6).

Die einfachste Menge S ist eine rechtwinklige Box, die durch die Flachen
X=X, X=X Y=V,Y=)Y2; I=21,3=22

definiert wird und das Gleichgewicht (x},y7,z]) einschlief3t.
Dabei seien i, j und k die Einheitsnormalen in positive x, y und z Richtung.

Betrachte als erstes x = x; und x = x; mit 0 < x; < x} < xp.

Fiir x = x|, n= —i und (4.1) muss gelten

o dr

—1 —

dr

o dx

<O0.
dr

X=X

X=X

Da ¢ > 0 folgt mit (2.6)
qy —x1y +Xxi —x% > 0.
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Aus (2.4) ist bekannt, dass 0 < g < 1. Wahlt man x; = ¢, so kann obiger Ausdruck wie
folgt abgeschéatzt werden:

Yg—x1)+xi—xf R y(g—x1)+x1>0 Yy <y<y.

Damit ergibt sich fiir x < x} die natiirliche Grenze x; = ¢ und fiir x = x; = ¢ ist (4.1)
erfillt:

w-yta—q _ q(l-q)
€

- <0 fir ¢g<1.

Flir x = xp, n =i und (4.1) folgt analog:

o dr
Y

dx

= — <0 = ylg-xm)+x—x3<0, da £>0
X=X dr

X=Xx7

Wahlt man x, = 1 folgt:

—1
:y(q )<0 flirg <1,Vy>0.

Es lasst sich leicht zeigen, dass g = x; <x] <x, =1 flir ¢ < 1 und xj.
Betrachte nun z=z; und z =z, mit 0 < z; < 7} < 22.

Flir z=z;, n= —k und (4.1) folgt

dr
dt

dz
dr

=—(x—z1) <0.

=71

=211

Damit folgt, dass z; < x und da in S x > x; kann z = z; = ¢ als untere Schranke gesetzt
werden.

Entsprechend gilt flir z=z und n =k

dr
dr

_dz
o dr

=22

=(x—2)<0 = x<2p
=22

und z = zp = 1 kann als obere Schranke gesetzt werden, da x <1 in S.
Da zj = x] ist die Bedingung ¢ = z; < zj < z» = | ebenfalls erfiillt.

Als letztes muss nun noch y = y; und y = y, mit y; <y} < y, betrachtet werden.
Fiir y=y;, n=—j und (4.1) folgt

dr

dy
dr

dr

<0.
Y=y

_j.

y=1

Da 6 > 0 folgt mit (2.6)
yi(g+x)—2fz<0.
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Fiir alle ¢ <x <1 und alle ¢ < z < 1 muss also gelten:

2fz
g+x

<

Eine untere Schranke fiir y erhdlt man nun, wenn man z = z,;; = ¢ und x = Xe = 1

setzt:
_ 2fq

yl_q+1'

Analog folgt fiir y = y,, n = j und (4.1)

. dr

T4

= <0 = 2fz—y(q+x)<0, da 6>0

y=y2

Y=y
und dass fiiralleg<x<lundalleg<z<1

2fz
q+x

y2 >

gelten muss.
Setzt man z = z,,4, = 1 und x = x,,,;, = ¢ erhélt man als obere Schranke fiir y

Yy2=—.
q

Die Bedingung y; < yj <y, ist ebenfalls erfiillt, wenn man ¢ und f wie in (2.4) wéhlt.

Es kann also ein Quader S gefunden werden, der (4.1) Vr € S erfiillt. Dieser wird durch

2
x=q,x=1, y=ﬂ,y=i; z=q,z=1 (4.2)
q+1 q
begrenzt und schliel3t das Gleichgewicht (x7,y},z]) ein. Dabei werden f und g wie in
(2.4) gewahlt.

Wie bereits erwédhnt, waren die Bedingungen fiir S, dass jede Losung, die zur Zeit ty in S
liegt fiir alle ¢ >ty in S bleibt, und dass jede Losung im positiven Oktanten x, y, z > 0, die
aulBerhalb von § liegt, irgendwann nach S hinein lauft. Da (4.1) erfiillt ist, sind diese
Bedingungen erfiillt. Hastings und Murray sagen in [6], dass die Existenz einer solchen
Menge S eine niitzliche Voraussetzung ist, um die Existenz periodischer Lésungen mit
begrenzter Amplitude zu beweisen. Dies wird im nachsten Kapitel gezeigt werden.

4.3 Verhalten der Losungen in S

Nachdem im vorherigen Abschnitt § bestimmt wurde, stellt sich die Frage, ob iiber das
Verhalten der Losungen in S eine Aussage gemacht werden kann. Dafiir wird S zu-
nichst derart in acht Unterquader Sy, S», ..., Sg unterteilt, dass diese das Gleichgewicht
(x7,¥7,27) = ri als gemeinsamen Eckpunkt besitzen.
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Die Unterquader werden wie folgt definiert:

St g<x<xi, m<y<yl, g<z<z;
St xi<x<1, yi<y<y}, ¢<z<z);
S3: q<x<xj, Y1<y<y, q<z<z;
Sp: xi<x<1, yi<y<y, ¢<z<7z;
Ss: qg<x<xj, y<y<y, 71<z<1Lg
Se: x1<x<1, y<y<y], z;<z<L;
S7: q<x<x], Y <y<y, z<z<l
Sg: x}<x<1, y<y<y, z;<z<L
Zur Veranschaulichung dient Abbildung 4.22.
T 's. 1 s 2
S S | _
e
AT TS

Abbildung 4.2: Unterteilung von S in acht Unterquader

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Parameter so gewahlt sind, dass das
Gleichgewicht (x},y},z]) instabil ist, das heilst die Bedingungen (3.18), (3.20) und
(3.21) sind erfullt.

Da nach dem Satz von Vieta fiir Polynome vom Grad 3 die Ungleichung —A;A,A3 =C >0
gilt, folgt fiir die Linearisierung von (x},yj,z]), dass zwei Eigenwerte einen positiven
Realteil besitzen miissen, und dass der dritte Eigenwert reell und negativ ist. An die-
ser Stelle soll noch bemerkt werden, dass die beiden Eigenwerte mit positivem Realteil
nicht zwingend komplex sein miissen. Theoretisch ist es auch moglich, dass beide Ei-
genwerte reell und positiv sind. Falls sie jedoch nicht reell sind, miissen sie komplex
konjugiert sein. Dies ist insbesondere kein Widerspruch zur Vorzeichenregel von Des-
cartes.

Unter diesen Voraussetzungen soll nun gezeigt werden, dass alle Losungskurven bis auf
zwei, die sich in S4 oder S5 befinden, nicht darin bleiben konnen, und dass keine Losung
aus S nach S; oder S5 hineinlaufen kann. Des weiteren soll gezeigt werden, dass eine
Losung, die eine der anderen Boxen betritt, oszilliert. Dabei ist es egal, ob die Losungs-
kurve von aullerhalb oder aus S4 oder S5 kommt. Genauer heif3t das, dass eine Losung,

2 diese Abbildung wurde in GeoGebra 5.0 Beta Release erstellt



22 KAPITEL 4. DIE ,BOX-METHODE*

die sich zum Beispiel in S5 befindet, die Boxen in folgender Reihenfolge durchlauft:

S3—>Sl—>SQ—>S6—>S8—>S7—>53—>.... (43)

Zur Veranschaulichung dient Abbildung 4.33. Die beiden grauen Boxen sind die, in de-
nen die Losungen nicht bleiben kénnen (mit Ausnahme von zweien), und die restlichen,
blauen, Boxen werden wie in (4.3) durchlaufen, womit folgt, dass die Losungen oszil-
lieren.

Abbildung 4.3: Unterquader von S in denen die Losung oszilliert

Als erstes soll nun die Box S4 betrachtet werden. Diese ist definiert durch:

X <x<1, y<y<y, ¢g<z<z].

Man sieht sofort, dass z < x gilt. Damit folgt, dass % = x—z > 0. Fiir die Trajektorien

in S gibt es daher zwei Moglichkeiten, wie sie sich verhalten konnen. Die erste ist, dass
sie auf das Gleichgewicht (x},y},z}) zulaufen. Da jedoch, wie bereits erwéhnt, die Li-
nearisierung im Gleichgewicht nur einen negativen Eigenwert besitzt, kann es in S4 nur
einen solchen Orbit fiir r — « geben. Die zweite Moglichkeit ist, dass die Losungskurven
die Seiten von S, schneiden, die im Inneren von S liegen.

Diese werden wie folgt definiert:

Fi: xj<x<1, yi<y<w, z=z;
B xi<x<l1, Y= q<z<7;
F: x=xi, Yi<y<y, q<z<z.

Um nun die Behauptung, dass mit Ausnahme einer alle Lésungskurven aus S, hinaus-
laufen, und dass keine Losungskurve aus S hineinlaufen kann, zu zeigen, muss gezeigt
werden, dass die Richtungsvektoren auf oben angegebenen Seitenflachen aus S4 hinaus
zeigen.

Auf Fy gilt z < x und damit % > 0 und somit verlasst die Losungskurve Sj.

Auf F, gilt, da z < zj und —x] > —x

dy  —@yi—0i+2fz _ —qyi—xyi+2fZ
dr 0 0

3 diese Abbildung wurde in GeoGebra 5.0 Beta Release erstellt

=0
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und somit verldsst die Losungskurve auch hier Sy.

Bleibt noch F; zu betrachten. Dies ist jedoch ein bisschen aufwendiger. Da € > 0 reicht
es zwar zu zeigen, dass g (x,y) := gy —xy+x —x> < 0 falls x = x7,¥] <y <y, flir spater
sind jedoch die allgemeineren Aussagen

<0, falls xj<x<l,yi<y<
g(x,y){ ! = (4.4)

>0, falls g<x<xj,y1<y<y]

wichtig, weshalb sie an dieser Stelle gezeigt werden sollen.

d
Betrachte daher als erstes 38 (x,y) =g—x <0 fiir ¢ <x. Da g(x},y}) =0 folgt
y

(1) >0, falls y<yj
SN 0, falls y>y

Bei x = x7 gilt fiir ig(x,y’{) mit (3.10) und (3.12)

dx

p) . ) . —2fq—qx; —x}
Sg(x,y)) = —yi+1-2x] = <0
dx q+xi

und es folgt
(x3) >0, falls g<x<uxj
AN <0, falls xj<x<l1

Damit gilt (4.4) und insbesondere ‘é—f < 0 auf F3, womit die Behauptung gezeigt ist, dass
keine Losungskurve aus S nach S4 hineinlaufen kann.

Die Diskussion des Verhaltens der Losungskurven in S5 folgt analog.

Als néachstes soll nun gezeigt werden, dass die restlichen Quader in einer bestimmten
Reihenfolge durchlaufen werden. Dies ist fiir die Boxen S, und S; am einfachsten zu
zeigen und daher soll mit diesen begonnen werden.

In S, gilt genau wie in S4 z < x und damit % > 0. AuBerdem haben die beiden Unterqua-
der eine gemeinsame Flache F3, fiir die bereits gezeigt wurde, dass die Richtungsvekto-
ren nach S, hinein zeigen.

Mit S; hat S, die gemeinsame Flache x =x7, y; <y <y}, ¢ <z <zj auf der mit (4.4) gilt

dx
9 *7 > 07

a g (x1,y)

was bedeutet, dass auch bei dieser Seitenfliche die Richtungsvektoren nach S, hinein
zeigen.

Fiir die Kante x = x}, y = y], ¢ < z < zj gilt

dy  —gyi —x1yi+2/2 - —ah — X 217

dt b} ) 0.
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Da es in S, aulerdem keine Losungskurve gibt, die auf das Gleichgewicht (x},y7,z])
zustreben kann, folgt, dass alle Trajektorien in S, auf die Flache z = zj zustreben, und
da sie nicht in S, bleiben konnen, diese in Richtung S¢ verlassen.

Analog folgt fiir S7, dass dieser Quader von allen Losungskurven in Richtung S3 verlas-
sen wird. Damit wurde von (4.3) bereits folgendes gezeigt:

S35 =85 L 88 —85 L8 ...

Fiir S3 und S gestaltet sich das Ganze dagegen etwas komplizierter. Da die Diskussion

dieser beiden Boxen aber auch hier analog ist, wird nur S3 besprochen. In diesem Qua-

der gibt es eine Fldche x = z oder & = 0 die diesen diagonal in zwei Hélften S5, und S3,

teilt.

Betrachte als erstes die untere Hélfte S3,. Dort gilt x > z oder & > 0. Setzt man §* =0,
2

so erhidlt man mit y =

eine Flache die S3, in die beiden Bereiche A; und A; teilt.
X—q
dz

In A; gilt neben § > 0 auch g—f > 0, wahrend in A, neben % >0, fil—’l‘ <0 gilt.

Wie A in S3 liegt sieht man in Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: S3 mit den beiden Grenzflichen & =0 und § =0, sowie dem Gebiet 4,
(aus [6] ibernommen)

A; hat mit S; eine gemeinsame Fliche ¢ < x < x},y =y}, ¢ <z < x durch die alle Lo6-
sungskurven aus A| nach S; laufen.
Um dies zu zeigen, betrachte als erstes % in A; und auf der Flache z =x,y > y].

2fx]
Dayj = ”

1

< 2f gilt:

dy —gqy—xy+2fz < —qy] —xy] +2fx

dr ) - )
o+ 2fF=y))x =gy (2f =) X
= <
1) )
—qy] —x1y] +2f7) _0
_ L —0.

Aullerdem konnen Losungskurven A; weder durch % = 0 noch durch % = 0 verlassen.
Denn falls % =0und % > 0 wiirde folgen, dass
d’z  dx dz  dx

L e 1)
d?t+ dr dr dt>’
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was ein Widerspruch ist, da in A, gilt, dass % > 0.
Fur =0und dy < 0 wiirde folgen, dass

d’x dy dx dy dx _dx 1/ dy dy
- A SN AN T Junid =2
d?t ( 9 @ a T w dt> < Ta " >0,

was ebenfalls ein Widerspruch ist, da gf > 0 in A gilt. Zudem ist es auch nicht moglich,

dass ¢ = gf 0 und Oly<0dadannzwarf}lf Oaber%:%>0.
Damit ist gezeigt, dass alle Trajektorien in A; direkt nach §; laufen.

Es ist aullerdem nicht moglich, dass eine Losung fiir alle Zeit in A, bleibt, da dann z auf
eine endliche Schranke zulaufen wiirde. Dies ist jedoch nicht moglich, da in S; keine
Losung auf das Gleichgewicht zulaufen kann.

Betrachte als nachstes alle Losungskurven, die sich in S3, befinden, und die die Grenz-

flache x = z schneiden.

Im Schnittpunkt gilt 3 & _0gund0< d = @ dain S3, % > 0 gilt. Falls ‘le—’; =0 (und damit
auch gzz = 0) folgt, dass d = flz’; =1 <q5 —x dt) > 0, was einen Widerspruch darstellt.

Damit folgt, dass fiir die Losungskurve unmittelbar nach dem Schnittpunkt % > (0 und
% > 0 gilt. Dadurch ist jedoch A; gekennzeichnet, was bedeutet, dass jede Losung aus
S3,, die x = z schneidet, direkt nach A; hineinlduft.

Fiir alle anderen Losungen in S3, gilt, dass sie S3 durch y = y} verlassen miissen, da sie
weder in S3, bleiben, noch durch eine andere Flache verlassen kénnen.

Von (4.3) wurde damit bereits bewiesen:

S3 451—)52456458%57453%....

Folglich muss nur noch untersucht werden, wie sich die Losungen in S| und Sg verhal-
ten.

Bei der Diskussion von S, wurde bereits gezeigt, dass auf der gemeinsame Flache von
S1 und S, alle Richtungsvektoren nach S, hinein zeigen.

Fiir eine Losungskurve, die aus S5 kommt, kann theoretisch y > 0 gelten, wodurch die
Losung nach S; laufen konnte. Doch es wurde bereits gezelgt dass sie dann aus S3 wie-
der nach S zuriick laufen muss. Dann gilt jedoch 3 & 0.

Genau wie S3 wird S} von x = z in zwei Hélften geteﬂt In der oberen gilt & <0 undin
der unteren df > 0. Des weiteren gilt in ganz §; & a > 0. Damit folgt fiir alle Losungen
1n z < x, dass sie dort so lange bleiben, bis sie nach S, laufen. Fur = < 0 gilt, dass dort

E < 0 bleibt, denn dies gilt fiir alle Losungen, die aus S3 kommen, und falls ‘31{ =0 folgt

% = —%y +2f % < 0, was ein Widerspruch ist. Das bedeutet, dass eine Losungskurve
nicht nach S5 zuriick laufen kann und damit die Flache x = z schneiden und dann nach
S, laufen muss.

Somit ist (4.3) gezeigt, und es wurde bewiesen, dass die Losungskurven oszillieren miis-
sen. Dariliber hinaus wurde gezeigt, dass die Losungskurven eine begrenzte Amplitude
besitzen, und man kann Aussagen iiber den Wechsel der Konzentrationen von [HBrO»),

[Br~] und [Ce**] machen.
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4.4 Beweis der Existenz einer periodischen Losung in S

Basierend auf den vorhergehenden Uberlegungen soll in diesem Kapitel nun abschlie-
Bend noch gezeigt werden, dass mindestens eine periodische Losung existiert. Dafiir
muss gezeigt werden, dass ein T > 0 existiert, so dass r(7T') = r(0) (vergleiche (2.9)).

Im Folgenden werden die Losungen betrachtet, fiir die der Anfangswert r(0) auf der
Flache F liegt. Dabei ist F die gemeinsame Flache der Boxen S, und S¢, die definiert ist
durch

<x(0)<1, yi<y(0) <y, z(0)=z.
Aus den Ergebnissen des vorherigen Abschnittes ist bekannt, dass ein T > 0 existiert,
so dass r(T) in F liegt. Aulerdem existiert fiir jedes r(0) # ri = (x7,y7],z]) ein kleinstes
T >0,sodassr(T) € F.

Definiere eine Abbildung p : F — F mit
p(r(0)) =r(T) falls r(0)#ry,
p(ri)=ri.
Diese Abbildung ist stetig, da alle Losungen F nur in eine Richtung durchqueren (siehe
Diskussion zur Box S, auf Seite 24).

Da p(rj) = r ist r] ein Fixpunkt von p. Falls p einen weiteren Fixpunkt besitzt, folgt,
dass das Differentialgleichungssystem (2.6) eine periodische Losung besitzt.

(4.5)

Um dies zu zeigen wird die Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes von Brouwer ver-
wendet (siehe Satz 2 auf Seite 6).

Da F den Punkt rj enthélt, und dieser Punkt ein Fixpunkt ist, muss gezeigt werden, dass
in F eine Kurve y mit folgenden Eigenschaften existiert:

1. r{ ist nicht in y enthalten

2. v liegt mit Ausnahme der beiden Endpunkte die auf den Seiten x = xj und y = y}
liegen im Inneren von F

3. p bildet G auf G ab, wobei G die Fldche in F ist, die durch y von r] getrennt wird.

Der Fixpunktsatz wird dann auf der Fldche G angewendet, da er andernfalls den bereits
bekannten Fixpunkt liefern konnte. In Abbildung 4.5 ist diese Flache dargestellt.

Betrachte dafiir die Linearisierung von (2.6) im Punkt r}. Diese ist durch das System
- = Alu (4.6)

mit u~r—rj und A; aus (3.14)

1—-2x7 =y} q—x]

0

& &
A= —g—5 2
0 0 0
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F k

Abbildung 4.5: Flache G in F, die durch y von r| getrennt wird

gegeben. Wie bereits in Abschnitt 4.3 gesehen, besitzt A; einen negativen, reellen FEi-
genwert A; und zwei Eigenwerte mit positiven Realteil 1, = up +ic und A3 = yu3 —io.
Falls A, und A3 komplexe Eigenwerte sind, ist u, = u3 und fiir A, und A3 reell gilt ¢ = 0.
Durch eine Variablentransformation der Form # = Av kann nun (4.6) in die Normalform

dv
— =N .
o v 4.7)

gebracht werden. Dabei ist

und v = (VI,VQ,V3>T.

Sei e = (ey, e, e3)T der zu A; gehoérende Eigenvektor von A;. Dann existiert eine Gerade
durch r{ und parallel zu e. Diese wird mit L bezeichnet.

Betrachte den Zylinder Cy mit Achse L und elliptischen Durchschnitt, der im v Koordi-
natensystem definiert ist durch

vB4+1i=a Ya>0.

Fiir die Losungskurven von (4.7)

dV1

2

dr 1V1

dV2 p
— = Upvy) — OV
ar UV 3

dV3
— = 0OV 1%
ar OV + U3Vv3
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gilt auf der Oberflache von Cy,

d (V% + V%) dV2 dV3
N2 Y Dy Ly a2
dr V2 dr s dr

=2v) (Upvy — ov3) +2v3 (OVvy + U3v3)
= 2449v3 +213v3 > 0,
da pp und us positiv sind.

Damit folgt fiir Losungen von (4.6), dass sie Cy, von innen nach aulen schneiden. Mit
o und |r — rf| entsprechend klein, gilt das selbe auch fiir (2.6).

Um dies zu zeigen, werden in (2.6) durch r —rj = Ap die Variablen getauscht. Dabei ist
A der Variablenwechsel, der (4.6) in (4.7) iiberfiihrt, und es folgt fiir |p| — 0, dass

d(p3+p3)
dr

Es muss gezeigt werden, dass ein § > 0 mit p5 + p3 > §p? fiir r € S\ (S U Ss) existiert,
sodassin S\ (S4USs) gilt

d(p3 +p3)
dr

Dies ist genau dann der Fall, wenn L () S in S4 U S5 liegt und nicht auf Seitenflaichen
dieser Boxen, was dquivalent dazu ist, dass der Eigenvektor e keinen Eintrag besitzt der
Null ist.
Betrachte dafiir Aje = Aje und benutze, dass 4; <0, ¢—xj <0 und 1—2x7 —y] <O0.
Letzteres kann mit Hilfe von (3.10) und (3.12) leicht gezeigt werden.
Es gilt

= 2pi2p3 +2413p3 + 0 (|P\2) :

= 212p3 + 20305 + 0 (p3 +p3) -

Aje=Aie
:>(A1—A‘1E)e:0
1 —2x7 =y} q—x]
€ —h € 0 €1 0
(4.8)
= - _q_XT—M 2f el =10
o 0
e3 0
1 0 —1—-A

Da dies ein homogenes Gleichungssystem mit drei Unbekannten ist, existiert eine nicht-
triviale Losung, falls der Rang der Matrix A; — A|E Kkleiner als drei ist. Um diesen zu
bestimmen, wird A; — A|E auf untere Zeilenstufenform gebracht:

B 0 0
1 —2x7 =y} q—Xx]
A —ME = f_ll c 0
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. -] 0 ([(—q—x} € 1 —2x7 —yi
mit B= | 1 —1-2 —1-4)= —A A1 ).
es= (140 1m0+ c1-a 7 (2 )i 1
Da bei der Umformung auf Zeilenstufenform genau zweimal Zeilen vertauscht wur-
den, bleibt die Determinante unverdndert und gleich dem charakteristischen Polynom.
Daraus folgt, dass B dieselben Nullstellen hat, wie das charakteristische Polynom, ins-
besondere A;, und man erhilt fiir A,

0 0 0
€l 0
1 —2x7 =y} q—x;
f_ll c 0 ex| =10
- —q—x P 2f | \es 0
) o) o)

Der Rang der Matrix ist also zwei und es existiert eine nichttriviale Losung. Fiir beliebi-
ges e; kann nun e, und e3 berechnet werden.

*

Wihle ¢ = — 2 _le , dann folgt

62:—);1 yl—)ul unde3:<yl(q38x1)+( q6 x1—7l,1> (—zl yl—ll)>ﬁ.

Es gilt e #£ 0 und e; # 0 da 1—2;;& kein Eigenwert von A; — A E sein kann (ange-
nommen es wére ein Eigenwert, dann besitzt (4.8) nur die triviale Nulllosung, was ein
Widerspruch ist). Aul3erdem gilt

(g —xt —qg—x)(1—-2xF—y¥) —qg—xF 1 —2x7 —y7 o
63:()’1@ 1)+(CI 1) ( =1 q L, — 81 ylll+kf)ﬁ7§0,

o€ o€ 9]

da € und 6 sehr klein sind, und daher

1(g—x] —q—x7) (1 —=2x7 -y} —q—X] 1 —2x7 —y]
yl(q& 1)+( q 1)(58 1 y1)+3~12> 615 LA+ 1 yllh

womit die Behauptung gezeigt ist.

Definiere nun vy := Cy, (N F fiir a > 0 ausreichend klein. Damit folgt, dass eine Losung
r mit r(0) € G auBerhalb von C, liegt. Diese Losung bleibt in S\ (S4 U Ss) und kann
daher Cy nicht schneiden. Folglich liegt auch (7') in G und mit dem Fixpunktsatz von
Brouwer folgt, dass p in G einen Fixpunkt besitzt. An dieser Stelle soll noch bemerkt
werden, dass die Konvexitat, die bei der Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunkt-
satzes (siehe (2) auf Seite 6) benotigt wird, von G bei obiger Wahl von ¥ nicht erfiillt
ist (vergleiche Abbildung 4.5). Dies ist ein offener Punkt im Beweis von Hastings und
Murray [6]. Auch bei Pliss [11], der die Existenz periodischer Losungen bei bestimmten
dreidimensionalen Systemen untersuchte, und auf den sich Hastings und Murray [6]
beziehen, wurde die Konvexitit nicht beriicksichtigt.






Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass der Oregonator ein geeignetes Modell ist, um
die BZ-Reaktion zu beschreiben. Es konnte nicht nur gezeigt werden, dass das Differenti-
algleichungssystem ein instabiles Gleichgewicht besitzt, sondern auch, dass mindestens
eine periodische Losung existiert.

Hastings und Murray weisen am Ende ihrer Arbeit [6] darauf hin, dass die Existenz
periodischer Losungen auch mithilfe der Verzweigungstheorie gezeigt werden kann. Sie
bezeichnen dies jedoch als miihsam, da es sich in diesem Fall um ein dreidimensiona-
les System handelt. AuBerdem kann mit der Verzweigungstheorie nicht gezeigt werden,
dass alle Losungen oszillieren. Auch die Aussage iiber die Konzentrationswechsel kann
dadurch nicht erhalten werden.

Dennoch haben sich viele Forscher mit der Verzweigungstheorie bei der BZ-Reaktion
beschéftigt. In der Regel arbeiten sie aber alle mit einem zweidimensionalen System.
Dies kann man leicht aus dem dreidimensionalen System erhalten. Zur Erinnerung:

SE = qy—xy+x—x2
d
6d_)t/ =—qy—xy+2fz (5.1)

dz

-
ist die dimensionslose Form des FKN-Modells mit den dimensionslosen Parametern aus
(2.4). Da € < ¢ kann 8% ~ 0 gesetzt werden, und man erhalt

X—Z

qy—xy+x—x2 =0

(1-3)+/(1-3) +4gy 62
: .

Damit wird (5.1) auf ein zweidimensionales Differentialgleichungssystem in y und z
reduziert:

Sx=x(y) =

dy_ B
55 =2fz—ylx(y)+4]

dz_
dr

(5.3)
x(y) =z



32 KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Ein solches zweidimensionales System lasst sich viel einfacher mithilfe der Verzwei-
gungstheorie untersuchen.

In der Tat kann bei der BZ-Reaktion eine besondere Verzweigung gefunden werden:
Eine subkritische Hopf-Bifurkation. Bar-Eli und Noyes sprechen in [1] davon, dass es
bei der BZ-Reaktion nur diese Art von Verzweigung geben kann. Ein Beweis dazu findet
sich zum Beispiel bei Tyson [14].

Die Idee hinter diesem Beweis ist recht einfach zu verstehen. Dafiir muss man sich je-
doch erst einmal bewusst machen, was eine subkritische Hopf-Bifurkation ausmacht,
und wie sie sich von einer superkritischen unterscheidet.

Von einer superkritischen Hopf-Bifurkation spricht man, wenn ein stabiles Gleichge-
wicht in ein instabiles {ibergeht und dabei ein stabiler Grenzzyklus entsteht.
Hopf-Verzweigungen konnen in allen Phasenrdumen der Dimension n > 2 auftreten, in
diesem Fall ist jedoch nur der zweidimensionale Fall interessant.

Zur Veranschaulichung dient folgende Graphik (siehe [12, S. 250]):

[ e

N

7~ <

]

Abbildung 5.1: Stabilitdtsanderung des Gleichgewichts bei einer superkritischen Hopf-
Verzweigung

Im Unterschied dazu spricht man von einer subkritischen Hopf-Verzweigung, wenn ein
stabiles Gleichgewicht, welches von einem instabilen Grenzzyklus umgeben ist, in ein
instabiles Gleichgewicht iibergeht, wobei der Grenzzyklus verschwindet.

Strogatz schreibt in [12], dass nach der Bifurkation die Trajektorien zu einem entfern-
ten Attraktor springen miissen. Dies kann ein Gleichgewicht, ein anderer Grenzzyklus,
das Unendliche oder fiir Dimension n > 3 ein chaotischer Attraktor sein.

In einem zweidimensionalen System kann es also insbesondere vorkommen, dass das
stabile Gleichgewicht von einem stabilen Grenzzyklus eingeschlossen wird. Der insta-
bile Grenzzyklus befindet sich dann dazwischen. Wenn das stabile Gleichgewicht in
ein instabiles iibergeht, verschwindet der instabile Grenzzyklus, der stabile Grenzzyklus
bleibt jedoch erhalten.

In Abbildung 5.2 wird dies noch einmal veranschaulicht (siehe [12, S. 252]).

Tyson zeigt in [14], dass bei entsprechender Wahl der Konstanten und f = f, ein stabiles
Gleichgewicht existiert, dass von einem stabilen Grenzzyklus umgeben ist. Folglich muss
sich dazwischen ein instabiler Grenzzyklus befinden. Ist f dagegen so gewéhlt, dass das
Gleichgewicht instabil ist, dann existiert ein stabiler Grenzzyklus.

Somit sind die Bedingungen fiir eine subkritische Hopf-Bifurkation erfiillt.
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—

Abbildung 5.2: Stabilitdtsanderung des Gleichgewichts bei einer subkritischen Hopf-
Verzweigung

Diesen Beweis hier im Detail zu bringen wiirde zu weit gehen. Deshalb sei nochmal auf
die bereits genannten Arbeiten von Tyson [14] und Bar-Eli und Noyes verwiesen [1].
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