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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2007 an der Universitdt Bayreuth gehalten habe.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei allen aufmerksamen StudentInnen,
die mich auf Fehler und Ungenauigkeiten aufmerksam gemacht haben. Hinweisen mé&chte
ich zudem noch darauf, dass die in Kapitel 4 eingefithrten Transversalititsbedingungen
von den in der Literatur iiblichen Bedingungen abweichen und mit dem Ziel eingefiihrt
wurden, eine einheitliche Behandlung fiir verschiedene Typen Stochastischer Dynamischer
Optimerungsprobleme zur erméglichen. Es hat sich aber im weiteren Verlauf der Vorlesung
herausgestellt, dass dies nicht in dem geplanten Umfang erreicht wurde (vgl. die FuBBnote auf
Seite 54) — diese Passagen werden daher in einer neuen Auflage dieses Skriptes iiberarbeitet
werden.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zugehorigen Ubungsaufgaben finden sich
im WWW auf der Seite http://www.math.uni-bayreuth.de/~1gruene/ unter dem Link
“Lehrveranstaltungen”.

Bayreuth, Oktober 2007 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Grundlagen

In dieser Vorlesung beschiiftigen wir uns mit der optimalen Steuerung zeitdiskreter sto-
chastischer Kontrollsysteme. In diesem Kapitel wiederholen wir zunéchst einige Tatsachen
aus der Stochastik, fithren dann stochastische dynamische Systeme ein und betrachten
schliellich einige weiterfithrende stochastische Konzepte fiir diese Systeme.

1.1 Grundlegende Konzepte aus der Stochastik

Wir erinnern zunéchst an einige Grundbegriffe und Konzepte aus der Stochastik, wobei
wir davon ausgehen, dass diese prinzipiell bekannt sind (diese Einfithrung ersetzt also keine
Einfithrung in die Stochastik).

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einem Tripel (2,3, P) mit:

e () ist die Menge der Elementarereignisse w € {2

e Y ist eine o—Algebra auf €2, d.h. eine Menge von Teilmengen von ) mit den Eigen-
schaften

(1) 0,QeXx
(2) wenn A € ¥ soist auch A=Q\Ae€ X

(3) fiir Ay, Ay, ... € ¥ ist auch UAZ-EE und ﬂAiEZ
i=1 =1

e P:¥ — [0,1] ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf ¥, d.h. es gilt P(§) =0, P(2) =1
und

P (U AZ-) = ZP(Ai) fir alle Mengen A; € ¥ mit A; N A; = 0 fiir alle i # j.
i=1 i=1

Fiir eine Menge A C P(Q2) von Teilmengen von Q (P bezeichnet die Potenzmenge) be-
zeichnen wir mit o(A) die kleinste o—Algebra, die A enthilt.

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Um analytisch arbeiten zu kénnen, werden wir €2 und P wie iiblich meist nicht direkt
sondern durch (i.A. vektorwertige) Zufallsvariablen betrachten, also durch messbare Ab-
bildungen

X:Q—R"

Hierbei heifit die Abbildung X messbar, wenn gilt
X YB)={weQ|Xw)eB}ex
fiir alle Mengen B aus der Borel-o—Algebra B.
B=oc({(a1,b1] X ... X (an,bn]|ai,b; € R,a; < b;})

auf R”. Statt X ~!(B) schreiben wir alternativ auch “X € B”. Ebenso werden wir z.B.
fiir eine zweidimensionale vektorwertige Zufallsvariable X = (X1, X3)? Schreibweisen wie
“X7 < X5” verwenden, was kurz fiir X € B = {(x1,22)7 € R?|z1 < 3} steht.

Fiir messbare Zufallsvariablen definiert man ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung
Px : B —[0,1], Px(B):=P(X Y(B)).

Beispiel 1.1 Es sei Q = (0,1], ¥ = BJ(g}, und P die Gleichverteilung, also P((a,b]) =
b — a. Betrachte die Zufallsvariable

[ -1, we(0,1/2]
X(w){ 1, we (1/2,1]

Dann sind die méglichen Urbilder X ~!(B) gerade 0, (0,1/2], (1/2,1] und €, die natiirlich
allesamt in ¥ = B \(071] liegen. X ist also messbar. Fiir Px ergibt sich

0, -1¢B,1¢B
1/2, -1€B,1¢B
1/2, —1¢B,1€B
1, —-1€B,1€B

Px(B) =

Tatséchlich ist die gewiihlte Borel’sche o—Algebra ¥ = B ) viel grofler als notig, um
Messbarkeit von X zu erhalten. Aus den oben angegebenen Urbilder sieht man leicht, dass
die minimale o—Algebra auf 2, beziiglich der X messbar ist, durch

{0, (0,1/2], (1/2,1], 2}

gegeben ist. o

Die in diesem Beispiel angegebene minimale o—Algebra bezeichnen wir mit o(X). Formal
ist diese gegeben durch
o(X):=c({XYB)|B e B}).

Messbarkeit von X bzgl. einer o—Algebra 3 ist dann dquivalent zu der Inklusion

o(X)CX.
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Wenn wir ein w € €2 wéhlen und X (w) auswerten (was dem Durchfiihren eines Zufallsexpe-
riments mit nachfolgender Auswertung von X entspricht), so nennen wir den Wert X (w)
eine Realisierung von X.

Falls X nur endlich viele Werte z1, ...z, annehmen kann, ist ihr Erwartungswert als
m
B(X)=> x:Px({z:})
i=1

gegeben. Falls die Wertemenge von X kontinuierlich ist, werden wir stets annehmen, dass
zu Px eine Dichtefunktion fx existiert, so dass

Px(B) = / fx(x)dz (1.1)
B
gilt. Der Erwartungswert von X ist dann als

E(X)= /n xfx(z)dr
definiert. Die Varianz ist fiir eine reellwertige Zufallsvariable X : 2 — R gegeben durch
Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) —2E(XE(X)) + E(X)? = E(X?) - E(X)2
Fiir eine vektorwertige Zufallsvariable X : 2 — R definiert man die Kovarianzmatrixz
Cov(X) = E((X —E(X))(X — E(X))T) € R,

Beachte, dass die Diagonale dieser Matrix gerade die Varianzen Var(X;) der Komponenten
von X = (X1,...,X,)T enthilt.

Wenn wir eine Zufallsvariable X betrachten und zusétzlich eine Menge A C () kennen, in
denen w liegt, so kénnen wir diese Information verwenden, wenn wir die Wahrscheinlichkeit
von X € B berechnen wollen. Formal wird dies iiber die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(X~YB)n A)

gemessen. In dieser Definition muss P(A) # 0 vorausgesetzt werden, allerdings gibt es
allgemeinere Definitionen, die auch fiir P(A) = 0 sinnvoll sind, allerdings weitergehende
mafitheoretische Techniken benétigen, die wir hier nicht einfithren wollen (vgl. S. Cyga-
nowski, P.E. Kloeden, J. Ombach, From Elementary Probability to Stochastic Differential
Equations with MAPLE, Springer 2002, Definition 7.1.1). Mittels der charakteristischen

Funktion
1, z€A

XA(x)_{ 0, z¢ A
ist der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen durch

E(X -xa)

BX|4) = =57
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definiert. Auch diese Definition lisst sich mit anspruchsvolleren mafBtheoretischen Uberle-
gungen auf den Fall P(A) = 0 erweitern (vgl. S. Cyganowski, P.E. Kloeden, J. Ombach,
From Elementary Probability to Stochastic Differential Equations with MAPLE, Springer
2002, Definition 7.1.2 oder T. Mikosch, Elementary Stochastic Calculus with Finance in
View, World Scientific, 1998, Abschnitt 1.4.3).

Ein wichtiger Spezialfall dieser bedingten Gréfien tritt auf, wenn wir zwei Zufallsvariablen
X1 und X3 betrachten und die Menge A als X, 1(By) gegeben ist, wenn wir also die Gréfien

PX1 (Bl ‘ Xy € BQ) bzw. E(X1 ’XQ S Bg)

betrachten.

Beispiel 1.2 Essei (2, X, P) der Wahrscheinlichkeitsraum, der das (gleichzeitige) Wiirfeln
mit zwei Wiirfeln beschreibt. Jedes Elementarereignis ist also ein Paar w = (w1, ws) € Q =
{1,...,6}? von Wiirfelwerten, wobei die erste Komponente w; das Ergebnis des ersten
Wiirfels und wo das Ergebnis des zweiten Wiirfels beschreibt (wir nehmen an, dass die zwei
Wiirfel unterscheidbar sind). Als ¥ wéhlen wir alle moglichen Teilmengen von Q. Offenbar
ist (fiir ideale Wiirfel) P(A) = | A|/36 fur jede Teilmenge A C Q mit |A| Elementen, da
gerade 36 = 6 X 6 Ereignisse enthilt, die alle gleich wahrscheinlich sind. Wir betrachten nun
drei Zufallsvariablen, die als Wert das Ergebnis des ersten Wiirfels, des zweiten Wiirfels und
die Summe der Wiirfelwerte ausgeben, also X (w) = wy, Xo(w) = we und X3(w) = wi +wo.
Wir betrachten die folgenden Ereignismengen fiir die Zufallsvariablen X, X2 bzw. Xs:

XieB = {1} (erster Wiirfel wiirfelt 1)
Xo€ By = {6} (zweiter Wiirfel wiirfelt 6)
X3 € By = {10,11,12} (Wiirfelsumme ist > 10)

Ik
&
I
@
=
(.}

Px,(B1) = 1/6
Px,(B2) = 1/6
Px,(Bs) = 1/6

und die bedingten Wahrscheinlichkeiten

PXQ(BQ‘Xl EBl) = 1/6
PX3(B3 ‘ X1 c Bl)
PX3(B3‘X2€BQ) = 1/2

Il
o
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Der bedingte Erwartungswert E(X;| Xy € By) liefert eine reelle Zahl. Man kann dieses
Konzept so erweitern, dass man eine Zufallsvariable erhélt, ndmlich indem man die Abbil-
dung
E(Xl |X2) LW E(Xl | X2 = Xg(w))
definiert. Dies ist eine Zufallsvariable, die messbar bzgl. o(X32) ist, und fiir deren Erwar-
tungswert gerade
E(E(X1|X2)) = E(Xy). (1.2)

Gleichung (1.2) ldsst sich fiir den Fall, dass X» nur abzdhlbar viele Werte annimmdt, leicht
beweisen: In diesem Fall existieren abzihlbar viele Mengen der Form X, (X3 (w)), die wir
mit Ay, As,... bezeichnen. Dann gilt

E(E(X1]X3)) ZE (X1[Ay)Px, (A ZE Xixa,) (ZXIXA> = E(X1)

=1

Im iiberabzéhlbaren Fall gilt (1.2) auch, bendtigt aber wiederum tiefere mafitheoretische
Techniken zum Beweis (vgl. S. Cyganowski, P.E. Kloeden, J. Ombach, From FElementa-
ry Probability to Stochastic Differential Equations with MAPLE, Springer 2002, Theorem
7.1.1(3), oder T. Mikosch, Elementary Stochastic Calculus with Finance in View, World
Scientific, 1998, Section 1.4.4, Rule 2). Statt F(X; | X2) schreibt man auch

E(X;|o(X2)). (1.3)

Ein wichtiges Konzept ist die stochastische Unabhéngigkeit zweier (oder mehrerer) Zufalls-
variablen. Anschaulich bedeutet dies, dass uns die Kenntnis der Werte einer Zufallsvaria-
blen X keinerlei Informationen iiber die Werte der anderen Zufallsvariablen X5 liefert.
Formal:

Definition 1.3 Die Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X} heiflen unabhdingig, falls
PX{YBi)Nn...n X Y (By) = P(X;H(B1)) - ...  P(X; Y (By)) (1.4)
fir alle B; € B,1=1,...,k, gilt. |
Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X gilt
EXi-...-Xx)=E(X1)-...- E(Xg).

Fiir eine Abbildung h : (R")* — R und k Zufallsvariablen X1, ..., X ist Y = h(X1,..., X})
wieder eine Zufallsvariable. Wenn dann X1, Xo, ..., X%, Z unabhingig sind, so sind auch
Y und Z unabhéngig.

Beispiel 1.4 Betrachte die in Beispiel 1.2 definierten Zufallsvariablen. Fiir beliebige Men-
gen By, By C {1,...,6} gilt hier

X7 '(By) = {(w1,ws) | w1 € By, wp € {1,...,6}},

X;l(BQ) = {(u}1,u)2) |WQ S BQ, w1 € {1, . ,6}}
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und
XN (B) N X5 (By) = {(w1,w2) | w1 € By, wa € By} = By x Ba.
Also gilt
[ X;H(By)| = 6|B1], |X5'(Ba)| =6|Baf, |X;'(B1)N X, (By)| = |Bi||Bol
und damit
P(X;'(B1)N X, {(By)) = |Bi||Bal/36

= (6|B1]/36)(6|B2|/36) = P(X;'(B1))P(X;"(B)).

Also sind X7 und X5 unabhingig. Andererseits gilt fiir die in Beispiel 1.2 definierten Men-
gen B und B3
P(X{(B1) N X5 (Bs)) = P(0) = 0

aber
P(X; (B1))P(X5 ' (B3)) = Px, (B1)Px,(Bs) = (1/6)(1/9) = 1/54 # 0,

weswegen X7 und X3 nicht unabhéngig sind. ]

1.2 Zeitdiskrete stochastische dynamische Systeme

Wir betrachten nun das Basismodell eines — zunéchst noch unkontrollierten — stochasti-
schen dynamischen Systems, die sogenannte stochastische Differenzengleichung.

Definition 1.5 Ein zeitdiskretes stochastisches System ist gegeben durch eine Abbildung
fR"xR™ = R" (z,2) — f(x,2).

Hierbei ist x € R™ der Zustand und z € R™ der stochastische Einfluss. Fiir einen An-
fangswert xg € R™ und eine Folge von Zufallsvariablen Zy, Z1, ... definieren wir die Ldsung
X = Xi(zg) des Systems fiir ¢ > 0 induktiv mittels

Xo =m0, X1 = f(X, Zy). (1.5)

m}

Bemerkung 1.6 (i) Wir verwenden im Folgenden oft die Kurzschreibweise X; und fithren
das Argument (xg) nur dann explizit auf, wenn ansonsten Uneindeutigkeiten entstiinden.

(ii) Die Losung X; ist zu jeder Zeit ¢t > ¢y eine Zufallsvariable, da sie von den Zufalls-
variablen Zy,,...,Z;—1 abhingt. Fiir jeden Anfangswert zg ist X;(x¢) ein sogenannter
stochastischer Prozess, eine zeitabhéngige Zufallsvariable.

(iii) Wenn wir Realisierungen Z;(w) der Zufallsvariablen Z; betrachten, erhalten wir eine
Realisierung X;(w) = Xy(xg,w). Diese Realisierung ist nun eine “normale” Funktion ¢ +—
X¢(xg,w) von Ny nach R" und wird Pfad von X; genannt.

(iv) Falls Zy,...,Z;—1 und Z; unabhingige Zufallsvariablen sind, sind auch X; und Z;
unabhéngig, da X; nur von Zj, ..., Z;—1 abhéingt. i
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Beispiel 1.7 (Binomialmodell eines Aktienkurses) Das einfachste Modell des Ver-
laufes eines Aktienkurses ist das sogenannte Binomialmodell. Ausgehend von dem Anfangs-
kurs zg kann der Kurs dabei in jedem Zeitschritt entweder mit Wahrscheinlichkeit p um
einen Faktor o, > 1 steigen (“up”) oder mit Wahrscheinlichkeit 1 — p um einen Faktor
ag < 1 fallen (“down”). Hierbei soll die Bewegung im Zeitschritt ¢ + 1 jeweils stochastisch
unabhéngig von der Bewegung im vorhergehenden Zeitschritt ¢ sein.

Zur Modellierung als zeitdiskretes stochastisches System betrachten wir daher unabhéngige
Zufallsvariablen Z; : Q — {o,, g} mit

Pz,({au}) =p und Pz,({agq})=1-p

und definieren
flx,z) =z 2.

Die Losung ergibt sich damit fiir ¢ > 1 zu
Xt = Zt_th_g cee Zo.f().

Abbildung 1.1 zeigt einige Beispielpfade dieses Modells fiir a,, = 1.03, aig = 0.98, p = 1/2
und xg = 1.

25

Abbildung 1.1: Beispielpfade des Binomialmodells

Die Zufallsvariablen Z; in diesem Modell haben zwei Eigenschaften, die wir in Zukunft
stets voraussetzen werden: sie sind unabhéngig voneinander und sie besitzten alle identische
Verteilung. Formal ist dies in der folgenden Definition festgehalten.

Definition 1.8 Eine Folge von Zufallsvariablen Zy, Z1, Z», ... heiit unabhéngig und
identisch verteilt (kurz #d = independent and identically distributed), wenn die folgenden
zwei Bedingungen erfiillt sind:
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(i) die Zufallsvariablen sind alle auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (€, %, P)
definiert und unabhdngig, d.h., fiir alle t € N erfiillen die Zufallsvariablen Z, ..., Z;
Definition 1.3 mit k = ¢

(ii) die Zufallsvariablen Z; sind identisch verteilt, d.h. es gilt Pz, = Pz, fiir alle 4,7 =
0,1,2,...

Beispiel 1.9 In diesem Beispiel konstruieren wir explizit iid Zufallsvariablen Z;, t =
0,1,2,.... Eigentlich ist dies fiir unsere Modellierung nicht noétig: hierzu reicht es, wie in
Beispiel 1.7 die gewiinschten stochastischen Eigenschaften der verwendeten Zufallsvariablen
Z; zu definieren, ohne sich darum zu kiimmern, wie die Z; als Abbildungen auf einem ge-
eigneten Wahrscheinlichkeitsraum tatséchlich konstruiert werden kénnen. Zur Hlustration
von Definition 1.8(i) und insbesondere als Beispiel fiir die Uberlegungen im nachfolgenden
Abschnitt wollen wir in diesem Beispiel aber einmal eine mogliche Wahl der Z; aus Beispiel
1.7 explizit konstruieren.

Wir betrachten dazu den gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wir in Beispiel 1.1, also 2 =
(0,1}, ¥ = Bl(p,;) und P([a,b]) = b — a. Zur Vereinfachung der Konstruktion wihlen wir
den Parameter p aus Beispiel 1.7 als p = 1/2. Nun definieren wir die Zufallsvariablen Z;
fir t =0,1,2,... mittels

Oy, WE (q2_t7(q+1/2)2_t]7 qzov"'72t_ 1

Zt (w) =
a4, sonst

Abbildung 1.2 zeigt Zy, Z1, Zs, und Zs3 fiir o, = 1.1 und ag = 0.9.

Abbildung 1.2: Zufallsvariablen Zy, Z1, Z5, und Z3

Jede der Zufallsvariablen nimmt also genau dann den Wert «,, an, wenn
well:=(q27" (¢g+1/2)277
gilt und den Wert oy, wenn
we J=((g+1/2)27" (¢+1)27"

erfiillt ist. Jedes der Intervalle hat gerade die Linge 271, es gilt also P(I}) = P(J}) =
271,
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Wir zeigen nun zunéchst, dass die Zufallsvariablen die gewiinschte Verteilung besitzen. Wir
definieren die Mengen

A=z {a) = I

q=0,...,2t—1
und
Al=2{aa)= | I
q=0,...,2t—1
Damit folgt
201
Pz,({ow}) = P(A}) = > PIf)=2'27"=2"1=1/2
q=0

und analog
PZz({ad}) = 1/27
also die gewiinschte Verteilung.

Zum Beweis der Unabhéngigkeit miissen wir Gleichung (1.4) (mit k& = ¢) fiir alle Mengen By
iiberpriifen. Hierzu reicht es, jeweils die Mengen By = {a,, } und B; = {ag4} zu betrachten,
da das Urbild Z; !(B;) jeder anderen Menge B; € B entweder mit diesem iibereinstimmt,
gleich () ist (womit (1.4) trivialerweise gilt) oder gleich Q ist (womit die entsprechenden
Terme in (1.4) wegfallen). Da nach Konstruktion P(Z; '({aw})) = P(Z7 ' ({ag})) = 1/2
ist, ist die rechte Seite von (1.4) stets gleich 1/2!"!. Um zu beweisen, dass die linke Seite
den gleichen Wert ergibt, beweisen wir per Induktion iiber ¢, dass eine Menge der Form

b b b
Arnab . Al

mit b; € {u,d} stets aus genau einem Intervall I}* oder J* besteht. Fiir t = 1 folgt dies
sofort aus der Form der Mengen A% und A¢. Fiir t — ¢ + 1 folgt die Behauptung, da
die Menge A% N ... N A% nach Induktionsvoraussetzung aus einem Intervall I# oder J&
besteht, in dem jeweils genau eines der Intervalle I}/ "1 oder Ji ', 1 aus A?tjf liegt, welches in

der Schnittmenge gerade iibrig bleibt. Damit folgt nun entweder
PAY NARN...NAY) =PIf) =277 =172
oder
PAY NAZN...NAY) =P(Jf) =277 =1/2!H

und damit in beiden Féllen die gleiche Wahrscheinlichkeit wie auf der rechten Seite. a

1.3 Filtrationen

Im n#chsten Kapitel werden wir die stochastische Differenzengleichung (1.5) um eine Kon-
trollfunktion u = (uy, t € Ny) erweitern. Diese Kontrollfunktion ist dabei eine Funktion,
die wir beeinflussen kénnen, insbesondere um das Verhalten der Losungen X; beziiglich
eines Kriteriums zu optimieren.

Hierbei stellt sich eine fundamentale Frage: Welche Information iiber den stochastischen
Einfluss wollen wir verwenden, wenn wir u wéhlen und wie kann man das formalisieren?
Dies ist letztendlich eine Modellierungsfrage, bei der wir die folgenden Aspekte beriicksich-
tigen wollen:
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(i) Wenn wir die Kontrollfunktion u zum Zeitpunkt ¢ = 0 wéhlen, wollen wir uns die
Moglichkeit offen halten, zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 auf die (dann bekannte,
jetzt aber noch unsichere) zukiinftige Situation zu reagieren: Wenn der Aktienkurs im
Intervall [0, ¢] gefallen ist, werde ich als Anleger zum Zeitpunkt ¢ anders reagieren als
wenn er gestiegen ist. Die Kontrollfunktion sollte also von der (zum Zeitpunkt ¢t = 0)
ungewissen Zukunft abhdngen und deswegen ebenfalls ein stochastischer Prozess sein,
der sogenannte Kontrollprozess.

(ii) Wir haben unterschiedliche Informationen iiber die Vergangenheit und die Zukunft
von X;: Wir nehmen an, dass wir zu einem Zeitpunkt ¢ die realisierten Werte Xo(w),
..., X¢(w) kennen (also z.B. den vergangenen Verlauf des Aktienkurses), fiir die
zukiinftigen Werte X;11, Xiyo... aber lediglich die aus dem Modell (1.5) abgelei-
teten stochastischen Informationen verwenden koénnen.

(iii) Da die Zufallsvariablen Z; sind nur ein Hilfskonstrukt in unserer Modellierung. Sie
entsprechen i.A. keinen realen “Daten” und sind folglich unbekannt. Deshalb wollen
wir die Werte Z4(w) (egal zu welchem Zeitpunkt) bei der Wahl der Kontrollfunktion
nicht verwenden.

Zusammengefasst folgt aus diesen Modellierungsannahmen, dass die Kontrollfunktion wuy,
selbst wieder ein stochastischer Prozess ist, in dessen genauer Definition wir nun aber
“einbauen” miissen, dass wir zum Zeitpunkt ¢ nur die Informationen aus Xg, ..., Xy,
bei der Wahl der zukiinftigen Kontrollwerte verwenden diirfen. Wir werden im n#chsten
Kapitel zwei dquivalente Definitionen solcher Kontrollprozesse geben — eine stochastische
in Definition 2.3 und eine kontrolltheoretische in Korollar 2.5.

Um diese zu formulieren bendtigen wir ein technisches Hilfsmittel aus der Theorie der sto-
chastischen Prozesse, die sogenannten Filtrationen. Die Grundidee der Filtrationen ist die
Beobachtung, die wir bereits in Beispiel 1.1 gemacht haben: Dort haben wir auf 2 = (0, 1]
die Borel’sche o—Algebra B] g 1) verwendet. Um Messbarkeit der dort definierten Zufallsva-

riablen
[ -1, we(0,1/2]
X(“’)_{ 1, we(1/2,1]

zu erhalten, wéire aber die viel kleinere o—Algebra
o(X) =1{0, (0,1/2], (1/2,1], 1}

ausreichend gewesen.

Diese Beobachtung ist keineswegs rein technischer Natur, denn tatséchlich gibt uns o(X)
Auskunft {iber den Informationsgehalt der Zufallsvariablen X: Wenn wir X (w) messen
konnen, konnen wir damit lediglich entscheiden, in welcher der in o(X) enthaltenen nicht-
trivialen Mengen (0,1/2] und (1/2, 1] das Ereignis w enthalten ist, eine genauere Bestim-
mung von w ist prinzipiell nicht moéglich.

Diese Beobachtung kénnen wir nun auf stochastische Prozesse erweitern, indem wir die
zeitliche Abfolge der Zufallsvariablen beriicksichtigen. Wir illustrieren diese Idee an Hand
der Losung X; aus Beispiel 1.7:
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Beispiel 1.10 Wir betrachten das System aus Beispiel 1.7 mit den Zufallsvariablen Z; aus
Beispiel 1.9. Wir wihlen den Anfangswert xp = 1 und nehmen an, es sei ein w gegeben,
welches den Verlauf der Losung X; bestimmt, das uns aber unbekannt ist. Bekannt sind
uns zu jedem Zeitpunkt ¢ lediglich die Realisierungen Xg(w),..., X;(w). Dies entspricht
gerade dem (realistischen!) Szenario, dass wir zum Zeitpunkt ¢ die Aktienkurse fiir s < ¢
kennen, die Kurse fiir s > t aber natiirlich nicht. Wir wollen nun untersuchen, wie genau
wir w zum Zeitpunkt ¢ bestimmen kénnen.

t = 0: Zu diesem Zeitpunkt kennen wir nur den Anfangswert xy. Das Einzige, was wir iiber
w aussagen konnen ist daher die “triviale” Aussage w € €.

t = 1: Nun kennen wir z¢ und X;(w) und damit auch Zp(w). Da Zj bis auf Skalierung der
Werte gerade mit X aus Beispiel 1.1 iibereinstimmt, kénnen wir nun also entscheiden, in
welcher der beiden Mengen

(0,1/2], (1/2,1] (1.6)
w liegt.

t = 2: Nun kennen wir zusétzlich Xs(w), woraus wir Z;(w) berechnen kénnen. Damit
kénnen wir w nun eindeutig einem der Intervalle

(0,1/4], (1/4,1/2], (1/2,3/4], (3/4,1] (1.7)

zuordnen.

t = 3: Kennen wir auflerdem X3(w), so kénnen wir Zs(w) ausrechnen und damit entschei-
den, in welchem der Intervalle

(0,1/8], (1/8,1/4], (1/4,3/8], (3/8,1/2], (1/2,5/8], (5/8,3/4], (3/4,7/8], (7/8,1] (1.8)

w liegt.

Dies setzt sich fiir wachsende ¢ fort: Je mehr die Zeit voranschreitet, desto mehr Informa-
tionen Xy(w) erhalten wir und desto genauer kénnen wir w bestimmen.

Mathematisch formal kann man diese Eigenschaft durch die o—Algebren o(Xo, ..., X})
machen, die ja gerade die minimalen o—Algebren sind, fiir die die ¢tn—dimensionalen Zu-
fallsvariablen (Xo,. .., X;) messbar sind. Fiir ¢ = 0 ist dies gerade die triviale c-Algebra

fO - {@79})

fiir t = 1,2, 3 erhélt man gerade diejenigen o—Algebren F;, die durch die Mengen in (1.6)—
(1.8) erzeugt werden, also
F1= U((O’ 1/2]’ (1/27 1])7

Fo=0((0,1/4],(1/4,1/2],(1/2,3/4], (3/4,1]),
Fs = o((0,1/8],(1/8,1/4], (1/4,3/8],(3/8,1/2],(1/2,5/8], (5/8,3/4], (3/4,7/8], (7/8,1)).

m}

Je mehr Informationen wir haben, desto feiner wird die Intervallunterteilung in F; und
desto grofler wird F;. Dies ist genau die Idee der Filtration aus der folgenden Definition.
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Definition 1.11 Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, X, P).
(i) Eine Filtration F = (F, t = 0,1,2,...) ist eine Folge von o—Algebren F; C X, t =
0,1,..., fiir die die Monotonieeigenschaft
Fs CF firalle0<s<t
gilt.

(ii) Ein stochastischer Prozess X; heifit adaptiert zur Filtration F, falls (X, . .., X;) messbar
bzgl. F; ist, also
O'((X(),...,Xt)) Q]—}, tZO,].,

gilt. Die Menge aller stochastischen Prozesse, die adaptiert zu einer gegebenen Filtration
F: sind, bezeichnen wir mit X'(F).

(iii) Die natiirliche (oder induzierte) Filtration eines stochastischen Prozesses X; ist gegeben
durch
ft :O'((X(),...,Xt)), tZO,l,

m}

Bemerkung 1.12 Bedingung (ii) ist dquivalent zu der — formal schwicheren — Bedin-

gung
O'(Xt) Q}"t, tZO,l,...,

denn daraus folgt wegen der Monotonie der Mengen F; fiir jedes ¢ sofort
o(Xs) CFyy s=0,1,...,t—1
und damit auch
o((Xo,...,X1)) € F.

m}

Bemerkung 1.13 Fiir Losungen X; = Xy(zp) der stochastischen Differenzengleichung
héngt die natiirliche Filtration vom Anfangswert ab:

In Beispiel 1.10 haben wir gerade die ersten Terme der natiirlichen Filtration fiir X; fiir
das Modell aus Beispiel 1.7 zum Anfangswert xg = 1 konstruiert. Tatséchlich iiberlegt man
sich leicht, dass man hier fiir alle 2o # 0 die gleiche Filtration erhélt.

Fiir den Anfangswert zp = 0 allerdings gilt X;(zp) = 0 fiir alle ¢ > 0 unabhingig von
den Zufallsvariablen Z;, weswegen man als natiirliche Filtration fiir alle ¢ > 0 die trivialen
o—Algebren F; = {0, Q} erhélt. o

Fiir natiirliche Filtrationen und s < ¢ kann man den verallgemeinerten Erwartungswert

E (X)) == E(X¢|Fs) = E(Xt | o(Xo, ..., X)) (1.9)
(vgl. (1.3)) definieren. Aus der Definition und Xy(w) = xg fiir alle w € 2 folgt dann
Eo(Xp)(w) = E(X; | Fo)(w) = E(X: | Xo)(w) = E(X: | Xo = Xo(w)) = E(X:|Q) = E(Xy),
d.h., Eo(Xy) ist der iibliche Erwartungswert. Zudem folgt aus (1.2)

B(Ey(X,) = E(E(X, | F,)) = B(E(X;| (Xo,.... X.))) = B(X)).  (1.10)



Kapitel 2

Stochastische Kontrollsysteme

2.1 Definition

Wir kommen nun zur Definition unseres stochastischen zeitdiskreten Kontrollsystems.

Definition 2.1 Ein zeitdiskretes stochastisches Kontrollsystem ist gegeben durch eine Ab-
bildung
[ R"xUxR™ —>R", (x,u,2) — f(z,u,z).

Hierbei ist 2 € R™ der Zustand, v € U C R! der Kontrollwert und z € R™ der stochastische
Einfluss. Fiir einen Anfangswert xg € R™, einen bzgl. ¥ messbaren Kontrollprozess u =
(u, t € Ng) und eine Folge von Zufallsvariablen Zy, Z1, ... definieren wir die Ldsung X; =
X¢(zo,u) des Systems fir ¢ > 0 induktiv mittels

Xo = o, Xt+1 = f(Xu Ut, Zt)- (2-1)

a

Bemerkung 2.2 (i) Wir verwenden im Folgenden wiederum oft die Kurzschreibweise X
und fithren das Argument (xg, u) nur dann explizit auf, um eventuelle Uneindeutigkeiten
zu vermeiden.

(ii) Der Kontrollprozess u ist selbst wieder ein stochastischer Prozess, der messbar bzgl. ¥
ist. a

Diese Wahl von u stellt sicher, dass X; wieder ein bzgl. 3 messbarer stochastischer Prozess
wird, die so entstehende Klasse von Kontrollprozessen ist aber fiir die allermeisten An-
wendungen viel zu grofl. Messbarkeit beziiglich ¥ bedeutet ndmlich, dass wir die gesamte
Zukunft der stochastischen Stérungen bei der Wahl von u,; beriicksichtigen kénnen, dass
wir also in die Zukunft sehen koénnen: fiir die meisten Anwendungen sicherlich unrealistisch.

Statt dessen wollen wir nun das formalisieren, was wir bereits am Beginn von Abschnitt 1.3
diskutiert haben: Zum Zeitpunkt ¢ wollen wir genau diejenige stochastische Information bei
der Wahl von u; verwenden, die wir aus den bekannten Zustandsinformationen X, ..., X;

13
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gewinnen konnen. Wir wollen also keine Informationen aus der Zukunft verwenden, ande-
rerseits aber auch keine Information aus der Vergangenheit und Gegenwart “verschenken”.
Dies machen wir mit Hilfe der Filtrationen mathematisch prézise.

Definition 2.3 Gegeben sei ein stochastisches Kontrollsystem, ein Anfangswert xg und
ein bzgl. ¥ messbarer Kontrollprozess u. Betrachte die natiirliche Filtration F gegeben
durch

Fi=o0((Xo,...,Xt)), t=0,1,...

des entstehenden stochastischen Prozesses X; = X (zg, u).
Dann nennen wir u einen zuldssigen Kontrollprozess zum Anfangswert xg, falls u adaptiert
zur Filtration F ist, d.h. (vgl. Bemerkung 1.12), wenn

g (ut) g ft

fiir alle t € Ny gilt.

Die Menge aller zulédssigen Kontrollprozesse zum Anfangswert xg bezeichnen wir mit Uy, .
O

Die Definition mag auf den ersten Blick nicht wohldefiniert erscheinen, da die Zuléssigkeit
von u ja von F abhéngt, welches wiederum via X; von u abhingt. Sie ist aber lediglich
rekursiv in ¢, da F; nur von Xg,...,X; und damit von wug,...,u;—1 abhingt. Die Wahl
von ug,...,us—1 bestimmt also, welche Zufallsvariablen u; als t—te Komponente von u
zuliissig sind. Beachte, dass Fy stets die triviale o—Algebra {0, Q} ist, weil Xy = x¢ ja
ein deterministischer Anfangswert und keine Zufallsvariable ist. Folglich muss auch ug ein
deterministischer Wert sein, darf also nicht von w abhéngen.

Der folgende Satz gibt eine alternative Darstellung von Definition 2.3.

Satz 2.4 Ein Kontrollprozess u ist genau dann zuléssig, wenn er fiir alle wy,ws € € und
alle t € Ny die Implikation

Xs(wr) = Xg(wo) fiir alle s =0,...,t =  w(w1) = ur(wo2)
erfiillt.
Beweis: “=": Seien u zulissig, t € Ny und wi, we € Q mit Xs(w;) = Xs(we) fiir alle

s = 0,...,t. Dies bedeutet, dass fiir alle Borel-Mengen B der Dimension (¢ + 1)n und
A= (Xo,...,X) " Y(B) entweder

w1 € Aund wy € A (2.2)

oder
wi ¢ Aund we ¢ A (2.3)

gilt. Da F; gerade von den Mengen (X, ..., X;) !(B) erzeugt ist, gilt entweder (2.2) oder
(2.3) fiir alle A € F; (da diese Eigenschaften unter der Bildung der o—Algebra nicht verloren
gehen konnen).
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Nehmen wir nun an, dass u;(w1) # u(wz). Dann gilt fiir die Borel-Menge B = {us(w1)}
und A = u; '(B)

w1 € A und wo ¢ A. (2.4)
Andererseits ist u; aber messbar beziiglich F;, also gilt nach Definition der Messbarkeit
AV e F.

Da alle Mengen A € F; nun aber entweder (2.2) oder (2.3), die Menge A aber wegen
(2.4) keine dieser zwei Eigenschaften erfiillt, ergibt sich ein Widerspruch. Folglich muss
ug(wr) = ug(wa) gelten.

“<”: Wir miissen die Messbarkeit o(u;) € F; zeigen, wozu es geniigt,
u; '(B) € {(Xo,...,X;)"/(B)| B € B} (2.5)
fiir alle Borel-Mengen B zu zeigen. Sei dazu B gegeben und setze A= ut_l(é), B =

(Xo, ..., X)(A) sowie A = (X1,...,X,) " (B). Wir zeigen A = A, woraus (2.5) und damit
die Behauptung folgt.

“AC A”: Fir w € A gilt (X1,...,X¢)(w) € B und damit w € (Xo,...,X;)"(B) = A.
Daraus folgt A C A.

“AD A Sei w; € A und damit z = (X1,...,Xt)(w1) € B. Nach Definition von B existiert
dann wp € A mit x = (X, ..., Xt)(w2) € B und damit schliefllich ein & € B mit u;(w2) = 2.
Da w; und wp nun das gleiche Bild unter Xo, .. ., X; haben, muss auch u;(w1) = us(ws) =
gelten. Wegen & € B und der Definition von A muss daher w; € A liegen, woraus A C
folgt.

=

Das folgende Korollar macht nun explizit, dass zuléissige Kontrollprozesse tatséchlich genau
die gewiinschte Eigenschaft haben: zu jedem Zeitpunkt ¢ kann wu; auf Basis der Informa-
tionen in Xy, ..., X; gewahlt werden, héingt aber nicht von weiteren Informationen ab. Es
liefert damit eine dquivalente kontrolltheoretische Definition der Zuléssigkeit, indem w; in
geeigneter verallgemeinerter Feedbackform dargestellt wird.

Korollar 2.5 Ein Kontrollprozess u ist genau dann zuldssig, wenn Abbildungen h; :
(RM)H+! — U, t € Ny, existieren, so dass

U = ht(X(], Ce ,Xt)
fir alle t € Ny gilt.

Beweis: “=": Sei u zuléssig. Dann ist die Abbildung

ut(w), falls w € Q existiert mit xop = Xo(w), ...,z = X¢(w)
hi(@o, -y ) = 0 sonst

wohldefiniert, denn wenn die Bedingung in der Definition fiir verschiedene wy # wy erfiillt
ist, so muss nach Satz 2.4 us(w;) = ui(ws) gelten. Diese Abbildung erfiillt offenbar u; =
he(Xo, .., X¢)-

“<”: Wenn u; = hy(Xo, ..., Xy) gilt, so ist die Bedingung aus Satz 2.4 offensichtlich erfiillt
und u damit zuléssig. U

Wir beenden dieses Kapitel mit zwei technischen Lemmas iiber die zuléssigen Kontrollpro-
zesse.
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Lemma 2.6 Zu jedem Anfangswert x sei ein zuléssiger Kontrollprozess u* = (u}) gegeben.
Fiir eine Zeit s € N, einem Anfangswert xy und einem fiir den Anfangswert xg zuldssigen
Kontrollprozess u konstruieren wir einen neuen Kontrollprozess mittels der Konkatenation
(U¢) = u&su® definiert durch

i = Ut, tZO,l,...,S—l
b uf{js, t=s,5+1,...

Dann ist u & u® zuléssig fiir die Losung X, = Xi(zo,u&su”) und fiir die Losungen X =

Xi(z,u”) gilt

P((ug,... uf, XZ,...,X") € B) = P((tis, . .., fist, Xsy-- ., Xopt) € B| Xs =) (2.6)

fiir alle t € Np und alle Borel-Mengen B passender Dimension gilt. Mit anderen Worten: die
gemeinsame Verteilung der Prozesse ui und X stimmt mit der mittels X; = x bedingten
gemeinsamen Verteilung der verschobenen Prozesse u:ys und Xi4 g iiberein.

Beweis: Beachte, dass das Subtile an der Definition in der Tatsache liegt, dass die Auswahl
von uX* wiederum vom Zufall abhingt. Mit welchem Kontrollprozess ab dem Zeitpunkt
t = s gesteuert wird, héngt also davon ab, in welchem (zufélligen) Zustand X wir uns zu
diesem Zeitpunkt befinden.

Zum Beweis verwenden wir die Darstellung aus Korollar 2.5 und bezeichnen die zu u* und
u gehérigen Abbildungen mit hy bzw. ;. Dann sind die zu u &, u® gehorigen Abbildungen
h: gegeben durch

= hi(zo, ..., x¢) t=0,1,...,s—1
h e — 9 ? Y 9y 9y Y
(%0 1) { hi* (xsy...,x¢), t=s,s+1,...

Damit ist u &, u® wieder von der in Korollar 2.5 angegebenen Form und damit zuléssig.

Zum Beweis von (2.6) betrachten wir zunéchst die deterministischen Differenzengleichungen

Toqi1 = [(Zsqt, Upgs, 2), t =0,1,. ..

und
xf—i—l = f(:Etx’uf’ Zt)a t= Oa 17 v

mit Anfangswerten 25 = fj = . Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen
fiir Xs4+ bzw. X} nur dadurch, dass nun Folgen von Zahlen z; an Stelle der Zufallsvariablen
eingehen. Bezeichnen wir die Losungen mit

-%s—‘,—t(ZO’ ceey Zt—l) bzw. {L‘f(z(), ey Zt—l)
und die zugehorigen Kontrollfunktionen mit

ﬁs_:,_t(Zo, ceey Zt—l) bzw. uf(zo, NN ,Zt_l)

so folgt aus der Definition von 4, leicht per Induktion, dass diese Lésungen iibereinstimmen.
Zudem iiberpriift man ebenfalls per leichter Induktion die Gleichungen

Xsit = Tsit(Zsy oy Zsti-1), ui—&-t = ugy(Zsy -y Zstt-1)
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fiir alle w mit X,(w) = & sowie
X! =27 (Zoy..., Z1-1), uf =ui(Zyy..., Zy—1).

Schreiben wir nun kurz yf = ((uf,...,uf, xf, ..., o) und g = (Us, ..., Ustt, Tsy- - Tott)
sowie Y* = g¥(Zo, ..., Z4—1) und Yy = G(Zs, ..., Z4—1) so wird (2.6) zu

P(Y? € B) = P(Y, € B| X, = ). (2.7)

Zudem gilt (y¥)~'(B) = §; *(B). Setzen wir also C := (yF)~1(B) so folgt fiir die Ausdriicke
in (2.7)
P(Y? S B) :P(yf(Zo,...,Zt_ﬂ EB) :P((ZQ,...,Zt_l) GC)

und
PY,eB|X,=12) = P(j(Zs,...,Z1s-1) € B| Xy =1x)
= P((Zs,...,Zss-1) € C| X5 = 2).
Um (2.7) und damit (2.6) zu beweisen, geniigt es also, die Gleichung
P((Zo,...,Z4-1) € C) = P(Zs, ..., Z11s1) € C| Xy = 1) (2.8)

fiir alle Borel-Mengen C' zu zeigen. Da X s nun aber lediglich von den Zufallsvariablen
Zo, ..., Zs—1 abhéngt, welche unabhéngig von Zs, ..., Z;ys_1 sind, folgt

P(Zs, ..., Zys1) € C| Xy = 2) = P((Zs,..., Ziys1) € C)

und damit (2.8), da die Z; identisch verteilt sind. U

Lemma 2.6 zeigt, dass wir die Kontrollprozesse u® an einen zuldssigen Kontrollprozess
u “anhingen” konnen und so wieder einen zuldssigen Kontrollprozess erhalten, dessen
Losungen in Wahrscheinlichkeit mit den um s nach rechts verschobenen Lésungen zu u®
iibereinstimmen. Das folgende Lemma zeigt in gewissem Sinne die Umkehrung, nédmlich
wie wir einen zuléssigen Kontrollprozess i definieren kénnen, dessen Losungen in Wahr-
scheinlichkeit mit den um s nach links verschobenen Losungen eines gegebenen zuléssigen
Kontrollprozesses u iibereinstimmen.

Lemma 2.7 Es sei u ein zu einem Anfangswert zg zuléssiger Kontrollprozess und s € N.
Es seien Zg,...,Zs € R™ und

AZ:{MEQ‘X,:(W):jt,tzo,...,S}Efs.

Dann existiert eine Kontrollfunktion u, die zuléssig fiir den Anfangswert Z; ist und fiir die
und die zugehorige Losung X; = X;(Z4,u) die Gleichung

P((ig, . . . i, Xo, - .., Xy) € B) = P((us, . . ., usyt, Xs, .., Xoyy) € B| A) (2.9)

fiir alle ¢ € Ny und alle Borel-Mengen B passender Dimension gilt. Mit anderen Worten:
die gemeinsame Verteilung der Prozesse u4; und X; stimmt mit der mittels A bedingten
gemeinsamen Verteilung der verschobenen Prozesse u;ys und Xy, iiberein.
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Beweis: Wir definieren @1 wieder iiber geeignete Abbildungen hy geméf Korollar 2.5. Seien
dazu hy die zu u gehorigen Abbildungen. Dann definieren wir

ht(.170, e ,l‘t) = hert(.f'(], e ,.fs,ﬂj‘l, e ,.CL‘t).

Der Beweis von (2.9) verlduft vollig analog zum entsprechenden Beweis von (2.6) im Beweis
von Lemma 2.6: Wir betrachten wir zunéchst die deterministischen Differenzengleichungen

Lo4t+1 = f(xs—‘rtuut-‘rsv Zt)7 t= 05 ]-a e

und
i.t-‘rl == f(jtuatuzt)v t= 07 17 )

mit Anfangswert Zo = z;. Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen fiir
Xs4¢ bzw. Xy nur dadurch, dass nun Folgen von Zahlen z; an Stelle der Zufallsvariablen
eingehen. Bezeichnen wir die Losungen mit

Tsyt(20y -y 20-1) baw. Ti(20,...,21-1)
und die zugehorigen Kontrollfunktionen mit
Uari(20r- -y 21) baw. W20, 51)

so folgt aus der Definition von hy leicht per Induktion, dass diese Losungen iibereinstimmen.
Zudem iiberpriift man ebenfalls per leichter Induktion die Gleichungen

X5+t = xs—Q—t(Z& ceey Zs+t—1)7 Us+t = us—i—t(Zs’ ) Zs+t—1)
fir alle w € A sowie
X = Zoy s Zu1)y W =w(Zty s Zia).

Schreiben wir nun kurz g; = ((4o, . - - , U, To, - - - ,Xt) und Yy = (Us, -« Usit, Tgye ooy Tott)
sowie Y; = §¢(Zo, ..., Zy—1) und Yy = y(Zs, ..., Zs—1) so wird (2.9) zu

P(Y, € B) = P(Y, € B| A). (2.10)
Zudem gilt §; ' (B) = y; ' (B). Setzen wir also C' := 7, ' (B) so folgt fiir die Ausdriicke in

(2.10) N
P(Y, € B) = P(§j:(Zy, ..., Z1—1) € B) = P((Zo, ..., Z_1) € C)

und
P(Yy€ B|A) = P(y(Zs,...,Z1ys—1) € B|A) = P((Zs, ..., Z115-1) € C| A).
Um (2.10) und damit (2.9) zu beweisen, geniigt es also,
P((Zy,...,Zy—1) € C)=P((Zs,...,Ztys—1) € C| A) (2.11)

fiir alle Borel-Mengen C' zu zeigen. Dies geht genau wie der Beweis von Gleichung (2.8) im
Beweis von Lemma 2.6. U



Kapitel 3

Stochastische dynamische
Optimierungsprobleme

Nachdem wir nun geklért haben, was wir unter einem stochastischen Kontrollsystem und
einem zulédssigen Kontrollprozess verstehen, kénnen wir endlich die Klassen dynamischer
Optimierungsprobleme definieren, die wir in dieser Vorlesung betrachten wollen.

3.1 Definition

Problem 3.1 Gegeben sei ein stochastisches Kontrollsystem gemé&fl Definition 2.1 mit
Losung Xy = Xy(zo, u), eine laufende Ertragsfunktion ¢ : R"xU — R, ein Diskontfaktor 5 €
(0,1] und eine End-Ertragsfunktion L : R™ — R. Das dynamische Optimierungsproblem
auf dem endlichen Zeithorizont {0,1,...,T} lautet dann

T—1
maximiere Jp(zg,u):= F {Z B Xt up) + ﬁTL(XT)}
t=0

tiber alle fiir ¢ zuléssigen Kontrollfunktionen u = (us, t € Ng) € Uy, .

Fiir L = 0 definieren wir zudem das Problem auf unendlichen Zeithorizont

maximiere J(zg,u) := lim Jp(zg,u)
T—o0
tiber alle fiir z¢ zuldssigen Kontrollfunktionen u = (u, t € Ny) € Uy, . |

Die analogen Minimierungsprobleme erhélt man, indem man {iber —¢ und —L maximiert.
Gegebenenfalls kann das Problem noch durch Beschrankungen ergédnzt werden:
Kontrollbeschrinkungen: u; € U(X;) fiir gegebene kompakte Mengen U (x)
Zustandsbeschrinkungen: X; € X fiir eine Menge X C R"

Bei der Modellierung realistischer Probleme kommt man ohne solche Beschrankungen meist
nicht aus. Fiir unsere analytischen Untersuchungen stellen sie zum Teil aber erhebliche
Hindernisse dar, weswegen wir diese i.A. ohne Beschrankungen formulieren werden und
den Effekt von Beschrankungen nur von Fall zu Fall nachtriglich diskutieren werden.
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3.2 Beispiele

Beispiel 3.2 Wir bauen das einfache Aktienkursmodell aus Beispiel 1.7 zu einem Kon-
trollsystem aus, das ein Portfoliooptimierungsproblem modelliert. Wir wéahlen dazu den
zweidimensionalen Zustand X; = (X}, X?)!, dessen erste Komponente dem in eine Ak-
tie investierten Vermdogensanteil eines Anlegers entspricht. Solange dieser den Anteil nicht
dndert, verhélt sich dieser Vermogensanteil also genau so wie der Kurs der zu Grunde
liegenden Aktie, also geméafl Beispiel (1.7) als

th+1 = fl(th,Zt) mit fi(z1,2) = 712.

Die Komponente X? modelliert demgegeniiber den Vermogensanteil, der in eine risikolose
Anleihe mit Zinssatz r (angegeben in %/100 pro Zeitschritt, ein Zinssatz von 5% pro
Zeitschritt entspricht also r = 0.05) investiert wurde. Dieser Anteil verhélt sich folglich
geméB der (deterministischen) Dynamik

X7y = fo(X7) mit fo(ze) = (14 7)z2.

Die Kontrolle u erlaubt nun, in jedem Zeitschritt (genauer: jeweils vor der Verzinsung bzw.
Anderunge des Aktienkurses) zwischen den beiden Anlageformen umzuschichten, indem
man u Geldeinheiten von der einen Anlage abzieht und zu der anderen hinzuaddiert. Dies
fiihrt auf das Kontrollsystem

_ . _ z(x1 + u)
X1 = f(Xy,ug, Zy) mit f((z1,22),u,2) = ( (1+7) (s — ) ) :
Wenn man vermeiden will, dass die X;—Variablen negativ werden (was 6konomisch nicht
unbedingt notig ist, weil man dies als Kredit bzw. Leerverkauf interpretieren kann), ergeben
sich die zustandsabhingigen Kontrollbeschrinkungen u; € U(X;) = [- X}, X?].

Ziel der Optimierung ist es nun natiirlich, den Wert X% + X% des Portfolios zum Lauf-
zeitende zu maximieren. In der einfachsten Version fithrt dies auf den laufenden Ertrag
¢ = 0 (der Diskontfaktor spielt dann keine Rolle und kann als 8 = 1 gewéhlt werden)
und L((z1,2z2)) = o1 + z2. Wir werden aber bald sehen, dass diese Wahl von L i.A. wenig
sinnvoll ist, weil sie zu trivialen Losungen des Problems fiihrt. i

Beispiel 3.3 Das zweite Modellproblem ist ein Wagen, den wir mittels Motorkraft be-
schleunigen und bremsen konnen und den wir mit einer geeigneten Kontrollstrategie mog-
lichst nahe am Nullpunkt halten wollen. Durch externe Stérungen (Wind, Sté8e. .. ) wird
der Wagen allerdings stets wieder beschleunigt und dadurch aus dem Nullpunkt entfernt.

Die Dynamik eines solchen Wagens ist zunéichst durch eine Differentialgleichung, also ein
zeitkontinuierliches Modell gegeben. Bezeichnet z; die Position, o die Geschwindigkeit
und u(t) die durch unseren Motor ausgeiibte Beschleunigung des Wagens, so gilt

i‘l(t) = I‘Q(t)
ia(t) = ult).

!'Da wir in dieser Vorlesung der Konvention der stochastischen Literatur folgen, die Zeit als unteren
Index zu schreiben, werden die Komponenten vektorwertiger stochastischer Prozesse durch einen oberen
Index gekennzeichnet.
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Diese Differentialgleichung ist nun aber zum Gliick so einfach, dass man sie explizit 16sen
kann. Wenn wir einen Zeitschritt h > 0 betrachten und wl;,4p) = const setzen gilt fiir
T € t,t+h)

t+7
zo(t +7) = xa(t) + /t u(s)ds = xa(t) + Tu(t)

und damit
t+7 t+7 T
x1(t+7) = x1(t) —}—/t xo(s)ds = x1(t) +/t xo(t) + su(t)ds = x1(t) + Taa(t) + ?u(t)

Nehmen wir nun an, dass die Stérung z(¢) genau wie die Kontrolle auf die Beschleunigung
wirkt und nehmen wir zusétzlich vereinfachend an, dass z(¢) ebenfalls konstant auf dem
Interval [t,t + h) ist, erhalten wir

2

x1(t+71) = x1(t) + hzo(t) + %(u(t) + 2(1))

xo(t+h) = z2(t) + h(u(t) + 2(t))

Fixieren wir schliellich einen Zeitschritt h und wahlen die diskrete Zeiteinheit gleich diesem
h, so erhalten wir als diskretes Modell

Xip1 = f(Xt,ue, Zy)

mit

[ z1+hx +}12(u+z)>
f(m,u,z)—( 1 ;2+2h(u+z)

Als Modell fiir die stochastische Stérung nehmen wir an, dass Z; normalverteilte Zufalls-
variablen mit Mittelwert 0 und Varianz o? sind, also Z ~ N(0, o?).

Unser Kontrollziel ist nun, den Wagen moglichst nahe bei Null zu halten. Dies soll aber
nicht nur fiir eine feste Endzeit T sondern gleichméfig fiir alle Zeiten geschehen — eine
sogenannte Regelungsaufgabe. Daher verwenden wir ein Minimierungsproblem auf unend-
lichem Horizont, bei dem wir die mittels ¢(x,u) = ||z||? gemessene Abweichung vom Null-
punkt als laufende Konsten verwenden koénnten. Zusétzlich sollte aber auch die Kontrolle
“bestraft” werden. Dies ist zum einen mathematisch sinnvoll, wie wir spéter sehen werden,
zum anderen aber auch in der Anwendung, denn wu reprisentiert den Energieaufwand, den
wir zum Regeln bendtigen. Wir setzen daher

0, u) = [|=]* + aw?,

wobei a > 0 ein Gewichtungsparameter ist, der angibt, wie stark die Kontrolle in der
Optimierung bertiicksichtigt werden soll. Schliefilich miissen wir noch iiberlegen, wie der
Diskontfaktor G gewéhlt werden soll. Wer die Kontrolltheorie gehort hat, weifl dass in
deterministischen Regelungsproblemen 3 = 1 gewihlt wird. Dies ist hier nicht sinnvoll,
denn wir miissen davon ausgehen, dass der Wagen wegen des stochastischen Einflusses
selbst bei optimaler Regelung in einem Intervall [—¢, €] um den Nullpunkt “herumzappelt”,
weswegen Jp(x,u) fir T — oo divergiert. Daher wihlen wir einen Diskontfaktor § < 1,
damit sicher gestellt ist, dass Jr konvergiert. Welchen Effekt verschiedene Wahlen von [
haben, werden wir spéter betrachten. a
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3.3 Optimale Wertefunktionen, Kontrollprozesse und L6sun-
gen

Fiir unsere optimalen Steuerungsprobleme definieren wir die folgenden Groéfien.

Definition 3.4 Betrachte das Problem 3.1 mit 7' € Ny U {oc0}.
(i) Wir definieren die optimale Wertefunktionen Vpr : R™ — R als

Vi (zo) :== sup Jr(zo, ).
u€ly,

Die Funktion Vp ordnet also jedem Anfangswert den maximal erzielbaren Wert des Funk-
tionals Jr(zp, u) zu.

(ii) Ein Kontrollprozess u’ € U(xzq) heifit optimaler Kontrollprozess fiir Jr, falls

Jr(zo, ur) = Vr(zo)
gilt. Die zugehorige Losung Xy (g, u’) heit dann optimale Lisung. i
Beachte, dass wir das Problem auch fiir 7" = 0 definiert haben. In diesem Fall ergibt sich
Jo(zo,u) = L(xp) und damit auch Vy(xo) = L(zo).

Im Folgenden wollen wir die Struktur des Problems genauer untersuchen. Insbesondere
wollen wir kldren, welche Struktur ein optimaler Kontrollprozess besitzt, wann er iiberhaupt
existiert und wie man ihn (zumindest theoretisch) berechnen kann.



Kapitel 4

Das Prinzip der Dynamischen
Programmierung

In diesem Kapitel betrachten wir das Prinzip der Dynamischen Programmierung, welches
grundlegend fiir fast alle weiteren Betrachtungen — analytisch wie numerisch — sein wird.
Das Prinzip wird auch Bellman’sches Optimalititsprinzip' oder kurz Optimalititsprinzip
genannt. Wir beginnen mit Problemen auf endlichem Zeithorizont {0,1,...,T}.

4.1 Probleme auf endlichem Horizont

4.1.1 Formulierung und Beweis des Prinzips

Satz 4.1 Die optimalen Wertefunktionen Vj, ..., Vp erfiillen fiir alle 7 = 1,...,T und alle
zg € R" die Gleichung

Vi (z0) = SEBE {l(zo,u) + BVr—1(f (20, u, Z0))} - (4.1)

Umgekehrt stimmt jede Familie von Funktionen Wy, ..., Wr, die Wy(x) = L(x) und (4.1)
fir 7 =1,...,T erfillt, mit Vy, ...,V {iberein.

Beweis: Wir beweisen zunéchst (4.1).

“<”: Sel kg € R™ und u € U(xg) beliebig. Dann gilt fiir X; = X¢(zo, u)

T—1
Jr(zo,u) = E {Z B (X, ur) + IBTL(XT)}
=0

T—1
= F {f(xo, uo) + Zﬁtf(Xtyut) + ﬁTL(XT)}

t=1

T—1
(z0,u0) + E {El (Z BH(X e, up) + ﬁTL(XT)> } (4.2)

t=1

'Benannt nach dem amerikanischen Mathematiker Richard E. Bellman (1920-1984), einem der Erfinder
dieses Prinzips, das tatsichlich 6fter unabhéngig voneinander erfunden wurde.

23
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wobei wir im letzten Schritt die Eigenschaft (1.10) von E; fiir s = 1 verwendet haben und
zudem ausgenutzt haben, dass £(x, ug) keine Zufallsvariable ist. Fiir jedes w gilt nun nach
Definition von Ej

A)

Da Xy = x( keine Zufallsvariable ist, ist dieses A genau von der Form der Menge A in
Lemma 2.7. Ersetzen wir nun fiir jedes w € A die Lésung X; und den Kontrollprozess ut
durch X;_1 und @1 aus Lemma 2.7 (beachte: dann gilt Xy = X;(w)), so folgt

T—1 -1
E (Z B Xy, ur) + ﬂTL(XT)> (w)=E (Z B( Xy, w) + BTL(X;)
t=1 t=1

mit

A={0e[Xi(v) = X1(w)}.

T7—1
E (Z B X, up) + BT (Xr)
t=1

T—2
A) = [E <Z BHU(X, i) +5T_1L()~(T—l)>

t=0
= Blra(Xi(w),a) < BVro1(Xa(w)), (4.3)

da aus der in (2.9) formulierten identischen Verteilung auch die Gleichheit der Erwartungs-
werte folgt. Wegen X1 = f(x0, ug, Zp) konnen wir weiter schreiben

BVr_1(X1(w)) = BVr—1(f (20, uo, Zo(w)))

und erhalten damit schlieSlich
T—1
Ey <Z BH(Xy,ue) + 5TL(XT)> < BV (f (2o, uo, Zo)).
t=1

Setzen wir dies in (4.2) ein, erhalten wir insgesamt

o, u0) + BE(V(F(zo. 0, Z0)))
= E{l(xo,uo) + BV (f(xo,u, Zo))}
< slelgE{K(wo,u) + BVr-1(f (2o, u, Zo))} -

Jr(zg,u)

IN

Da diese Ungleichung nun fiir alle zuldssigen u gilt, gilt sie auch fiir

Vi(z) = sup J(z,u),
uel(x)

womit “<” folgt.

“>7: Sei € > 0 und zg € R” gegeben. Zu jedem z € R" wéhlen wir einen Kontrollprozess
u”® € U(z), fir den
JT—l(frvux) > VT—l(x) — &

gilt. Weiterhin wéhlen wir einen Kontrollwert u* € U mit

E{E(Z‘U?u*) + ﬁVTfl(f(mmU*, ZO))} > Slelg E{E(l’o,u) + ﬁVTfl(f(an u, ZO))} - &
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einen Kontrollprozess u € U(xp) mit up = v* und setzen u = u&;u” gemi Lemma 2.6.

Die zugehorige Losung sei mit X; = Xy(xp, 1) bezeichnet. Dann gilt

Vi(wo) = S;l(p ){Jf(ﬂco,ﬁ)}
ucl(xo

T—1
- sup E {Z BU(Xy,ur) + BTL(XT)}

ucl(zo) —0

T—1
= sup F {E(:Uo, up) + ZﬁtE(Xt, ug) + ﬂTL(XT)}

v

t=1

T—1
E {E(xg, Uo) + Z B Xy, ) + 5TL()~(T)}

t=1

T—1
= {(zo,70) + E {El (Z BUUXy, ) + ﬁTL()E)) } : (4.4)

wobei der letzte Schritt wie (4.2) folgt. Genau wir in (4.3) erhalten wir (nun basierend auf
(2.6) an Stelle von (2.9)) die Gleichung

T—1
Eq (Z BH( Xy, ) + /QTL(XT)> (w) = BJr—1(z, uf)
=1
mit z = X (w). Aus der Wahl von u?® folgt daher

T—1
E; (Z BU(Xy, ) + [ﬂ(}h)) (W) > Vo_i(z) — & = BVr_1(f (0, TG0, Zo(w))) — €.
t=1

da aus der Definition von u&u® die Gleichheit 4y = ug folgt.
Setzen wir dies in (4.4) ein und verwenden die aus der Definition von u&;u” folgende

Gleichheit @y = ug, so ergibt sich

Vi(zo) > E{l(wo,u0) + BVr—1(f(20,u0, Z0))} — €

> suBE {l(xo,u) + BVr_1(f(xo,u, Zp))} — 2¢
ue

wobei wir im letzten Schritt die Wahl von u ausgenutzt haben. Da € > 0 beliebig war, folgt

V(o) > SlelgE {€(xo,u) + BVr_1(f(wo, 0, Z0))} ,

also gerade die gewiinschte Ungleichung.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage beweisen wir zunéchst die Hilfsaussage

| sup a(u) — sup b(u)| < sup [a(u) — b(u)] (4.5)
uelU uelU uelU

fiir beliebige Funktionen a,b : U — R. Zum Beweis von (4.5) nehmen wir 0.B.d.A. an, dass

| sup a(u) — sup b(u)| = sup a(u) — sup b(u)
uelU uelU uelU uelU
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gilt, fixieren ein beliebiges € > 0 und wéhlen u* so, dass sup, ¢y a(u) < a(u*)+¢ gilt. Dann
folgt

sup a(u) — sup b(u) < a(u*) — b(u*) + & < |a(u*) — b(u*)| + € < sup |a(u) — b(u)| + €.
uelU uelU uelU

Da € > 0 beliebig war, folgt (4.5).

Seien nun Wy, ..., Wr gegeben, fiir die Wy = L und (4.1) fiir 7 = 1,...,T gelten. Wir
beweisen W, = V, induktiv iiber 7. Fiir 7 = 0 ist die Aussage klar. Fiir 7 — 7 4 1 gilt fir
alle z € R"

(W1 (2) = Vega (2)]
= | SEBE {(z,u) + BWr_1(f(z,u, Zo))} — sggE{E(x, w) + Vo1 (f(z,u, Zp))} |

< sup |E{(z,u) + BWr 1 (f (2,4, 20))} — E{l(x,u) + BV 1 (f (2, u, Z0))} |

= [E{AWra(f (2, u, Z0)) = BVra(f (2, u, Z0)) } |
< 6”WT—1_VT—1HOO = 0,

wobel wir im letzten Schritt die Induktionsannahme verwendet haben. Also erhalten wir
Wy () = Ve (@) = 0

fiir alle x € R", weswegen W, = V4 gelten muss. U

Bemerkung 4.2 Der Satz gilt auch unter Zustandsbeschriankungen und (zustandsabhéngi-
gen) Kontrollbeschrinkungen, wenn man das Supremum in (4.1) nur iiber solche v nimmt,
die die gegebenen Beschrinkungen nicht verletzen. i

Das Prinzip der dynamischen Programmierung gibt eine eindeutige Charakterisierung der
optimalen Wertefunktionen. Es kann daher — im Prinzip — sowohl zur Berechnung von
Vr verwendet werden, als auch zur Uberpiifung, ob eine gegebene Funktion Vi tatsichlich
die optimale Wertefunktion ist. Wir illustrieren dies an Beispiel 3.2.

Beispiel 4.3 Betrachte das Modell aus Beispiel 3.2 mit £ =0, § =1 und L(z) = x1 + 2
und der Beschrinkung v € U(x) = [—x1, z2]. Bezeichne p = E(Z;) den Erwartungswert
der Zufallsvariablen Z; aus dem Aktienkursmodell. Dann lésst sich aus dem Optimalitéits-
prinzip induktiv

Vr(z) = max{u, 1 +r}7 L(z) = max{p, 1 +r}7 (z1 + z2)

errechnen. Hierzu geht man induktiv fiir T'= 0, 1, ... vor und nutzt die wesentliche Eigen-
schaft des Optimalitétsprinzips aus: das Optimierungsproblem auf dem gesamten Zeithori-
zont wird in eine Folge von “kleinen” Optimierungsproblemen in den einzelnen Zeitpunkten
des Horizonts zerlegt und erméglicht so die Berechnung der optimalen Wertefunktion V4
aus Vr (Details: Ubungsaufgabe). O
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4.1.2 Charakterisierung Optimaler Kontrollprozesse

Das Optimalitdtsprinzip kann aber noch zu einem weiteren wichtigen Zweck verwendet
werden, namlich zur Berechnung der optimalen Kontrollprozesse. Wie diese aussehen und
insbesondere welche Struktur sie haben, klirt der folgende Satz.

Satz 4.4 Angenommen, das Supremum im Optimalitdtsprinzip (4.1) ist fir alle T =
1,...,7 und alle x € R” ein Maximum. Dann existieren Funktionen F) : — U,
7=0,...,7 —1, so dass

sup E{{(z,u) + BV7(f(x,u, Z0))} = E{l(z, F-(z)) + BV (f (2, Fr(x), Z0))}

uelU

gilt. Diese definieren fiir jeden Anfangswert xy induktiv eine optimale Losung X,
Xo = w0, X1 = f(Xp, Fr—i-1(X3), Zt),

d.h. fiir den zugehorigem optimale Kontrollprozess ul = (u?, t=0,....,T—1), u? =
Fr 1(X¢) gilt
JT({B(),UT) = VT(.%'()).

Beweis: Die Existenz der Funktionen folgt sofort aus der angenommenen Existenz der
Maxima und dass der Kontrollprozess u} tatsichlich die angegebene Losung erzeugt folgt
leicht mittels (2.1). Zu zeigen bleibt also die Hauptaussage des Satzes, ndmlich dass X;
und u” optimal sind, dass also

Jr(zo,u”) = Vp(zo) (4.6)

gilt.

Wenn wir die Abhéingigkeit des Kontrollprozesses vom Anfangswert ausfiihrlicher mit u”>*0
notieren, so folgt aus der Konstruktion dieses Prozesses

uT,xg — uT,xo &111T_1’X1 ]
Die “Endstiicke” dieses Kontrollprozesses sind also wieder von der gleichen Form, allerdings

fiir T'— 1. Dies verwenden wir nun, um die Optimalitit per Induktion iiber T' zu beweisen.

Fiir T = 0 ist nichts zu zeigen, da fiir das zugehorige Funktional Jo(zg,u) = L(xo) jeder
Kontrollprozess optimal ist. Fiir T'— 1 — T gilt

T-1
Jr(z,u"™) = E {Z BU( Xy, ul ™) + ﬂTL<XT>}

t=0

= E{ (,ug ™) +Zﬁtf Xp,u{ ) BTL(XT)}

T-1
= U(z,Fr_1(z0)) + E {El (Z B Xy, ul) + ﬁTL(XT)> } (4.7)

t=1
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Genau wie im Beweis von “>” von Satz 4.1 folgt nun

(Z (X ™) ﬁTL(XT)> (@) = BIr—1(Xi(w),ul ),

also insgesamt

Jr(zg,ul®) = F {t(zo, Fr—1(z0)) + BJr—1(X1, uT_l’Xl)} . (4.8)
Mit der Induktionsannahme erhalten wir

Jr_1 (X, ") = Vi (Xy) = Vo (f (wo, Fr-1(20), Zo))-

Setzen wir dies in (4.8) ein und verwenden die Maximierungseigenschaft von F; sowie das
Optimalitatsprinzip, so erhalten wir

Jr(zo,u") = E{l(z, Fr_1(z0)) + BVr_1(f(x0, Fr-1(z0), Z0))}
= SlelBE {l(z,u) + BVr_1(f(wo,u, Zo))} = Vr(xo),
und damit die Behauptung (4.6). U

Bemerkung 4.5 (i) Dieser Satz zeigt insbesondere eine wichtige Folgerung aus dem Opti-
malitdtsprinzip: Endstiicke optimaler Kontrollen bzw. Losungen sind selbst wieder optimale
Kontrollen bzw. Lésungen.

(ii) Um die optimale Kontrolle zu implementieren bzw. in der Praxis anzuwenden, ist die
explizite Konstruktion des optimalen Kontrollprozesses u’ nicht nétig, da man die optimale
Losung X; ganz einfach dadurch erhélt, dass man in jedem Zeitpunkt ¢ den Kontrollwert
fiir den néchsten Schritt als uy = Fp_;(X;) wihlt. Da wir ja angenommen haben, dass wir
X zum Zeitpunkt ¢ kennen, ist dies im kontrolltheoretischen Sinne gerade eine klassische
(zeitabhéngige) Feedback- bzw. Riickkopplungsstrategie.

(iii) Der Satz zeigt auch, dass die optimalen Kontrollprozesse eine echte Teilmenge der
zuldssigen Kontrollprozesse sind. Wahrend diese nach Korollar 2.5 gerade durch eine Funk-
tion uy = hy(Xo, ..., X¢) gegeben sind, also von der aktuellen Zeit und der gesamten Ver-
gangenheit des gesteuerten Prozesses abhéngen diirfen, héingt der optimale Kontrollprozess
wegen u; = Fr_(X;) nur von der Zeit und dem aktuellen Zustand X; ab. Beachte hier-
bei, dass die Konstruktion der Feedback-Abbildungen F; nicht von der Horizontlinge T'
abhingt.

(iv) Auch dieser Satz gilt unter Beschrinkungen, wenn diese bei der Bestimmung von Fy
beriicksichtigt werden. O

Beispiel 4.6 Wir konnen nun die optimalen Kontrollen fiir das Beispiel 3.2 berechnen.
Tatséchlich haben wir F; implizit bereits in Beispiel 4.3 ausgerechnet, ndmlich indem wir
die maximierenden u—Werte berechnet haben. Es gilt also Fi(z) = z9, falls p > 1+ r,
Fy(z) = —z falls p < 1+ r und Fi(x) € [—x1, z2] beliebig, falls p=1+r.
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Wir wollen uns im Folgenden den (realistischeren) Fall > 1 + r etwas genauer ansehen,
d.h. der Fall in dem der Aktienkurs im Mittel schneller steigt als die risikolose Anlage. Die
optimale Anlagestrategie ist in diesem Fall denkbar einfach: Da die Aktie im Mittel ein
hoheres Wachstum als die festverzinsliche Anleihe verspricht, wird das gesamte Kapital in
Aktien angelegt. Dies ist sicherlich eine ziemlich naive Strategie, denn sie beriicksichtigt in
keiner Weise das Risiko, mit dem das Wachstum der Aktie behaftet ist. Zwar wird man
mit dieser Strategie “im Mittel” immer den besten Ertrag erwirtschaften, im Einzelfall
kann man aber auch deutliche Verluste erzielen (und wer hat schon so viel Geld und
Zeit, dass er/sie die Anlage so oft wiederholen kann, bis sich der tatséchliche Gewinn
geméfB dem Gesetz der grofien Zahlen dem Mittelwert annéhert?). Dies verdeutlich auch die
numerische Simulation der optimalen Strategie. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse
der Strategie fir T = 20, r = 0.05, p = 1/2, o, = 1.4, ag = 0.8. In diesem Fall erhalten
wir pu = %au + %ad = 1.1 > 1.05 = r, weswegen die optimale Anlagestrategie F;(z) = z2
lautet, wodurch sich die Iterationsvorschrift der optimal gesteuerten Differenzengleichung

firt =0 zu
f((mlva),FT_t,Z) = ( Z(xl +$23 >

ergibt, woraus insbesondere X? = 0 fiir alle t > 1 folgt. Simulieren wir dies fiir Zo1+x02 =1
zwanzig mal, so ergeben sich die Werte

9.511660 9.511660 0.331152 29.129459 9.511660
3.105848 0.189230 3.105848 0.579517 3.105848
16.645405 1.014155 3.105848 0.331152 5.435234
3.105848 1.774770 0.579517 5.435234 9.511660

Zum Vergleich: der Mittelwert liegt bei 6.7275 und mit der festverzinslichen Anleihe wiirde
man zur Zeit T = 20 den Betrag 2.653298 erhalten. Wie man sieht, ist die Schwankungs-
breite recht grol — eine Tatsache, der in diesem Optimierungsproblem aber nicht Rechnung
getragen wird.

In der Praxis wird man nun sicherlich zwischen mdglichem Gewinn und Verlustrisiko
abwigen wollen. Um dies in das Optimierungsproblem einzubeziehen, bedient man sich
in der Okonomie eines einfachen Tricks: Man #ndert L so ab, dass Gewinne weniger
stark belohnt und Verluste stérker bestraft werden. Formal wahlt man dazu eine End-
Ertragsfunktion L, die konkav in z; + 9 ist, z.B. die Funktion L(z) = In(z; + z2) und
nehmen an, dass ag < (147) gilt (ansonsten wiirde man mit der Aktie sicher einen hoher-
en Gewinn als mit der risikolosen Anlage machen und damit die Aktie bevorzugen, egal
wie stark die Aktie schwankt). Unter der Kontrollbeschrankung U(z) = [—x1, z2] rechnet
man damit nach (Ubungsaufgabe), dass die optimale Feedback-Kontrollstrategie fiir dieses
Problem gegeben ist durch

1 +x2)v—21, vE|I1
Ft(x):{(l 2)V — 71 [0,1]

x9, v>1
mit

R(ay, + ag — 2R) R(p— R)

1
2(y —R)Y(R—0aq) 02— (u—R)?’

v =
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wobei R =1+ ist und 0% = Var(Z) = (a2 + a2)/4 — ayaq/2 die Varianz der Zufallsva-
riablen Z; bezeichnet. Diese Kontrollstrategie schichtet das Portfolio in jedem Zeitpunkt
gerade so um, dass fiir das Verhéltnis z; +u = v(z1 +22) und o —u = (1 —v)(z1 +22) gilt,
d.h., die Werte z1 +u und x5 —u stehen immer in einem konstanten Verhiltnis zueinander.
Beachte, dass aus unseren Bedingungen p > R und R > ag4 sofort v > 0 folgt.

Die optimale Kontrollstrategie hingt nun also nicht mehr nur von Erwartungswert v son-
dern auch von der Varianz o der Aktie ab, was deutlich realistischer ist. Insbesondere ist
v fiir die zulissigen Werte von oy, og und R streng monoton fallend in 02, d.h. der Anteil
der Aktie im Portfolio wird um so geringer, je stérker diese schwankt.

Die zugehorige optimale Wertefunktion lautet

In(—2E_ ), vel0,1]

Vr(z) =In(x; +22) + T Vo2 —(u—R)?

Iny/p? — o2, v>1
und gibt uns insbesondere den erwarteten Ertrag E(In(X+ + X7)) des Portfolios gemessen
mittels der Ertragsfunktion L. Fiir g \, R erhilt man gerade Vr(x) — In(z; +x2) +1In(R),
was gerade dem Ertrag der risikolosen Anleihe entspricht.
Zum Verifizieren der optimalen Strategie mittels des Optimalitétsprinzips ist die Kenntnis
von Vr vollig ausreichend. Zur Analyse der optimalen Steuerung ist aber auch der erwartete
“echte” Endbetrag Br(X) := E(X}+ + X?2) fiir einen gegebenen Anfangswert interessant.
Wir berechnet man diesen? Die naheliegende (und fiir das angegebene Vp leicht zu berech-
nende) Formel Ep(Xr) = exp(Vr(X7)) stimmt leider i.A. nicht, da sich die Anwendung
der Exponentialfunktion exp und des Erwartungewertes F nicht vertauschen lassen!

Um den echten Endbetrag zu errechnen, kénnen wir ausnutzen, dass sich By geméfl der
“Optimalitétsprinzip—ahnlichen” Iteration

Bo(x) = 1 + 2, Br(x) = E(Bi-1(f(z, Fr(z), Z)))
berechnen lasst. Wir erhalten damit

BT(.T) = (.731 + xg)ﬁT

0.2
5:{ e V€]

Wy v>1

mit

Durch Simulation kénnen wir diese Anlagestrategie mit derjenigen fiir L(z) = x1 + 2
vergleichen. Wir berechnen dazu fiir Anlagedauer 7' = 20 mit jeweils 100000 Simulationen
fiir die oben angegebenen Daten den erwarteten Wert E(X} + X2) des Portfolios mit
Anfangswert x1 + xo = 1, sowie die Wahrscheinlichkeiten, dass dieser um 10% bzw. 50%
unterhalb des Werts R” = 2.653298 der risikolosen Anlage liegt.

L(z) =z +x2 | L(z) = In(z1 + 22)
BE(X7 + X7) 6.751541 4.650349
P(Xr < 0.9RT) 0.413100 0.249970
P(Xr < 0.5RT) 0.252890 0.130590

Wie man sieht, ist zwar der erwartete Wert im zweiten Fall um gut 30% niedriger, allerdings
halbiert sich dabei in etwa die Gefahr eines groflen Verlustes. O
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4.2 Probleme auf unendlichem Horizont

4.2.1 Formulierung und Beweis des Prinzips

Fiir die Probleme auf unendlicher Zeit formulieren und beweisen wir das Prinzip in etwas
allgemeinerer Form und zunéchst ohne Eindeutigkeitsaussage.

Satz 4.7 Die optimale Wertefunktion V,, erfiillt fiir alle zg € R™ und alle T' € N die
Gleichung

T—1
Veo(z0) = sup E {Z BH(X s, ur) + /BTVOO(XT)} ; (4.9)
uel (xo) =0
mit X; = Xy(zp,u). Insbesondere gilt fir 7' =1
Voo(xO) = SUEE {K({L‘O’ ’U,) + ﬂvoo(f(g’b? u, ZO)>} . (410)
ue

Beweis: Vorbemerkung: die im Folgenden benutzten Gleichungen der bedingten Erwar-
tungswerte Ej folgen vollig analog zum Beweis von Satz 4.1 und werden hier deswegen
nicht nidher ausgefiihrt.

Wir beweisen zunéchst (4.10).
“<”: Sei kg € R™ und u € U(xg) beliebig. Dann gilt fiir X; = X¢(zo, u)

Joo(Tg,u) = E{Zﬂtﬁ(Xt,ut)}
t=0

= E {5(:@0, ug) + Yy BH(X, ut)}

t=1

U(zo,ug) + SE {El <Z ﬂtg(XtJrlvUtH)) }

=0
E(I‘Q,U(}) + ,BE{JOO(Xhat)}

E {0(x0,u0) + Voo (X1)}

ilelgE {(zo,up) + Voo (f(z0,u, Z0))} -

VANVAN

Da diese Ungleichung nun fiir alle zuldssigen u gilt, gilt sie auch fiir

V($0): sup J.,.(ﬂj’o,u),
ueld(x)

womit “<” folgt.

“>": Sei e > 0. Zu jedem zy € R™ wiihlen wir einen Kontrollprozess u® € U(zg), fiir den

Joo(x07ux0) > Voo(xO) — £
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gilt. Weiterhin wéhlen wir einen Kontrollwert u* € U mit

E{l(xo,u™) + BVoo (f(z0,u™, Zp))} > 51615 E{l(xo,u) + Voo (f(x0,u, Zo))} — €,

einen Kontrollprozess u € U(xg) mit ug = u* und setzen 1 = udsju” geméf Lemma 2.6.
Die zugehorige Losung sei mit X; = Xy(xo, @) bezeichnet. Dann gilt

Voo(z0) = S;{l(p)t]oo(anﬁ)
uci(xo

= sup E{Zﬁ Xt,ut)}

ucld(zo) —0

= sup F {E(xo,’lm) + Zf(Xt,Ut)}

Y

E {f(ﬂfo, tg) + 3 Zf(f(tﬂy ﬂt+1)}

t=0

= {(xo, ) + BF {E1 (Z g()?t-HvﬂtXl)) }

t=0

> SHBE {l(zo,u) + Voo (f(x0,u, Z))} — 2¢
ue

wobei wir im letzten Schritt die Wahl von u ausgenutzt haben. Da € > 0 beliebig war, folgt

Voo(xO) > SEBE{K(‘T(LU) + Bvoo(f(l'o,@, Z))} ’

also gerade die gewiinschte Ungleichung.

Die allgemeinere Gleichung (4.9) folgt nun per Induktion iiber T aus (4.10). Fir 7' = 1
stimmen die beiden Gleichungen gerade iiberein. Fiir T'— T + 1 erhalten wir

T-1
Voo(o) = Sup E{ M(Xt,Ut)JrﬂTVoo(XT)}
uc 170 —
)
= sup E{Z U Xy, up) + 87 sup BEr{(Xr, @) + BVeo (f(XT,ﬂ,ZT))}}
uel(zo) t=0 uclU
T-1
= E{Zﬁt€ Xiyup) + 67 (¢ (XT,UT)+5Voo(f(XT,uT,ZT)))}
ueld(xo) t=0
T
=  sup E{Z B( Xy, up) 6T+1VOO(XT+1)}
ueld(zop) =0

O

Um die Eindeutigkeitsaussage zu ergénzen, benotigen wir eine weitere Bedingung, die ein
“schones” Grenzverhalten der rechten Seite von (4.9) fiir 7' — oo sicher stellt.
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Definition 4.8 Wir sagen, dass eine Funktion W : R” — R die Transversalititsbedingung
erfiillt, falls fiir jedes zp € R™ und jede Folge von Kontrollprozessen u’ € U(zg) mit
Losungen X/ = X;(wo,u’) die Implikationen

T
limsupE{Z X; ,ut ,BTW(XT)} < 400 = lgllinfE{ﬁTW(X%)} >0

T—o00 —

und

T-1
liminfE{Zﬁ (Xt ul) +5TW(XT)} > —oco = limsup E{#"W(X{)} <0

T—o00 =0 T—o00

gelten. o

Beachte, dass diese Gleichung — sogar fiir alle u” — stets erfiillt ist, wenn W beschrinkt
und B < 1 ist, da dann immer STW(X?%) — 0 gilt. Die optimale Wertefunktion Vi
wiederum ist fiir 8 < 1 beschréinkt, falls £ beschrankt ist.

Satz 4.9 Die optimale Wertefunktion V. erfiille die Transversalitdtsbedingung. Dann
stimmt jede weitere Funktion W, die das Optimalitdtsprinzip (4.9) und die Transversa-
litétsbedingung erfiillt, mit V,, iiberein.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir je zwei Funktionen Wy, W5 : R™ — R, die (4.9) und die
Transversalitdtsbedingung erfiillen, die Ungleichung

Wi(z) < Wa(z)

fir alle x € R™ gilt. Hieraus folgt die Behauptung, indem wir die Ungleichung sowohl auf
W1 =V, Wo =W als auch auf W; = W, Wy =V, anwenden.

Es sei € > 0 und zp € R™ gegeben. Da W; das Optimalitéitsprinzip (4.9) erfiillt, existieren
Kontrollfunktionen u” mit zugehorigen Losungen X[, so dass die Ungleichung

T—1
i) < £{ 32T P 4
t=0
gilt. Hieraus folgt insbesondere
T-1

hmme{Zﬂt (X, ul) + ﬁTwl(X%‘)} > Wi (zg) — € > —00

und daher mit der Transversalitdtsbedingung

limsup E {7 W1 (X7)} <o0.

T—o00
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Da W5 ebenfalls das Optimalitdtsprinzip erfiillt, folgt

ueld(zo) =0

{Zﬁt (X7 uf +5TW2(XT)}

T-1
Wa(zg) = sup E{ZﬁEXt,Ut)-Fﬂ WQ(XT)}

Y

Damit folgt

T-1
limsup F {Zﬁt (X7T,ul) +ﬂTW2(XT)} < Wa(zg) < 400
T—o0 —0

und folglich mit der Transversalitdtsbedingung

hmlnfE{ﬁTWQ (X1h) } > 0.

T—o00

Mit diesen Ungleichungen erhalten wir fiir alle 7' € N

KT )+ ﬂwaT} {Zﬂt (X7 ) + ﬁTW2<X%>}+e

t=0

S BT, T + ST (XE) — 3 KT )+ BTW2<X%>}+5
t=0 t=0
= EB{f"Wi(X}) - BTWa(XF)} +e = E{fTWi(X])} - E{BTWa(X])} +¢

Also folgt

W1 (l’o) — W2 (fL‘o)

IN

li;nsup (B{"Wi(XT)} — E{B"Wa(XT)}) +e

IN

limsupE{ﬂTT/Vl(X%)}—lijgllinfE{ﬁTWQ(X%)}+€ < e
T—o0 0
Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus die zu zeigende Ungleichung Wi (xg) < Wa(zo). U

Bemerkung 4.10 Analog zu Satz 4.1 gelten auch diese Sétze unter Zustandsbeschrinkun-
gen und (zustandsabhéngigen) Kontrollbeschrankungen, wenn man das Supremum in (4.10)
nur iiber solche v nimmt, die die gegebenen Beschrénkungen nicht verletzen. o

4.2.2 Charakterisierung Optimaler Kontrollprozesse

Genau wie im Fall des endlichen Horizontes kann das Optimalitétsprinzip nun dazu ver-
wendet werden, die optimalen Kontrollprozesse zu charakterisieren. Tatséchlich wird die
Aussage hier noch etwas schoner, da das resultierende Feedback hier nicht mehr von ¢
abhingt. Wiederum benéttigen wir die Transversalititsbedingung, die z.B. fiir § < 1 und
beschrianktes ¢ immer erfiillt ist.
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Satz 4.11 Das Supremum im Optimalitdtsprinzip (4.10) sei fiir alle x € R™ ein Maximum.
Dann existiert eine Funktion F, : R™ — U, so dass

EEBE {l(z,u) + BVoo (f(2,u, Z0))} = E (2, Foo () + Voo (f (2, Foo(2), Z0))}

gilt. Diese definiert fiir jeden Anfangswert xy induktiv eine optimale Losung X;
Xo = mo, X1 = f( X, Foo(Xt), Zt)

d.h. fiir den zugehorigem optimale Kontrollprozess u™ = (ug®, t =0,1,...), u® = Foo (Xt)
gilt
Joo(x()vuoo) = Voo(x[))y

vorausgesetzt, dass Vo, die zweite Transversalitidtsbedingung und W(zg) = Joo(xo,u™>)
die erste Transversalitdtsbedingung erfiillt.

Beweis: Die Existenz der Funktionen folgt sofort aus der angenommenen Existenz der
Maxima und dass der Kontrollprozess u™ tatsdchlich die angegebenen Losung erzeugt
folgt leicht mittels (2.1). Zu zeigen bleibt also die Hauptaussage des Satzes, ndmlich dass
X; und u® optimal sind, dass also

Joo (20, u™*0) = V(o) (4.11)

gilt, wobei wir analog zum Beweis von Satz 4.4 mit u*>*® den optimalen Kontrollprozess
zum Anfangswert xy bezeichnen.

Wegen der Optimalitéit von V, ist die Ungleichung Joo (9, u®*°) < Vo (xg) offensichtlich.

Zum Beweis von “>” verwenden wir, dass wir analog zur Gleichung (4.8) im Beweis von
Satz 4.4
Joo(aio, uoo,zo) =F {f($0, Foo(-TO)) + /BJOO(Xb uOO’Xl)} .

mit X; = f(z, Foo(20), Zo) erhalten. Wie im Beweis von Satz 4.7 erhalten wir daraus per
Induktion

T-1
Joo (w0, u>™) = E {Z BHUXt, Foo(X1)) + 87 Joo (X, uOO’XT)} .
t=0

Hieraus folgt aus der Definition von Fi,

Voo (@0) — Joo (20, u™™)
T-1 T—1

- {Z BU(Xe, Foo (X0)) + 07 Voo (X7) = Y B, Foo (X)) + B oo (X, um’XT)}
t=0 —0

= B {7V (X))} — B {57 o, w D))

Nun kénnen wir wie im Beweis von Satz 4.9 die Transversalitdtsbedingung ausnutzen, um

Voo(@0) = Joo (o, u™*0) < limsup E {3 Voo (X7) } — lim inf B {57 Jog (v7, u™*7) } <0

T—o00

und damit die gewiinschte Ungleichung zu zeigen. 1l
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Bemerkung 4.12 (i) Der Satz zeigt, dass die optimalen Kontrollprozesse eine noch klei-
nere Teilmenge der zuldssigen Kontrollprozesse sind als im Fall des endlichen Horizonts.
Wiéhrend die optimalen Prozesse dort durch u; = Fr_;(X;) gegeben sind, hingen sie hier
wegen u; = Fio(X¢) nicht direkt von der aktuellen Zeit ab.

Beachte aber, dass die Zeitabhéngigkeit wieder auftaucht, wenn wir t—~Abhéngigkeit in der
Dynamik f oder in den laufenden Kosten ¢ zulassen.

(ii) Auch dieser Satz gilt unter Beschriankungen, wenn diese bei der Bestimmung von Fi,
beriicksichtigt werden. O

Im Prinzip haben wir hiermit nun alle Hilfmittel, um das Wagenproblem aus Beispiel
3.3 analytisch 16sen zu konnen. Wir werden dies aber noch etwas aufschieben, da dieses
Problem einige strukturelle Eigenschaften besitzt, welche wir im iibernichsten Kapitel
zunéchst abstrakt betrachten werden. Mit den damit erzielbaren Vereinfachungen wird die
Losung dann deutlich einfacher werden. Zunéchst aber widmen wir uns im néchsten Kapitel
einer Methode zur numerischen Lésung der Probleme.



Kapitel 5

Numerische Dynamische
Programmierung

In diesem Kapitel wird erldutert, wie man das Prinzip der Dynamischen Programmierung
numerisch nutzen kann. Wir werden hier einen Ansatz erldutern, der einfach umzusetzen
und auch auf Probleme mit komplexer nichtlinearer Dynamik anwendbar ist. Der “Preis”
fiir diese Flexibilitét ist ein numerischer Aufwand, der mit der Dimension n des Zustands-
raums schnell anwéchst, so dass der Algorithmus nur fiir relativ niedrige Dimension effizi-
ent ist. Weitere Methoden, die spezielle Strukturen von f voraussetzen, dafiir aber auch in
hoheren Raumdimensionen funktionieren, werden wir in den folgenden Kapiteln skizzieren
und im an die Vorlesung anschliefenden Seminar genauer behandeln.

Wir entwickeln die Methode fiir Probleme mit endlichem Zeithorizont und besprechen am
Ende kurz, wie die Methode fiir einen unendlichen Horizont modifiziert werden kann.

5.1 Ansatz

Die Idee des numerischen Ansatzes ist wie folgt: Wir verwenden einen endlich dimensionalen
Funktionenraum W, dessen Elemente wir im Rechner speichern kénnen und wenden das
Optimalitatsprinzip auf diesem Funktionenraum an, um so Approximationen V. € W der
optimalen Wertefunktionen V; zu berechnen.

Dazu bezeichnen wir mit F'(A, B) := {W : A — B} die Menge aller Funktionen von einer
Menge A in eine Menge B und fithren einen (zunéichst abstrakten) Projektionsoperator
m: F(A, B) — W ein, der zu einer beliebigen Funktion W die numerische Approximation

W =W

in W berechnet. Die algorithmische Umsetzung dieses abstrakten Konzepts behandeln wir
in Abschnitt 5.3.

Fiir die rechte Seite des Optimalitétsprinzips (4.1) fithren wir nun Operatoren T, : F(R™,R) —

37
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F@R",R) und T: F(R",R) — F(R",R) ein, die durch

T.(W)(z) = E{l(z,u)+ W (f(z,u,Z))}
T(W)(z) = sup T, (W)(x) (5.1)
ueU(x)

definiert sind. Die Zufallsvariable Z ist hierbei ein beliebiger Reprasentant der iid Zufalls-
variablen Z;. Mit dieser Notation ergibt sich das Optimalitdtsprinzip abstrakt zu

V, = T(V,_).

Mit dem iterativen Algorithmus
Voi=L, Vo=aT(Vo_y), 7=1,...,T (5.2)

erhalten wir dann numerische Approximationen der optimalen Wertefunktionen. Hierbei
nehmen wir an, dass L als numerisch auswertbare Funktion vorliegt, die nicht approximiert
werden muss, weswegen wir Vo = L und nicht V[ = 7L schreiben.

Zur Berechnung approximativer optimaler Feedbacks ﬁT gibt es zwei Moglichkeiten: zum
einen kann man diese wie in der analytischen Berechnung in der Iteration (5.2) mitbe-
rechnen und ebenfalls als 7 F approximiert speichern. Numerisch besser ist es allerdings,
fiir einen gegebenen Zustand = den optimalen Kontrollwert F;(x) jeweils “online” aus der
Gleichung

Fr(z) = argmax T, (V;)(2)
uelU(z)

zu berechnen. Auf diese Weise vermeidet man den Approximationsfehler bei der Projektion
wF; und spart zudem noch Speicherplatz. Da sich das “argmax” meist schnell berechnen
l4sst, ist der Rechenaufwand fiir die Online-Optimierung i.A. vertretbar.

Um die Berechnung der v, geméB (5.2) numerisch umzusetzen, miissen wir die folgenden
Teilprobleme 16sen, die wir hier fiir allgemeine Funktionen W betrachten:

(1) Auswertung von T'(W)
(2) Berechnung von 71'(W)

Zudem werden wir unsere numerische Berechnung nicht auf dem gesamten Zustandsraum
R™ durchfiihren kénnen und miissen uns daher iiberlegen, wie wir das Problem auf geeignete
kompakte Teilmengen einschrénken kénnen.

5.2 Auswertung von T'(W)

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass es zur Berechnung von 77 (W) ausreicht,
wenn wir fiir gegebene Punkte 2 € R die Werte T'(W)(z) € R berechnen koénnen.

Diese Berechnung fiihrt wiederum auf zwei Teilprobleme, zum einen die Auswertung von
T, (W)(z) und zum anderen die Maximierung iiber v in T'(W)(x).

Da ¢, f und W bekannt und numerisch auswertbar sind, besteht die einzige Schwierigkeit
in der Auswertung von 7, (W)(z) in der Berechnung des Erwartungswertes. Falls Z eine
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kontinuierliche Zufallsvariable ist, nehmen wir an, dass wir die Dichtefunktion fz kennen
und miissen

/ (U s) + BW(f (2,0, 2))) f2(2)dz
)

berechnen. Dies kann durch numerische Integration geschehen. Wenn wir keine Glattheit
von W voraussetzen wollen, ist die Trapezregel (Newton-Cotes Formel vom Grad n = 1)
hierfiir die geeignetste Methode.

Falls Z nur endlich viele Werte z1, ..., z,, annimmt, was in den Ubungsaufgaben der Fall
sein wird, so benttigt man gar keine Integrale, sondern kann den Erwartungswert einfach

durch die Summe
m

> (U, w) + BW (f(x,u,2:))) Pz ({z})

i=1
berechnen, welche bis auf Rundungsfehler exakt ausgewertet werden kann.

Zur Bestimmung des Maximums betrachten wir nur die einfachste Moglichkeit, die fiir
geringe Genauigkeit aber durchaus brauchbare Ergebnisse liefert. Wir nehmen dazu an, dass
der Kontrollwertebereich U(x), iiber den maximiert wird, kompakt ist. Dann betrachten
wir eine endliche Menge U(x) C U(z) mit

gy = max max ||a— ull (5.3)
uel(z) aell(x)

und approximieren 7" durch

TOV)(&) = max Ta(W)(a).

Hierfiir gilt die folgende Fehlerabschitzung.

Lemma 5.1 Die Abbildung u +— T, (W)(z) sei Lipschitz stetig mit Konstante L, (dies
gilt z.B., wenn ¢ und f Lipschitz in v und W Lipschitz in x ist). Dann gilt

T(W)(z) = T(W)(2)| < Lusu.

Beweis: Wegen U(z) C U(z) gilt T(W)(z) < T(W)(x). Da wir U(z) als kompakt und
ur— T(W)(x) als stetig annehmen, gilt

sup T,(W)(x) = max T,(W)(x),
uelU(z) uel(z)

also existiert ein maximierendes u* € U(z). Aus der Definition von ¢, folgt die Existenz
von @* mit ||a* — u*|| < e, und damit

TW)(z) = T(W)(@)| = T(W)(@)=T(W)(z) = Tu(W)(x) — max Ta(W)(x)

< T (W)(e) = Tar(W)(z) < Lulu” =@ < Lugu.
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5.3 Berechnung von 7T(W)

Die Berechnung von 77'(W) héngt entscheidend von der Wahl der Approximation ‘77 ab,
die wir als erstes beschreiben.

Die Idee der meisten Approximation beruht darauf, V; durch ein Element V; eines endlich-
dimensionalen Funktionenraums zu approximieren. Dies werden wir hier genau so machen.
Um die Darstellung einfach zu halten, werden wir uns hier auf den Fall n = 2 einschrénken;
die verwendeten Techniken lassen sich aber leicht auf beliebige Dimensionen verallgemei-
nern und werden auch in allgemeiner n—dimensionaler Form fiir die Programmierung in
der Ubungen zur Verfiigung gestellt. Ebenfalls zur Vereinfachung der Darstellung nehmen
wir an, dass wir V; auf einer rechteckigen Menge X C R? approximieren wollen.

Definition 5.2 Sei X C R? gegeben durch X = [aq, b1] X [az, bo] mit Werten a; < by und
ay < be. Ein (regelmdfSiges) Rechteckgitter T' auf X ist eine Menge von Rechtecken R;,
i=0,...,P—1, P = P P, mit Kantenlingen k; = (by — a1)/P1 und ky = (by — ag)/Ps,
so dass

P—1

JRi=X und intRinintR; =0 fiiralled,j =0,...,P —1,i# j.

i=0
Mit E;, i =0,...,N —1, N = (P; 4+ 1)(F2 + 1) bezeichnen wir die Eckpunkte (oder Kno-
tenpunkte) des Gitters. Der Wert k = \/k{ + k3 bezeichnet den maximalen Durchmesser
eines Rechtecks. o

Abbildung 5.1 zeigt ein solches Gitter.

E12 Ei3 E14 Eis
Re R7 Rg

Eg Eq Ejo En
R3 R4 Rjs

E4 E; Eg E~;
Ro R R>

Eo Eq E> E3

Abbildung 5.1: Beispielgitter

Wir definieren nun den Funktionenraum, den wir zur Approximation von V, verwenden
wollen.

Definition 5.3 (i) Sei A C R?. Eine Funktion W : A — R heifit affin bilinear, falls
es Koeffizienten ag,...,a3 € R gibt, so dass fiir alle z = (z1,22)7 € A die Identitit
W(x) = ap + a1x1 + aexg + azzize gilt.
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(ii) Betrachte eine rechteckférmige Menge X C R? mit Rechteckgitter I'. Wir definieren
den Raum der stetigen und stiickweise affin bilinearen Funktionen auf X beziiglich I" als

W:={W:X — R|W ist stetig und W|g, ist affin bilinear fiir jedes i =0,...,P —1}.

Das folgende Lemma fasst die fiir uns wichtigen Eigenschaften von W zusammen.

Lemma 5.4 (i) Jede Funktion W € W ist eindeutig durch ihre Werte W (E;) in den
Eckpunkten des Gitters bestimmt.

(ii) Fiir jedes Rechteck R = [c1,d1] X [ca, d2] des Gitters mit den Eckpunkten
EZ' - (ClacZ)Ta Eil - (d17c2)Ta E’ig - (CladQ)T7 El'g - (dladQ)T

lisst sich W g, fiir x = (21, 22)7 € R; schreiben als

mit
po(r) = (1= y1(z)(1 = y2(z)),  p(x) =y (@)1 - ya(z)),
p2(r) = (1 - y1(x))ya(z), p3(x) = y1(x)ya ()
und
() = ‘Z :Z fiir 1 = 1,2.

Insbesondere gilt hierbei p;(x) > 0 fiir j =0,...,3 und Z?:o pi(z) = 1.

Beweis: (i) Auf dem Rechteck R = [c1,d1] X [c2,ds] folgt aus der Definition, dass die
Koeffizienten «; einer affin bilinearen Funktion W die Gleichungen

ag + a1c1 + apca + ascicg =
ag + ardy + agcg + azdica =
ag + ajcr + apdy + azcidy =
ap + ardy + asdy + azdidy =

erfilllen miissen. Berechnet man die Determinante der zugehorigen Matrix (leicht mit
MAPLE), so erhélt man (dj — ¢1)?(ds — c2)?. Da die Eckpunkte paarweise verschieden sind,
ist diese verschieden von Null und damit besitzt dieses Gleichungssystem also genau eine
Losung. Folglich sind die Koeffizienten «; auf jedem Rechteck und damit auch die Funktion
W selbst eindeutig durch die Werte in den Eckpunkten bestimmt.

(i) Man rechnet leicht nach, dass die angebene Funktion tatséichlich affin bilinear auf
R; ist (es tauchen nur Terme der Form ag, ayzy, asxy oder aszize auf) und in den
Eckpunkten des Rechtecks mit w iibereinstimmt. Also folgt die Aussage aus Teil (i). Die
behaupteten Eigenschaften fiir die 41, (x) sind ebenfalls leicht zu sehen, wenn man ausnutzt,
dass y;(x) € [0, 1] gilt. 0
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Wir kénnen also jede Funktion W € W mit ihren Werten W (E;) in den Eckpunkten des
Gitters identifizieren. Insbesondere ist der Funktionenraum W somit ein N—dimensionaler
Vektorraum iiber R.

Damit kénnen wir den Projektionsoperator 7 : F'(X,R) — W formal definieren als
W =W eW mit W(E;)=W(E) firalle i =0,...,N — 1.

Diese Definition fithrt sofort zur Berechnung von 77°(W). Um die Funktion W = aT(W) zu
berechnen (und im Rechner zu speichern), geniigt es W (E;) = #T(W)(E;) zu berechnen.
Der Iterationsschritt in (5.2) ergibt sich also in der numerisch auswertbaren Variante zu

VA(E;) =T(V;-1)(Ei), 1=0,...,N—1. (5.4)

Den bei dieser Approximation auftretenden Diskretisierungsfehler werden wir im iiber-
néchsten Abschnitt analysieren.

5.4 Wahl des Berechnungsgebietes

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Approximation kann nur auf kompak-
ten Gebieten X durchgefiihrt werden, was in der Praxis zu nicht immer einfach l6sbaren
Problemen fiihren kann.

Beachte, dass X gerade das Definitionsgebiet von V, darstellt. Um sicher zu stellen, dass
Vi (f(z,u,2)) fiir alle moglichen Argumente von f (also z € X, u € U(z) und z € Z(Q))
definiert ist, muss also

flzyu,z) € X, firallex € X, ue U(x), z € Z(Q) (5.5)

gelten.
Wenn Z(2) unbeschrénkt ist (z.B. fiir eine Gauf3-verteilte Zufallsvariable, fiir die Z(2) = R

gilt), so kann auch f(z,u,z) Werte in einer unbeschrinkten Menge annehmen. In diesem
Fall sind wir gezwungen, Z () oder Q einzuschrénken, um auf einer kompakten Menge X
rechnen zu kénnen.

Aber auch wenn Z nur endlich viele Werte annimmt, ist die Wahl einer kompakten Menge
X mit (5.5) oft nicht moglich (versuchen Sie einmal, so ein X fiir das Portfoliomodell aus
Beispiel 3.2 zu konstruieren. . . ).

FEine oft sinnvolle Abhilfe bietet die Wahl von X abhéingig von 7. Zunéchst iiberlegt man
sich dazu, auf welchem Gebiet X7 man die optimale Wertefunktion V; berechnen mdochte.
Dies ist i.W. eine Modellierungs- bzw. Anwendungsfrage. Dann berechnet man sukzessive
Xp_1, X7_9, ..., Xp so, dass die Bedingung

flz,u,z) € Xoq, firallex € X;, uec U(x), z€ Z(Q) (5.6)

fir alle T =T,T —1,...,1 erfiillt ist.
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Wollen wir im Portfoliomodell aus Beispiel 3.2 die Funktion Vi z.B. fir T = 20 auf Xp =
[0,a] x [0, b] berechnen, so erhalten wir unter unserer iiblichen Kontrollbeschréankung u €
(=21, 2]

0< filz,u,2) < (z1+2x2)2 < (a+b)ay,

und
0 S f2($,u, Z) S (a:'l + $2)R S (G + b)R
und erhalten so X771 = [0, (a + b)aw,] X [0, (a + b) R]. Induktiv erhélt man so

Xy = [0, (a+b)(ew + B) ] x [0, (a + b)(ow + B)' .

Hier erkennt man einen typischen Nachteil dieser Methode: Die Menge X wachst fiir kleiner
werdendes 7 enorm an und wir miissen auf riesigen Gebieten rechnen, was numerisch sehr
ineffizient ist. Dies liegt daran, dass wir hier Rechteckgebiete verwenden: tatséchlich liegen
die Werte f(z,u,z) in einer recht kleinen Teilmenge A, C X, die Rechteckmenge X, ist
aber die kleinste rechteckige Menge, die A, enthélt.

Gliicklicherweise kann man in einem solchen Fall oft durch eine Koordinatentransformation
Abhilfe schaffen. Im Portfoliomodell z.B. konnen wir die Transformation

T

=X —’—x7 =
n 1 2, Y2 71 + 79

mit Umkehrung
1 =y1y2, T2 =y1(l—y2)

verwenden. Dass dies tatséichlich ein besseres Verhalten liefert, wird in einer Ubungsaufgabe
gezeigt.

5.5 Fehleranalyse

Wir wollen nun berechnen, wie grofl der Approximationsfehler

||‘7¢ — Vi||x, := sup |‘77(33) = Vi(z)|x,
reX,

ist.

Zunichst berechnen wir dazu den Fehler der Projektion 7 : F(X,R) — W.

Lemma 5.5 Sei W : X — R eine Lipschitz—stetige Funktion mit Lipschitz—Konstante
Ly . Dann gilt
W —aW|x < Lwk (5.7)

mit dem Wert k aus Definition 5.2. Ist W dariiberhinaus C? mit ||d*W (x)/dz?|| < Cy fiir
alle x € X, so gilt

1
W —7W|x < 5CWk2. (5.8)
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Beweis: (5.7): Sei x € X ein beliebiger Punkt und R ein Gitterrechteck, in dem dieser
Punkt liegt. Seien F;, ..., E;; die Eckpunkte dieses Rechtecks. Dann gilt ||z — Ej |2 < k
fir j =0,...,3 und somit |[W(z) — W(E;;)| < Lwk. Mit Lemma 5.4 folgt

3
W) —aW ()| = W)= pulx)W(E;)
j=0

3 3

< Y@ W) - WE) < Y Lwk = Lk
=0 §=0

wobei wir im zweiten und im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass Z?:o wi(z) =1 gilt.

(5.8): Sei xz € X. Aus der Taylor-Entwicklung folgt fiir z,y € X

W) = Wa)+ D@ — o)+ 50" S O — )

fiir ein £ € X. Seien nun R und Ej;; wie im ersten Teil des Beweises. Dann folgt

B dw 1 T d®W
)= Wo) + @) (B — o) + (B, )T

W (E;,

]

(&) (Ey; —x)

und es folgt

(W(z) —aW(z)] = |W(z)-

J=0

; = @ ausgenutzt, wobei die letzte

Hierbei haben wir Z?:o pi(z) = 1 sowie Z?:o wi(z)E;
Eigenschaft aus der Definition der pu; folgt. Wegen

5(Ei, —2)" — (B, —x)| < 3

J

1 rd*W 1 )

e

1
Ipsl = ] ' 1By, — 2ll3 < 5Cwh?
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folgt (5.8). U

Als weitere Vorbereitung benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.6 (i) Sei 7 die zu einem Gitter auf X gehorige Projektion nach W und W7,
Wy € F(X,R). Dann gilt

[7W1 — 7Wallx < |[W1 — Walx.

(i) Seien X1, Xo C R™, so, dass f(z,u,z) € X fiir alle € Xs, u € U(z) und z € Z(Q)
gilt. Dann gelten fiir alle Wy, W5 € F(X;,R) die Ungleichungen

1T (W) = T(Wa)llx, < BW1 — Wallx,

Beweis: (i) Fiir alle x € X gilt

3
[mWi(z) — 7Wa(x)] = Zuj(ﬂc)Wl(Eij)—

i (2)Wa(Ei))

o,
o

I
<)

NE

i (2)|Wi(Ei;) — Wa(E;))|

VAN
o,
w |l
o

pi()|[[Wh = Wallx = [[W1 - Wallx
0

<.
Il

und damit
|TW1 — aWal||x < B||Wh — Wal|x.

(ii) Mit (4.5) gilt fiir alle x € Xo

IT(Wh)(z) = T(Wo)(z)| = || o, Tu(Wh)(x) — o Tu(Wa) ()|
< i [ Tu(Wh)(z) = Tu(W2)(2)]
< urélgé)E{lﬁWl(f(%uaZ))—BWz(f(ﬂfa%Z))l}
< By = Wallx,
und damit

IT(W1) — T(Wa)| x, < BI|Wi — Wal|x,.
[

Satz 5.7 Gegeben seien Mengen Xo,..., X7, T' € N, mit (5.6). Weiterhin seien auf den
X, Gitter I'; mit Durchmessern k; gegeben und diskretisierte Kontrollwertemengen U (x)
mit &, aus (5.3). Es sei T,V (x) Lipschitz mit Konstante L, ;. Weiterhin gelte entweder
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(i) V; ist Lipschitz mit Konstante L;, 7 =0,...,T

oder

(i) V; ist C2 mit zweiter Ableitung beschrinkt durch C,, 7 =0,...,T.
Dann gilt fiir 7 = 0,...,7T die Fehlerabschitzung

() IV; — Vall < 2720 871 M (Lugew + Lis1 k1)

oder

(i) 1V — Vall < X720 7 (L + Crankin /2)

Mit k = max;—1 7k ist der Fehler also von der Ordnung O(e, + k) im Fall (i) und
O(gy + k?) im Fall (ii).

Beweis: Wir schreiben kurz §, = Lk, in Fall (i) und §, = C,k2/2 in Fall (i) und zeigen
beide Behauptungen per Induktion iiber 7. Fiir 7 = 0 gilt die Behauptung wegen

Vo=L="1,.

Fiir den Induktionsschritt 7 — 7 + 1 betrachte

Vet~ Vestlon = InTV: —TV:x

T4+1

< |NaTVy = 7TVy| x. ., + |I7TVys — aTVi||x, ., + | 7TV — TV, ||x
e e’

=rVrt1—Vrp1

T+1 T+1 T+1

Den ersten Term koénnen wir nun mit der Induktionsannahme und (beiden Ungleichungen
aus) Lemma 5.6 abschiitzen, den zweiten mit Lemma 5.1 und der ersten Ungleichung aus
Lemma 5.6 und den dritten mit Lemma 5.5. Damit erhalten wir

T—1 T

Vi1 = Vesallxopy 8B (Lugeu+001) + €ulur + 041 = Y 87 (Lugeu+0i11),
t=0 t=0

also die Behauptung. U

Aus der numerischen Approximation erhalten wir fiir jeden Zustand ein numerisch aus-
wertbares Feedback mittels

Fr(z) := argmax Ty Vy (). (5.9)
ueU(x)

Will man optimale Trajektorien simulieren, empfiehlt es sich — wie bereits erwdhnt —,

dieses Feedback fiir den jeweils aktuellen Zustand online mit Formel (5.9) zu berechnen und

nicht vorab zu berechnen und zu speichern, um Interpolationsfehler in der Approximation

von ﬁr zu vermeiden.

Betrachten wir die zugehorige Losung
Xo = w0, Xe1 = f(Xp, Proi—1(Xy), Z¢)
und den davon induzierten Kontrollprozess

a0 = (Pp_y_1(Xy), t=0,...,T — 1)
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so zeigt Ubungsaufgabe 1 von Blatt 7, dass fiir die approximativen Trajektorien die Abschétzung
Jr(z0, 0l%) > Vip(zg) — O(ey + k)

im Fall (i) bzw.
Jr(zo, al™) > Vi(zg) — O(ey + k)

im Fall (ii) gilt.

5.6 Adaptive Gitter

Adaptive Gitter bilden eine Mdoglichkeit, die Effizienz der Approximation durch affin bili-
neare Funktionen deutlich zu erhchen. Adaptive Gitter sind Gitter, deren Rechtecke nicht
gleichméfig grofl sind, sondern — angepasst an die zu approximierende Funktion — in
manchen Regionen feiner, in anderen grober gewéhlt werden.

Wir stellen das Verfahren hier auf heuristische Weise vor, ohne grof3 auf die theoretischen
Grundlagen einzugehen.

Die Konstruktion der adaptiven Gitter beruht auf der Beobachtung, dass wir in jedem
Schritt idealerweise die Gleichung

Vi (z) = TV, (2) (5.10)

fiir alle x € X4 erfiillen sollten, tatsdchlich aber nur

V’r-i-l ( ) TV ( )

fir i =0,...,N — 1 erfiillen, wihrend fiir alle Punkte z # F;, i =0,..., N i.A.

Vesi () # TV ()

gilt.

Die Idee ist nun, auf einer Menge von Testpunkten x;, j = 0,..., M, im Gitter (die nicht
mit den Eckpunkten iibereinstimmen sollten) zu testen, wie sehr (5.10) verletzt ist. Dazu
werten wir die Grofe

ej = |Vry1(z5) — TVi(x;)]

aus. Ist e; grofBl, so wird x; als neuer Gitterpunkt (mit dem bereits berechneten Wert
YNWN/T(a:])) in das Gitter eingefiigt. “Grof8” bedeutet hierbei typischerweise e; > tol fiir eine
vorgegebene Toleranz tol, kann aber auch anders definiert werden. Als Testpunkt wéihlt
man hierbei Punkte, die sich leicht als neue Gitterpunkte in die Geometrie einfiigen lassen,
also in 2d z.B. die Kantenmittelpunkte und die Mittelpunkte der Rechtecke.

Ahnlich kann man testen, ob ein bereits vorhandener Gitterpunkt E; tatséichlich notwendig
ist. Hierzu entfernt man E; aus dem Gitter und betrachtet die Funktion V/ ; auf dem
vergroberten Gitter IV | =“T'r41 \ {E;}” mit dem entfernten Knoten E;. Ist die Differenz

di = |V} 1 (Es) — Veg1(Ey)|
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kleiner als die vorgegebene Toleranz (iiblicherweise mit einem Sicherheitsfaktor p < 1
multipliziert), so kann FE; aus dem Gitter entfernt werden, ohne dass die Qualitidt der
Approximation — im Rahmen der vorgegebenen Toleranz — beeintrichtigt wird.

Ublicherweise wird man diese Operationen iterativ durchfiihren, bis die gewiinschte Tole-
ranz fiir alle Testpunkte erfiillt ist. Dies fiihrt auf den folgenden Algorithmus:

0) Wahle ein Startgitter I'g, setze k = 0

1) Berechne 177“ auf I'y,

3

(0)

(1)

(2) Berechne die Werte e; fiir alle Testpunkte z;
(3) Berechne die Werte d; fiir alle Gitterpunkte E;
(4)

4) Fiige alle Testpunkte x; mit e; > tol in I'y, ein und entferne alle Gitterpunkte F; mit

d; < ptol aus I'y; bezeichne das so entstandene neue Gitter mit 'y

(5) Falls e; < tol fiir alle j beende den Algorithmus, ansonsten setze k = k + 1 und gehe
zu (1)

Sicherheitshalber sollte man zusétzlich noch eine Maximalzahl von Elementen definieren,
bei deren Erreichen der Algorithmus abbricht, auch wenn die gewiinschte Toleranz nicht
erreicht wird.

5.7 Unendlicher Zeithorizont

Unsere Approximationstechnik lésst sich unter geeigneten Annahmen auf unendlichen Zeit-
horizont verallgemeinern. Ist Vs z.B. beschrinkt und 8 < 1, so folgt aus Ubungsaufgabe
2, Blatt 7, dass Vpr — V, gilt, weswegen wir eine numerische Approximation theoretisch
als

Vao = lim Vr (5.11)

—00

definieren kénnen. Man kann leicht beweisen, dass diese Funktion die eindeutige Losung
der Bellman—Gleichung _ .

Voo =TV (5.12)
ist. Praktisch kann ‘700 numerisch approximiert werden, indem man ‘7T fuirT'=0,1,2,...
berechnet, bis ein Abbruchkriterium der Form

Ve —Vra|x <e

erfiillt ist, ein Verfahren das als Werteiteration bezeichnet wird. Es gibt aber viel effizientere
Verfahren. Fiir stochastische Probleme mit endlichem Zustandsraum werden solche Verfah-
ren im derzeit leufenden Seminar “Reinforcement Learning” behandelt. Fiir deterministi-
sche Probleme mit kontinuierlichem Zustandsraum finden sich eine Reihe von Verfahren in
Abschnitt 4.2 des Skripts “Numerische Dynamik von Kontrollsystemen”, Sommersemester
2004'. Die dort besprochenen Methoden lassen sich auf stochastische Probleme iibertragen.

"http://www.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/ndks04/
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Fiir 8 = 1 und unbeschrianktes V,, muss das Problem {iblicherweise skaliert und regulari-
siert werden, fiir deterministische Probleme findet sich eine solche Methode in Kapitel 6
des Skripts “Numerische Dynamik von Kontrollsystemen”. Alternativ kann man — falls
vorhanden — spezielle Strukturen ausnutzen, was wir im folgenden Kapitel machen werden.
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Kapitel 6

Linear Quadratische Probleme

In diesem Kapitel betrachten wir optimale Steuerungsprobleme mit der folgenden Struktur:

(i) Die Dynamik X;y1 = f(Xy, us, Z;) ist gegeben durch eine lineare Abbildung der Form
f(z,u,z) = Ar+ Bu+ Cz
mit Matrizen der passenden Dimension, also A € R™*" B € R**! C € R**™,

(ii) Der Kontrollwertebereich ist U = R! und die Zufallsvariablen Z; sind iid mit Erwar-
tungswert E(Z;) = 0.

(iii) Die laufenden Kosten ¢(z,u) sind von der Form
((x,u) = 2T Qz + uT Ru
mit symmetrischen und positiv definiten Matrizen Q € R™"™ und R € R!*!,
(iv) Die Endkosten L(x) sind von der Form
L(z) = 2T Pyz

mit einer symmetrischen und positiv semidefiniten Matrix Py € R™*".

Solche Probleme heiflen Linear-quadratische stochastische optimale Steuerungsprobleme.

In diesem Kapitel betrachten wir — im Gegensatz zu den vorhergehenden Kapiteln — das
Minimierungsproblem, da dies die in der Literatur gebrduchlichere Variante des Problems
ist. Wir schreiben wieder einfach Z fiir einen beliebigen Vertreter der Zufallsvariablen Z;.

Wir werden sehen, dass die optimalen Wertefunktionen dieses Problems eine sehr einfache
Form besitzen. Es gilt ndmlich

Vi(z) = 2T Prx + ¢, (6.1)

fiir symmetrische und positiv semidefinite (fiir 7 > 1 sogar positiv definite) Matrizen P;
und Konstanten c.

o1



52 KAPITEL 6. LINEAR QUADRATISCHE PROBLEME

Nehmen wir zunéchst einmal an, dass V; die Form (6.1) besitzt. Dann ergibt sich das
Optimalitatsprinzip zu

Veae) = inf BE{l(z,u) + BVr(f(2,u, 2))}
= inf E{2"Qz + u" Ru + B(Az + Bu+ CZ)" P.(Az + Bu+ CZ) + fc. }.

Das folgende Lemma zeigt, wie das Minimum und das minimierende u fiir diesen Ausdruck
aussieht.

Lemma 6.1 Fiir positiv semidefinites P und
g(u) := B{z"Qx + u" Ru+ B(Az + Bu+ CZ)"P(Az 4+ Bu + CZ)}
gelten die Gleichungen

argmin g(u) = —(R+ BT PB) 3BT PAx
u€R!

und

min g(u) = 2" (Q 4 BATPA — B2ATPB(R + ﬂBTPB)*lBTPA)x + BE{ZTCTPCZY.
ue

Beweis: Wir vereinfachen zunichst den dritten Summanden der zu minimierenden Funk-
tion. Es gilt

E{(Az+ Bu+ CZ)"P(Az 4+ Bu+ CZ)}

= E{2"ATP(Az + Bu+CZ)+u"B'P(Az + Bu+ CZ) + Z'CTP(Az + Bu+ CZ)

= E{zTATPAz + 2T ATPBu+ 2T ATPCZ + " BT PAz + w" BT PBu+ v BT PCZ

+ Z2TCTPAx 4+ ZTCTPBu+ z' T PCZ}

= E{zTATPAz + 27 AT PBu+ v BT PAz + v BT PBu + 2T CTPCZ}

= 2T ATPAz + 2" ATPBu +u" B PAz + v" BT PBu+ E{ZTCT PCZ}
Damit folgt

g(u) = 27(Q + BATPA)x + 28u” BT PAx + u" (R + BT PB)u + BE{ZTCT PCZ}

Da R positiv definit und P positiv semidefinit ist, ist ©* = argmin,cp: g(u) die eindeutige
Nullstelle von dg/du, also

dg

0=—">

du

Also gilt fiir die Minimalstelle

argmin g(u) = —(R+ BT PB)~' 3BT P Ax.
ucR!

(u*) = 28BTPAz 4+ 2(R + BT PB)u*.

Damit folgt fiir das Minimum
gw*) = 2T(Q+ BATPA)z + 26u " BT PAz + w*T (R + BT PB)u* + BE{ZTCTPCZ}
= 27(Q+ pATPA)x — 22T ATPB(R + BT PB) ' BT PAxz 4+ BE{ZTCT PCZ}.
U
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Satz 6.2 Die optimalen Wertefunktionen des linear-quadratischen Problems mit endli-
chem Zeithorizont sind gegeben durch

VT(-%') = a:'TPTfL' +¢r,

mit symmetrischen und positiv semidefiniten Matrizen P,, die fiir 7 > 1 sogar positiv
definit sind, und nichtnegativen reellen Zahlen c¢,. Die P, und ¢, sind iterativ gegeben
durch

Pri1=Q+ BATP,A— ?ATP.B(R+ BTP,B)"'BTP. A

und
cry1 = Be, + BE{ZTCTP,.CZ},

fiir 7 € Ny mit Py aus der Definition von L und ¢y = 0.

Das zugehorige optimale Feedback ist gegeben durch
F.(z) := —(R+ 8BTP.B)"'3BT P, Ax.

Beweis: Wir beweisen die Formel per Induktion: Fiir 7 = 0 ist die Aussage wegen
Vo(z) = L(z) = 2T Pyz + ¢
klar.
7 — 7+ 1: Mit dem Optimalitétsprinzip gilt
VT+1(:U) = inf gT(u) + Ber
uelU
mit
g-(u) := B{z"Qx + u" Ru+ B(Az + Bu+ CZ)TP,(Az + Bu + CZ)}.
Mit Lemma 6.1 folgt

Vipi(z) = af (Q + BATP A — B2ATP.B(R + ﬂBTPTB)_lBTPTA> z

=Pri1

+ BE{ZTCTP.CZ} + e, .

=Cr+1

Die positive Definitheit von P, fiir 7 > 1 folgt aus der Gleichung
2l Prx 4 cp = Vi(z) > =T Rz

und der Tatsache, dass R positiv definit ist.

Die Form des Feedbacks schliefilich folgt nun mit (i) aus der allgemeinen nichtlinearen Form
des optimalen Feedbacks in Satz 4.4 sowie Lemma 6.1. U

Bemerkung 6.3 Tatsichlich funktioniert dieser Beweis auch unter schwécheren Bedin-
gungen an die Matrizen. Z.B. kann die positive Definitheit von R und ) wegfallen, wenn
man statt dessen annimmt, dass die Matrizen R + S8BT P, B fiir alle 7 € Ny positiv definit
sind, was man dann aber nur iterativ und nicht a priori iiberpriifen kann. a
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Betrachten wir nun das Problem auf unendlichem Horizont. Leider passen die Transver-
salitdtsbedingungen nicht zu diesem Problem!, weswegen wir nicht mit den Sitzen aus
Kapitel 4 arbeiten kénnen und die entsprechenden Aussagen direkt beweisen miissen.

Als Grundannahme fiir das Problem stellen wir die folgende Bedingung;:

Es existieren Konstanten C' > 0 und o € [0, 1), so dass

fiir alle x € R™ ein Kontrollprozess u” € U existiert mit (6.2)

BE{Xel* + [luf1?} < Co'([lwol® + 1) fiir alle ¢ € N

Lemma 6.4 Es gelte die Annahme (6.2). Zudem sei V, die optimale Wertefunktion fiir
unendlichem Horizont und V; mit V;(z) = 27 P,z + ¢, die optimale Wertefunktion fiir
endlichen Horizont mit Endkosten L = 0.

Dann gelten fiir
max{||Q|, [ R}

1—0

Cx=C

und alle 7 € N die Abschétzungen
(1) Vi(z) < Voo (@) < Coo(||lz|?> +1) und (i) 27 Pro < Coo||2||%
Beweis: (i) Wegen
X QX + uf Ruy < | QIIX)? + R [uf > < max{||Q], [ RIF(I Xl + [[uf 1)
folgt aus (6.2) fiir alle 7 € N die Ungleichung

Vaolzo) < > BUXT QX+ uf” Ruf)
t=0

max{||Q|, || RI[}
l1—0

< Y Co'max{||Ql, |RI} (ol +1) < C (lzoll* + 1)

t=0
Die Ungleichung V; < V., folgt sofort aus der Definition wegen L = 0.
(ii) Aus (i) folgt fiir alle x

2T Prx < Vi(z) —cr < COxl||z]]? +1) — ¢r = Cool|z]|* + Coo — 5.

Betrachten wir nun eine positive reelle Folge a,, — o0, so gilt

T 2
anz)” Pr(one an® Cx — ¢ Cx—c
o Pg = ) Lrlont) g NentlD | o —er g oo SO Lo oy
Oén (7% n n
fiir n — oco. Damit folgt (ii). U

Zum Beweis unseres Hauptresultates ben6tigen wir noch das folgende Lemma.

!Eigentlich dachte ich beim Aufschreiben von Kapitel 4, dass ich die Transversalitidtsbedingungen so
formuliert habe, dass sie zum linear-quadratischen Problem passen. Beim Aufschreiben dieses Kapitels
musste ich aber feststellen, dass dies doch nicht stimmt — ich hatte einen Vorzeichenfehler in meinen
Uberlegungen. Dies wird in einer zukiinftigen Uberarbeitung dieses Skripts repariert werden.
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Lemma 6.5 Betrachte eine Folge symmetrischer und positiv definiter n x n Matrizen P,
t € N mit
TPz > 2t Pz und 2T P < O|z|?

fiir eine Konstante C' > 0 und alle x € R”, t € N. Dann existiert eine symmetrische und
positiv definite Matrix P mit

lim P, = P,

t—o00

wobei der Limes komponentenweise zu verstehen ist.

Beweis: Mit e; bezeichnen wir den j—tem Basisvektor. Wir definieren
. T : T
Pij = tli@o(ei +e;) P(e;+e;) und p; = tlg})lo ej Prej.

Aus unseren Annahmen folgt Monotonie und Beschranktheit der Ausdriicke auf den rechten
Seiten, weswegen diese Limites tatséchlich existieren. Wegen

1
[P)ij = e] Pej = §((ei +e;)  Py(e; + ;) — el Pre; — e;fFPtej)

gilt nun die Gleichung

1
5 i = pi = pj)-

Dies zeigt, dass der komponentenweise Limes P := lim;_. o, P; existiert. Diese Matrix ist
offensichtlich symmetrisch und wegen

A [Pl =

zT Pz > 2T P >0 fiir alle 2 # 0 und beliebiges ¢t > 0
positiv definit. U

Damit kénnen wir nun den Hauptsatz formulieren.

Satz 6.6 Betrachte ein linear-quadratisches Problem mit unendlichem Zeithorizont, das
Bedingung 6.2 fiir ein § < 1 erfiillt. Dann ist die optimale Wertefunktion gegeben durch

Voo (z) = 2T Pz 4 ¢,
wobei P die eindeutige symmetrische und positiv definite Losung der Riccati—Gleichung
P=Q+pATPA—-3*ATPB(R+ 3BTPB)"'BTPA
ist und

_ BE{ZTCTPCZ}
— - ,

Das zugehorige optimale Feedback ist gegeben durch

Foo(z) = —(R+BTPB)"'8BTPAx.
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Beweis: Sei P eine beliebige positiv definite Losung der Riccati-Gleichung und setze
W(z) = 2T Pz + ¢ mit ¢ aus dem Satz. Sei

G(z) := —(R+ 8BTPB)"'3BTPAx
das zugehorige Feedback. Dann gilt

W(z) = z'Pz+ec

BE{ZTCTPCZ}
1-p

= 27Qz + G(x)TRG(z) + B(Az + BG(z) + CZ)T P(Ax + BG(x) + CZ)

= o7(Q+ BATPA— B?ATPB(R + BBTPB) ' BT PA)x +

BE{ZTCTPCZ}
1-p

2ep{zTcTpcz
_B2E{ i }:ﬂc

— BE{ZTCTPCZ} +

Zu z( betrachte die zugehorige Losung X;y1 = f(X¢, G(Xy), Z¢) = AXy + BG(Xy) + CZ,
und bezeichne mit u* = (G(X,), t =0,1,...) den zugehérigen Kontrollprozess.

Per Induktion iiber 7 zeigen wir nun
Jr(xo,u™) < W(x).

Fiir 7 = 0 folgt die Behauptung wegen Jy(z,u®™) = L(zg) = 0 < W(x). Fir7 — 7+ 1
folgt wie im Beweis von Satz 4.4 die Gleichung

Jr (20, u™) = E {l(20, G(20)) + BJr—1 (X1, u™)}.
Damit folgt
Jr (20, u™) — W (z)
= E{l(z,ul) + Jr—1(X1, 0™} — E{l(z0, G (o)) + W(X1)}

= B{J,_1(X, ™) - W(X;)} < 0.

<0 nach Induktionsannahme

Damit erhalten wir das erste Zwischenergebnis

Voo () < Joo(xg,u”) = Tllrgo Jr(xg,u”) < W (x). (6.3)

Fiir Vi gilt (4.9):

T—1
Voo (o) = l11161£E {; B X, up) + ﬁTVOO(XT)} .
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Fiir jedes 7 > 0 sei nun u” ein Kontrollprozess mit Losung X/ und

T—1
‘®@®>E{ZﬁwXﬂﬂHﬂW&@D}—a
=0
Da @Q positiv definit ist, existiert a > 0 mit ¢(z,u) > afz|> und wir erhalten
T—1
Y BaB{|IXT|*} < Vio(wo) + ¢
t=0

fiir alle 7 > 0. Daraus folgt die Existenz von Zeiten s(7) < 7 — 1 mit s(7) — oo und
DE{1X] 7} — 0

fiir 7 — oo.

Unter Ausnutzung von Lemma 6.1 erhalten wir
W(z) = E{l(z,G(x)) + bW (f(z,G(x), Z))} = min E{l(z,u) + bW (f(z,u, Z))}

und damit induktiv

s(t)—1
W(z) = minE{ (X1, ug) + 477 (XS(T))}

U
uc =0

s()—1
{ gXtvut +/BSTW( 5(7))}

IN

t=0

IN

s(m)—1
E{ f(Xz,u»w”)(PXsm%c)}

Damit folgt

7)—1
W(z) — Voo ()
=0

IN
=
——

UXT uf) + B O (IPI X 1+ C)}

- F Zﬁth{,ut + 87 Voo(X )}+€

IA
&=
——
Il
[N
o
'_‘H

K(XZ, up) + B (P IX T P + 6)}

s(r)—-1
> BUXT uf) o +e
t=0

= B{BOUPIIXI P+ ]} +2 — =
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fiir 7 — co0. Da ¢ > 0 beliebig war, erhalten wir das zweite Zwischenergebnis

W () < Vaola). (6.4)

Die Zwischenergebnisse (6.3) und (6.4) zeigen zusammengefasst:

Wenn eine symmetrische und positiv definite Losung P der Riccati—Gleichung existiert,
dann gilt
Voolz) = 2T Pz + ¢

und das angegebene Feedback erzeugt Kontrollprozesse u® mit
Joo(z,u”) < Vo (x),
ist also tatséchlich optimal.

Es bleibt zu zeigen, dass eine solche Losung P der Riccati-Gleichung existiert. Betrachte
dazu die optimalen Wertefunktionen V;(z) = T P.x+ ¢, des Problems mit Horizont 7 und
Endkosten L = 0. Aus den Formeln fiir P; und ¢, folgt

:UTPT+1x > xTPTx.

Aus Lemma 6.4 folgt daher, dass Lemma 6.5 auf P, anwendbar ist. Also existiert eine
symmetrische und positiv definite Matrix P mit

lim P, = P.

T—00

Wegen
P =Q+BATPA— B*ATP.B(R+ SB"P.B)'B"P. A

und der Konvergenz P — P und damit natiirlich auch P.;y — P folgt, dass P die
angegebene Riccati-Gleichung erfiillt und damit eine symmetrische und positiv definite
Losung existiert. U

Beispiel 6.7 Wir betrachten unser Wagenmodell aus Beispiel 3.3. Hier gilt:
1 h h?
= =C = 2
A ( 0 1 ) und B=C ( 4 )

Q_<(1) ?) md R = (a).

Wir 16sen die Gleichungen mit MATLAB, vgl. das M-File wagen.m auf der Vorlesungshome-
page. Fir h =0.1, a = 0.1, 8 = 0.9, 0 = 0.1 erhalten wir z.B.

p_ ( 7.4591 1.6909

und wir haben gew&hlt

1.6909 3.78831 > F = (-1.3680 —2.7038), c=0.0036.

Abbildung 6.1 zeigt die Wertefunktion und eine simulierte optimale Trajektorie. Beachte:
Je grofler die Betrédge der Eintrédge von F' sind, desto schneller wird der Wagen in den
Ursprung gelenkt.

Betrachtet man die Losungen in Abhéngigkeit der Parameter, so stellt man fest: Je kleiner
a und je grofer B wird, desto schneller wird der Wagen in den Ursprung gelenkt. i



Wagenmodell, h=0.1, alpha=0.1, beta=0.9, sigma=0.1

Abbildung 6.1:

Wagenmodell, h=0.1, alpha=0.1, beta=0.9, sigma=0.1
1.2 T T T

X, ()%, (©)

50 100 150
t

Wertefunktion und Trajektorie des Wagenmodells

99
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Kapitel 7

Ein stochastisches
Maximumprinzip

Alle bisherigen Methoden beruhen darauf, dass zuerst die optimale Wertefunktion und
darauf aufbauend das optimale Feedback berechnet wird. In diesem Kapitel gehen wir einen
anderen Weg, indem wir optimale Trajektorien und Kontrollprozesse direkt ohne Umweg
iiber die Wertefunktion charakterisieren. An deren Stelle treten hier die Kozustands— (oder
adjungierten) Variablen, die aber nicht global fiir alle z sondern lokal entlang der optimalen
Trajektorien definiert sind.

Dieses im deterministischen sehr erfolgreiche Verfahren ist in unserem stochastischen Kon-
text leider schwierig direkt anzuwenden, weil auch die Kozustandsvariablen stochastische
Prozesse werden. Eine interessante indirekte numerische Anwendung ist allerdings die soge-
nannte Perturbationsmethode, deren Funktionsweise im zweiten Abschnitt skizziert wird.

7.1 Formulierung und Beweis

Zur Formulierung des Prinzips benétigen wir die sogenannte Hamilton-Funktion, welche
fir £, A € R” und u € R! gegeben ist durch

H (2, X u) = E{ 'z, u) + AT f(x,u, Z4)},

wobei f, £ und Z aus der Definition unseres optimalen Steuerungsproblems stammen.
Hierbei betrachten wir in diesem Kapitel wieder das Maximierungsproblem und setzen
unbeschrinkten Kontrollwertebereich U = R! voraus. Dariiberhinaus nehmen wir an, dass
wir Ableitung und Erwartungswertbildung vertauschen kénnen.

Satz 7.1 Die optimalen Wertefunktionen V; bzw. V., und die Hamiltonfunktionen H? seien
stetig differenzierbar und (X¢, u;) sei eine optimale Losung. Dann existiert ein R"—wertiger

61
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stochastischer Prozess Ay, so dass fiir alle t € {0,...,T — 1} bzw. t € Ny die Gleichungen

t\ T
E(Xp1) = (8;1) (Ko e, 1) (7.1)
t\ T
Et{)\t} = (%;i) (Xt,)\tﬂ,ut) (72)
0 = OH! ! X, A 7.3
_ (au> (X0 Aty ) (7.3)

erfiillt sind. Fiir das Problem auf endlichem Horizont {0,...,T} erfiillt Ap zusétzlich die
Transversalitéitsbedingung!

dL

Beweis: Wir beweisen das Prinzip fiir endlichen Horizont T', der Beweis fiir unendlichen
Horizont verlduft analog.

Gleichung (7.1) folgt aus

NT
(%‘i) (X, Avprs ue) = Ee{ f (X, us, Z6) }-

Zum Beweis der Gleichung (7.2) und der Transversalitdtsbedingung setzen wir

dVr_¢
dzx

A= (x)”

fiir alle t € Ng. Damit ist die Transversalitdtsbedingung wegen Vy = L erfiillt, zudem gilt

OH?! or 0
(55) Gidesnsw) = B850 (o) + AT 5 (i 20
or OVip_y 0
= E {ﬁtam(Xtv ug) + ﬁtﬂ%(&ﬂ)aﬁi(){m ug, Zt)}
0
= %Et{ﬁtf(Xt, up) + B V1 (F (X e, Z2))}

- aax ma B { 30X, ) + B Voo (F(X,w, Z0)}

= Et{(;zﬁtw_t(xt)} = E{\}.

!Unter geeigneten Annahmen an das Problem kann man auch fiir unendlichen Horizont Transversalitéits-
bedingungen erhalten, z.B. die Bedingung tlim E{\}=0.
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Zum Beweis der letzten Gleichung (7.3) benutzen wir

OH?
<8u> (Xt Adbgr, ue)

or 0
E; {ﬁt&t(Xt,ut) + A?+187£(Xta ut, Zt)}

ot [0)% 0
= E {ﬁtau(Xmut) + 5t+1%(Xt+1)£(Xt7ut7 Zt)}
0
= oo B{BUXpw) + B Ve (f(Xw, Z0)} = 0,
da u; diesen Ausdruck ja gerade maximiert. U

Bemerkung 7.2 (i) Beachte, dass das Prinzip in der hier vorgestellten einfachen Form fiir
das Minimierungsproblem exakt die gleiche Form annimmt — letztlich charakterisiert es
also nur extremale Trajektorien. Um sicher zu gehen, dass man tatséchlich das gewiinschte
Maximum (bzw. Minimum) erhélt, muss man weitere Annahmen treffen, z.B. Konkavitét
(bzw. Konvexitét) der rechten Seite des Optimalitéitsprinzips.

(ii) Die Annahme der stetigen Differenzierbarkeit der optimalen Wertefunktion dient nur
der Vereinfachung des Beweises und kann abgeschwécht werden. a

7.2 Die Perturbationsmethode

Im Gegensatz zum Prinzip der dynamischen Programmierung charakterisiert das Maxi-
mumprinzip kein Feedback Fi(z) bzw. Fuo(x) sondern eine zeitabhidngige Kontrolle u;.
Dies ist vom Prinzip her deutlich weniger aufwéindig, was die Popularitit dieses Prinzips
fiir deterministische Probleme begriindet. In der stochastischen Situation relativiert sich
dieser Vorteil allerdings: Grund dafiir ist, dass die durch das Prinzip charakterisierte opti-
male Kontrolle natiirlich auf den “vergangenen Zufall” reagieren muss. Deswegen ist u; ein
stochastischer Prozess, also nicht nur eine Funktion in ¢ sondern auch in w oder — aqui-
valent, vgl. die Bemerkungen 4.5(iii) und 4.12(i) — in X}, und damit wieder ein Feedback.
Waéhrend also im Deterministischen die Berechung einer rein zeitabhéngigen optimalen
Kontrollfolge u; durchaus sinnvoll ist, landet man im stochastischen Kontext unweigerlich
wieder beim Feedback.

Trotzdem gibt es eine — insbesondere in der Okonomie und dort besonders in der Ana-
lyse volkswirtschaftlicher Modelle — populédre Methode, die das Maximumprinzip nutzt,
allerdings wieder um Feedbacks auszurechnen.

Wir beschreiben die Methode im Folgenden fiir Probleme auf unendlichem Horizont und
illustrieren dabei jeden Schritt an Hand des sehr einfachen Problems gegeben durch

Xep1i=Xe+uw+ 7y, also f(z,t,z)=z+u+z
mit (zu minimierenden) laufenden Kosten

Uz, u) = 2% + u?
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und normalverteilten Zufallsvariablen Z; ~ N (0, 02). Dieses Problem kann als einfache ein-
dimensionale Variante unseres Wagenproblems interpretiert werden, bei der die Kontrolle
direkt auf die Position und nicht auf die Geschwindigkeit wirkt.

Fiir die Perturbationsmethode dndert man zunéchst die Zufallsvariablen so ab, dass die
Varianz o2 als zusétzlicher Parameter explizit in f auftritt. In unserem Beispiel erreichen
wir dass, indem wir Z; ~ N(0,1) wihlen und die Dynamik zu

f(z,u,0%, 2) =z +u+ o’z

andern. Ebenso wird auch das optimale Feedback nun stets in Abhéngigkeit von o ge-
schrieben, also F(x,0?) (den Index “co” lassen wir hier der einfacheren Notation wegen
wegfallen).

Wir berechnen nun zuerst einmal die Hamilton-Funktion fiir unser Beispiel mit der geéinder-
ten Dynamik. Diese lautet

H'(z,\ u, 0%, 2) = B{B'(2* + u?) + Mz +u + 0°2)}

und Gleichungen (7.1)—(7.3) lauten

EfXin} = E{Xi+w+0°Z} = B{X: +w} (7.4)
EdNY = E{28'Xi+ Mg1} (7.5)
0 = Et{2ﬁtut + )\t+1}- (76)

Die Idee der Perturbationsmethode ist nun, das optimale Feedback
F(z,0%)
durch eine Taylor-Entwicklung
F(x,0%) ~ F(z*,0) + Fy(2*,0)(x — 2%) + F,2(z%,0)0% + (x — 2*)T Fpp(2*,0) (x — %) + ...

in einem Punkt z = 2* und in ¢ = 0 zu approximieren, wobei I die partiellen Ableitun-
gen nach den tiefgestellten Argumenten bezeichnen. Zur Berechnung dieser Approximation
benétigen wir auch eine Taylor-Approximation der optimalen Dynamik

9(377 027 Z) = f($a F(ZL‘, JQ)) 0'27 Z),
die in der Methode gleich mitberechnet wird. Ebenso muss gegebenenfalls noch \; =
A(X,02%) mit approximiert werden (wie wir sehen werden, ist dies in unserem Beispiel
nicht notig).

Neben den Annahmen in Satz 7.1 miissen wir daher zusétzlich voraussetzen, dass alle
auftretenden Funktionen so oft stetig differenzierbar sind, wie wir in der approximierenden
Taylor-Entwicklung gehen wollen.

Der Punkt z* wird nun so gewihlt, dass er ein optimales Gleichgewicht fiir o2 = 0 ist,
d.h. ein Gleichgewicht fiir das optimal gesteuerte deterministische System. Ein Punkt z*
ist genau dann ein optimales Gleichgewicht, wenn fiir die optimale Losung X; = z* und
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ur = u* gilt fiir alle t. Solche optimalen Gleichgewichte kénnen aus dem Maximumprinzip
errechnet werden: In unserem Beispiel folgt aus Gleichung (7.4)

¥ =+

weswegen die optimale Kontrolle im optimalen Gleichgewicht gleich Null sein muss. Daraus
folgt mit Gleichung (7.6)
0 =28 + Ai41 = A1,

weswegen Ay = 0 gelten muss. Eingesetzt in (7.5) ergibt sich damit schlielich
0=28%* +0.
Einzig moglicher Kandidat fiir ein optimales Gleichgewicht ist demnach z* = 0 mit zu-
gehoriger optimaler Kontrolle F'(0,0) = u* = 0.
Die Perturbationsmethode funktioniert nun wie folgt:
(1) Finde ein optimales Gleichgewicht z* fiir o2 = 0.

(2) Schreibe die Gleichungen (7.1)—(7.3) kompakt in der Form
EdG(Xy, Xegr, wr, g1, Ay, A1)} = 0

und vereinfache sie dabei so weit wie moglich.

(3) Setze in diese Gleichung fiir ¢ = 0 und Xy = = die zu berechnenden Funktionen g und
F ein. Damit erhalten wir die notwendige Optimalitdtsbedingung

E{G(z,9(x,0% Z),F(2,0%),F(9(z,0%, Z),0?),

7.7
(w0, Alg(a,0% Z))} =0, i
also kurz E{G} = 0.
(4) Aus (7.7) folgt nun, dass fur alle Ableitungen ebenfalls
0 0 0? 9*
—F = —F = —FE = —F =0,... .
SE(GY =0, 5O B{GY =0, JLBIG) =0, 52 s BlG) =0 (75

gelten muss. Diese Ausdriicke enthalten wegen der Kettenregel die Ableitungen von F', g
und A, bilden also Gleichungssysteme fiir diese Ableitungen. Diese werden in x = z* und
0% = 0 gelost und liefern — Losbarkeit vorausgesetzt — die gesuchten Ableitungen fiir die
Taylor-Approximation.

Wir fithren diesen Algorithmus nun fiir unser Beispiel und die ersten zwei Ableitungsglei-
chungen E{G,} =0 und E{G,2} = 0 durch.

Schritt (1) haben wir oben bereits durchgefiihrt. Fiir Schritt (2) vereinfachen wir (7.4)—(7.6)
zundchst: Dazu ziehen wir (7.6) von (7.5) ab und erhalten

Et{)\t} = Et{Qﬁt(Xt - Ut)}
Daraus folgt mit den Rechenregeln fiir F; auch

B {\) = B 1{284( Xy —wy)}
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Andererseits folgt aus (7.6) mit ¢ — 1 an Stelle von ¢ die Gleichung

E1{M} = B {20 w1},
was zusammen
E {28 w1} = B {26°( Xy — w)}
oder — nun wieder fiir ¢ statt t — 1 geschrieben —

E{w} = E{B(ue+1 — Xit1)} (7.9)

ergibt. Aus Gleichungen (7.5) und (7.6) folgt also (7.9), weswegen wir als vereinfachte
notwendige Optimalitdtsbedingungen

0= B X+ u — Xy
ug — B(ugr1r — Xig1)

=:G(Xt, Xt 41,ut,ut+1)
erhalten.

Gleichung (7.7) aus Schritt (3) lautet fiir unser Beispiel also
T+ F(J},O’Q) - g(ZE,O'z,Z)

F<x702)—ﬁ<F(9(33,02,Z),02)—g(x,02,2)> =0 (7.10)

Schritt (4): Damit ergeben sich die ersten beiden Gleichungen (Ableitung nach z und o?)
unter Beriicksichtigung der Kettenregel zu

0 = E{ ( . ) 4 ( 51 )gx(a:,UQ,Z)—&- ( X )Fgc(a:,JQ)

n ( 06 >Fx(g(x,oz,Z),U2)gm($702az)}

0 = E{ < 51 >g02(:v,02,Z)+< 1 >ng(x,02)

+ ( Oﬁ ) (Fx(g(xvg2’Z))U2)902(x70272) +F02($,02))}-

und

Um den Erwartungswert loszuwerden, miissen wir die Funktion g geeignet zerlegen: es gilt
g(x,0%,Z) =z + F(z,0%) +0*Z,
N————
=:h(z,02)

weswegen
91(1'70'2, Z) = hx(ﬂf,02) und QUQ(x,O'Qa Z) = hgz(l‘,oj) +Z
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gilt. Wegen E{Z} = 0 und ¢(0,0,Z) = 0 (denn z* = 0 ist ja gerade das optimale Gleich-
gewicht fiir 02 = 0) vereinfachen sich die obigen Gleichungen in (z,02) = (0,0) daher

0— ( . ) n ( ;1 >h$(0,0)+ ( X )F$(0,0)+ ( ﬁﬂ )Fx(0,0)hx(0,0)
und

0= < 51 )hgg(o,o) + ( i >Faz(0,0) + ( Oﬁ ) (Fm(o,o)hUQ(o,o) +Fgg(o,0)).

Diese Gleichungen mit den Unbekannten F,(0,0) F,2(0,0), g,(0,0) und g,2(0,0) miissen
wir nun l6sen. Dazu kann man sie in ein verallgemeinertes Eigenwertproblem umwandeln,
das sich mit Methoden der numerischen Linearen Algebra losen lidsst (z.B. mit MATLAB, vgl.
Stephanie Becker, Numerische Losung dynamischer Gleichgewichtsmodelle, Diplomarbeit
2005, Universitidt Bayreuth, www.math.uni-bayreuth.de/~1gruene/diplom/).

In unserem Fall konnen wir die Gleichungen aber auch einfach direkt auflésen. Die zweite
Gleichung besitzt offensichtlich die (fiir F,,(0,0) # 1/8 auch eindeutige) Losung
hy2(0,0) = F,_2(0,0) = 0.
Aus der ersten Zeile der ersten Gleichung erhalten wir
hz(0,0) = F,(0,0) 4+ 1,
was eingesetzt in die zweite Zeile
B+ Fx(0,0) — BF(0,0)* =0
ergibt. Diese quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen, ndmlich

14+/1+432
213 ‘

Warum gibt es hier zwei Losungen fiir den linearen Koeffizienten F), der Taylor-Entwicklung
des optimalen Feedbacks? Dies kommt daher, dass wir ein linear quadratisches Problem
betrachten, dessen Optimalitdtsprinzip (also gerade die Riccati-Gleichung) immer mehrere
Losungen besitzt. Zwar gibt es nur eine eindeutige positiv definite Losung der Riccati-
Gleichung, aber i.A. viele weitere. Daher existieren auch mehrere )¢, fiir die die Gleichungen
des Maximumprinzips erfiillt sind und damit mehrere Feedbacks.

Im Gegensatz zum Ansatz iiber die Riccati-Gleichung ist es bei der Perturbationsmethode
im Falle einer nicht-eindeutigen Losung im Allgemeinen nicht so einfach, den “richtigen”
Feedback-Koeffizienten F, zu finden — in unserem Beispiel ist es natiirlich derjenige, der
die Losung in Richtung Null steuert, also

1—/1+432
F,=—
26
wodurch wir das approximative Feedback

F,0%) = F(a",0) + Fa(a",0)(x — 27) + Fpa(a*,0)0® = Wx
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erhalten. Fiir linear-quadratische Probleme ist die Perturbationsmethode also nicht beson-
ders geeignet — allerdings ist sie dafiir auch nicht entwickelt worden; wir haben sie hier nur
der Einfachheit halber auf ein solches Problem angewendet. Fiir andere Arten optimaler
Steuerungsprobleme kann man durchaus eindeutige F, erhalten.

Zudem ist es fiir allgemeine nichtlineare Probleme natiirlich auch sinnvoll, durch Betrach-
tung der hoheren Ableitungen von G auch Koeffizienten héherer Ordnung in der Taylor-
Entwicklung zu erhalten. Interessanterweise fithren z.B. die aus den zweiten Ableitungen
von G erhaltenen Gleichungen dabei auf ein lineares Gleichungssystem und nicht auf ein
Eigenwertproblem, also auf eine numerisch leichter l6sbare Aufgabe, siche z.B. die oben
erwahnte Diplomarbeit.



Anhang A

Der Gittergenerator GRIDGEN

In diesem Anhang findet sich eine kurze Beschreibung der fiir die Ubungen zur Verfiigung
gestellten C—Routinen zur Implementierung der Gittererzeugung und der affin multilinea-
ren Funktionen, im Folgenden kurz Gitterfunktionen genannt.

Im Gegensatz zu anderen Implementierungen kann der Gittergenerator beliebige unre-
gelmifBige Gitter mit Rechteckelementen (bzw. deren hoherdimensionale Analoga) reali-
sieren. Der “Preis” fiir diese Flexibilitat ist, dass man auf die Gitterknoten nicht wie in
einem Array direkt iiber Indizes zugreifen kann, sondern diese iiber Interfacefunktionen
ansprechen muss.

A.1 Routinen fiir regelméflige Gitter

Ein Gitter inklusive der zugehorigen Gitterfunktion wird in der Datenstruktur qgrid ge-
speichert. Jedes in einem Programm verwendete Gitter wird daher durch einen Zeiger vom
Typ qgrid* représentiert.

A.1.1 Erzeugen und Lo6schen von Gittern

Ein regelméfiges Gitter auf einem Rechteckgebiet wird durch die Routine

qgrid *create_grid(double *lo, double *hi, double *Delta,
int dim, int level);

erzeugt. Hierbei ist dim die Dimension des Gebietes. Die Variablen 1o und hi sind dim—
dimensionale Arrays, die die untere und obere Ecke des Gebietes definieren. Im Array Delta
ist die gewlinschte Elementgrofle fiir jede Koordinatenrichtung angegeben. Die Variable
level ist fiir die Erzeugung unregelméfliger Gitter wichtig und wird in Abschnitt A.2
besprochen. Fiir regelméflige Gitter kann sie immer auf 0 gesetzt werden. Die Gitterfunktion
auf einem neu erzeugten Gitter ist immer konstant gleich 0.

Die Routine gibt einen Zeiger auf eine qgrid—Struktur zuriick, der einer Variablen vom
Typ qgrid* zugewiesen werden muss, da dieser Zeiger fiir alle zukiinftigen Zugriffe auf
Gitter und Gitterfunktion bendtigt wird.

69
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Beispiel: Erzeugen eines 2d Gitters auf X = [0,1]%

double 1lo[2], hi[2], Deltal2];

qgrid *g;
1o0[0] = 0; 1lo[1] = 0O;
hi[0] = 1; hil1] = 1;

Deltal[0] = 0.2; Delta[l] = 0.2;
g = create_grid(lo, hi, Delta, 2, 0);

Zum Loschen eines so erzeugten Gitters dient die Anweisung

void delete_grid(qgrid *g);

A.1.2 Zugriff auf Knoten und Gitterfunktionen

Die Gitterknoten (oder Eckpunkte) werden nicht direkt wie in einem Array sondern indirekt
tiber Interface-Funktionen angesprochen. Hierzu dienen die Funktionen

int first_node(qgrid *g, double *x);

int next_node(qgrid *g, double *x);

Beim Aufruf dieser Funktionen geschieht das Folgende:

e cin interner (nach aufien unsichtbarer) Zeiger wird auf den ersten bzw. nichsten
Knoten in der Knotenliste des Gitters g gesetzt. Der Knoten, auf den dieser Zeiger
zeigt, wird im Folgenden als aktueller Knoten (engl. current node) bezeichnet.

e Falls der iibergebene Zeiger x nicht den Wert Null hat, wird davon ausgegangen,
dass dieser als Array x[0], ..., x[dim-1] definiert ist, in dem die Koordinaten des
aktuellen Knotens zuriick gegeben werden

o Als Funktionswert wird der Index (immer > 0) des aktuellen Knotens zuriick gege-
ben und -1, falls alle Knoten der Liste bereits abgearbeitet wurden. Dies dient als
Abbruchkriterium, wenn die Knotenliste in einer Schleife durchlaufen wird.

Beispiel: Durchlaufen der Knotenliste in einer do. ..while Schleife:
index = first_node(g, x);
do
{
/* Operationen auf dem aktuellen Knoten */
index = next_node(g, x);

}

while (index!=-1);
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Die Basisoperationen auf dem aktuellen Knoten lauten:
double current_nodevalue(qgrid *g);
int set_current_nodevalue(qgrid *g, double v);

Mit current_nodevalue kann der Knotenwert der Gitterfunktion abgefragt werden, mit
set_current_nodevalue wird er auf den Wert v gesetzt. Die Funktion gibt im Erfolgsfalle
0 und ansonsten 1 zuriick. Dies passiert, wenn set_current_nodevalue ohne vorherigen
Aufruf von first_node aufgerufen wurde oder wenn alle Knoten der Liste bereits abgear-
beitet wurde. In diesen Féllen ist das Ergebnis von current_nodevalue undefiniert.

Mit current_nodevalue kann nur auf die Werte der Gitterfunktion in den Knoten zuge-
griffen werden. Fiir beliebige Punkte x liefert die Routine

double value(qgrid *g, double *x, int *flag);

den Wert in x. Wird dieser Routine ein nicht-Null-Zeiger flag iibergeben, so wird in dieser
Variablen der Status der Operation zuriick gegeben: 0 bedeutet kein Fehler, 1 zeigt an,
dass x auBerhalb des Gitters liegt und 2 zeigt andere Fehler an, z.B. die Ubergabe eines
falschen Zeigers g.

Beispiel: Abfrage des Wertes fiir z = (0.5,0.2)7:

int flag;

qgrid *g;
int flag;

x[0] 0.5; x[1] = 0.2;

wert = value(g, x, &flag);

Beachte: Wenn Knotenwerte abgefragt werden sollen, ist current_nodevalue deutlich
schneller als value.

A.1.3 Ein— und Ausgabe

Zum Speichern und Laden einer Gitterfunktion inklusive des Gitters dienen die Anweisun-
gen

int save_val(qgrid *g, char *filename);
ggrid *load_val(char *filename);

Die Routine save_val gibt im Erfolgsfall 0 und sonst 1 zuriick, load_val gibt im Falle
eines Fehlers einen Null-Zeiger zuriick und eine Fehlermeldung auf dem Bildschirm aus.

Beispiel: Speichern eines Gitters g und Laden des Gitters in g_neu:

save_val(g, "meingitter.val");

g_neu = load_val("meingitter.val");
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Zum Exportieren nach MATLAB steht die Anweisung

int export_gridandval(qgrid *g, char *filename);

zur Verfiigung. Die Routine gibt im Erfolgsfall 0 und sonst 1 zuriick,
Beispiel: export_gridandval(g, "gitter.asc");

Die so gespeicherte Datei kann mit den unten beschriebenen MATLAB Routinen grafisch
dargestellt werden.

A.2 Routinen fiir unregelmiflige Gitter

GRIDGEN erlaubt das Einfiigen weiterer Gitterpunkte in ein bestehendes Gitter. Ebenso
kénnen zuvor eingefiigte Gitterpunkte jederzeit wieder entfernt werden.

A.2.1 Die Adaptionsiteration

Das Grundschema eines Gitteradaptionsschritts ist wie folgt:
(1) Erzeugung von Testpunkten
(2) Schleife iiber alle Testpunkte:

(3) Markierung der Testpunkte, die eingefiigt werden sollen
(4) Schleife iiber alle Gitterpunkte:

(5) Markierung der Gitterpunkte, die entfernt werden sollen
(6) Einfiigen bzw. Entfernen der markierten Punkte

Im Folgenden werden die Routinen fiir die einzelnen Schritte beschrieben.

(1) Erzeugung von Testpunkten

Zur Erzeugung der Testpunkte dient die Routine
void prepare_adaptation(qgrid *g);

Jeder Testpunkt hat — genau wie die Gitterpunkte — einen Wert. Bei der Erzeugung der
Testpunkte wird dieser mit dem interpolierten Wert der Gitterfunktion an der entsprechen-
den Stelle initialisiert.

Die erzeugten Testpunkte entsprechen gerade den Gitterpunkten, die durch eine einmalige
Verfeinerung jedes Elementes in alle Koordinatenrichtungen erzeugt werden, vgl. Abbildung
A.1lin 2d.

In Abbildung A.2 ist beispielhaft illustriert, zu welchen Verfeinerungen das Einfiigen der
dargestellten Testpunkte fiihrt.
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Abbildung A.1: Testpunkte eines Elements in 2d

N

Abbildung A.2: Einzufiigende Testpunkte und resultierende Verfeinerung

(2) Schleife iiber die Testpunkte

Die Schleife iiber die Testpunkte wird vollig analog zur Schleife iiber die Gitterpunkte mit
den Funktionen

int first_testpoint(qgrid *g, double *x);
int next_testpoint(qgrid *g, double *x);

in einer do. . .while—Schleife programmiert. Intern wird hier der gleiche Zeiger wie fiir die
Gitterpunkte benutzt, weswegen die Routinen

double current_nodevalue(qgrid *g);
int set_current_nodevalue(qgrid *g, double Vv);

aus Abschnitt A.1.2 auch in der Testpunktschleife verwendet werden kénnen.

(3) Markierung der Testpunkte

Der aktuelle Testpunkt wird mit der Anweisung
void insert_current_testpoint(qgrid *g);

als “einzufiigend” markiert. Um den Fehler in einem Testpunkt zu messen, muss sein in-
terpolierter Wert mit dem gewiinschten Wert verglichen werden. Da der interpolierte Wert
ja gerade der initialisierte Wert des Testpunkts ist, kann er mit
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real current_nodevalue(qgrid *g);
ausgelesen werden.

Um zu vermeiden, dass die Knotenwerte nach Beenden der Verfeinerung noch einmal ak-
tualisiert werden miissen, kann der Wert des Testpunktes bereits in der Fehlerberechnungs-
schleife (aber nach der Abfrage des initialisierten interpolierten Wertes, da dieser dadurch
iiberschrieben wird!) mittels der bereits bekannten Anweisung

int set_current_nodevalue(qgrid *g, double v);

mit dem gewiinschten Wert v belegt werden. Da in der eigentlichen Verfeinerung des Gitters
auch Testpunkte eingefiigt werden, die nicht markiert wurden (vgl. Punkt (6)), sollte dies
stets fiir alle Testpunkte gemacht werden.

(4) Schleife iiber die Gitterpunkte

siehe Abschnitt A.1.2

(5) Markierung der Gitterpunkte

Mit der Anweisung
void remove_current_node(qgrid *g);
wird der aktuelle Gitterpunkt als “zu entfernen” markiert.

Um festzustellen, ob ein Gitterpunkt entfernt werden soll, muss sein Wert verglichen werden
mit dem Wert der Gitterfunktion auf dem um diesen Punkt vergroberten (“coarsened”)
Gitter.

Den Wert des Gitterpunktes erhilt man dazu wie iiblich mit
double current_nodevalue(qgrid *g);
und den Wert auf dem vergroberten Gitter mit

double current_coarsevalue(qgrid *g);

(6) Einfiigen bzw. Entfernen der markierten Punkte

Dies geschieht schliefilich mit der Anweisung
void complete_adaptation(qgrid *g);

Die Anweisung fiigt alle entsprechend markierten Testpunkte mit ihren Werten in das Git-
ter ein und entfernt die markierten Gitterpunkte. Im Konfliktfall hat “Einfiigen” Prioritét
iiber “Entfernen”. Zudem wird sicher gestellt, dass sich zwei benachbarte Elemente an den
beriithrenden Hyperebenen nur in maximal einer Koordinatenrichtung und nur um maximal
eine Verfeinerungsstufe unterscheiden. Dies vermeidet zum einen degenerierte Gitter und
bietet zum anderen eine gewisse Sicherheit gegen Ungenauigkeiten der Fehlerschétzung, die
aus der relativ groben Verteilung der Testpunkte entsteht. Durch diesen Mechanismus wer-
den auch Testpunkte in das Gitter eingefiigt, die nicht explizit als “einzufiigend” markiert
wurden.
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Die Routine complete_adaptation(g) gibt am Bildschirm eine Statistik iiber die Verén-
derungen des Gitters im abgeschlossenen Adaptionsschritt aus.

A.2.2 Hiangende Knoten

Wenn zwei unterschiedlich feine Elemente zusammenstoflen, entstehen sogenannte hdingen-
de Knoten. Dies sind Gitterpunkte, die nicht fiir alle angrenzenden Elemente Eckpunkte
sind. Um die Stetigkeit der Gitterfunktion zu garantieren, miissen die Werte in diesen Kno-
ten durch Interpolation bestimmt werden. Diese Interpolation wird beim Abschlieen der
Adaption durch complete_adaptation(g) automatisch durchgefiihrt.

Werden aber auf einem unregelméfligen Gitter Knotenwerte in der iiblichen Gitterpunkt-
Schleife zugewiesen, ohne dass danach eine Adaption durchgefiihrt wird, muss diese Inter-
polation manuell ausgelost werden. Dazu dient die Anweisung

void update_values(qgrid *g);

A.2.3 Entfernen von Gitterpunkten aus dem Startgitter

Mit remove_current_node(g) kénnen nur Knoten entfernt werden, die in einer vorheri-
gen Adaption mit insert_current_testpoint(g) eingefiigt wurden. Um trotzdem das
Entfernen von Knoten aus dem Startgitter zu erlauben, kann dieses mit create_grid mit
level> 1 erzeugt werden. Dies bewirkt, dass das Startgitter aus bereits level mal ver-
feinerten Elementen besteht. Dies schrinkt den Spielraum der Elementgrofie ein, weil die
Anzahl der Elemente in jeder Koordinatenrichtung ein Vielfaches von 2¢7®l sein muss,
erhoht dafiir aber die Flexibilitit in der Adaptionsroutine.

A.2.4 Anisotrope Gitter

Unter einer anisotropen Verfeinerung wird die mehrfache Verfeinerung von Elementen in
der gleichen Koordinatenrichtung verstanden, vgl. Abb. A.3.

N

Abbildung A.3: Anisotrope Verfeinerung in z1—Richtung

Diese Art von Verfeinerung kann bei gleicher Genauigkeit eine Menge Gitterpunkte (und
damit Speicher und Rechenzeit) sparen. Sie kann andererseits aber auch zu numerischen
Problemen fiihren, da Gitterfunktionen auf anisotropen Gittern grofle Lipschitz-Konstanten
aufweisen konnen. Erfahrungsgeméf tiberwiegt aber meist der positive Aspekt.

Um anisotrope Gitter zu erzeugen, diirfen nur Testpunkte auf den eindimensionalen Kan-
ten der Elemente mit insert_current_testpoint(g) eingefiigt werden, denn ansonsten
erfolgt automatisch eine Verfeinerung in mehrere Richtungen, vgl. das dritte Beispiel in
Abbildung A.2. Um diese zu identifizieren, liefert
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int current_testpointtype(qgrid *g);

die Dimension der Elementkomponente, auf der sich der aktuelle Testpunkt befindet. Also
0 = Ecke (= Gitterpunkt # Testpunkt), 1 = Kante, 2 = Fliche, ...

Die einfachste Implementierung einer anisotropen Verfeinerung besteht darin, den Fehler
nur in Testpunkten mit current_testpointtype(g)= 1 zu messen. Man kann aber auch
den Fehler in allen Testpunkten messen und dann abhéngig vom Verhéltnis der Fehler
in den verschiedenen Koordinatenrichtungen entscheiden, welche Testpunkte man in das
Gitter aufnehmen mochte.

A.2.5 Beispielprogramm

Auf der Vorlesungshomepage steht das Beispielprogramm adaptivbeispiel.c zur Ver-
fligung, in dem eine komplette Adaptionsiteration realisiert und ausfiihrlich kommentiert
ist. Das Compilieren erfolgt analog zur Routine beispiel.c, vgl. Abschnitt A.4.3.

A.3 Grafische Darstellung

Zur grafischen Darstellung stehen die MATLAB—Routinen
gridplotid(filename)

gridplot2d(filename)

gridplot3d(filename, vec, off)

zur Verfiigung. Die 1d und 2d Variante stellen die Funktion inklusive des Gitters in “iibli-
cher” Weise dar. Der 3d Version wird zustzlich ein dreidimensionaler Vektor vec und ein
Wert off iibergeben, durch die eine 2d Hyperebene im R? definiert wird. Grafisch dar-
gestellt wird dann der Schnitt durch das Gitter entlang dieser Hyperebene, in dem die
Funktionswerte der Gitterfunktion farbig dargestellt werden. Wird der Nullvektor iiberge-
ben, so werden alle Elemente dargestellt (was allerdings bereits bei relativ groben Gittern
ziemlich lange dauert).

A.4 Technische Hinweise

Zur Verwendung der oben beschriebenen C-Routinen miissen drei Schritte durchgefiihrt
werden.

A.4.1 Herunterladen der Routinen

Zur Verwendung der C-Routinen miissen Sie dazu die Files gridgen.c und gridgen.h von
der Vorlesungs-Webpage! herunterladen. Hier finden sich auch die MATLAB-Routinen zur
grafischen Darstellung und die Beispielprogramme.

'4ww.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/stochdynopt07/
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A.4.2 Einbinden der Header—Datei

Um die Routinen in Threm Programm verwenden zu kénnen, miissen Sie im Kopf die Zeile
#include "gridgen.h" einfiigen.

A.4.3 Compilieren und Linken

Nehmen wir an, Thr Programm ist im File meinprogramm.c gespeichert, und Sie wollen
daraus ein ausfithrbares Programm mit Namen meintest erzeugen. Dazu miissen Sie die
folgenden Befehle ausfiihren

(a) Ubersetzung der Routinen:

gcc —c gridgen.c

(Dies muss nach dem Herunterladen nur einmal durchgefiihrt werden.)
(b) Ubersetzen Thres Programms:

gcc —c meinprogramm.c

(¢) Zusammenbinden (Linken) der Programme:

gcc meinprogramm.o gridgen.o -1lm -o meintest

Wenn alles fehlerfrei geklappt hat, konnen Sie Thr Programm nun mit meintest bzw. —
je nach Einstellung des Pfades — mit ./meintest starten.

Auf der Vorlesungshomepage finden Sie unter beispiel.c ein Programm, mit dem Sie
diese Schritte testen kénnen.
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