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Zusammenfassung:

In der vorliegenden Arbeit werden Aspekte autonomer und nichtautonomer dynamischer
Systeme behandelt, wobei Attraktoren und verwandte Objekte eine wichtige Rolle spielen
werden. Zunéchst findet man in einem Kapitel iiber dynamische Systeme die Definition
der grundlegenden Begriffe Attraktor, Repeller und Schiefproduktfluss, gefolgt von zwei
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz von Attraktoren. Mit den Attraktoren und
Repellern kénnen dann im ndchsten Kapitel Morsemengen eingefithrt werden. Dadurch
kann das Verhalten eines dynamischen Systems qualitativ beschrieben werden. Des weiteren
wird auf die Bedeutung der Kettenrekurrenzmenge fiir die Morsemengen eingegangen. Im
Kapitel iiber Kontrolltheorie wird, nach einer kurzen Einfiihrung in dieses Gebiet, gezeigt,
dass der dort definierte Lift einer Kettenkontrollmenge unter gewissen Voraussetzungen
eine Morsemenge ist. Im letzten Kapitel geht es um Pullback-Attraktoren, die unter den
angegebenen Bedingungen als Attraktoren fiir den Schiefproduktfluss interpretiert werden
konnen.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Dynamische Systeme

2.1 Definition des dynamischen Systems . . . . .. ... ... ... .. ... ..
2.2 Die Hausdorffmetrik . . . . ... ... ... .. L
2.3 Invarianz . . . . . .. L e
2.4 Limesmengen . . . . . . . . . .. e
2.5 Chaos im Sinne von Devaney . . . . . ... .. ... ... .. ...
2.6 Attraktoren und Repeller . . . . ... ... .. ... L.
2.7 Der Schiefproduktfluss . . . . .. ... .. ...
3 Morsetheorie
3.1 Die Morsezerlegung . . . . . . . . ... e
3.2 (g,T)-Ketten und Morsemengen . . . . . . . .. ... ... ... ... ....
4 Kontrolltheorie
4.1 Der Rechtsshift als chaotisches dynamisches System . . . ... ... .. ..
4.2 Kontrollsysteme und Kontrollmengen . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..
4.3 Der Lift einer Kontrollmenge . . . .. ... .. ... ... ... .....
4.4 Die Kettenkontrollmenge . . . . . . . . . .. .. ..o o L.

5 Pullback-Attraktoren

5.1
5.2
5.3
5.4
5.9
5.6
5.7

Definition des Pullback-Attraktors . . . . . .. ... ... ... ... ...
Pullback-Attraktoren als globale Attraktoren des Schiefproduktflusses

Die Q—Limesmenge . . . . . . . . ..
Der lokale Pullback-Attraktor . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
Der globale Pullback-Attraktor als lokaler Attraktor . . . .. . ... .. ..
Der lokale Pullback-Attraktor als lokaler Attraktor . . . . . .. ... . ...
Ausblick und Riickschau . . . . . .. ... o o

o J o ot W

19
19
23

32
32
33
35
37



Kapitel 1

Einleitung

Der Begriff des dynamischen Systems ist ein sehr allgemeiner. Mit ihm lassen sich Zu-
standsdnderungen in der Zeit beschreiben. Dies geschieht bei einem sogenannten autono-
men dynamischen System mittels einer Abbildung, die als Argumente ein Element des vor-
liegenden Raumes und ein Element der Zeitmenge hat. Der Raum kann z.B. ein metrischer
oder ein topologischer Raum sein. Die Abbildung bildet wieder in den Raum ab und kann,
mit den entsprechenden algebraischen Eigenschaften versehen, als zeitliche Verschiebung
der Elemente des Raumes interpretiert werden. Als Beispiel kann die Losungsabbildung
einer autonomen Differentialgleichung dienen. Eine Losungsabbildung einer nichtautono-
men Differentialgleichung, bei der neben der verflossenen Zeit auch der Startzeitpunkt eine
Rolle spielt, fithrt uns zum nichtautonomen dynamischen System, das in der vorliegenden
Arbeit mit dem Konstrukt des Kozykels beschrieben wird.

Die folgenden beiden Kapitel beinhalten fast ausschliefflich autonome dynamische Systeme.
Jedoch wird schon im Kapitel 2 die Grundlage dafiir gelegt, die autonomen und nichtau-
tonomen dynamischen Systeme zu verbinden. Dies geschieht iiber den sogenannten Schief-
produktfluss, ein durch ein nichtautonomes dynamisches System generiertes autonomes
dynamisches System. Hiervon wird im Kapitel 4 Gebrauch gemacht. Dieses Kapitel hat
also nichtautonome und autonome Aspekte. Beide Aspekte sind Inhalt auch des letzten
Kapitels iiber Pullback-Attraktoren.

In dieser Arbeit werden Verbindungen zwischen autonomen und nichtautonomen dynami-
schen Systemen aufgezeigt. Dabei sind zwei selbst eng miteinander verwandte Objekte zu
nennen: Zum einen der Attraktor, zum anderen die Morsemenge. Vereinfacht gesagt, ist
ein Attraktor eine Menge, die eine Umgebung anzieht. Das Gegenstiick, der Repeller, ist
eine Menge, die eine Umgebung abstofit. Kapitel 3 fiihrt in die Theorie der Morsemengen,
die geeignete Schnitte von Attraktoren mit Repellern sind, ein. Man kann unter der oben
genannten Abbildung von einer Morsemenge zu einer oder mehreren anderen gelangen.
Préziser ausgedriickt, ist mit Morsemengen eine Halbordnung auf dem vorliegenden Raum
gegeben - man kann von im Sinne der Halbordnung gréfleren Morsemengen zu kleineren
gelangen, aber nicht umgekehrt. Im Kapitel 4 wird man die Morsemengen wiederfinden.
Die Morsemenge ist dort unter bestimmten Voraussetzungen der Lift einer Kettenkontroll-
menge, die ein (nichtautonomes) Konzept der Kontrolltheorie ist.

Auch den Attraktor finden wir zusammen mit dem nichtautonomen dynamischen System,
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denn in Kapitel 5 wird fiir Kozykel der Pullback-Attraktor eingefiihrt, der unter bestimm-
ten Voraussetzungen als Attraktor fiir den Schiefproduktfluss interpretiert werden kann.
Dabei ist ein Ergebnis fiir die globalen Attraktoren und die globalen Pullback-Attraktoren
wiedergegeben und zwei hinreichende Bedingungen fiir die Entsprechung von lokalen At-
traktoren und lokalen Pullback-Attraktoren dargelegt. Zum Schluss werden Gedanken zur
Definition des Pullback-Repellers angestellt.

Meine Hauptbeitrige zur vorliegenden Arbeit befinden sich im Kapitel 3 und Kapitel 5.
Das Abschlussergebnis von Kapitel 3, das die Charakterisierung der Kettenrekurrenzkom-
ponenten zum Inhalt hat, ist wesentlich ausfiihrlicher als in der zitierten Literatur bewiesen
worden, wozu auch die entsprechenden Voriiberlegungen angestellt worden sind. Im Ka-
pitel 2 und Kapitel 3 wurden bestehende Beweise ergidnzt oder nichtaufgefithrte Beweise
ausformuliert. In Kapitel 5 habe ich den lokalen Pullback-Attraktor definiert und Eigen-
schaften desselben bewiesen, zusammen mit einer hinreichenden Bedingung dafiir, wann
dieser ein lokaler Attraktor ist. Des weiteren sind die angefiihrten Beispiele, die Ansétze zur
Definition des Pullback-Repellers und die abschlieBende tabellarische Ubersicht zu nennen.

In der gesamten Arbeit sei (X, d) ein Heine-Borell’scher vollstdndiger metrischer Raum.
Falls zusétzlich Kompaktheit verlangt wird, ist dies jeweils in den Voraussetzungen genannt.
Eine Ausnahme bildet Kapitel 3, wo X durchgingig kompakt sein soll.

Mein Dank gilt Herrn Professor Kloeden und Herrn Privatdozent Dr. Griine fiir die vielen
Anregungen und alles, was sie fiir mich mit der Betreuung aufgewendet haben. Auch meinen
Eltern mochte ich an dieser Stelle fiir ihren Beitrag zu meinem Studium herzlich danken.



Kapitel 2

Dynamische Systeme

Das Konstrukt, das uns in dieser Arbeit beschéftigen wird, ist das autonome dynamische
bzw. semidynamische System. Nichtautonome dynamische Systeme sollen in der Arbeit mit
Kozykeln beschrieben werden. Ist im Folgenden von dynamischen Systemen die Rede, so
sind immer die autonomen gemeint. Anschaulich gesprochen handelt es sich dabei um eine
Menge von Zusténden - z.B. ein Raumbereich, wo sich ein Objekt befinden kann - und um
eine Abbildung, die den zeitlichen Ubergang von einem Zustand zum anderen beschreibt.
Zwei Eigenschaften, die sich in der Definition wiederfinden, sind zu nennen. Zum einen ist
darauf zu achten, dass keine Zustandsénderung stattgefunden haben soll, wenn keine Zeit
verflossen ist. Zum anderen soll, um anschaulich zu bleiben, der Ort, an den ein Objekt
gebracht wird, nur von dem Ursprungsort und von der Zeit, die der Ubergang in Anspruch
genommen hat, abhéingen - nicht jedoch von dem Startzeitpunkt des Ubergangs. Auch
letzteres verdient es, untersucht zu werden, wozu auch schon am Schluss dieses Kapitels
die mathematischen Grundlagen gelegt werden sollen.

Bei einem semidynamischen System wird nur die Bewegung in positive Zeitrichtung be-
trachtet, bei dynamischen Systemen kann die Bewegungsrichtung umgekehrt werden -
unter Beibehaltung der beiden oben genannten Eigenschaften. Als Zeitmenge sei T €
{Z,R,Z+,R} gewihlt.

Wie schon in der Einleitung erwihnt, sei in diesem Kapitel (X, d) ein Heine-Borell’scher
vollstédndiger metrischer Raum. An den Stellen, an denen Kompaktheit gefordert wird, ist
dies jedesmal explizit genannt.

2.1 Definition des dynamischen Systems

Es sollen nun die Begriffe dynamisches System, Orbit und periodischer Punkt definiert
werden.

Definition 2.1 Fir T € {Z,R,Z,,R;} sei eine stetige Abbildung

¢ TxX — X
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gegeben, so dass fir alle x € X,s,t € T gilt:

d(s+t,x) = o(s,o(t,z)) und
(0, z)

x.

Dann spricht man fiir T = Z von einem zeitdiskreten dynamischen System, fiir T =R von
einem zeitkontinuierlichen dynamischen System oder auch von einem Fluss. Fir T = Z
bzw. T = Ry ist die Bezeichnung semidynamisches System blich, im letzteren Fall auch
die Bezeichnung Halbfluss.

Statt ¢(t, z) notiert man auch ¢;(z), ¢z oder kurz z - ¢.

Nicht bei jedem semidynamischen System ist ¢ (-) fiir alle t € Z, bzw. ¢t € R, invertierbar.
Bei dynamischen Systemen ist jedoch fiir ¢ € Z bzw. ¢ € R die zu ¢;(-) inverse Abbildung
immer durch ¢_;(-) gegeben.

Jede autonome Differentialgleichung, deren Losungen fiir T = R definiert sind, generiert
ein dynamisches System. Gibt es einen Anfangswert, dessen Losungsabbildung nicht fiir
T = R existiert, spricht man von einem lokalen Fluss. Dass nichtautonome dynamische
Systeme durch nichtautonome Differentialgleichungen generiert werden kénnen, wird spéter
beschrieben.

Definition 2.2 Fir ein dynamisches System oder semidynamisches System ¢ heifle eine
Abbildung v : T — X, T € {Z,R}, Orbit durch x € X, falls v*(0) = x und fiir allet € T,
T7eT

(v (7)) ="t + 1)

gilt.

Statt v*(TT) schreibt man auch v*(z) (positiver Orbit), statt v*(T~) auch v~ (x) (nega-
tiver Orbit) und statt v*(T) auch y(z).

Definition 2.3 Sei x € X. Ein Orbit v* heifse kompakt, wenn ~(x) kompakt ist. Fir ein
dynamisches System heifle x periodischer Punkt und der Orbit v* periodisch, falls es ein
T > 0 gibt mit v*(T') = . Das nichtnegative Infimum von strikt positiven Zeiten mit dieser
FEigenschaft heifle Periode.

2.2 Die Hausdorfimetrik

Nicht nur die Konvergenz einzelner Punkte, sondern auch die Konvergenz von Mengen
gegen Mengen wird sich spéter als niitzlich erweisen. Dafiir braucht man die in diesem
Abschnitt bereitgestellte Hausdorff’sche Halbmetrik, mit der sich dann auf den kompakten
nichtleeren Teilmengen von X eine Metrik, die Hausdorffmetrik, definieren lédsst. Auch
wenn mit der Hausdorff’schen Halbmetrik keine Metrik vorliegt, so reicht sie doch fiir die
meisten Fille als Abstandsbegriff zwischen Mengen aus. Bei der Definition des Attraktors
in Abschnitt 2.6 wird sie verwendet.
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Definition 2.4 Seien A, B C X nichtleer. Dann bezeichne

H*(A,B) := inf d(a,b
die Hausdorff’sche Halbmetrik.

Falls A, B zusdtzlich kompakt sind, heifle
H(A,B) :=max{H*(A,B),H* (B, A)}
die Hausdorffmetrik zwischen A und B.

H kann man auch fiir nichtkompakte Mengen definieren. Grob gesprochen gibt also die
Hausdorft’sche Halbmetrik die Antwort auf die Frage, wie weit A von B entfernt ist. Ver-
schwindet H*(A, B), so liegt A im Abschluss von B.

Fiir x € X, A C X schreibt man statt H*({z}, A) auch H*(z, A) oder dist(z, A).

Definition 2.5 K(X) bezeichne die Menge aller kompakten nichtleeren Teilmengen von
X.

Die in Kuratowski [8, S. 214f] bewiesene Aussage, dass die Hausdorffmetrik wirklich eine
Metrik auf K (X) darstellt, ist Teil der Aussage des folgenden Satzes.

Satz 2.6 (Blaschke) Sei X zusdtzlich kompakt. Dann ist auch (K (X), H) kompakter me-
trischer Raum.

2.3 Invarianz

Eine wichtige Eigenschaft, die Mengen im Zusammenhang mit einem semidynamischen
System ¢ haben kénnen, ist die der Invarianz. Wendet man ¢;,t > 0, auf eine Menge an
und diese bleibt unverédndert, so spricht man von einer invarianten Menge. Invarianz ist
eine der Eigenschaften, die fiir Attraktoren gefordert werden.

Definition 2.7 Sei ¢ semidynamisches System auf X. Eine Menge B C X heifle positiv
invariant, falls ¢4(B) C B fiir alle t > 0 gilt, negativ invariant, falls ¢,(B) D B fiir alle
t >0 gilt und invariant, falls ¢(B) = B fiir alle t > 0 gilt.

Fiir 6 > 0 bezeichne Bs(A) :={x € X : H*(z, A) < ¢} die offene §-Umgebung einer Menge
A C X. Der Rand von A wird mit A und der Abschluss mit A bezeichnet und das Innere

von A mit A, bzw. fiir lingere Ausdriicke mit A

Definition 2.8 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X . Dann heifle eine kompakte Men-
ge K C X isoliert invariant, wenn sie invariant ist und es ein § > 0 gibt, so dass gilt:
A C Bs(K) ist invariant und kompakt. = A C K.

Wenn es also in einer hinreichend kleinen Umgebung einer kompakten invarianten Menge
keine invariante kompakte echte Obermenge gibt, so liegt eine isoliert invariante Menge
vor.
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2.4 Limesmengen

Mit der Einfithrung der Limesmengen ndhern wir uns dem Begriff des Attraktors, denn
unter gewissen Zusatzbedingungen (siehe Satz 2.19 und Satz 2.21) ist der Attraktor gerade
durch eine Limesmenge gegeben. In Colonius, Kliemann [5, Definition B.2.9.] wird die
Limesmenge auch zur Definition des lokalen Attraktors herangezogen. Aber noch aus einem
anderen Grund ist die Limesmenge ein interessantes Objekt. In Abschnitt 5.3 wird ebenfalls
eine Limesmenge eingefiihrt, dort jedoch nicht fiir dynamische Systeme, sondern fiir eine
Verallgemeinerung derselben. Man vergleiche dazu auch den Satz 2.10 in diesem Abschnitt
und den Satz 5.10.

Definition 2.9 Sei B C X. Dann heifle fiir ein dynamisches System oder semidynami-
sches System ¢

w(B) :={x € X : es gibt Folgen (t,) — o0, (y,) C B mitnli_{glo b1, (Yn) = z}

die w-Limesmenge von B.

Analog definiert man die w*-Limesmenge fiir ein dynamisches System:
w*(B) :={xz € X : es gibt Folgen (t,) — —o0,(yn) C B mit li_)m &1, (yn) = x}.
n—,oo

Fiir ein semidynamisches System und einen Orbit v* durch x € X sei die w*-Limesmenge
von v* definiert durch

w*(v*) :={x € X : es gibt eine Folge (t,) - —oo mit lim v*(t,) = z}.

n—o0

Die w*-Limesmenge ist die w-Limesmenge fiir den zeitinvertierten Fluss ¢} (z) := ¢_¢(z),
teR,xe X.

Grundlegende Eigenschaften der w-Limesmenge fiihrt der folgende Satz (siehe Stuart, Hum-
phries [11, Theorem 2.2.8]) an. Wir werden ihn fiir Satz 2.19 verwenden, um zu zeigen, dass
die w-Limesmenge ein Attraktor, fiir den die Eigenschaften der Abgeschlossenheit und In-
varianz gefordert werden, sein kann.

Satz 2.10 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X. Sei B C X beschrdnkt. Dann gilt:

(i) w(B) ist abgeschlossen und positiv invariant.
(1) Usso ¢(B) ist beschrinkt. = w(B) ist invariant und, falls B # 0, nichtleer.

(iii) Fir alle x € X gilt: w(zx) ist beschrinkt. = w(x) ist zusammenhdngend. Falls ¢
ein dynamisches System ist, gilt fir alle x € X: w*(x) ist beschrinkt. = w*(x) ist
zusammenhdngend.

Beweis:
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(i)

(iii)

Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von w(B) sei (z) C w(B) mit (zx) — « € X.
Fiir jedes k > 0 gibt es Folgen (v¥) C B und (tf) — 00 mit lim; o P (vf) = Tp.
Ohne Einschrankung gelte fiir ¢ > k '

(2

1
d(zy, ¢ (vf)) < ~ und >k

Dann gilt fiir (#}) — oo

lim d(z, ¢yi(vf)) < lim d(@,2;) + lim d(¢i(v}), ;)
i i—00 i

—00 i—00

1
lim d(z, z;) + lim —

1—00 1—00 1

= 0.

IN

Somit folgt « € w(B).

Fiir die positive Invarianz sei y € w(B) und ¢ > 0. Dann gibt es Folgen (¢;) — oo und
(x;) C B mit lim;_,o0 ¢¢,(x;) = y. Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt

lm ¢y, (2:) = lim @ (¢, (1)) = ¢e(y)-
1—00 1—00
Also liegt ¢+(y) in w(B), d.h. w(B) ist positiv invariant.

Die negative Invarianz ist noch zu zeigen. Sie ist fiir w(B) = () klar. Sei also zum
Nachweis der Invarianz ohne Einschrinkung z € w(B) und ¢ > 0 beliebig. Es ist
die Existenz eines y € w(B) zu zeigen mit ¢;(y) = z. Seien wieder Folgen (v;) C B
und (¢;) — oo gegeben mit (¢, (vi)) — x, wobei 0.B.d.A. t; > t firallei € N
angenommen werden kann. Betrachte nun die Folge (¢¢,—¢(v;)). Da (J;~q ¢¢(B) nach
Voraussetzung beschrinkt ist und ¢; —t > 0 fiir alle i € N gilt, gibt es eine konvergente
Teilfolge (qﬁtij —¢(vi;)) = y € w(B). Folglich gilt

T = _]li)I{olo ¢ti]. (’Ui]-) - _]li)I{OIO ¢t(¢ti]. —t(vi]')) - ¢t(]li>l{.lo ¢ti]. —t(vi]')) - ¢t(y)
Also ist auch die negative Invarianz gezeigt. Falls B nichtleer ist, hat jede Folge
(b1, (xy)) mit (t,) — oo, (x,) C B, einen Haufungspunkt in der kompakten Menge
Us>o #¢(B). Damit folgt w(B) # 0.

Sei w(z) beschrankt. Annahme: w(z) ist nicht zusammenhéngend, zerfillt also in zwei
disjunkte Komponenten P und @ mit B.(P) N B:(Q) = 0 fiir ein € > 0. Dann gibt
es Folgen (t;) — oo und (7;) — oo mit lim; o ¢4, (z) € P und lim; ,o ¢, (z) € Q.
O.B.d.A. sei ¢, (z) € B:(P), ¢r,(x) € B:(Q) und t; < 7 fur alle i € N. Da ¢
stetig ist, gibt es fiir jedes i € N ein T; € (t;,7;) mit ¢7,(x) € OB (P). 0B, (P) ist
abgeschlossen und beschrénkt und somit kompakt. Somit gibt es eine Teilfolge (T3;)
mit (¢Ti]- (z)) = z € O0B:(P). Dies ist aber ein Widerspruch, da z € w(x) geméf der
Definition der w-Limesmenge, aber z ¢ P U Q gilt. Also ist w(z) zusammenhéngend.
Wegen der moglichen Zeitumkehr beweist man die zweite Aussage analog zur ersten.

[

Insbesondere ist die w-Limesmenge einer nichtleeren Menge B C X immer invariant und
nichtleer, falls X kompakt ist.
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2.5 Chaos im Sinne von Devaney

In diesem, Colonius, Kliemann [5] entnommenen Abschnitt wird es darum gehen, den Be-
griff des chaotischen Flusses einzufithren. Eine der drei Eigenschaften, die einen chaotischen
Fluss kennzeichnen, ist die der sensitiven Abhéngigkeit von den Startwerten: Zwei Punkte
des Zustandsraumes, wie gering der Abstand zwischen ihnen auch sein mag, entfernen sich
voneinander.

Mit dem Shiftfluss auf einem Raum von Kontrollfunktionen werden wir im Abschnitt 4.1
ein Beispiel fiir einen chaotischen Fluss kennenlernen.

Jetzt wird definiert, was es heifit, dass ein Fluss topologisch mischend und topologisch tran-
sitiv ist. Beide Eigenschaften werden wir in Kapitel 4 fiir einen Kontrollfluss wiederfinden.
(Siehe Korollar 4.12.)

Definition 2.11 FEin Fluss ¢ auf X heiffe topologisch transitiv, wenn es ein x € X gibt
mit w(z) = X. ¢ heiffe topologisch mischend, falls es fir alle offenen Mengen V1,Vo C X
em T >0 gibt mit

¢-r(Vi) V2 # 0.

Definition 2.12 Fin Fluss ¢ auf X habe sensitive Abhdngigkeit von den Startwerten, wenn
es ein § > 0 gibt, so dass es fir jedes x € X und jede Umgebung U von x einy € U und
ein T > 0 gibt mit d(¢r(y), dr(x)) > 6.

Definition 2.13 Fin Fluss ¢ auf X heiffe chaotisch im Sinne von Devaney, falls

(i) ¢ topologisch transitiv ist,
(i) die periodischen Punkte dicht in X liegen,
(iii) sensitive Abhingigkeit von den Startwerten vorliegt.
Wie der néchste Satz zeigt, kann in Definition 2.13 auf die sensitive Abhéngigkeit von den

Startwerten verzichtet werden, denn topologische Transitivitdt und die Tatsache, dass die
periodischen Punkte dicht liegen, sind fiir diese Eigenschaft hinreichend.

Satz 2.14 Sei ¢ ein Fluss auf X, wobei X nicht nur aus einem einzigen periodischen
Orbit bestehen soll. Falls ¢ topologisch transitiv ist und die periodischen Punkte dicht in X
liegen, liegt sensitive Abhdngigkeit von den Startwerten vor, d.h. ¢ ist schon chaotisch im
Sinne von Devaney.

Beweis: Seien g1, g2 € X beliebige periodische Punkte mit disjunkten Orbits. Definiere

do := inf{d(a,b) : a € v(q1),b € y(q2)}-

Dann folgt mit der Dreiecksungleichung, dass jeder Punkt € X mindestens den Abstand
d0/2 von einem der beiden Orbits hat. Es soll gezeigt werden, dass man ¢ := /8 als das
in der Definition der sensitiven Abhéngigkeit geforderte § wihlen kann.



KAPITEL 2. DYNAMISCHE SYSTEME 11

Sei x € X und N eine Umgebung von z. Da die periodischen Punkte dicht liegen, gibt es
einen periodischen Punkt pin U = NNB;s(z). Sei T' die Periode von p. Oben wurde gezeigt,
dass es einen periodischen Punkt ¢ € X gibt, dessen Orbit mindestens einen Abstand 44
von z hat. Fiir t € [0,T] setze My := ¢_(Bs(¢¢(q))) und V' := (y<y<p M. Die Mengen
My, t € [0,T), sind offen da ¢ stetig ist. Dass V offen ist, zeigt man folgendermafen: Sei
x € V. Dann gilt z € M, fiir alle ¢t € [0,T]. Da die Abbildung [0,7] > ¢t — M; € Pot(X)
stetig bzgl. der Hausdorffmetrik ist, gibt es fiir jedes ¢ ein p; > 0 und oy > 0 mit B, (x)
C M, fur alle 7 € I; :=|t — 04, t + o¢[. Endlich viele Intervalle I, , ..., I;, iiberdecken [0, T
und fiir p := min{ps,, ..., ps,} > 0 gilt B,(x) C M, fur alle 7 € [0, T]. Somit gilt B,(x) C
V, d.h. V ist offen. Wegen q € V ist V nichtleer. Da ¢ topologisch transitiv ist, gibt es ein
y €U und 7 > 0 mit ¢.(y) € V.

Setze nun j := [(7/T + 1)]. Es gilt also 0 < jT' — 7 < T und man erhilt

¢ir(y) = ¢jr—r(9-(y)) € djr—+(V) C Bs(djr—7(q))-
Da p periodisch ist, folgt mit der Dreiecksungleichung

d(¢;r(p), ¢ir(y)) = d(p,dir(y))
> d(z, djr—-(q)) — d(djr—-(a), $jr(y)) — d(p, T).

Somit erhalten wir mit ¢;7(y) € Bs(¢;7—-(q))

d(¢jr(p), pjr(y)) > 46 — 6 — § = 20.

Wir haben also den gesuchten Punkt in N gefunden, der nach der Zeit j7' einen Abstand
von mindestens 0 vom Bild von x hat, denn es gilt entweder d(¢;r(z), $jr(y)) > 6 oder

d(¢jr(x), ¢jT(p)) > 0.

2.6 Attraktoren und Repeller

Die nétigen Grundlagen fiir die Definition des Attraktors und Repellers sind nun gelegt
und nachdem diese Objekte definiert sind, werden in diesem Abschnitt zwei hinreichen-
de Bedingungen fiir die Existenz von lokalen bzw. globalen Attraktoren wiedergegeben.
Auflerdem wird auf die Verbindung zwischen Attraktor und Repeller eingegangen.

Die beiden Begriffe Attraktor und Repeller sind unabdingbar fiir die Morsetheorie, denn
die im néchsten Kapitel einzufithrenden Morsemengen sind Schnitte von Attraktoren und
Repellern. Die Eigenschaften, die die Morsemengen so interessant machen, stammen von
den Eigenschaften von Attraktoren und Repellern, die sich im jetzigen Abschnitt finden.
Uber die Morsemengen im Kapitel 4 finden wir also indirekt auch die Attraktoren und
Repeller wieder. Selbst im letzten Kapitel wird der Attraktor eine wichtige Rolle spielen
und ist unter gewissen Bedingungen mit dem dort einzufiihrenden Pullback-Attraktor,
einem Attraktor fiir nichtautonome dynamische Systeme, eng verwandt.

Definition 2.15 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X. Fine kompakte invariante
Menge A C X heifle (lokaler) Attraktor, falls es eine Umgebung U von A gibt mit

Jim H*(6,(U), A) = 0.
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Ein globaler Attraktor ist eine kompakte invariante Menge B C X, die alle kompakten
Teilmengen von X attrahiert, d.h.
lim H*(¢¢(D),B) =0  fiir alle D € K(X).
t—o0
Falls X zusdtzlich kompakt und ¢ ein dynamisches System ist, ist ein Repeller eine kom-
pakte invariante Menge A* C X, fiir die es eine Umgebung U* gibt mit
lim H*(¢_+(U™"), A*) = 0.

t—o00

U bzw. U* heifst Attraktor- bzw. Repellerumgebung.

Der lokale Attraktor soll also eine Umgebung attrahieren, der globale Attraktor alle kom-
pakte Teilmengen von X.

Jeder globale Attraktor ist auch ein lokaler Attraktor. Fiir ein dynamisches System ist der
Begriff des globalen Attraktors natiirlich nur in dem Fall eines nichtkompakten X sinnvoll,
da sonst wegen der Invarianz von X der ganze Raum Attraktor wére.

Die néchste Definition (siehe Cheban, Kloeden, Schmalfufi [2]) stellt die grundlegenden
Begriffe Stabilitéit, punktweise Attraktion und asymptotische Stabilitdt bereit. Gebraucht
werden sie fiir die Aussagen im letzten Kapitel, die den wichtigen Satz 5.22, der sich auf
die Kontrolltheorie anwenden ldsst, vorbereiten.

Definition 2.16 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X. FEine Menge M C X heifle
stabil (im Sinne von Lyapunov), falls es fir jedes e > 0 ein & > 0 gibt mit ¢(Bs(M)) C
B.(M) fiir alle t > 0. Definiere W*(M) :={z € X : limy_,oo H*(¢¢(x), M) = 0}. M heifie
punktweise attrahierend, falls es eine Umgebung U von M gibt mit U C W3(M). Wenn
eine Menge M stabil und punktweise attrahierend ist, heifle sie asymptotisch stabil.

Der néchste Satz gibt eine Charakterisierung der Attraktionseigenschaft an.

Satz 2.17 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X. Sei A C X kompakt und invariant
und U C X mit U D A. Dann sind dquivalent:

(1) limy_,0o H*(¢¢(U), A) = 0.
(i5) Usso ¢t(U) ist beschrinkt und es gilt w(U) = A.

Beweis: (i) = (ii): Angenommen, w(U) sei nicht mit A identisch. Wegen U D A und der
Invarianz von A ist dann A echt in w(U) enthalten. Es gibt also ein z € w(U) und Folgen
(x;) C U und (t;) — oo mit (¢,(z;)) = = € w(U)\A. Wegen der Kompaktheit von A
gibt es somit ein € > 0 mit ¢, (z;) € w(U)\B:(A) fiir alle hinreichend groBien i > 0. Dies
widerspricht (7). Des weiteren gibt es wegen () fiir jedes e > 0 ein 7" > 0 mit ¢+(U) C B:(A)
fur alle t > T'. Somit ist | J;~q ¢t(U) = Uper @¢(U) U U;sp ¢¢(U) beschrankt.

(44) = (7): Angenommen, es gibt ein € >0 und Folgen (¢;) — oo, (x;) C U mit H*(¢y,(x;), A)
> ¢ fiir alle i € N. Dann gibt es Teilfolgen (%;;), (z;;), so dass (qﬁtij (w5;)) in der kompakten
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Menge ;> ¢+(U) konvergiert. Der Grenzwert liegt natiirlich in w(U), aber nicht in B.(4),
was w(U) = A widerspricht. D

Falls Kompaktheit des Raumes vorliegt, kann man die w-Limesmenge direkt zur Definition
des Attraktors heranziehen. Eben diese Formulierung (fiir eine offene Umgebung U von A)
findet sich in Colonius, Kliemann [5, Definition B.2.9.].

Korollar 2.18 Sei X zusdtzlich kompakt und ¢ ein semidynamisches System auf X. Sei
A C X kompakt und invariant und U C X mit U D A. Dann sind dquivalent:

(i) limy o0 H*(64(U), A) = 0.
(ii) w(U) = A.

Beweis: Die Aussage folgt sofort mit Satz 2.17, denn (J;5 #+(U) ist beschrénkt. D

Mit den folgenden beiden Sétzen werden sowohl hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
von globalen und lokalen Attraktoren als auch eine explizite Darstellung dieser Attraktoren
angeben. In beiden Fillen stellt sich die w-Limesmenge als Attraktor dar. Der erste Satz
orientiert sich an Stuart, Humphries [11, Theorem 2.7.2], es wird jedoch nicht der ganze
Beweis gebraucht, da mit Satz 2.17 schon einige Vorarbeit geleistet worden ist. Satz 2.19 ist
Teil der Aussage von Satz 5.14, wo es um die Entsprechung der Attraktoren fiir autonome
und nichtautonome dynamische Systeme geht.

Satz 2.19 Sei ¢ ein semidynamisches System auf X. Set B C X eine beschrdnkte offene
Menge, so dass ein T > 0 existiert mit ¢.(B) C B fir alle t > T. Dann ist w(B) ein
Attraktor mit B als Attraktorumgebung. AufSerdem gilt

w(B) = (1] ¢:(B).

t>0

Beweis: Aus ¢;(B) C B fiir alle t > T folgt
w(B) C B. (2.3)

Also ist w(B) beschrénkt und, da (J;5o ¢+(B) = B U Ug<i<7 ¢:(B) beschriinkt ist, wegen
Satz 2.10 auch abgeschlossen und invariant. Somit ist w(B) kompakt und invariant.

Es soll nun nachgewiesen werden, dass als Verschérfung von (2.3) auch w(B) C B gilt.
Angenommen, es gibt ein y € w(B) N JB. Da w(B) invariant ist, gibt es fiir jedes ¢ >
T ein 2 € w(B) mit ¢;(r) = y. Wegen (2.3) haben wir aber z € B und somit nach
Voraussetzung y = ¢(z) € B. Dies ist der gesuchte Widerspruch. Zusammen mit der
Beschrénktheit von | J;~ ¢+(B) und Satz 2.17 ist also gezeigt, dass w(B) ein Attraktor ist
mit Attraktorumgebung B.

Wegen w(B) C B und der Invarianz von w(B) haben wir w(B) = ¢(w(B)) C ¢(B) fiir
alle t > 0. Also folgt die eine Inklusion

w(B) C [ ¢e(B).

t>0
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Angenommen, (5 ¢+(B) wire eine echte Obermenge von w(B). Dies wiirde aber der aus
Satz 2.17 folgenden Konvergenz lim;_,o, H*(¢¢(B),w(B)) = 0 widersprechen. [l

Nach dem lokalen Fall wird jetzt die hinreichende Bedingung von Stuart, Humphries [11,
Theorem 2.8.13] fiir die Existenz von globalen Attraktoren bewiesen. Doch zunéchst wird
die dafiir beno6tigte absorbierende Menge eingefiihrt.

Definition 2.20 FEin semidynamisches System ¢ auf X heifle dissipativ, falls es eine be-
schrankte positiv invariante Menge B C X gibt, so dass es fiir jede kompakte Menge K C X
ein T'> 0 gibt mit ¢.(K) C B fiir allet > T. B heifle absorbierende Menge.

Ein dissipatives dynamisches System besitzt einen Attraktor, wie der nichste Satz aufzeigt.
Auch dieser Satz wird im Zusammenhang mit den nichtautonomen dynamischen Systemen
fiir Satz 5.6 verwendet.

Satz 2.21 Sei ¢ ein dissipatives dynamisches System auf X mit absorbierender Menge B.
Dann gibt es einen globalen Attraktor A mit

A=w(B) = &:(B).

t>0

Beweis: Sei U eine beschrinkte offene Umgebung von B. Dann gibt es ein 7' > 0 mit
#:(U) ¢ B C U fiir allet > T. Also ist A = w(U) = w(B) wegen Satz 2.19 lokaler
Attraktor mit w(B) = (),5¢ ¢¢(B) und Attraktor-Umgebung B. Sei K C X kompakt.
Dann gibt es ein 7 > 0 mit ¢¢(K) C B fiir alle t > 7 und es gilt

Jim H($(K),w(B) = Jim H* 8y (K), w(B)
Jim H*(6,(B),w(B)) = 0.

IN

[

Die folgenden Aussagen iiber Attraktoren und Repeller orientieren sich an Colonius, Klie-
mann [5, Anhang B.2]. Sie stellen Ergebnisse bereit, die unter anderem im Kapitel iiber
Morsemengen Verwendung finden. Bis zum Ende dieses Abschnittes wird deshalb fiir X,
wie im genannten Kapitel, Kompaktheit gefordert.

Lemma 2.22 Sei X zusdtzlich kompakt, ¢ ein Fluss auf X und A C X kompakt und
invariant. Dann ist A genau dann ein Attroktor, wenn es eine kompakte Umgebung U von
A gibt mit v~ (x) ¢ U fir alle x € U\ A.

Beweis: Sei A Attraktor, U eine kompakte Umgebung von A und z € U\ A. Angenommen,
es gelte v~ (z) C U. Dann folgt z € w(U) und mit Korollar 2.18, wenn U hinreichend
klein gew&hlt ist, der Widerspruch x € A. Fiir die andere Richtung sei U eine kompakte
Umgebung von A, so dass v (z) ¢ U fiir alle z € U\A gilt. Dann gibt es ein 7" > 0
mit ¢([-T,0],z) ¢ U fir alle z € U N X\U. Wéhle nun eine Umgebung V' von A mit
#([0,T],V) C U. Dann gilt ¢([0, 00), V) C U und somit w(V) = A. Also ist A ein Attraktor.

D

Bei einem Attraktor fithrt der Fluss also jeden Punkt in Riickwértszeit aus einer Umgebung
heraus, sofern dieser nicht im Attraktor liegt.
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Lemma 2.23 Sei X zusdtzlich kompakt und ¢ ein dynamisches System auf X . Fir jede
Attraktorumgebung U eines Attraktors A gibt es eine Zeit T > 0 mit ¢([T, 00),U) CU .

Beweis: Die Aussage folgt sofort mit Satz 2.17. a

Wenn ein Attraktor vorliegt, kann man leicht einen Repeller konstruieren.

Lemma 2.24 Sei X zusdtzlich kompakt und ¢ ein dynamisches System auf X. Sei A ein
Attraktor. Dann ist

A= {z e X :w(x)NA=0} (2.4)

ein Repeller. A und A* sind disjunkt. (A, A*) nennt man Attraktor-Repeller-Paar.

Beweis: Sei U eine kompakte Attraktorumgebung von A. Wéhle T' > 0 so, dass ¢([T, 00), U)
C U gilt und definiere die offene Menge

V = X\&([T, o0), U).

Dann gilt X = U UV und ¢((—o0,—T],V) C X\U. Also ist V' eine Umgebung von
w*(V) € X\U C V. Gemé$ der Definition 2.15 ist w*(V') ein Repeller. Auflerdem ist w* (V)
invariant, weshalb man mit w*(V) C V und VN A = () auf w*(V) C A* schliefien kann.

Die andere Inklusion folgt so: Sei z € A*. Also gilt w(z)NA = 0. Aus z € U und w(z)N U= 0
folgt w(x) C V. Wéhle nun (¢,) — oo mit (¢,(z)) — y € V und setze y, = ¢, (z),
n € N. Da V offen ist, kann man 0.B.d.A. (y,) C V annehmen und man erhélt schlief3-
lich (¢—_¢, (yn)) — = € w*(V). Die Disjunktheit ist klar wegen der Abgeschlossenheit und
Invarianz von A. D

Satz 2.25 Sei X zusdtzlich kompakt und ¢ ein dynamisches System auf X . Sei (A, A*) ein
Attraktor-Repeller-Paar und x € X mit ¢ ¢ AU A*. Dann gilt w*(x) C A* und w(x) C A.

Beweis: Wegen (2.4) gilt w(z) N A # (). Dann gibt es, wenn U eine Attraktorumgebung von
A ist, ein tg > 0 mit ¢y, (z) € U und es folgt w(z) = w(¢s,(z)) C w(U) = A. Zum Nachweis
von w*(z) C A* sel angenommen, dass es ein y € w*(z)\A* gibt. Dann gilt w(y) N A # 0.
Wegen der Stetigkeit von ¢ gibt es eine Folge (¢,) — oo mit lim,, oo H*(¢—¢,(x), A) =0
und es gilt ¢_, (z) € U fiir hinreichend grofien € N. Mit (¢4, (¢—¢,(x))) = z und w(U) = A
folgt z € A, ein Widerspruch zur Wahl von z. D

A und A* verhalten sich in gewisser Hinsicht wie zwei Pole - die Limesmenge von Punkten
auferhalb A und A* in positiver Zeitrichtung liegt in A, die Limesmenge in negativer
Zeitrichtung in A*. Ahnliches werden wir in Kapitel 3 bei Morsemengen wiederfinden.

2.7 Der Schiefproduktfluss

In Hinblick auf die Kapitel 4 und 5 sollen schon an dieser Stelle die Begriffe Kozykel
und Schiefproduktfluss eingefithrt werden. Man wird sie im Kapitel 5 wiederfinden, wo sie
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eigentlich auch definiert worden wéren. Aber da sie schon bei den Kontrollsystemen vor-
kommen, und beim Schiefproduktfluss wirklich ein Halbfluss im Sinne von Definition 2.1
vorliegt, sollen beide Begriffe schon in diesem Kapitel definiert werden. (Obwohl nur ein
Halbfluss vorliegt, ist die Bezeichnung Schiefprodukthalbfluss nicht iiblich.) Der Kozykel ist
gewissermaflen eine Verallgemeinerung des dynamischen Systems. Liegt zum Beispiel eine
nichtautonome Differentialgleichung vor, so lédsst sich die Lésungsabbildung nicht mehr wie
gewohnt mit einem dynamischen System beschreiben, jedoch mit einem Kozykel. Trotz-
dem gibt es einen sinnvollen Weg - und nicht den der Setzung ¢ = 1 - ein nichtautonomes
dynamisches System in ein dynamisches System umzuformen. Dies fithrt zum Schiefpro-
duktfluss, der also die Verbindung zwischen dynamischen Systemen und Kozykeln herstellt
und der uns im Kapitel 4 und besonders im Kapitel 5 begegnen wird.

Definition 2.26 Sei 6 ein Fluss auf dem topologischen Raum P. Fir T € {Z4,R} heifle
eine stetige Abbildung ¢ : T x P x X — X Kozykel auf X bzgl. (P,0), falls fir allet, s € T,
pe P undzx e X gilt:

(l) ¢(Oapa ) = idx.
(”) ¢(S +1,p, $) = ¢(S, etpa ¢(tapa $))
Der Fluss auf P wird Basisfluss genannt. Fir T € {Z,R} heifle ¢ zeitinvertierbarer Kozykel.

Die fir T = R definierte Losungsabbildung einer nichtautonomen Differentialgleichung
kann als Beispiel fiir einen zeitinvertierbaren Kozykel dienen. Zu diesem Zweck sei P der
Raum aller stetigen Funktionen f : RxR™ — R"™, die in der zweiten Variablen lipschitzstetig
sind und gleichméfig stetig bzgl. der ersten Variablen. Als Topologie kann die durch die
auf P gewihlte Metrik induzierte Topologie verwendet werden. Betrachte nun fiir f € P
das Anfangswertproblem

d
d_”t” = f(t,z), z(0)=mz€R", teR. (2.5)

Der Basisfluss auf P wird dann als Shift definiert: 6;(f(-,-)) := f(-+¢,-),t € R. Wegen der
globalen Existenz und Eindeutigkeit der Losung ist die Losungsabbildung y : Rx P xR™ —
R™ des Anfangswertproblems (2.5) ein zeitinvertierbarer Kozykel, denn es gilt fiir alle
zog € R", o, 7R

y(oa fa $0) = xo und
y(U+Tafa$0) - y(gaf('+75')ay(75fax0))
= y(aa eTfay(Ta fa $0))
Uber einen Kozykel auf X und einen Basisfluss auf einem topologischen Raum P lésst

sich ein Halbfluss definieren - jedoch nicht auf dem Zustandsraum X, sondern auf P x X.
Spitere Untersuchungen werden sich auf Attraktoren in diesem Raum beziehen.

Lemma 2.27 Sei 0 ein Fluss auf dem topologischen Raum P. Fir T =R, sei ¢ Kozykel
auf X bzgl. (P,0). Dann definiert die Abbildung

TRy xPxX — PxX
F(t,p,$) = (etpa¢(tapa$))
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einen Halbfluss auf P x X, den sogenannten Schiefproduktfluss.

Beweis: Als Komposition stetiger Abbildungen ist 7 stetig. Sei nun z € X, p € P und
s,t € Ry. Dann folgt Gleichung (2.2) sofort aus Definition 2.26. Die in (2.1) geforderte
Eigenschaft ergibt sich mit

7T(S+t,p, $) (es-i—tpa ¢(S+t,p, $))
(esetpa ¢(S, etpa ¢(tapa $)))
77(35 etpa ¢(tapa $))

= w(s,m(t,p,x)).

[

Ahnlich wie bei Halbfliissen soll jetzt auch fiir Kozykel Invarianz — die ¢-Invarianz — defi-
niert werden. Das anschlieBende Lemma zeigt die Verbindung der beiden Invarianz-Begriffe.
Ebenso, wie die Invarianz fiir Attraktoren gefordert wird, wird die ¢-Invarianz fiir Pullback-
Attraktoren gefordert. Das anschlieBende Lemma zeigt dann die direkte Verwandtschaft der
Invarianz-Begriffe — und damit in diesem Punkt die Verwandtschaft der beiden Attraktor-
Begriffe.

Definition 2.28 Sei 0 ein Fluss auf dem topologischen Raum P und ¢ ein Kozykel bzgl.
(P,0). Eine Familie (Bp)pep mit B, C X fir alle p € P heiffe ¢-invariant, falls fir alle
teTr,peP

¢(t,p, Bp) = Bop

gilt.
Lemma 2.29 Sei 0 ein Fluss auf dem topologischen Raum P und ¢ ein Kozykel auf X
bzgl. (P, ). Sei (Bp)pep eine Familie von Teilmengen von X. Dann sind dquivalent:

(i) Die Familie (Bp) ist ¢-invariant.

(i) Upep{p} x By ist invariant fiir den Schiefproduktfiuss .

Beweis: Sei ¢t € TT. (i) = (4i):

m((J{p} x By) U {60} x 6(t.p, By)

peP peP

= | J {6} x Bap

peP

= U {pr} x By

pebd(P)

= U{p}pr

peP
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U {0} x Bop = U {p} < By
= 7Tt( U {p} X Bp)
= U {Htp} X qﬁ(t,p, BP)

Damit ergibt sich By,, = ¢(t, p, Bp) fiir alle p € P, ¢ € T" und der Beweis ist abgeschlossen.
[l



Kapitel 3

Morsetheorie

Die Morsetheorie ist nach dem amerikanischen Mathematiker M. Morse, der auf dem Gebiet
der Geometrie gearbeitet hat, benannt. Die Ausfiihrungen in diesem Kapitel, die fiir den
Abschnitt 3.1 Rybakowski [10] und fiir den Abschnitt 3.2 Colonius, Kliemann [5] folgen,
beinhalten die Definition von Morsemengen und den Nachweis von Eigenschaften hinsicht-
lich der Beschreibung eines Flusses auf einem vollstdndigen metrischen Heine-Borell’schen
Raum (X, d). Der erste Abschnitt greift auf Ausfithrungen hinsichtlich Attraktoren und
Repellern im vorangegangenen Kapitel zuriick. Dass eine Verbindung der Morsetheorie zur
Kontrolltheorie besteht, wird im néchsten Kapitel aufgezeigt.

Im zweiten Abschnitt wird eine Charakterisierung von Morsemengen hergeleitet. Verein-
facht ausgedriickt, kann ein (dann kettenrekurrent genannter) Punkt des Zustandsraumes
die Eigenschaft haben, dass er unter einem Fluss zu sich selbst zuriickkehrt, wenn kleine
Spriinge erlaubt sind. Wenn die Menge dieser Punkte endlich viele Zusammenhangskom-
ponenten besitzt, bilden die Zusammenhangskomponenten die feinste Morsezerlegung des
Zustandsraumes.

Nur in diesem Kapitel soll die Kompaktheit durchweg vorausgesetzt werden.

3.1 Die Morsezerlegung

Etwas allgemeiner als hier dargelegt, kann auf die Kompaktheit des Zustandsraumes ver-
zichtet werden und dafiir eine kompakte invariante Teilmenge betrachtet werden. In diesem
Sinne bietet dieser Abschnitt eine Beschreibung der inneren Struktur von Attraktoren in
einem nicht notwendigerweise kompakten Raum. Die Einfiihrung nicht nur des Attraktors,
sondern auch des Repellers erweist sich jetzt als niitzlich, denn Morsemengen werden als
Schnitte dieser Objekte definiert. Die Schnitte liefern die Moglichkeit, {iber eine Halbord-
nung einen Fluss zu beschreiben. In diesem Abschnitt wird Rybakowski [10] gefolgt.

Definition 3.1 Sei ¢ Fluss auf X. Eine Familie (M;)i=1,...n von Teilmengen von X heifle
Morsezerlequng von X, falls es in X echt ineinander enthaltene Attraktoren O = Ay C
Ay C...C A, =X mit entsprechenden Repellern X = A§ D A7 D ... D Al =0 gibt mit

Mj:AJ‘ﬂA;_l, 1<5<n.

19
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Die Definition ldsst schon vermuten, dass es Punkte aus X gibt, die von einer Morsemenge
angezogen werden, und andere Punkte, die abgestolen werden. Dies wird in diesem Ab-
schnitt weiter ausgebaut. Zunéchst jedoch sei bemerkt, dass die Attraktorsequenz in obiger
Definition nicht eindeutig sein muss, weshalb dies auch bei einer Morsezerlegung nicht der
Fall sein muss.

Definition 3.2 Eine Morsezerlegung (M;)i=1,..n, von X heifle feiner als eine Morsezer-
legung (M})j=1,.n von X, falls es fir alle j € {1,...,n'} ein i € {1,...,n} gibt mit
M,; C MJ/

Im Zusammenhang mit dem ersten Punkt gibt der zweite Punkt des néichsten Satzes eine
wichtige Eigenschaft von Morsemengen an: Entweder befindet sich ein Punkt schon in einer
Morsemenge, oder seine beiden Limesmengen liegen in genau zwei Morsemengen.

Satz 3.3 Sei ¢ Fluss auf X und (M;)i=1,...n eine Morsezerlegung von X mit zugehérigen
Attraktoren Ao, ..., An. Dann gilt

(i) Die Mengen (M;) sind paarweise disjunkt.

(ii) Fir x € X gilt entweder v(x) C M; fir ein i < n oder es gibt Indizes i < j mit
w*(z) C M; und w(x) C M;.

(11i) Fir alle k € {1,...,n} gilt
Ay ={r e X :w'(x) C MiU...UM;},
d.h. die Attraktorsequenz, die eine vorgegebene Morsezerlegung erzeugt, ist eindeutig.

(iv) Fir allei € {1,...,n} ist (A;—1, M;) ein Attraktor-Repeller-Paar im kompakten me-
trischen Raum (A;, d|4,).

Beweis:

(i) Fir¢,5 € {1,...,n} mit ¢ < j folgt mit Lemma 2.24

M; N Mj =A; N A:—l N Aj N A;—l =A; N A;—l - Aj—l N A;—l = 0.
(ii) Sei z € X. Aus 4, = X und A} = X folgt die Existenz eines kleinsten Indizes i > 0
mit w(z) C A; und eines groBten Indizes j < n mit w*(z) C Aj. Aus der Minimalitét

von ¢ folgt w(x) ¢ A;_1, woraus man mit Satz 2.25 und der Abgeschlossenheit von
Ai_1 auf x € A7, schlielen kann. Da A7_; invariant bzw. abgeschlossen ist, gilt

y(x) C A7, bzw. w(z) C Aj_;. (3.1)
Andererseits gilt wegen der Maximalitdt von j

w(z) ¢ A;‘-f-la (3.2)
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weswegen mit der Invarianz von A%, der Fall z € A%, und mit Satz 2.25 der Fall
z ¢ Aj . UAj i ausscheidet. Also gilt € Aj1 und wegen der Invarianz von A;iq
auch y(z) C Aj41.

Auflerdem gilt j > ¢ — 1, denn die Annahme j + 1 < i — 1 wiirde 4;41 C A;1
implizieren, was aber mit (3.1) y(z) C A;_1 N A} ; = 0 zur Folge hiitte. Fiir j =i —1
erhdlt man y(x) C A7 {NA; = M, fir j >i—1 gilt w(z) C A7 ; NA; = M; und
w*(z) C A7 N Ajy1 = M1, womit (ii) gezeigt ist.

(iii) Sei z € Ag. Da Ay abgeschlossen und invariant ist, gilt w*(z) C Ag. Sei ¢ < k der
kleinste Index mit w*(z) C A;. Also ist ¢ > 0 und w*(x) ¢ A;—1 und man erhélt mit
Satz 2.25 w*(z) C Af ;. Mit w*(z) C A;NAF{ = M; C My U...UMj ist die eine
Inklusion abgeschlossen, fiir die andere sei © € X mit w*(z) C My U. ..U M. Es folgt
w*(x) C M; fur ein j < k und somit w*(z) C A; C Ag. Mit Satz 2.25 schliet man
auf x € Ag.

(iv) Die Behauptung folgt direkt aus Definition 3.1 und Lemma 2.24. [

Jetzt wird gezeigt, dass beim Vorliegen einer Familie nichtleerer kompakter invarianter
Teilmengen von X die Eigenschaften (i) und (ii) von Satz 3.3 nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend dafiir sind, dass die Familie (M;) eine Morsezerlegung bildet.

Satz 3.4 Sei ¢ Fluss auf X. Seien (M;)i=1,..n, M; C X fir alle i < n, nichtleer, kompakt,
invariant und paarweise disjunkt. Fir jedes x € X gelte entweder y(x) C M; fir ein j <n
oder es existieren Indizes i < j mit w*(x) C M; und w(x) C M;. Dann ist (M;)i—1,...n eine
Morsezerlegung.

Beweis: Wir haben die Existenz von echt ineinander enthaltenen Attraktoren ) = Ay C
Ay C...C A, =X zu zeigen mit

M, = AN Az_l, 1<k <n. (3.3)

Definiere Ag := 0 und A :={z € X : w*(z) C M1 U... UM}, 1 <k <n.Da die Mengen
(M;) nichtleer sind, liegt echte Inklusion der Ay, 1 < k < n, vor. Nachgewiesen werden soll
jetzt die Invarianz, Kompaktheit und Attraktionseigenschaft von Ag, A1,..., A, und dass
(3.3) gilt.

Die Mengen (Ag) sind invariant, denn fir x € Ag, 1 < k < n, und ¢t € R erhilt man
w*(z) = w*(Pe(z)) C M1 U...U M und damit ¢;(z) € Ag.

Jetzt soll die Abgeschlossenheit der Mengen (Ag)g=1,..n gezeigt werden. Offensichtlich ist
A, = X abgeschlossen. Induktiv zeigt man die Abgeschlossenheit der iibrigen Mengen.

Sei hierzu A1 abgeschlossen fiir k& < n und sei (z,,) C Ag mit (z,,) — =z € X. Wegen
Ay C Ag41 und der Abgeschlossenheit von Agyq gilt © € Ag4q, also auch w*(z) C M; U
co.UMpy1. Unm o € Ap zu verifizieren, miissen wir w*(xz) C M; U ... U M} zeigen. Da
die Mengen (M;) disjunkt sind und w*(z) zusammenhéngend ist, lautet die gegenteilige
Annahme w*(x) C Mj41, die man wie folgt zum Widerspruch fiihrt. Sei V' O My eine
offene Umgebung von M1 mit

VM =0 firj#k+1. (3.4)
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Dann gibt es eine Folge (t,) — oo und ein z € Mg mit ¢y, (x) € V und d(¢—_y, (x), 2) <
1/v fir alle v > 1. Also gibt es fiir jedes v ein m, > v mit ¢_4 (2,,) € V und
d(p—t,(Tm,),2) < 2/v. Wegen w*(zy,) U w(zy,) C M; U...U M fiir alle m > 1 gibt
es Folgen (7,) und (s,) mit 7, < t, < s, und ¢_s, (T, ), ¢—r, (Tm,) € OV und

¢_t(xm,) €V fir 7, <t<s,. (3.5)

Sei nun y, := ¢_s, (%, ). Da X kompakt ist und OV abgeschlossen, kénnen wir, nach evtl.
Ubergang zu einer Teilfolge, die Folge (y,) als konvergent ansehen mit (y,) — y € 9V.
Aus der Invarianz von My folgt (¢, — 7,) — co. Zusammen mit (3.5) folgt ¢;(y) € V fiir
alle t > 0 und somit w(y) € V. Nach Voraussetzung liegt w(y) in einer Menge M;,i < n.
Wegen (3.4) ist dies Mj41. Da Ay invariant und nach Induktionsannahme abgeschlossen
ist, folgt y € Agy1 und damit auch w*(y) C My U...U M. Hieraus schlieBen wir mit
w(y) C Mg4+1 und den Voraussetzungen an die Mengen (M;) auf y(y) C My1 und letztlich
auf y € Mg41. Dies widerspricht aber y € 0V, da V Umgebung von M. ist. Somit ist
die Abgeschlossenheit von Ay fiir alle k € {1,...,n} gezeigt.

Jetzt soll nachgewiesen werden, dass die Mengen (Ag), 1 < k < n, Attraktoren sind.
Angenommen, es existiere ein k < n, so dass Ay kein Attraktor ist. Dann folgt mit Lemma
2.22, dass es fiir jede Umgebung U von Ay, ein x € U\ Ay, gibt mit v~ (x) C U. Die Mengen
(M;) sind invariant, abgeschlossen und disjunkt. Somit ist klar, dass M; U...U M) C Ay
und M; N A, = 0 fir j > k gilt. Falls obiges U hinreichend klein gew#hlt wird, l4sst sich
damit folgern, dass es ein ¢ < k gibt mit w*(x) C M;. Dies widerspricht aber x ¢ A bzw.
w*(x) ¢ My U...UMj. Also ist die Attraktionseigenschaft gezeigt.

Es verbleibt, den Nachweis von (3.3) zu erbringen. Fiir ein j < n sei zunéchst z € M;.
Dann gilt w(z) C M; und damit fir y € w(z) C M; die Inklusion w*(y) C M;. Des weiteren
gilt w*(x) C M; und damit z € A;. Nehmen wir nun = ¢ A7 ; an, folgt w(z) C A;j—1. Fiir
y € w(z) C Aj_1 erhalten wir dann w*(y) C M; U...U M;_;. Dies ist ein Widerspruch
zu w*(y) C M;, denn die Mengen (M;) sind disjunkt. Sei jetzt z € A; N A7_;. Dann folgt
w*(z) C My U...UM; und wegen z € A bzw. w(z) C A7 ; und der Disjunktheit von
Ajq und A% ; auch w(z)N M U...UM;_; =0 und damit w(z) C M, fiir ein [ > j. Mit
den Voraussetzungen an die Familie (M;) erhalten wir [ = j, also auch y(z) C M;, und
somit x € M;. Der Beweis ist also abgeschlossen.

Die folgende Charakterisierung von Morsemengen wird in Colonius, Kliemann [5, Definition
B.2.7.] als Definition der Morsezerlegung genommen. Dass dadurch keine anderen Objekte
wie in Definition 3.1 entstehen, zeigt der nichste Satz.

Satz 3.5 Sei ¢ Fluss auf X. Seien (M;)i=1,..n, M; C X fir alle i < n, nichtleer, kompakt,
tnvariant und paarweise disjunkt. Dann sind dquivalent:

(i) (M;) ist Morsezerlegung.

(it) (a) Fir allex € X gilt w(z),w*(z) C U, M;.

(b) Emistieren fiir Mj,, ..., Mj, Punkte z1,...,2 € X\ U}, M; mit w*(z;) C M, ,
und w(z;) C Mj,, 1 <i <1, so folgt jo > ji, insbesondere also auch M;, # M;,.
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Beweis: (i) = (ii): Sei « € X. Dann folgt mit Satz 3.3 entweder y(x) C M; fiir ein j <n
oder die Existenz von Indizes i < j mit w*(x) C M; und w(z) C M;. Sowohl im ersten
Fall, da M; abgeschlossen ist, als auch im zweiten Fall erhalten wir w(z), w*(z) C U}, M;.
Damit ist (a) gezeigt. Fiir (b) seien nun Mengen M, ..., M;, und z1,...,2; € X\ U, M;
gegeben mit w*(x;) C Mj,_, und w(z;) C Mj,, 1 <4 <[. Dannerhédlt man jo > j1 > ... > j
aus Satz 3.3 (44) und somit auch M, # Mj;,.

(13) = (4): Sei x € X. Mit Satz 3.4 geniigt es zu zeigen, dass mit y(z) ¢ M; fiir alle j <n
schon die Existenz von ¢ < j folgt mit w*(z) C M; und w(xz) C M;. Da die Mengen (M;)
invariant sind, kann man wegen y(x) ¢ Mj, j < n, auf x € X\ |J;"; M; schlieflen. Mit (a)
findet man ¢, j < n mit w*(z) C M; und w(z) C M;. Aus (b) folgt sofort i < j. D
Inwiefern eine Morsezerlegung Einblick in die Struktur eines Flusses gibt, ist Inhalt des
néchsten Korollars.

Korollar 3.6 Sei ¢ Fluss auf X. Auf einer Morsezerlegung (M;);—1
eine Halbordnung einfithren durch

n von X kann man

M; < My :<= FEs gibt M; :MjO""’Mjl = M und x1,...,x; € X mit
w*(xm) C Mj,, und w(zy,) C M;,, | firm=1,...,1.

Beweis: Fiir die Reflexivitat M; < M;, i < n, wihle man z; € M; und erhilt mit der
Abgeschlossenheit und Invarianz der Morsemengen w*(z1) C M; und w(x;) C M;. Die
Antisymmetrie folgt aus der Eigenschaft (b) in Satz 3.5. Die Transitivitét ist klar. i

Zwischen den Morsemengen stellt der Fluss also eine gerichtete Verbindung her, wobei
nicht alle Morsemengen verbunden sein miissen - moéglicherweise sogar keine.

Man kann zeigen, dass es nur abzéhlbar viele Attraktoren gibt. Dies stellt sicher, dass nur
abzahlbar viele Mengen in X als Morsemengen iiberhaupt in Frage kommen.

3.2 (g, T)-Ketten und Morsemengen

Das Endresultat dieses Abschnittes wird eine Charakterisierung der (feinsten) Morsezerle-
gung sein.

In diesem Abschnitt, der in Teilen Colonius, Kliemann [5] folgt, wird es darum gehen, (e, T')-
Ketten einzufithren und mit ihnen die Kettenrekurrenzmenge. Die Zusammenhangskom-
ponenten dieser Menge - falls es endlich viele sind - generieren die feinste Morsezerlegung
von X. Diese Aussage (siehe Satz 3.23) ist das Hauptergebnis des Abschnittes.

Dieser Abschnitt ldsst sich grob in drei Teile unterteilen: Zunichst wird es darum ge-
hen, Eigenschaften der Kettenrekurrenzmenge aufzuzeigen. Dann folgt eine Passage iiber
die Kettenlimesmenge, die fiir den letzten Teil, der das Hauptergebnis dieses Abschnittes
enthélt, niitzlich ist.

Definition 3.7 Sei ¢ ein Fluss auf X. Seien z,y € X und e,T > 0. Dann ist eine (&,T)-
Kette von x nach y gegeben durch ein n € N und Punkte

T =x9,%1,...,8n =Yy € X und Zeiten Ty,...,Th_1 > T,
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mit
d(¢Ti(xi)a-75i+1) <e furi=0,1,...,n—1. (3.6)

Es wird also nicht gefordert, dass es ein ¢ > 0 gibt mit ¢;(z) = y. Vielmehr diirfen zwischen-
durch Spriinge kleiner € gemacht werden, zwischen den Spriingen muss jedoch mindestens
die Zeit T verflossen sein. Sind jeweils zwei Punkte einer Menge (in beide Richtungen) in
dieser Weise fiir beliebige €, T > 0 zu verbinden, spricht man von einer kettentransitiven
Menge. Kettenrekurrenz ist eine Abschwichung davon: Hier muss nur jeder Punkt mit sich
selbst zu verbinden sein. Alle diese Punkte bilden die Kettenrekurrenzmenge.

Definition 3.8 FEine TeilmengeY C X heifle kettentransitiv, falls es fiir alle x,y € Y und
alle e, T > 0 eine (e,T)-Kette von x nach y gibt.

FEin Punkt x € X heifle kettenrekurrent, wenn es fir alle e, T > 0 eine (¢, T)-Kette von z
nach x gibt. Fine Menge, die aus kettenrekurrenten Punkten besteht, heifie kettenrekurrent.

Als Kettenrekurrenzmenge R wird die Menge aller kettenrekurrenten Punkte bezeichnet.
Lemma 3.9 Sei ¢ Fluss auf X. Dann ist R C X abgeschlossen und invariant.

Beweis: Sei x € OR. Gezeigt wird z € R, womit die Abgeschlossenheit folgt. Seien ,T > 0.
Dann gibt es ein £* > 0 und ein * € R mit B+ (2*) C Be(z) und B+ (¢r(z*)) C B:(d7(2)).
Wenn jeweils mit Zeiten 7' > 0 eine (e*, T')-Kette von z* nach z* gegeben ist durch Punkte
¥, 21, ..., Tpo1,2* € X, dann ist jeweils mit Zeiten T' > 0 eine (g, T')-Kette von = nach z
gegeben durch Punkte z,x1,...,x5p_1,2 € X. Also gilt z € R.

Zum Beweis der Invarianz sei ¢ > 0. Es ist ¢;(R) = R zu zeigen. Nachgewiesen wird R
C ¢1(R), die andere Inklusion beweist man analog. Sei y € R und €,7 > 0. Der Beweis
ist abgeschlossen, wenn die Existenz einer (g, T')-Kette von ¢_;(y) nach ¢_¢(y) gezeigt ist,
denn dann gilt ¢_+(R) C R.

Da ¢ als Fluss stetig ist, gibt es ein &’ > 0 mit ¢_4(B(y)) C Be(¢—+(y)). Es existiert eine

(&', T+t)-Kette y = yo, y1, -..,Yn =y € X von y nach y mit Zeiten Ty, ..., Tp,—1 > T +t.
Wegen ¢7,_, (Yn-1) € B (y) gilt é1,,_,—¢(yn—1) € Be(¢—¢(y)). Dann ist

¢—t(y)a Y, Y2, -+ -5 Yn—-1, ¢—t(y) €X

eine (¢,T)-Kette von ¢_;(y) nach ¢_;(y) mit Zeiten To + ¢, Ty, To, ..., Tp—1 —t > T.
[

Lemma 3.10 Sei ¢ ein Fluss auf X. Seiy € R, x € X und 7 > 0. Wenn es fir jedes
e > 0 eine (e,7)-Kette von x nach y gibt, dann gibt es fir jedes €, T > 0 eine (¢, T)-Kette
von x nach y.

Beweis: Die Aussage ist bewiesen, wenn man gezeigt hat, dass es fiir jedes € > 0 eine
(e,27)-Kette von x nach y gibt. Man ersetze dann in den Voraussetzungen 7 durch 27 etc.
und erreicht schliefllich jedes beliebige 7 > 0, das mit gegebenem 7' > 0 die Ungleichung
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T < 7 erfiillt. Dann sind wir fertig, denn die Zeiten der (e, 7)-Kette sind dann auch groier
als T'.

Wegen der Kompaktheit von X ist ¢ gleichméBig stetig auf [0,37] x X. Also gibt es ein
d € (0,5), so dass fiir alle a,b € X und ¢ € [0, 37] gilt:

€
d(a,b) <6 = d(¢i(a), pi(b)) < X (3.7)
Nach Voraussetzung findet man eine (4, 7)-Kette z9 = =, z1,...,2;, = y mit Zeiten
TOy«- -y Tm—1 > 7. Sei 0.B.d.A. 7; € [1,27], i € {0,...,m — 1} — was eine schwiichere

Aussage ist —und m > 2. Das letztere konnen wir annehmen, da man diese Kette mit einer
Kette von y nach y verbinden kann, denn y liegt in R. Also existieren ¢ € N und r € {2, 3}
mit m = 2¢ + r. Somit erhalten wir eine (g, 27)-Kette von x nach y:

Yo =T, Y1 = T2, Y2 = T4, ---,Yqg = L2q5 Yg+1 = Tm =Y

mit Zeiten

1 3 m
T(): E Tiy T1: E Ti,...,Tq: E Ti.
1=0 1=2

1=2q

Bei dem letzten Schritt, von xp, nach xqi,, kann wegen 6 < § die Implikation (3.7)
zweimal angewendet werden. i

Der nichste Satz zeigt, dass bei einer maximalen kettentransitiven Teilmenge Y von R
fiir die Punkte, die fiir die (¢, T")-Ketten zwischen den Punkten gebraucht werden, keine
Punkte auflerhalb Y gebraucht werden. Die analoge Aussage bzgl. Kettenrekurrenz gilt
auch fiir R.

Satz 3.11 Sei ¢ ein Fluss auf X. Sei Y maximale kettentransitive Teilmenge von R. Dann
ist Y auch fir ¢ry kettentransitiv. Auflerdem ist R kettenrekurrent fiir die Einschrinkung
von ¢ auf R.

/

Beweis: Seien y,4’ € Y. Fiir jedes p € N gibt es eine (%, 1)-Kette g =y, 21,...,%pn, = ¥
in X von y nach y’ mit Zeiten T}, .. .,Tsp_l € [1,2]. Setze K, := ;2o {¢([0, TF], z;)}. Aus
Satz 2.6 folgt die Existenz einer Teilfolge von (K)), die in der Hausdorffmetrik gegen ein
kompaktes nichtleeres K C X konvergiert mit y,13’ € K. Seien x,2 € K und ¢ € N. Wenn
man zeigt, dass es in K eine (%, 1)-Kette von x nach z mit Zeiten Tp,...,T,,—1 € [1,2]
gibt, folgt mit Lemma 3.10 K C Y und obige Behauptung.

Sei nun ¢ € (0, 31—q) hinreichend klein, so dass fiir den auf [0,2] x X gleichméfBig stetigen
Fluss ¢ fiir alle a,b € X, t € [0, 2] gilt

1
d(a,b) <& = d(d(a), ¢(b)) < 3¢
Wiéhle p € N mit % < 6 und
H(K,, K) <. (3.8)

Dann findet man eine (%, 1)-Kette © = xo,...,2p, = 2z € X von x nach z mit Zeiten

17, .. .,Trfp_l € [1,2]. Setze ng :=np und T; :=17, i =0,...,n, — 1. Wegen (3.8) gibt es
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fir allei = 1,...,ny — 1 ein Z; € K mit d(Z;, z;) < . Dann ist x, &1, o, ..., Tp,-1,2 € K
eine (%, 1)-Kette in K von x nach z mit Zeiten Ty, ..., T,,—1, wenn man % +i< % fiir 21,
1 1 1opn .~ _ 1,1 1 ¢

@+;+5<Efurxz, t=2,...,ng — 1, und 3t <y fiir z beachtet.

Fiir die zweite Aussage sei (Y;);er die Familie aller maximalen kettentransitiven Teilmengen
von R. Dann gilt |J,c;Y; = R, denn fiir alle z € R ist {z} kettentransitiv und es gibt ein
top € I mit x € Yj,. Da aus Kettentransitivitit Kettenrekurrenz folgt, ergibt sich fiir alle
i € I, dass Y; auch fiir ¢y, kettenrekurrent ist. Also ist R = Uz‘e ;1 Y; kettenrekurrent fiir

IR d

Satz 3.12 Sei ¢ ein Fluss auf X. Sei Y C X abgeschlossen, kettenrekurrent und zusam-
menhdngend. Dann istY kettentransitiv. Ist X kettentransitiv, so ist X zusammenhdngend.

Beweis: Seien z,y € Y und ¢,7 > 0. Wegen der Kompaktheit von Y gibt es fiir eine
Uberdeckung von Y mit Kugeln vom Radius 7 endlich viele Punkte y1,...,y,—1 € Y, so
dasses firralle z € Y eini € {1,...,n—1} gibt mit d(z,y;) < §. Definiere yo := z und y,, =
y. Da Y zusammenhéingend ist, gilt d(y;, y;) < 3¢ fiir i, j < n—1 mit Be (yi) N Bs (y;) # 0.
Wegen der Kettenrekurrenz gibt es eine (£, 7')-Kette von y; nach y; fiir allei = 0,...,n—1.
Die gesuchte (¢, T')-Kette von = nach y ergibt sich aus geeigneter Zusammensetzung dieser

Ketten. Also liegt Kettentransitivitit vor.

Sei nun X kettentransitiv. Angenommen, X sei nicht zusammenhingend. Dann kann X
als Vereinigung zweier offener, disjunkter Mengen V' und W geschrieben werden, die auch
kompakt sein miissen mit

g0 = inf{d(v,w):v e V,we W} > 0.

Also kann es fiir e < £ keine (g, T')-Kette von v € V nach w € W geben - ein Widerspruch
zur Kettentransitivitét. [

Anschaulich gesprochen, springt man beim Beweis der ersten Aussage nach einer (5, 7)-
Kette zu einem anderen Punkt, von diesem nach einer weiteren (%,7")-Kette zu einem
weiteren Punkt. Setzt man dies fort, garantiert die Kompaktheit der Menge Y, dass sich

so alle Punkte verbinden lassen.

Der nichste Satz liefert eine Charakterisierung der Zusammenhangskomponenten von R.
Diese werden auch Kettenrekurrenzkomponenten genannt.

Satz 3.13 Sei ¢ ein Fluss auf X. Die Zusammenhangskomponenten von R sind gerade die
maximalen kettentransitiven Teilmengen von R. Auferdem ist eine Zusammenhangskom-
ponente kettentransitiv fiir die Finschrinkung von ¢ auf diese Zusammenhangskomponente.

Beweis: Sei Y eine maximale kettentransitive Teilmenge von R. Wegen Satz 3.11 und
der zweiten Aussage von Satz 3.12 liegt Y in einer Zusammenhangskomponente von R.
Andererseits entnimmt man Satz 3.12, dass jede Zusammenhangskomponente von R, die
natiirlich kettenrekurrent, zusammenhéingend und mit Lemma 3.9 abgeschlossen ist, auch
kettentransitiv ist. Die zweite Aussage ist dann klar. i

Die Definition der Kettenlimesmenge, zusammen mit den nachfolgenden Aussagen, bereiten
das Endresultat dieses Abschnittes hinsichtlich der Charakterisierung von Morsemengen als
Kettenrekurrenzkomponenten vor.
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Definition 3.14 Sei Y C X. Setze fiire,T >0
QY,e,T):={z€ X: es gibt einy €Y und eine (¢,T) — Kette von y nach z}

und
QY) = () QY6 7).
e, >0

Q(Y) wird Kettenlimesmenge von 'Y genannt.

Schreibt man Q(z) fir Q({z}), z € X, so gilt R = {z € X : z € Q(z)}, denn Q(z) ist
die Menge aller Punkte von X, die fiir beliebige £, 7 > 0 mit einer (g, T')-Kette von z aus
erreichbar sind.

Lemma 3.15 Sei ¢ ein Fluss auf X undY C X. Dann gilt w(Y) C Q(Y).

Beweis: Sei z € w(Y) und ¢,7 > 0. Dann gibt es Folgen (y,) C Y und (¢,) — oo mit
limy, 00 @4, (Yn) = . Wahle m € N hinreichend gro$, so dass t,,, > T und ¢, (ym) € B:(x)
gilt. Dann ist y,,, z eine (g, T')-Kette von y,,, € Y nach z € Q(Y). D

Lemma 3.16 Sei Y C X und e, T > 0. Dann ist w(QUY,e,T)) ein Attraktor mit Attrak-
torumgebung (Y, e, T).

Beweis: w(Q(Y,¢,T')) ist kompakt und invariant, und Q(Y,e,T') ist wegen (3.6) offen. Es
bleibt nur noch
w(Q(Y,e,T)) C QY,e,T)

zu zeigen. Sei also z € w(Q(Y,e,T)). Dann gibt es Folgen (¢,,) — oo und (z,) C Q(Y,e,T)
mit limy, 00 @1, () = 2. Wahle ng € N, § > 0 und p € Q(Y,e,T) mit

d(p; Tny) <6, tng > T, d(dt,,(Tny),2) <  und

2
(Dt (2n0); Bty (Tng)) < fiir alle z,, mit d(zp,, Tn,) < 0.

| ™

Aufgrund der Wahl von p gibt es eine (e, T')-Kette von einem y € Y nach p und man erhilt

d(P1, (D), 2) < d(Dt, (D), Pty (Tng)) + At (o), 2) <

—~

Y,e,T). [l

Wir haben in Lemma 3.15 die Inklusion w(Y) C Q(Y) aufgezeigt. Jetzt wird bewiesen,
dass der Durchschnitt iiber alle Attraktoren, die w(Y") enthalten, gerade Q(Y") ist.

Also gibt es auch eine (g, T)-Kette von y nach z, und es folgt z €

Satz 3.17 Sei ¢ ein Fluss auf X. Sei Y C X und sei (A;)ier die Familie der Attraktoren
in X mit w(Y) C A, i € I. Dann gilt

QY) =) A

el
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Beweis: Zum Nachweis von
(A c ) (3.9)
el
bezeichne
A = w(QY,e,T)) C QY,e,T), &T >0,

den Attraktor gem& Lemma 3.16. Mit der Invarianz von Q(Y") erhalten wir
w)CcQUY) C A C QY,e,T)

und mit
Q)= (] Qe 1)
e, T>0
folgt
() A-r =),
e, T>0
was (3.9) impliziert.

Dass andererseits der Schnitt in (3.9) nicht echt in (), ;. Ae,r enthalten ist, d.h. die
Inklusion Q(Y') C ;s Ai nicht verletzt ist, zeigt man so: Sei A; C X, i € I, ein beliebiger
Attraktor mit w(Y') C A;. Sei V' C X eine abgeschlossene Umgebung von A; mit VNAY = ()
und sei T > 0 hinreichend grof mit

or(V) C‘c/)' und ¢7(Y) C ¢, (V) fiir alle T > Tp.

Fiir die zweite Inklusion beachte man, dass es wegen w(Y) C A; solch ein Ty gibt. Wihle
€0 > 0 mit
g0 < inf{d(a,b):a &€V, b € ¢1,(V)}.

Dann enden alle in Y beginnenden (&g, 7p)-Ketten in V. Hiermit folgt mit

o) = ) oY,e7)

e<eq
T>To

fiir ein z € Y die Inklusion Q(z) C V. Da V beliebig klein gewihlt werden konnte, gilt
Q(x) C A;, und der Beweis ist wegen Q(Y') = [J,cy () abgeschlossen. D

Der verbleibende Teil des Abschnittes hat wieder die Kettenrekurrenzmenge zum Inhalt.
Zunéchst wird bewiesen, dass R der Durchschnitt {iber alle Attraktor-Repeller-Paare (ei-
gentlich Attraktor-Repeller-Paar-Vereinigungen) ist.

Satz 3.18 Sei ¢ ein Fluss auf X und (A;)ier die Familie aller Attraktoren in X. Dann
gilt

R=[)A4 UA;. (3.10)
el



KAPITEL 3. MORSETHEORIE 29

Beweis: Sei # € R und ¢ € I. Dann gilt entweder w(z) C A; oder w(z) C Af. Im zweiten
Fall sind wir fertig, denn dann gilt € A}. Sei also w(z) C A;. Dann folgt € A;, denn
wegen Satz 3.17 und x € Q(z) ist z in jedem Attraktor enthalten, der w(x) enthélt.

Ist andererseits x € (,c; A; U AF, so liegt x im Durchschnitt iiber alle Attraktoren, die
w(z) enthalten. Also gilt mit Satz 3.17 x € Q(z) und damit = € R. D

Das néchste Lemma besagt unter anderem, dass der Durchschnitt aller Attraktor-Repeller-
Paare, die zu einer Attraktorsequenz wie in Definition 3.1 gehoren, die Vereinigung der
zugehorigen Morsemengen ist — die mit Satz 3.18 eine Obermenge von R ist.

Lemma 3.19 Sei ¢ Fluss auf X und seien Ag C ... C A, echt ineinander enthaltene
Attraktoren in X. Dann gilt

U 4in4;, = 4;n (1 Aiu4r NA,, (3.11)
1e{1,...,n} i€{1,...,n—1}
insbesondere also auch
U 4in4;, = [ 4u4;, (3.12)
1e{1,...,n} 1€{0,...,n}
falls Ag = 0 und A, = X gilt.

Beweis: Die Aussage beweist man induktiv. Fiir n = 1 ist die Aussage in (3.11) trivial. Von
n auf n 4+ 1 schlieft man mit einem Gesetz von de Morgan folgendermafien:

U 4Ana, = 4n [l AiUA NA)U(AnNAL)
ie{l,...,n+1} i€{1,...,n—1}
= AN (45N (1 Aiu4; nA)UA4y
i€{1,...,n—1}
= AN (A5N (1 Aiu4 n(4,U4)
i€{1,...,n—1}
= AN ([l AiUA; NAun
1e{1,...,n}
Die Aussage in (3.12) folgt mit Ay = A% = 0. |:[

Jetzt stellt sich die Frage, ob es Attraktorsequenzen gibt, die nicht nur eine Obermenge
von R erzeugen, sondern gerade R. Die Frage ist positiv zu beantworten, wenn es eine
feinste Morsezerlegung gibt.

Definition 3.20 Sei ¢ Fluss auf X. Eine Morsezerlegung (M;)i=1,...n von X heifSe feinste
Morsezerlegung, falls jede Morsezerlegung, die feiner als (M;) ist, bis auf Umnummerierung
der Morsemengen die gleiche Morsezerlegung ist.

Lemma 3.21 Sei ¢ Fluss auf X und (M;)i=1,. n eine Morsezerlegung von X. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
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(i) (M;) ist feinste Morsezerlegung.

1) Auf den Rdumen My, ..., M, mit Flissen ¢\, --.-,P gibt es jeweils nur die
| 1 | n
triviale Morsezerlegung, ndmlich jeweils der ganze Raum.

Beweis: (ii) = (i): Angenommen, (M;) ist keine feinste Morsezerlegung. Dann gibt es eine
feinere, die nicht, auch nicht bis auf Umnummerierung der Morsemengen, die gleiche ist.
Dann gibt es ein ig < n und ein x € M;,, so dass = nicht in der feineren Morsezerlegung
liegt. Mit Satz 3.3 (i¢) und der Invarianz der Morsemengen folgt, dass es nicht nur die
triviale Morsezerlegung von M;;, mit Fluss ¢ M, gibt.

(i) = (ii): Angenommen, es gibt ein ig < n, so dass es auf M;, mit Fluss ¢|5;, nicht nur
die triviale Morsezerlegung gibt. Dann gibt es eine feinere Morsezerlegung, die nicht, auch
nicht bis auf Umnummerierung, die gleiche ist. Hierbei beachte man, dass, wenn man in
der Halbordnung der (M;) M;, durch die Morsezerlegung auf M;, ersetzt, wieder eine
Halbordnung entsteht, denn Zykel sind nicht méglich. (Siehe Satz 3.5(ii)(b).) [

Mit anderen Worten: Feinste Morsezerlegungen sind genau die Morsezerlegungen, deren
Morsemengen sich nicht in kleinere Morsemengen unterteilen lassen. Dass sogar, bis auf
Umnummerierung der Morsemengen, von der feinsten Morsezerlegung gesprochen werden
kann, besagt das folgende Korollar.

Korollar 3.22 FEine feinste Morsezerlegung ist bis auf Umnummerierung der Morsemen-
gen eindeutig und thre Morsemengen sind jewetls zusammenhdngend.

Beweis: Angenommen, es gibt zwei feinste Morsezerlegungen, die nicht, auch nicht bis auf
Umnummerierung, die gleichen sind. Dann lasst sich wie im Beweis der Notwendigkeit in
Lemma 3.21 zeigen, dass eine Morsezerlegung nicht eine feinste war.

Fiir die zweite Aussage sei angenommen, dass es eine Morsemenge M; gibt, die nicht zusam-
menhéngend ist, sich also in zwei nichtleere disjunkte Vereinigungen von Zusammenhangs-
komponenten zerlegen lédsst. Diese zwei Vereinigungen von Zusammenhangskomponenten
sind mit Satz 3.5 eine (nichttriviale) Morsezerlegung von M; mit dem Fluss ¢y, Dies
widerspricht Lemma 3.21.

Ahnlich wie in diesem Beweis iiberlegt man sich, dass die Vereinigung der Morsemengen
der feinsten Morsezerlegung in der Vereinigung der Morsemengen einer beliebigen Morse-
zerlegung enthalten ist.

Die in der Einleitung zu diesem Kapitel angekiindigte Interpretation der Morsemengen ist
Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.23 Sei ¢ ein Fluss auf X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine feinste Morsezerleqgung (M;)i=1, . n-

(ii) Die Kettenrekurrenzmenge besteht aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten.

In diesem Fall sind die Morsemengen gerade die Zusammenhangskomponenten von R und
jede Morsemenge ist kettentransitiv und kettenrekurrent fiir die Finschrinkung von ¢ auf
diese Morsemenge.
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Beweis: Sei (4;);cs die Familie aller Attraktoren in X.

(1) = (i1): Sei ) = Apg C ... C A, = X die Attraktorsequenz, die (M;) erzeugt. Da (M)
feinste Morsezerlegung ist, die Morsemengen sich also nicht weiter in kleinere Morsemengen
unterteilen lassen, gilt wegen Lemma 3.19 fiir eine beliebige Sequenz () = Ay C ... C A, =
X von echt ineinander enthaltenen Attraktoren:

U M; = U A; N A:—l C U /L N /1:_1 = m /Nlj U /Nl;
1€{1,...,n} i€{1,...,n} i€{1,....,k} 7j€{0,....k}

Da jeder Attraktor in solch einer Sequenz liegt, gilt mit Satz 3.18 und Lemma 3.19

U M=4Aiuv4; =R, (3.13)
ie{l,...,n} i€l

denn I enthélt auch die Indizes fiir die Attraktorsequenz, die (M;) erzeugt. Da eine fein-
ste Morsezerlegung vorliegt, sind nach Korollar 3.22 die einzelnen Morsemengen zusam-
menhéngend. Also besteht R aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten.

(ii) = (i): Sei k € N die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von R. Angenommen,
es existiere keine feinste Morsezerlegung. Dann gibt es ein | > k£ und eine Morsezerlegung
(M;)i=1,.1- Wenn ) = Ag C ... C A; = X die Attraktorsequenz ist, die (M;) erzeugt, gilt
wegen (3.10) und (3.12)

Rc (] Av4r= ) M.

Da die Morsemengen disjunkt sind, gibt es ein ig € {1,...,1} mit
M;, "R = 0. (3.14)

Sei (jm)men eine Abzdhlung von I und definiere fir m € N
Rmi= (] AUA.
JE{leva}

Da M;, nichtleer, invariant und abgeschlossen ist, erhalten wir mit Satz 2.25
Mio NR1= Mio N (Ajl U A;l) % 0.

Diese Menge ist auBerdem invariant und abgeschlossen. Mit der gleichen Uberlegung wie
oben (ersetze M;, durch M;, "R u.s.w.) folgt sukzessive fiir jedes m € N, dass M;, "R,
nichtleer, invariant und abgeschlossen ist. Wegen R,,, C Rz fiir m > m ergibt sich

0# () Miy "Ry = M;, N R,
meN

ein Widerspruch zu (3.14). Damit ist die Aquivalenz bewiesen.

Mit (3.13) und Korollar 3.22 folgt, dass die Morsemengen die Zusammenhangskomponenten
von R sind. Mit Satz 3.13 ergibt sich die Aussage, dass jede Morsemenge kettentransitiv
(und damit auch kettenrekurrent) fiir die Einschrinkung von ¢ auf diese Morsemenge ist.

[



Kapitel 4

Kontrolltheorie

Wir haben bereits in Kapitel 3 eine Charakterisierung der Morsemengen einer feinsten
Morsezerlegung hergeleitet. Diese Charakterisierung soll in diesem Kapitel dazu genutzt
werden, eine weitere Interpretation dieser Mengen aufzuzeigen. Nach der Definition einer
Metrik und eines Flusses auf einem Raum von Kontrollfunktionen soll, nach einem Ein-
schub iiber die Kontrollmenge und deren Lift, der Frage nachgegangen werden, wie sich
Morsemengen einer feinsten Morsezerlegung iiber Kettenkontrollmengen charakterisieren
lassen. Mit den Kettenkontrollmengen greifen wir das Konzept der (g, T')-Kette aus Kapitel
3 auf. Des weiteren sei an den Schiefproduktfluss aus Kapitel 2 erinnert, denn die Morse-
mengen aus Abschnitt 4.4 beziehen sich auf eben diesen (hier echten) Fluss. Dabei nimmt
der Raum der Kontrollfunktionen den Platz des topologischen Raumes P aus Kapitel 2
ein. Der Inhalt dieses Kapitels ist Colonius, Kliemann [4] entnommen, worauf auch fiir die
jeweiligen Beweise, die in diesem Kapitel nicht aufgefiihrt sind, verwiesen werden soll.

4.1 Der Rechtsshift als chaotisches dynamisches System

Auf dem Zustandsraum M (siehe Abschnitt 4.2) wird in diesem Kapitel kein Fluss definiert
sein, sondern ein Kozykel. Hierfiir benétigen wir einen topologischen Raum, der in diesem
Abschnitt definiert wird. Genauer gesagt, handelt es sich sogar um einen metrischen Raum.
Des weiteren benttigen wir einen Fluss auf diesem Raum. Er wird durch einen Shift auf
dem metrischen Raum (von Funktionen) definiert. Dieser Shift ist ein Beispiel fiir einen im
Sinne von Devaney chaotischen Fluss.

Im Folgenden sei U eine kompakte und konvexe Teilmenge des R™, m > 1, die mindestens
zwel Punkte enthélt. Definiere

U:={u:R— U : uist lokal integrierbar}.

Lokal integrierbar bedeutet Lebesgue-integrierbar auf beschrinkten Intervallen. Man kann
U mit einer Metrik versehen und weiter einen, wie sich herausstellen wird, im Sinne von
Devaney chaotischen Fluss auf I/ definieren.

Fiir das nichste Lemma sei bemerkt, dass L!(R, R™) separabel ist, sich also eine abziihlbare
dichte Teilmenge findet.

32
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Lemma 4.1 Sei (x,) C L'(R,R™) abzihlbar und dicht und bezeichne (-,-) ein inneres
Produkt auf R™. Dann wird U mit

L fp(u(®) — v(®), za(t))dt|

dy(u,v) = 201+ | fo (u(t) —o(t), za(t))dt]’

n=1

u,v €U,

zu etnem kompakten, vollstindigen und separablen metrischen Raum.

Obige Metrik wird schwach*-Metrik genannt.

Auf U kann man einen Rechtsshift definieren durch

0:RxU — U
Oc(u(-)) = wu(-+1), teR.

Satz 4.2 Der Rechtsshift definiert einen Fluss auf U mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die periodischen Punkte liegen dicht in U.

(i) Das dynamische System 0 auf U ist topologisch mischend und topologisch transitiv.

Mit Satz 2.14 besagt Satz 4.2 also, dass das dynamische System 6 auf I/ chaotisch im Sinne
von Devaney ist, wobei zu beachten ist, dass & nicht nur aus einem periodischen Orbit
besteht, denn U enthélt mindestens zwei Punkte.

4.2 Kontrollsysteme und Kontrollmengen

In diesem Abschnitt soll etwas zum Zustandsraum M und zum Kozykel, der im weiteren
benstigt wird, gesagt werden. Auflerdem wird der Schiefproduktfluss auf i x M eingefiihrt,
den wir fiir die Charakterisierung der Morsemengen im Abschnitt 4.4 brauchen, denn die
Morsemengen werden diesmal Teilmengen von U x M und nicht von M sein.

Eine bestimmte Klasse nichtlinearer Kontrollsysteme soll im Folgenden zugrunde liegen.
Fiir d < oo seien M eine d-dimensionale Riemann’sche Mannigfaltigkeit der Klasse C* und
for- oy fn €CO(M,RY), u = (uy,...,un) €U beliehig. Betrachte nun das System

m

() = fo(z() + Y uit) filx(1))- (4.1)

i=1
Hierbei soll vorausgesetzt werden, dass fiir alle uw € U,z € M die Gleichung (4.1) eindeutig
losbar ist mit (stetiger) Losungsabbildung ¢ (¢, u, z), t € R und ¢(0, u, z) = z. Es liegt ein
nichtautonomes dynamisches System, also ein Kozykel, vor.
Des weiteren soll vorausgesetzt werden, dass die durch die Lie-Algebra £ = LA{fy +
Yict mUifis (w1, ..., um) € U} erzeugte Distribution Az integrierbar ist, d.h.

dimAp(x) =d fur allex € M (4.2)

gilt. Diese Bedingung garantiert, dass die in der nichsten Definition eingefithrte Menge
O (z) fiir alle * € M nichtleeres Inneres hat.
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Definition 4.3 Fir das Kontrollsystem (4.1) wird der positive bzw. negative Orbit von
x € M zur Zeit t > 0 definiert durch

Of (z):={y € M : es gibt einu €U mity = ¢(t,u,x)}
bzw.
O; (z):={ye M: es gibt einu €U mit x = ¢(t,u,y)}.
Die positive und negative Erreichbarkeitsmenge von x € M wird folgendermaflen definiert:

O™ (z):= ] Of (x)

t>0

bzw.

0 (z):=J O ().

t>0

Jetzt folgt die Definition der Kontrollmenge. Diese Menge ist eine maximale Menge mit
der Eigenschaft, dass man von jedem Punkt approximativ zu jedem anderen Punkt der
Kontrollmenge gelangt und dass es eine Kontrollfunktion gibt, so dass man fiir alle Zeiten
in der Kontrollmenge bleibt.

Definition 4.4 Fir das Kontrollsystem (4.1) heifle eine Menge D C M Kontrollmenge,
wenn gilt

(i) D C Ot (z) fir allex € D,
(i) fir alle x € D gibt es ein u € U mit ¢(t,u,x) € D fir allet € R,
(iii) D ist mazimal (bzgl. Inklusion) mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Definition 4.5 Das System (4.1) heifle vollstindig kontrollierbar, falls fir alle x € M
Ot (z) =M gilt.

Auch bei den Kontrollsystemen lésst sich ein (Kontrollfluss genannter) Schiefproduktfluss
auf dem Produktraum, hier & x M, einfithren.

T:RxUXM—-UxM, n(t,u,z):= (Qu, ¢(t,u,x)) (4.3)

0 ist der in Abschnitt 4.1 definierte Rechtsshift. Natiirlich interessiert jetzt, ob mit 7 ein
dynamisches System auf & x M vorliegt. Die einzige hierfiir noch zu zeigende Eigenschaft
ist die Stetigkeit von 7:

Lemma 4.6 Die Abbildung m gemdf$ (4.3) ist stetig auf U x M.
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4.3 Der Lift einer Kontrollmenge

In diesem Abschnitt wird der Lift einer Kontrollmenge eingefiihrt und Eigenschaften dieser
Teilmenge von U x M bewiesen. Es wird sich herausstellen, dass der Fluss 7 auf dieser
Teilmenge chaotisch im Sinne von Devaney ist. Aulerdem wird eine Charakterisierung des
Liftes aufgezeigt.

Definition 4.7 Sei D C M eine Kontrollmenge des Systems (4.1) mit D# (). Dann heife

D:={(u,z) €U x M : ¢(t,u,x) €D fiir alle t € R} (4.4)
der Lift von D, wobei sich der Abschluss auf die Produkttopologie der schwach®-Topologie
auf U und der gegebenen Topologie auf M bezieht.

Der néchste Satz besagt, dass eine Kontrollmenge iiber den Lift eine Menge generiert, auf
der der Fluss m chaotisch im Sinne von Devaney ist. Wie man leicht sieht, ist der Lift
invariant unter .

Satz 4.8 Sei D eine Kontrollmenge des Systems (4.1) mit D# 0 und sei D C U x M
gemafs (4.4) definiert. Dann gilt:

(i) Die periodischen Punkte von 7 liegen dicht in D.
(i1) m|p ist topologisch mischend und topologisch transitiv.
(iii) Auf D liegt sensitive Abhdngigkeit von den Startwerten vor.

Der Lift einer Kontrollmenge wird in Satz 4.11 als maximal topologisch mischende Menge
charakterisiert werden. Auflerdem wird in diesem Satz der Begriff der Projektion verwendet.

Definition 4.9 Sei S ein topologischer Raum, w ein dynamisches System auf S und W C
S eine abgeschlossene, m-invariante Menge, so dass my topologisch mischend ist. Dann
heiffe W maximal topologisch mischend, falls fiir jede abgeschlossene, m-invariante Menge
W' > W, so dass my topologisch mischend ist, schon W' =W gilt.

Definition 4.10 Fir eine MengeY C UxM bezeichne PyfY :={x € M : es gibt ein u €
U mit (u,x) € Y} die Projektion von'Y auf M.

Satz 4.11 Es liege das System (4.1) vor und (4.2) sei gegeben. Fir D C U x M mit

77M\’D7é (0 sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) D ist mazimal topologisch mischend.

(ii) D ist Lift einer Kontrollmenge D C M.
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Falls einer dieser Fille eintritt, ist D eindeutig und es gilt

o

109:77M\D und D = PyD. (4.5)

Beweis: Zunéchst sollen die Aussagen in (4.5) bewiesen werden. Wegen Satz 4.8 ist die wie
in (4.4) definierte Menge D topologisch mischend. Zum Beweis der ersten Aussage beachte

_ [¢]
man, dass D = D gilt und dass es - siehe Colonius, Kliemann [4, Beweis von Proposition

3.5(1)] - fiir jedes z €D ein u € U gibt, so dass ¢(-, u, z) periodisch ist mit Bildern in D.
Die zweite Aussage folgt aus (4.4).

Nun zum Beweis der Aquivalenz. Es soll mit (i) = (i) begonnen werden.

D ist topologisch mischend, weswegen nur noch die Maximalitit gezeigt werden muss. Falls
D' O D topologisch mischend ist, gibt es ein (u,z) € D' mit w(u,z) = D’ (siehe Mané [9,
Proposition 1.11.4], zitiert nach Colonius, Kliemann [4, Beweis von Theorem 3.9]). Also
existiert ein tg € R mit ¢(¢t,u,z) €D fir alle t > tg. Aus y := ¢(to,u,x) €D folgt die
Existenz eines v € U mit ¢(t,v,y) €D fiir alle ¢ < 0. Definiere

o u(t) @ t>to
u()(t) = { (

Ut—t()) ot <t

Dann gilt (ug,y) € D, ¢(t,uo,y) €D fiir alle t € R und w(ug,y) = w(u,xz) = D'. Da D
abgeschlossen ist, gilt D' = w(ug,y) C D. Somit ist D maximal.

o

(i) = (i1): Sei D maximal topologisch mischende Menge mit 73/]\457& (. Jetzt soll gezeigt

werden, dass fiir $1,$2 E’PM’D ein u € Y und ein ¢ > 0 existieren mit ¢(t,u,z1) = zo.

o O
—

Sei hlerzu Y1 eOf(x\l) N ’PM’D und yo €0~ (x2) N ’PM’D. Sei V1 Umgebung von y; mit

Vi cO+ (xl) und V5 Umgebung von yo mit Vo CO~ ( 2). Da D topologisch transitiv ist,
gibt es ein (u,z) € U x M mit w(u,z) = D. Also sind die Punkte aus V5 durch Punkte
von Vj erreichbar, womit die obige Aussage folgt. Daraus ergibt sich die Existenz einer

Kontrollmenge D mit 77M\’DCD. Sei D der Lift Von D. Dieser ist maximal topologisch

/\

mischend. Wegen w(u, z) = D und ’PM’DCD PrD findet man wie oben ein (ug,y) € D
mit w(ug,y) = D. Aus der Invarianz von D folgt D C D. Wenn man jetzt noch die
Maximalitit von D ausnutzt, folgt schlieBlich D = D, was den Beweis abschlieft. a

Kontrollmengen D C M mit D+ () entsprechen also iiber (4.4) eindeutig maximal topolo-

gisch transitiven Mengen D mit 77M\’D;£ 0.

Korollar 4.12 FEs liege das System (4.1) vor und (4.2) sei gegeben. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Das Kontrollsystem (4.1) ist vollstindig kontrollierbar.
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(ii) Das durch (4.3) definierte dynamische System (U x M, ) ist topologisch mischend.

(iii) Das dynamische System (U x M, ) ist topologisch transitiv.

4.4 Die Kettenkontrollmenge

Wie lassen sich also Morsemengen einer feinsten Morsezerlegung iiber Kettenkontrollmen-
gen charakterisieren? Eine Antwort wird in diesem Abschnitt gegeben.

Die jetzt einzufiihrende Kettenkontrollmenge ist gewissermaflen eine Kontrollmenge, bei
der die approximierte Erreichbarkeit in Definition 4.4 (Punkt (7)) ersetzt ist durch eine
Kettentransitivititsbedingung unter Zuhilfenahme von Kontrollfunktionen.

In diesem Abschnitt sei d eine Metrik auf der in Abschnitt 4.2 eingefithrten Menge M.

Definition 4.13 Fir das System (4.1) heiffe eine Menge E C M Kettenkontrollmenge,
falls gilt:

(i) Fir alle z,y € E und alle e,T > 0 gibt es ein k € N und Punkte v = xq, ...,z =
y € M und Zeiten ty,...,tx—1 > T und Kontrollfunktionen ug, ..., ur—1 € U mit

d(o(tj, uj, xj), i) <e  firallej=0,....,k—1.

(ii) Fir alle x € E gibt es ein u € U, so dass ¢(t,u,x) € E fiir allet € R gilt.

(iii) E ist mazimal mit den Figenschaften (i) und (i7).

Lemma 4.14 Kettenkontrollmengen sind abgeschlossen, zusammenhdngend und paarwei-
se disjunkt.

Beweis: Abgeschlossenheit und Zusammenhang folgen aus der Definition. Die Disjunkt-
heit zeigt man so: Sei x € E1 N Esy, y1 € Ey und yo € FE,. Fiir alle ¢,7 > 0 gibt es
dann ki, ks € N, zo, ..., 2%, 20,52k € M, ug,...,Uk—1,0,...,Vk—1 € U und Zeiten
10y s thy—1,50; - - -5 Sky—1 > 1 mit To = Y1, Tk = T = 20, 2k, = Y2 und

d(¢(tj,uj,xj),xj+1) < € furj =0,...,k1 —1,
d(qﬁ(sj,vj,zj),sz) < g firj=0,...,k—1.

Wegen der Maximalitdtseigenschaft von Kettenkontrollmengen folgt £ = FEs. D

Im letzten Teil dieses Abschnittes werden wir wieder auf die Morsemengen — die hier
Teilmengen von U x M sein werden — zuriickkommen. Dazu brauchen wir den Lift einer
Kettenkontrollmenge.

Definition 4.15 Sei E C M eine Kettenkontrollmenge des Systems (4.1). Analog zur
Definition 4.7 setzt man den Lift von E:

E={(u,x) eU X M : ¢(t,u,x) € E fiir allet € R}
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Der néchste Satz besagt, dass der Lift einer Kontrollmenge eine maximale invariante Teil-
menge von U X M generiert und die Projektion einer solchen Teilmenge von & x M eine
Kettenkontrollmenge liefert.

Satz 4.16 (i) Sei E C M eine Kettenkontrollmenge des Systems (4.1). Dann ist & ma-
ximale invariante kettentransitive Teilmenge von U x M fir das dynamische System
moaufU x M.

(ii) Sei & C U x M eine maximale invariante kettentransitive Menge fiir das dynamische
System 7 auf U x M. Dann ist Pp(E) eine Kettenkontrollmenge.

Wie man sich iiberlegt, gilt beim ersten Punkt von Satz 4.16 zusétzlich E = Py (E). Dies
folgt aus der Tatsache, dass fir u € U wegen ¢(0,u, ) = idys die Inklusion € C U x E
gilt und dass Kettenkontrollmengen die Maximalitédtseigenschaft besitzen. Des weiteren ist
beim zweiten Punkt von Satz 4.16 £ der Lift von Py (E): £ ist wegen der Invarianz nach
Definition des Liftes im Lift von Pys(€) enthalten und wegen dem ersten Punkt und der
Maximalitét sind beide Mengen identisch.

Zum Schluss folgt die Interpretation der Morsemenge einer feinsten Morsezerlegung als Lift
einer Kettenkontrollmenge.

Korollar 4.17 (i) Sei E C M eine Kettenkontrollmenge des Systems (4.1). Falls eine
feinste Morsezerlequng existiert, ist £ eine Morsemenge dieser feinsten Morsezerle-
gung fiir das dynamische System m auf U x M.

(ii) Sei M C U x M eine Morsemenge einer feinsten Morsezerlequng fiir das dynamische
System 7 auf U x M. Dann ist Ppr(M) eine Kettenkontrollmenge.

Beweis:

(i) € ist wegen Satz 4.16 maximale invariante kettentransitive Teilmenge von U x M
fiir das dynamische System 7 auf U x M. Aus Satz 3.13 folgt, dass £ eine Ketten-
rekurrenzkomponente ist. Daraus folgt mit Satz 3.18, denn es existiert eine feinste
Morsezerlegung, dass £ eine Morsemenge einer feinsten Morsezerlegung ist.

(ii) Wegen Satz 3.18 ist M eine Kettenrekurrenzkomponente und mit Satz 3.13 maximale
kettentransitive Teilmenge von R und somit auch von & x M. Da R invariant ist,
folgt daraus mit Satz 4.16, dass Par(M) eine Kettenkontrollmenge ist.

[

Falls es also auf U x M fiir den Kontrollfluss eine feinste Morsezerlegung gibt, gelangt man
iiber die Projektion von Morsemengen zu Kettenkontrollmengen und iiber den Lift von
Kettenkontrollmengen zu Morsemengen.



Kapitel 5

Pullback-Attraktoren

Es sei an Definition 2.26 erinnert, wo der Kozykel eingefiihrt wurde. Der Pullback-Attraktor
eines Kozykels ist eine Familie von Teilmengen des Heine-Borell’schen vollsténdigen metri-
schen Raumes X. Die Familie ist mit den Elementen eines topologischen Raumes P indi-
ziert, kann also auch, wie wir sehen werden, als Teilmenge von P x X aufgefasst werden,
die auf Eigenschaften wie Invarianz und Attraktion von Teilmengen von P x X untersucht
werden kann. In diesem Sinn ist, siehe Cheban, Kloeden, Schmalfuf} [2], ein Hauptergeb-
nis dieses Kapitels, dass bei kompaktem P jeder globale Pullback-Attraktor ein lokaler
Attraktor ist. Dies lésst sich sofort auf die Kontrolltheorie iibertragen, denn dort ist der
Basisraum U kompakt.

Wegen der Indizierung mit den Elementen von P kann der Raum P x X auch als ein
Faserbiindel aufgefasst werden. Die indizierten Mengen des Pullback-Attraktors sind dann
Teilmengen der einzelnen Fasern. Bei der Pullback-Attraktion lésst man nicht einfach bei
fester Startmenge die Zeit gegen oo streben, sondern startet, was den Basisfluss anbelangt,
immer frither und betrachtet die Konvergenz in jeweils einer festen Faser. Siehe fiir diese
Uberlegungen Cheban, Kloeden, Schmalfuf [2].

Wir haben schon gesehen, dass die Invarianz bei den Halbfliissen mit der ¢-Invarianz ihre
Entsprechung bei den Kozykeln hat. Weitere solcher Analogien sind in diesem Kapitel
enthalten: Der Attraktor, die absorbierende Menge und die w-Limesmenge finden jeweils
ihr Pendant im Pullback-Attraktor, in der absorbierenden Menge fiir Kozykel (siehe jeweils
Kloeden, Schmalfuf} [7]) und in der Q-Limesmenge. Fiir letztere siehe auch Crauel, Flandoli

[6].
Analog zu obigen Uberlegungen hinsichtlich des globalen Pullback-Attraktors wird in Ab-

schnitt 5.6 hergeleitet, dass unter zusétzlichen Bedingungen jeder lokale Pullback-Attraktor
ein lokaler Attraktor fiir den Schiefproduktfluss ist.

Das Kapitel schlieft mit Uberlegungen hinsichtlich der Definition eines Pullback-Repellers
und einer knappen Ubersicht hinsichtlich Beziehungen zwischen Attraktoren und Pullback-
Attraktoren.

Falls nichts anderes gesagt ist, bezeichne in diesem Kapitel 8 einen Fluss auf dem topologi-
schen Raum P. Wenn P metrisierbar ist und im Folgenden von Konvergenz von Mengen in
P x X gesprochen wird, so soll d+dp als Metrik auf dem Produktraum verwendet werden,
wobei dp die Metrik auf P ist. Dass d + dp eine Metrik ist, rechnet man leicht nach.

39
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5.1 Definition des Pullback-Attraktors

An die Stelle des kompakten invarianten globalen Attraktors, der kompakte Teilmengen von
X attrahiert, tritt jetzt der ¢-invariante (globale) Pullback-Attraktor kompakter nichtleerer
Teilmengen von X, fiir den die Pullback-Attraktion gegeben ist:

Definition 5.1 Sei P topologischer Raum und ¢ ein Kozykel auf X bzgl. (P,0). Eine
¢-invariante Familie (Ap)pep kompakter nichtleerer Teilmengen von X heifle Pullback-

Attraktor, falls UpE pAp kompakt ist und die Pullback-Attraktion gegeben ist:
tl_i}m H* (¢(t,0_4p,D),A,) =0  firalle De K(X), peP. (5.1)

Nicht von allen Autoren wird die Kompaktheit von |, p 4, gefordert (vgl. z.B. Kloeden,
Schmalfuf} [7]). Abbildung 5.1 veranschaulicht die Pullback-Attraktion oder -Konvergenz.

D
é(t1,0—4,p, D)
¢(t27 0—t2p7 D)

(Ap>p€P
Ap

‘ P
9—t2p 9—t1p

=

Abbildung 5.1: Die Pullback-Konvergenz von D C X in einer Faser.

Auch fiir einen Kozykel soll eine absorbierende Menge definiert werden. Wir werden sie in
den Voraussetzungen in Satz 5.6 wiederfinden.

Definition 5.2 Sei P topologischer Raum und ¢ ein Kozykel auf X bzgl. (P,0). Eine
kompakte Teilmenge B C X heifle absorbierende Menge fiir ¢, falls es fiir jedes p € P und
D C K(X) eine Zeit t, p € TT gibt mit

é(t,0_p,D) C B  fir allet >t,p. (5.2)

Eine kompakte Teilmenge B C X heifle gleichmdjig in P absorbierende Menge fiir ¢, falls
es fiir jedes D C K(X) eine Zeit tp € TT gibt mit

¢(t,p,D) C B  fir allet >tp,p € P. (5.3)
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5.2 Pullback-Attraktoren als globale Attraktoren des Schief-
produktflusses

In diesem Abschnitt wird ein Resultat wiedergegeben, das den Zusammenhang zwischen
Pullback-Attraktoren und Attraktoren des Schiefproduktflusses herstellt. Zunichst wird
aber bewiesen, dass sich aus einem Pullback-Attraktor sofort eine maximale kompakte
unter dem Schiefproduktfluss invariante Menge konstruieren lisst - eine Aussage, die fiir
globale Attraktoren leicht einzusehen ist. Lemma 5.3 und Korollar 5.5 folgen Cheban,
Kloeden, Schmalfuf} [2, Lemma 2.7. und Corollary 2.8.].

Lemma 5.3 Sei P kompakter topologischer Raum, ¢ Kozykel auf X bzgl. (P,0) und sei
(Ap)pep Pullback-Attraktor. Dann ist A = U,ep{p} X Ap die mazimale kompakte -
invariante Teilmenge von Px X fiir den Schiefproduktfluss w. Insbesondere ist der Pullback-
Attraktor fiir kompaktes P eindeutig.

Beweis: Die Invarianz von A folgt aus Lemma 2.29.
Wir zeigen jetzt die Kompaktheit von A. Dass Beschrinktheit vorliegt, folgt aus der Kom-
paktheit von P und der Beschrénktheit von UpE pAp, denn A ist Teilmenge der kompakten

Menge P x UpE p Ap. Also ist B := A kompakt und damit J
Fasern von B, beschrinkt. Aulerdem ist B w-invariant:

e p Bp, die Vereinigung der

m(B) = m(A) = m(A) = m(A) = A=B fiirallet € TT.

Wegen Lemma 2.29 ist (B,)pcp ¢-invariant. Nach Konstruktion gilt B, D A, fiir allep € P.
Dass sogar Gleichheit vorliegt, folgt zusammen mit der Abgeschlossenheit der Mengen A,
p € P, und mit der ¢-Invarianz von (B,) aus der Pullback-Attraktion

lim H*(¢(t,0_¢p, D), Ap) =0 fiir allep € P,

t—o00

wenn man D = (J, _p B, € K(X) wihlt. Folglich ist A kompakt.

pEP
Jetzt soll noch die Maximalitéit von A gezeigt werden. Sei A C Px X eine weitere kompakte
m-invariante Teilmenge mit A" = |J,cp{p} x 4, D A. (Ohne Einschrénkung kann A’ 5> A
gesetzt werden - ansonsten ersetze man A’ durch A’ U A.) Wir erhalten dann mit Lemma
2.29

H*(A;, Ap) = lim H*(¢(ta e—tpa Ag_tp)’ AP)

t—o00

< lim H*(¢(t,0_p,D),Ap) = 0

t—o00

fiir die kompakte Menge D = (J, - p A’ . Also gilt A}, C Ay fiir alle p € P und somit A = A"

[

Bei Pullback-Attraktoren findet man eine oberhalbstetige Struktur, was das Korollar nach
der folgenden Definition naher ausfiihrt.

peP p
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Definition 5.4 Bezeichne Pot(X ) die Potenzmenge von X . Eine Abbildung P > p — B, €
Pot(X) heife oberhalbstetig bzw. unterhalbstetig, falls

lim H*(B,, B = 0 bzw.
pig?lo (Bp, Bpo)
plg?OH (BpysBp) = 0

fiir alle po € P gilt.

Korollar 5.5 Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.3 ist die Abbildung P > p — Ap, €
Pot(X) oberhalbstetig.

Beweis: Die Aussage folgt mit Lemma 5.3 sofort aus der Tatsache, dass, siehe Aubin,
Frankowska [1, Proposition 1.4.9], eine mengenwertige Abbildung oberhalbstetig ist, wenn
ihr Graph abgeschlossen ist und ihre Bilder kompakt sind. i

Die enge Verwandtschaft des Pullback-Attraktors mit dem globalen Attraktor zeigt der
niichste Satz. Ahnlich wie in Satz 2.21 wird die Existenz einer absorbierenden Menge vor-

ausgesetzt. Der Beweis zu (7) ist Kloeden, Schmalfufl [7, Kapitel 5.1] entnommen. Fiir die
Aussage von (ii) siehe Cheban, Schmalfuf}, Kloeden [3, Theorem 2].

Die folgenden Aussagen sind in sofern interessant, als dass sie zeigen, dass das Konzept der
Pullback-Attraktoren fiir nichtautonome dynamische Systeme mit den bekannten Attrakto-
ren fiir autonome dynamische Systeme harmoniert. Mit den angegebenen Voraussetzungen
entsprechen Pullback-Attraktoren den Attraktoren fiir den Schiefproduktfluss iiber (5.6)
in natiirlicher Weise. Das folgende Resultat bezieht sich auf globale Attraktoren. Spéter
wird ein dhnlicher Satz fiir lokale Attraktoren bewiesen.

Satz 5.6 Sei P metrischer Raum und ¢ Kozykel auf X bzgl. (P,0). Sei B C X absorbie-
rende Menge fiir ¢ mit

é(t,p,B) C B fiir allet € T*,pc P.
Dann gilt:

(i) Der Kozykel ¢ besitzt den Pullback-Attraktor (Ap)pep mit

A= () U ¢(t0-mp,B). (5.4)

T+ t>7
TE ceTH

(ii) Fiir kompaktes P und in P gleichmdflig absorbierender Menge B besitzt der Schief-
produktfluss m auf P x X den globalen Attraktor A mit

A= () = (tPxB) (5.5)
teT+
und

A= J{p}x 4, (5.6)

peP
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und mit A(P) = ,cp Ap folgt fiir alle kompakten Mengen D C X

Beweis:

lim sup H* (¢(t,p, D), A(P)) = 0. (5.7)

t—o00 peP

(i) Definiere

A=) U ¢t0-pB) peP.

+ t>T
T€T et

Fiir alle p € P ist A, kompakt und nichtleer, da wegen (5.2) der Abschluss der
jeweiligen Vereinigung in B enthalten ist und somit kompakt ist und da der Schnitt
ineinander enthaltener kompakter nichtleerer Mengen nichtleer und kompakt ist.

(a)

Zunichst soll fiir alle p € P die Pullback-Konvergenz fiir B C X gezeigt werden,
d.h.

tli>m H* (¢(ta e—tpa B)a AP) = 0. (58)

Angenommen, dies wéire nicht der Fall. Dann gibt es Folgen (¢;) — oo und
(z;) C X mit x; € ¢(tj,0_¢,p, B) C B fiir alle j € N und

H*(xj,Ap) >¢ firallej > 0. (5.9)
Da B kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (xj,) C (z;) gegen ein ¢ € B. Fiir
alle 7 > 0 und ¢;, > 7 gilt 25, € U,>, ¢(¢, 0—¢p, B) und damit liegt zo fiir alle

7>0in UtZT ¢(t,0_4p, B), also auch im Durchschnitt iiber alle 7 > 0, was aber
gerade A, darstellt. Dies ist ein Widerspruch zu (5.9).

Wegen (5.8) gibt es fiir jedes € > 0 und p € P ein t.;, > 0 mit

H*(¢(t6,pa H—ts,ppa B)a Ap) <e.

Sei D C X kompakt. Wegen 6_;. p € P folgt mit (5.2) fiir alle hinreichend
groBen t € T die Inklusion ¢(¢,0—¢—¢. ,p, D) C B und damit

¢(t + t&‘,pa e—t—tg,ppa D) = ¢(t6,pa e—tg,ppa ¢(ta e—t—tg,ppa D))
- ¢(te,pa e—tg,ppa B)

Damit ist auch die Pullback-Konvergenz fiir jedes kompakte D C X gezeigt.
Zum Beweis der ¢—Invarianz definiere fiir 7 € T, p € P die Menge F,(p)
= U,>, (7, 0—rp, B). Fiir jedes p € P gilt wegen ¢(t, p, B) C B die Inklusion

F:(p) C B und wegen (5.4) die Beziehung Ag_,, = (), Fr (0—tp). Zunichst
soll N

(t,0-p, (| Fr(0-p)) = [ ¢(t, 61, Fr(0_1p)) (5.10)

720 720
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gezeigt werden. Dass das Bild des Schnittes im Schnitt des Bildes enthalten ist,
ist bekannt. Sei nun z € (), 5 &(¢, 0—tp, Fr(0-1p)).

Dann gibt es fiir jedes 7 > 0 ein a7 € F(6_p) C B mit z = ¢(¢,0_4p,z7). Da
F.(6_:p) kompakt ist und F.(0_;p) C Fz(6_:p) fiir 7 > 7 gilt, gibt es ein & €
{2717 >0} mit & € (5o Fr(0—tp). Wegen der Stetigkeit von ¢(¢,6_p, -) folgt
T = ¢(ta e—tpa 'C%)’ und damit z € ¢(ta e—tpa mTZ() FT(H—tp)) = ¢(ta e—tpa Aﬁ_tp)'
Mit (5.10), der Kompaktheit von F(6_;p) und der Stetigkeit von ¢(t,6_p,-)

folgt
¢(ta e—tpa AG_tp) = m ¢(ta e—tpa FT(H—tp))
7>0
D) m ¢(ta e—tpa FT(H—tp))
7>0
= m U ¢(ta e—tpa ¢(7’, e—t—rpa B))
T>0r>T
= m U ¢(t + T, e—t—rpa B)
T>0r>T
= U e(r6-p,B) > 4,
T>tr>T
also
Ay C 6(t,0_4p, Ag_,p) (5.11)

fir allet > 0 und p € P.
Ersetzt man p durch 6_.p in (5.11) und verwendet die Kozykel-Eigenschaft, so
erhilt man

¢(T, e—Tpa AG_Tp) C ¢(T 0_ Tpa (t H—T—tpﬂ Aﬁ_r—tp))
= ¢(t 0_ tpa (T e—T—tpa AG_r—tp))
¢(t 0 tpa (T e—T—tpa B))

(

C
C¢t0tpa )

Da dies fiir alle ¢t > 0 gilt, erhdlt man wegen (5.8) und der Abgeschlossenheit
von A, fiir alleT > Ound p € P
A(1,0_rp, Ag_,p) C A, = A, (5.12)
Ersetzt man nun 7 durch ¢ und p durch 6;p, so ergibt sich mit (5.11)
é(t, p, Ap) = Ag,p-

Dies ist die gesuchte ¢-Invarianz.

(ii) Der Schiefproduktfluss 7 ist dissipativ, denn P x B ist absorbierende Menge: Sei dafiir
K C P x X kompakt. Dann gibt es ein kompaktes D C X mit K C U,cp{p} x D.
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Da B gleichméfig in P absorbierende Menge ist, gibt es ein Tp > 0 mit

m(K) ¢ m(|JIp} x D)

peP

= | J{0w} x é(t,p, D)
peP
Cc PxB

fir alle ¢ > Tp. Also liegt Dissipativitdt vor, woraus mit Satz 2.21 die Existenz
des in (5.5) angegebenen globalen Attraktors A folgt. Da .4 maximale m-invariante
Teilmenge von P x X ist, folgt Gleichung (5.6) sofort aus Lemma 5.3. Zum Beweis
von (5.7) sei angenommen, dass es ein kompaktes D C X und ein € > 0 gibt mit
Folgen (t,) — oo und (p,,) C P und

H*(¢(tn,pn, D), A(P)) > ¢ fur allen € N.
Dies widerspricht

0 = lim H*(m(P x D), A)

> Jlim H*( | {6} x 6(t,p, D), P x A(P))
peP

> lim H*({61,pn} X ¢(tn, pn, D), P x A(P))

>

Tim H*(§(tn, pn, D), A(P)).

5.3 Die ()—Limesmenge

Wie Korollar 2.18 zeigt, kann fiir kompaktes X die w-Limesmenge zur Definition des loka-
len Attraktors herangezogen werden. Mit dem Ziel der Einfithrung des lokalen Pullback-
Attraktors, wird, siehe Crauel, Flandoli [6], die 2-Limesmenge von Familien von Teilmengen
von X definiert und Eigenschaften derselben bewiesen. Dabei sei darauf hingewiesen, dass
die 2-Limesmenge eine Familie von Teilmengen von X ist, die auf einer Familie (B ),cp von
Teilmengen von X definiert ist. Fiir die Q-Limesmenge soll dann die Notation (Q2(B)))pep
verwendet werden. Der Zusammenhang mache also klar, dass es sich dann nicht um die
Kettenlimesmenge handelt.

Definition 5.7 Sei P topologischer Raum, ¢ Kozykel auf X bzgl. (P, 0) und (Bp)pep eine
Familie von Teilmengen von X. Die Q-Limesmenge (Q(Bp))pcp von (By)pep sei definiert
durch

QA(Bp) = {xecX: esgibt Folgen (t,) — oo und (y,) C X mity, € By_, p
fiir alle n € N und li_}rn d(tn,0-¢,0,yn) =}, pe€EP.
n—,oo
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Ersetzt man in der Definition p durch 8;p, ¢ > 0, erhiilt man die spéter verwendete Formu-
lierung

Q(Byg,p) = {x e X : es gibt Folgen (t,) — co und (y,) C X mit y, €  (5.13)
By_,, ,p fur allen € Nund lim ¢(t,,0_¢, 1P, Yn) = x}.
n—oo

Die Q-Limesmenge kann man anders darstellen:

Lemma 5.8 Sei P topologischer Raum, ¢ Kozykel auf X bzgl. (P,0) und (Bp)pep eine
Familie von Teilmengen von X . Dann gilt fir die Q-Limesmenge (Q(Bp))pep von (Bp)pep
fir allep e P

Q(Bp) = m U ¢(t’ e—tpa Bﬁ_tp)' (514)
TET+ t>T7
teT+

Beweis: Sei p € P. Fiir die eine Inklusion sei € Q(B,). Dann gibt es Folgen (t,) — oo
und (y,) C X mit y, € By_, p fiir alle n > 0 und

lim ¢(tn, 0—t,p,yn) = . (5.15)
n—o0

Sei 7 € T*. Wegen (5.15) gilt = € |J > &(t,0_+p, By_,p). Fiir die andere Inklusion sei
teT

S m U ¢(ta e—tpa B@—tp)'
remt O
Fiir jedes 7 € N gibt es dann ein t; > 7 und einy, € By_, , mit H({z}, {¢(t;,0_+.p,y-)}) <
%. Somit folgt lim, o ¢(tr, 0+, p,y,) = = und damit x € Q(B,).

Die bewiesene Darstellung der Q-Limesmenge liefert uns eine elegante Darstellung der
w-Limesmenge, die in Cheban, Kloeden, Schmalfufl [2] als Definition der w-Limesmenge
verwendet wird. Eigentlich gehort das folgende Resultat zu den autonomen dynamischen
Systemen, wurde fiir diese Arbeit aber nicht verwendet und wird jetzt als Korollar des
allgemeineren nichtautonomen Falls notiert.

Korollar 5.9 Sei B C X und ¢ ein semidynamisches System auf X . Dann gilt

wB)= (] | ¢t B). (5.16)

T+ t>7
TE ceTH

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Lemma 5.8, wenn man ¢ = idp und B, = B fiir
alle p € P setzt und bedenkt, dass der Kozykel in Lemma 5.8 dann ein semidynamisches
System auf X ist. [l

Einige Eigenschaften der (2-Limesmenge sind in Satz 5.10, der einen Vergleich mit Satz
2.10 lohnt, angefithrt. Die Aussage bzgl. der positiven Invarianz ist Crauel, Flandoli [6,
Lemma 3.2] entnommen.
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Satz 5.10 Sei X zusdtzlich kompakt, P kompakter topologischer Raum und (Bp)pep eine
Familie nichtleerer Teilmengen von X . Falls mit ¢ ein zeitinvertierbarer Kozykel auf X
bzgl. (P, 0) vorliegt, ist die Q-Limesmenge (§2(Bp)) ¢-invariant und die Fasern Q(B,) sind
fiir alle p € P kompakt und nichtleer.

Beweis: Lemma 5.8 zeigt, dass die Fasern Schnitte ineinander enthaltener nichtleerer kom-
pakter Mengen sind, die folglich kompakt und nichtleer sind. Sei ¢ > 0 und p € P. Es
ist ¢(t,p, AUBp)) = Q(By,p) zu zeigen. Zunichst soll ¢(t,p, Q(Bp)) C (By,p) nachgewie-
sen werden. Sei dazu y € Q(Bp). Also existieren Folgen (t,) — oo und (y,) C X mit
Yn € By_, p fiir alle n € N, so dass y = limp, 0 ¢(tn, 0—¢,p, Yn) und

O(t,py) = lim ¢t +tn,0_4.p, Yn)
n—oo
= lim ¢(t + tn, 01, 0D, Yn)
n—oo
= lim ¢(tn,0_; 0ip,yn)
n—oo

gilt mit (£,) = (t +t,) = oo und yn € By_, , = By_, 4, fiir alle n € N. Mit (5.13) folgt
¢(tapa y) S Q(Betp)'

Fiir die andere Inklusion sei y € €(Bp,p) mit Folgen (s,,) — 00, (yn) C X mit 3, € Bo_, _p
fiir alle n € N und y = limy,—,o0 &(Spn, 0—s,, +¢P, Yn). Dann gibt es wegen der Invertierbarkeit
von ¢ ein z € X mit

z = nlggo ¢(_ta etpa ¢(Sn, e—sn—i—tpa yn)) - nlg{olo ¢(sn —t, e—sn—i—tpa yn) € Q(Bp)

Aus y = ¢(t, p, 2) € ¢(t,p, UDBp)) folgt Q(By,p) C ¢(t,p, AUBy)). {

5.4 Der lokale Pullback-Attraktor

Der globale Attraktor und sein Gegenstiick, der globale Pullback-Attraktor, sind bereits
definiert. Auch der lokale Attraktor ist {iber die Attraktion einer Umgebung in Kapitel
2 schon definiert worden. In Korollar 2.18 wurde fiir kompaktes X die Aquivalenz der
Attraktionseigenschaft zur Formulierung w(U) = A, U Attraktorumgebung des Attrak-
tors A, gezeigt. Jetzt soll der umgekehrte Weg beschritten werden: Zuerst wird der lokale
Pullback-Attraktor iiber die 2-Limesmenge einer Pullback-Umgebung definiert und dann
die Aquivalenz zur faserweisen Pullback-Attraktion einer §-Umgebung nachgewiesen.

Definition 5.11 Sei P topologischer Raum und (Ap)pep und (Up)pep 2zwei Familien von
Teilmengen von X . Dann heifle (U,) Pullback-Umgebung von (Ap), falls es ein § > 0 gibt,
so dass es fir allep € P eint, € TT gibt mit

B(g(Ag_tp) CUy_,p fiir allet > t,.
Definition 5.12 Sei P topologischer Raum und ¢ ein Kozykel auf X bzgl. (P,0). Eine

Familie (Ap)pcp von Teilmengen von X heife lokaler Pullback-Attraktor, falls sie eine
Pullback-Umgebung (U,) besitzt mit (Ap) = (2(Up)).
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Satz 5.13 Sei X zusdtzlich kompakt, P kompakter topologischer Raum und ¢ ein zeitin-
vertierbarer Kozykel auf X bzgl. (P,0). Sei (Ap)pep eine Familie von Teilmengen von X.
Dann sind dquivalent:

(1) (Ap) ist lokaler Pullback-Attraktor.

(it) Die Familie (Ap) ist ¢p-invariant, faserweise kompakt und nichtleer, und es gibt ein
0 >0 mit
lim H*(¢(t, 0_¢p, Bs(Ao_,p)), Ap) =0  fir alle p € P. (5.17)

t—o00

Beweis: (i) = (ii): Neben der ¢-Invarianz wurde in Satz 5.10 auch bewiesen, dass die
Fasern A,, p € P, kompakt und nichtleer sind. Sei (Up)pep Pullback-Umgebung von (A,)
mit einem § > 0, so dass es fiir alle p € P ein ¢, € T gibt mit

B(g(Ag_tp) C Us_,p fiir alle t > tp. (5.18)

Wegen Lemma 5.8 gilt fiir alle p € P

= m U (tﬂe—tanG—tp)'

T+ t>7
TE ceTH

Wegen der ¢-Invarianz von (A,) und (5.18) gilt fiir alle p € P auch

m U t 0_p, B5 A9 tp))

T+ t>7
TE ceTH

wenn man beachtet, dass beim obigen Schnitt iiber 7 € T fiir p € P der Zusatz 7 > t,
hinzugefiigt werden darf. Schliefflich folgt fiir alle p € P

tli)I?o H*(¢(t, e—tpa B(S(AG_tp))a Ap) =0.
(1) = (i): (Bs(Ap))pep ist eine Pullback-Umgebung von (Ap). Dass (A4,) in der -
Limesmenge enthalten ist, folgt mit Lemma 5.8 und mit der ¢—Invarianz von (A,). Die
andere Inklusion erhdlt man aus (5.17).

Es folgt jetzt die lokale Version von Satz 5.6: Analog der Entsprechung ‘globaler Attraktor
— globaler Pullback-Attraktor’, sind unter den angefiihrten Voraussetzungen der lokale
Attraktor und der lokale Pullback-Attraktor eng miteinander verwandt. In Kapitel 2 sind
zwei Sétze angegeben, die hinreichende Bedingungen fiir Attraktoren beinhalten: Satz 2.21
fiir globale Attraktoren, der somit fiir Satz 5.6 verwendet wird und Satz 2.19, der jetzt
verwendet werden wird.

Satz 5.14 Sei X zusdtzlich kompakt, P kompakter metrischer Raum und ¢ ein zeitinver-
tierbarer Kozykel auf X bzgl. (P,0). Sei B =J,cp{p} x By C P x X offen mit B, # 0 fiir
alle p € P. Weiterhin existiere ein T > 0, so dass fiir den Schiefproduktfluss m;(B) C B fiir
alle t > T gilt. Auf dem Produktraum P x X sei als Metrik die Summe der Metriken auf
X und P gewdhlt.

Dann gilt:
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(i) Das semidynamische System 7 besitzt auf P x X einen lokalen Attraktor A mit

A=w(B)= () m(B).

teT+

(11) Der Kozykel ¢ besitzt einen lokalen Pullback-Attraktor (Ap)pep mit

A= J{p} x 4,

peP

und fiir alle p € P gilt

49

— N U ¢(t.0-0, Bo_y)- (5.19)

+ t>T
T€T reTr

Insbesondere gilt
w(|Jfp} x By) = (J{p} x QUBy).
peP peEP

Beweis:

(i) Die Aussage wurde bereits in Satz 2.19 bewiesen.

(ii) Die Behauptung ist, dass die Fasern (/Nlp)pe p des lokalen Attraktors A schon den

gesuchten Pullback-Attraktor definieren und von der Gestalt (5.19) sind. Die Kom-
paktheit der einzelnen Fasern ist klar, die ¢-Invarianz wegen Lemma 2.29 auch. Da
B D Aoffen ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir allep € P,z € X mit {p} x{z} € {p} x4,
die Inklusion Bs({p} x {z}) C B gilt. Es gilt {p} x Bs(z) C Bs({p} x {z}) und damit
Bs(z) C By, baw. Bs(A,) C B,. Zusammen mit der ¢-Invarianz der Familie (A,)
erhilt man fiir alle p € P

(N U o0 Bop) > () | ot 0-tp, Bs(Ag_p)) D Ap. (5.20)

+ t>T + t>T
T7€T e T€T s

Jetzt soll fiir alle p € P

M U @ t0-p Bo_p) C 4 (5.21)

T+ t>7
TE ceTH

gezeigt werden. Angenommen, es existiere ein p € P mit

m U (ta e—tpa B@—tp) gZ "le'

T+ t>7
7€ teTt

Dann gibt es ein # € X und eine Folge (t,) — oo mit z,, € By_, , fiir alle n € N und

li_)m O(tn, 0_1,p,xn) = & /Nlp. (5.22)
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Damit gilt {p} x {z} € A. Da aber {p} x {z} und A kompakt sind, gibt es ein £ > 0
mit

{p} x {z} & B:(A) (5.23)

und eine Zeit T' > 0 mit 74(B) C B.(A) fiir alle t > T. Wegen {0_;,p} x By_, , C B
fir alle n > 0 gilt

Tt ({0-4,0} X Bo_y,p) = {p} X &(tn, 01,0, Bo_,,p) C Be(A)

fir alle ¢, > T. Zusammen mit (5.22) widerspricht dies (5.23). Damit ist (5.21)
gezeigt, so dass in (5.20) sogar Gleichheit vorliegt. Also sind die Fasern (A,) nichtleer
und wir erhalten auch die lokale Pullback-Konvergenz

lim H*(4(t, 0_ip, Bs(As_,p)), Ap_,p) =0 fiir alle p € P.

t—o00

Damit ist obige Behauptung bewiesen. a
Was in obigem Beweis schon gezeigt wurde, soll jetzt nochmal explizit notiert werden.

Korollar 5.15 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.14 sind alle Fasern des lokalen
Attraktors (),cp+ me(B) nichtleer.

Wenn man unter den genannten Voraussetzungen den lokalen Attraktor auf P projeziert,
erhilt man also ganz P.

Dass nicht jeder lokale Pullback-Attraktor auch ein lokaler Attraktor fiir den Schiefpro-
duktfluss ist, macht das folgende Gegenbeispiel klar.

Beispiel 5.16 Sei X = [0,2] und P = [0, 2] x [0, 2]. Auf X bzw. P x X soll die euklidische
Metrik verwendet werden. Definiere auf P den Basisfluss 6 als Losungsabbildung von

p(t) = (0,p2(1)(2 — p2(t))), p(0) = (p1,0,p20) € P.
Betrachte weiter fiir € X, p € P die (von p unabhéngige) Funktion
f(p,x) := min{0, z(x — 1)} + min{0, (1 — z)(2 — =)}, (5.24)
die mit der Lésungsabbildung von & = f(p,z) auf X den Kozykel ¢ generiert, der in
unserem Beispiel wegen der Unabhéngigkeit von p sogar ein Fluss ist.
Dann ist (Ap)pep, Ap C X fiir alle p € P, mit

L [0,1] . 131
Ap'—{ o s~

ein lokaler Pullback-Attraktor. Die Familie (A,) ist natiirlich ¢-invariant, faserweise kom-
pakt und nichtleer. Aulerdem gilt mit § = % fur allep € P

lim H*(6(t,0_p, Bs(Ag_,p)), Ap) = O, (5.25)

t—o00
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denn fiir p € P mit p; < 1 erhalten wir Bs(A4g_,,) = [0,3] und mit (5.24) wegen

limy 00 ¢(t, 0_4p, %) = 1 ist (5.25) erfillt. Analog zeigt man die lokale Pullback-Attraktion
auch fiir p € P mit p; > 1. Es liegt also mit Satz 5.13 ein lokaler Pullback-Attraktor vor.

Sei nun 0* € (0, 1] beliebig. Fiir p € P mit p; = 1+ %* und py > 0 gilt dann (p, 1 + %*) €
Bs«(Upep{p} x Ap) und fiir den Schiefproduktfluss =

. o* o*
Jim w(p, 14 ) = (14 5, 2,1) ¢ Lejp{p} X Ap.
p

Ein lokaler Attraktor liegt also nicht vor. Abbildung 5.2 deutet den Schiefproduktfluss mit
dem lokalen Pullback-Attraktor an.

27
1.8
1.6+
1.4+
1.2+
X1
0.8
0.6
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5060402 0

1210
2 181614 D1

Abbildung 5.2: Ein lokaler Pullback-Attraktor, der kein lokaler Attraktor ist.

5.5 Der globale Pullback-Attraktor als lokaler Attraktor

In diesem Abschnitt soll hergeleitet werden, dass sich jeder globale Pullback-Attraktor,
falls P kompakt ist, als ein lokaler Attraktor des Schiefproduktflusses interpretieren lésst.
Nach den Vorarbeiten fiir dieses Hauptergebnis in Satz 5.22 wird dieses Resultat auf die
Kontrolltheorie angewendet. Anschlieflend wird ein Beispiel dafiir gegeben, dass man, falls
P kompakt ist, nur einen lokalen, aber keinen globalen Attraktor erhélt. Inhaltlich wird
Cheban, Kloeden, Schmalfuf} [2] gefolgt, wobei hier nur die Implikationen wiedergegeben
werden.

Satz 5.17 Sein semidynamisches System auf X . Sei die kompakte Menge M C X isoliert
invariant. Wenn es ein § > 0 gibt, so dass fir alle Orbits v* eines beliebigen Punktes
x € Bs(M)\M

W) NM =0 (5.26)
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gilt, dann ist M stabil.

Beweis: Die Aussage soll erst fiir den zeitdiskreten Fall T = Z* verifiziert werden. Sei § > 0,
so dass fiir alle Orbits ¥* eines beliebigen Punktes x € Bs(M)\M w*(v*) N M = § gilt.
Wihle fiir M ein §g > 0 gemaf Definition 2.8. O.B.d.A. gelte dg < §. Angenommen, M sei
nicht stabil. Dann gibt es ein g9 > 0 und Folgen (4,,) — 0, (z,) C X mit z,, € Bs, (M) fiir
allen > 1 und (k,) — oo mit

Ti(xn) € Bey (M) fiir 0 <k <k, —1 (5.27)

und 7y, (z5) & Be, (M). Wéhle ¢q so, dass
. 5
H*(m1(Bey (M)), M) < 70 (5.28)

gilt. Da X Heine-Borell’sch ist, gibt es eine Folge (n;) — oo mit T := lim;_, Wknj_l(xn].)
und

lim 7, (Tn;) = m1(T) = & € X\ B, (M).
j—oo 7

Also existiert mit (5.27) fiir m € Z und

A Thprm(xn) 0 0<k,+m
’y(n,m).—{ Tp : 0>kp+m

und einer geeigneten Folge (ny) — oo der Grenzwert 5%(m) := limy_,00 y(ng, m). 7° ist ein
Orbit des zeitdiskreten semidynamischen Systems mit 5%(0) = Z und 5%(Z~) C B.,(M).
(Diese Konstruktion triagt der Tatsache Rechnung, dass nur ein semidynamisches System
vorliegt, m,, (%) fiir m € Z~ also nicht definiert ist.) Somit ist w*(§%) nichtleer, kompakt

und invariant. Mit

W (5%) = m(w*(5%)) C m1(Bey (M) € By (M)

folgt, da M isoliert invariant ist, w*(%) C M. Dies widerspricht aber (5.26), denn mit
(5.28) und &y < & gilt & € By(M)\M.

Gilt nun fiir den zeitkontinuierlichen Fall w*(y*) N M = 0 fiir ein = & M, so trifft dies
auch fiir die Einschrinkung des semidynamischen Systems auf ZT x X zu, denn jeden
Orbit 4* des zeitdiskreten dynamischen Systems kann man erweitern zu einem Orbit des
zeitkontinuierlichen dynamischen Systems mittels

YE(t) =7 (7" (n)), n€Z, t=n+71,0<7<1.

Fiir das zeitdiskrete semidynamische System ist M also stabil. Da M kompakt ist, gibt es
fiir jedes € > 0 ein p > 0 mit H*(my(x), M) < ¢ fiir alle 0 <t <1, z € B,(M). AuBerdem
gibt es ein d > 0 mit

H*(mp(z), M) < min{y, e}

fir alle x € Bs(M), n € Z". Zusammen mit der Flusseigenschaft von 7 ergibt sich die
Stabilitdt von M fiir den zeitkontinuierlichen Fall. [l
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Lemma 5.18 Sei M C X kompakt und positiv invariant unter dem semidynamischen
System w. Wenn w(M) isoliert invariant und asymptotisch stabil ist, dann ist auch M
asymptotisch stabil.

Beweis: Wegen der Kompaktheit und positiven Invarianz von M gilt mit (5.16) w(M) =
Niso ™ (M). Also gibt es ein > 0 und 7 € T+ mit

mr (M) C Bu(w(M)) € W*(w(M)).

Das Urbild 71 (B, (w(M))) ist eine offene Umgebung von M mit 7 (7,1 (B,(w(M)))) C
Wé(w(M)). Dann folgt limy_,oo H*(mi(z),w(M)) = 0 fiir jedes z € m 1(B,(w(M))) C
W*#(w(M)) und somit auch limy_, o H*(m¢(x), M) = 0 wegen w(M) C M.

Jetzt soll die Stabilitdt von M gezeigt werden. Angenommen, M sei nicht stabil. Dann gibt
es ein gy > 0, Folgen (d,,) — 0, (t,) — oo und (z,,) C X, =, € Bs, (M) fiir alle n > 0, mit

H* (7, (zn), M) > €. (5.29)
Fiir ein hinreichend grofies ng € N gilt dann
{zn:n > no} C m7H (Bu(w(M))).

Mit M ist auch die Menge {z, : n > ng} kompakt, weshalb sie von w(M) C M attrahiert
wiirde, was (5.29) widerspréche. D

Lemma 5.19 Sei M C X kompakt und positiv invariant unter dem semidynamischen
System w. Wenn w(M) isoliert invariant und stabil ist, dann ist M asymptotisch stabil.

Beweis: Wegen Satz 2.10 ist w(M) invariant. Es gibt fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 mit
mi(Bs(w(M))) C B (w(M))

fiir alle t > 0. w(Bs(w(M))) ist also nichtleer und kompakt und mit Satz 2.10 invariant. Falls
d > 0 hinreichend klein gewéhlt wurde, gilt, da w(M) isoliert invariant ist, w(Bs(w(M))) C
w(M), bzw. wegen der Invarianz von w(M) auch w(Bs(w(M))) = w(M). Mit Satz 2.17
folgt

lim H* (ry(Bs(w(M))), w(Bs(w(M)))) = 0

und somit die asymptotische Stabilitdt von w(M). Die Aussage folgt jetzt mit Lemma 5.18.
[

Korollar 5.20 Sei M C X kompakt und invariant unter dem semidynamischen System 7
auf X. Wenn M isoliert invariant und stabil ist, dann ist M asymptotisch stabil.

Beweis: Dies folgt mit M = w(M) aus Lemma 5.19. [

Satz 5.21 Seiw ein semidynamisches System auf X und M C X kompakt und invariant.
Wenn M isoliert invariant ist und es ein 6 > 0 gibt mit w*(y*) N M = 0 fiir jeden Orbit
" eines beliebigen Punktes x € Bs(M)\M, dann ist M asymptotisch stabil.
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Beweis: Die Aussage ergibt sich sofort aus Satz 5.17 und Korollar 5.20. a

Liegt ein Pullback-Attraktor (A,)yep auf X bzgl. (P, ) vor, so ist, wie der nachfolgende
Satz besagt, der Graph in P x X der Funktion P > p — A, € Pot(X) asymptotisch stabil
fiir den Schiefproduktfluss, wobei d + dp als Metrik auf P x X verwendet werden kann,
wenn dp Metrik auf P ist.

Satz 5.22 Sei P kompakter metrischer Raum. Sei ¢ Kozykel auf X bzgl. (P,0) und (Ap)pep
Pullback-Attraktor. Fir A:=J,cp{p} x 4p gilt dann:

(i) w*(vY) = 0 fiir alle Orbits v¥ eines beliebigen Punktes y € P x X\ A.

(ii) A ist asymptotisch stabil fiir den Schiefproduktfluss .

Beweis:

(i) Angenommen, es existiere ein y = (p,z) € P x X\ A mit w*(y¥) # 0 fiir einen Orbit
+¥ durch y. Dann gibt es eine Folge (7,,) — oo, so dass (y¥(—7,,)) konvergent ist. Sei
K die Projektion von (J,.x7Y(—7,) auf X. Die Kompaktheit von K folgt aus der

Kompaktheit von |J,,cyy7¥(—7n). Da (A,) Pullback-Attraktor ist, gilt

nh—>I§o H*(¢(Tna H—Tnpa K)a Ap) = 0.
Wegen z € ¢(,,0_,p, K) fiir alle n > 0 erhalten wir z € A,, was (p,z) € A mit
sich zieht. Dies widerspricht y € P x X\ A.

(ii) Wegen Lemma 5.3 ist .4 maximale kompakte invariante Teilmenge von P x X. Die
Aussage folgt dann aus Satz 5.21 und (i). D

Vereinfacht gesagt, ist jeder globale Pullback-Attraktor ein lokaler Attraktor, falls P kom-
pakt ist. Da diese Bedingung bei den Kontrollsystemen erfiillt ist, kann Satz 5.22 auf
Pullback-Attraktoren fiir die in Abschnitt 4.2 eingefiihrten Losungsabbildungen angewen-
det werden.

Korollar 5.23 Sei ¢ eine fir T = R definierte stetige eindeutige Lésungsabbildung des
Kontrollsystems 4.1, d.h. ein Kozykel bzgl. (U, 0) auf einer d-dimensionalen Riemann’schen
Mannigfaltigkeit M der Klasse C*° und (Ay)uey Pullback-Attraktor auf M. Dann ist A :=
Uuerlu} x Ay ein lokaler Attraktor fir den Schiefproduktfiuss m auf U x M, wobei als
Metrik auf dem Produktraum die Summe der Metriken auf den beiden Faktoren verwendet
werden soll.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Satz 5.22, wenn man beachtet, dass die asymptotische
Stabilitit nur eine Umformulierung der Tatsache ist, dass A ein lokaler Attraktor ist -
vorausgesetzt, Invarianz und Kompaktheit sind gegeben, was aber wegen Lemma 2.29 und
der Oberhalbstetigkeit der Funktion U > u — A, € Pot(M) der Fall ist. D

Die Verschirfung von Satz 5.22, dass jeder globale Pullback-Attraktor auch ein globaler
Attraktor ist, gilt tatsédchlich nicht, was nachfolgendes Beispiel deutlich macht.
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Beispiel 5.24 Definiere fiir ¢ € R die Funktion
1+1)>
t) .= —
sy = (13%)

P:= [ J{f(+h}yu{o}

heR

sei

und 6 der Rechtsshift auf P. Mit

p=0n(f)
0 : p=20

kann man nun folgenden Kozykel auf X =R bzgl. (P, ) definieren:

1
e aEs ¢ 0 <@b) <1
o(t,p,x):={ x+ —,@((im — ﬁp) . 1< zB(p)
etz . 28(p) =0

Die drei aufgefithrten Félle beschreiben die Funktion ¢ auf ganz R, x P x R4 und die Ste-
tigkeit von ¢ ist gegeben aufgrund der Stetigkeit der drei angegebenen Terme - zusammen
mit der Uberlegung, dass ¢ auch in Punkten (t,p,z) € Ry x P x R, mit z8(p) = 1 oder
zf(p) = 0 stetig ist.

Es verbleibt, die algebraischen Kozykeleigenschaften von ¢ nachzuweisen.

Die Identitdt ¢(0, p, ) = idx, p € P, ist sofort klar. Sei nun s,¢ € R, und z € X. Zunéchst
stellt man fest, dass mit 0 < z(3(p) < 1 (woraus 5(0sp) > 0 und 1/z — 5(p) > 0 folgt) auch

0 < ¢(s,p, ) - B(Osp) < 1 gilt:

—

O < S =p0)+ e P
1
= (/e B0) /B 11 =

Weiterhin stellt man fest, dass mit 1 < z3(p) (woraus 8(6sp) > 0 und z—1/3(p) > 0 folgt)
auch 1 < ¢(s,p,x) - B(0sp) gilt:

1 )B(0) = (- )B(0p) +1 > L

B(0sp)  B(p) B(p)

SchlieBlich folgt mit z3(p) = 0 auch ¢(s,p, z) - B(0sp) = 0.

Wir kénnen nun die zweite algebraische Kozykeleigenschaft nachweisen: Fiir 0 < z((p) < 1
gilt

(z+

1

et(e*(1/x = B(p)) + B(0sp) — B(0sp)) + B(0s+p)
1

et (1/z = B(p)) + B(0s1p)
- ¢(S+t,p,$);

¢(t7 espa ¢(sapa .I')) =
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fir 1 < z8(p) gilt

¢(ta espa ¢(sapa 1')) = T+ 1 — 1 + 1 _ 1
ﬁ(esp) ﬁ(p) ﬁ(es—ktp) ﬁ(esp)
= ¢(8 +t,p, $);

und fiir z3(p) = 0 erhélt man
¢(ta espa ¢(sapa .I')) = e—se—tx = ¢(S +1,p, $)

Die Behauptung ist, dass (Ap)pcp mit A, = {0} fiir alle p € P ein globaler Pullback-
Attraktor, aber A := J,cp{p} x Ap kein globaler Attraktor des Schiefproduktflusses ist.

Die Familie (A4,) ist ¢-invariant und die Mengen A,,p € P, sind kompakt und nichtleer.
Auflerdem ist J,p Ap kompakt. Sei D C X kompakt und m := max(D), 0.B.d.A. m > 0.
Dann gilt fir p =10

lim H*(¢(t,0_p, D), Ap) = lim H*(e 'm, A,) = 0

t—o00 t—o00

und, wegen mB3(0_yp) < 1 fiir alle hinreichend grofien ¢, auch fiir p # 0
tli}?o H*(¢(ta e—tpa D)a Ap) - tli}?o H*(¢(ta e—tpa m)a Ap)

- * 1 —
= M G m B + B

Wird d+dp als Metrik auf P x X verwendet, wenn dp eine beliebige Metrik auf P und d der
kanonische Abstand auf X ist, so ist A kein globaler Attraktor, denn fiir p € P, x € X mit
zB(p) > 1 gilt limy_, ¢(¢, p, z) = 0o, d.h. die kompakte Menge {p} x {z} wird nicht von
A attrahiert. Abbildung 5.3 vermittelt einen Eindruck vom Schiefproduktfluss in P x X,
in Abbildung 5.4 ist der Schiefproduktfluss auf dem Torus dargestellt.

P

Abbildung 5.3: Der Schiefproduktfluss in P x X.
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Abbildung 5.4: Der Schiefproduktfluss auf dem Torus.

5.6 Der lokale Pullback-Attraktor als lokaler Attraktor

Im letzten Abschnitt wird bewiesen, dass unter Zusatzbedingungen jeder lokale Pullback-
Attraktor (A,)pep in X ein lokaler Attraktor auf Px X ist. Dies stellt einen der in Abschnitt
5.7 angedeuteten Ansitze zur Definition des Pullback-Repellers dar. Dann wird anhand
eines Beispiels gezeigt, dass fiir Attraktoren auf dem Produktraum nicht fiir jede Faser die
in Definition 3.1 geforderte echte Inklusion gelten muss.

Satz 5.25 Sei P kompakter metrischer Raum. Sei ¢ ein zeitinvertierbarer Kozykel bzgl.
(P,0) auf dem zusdtzlich kompakten Raum X und (Ap)pep ein lokaler Pullback-Attraktor
mit Pullback-Umgebung (Up). Wenn mit e p{p}xUp eine Umgebung von A := {J,e p{p} %
A, vorliegt, ist A ein lokaler Attraktor fir den Schiefproduktfluss .

Beweis: Wegen Lemma 2.29 ist A invariant unter dem Schiefproduktfluss, denn (A4,) ist
mit Satz 5.13 ¢-invariant. Die Abgeschlossenheit von A folgert man wie im Beweis von
Lemma 5.3 (siehe Cheban, Kloeden, Schmalfuf} [2]): B := A ist kompakt und wegen

m(B) = m(A) = m(A) =m(A) = A=B fiirallet € T"

m-invariant.

Wegen Lemma 2.29 ist (Bp)p,cp, die Familie der Fasern von B, ¢-invariant. Nach Kon-
struktion gilt B, D A, fiir alle p € P. Dass sogar Gleichheit vorliegt, folgt mit (5.14), der
¢-Invarianz von (Bp) und der Abgeschlossenheit von A,, p € P:

0 = lim H*(¢(t,0-¢p, Us_,p), UUp))

t—00 (
= Jim H*(¢(t,0-1p, Up_p), Ap)
> lim H*(¢(t,0_sp, Bo_,p), Ap)

t—o00

= H'(Bp, 4p)
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Also ist A kompakt.
Dass wirklich ein Attraktor vorliegt, zeigt man jetzt mit Lemma 2.22: Sei dazu B =
Upep{p} X Bp C Upep{p} x U, eine kompakte Umgebung von A und z € B\A. An-
genommen, es gelte v~ (z) C B. Dann ergibt sich der Widerspruch

0= lim H*(¢(t,0_sp, Bo_,p), Ap) > H*(z, Ay) > 0.

t—o00

[

Trivialerweise gibt Satz 5.25 eine Antwort auf die Frage, wie bzw. unter welchen Bedin-
gungen die Morsetheorie und die Theorie der Pullback-Attraktoren in Verbindung ge-
bracht werden kénnen. Unter den genannten Voraussetzungen findet man zu einem lokalen
Pullback-Attraktor (4,) einen Repeller, ndmlich den Repeller zum Attraktor (J,c p{p} < 4p.
Fiir solche Pullback-Attraktoren sind damit fiir den Schiefproduktfluss auf P x X alle Er-
gebnisse aus Kapitel 3 anwendbar - unter Beriicksichtigung einer Besonderheit: Der lokale
Pullback-Attraktor soll nichtleere Fasern haben. Beim Repeller ist dies jedoch nicht der
Fall, wenn eine Faser des Pullback-Attraktors der ganze Raum ist.

Jetzt soll ein Beispiel untersucht werden, bei dem lokale Attraktoren auf den Produktraum
vorliegen. Und zwar soll der Frage nachgegangen werden, ob die in Definition 3.1 gefor-
derte echte Inklusion automatisch nach sich zieht, dass die Attraktoren in jeder Faser echt
ineinander enthalten sind. Dass diese Frage negativ zu beantworten ist, macht das folgende
Beispiel klar. Nicht jede Faser einer Morsemenge muss nichtleer sein, selbst wenn dies bei
den vorliegenden Attraktoren der Fall sein sollte.

Beispiel 5.26 Sei X = [0, 6] und Up,1) die Menge der konstanten Funktionen mit Werten
in U = [0, 1]. Dann gilt 9|u[0 g = idy,, fiir den Shiftfluss 6 auf Ujp 1. Man kann Ujp ;) mit
[0, 1] identifizieren und idy,,, mit idjp1}. Setze weiterhin

f(z):=z(6 — ) und g(z) :=z(x —2)(x —4)(6 —z), =€ X.
Es soll
= (1—u)f(z)+ ug(z) (5.30)

untersucht werden. Die rechte Seite (sieche Abbildung 5.5) ist eine Konvexkombination von
f und g und besitzt ein uy = 1/2 € [0, 1], so dass es fiir alle u > uy genau vier Nullstellen
0= < x2(u) < z3(u) < x4 = 6 gibt, fir u = uy genau drei Nullstellen 0 = 21 < x2(u) =
x3(u) =3 < x4 = 6 und fiir u < up genau zwei Nullstellen 21 =0 < z4 = 6.

Dann findet man folgende Attraktoren fiir den Schiefproduktfluss auf U x X:

Ao = 0
Ay o= (J{u} x {6} =[0,1] x {6}
ucU
Ay = | J{upx {6} U | {u} x [22(u),6]

A3 = Ux X
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(1 —u)f(z) + ug(z)
167
14 u=1
10 u=0
8,
6,
4 —
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-84

Abbildung 5.5: Die rechte Seite von (5.30) fiir u =0, u =1/2 und v = 1.

Was die Fasern betrifft, finden wir fiir die Attraktoren: A, 1 = A, 2 fiir u < ug.

Auflerdem findet man folgende Repeller:

Ay = UxX
A = U {ud x {0y u [ {ud x [0, 23(u)]
A = (J{u} x {0} =10,1] x {0}
uelU
Ay = 0

Auch die Morsemengen lassen sich angeben:
My = AinNA;=10,1] x {6}
My = A0 Al = | {u} x [wa(u), 2s()

u>ug

My = AsnA;=1[0,1] x {0}

In diesem Fall sind die Morsemengen linear geordnet, ndmlich M3 > Ms > M;. Man
beachte ferner, dass es im Sinne von Korollar 3.6 ein x € U x X gibt mit w*(z) C M3 und
w(z) € M. Abbildung 5.6 veranschaulicht den Schiefproduktfluss und macht auflerdem
klar, dass die Fasern von M, fiir u < % leer sind.

5.7 Ausblick und Riickschau

In dieser Arbeit sind bis jetzt der Attraktor, der Repeller und der Pullback-Attraktor
definiert. Jetzt sollen einige Uberlegungen dazu angestellt werden, ob in verniinftiger Weise
ein Pullback-Repeller definiert werden kann. Drei Ansétze werden skizziert. Zum Abschluss
wird eine tabellarische Ubersicht von vier Sitzen aus Kapitel 5 gegeben.

Eine triviale Definition des Pullback-Repellers, die schon dargelegt wurde, soll kurz ange-
rissen werden. Wir haben in dieser Arbeit gesehen, dass, selbst wenn P kompakt ist, nicht
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Abbildung 5.6: Der Schiefproduktfluss auf U x X mit den Nullstellen der rechten Seite von
(5.30).

jeder lokale Pullback-Attraktor ein lokaler Attraktor sein muss. Falls jedoch ein lokaler
Pullback-Attraktor ein lokaler Attraktor sein sollte, kann der Pullback-Repeller natiirlich
iiber die Fasern des Repellers definiert werden. Jedoch ist hierbei zu bedenken, dass keine
faserweise Riickwértskonvergenz vorliegen muss. Dies ergibt sich mit der Tatsache, dass bei
einem Attraktor keine faserweise Vorwirtskonvergenz vorliegen muss. Dieser Ansatz, der
sowieso nur in speziellen Fillen anzuwenden ist, ist also nur ein Sonderfall des autonomen
Falls — ndmlich wenn der Zustandsraum der Produktraum P x X ist. Auf die M6glichkeit,
dass der Pullback-Repeller leere Fasern haben kann, sei nochmal hingewiesen. Dies tritt
ein, wenn Fasern des Pullback-Attraktors der ganze Raum sind.

Die Fasern eines lokalen Attraktors A = |J,cp{p} x A, und des zugehérigen Repellers A*
= Upep{p} x 4} sind disjunkt: Angenommen, es existiere ein p € P mit A;N A} # (). Dann
ergibt sich der Widerspruch wie folgt:

0 = (J{p} x40 UL} x 4 D {8} x A5 {p} x A5 = {p} x (45N A%) # 0

Ein zweiter Ansatz verzichtet auf die Voraussetzung, dass der Pullback-Attraktor, von
dem ausgehend der Pullback-Repeller definiert wird, ein lokaler Attraktor ist. Zunéchst
sei die Frage aufgeworfen, welche Eigenschaften ein Pullback-Repeller haben sollte? Erst
einmal wére an die ¢-Invarianz zu denken und daran, dass die Fasern nichtleer und kom-
pakt sein sollten. Auch die Forderung, dass Pullback-Attraktor und -Repeller faserweise
leeren Schnitt haben, scheint hinsichtlich der Morsetheorie sinnvoll zu sein. Wie sieht es
aber mit der Pullback-Attraktion bzw. -Repulsion aus? Ob Pullback-Konvergenz vorliegt,
entscheidet sich ,,in —oo“ und es erscheint sinnvoll, dass es auch bei dem Pullback-Repeller
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dort entschieden werden soll, ob Pullback-Repulsion vorliegt. Dass dies nicht die einzige
Moglichkeit ist, werden wir spéter sehen.

Pullback-Repulsion soll jetzt als faserweise Attraktion ,nach —oo“ definiert werden.

Definition 5.27 Sei P ein metrischer Raum und ¢ ein Kozykel auf X bzgl. (P,0). Eine
¢-tnvariante Familie (A;)pep kompakter nichtleerer Teilmengen von X heifle Pullback-
Repeller zum Pullback-Attraktor (Ap)pep, falls der Schiefproduktfluss m auf X zeitinver-
tierbar ist und fiir allep € P und x ¢ A,

Jim H* ((~t,p,2), 45_,) =0 (5.31)
gegeben ist und
A,NAS =0 fir allep € P (5.32)

gilt.

Neben der hier nicht beantworteten Frage der Existenz ergibt sich hier auch das Problem
der Eindeutigkeit. Diese ist ndmlich nicht gegeben, wie nachfolgendes Beispiel deutlich
macht. Auflerdem wird auf mégliche Maximalitéts- bzw. Minimalitdtsforderungen (bzgl.
Inklusion) in obiger Definition eingegangen.

Setze X = [0,2] und z(t) = —z(t)(z(t) — 1)(z(t) — 2), z(t) € X fiir alle t € R. Setze
weiter P = [0,2] und p(t) = p(t)(2 — p(t)), p(t) € P fiir alle t € R. Die Differentialglei-
chungen generieren einen Fluss auf X bzw. P. Der resultierende Fluss auf X kann als
Kozykel aufgefasst werden, der von den Argumenten aus P unabhingig ist. Auf P x X
erhalten wir mit (p(t), z(t)), t € R, den Schiefproduktfluss, der diesmal aus zwei autonomen
dynamischen Systemen besteht und von Abbildung 5.7 ungefihr wiedergegeben wird. Ein
lokaler Pullback-Attraktor ist [0, 2] x {0}, fiir die Pullback-Umgebung (Up,) kann U, = [0, 4],
p € P, 0 < § <1, gewdhlt werden. Ein Pullback-Repeller ist nach obiger Definition je-
de ¢-invariante, faserweise kompakte und nichtleere Familie (A3), die (5.32) erfiillt und
die auf dem Produktraum die Menge {0} x [1,2] U ]0,2[x{2} U {2} x [1, 2] echt enthilt.
Hierbei beachte man, dass jetzt faserweise Riickwértskonvergenz betrachtet wird und nicht
Riickwértskonvergenz im Produktraum. Das Beispiel wurde so gewéhlt, dass weder durch
die Forderung nach Maximalitdt noch nach Minimalitét der A;,p € P, Eindeutigkeit zu
erreichen ist, denn es gibt keine maximale oder minimale ¢-invariante, faserweise kompak-
te und nichtleere Familie mit den Eigenschaften (5.31) und (5.32). Auflerdem sollte, wenn
mit dem Pullback-Attraktor, von dem ausgehend der Pullback-Repeller definiert wird, ein
lokaler Attraktor vorliegt, der Pullback-Repeller mit dem Repeller iibereinstimmen. Dies
ist im Allgemeinen nicht gegeben, denn bei einem Repeller muss im Allgemeinen keine
faserweise Riickwértskonvergenz vorliegen.

Um zum letzten Ansatz zu kommen, sei die Idee aufgezeigt, einen Pullback-Repeller fiir den
Kozykel ¢ als Pullback-Attraktor des zeitinvertierten Kozykels ¢*(t, p, z) := ¢(—t,p, z),t €
T,p € P,z € X, zu definieren. Leicht ldsst sich zeigen, dass ¢* ein Kozykel bzgl. (P, 6%),
mit 0 (p) := 0_(p),t € T,p € P, ist.
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Abbildung 5.7: Zur Definition des Pullback-Repellers.

Lemma 5.28 Fiir einen zeitinvertierbaren Kozykel ¢ bzgl. (P, 0) ist die Abbildung
" :TxPxX>(t,p,x)— ¢(—t,p,x) € X
ein Kozykel bzgl. (P, 6).

Beweis: Sei p € P und z € X. Dann gilt ¢*(0, p, -) = idx und fiir ¢, 7 € T auch
*(T +t,p, $) = ¢(_T —1,p, $)
¢(_Ta e—tpa ¢(_tapa $))
= ¢*(Ta Hrpa ¢*(tapa $))

-

[

Sei also (Ay) ein Pullback-Attraktor fiir ¢* bzgl. (P,0*). Dann gibt es mit Satz 5.13 ein
0 > 0 mit
tliglo H*(¢(_ta etpa B(S(Aztp))’ A;) =0

fiir alle p € P. Wihrend bei einem Pullback-Attraktor gewissermafien faserweise Vorwiérts-
konvergenz ,,von —oo“ bis zu einer festen Faser vorliegt, kann man bei einem Pullback-
Repeller im obigen Sinn von faserweiser Riickwértskonvergenz ,,von +0o“ bis zu einer
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festen Faser sprechen. Jetzt ist jedoch zu bemerken, dass sich beides nicht ausschlieit, ein
Pullback-Attraktor somit auch ein Pullback-Repeller sein kann, was im Sinne der Morse-
theorie nicht als wiinschenswert erscheint, weswegen es sich anbietet, auch hier die Bedin-
gung (5.32) zu fordern. Mit diesen Worten soll die Darstellung der drei Ansitze abgeschlos-
sen sein.

Als Abschluss dieser Arbeit wird eine vereinfachende Ubersicht von wichtigen S#tzen von
Kapitel 5 gegeben. Dabei ist P kompakter metrischer Raum und ¢ ein Kozykel auf X bzgl.
(P,6).

| Satz | Voraussetzungen | Aussage |

5.6 B gleichméBig in P absorbie- globaler Attraktor A existiert und entspricht
rende Menge mit ¢(t,p, B) C B | globalem Pullback-Attraktor (A4,) iiber
firallete Tt,pe P A=U{p} x 4,

5.14 X kompakt, ¢ zeitinvertierbar, | lokaler Attraktor existiert und entspricht
7:(B) C B fiir allet > T lokalem Pullback-Attraktor iiber

w(U{p} x By) = U{p} x UB,)

5.22 (Ap) globaler Pullback- (Ap) entspricht lokalem Attraktor J{p} x 4,

Attraktor (nicht globalem Attraktor, siehe Beispiel 5.24),

fiir die Anwendung auf die Kontrolltheorie
siehe Korollar 5.23

5.25 | X kompakt, ¢ zeitinvertierbar, | (J{p} x A, ist lokaler Attraktor

(Ap) lokaler Pullback-Attraktor
mit Pullback-Umgebung (U,),
U{p} x Up Umgebung von

Ulp} x 4,
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