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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Winter-
semester 2017/2018 und im Sommersemester 2018 an der Universitit Bayreuth gehalten
habe. Es ist die zweite, griindlich iiberarbeitete Auflage des gleichnamigen Skripts aus den
jahren 2011/2012.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis der im Literaturverzeichnis angege-
benen Lehrbiicher erstellt. Ich m6chte mich an dieser Stelle bei den vielen aufmerksamen
Studenten/innen sowie bei meinen Mitarbeiter /innen bedanken, die viele Fehler gefunden
haben, die in dieser Version korrigiert werden konnten.

Die Verantwortung fiir alle verbleibenden Fehler liegt selbstversténdlich bei mir. Hinweise
dazu werden gerne entgegengenommen.

Eine elektronische Version dieses Skripts gibt es unter

http://num.math.uni-bayreuth.de/de/team/Gruene_Lars — Skripten.

Die zugehérigen Ubungsaufgaben finden sich im E-Learning System der Universitit Bay-
reuth unter https://elearning.uni-bayreuth.de/course/view.php?id=17983 sowie un-
ter https://elearning.uni-bayreuth.de/course/view.php?id=19060. Auf Anfrage per
E-Mail an lars.gruene@uni-bayreuth.de geben wir Ihnen gerne einen Gastzugang zu
diesen Unterlagen.

Bayreuth, August 2018 Lars GRUNE
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Kapitel 1

Natiirliche Zahlen und die
vollstandige Induktion

Der Hauptgegenstand der Analysis sind die Funktionen. Dies sind mathematische Objekte,
die Beziehungen zwischen Zahlen ausdriicken. Funktionen werden wir in einigen Kapiteln
einfithren und ausfiihrlich untersuchen. Zunéchst wollen wir uns aber mit den zu Grunde
liegenden Objekten, den Zahlen beschéftigen. In diesem Kapitel geht es dabei um die
einfachsten Zahlen, die natiirlichen Zahlen

{0,1,2,3,...}.

Hier vereinbaren wir, dass die natiirlichen Zahlen die “0” enthalten, in manchen Biichern
wird mit der “1” begonnen, was fiir die folgenden Ausfithrungen aber keinen wesentlichen
Unterschied macht. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit dem Symbol N bezeichnet.
Man kann natiirliche Zahlen auf streng mathematische Weise definieren — durch soge-
nannte Axiome —, worauf wir am Ende dieses Kapitels kurz eingehen werden. Fiir diese
Vorlesung reicht die aus der Schule bekannte “informelle” Vorstellung von den natiirlichen
Zahlen aber vollig aus. Neben den natiirlichen Zahlen werden wir in diesem Kapitel auch
die Menge R der reellen Zahlen verwenden, wobei wir erst einmal davon ausgehen, dass
diese ebenfalls aus der Schule bekannt sind. Mit der genauen Definition der reellen Zahlen
werden wir uns im nachfolgenden Kapitel ausfiihrlich beschéftigen.

1.1 Ein einfithrendes Beispiel

Wir wollen in diesem ersten Kapitel eine Beweistechnik einfithren, mit der man mathema-
tische Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen kann. Als Motivation betrachten wir
die folgende Aufgabe:

Berechne die Summe der ersten n positiven natiirlichen Zahlen
1+24+3+...+(n—1)+n.

Um diese Summe kiirzer schreiben zu kénnen, driicken wir sie mit Hilfe des Summensymbols
> aus, das wie folgt definiert ist.

Stand:
17. August 2018
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Definition 1.1 Es seien m,n natiirliche Zahlen mit m < n. Fiir jede natiirliche Zahl
k=m,...,n sei a; eine reelle Zahl. Dann definieren wir

n
Zak =amt+am+1+ ...+ ap.

k=m

Zusétzlich definieren wir fiir m > 1 die leere Summe als

m—1
Z ap =0
k=m

unabhingig davon, welche Werte die a; annehmen. o

Das Symbol “:=" bedeutet dabei, dass das Objekt, das auf der Seite des Doppelpunktes
steht, durch den Ausdruck auf der anderen Seite definiert wird, also gerade diesen Wert
erhélt.

Mit der Summenschreibweise lautet die obige Aufgabe also:

n
Berechne Zk
k=1
Zu dieser Aufgabe gibt es eine Anekdote iiber den Mathematiker Carl Friedrich Gauf}
(1777-1855), dessen Lehrer seiner Klasse in seiner Schulzeit die Aufgabe gestellt hat, die
ersten 100 Zahlen zusammenzuzéihlen. Dies ist gerade unsere Aufgabe mit n = 100. Statt
die Zahlen nacheinander zusammenzuzéihlen, ist Gaufl wie folgt vorgegangen

100
STk o= (14+100) + (2+99) + ...+ (49 + 52) + (50 + 51)
k=1

= 101+101+...4+101+101 = 50-101 = 5050

insgesamt 50 Summanden

und konnte die Losung damit viel schneller ausrechnen.

Diese Idee ldsst sich auf beliebige n verallgemeinern. Im Fall, dass n gerade ist, kann man
schreiben

f:k: = (1+n)+2+Mn—-1)+...4+((n/2=1)+ (n/2+2)) + (n/2+ (n/2 + 1))
k=1

n(n—|—1).

= n+1)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1) = n/2-(n+1) = 5

insgesamt n/2 Summanden

Im Fall, dass n ungerade ist, kann man den Trick geeignet abdndern und erhilt das selbe
Ergebnis (Ubungsaufgabe).

Man koénnte nun meinen, dass die Aufgabe damit gelost ist. Das ist im strengen mathema-
tischen Sinne (den wir in dieser Vorlesung immer anlegen werden) aber nicht richtig. Zwar
macht die obige Rechnung plausibel, dass die Gleichung

zn:k: ”(”2“) (1.1)
k=1



1.2. DAS PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION 3

fiir alle n € N gilt. Mathematisch gesehen ist das aber noch nicht formal bewiesen!
Der Grund liegt in den “Piinktchen” in der Summe (1 +n)+ 24+ (n — 1)) + ... +
(n/2—=1)+ (n/2+2))+(n/2+ (n/2 + 1)). Zwar ist anschaulich vollig klar, was sich hin-
ter diesen Piinktchen verbirgt, fiir eine liickenlose mathematische Beweisfiihrung miissten
wir die fehlenden Terme aber alle hinschreiben'. Dazu miissten wir wissen, wie grof n
ist, damit wir wissen, wie viele Terme wir an Stelle der Piinktchen schreiben miissen. Wir
konnen die obige Rechnung daher fiir jedes n € N zu einem formal korrekten Beweis aus-
bauen, miissen das aber fiir jedes n einzeln machen. Weil es aber unendlich viele n € N
gibt, konnen wir auf diese Weise keinen Beweis erhalten, der die Formel fiir alle n € N
beweist.

1.2 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion 16st das gerade erlauterte Problem auf eine
elegante Weise. Fiir ein gegebenes ng € N dient das Prinzip dazu, eine Aussage A(n) fir
alle n € N mit n > ng zu beweisen. Das Prinzip besteht aus den folgenden beiden Schritten:

(1) Induktionsanfang (n = ng): Beweise, dass A(ng) eine wahre Aussage ist

(2) Induktionsschritt (n — n + 1): Beweise, dass fiir alle n > ng gilt: Falls A(n) eine
wahre Aussage ist, so ist auch A(n + 1) eine wahre Aussage

Dass damit die Aussage A(n) tatséchlich fiir alle n > ng gilt, ist leicht einzusehen: Dass
A(ng) gilt, folgt sofort aus (1). Wiederholte Anwendung von (2) liefert dann die Aussage
A(ng + 1), A(ng + 2), A(ng + 3) usw. Wichtig dabei ist, dass man diese wiederholte An-
wendung von (2) nicht praktisch ausfithren muss: Entscheidend ist, dass man durch den
Beweis von (2) weif}, dass man den Induktionsschritt beliebig oft ausfithren kdnnte.

Wir illustrieren die Anwendung des Prinzips an dem Problem aus dem vorhergehenden
Abschnitt und formulieren das Ergebnis als Satz.

Satz 1.2 Fiir alle n € N gilt

3

n(n—l—l)’

k=
2

k=1

Beweis: Wir wenden das Prinzip der vollstéindigen Induktion fiir ng = 0 auf die Aussage

A(n) == [Z k= n(n;—l)
k=1

an.

!Das mag fiir diese Aufgabe nach iibertriebener Genauigkeit aussehen, so bald wir aber etwas komplizier-
tere Aufgabenstellungen betrachten (einige davon kommen im Rest dieses Kapitels), versagt die Anschauung
schnell und es ist iiberhaupt nicht mehr anschaulich klar, was genau sich hinter den Piinktchen verbirgt.
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Induktionsanfang: n = ng = 0. Fiir n = 0 ist die Summe die leere Summe, also gilt

n 0
Zk:Zk:O.
k=1

k=1

Andererseits gilt
n(n—i—l)_O-l_Q_O
2 2 2

Damit ist A(0) bewiesen.

Induktionsschritt: Es gelte A(n) fiir ein n € N. Diese Annahme wird als Induktionsan-
nahme bezeichnet. Zu zeigen ist, dass dann auch A(n + 1) gilt, also

_(n+1)(n+2)
d k=

Aus der Induktionsannahme wissen wir
n+1 n
+1
Zk:< k)—i—(n%—l):n(%)—i-(n—i-l).
k=1 k=1

Zu zeigen ist also

1 1 2
n(n + )+(n+1):(n+ )(n + )
2 2
Ausmultiplizieren der beiden Zéahler liefert, dass diese Gleichung dquivalent ist zu
n?+n n? + 3n + 2
)=—"°>"7T=
5+ (n+1) 5
Wegen
n?+3n+2 n?+n+2n+2 n2+n+2n+2 n2+n+( o
= = - n
2 2 2 2 2

ist diese Gleichung tatséchlich erfiillt. U

Voraussetzung fiir die Anwendung der vollstindigen Induktion ist, dass man zunéchst ein-
mal einen “Kandidaten” fiir eine giiltige Aussage A(n) hat. Das Prinzip der Induktion hilft
einem im Allgemeinen nicht dabei, die Aussage A(n) zu finden. Es dient lediglich dazu,
eine Aussage, die man — wie im vorhergehenden Abschnitt — fiir endlich viele n bereits
hergeleitet hat, fiir alle n > ng mathematisch rigoros zu beweisen — oder zu widerlegen,
wenn man beim Beweis des Induktionsschritts feststellt, dass dieser nicht gilt. Das Finden
der Aussage? A(n), fiir die man die Induktion tatsichlich durchfiihren kann, ist oftmals
der schwierigste Teil, wenn man die vollstindige Induktion praktisch anwenden will und
verlangt meist die richtige Intuition und etwas Kreativitét.

Bevor wir weitere Beispiele der vollstéandigen Induktion kennen lernen, wollen wir fiir die
weiteren Beweise etwas Notation einfithren, mit der man die Schreibweise von Beweisen
etwas abkiirzen kann.

2Ebenso muss fiir die Induktion natiirlich auch ein “passendes” no gefunden werden, was aber zumeist
einfacher ist, als die Aussage A(n) zu finden.
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Fiir logische Folgerungen verwenden wir die Folgepfeilnotation?. Wenn aus einer Aussage
A die Aussage As folgt, dann schreiben wir

A1 = A2 (12)

(oder auch As < A;). Dabei wird der Zusatz “ist wahr” oder “ist eine wahre Aussage”
zumeist weggelassen. Statt “A;” ist wahr schreiben wir also meist kurz A;.

Die im Beweis von Satz 1.2 bewiesene Folgerung kann man mit dieser Schreibweise dann
kurz als

n n+1
5 , n(n+1) a (n+1)(n+2)
ur alle n =2 np g1 e 9 2 9

schreiben. Allgemein kann man den Induktionsschritt mit dieser Schreibweise kurz als
n
fiir alle n > ng gilt: Z k=An) = An+1)
k=1

schreiben.

Dies zeigt bereits eine typische Eigenschaft der hier ganz abstrakt formulierten Aussagen
Aj und As: diese beschreiben meist nicht eine Eigenschaft fiir eine Zahl, sondern Aussagen,
die fiir viele Zahlen gelten, hier gerade fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Fiir Ay = A, gibt es verschiedene Sprechweisen:
e A; impliziert A,
e wenn A; gilt, dann gilt auch A,

A ist hinreichend fiir Ao

A, folgt aus A

Ay gilt, wenn A; gilt

Ay ist notwendig fiir Ay

Die letzte Sprechweise ist dabei durch die folgende Tatsache motiviert: Nehmen wir an, die
Folgerung A; = A ist wahr. Als Beispiel fiir eine solche wahre Folgerung nehmen wir die
Aussage fiir natiirliche Zahlen n

n ist ohne Rest durch 4 teilbar = n ist ohne Rest durch 2 teilbar .
A1 A2

Diese ist sicherlich fiir alle natiirlichen Zahlen n € N wahr. Wenn nun As fiir ein n nicht gilt,
so kann auch A; fiir dieses n nicht gelten (denn wenn A; gélte, wiirde die obige Folgerung
implizieren, dass Ao auch gilt). Die Eigenschaft “n ist ohne Rest durch 2 teilbar” (A2) ist

3Diese wird an der Tafel 6fter benutzt als in diesem Skript.
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also eine notwendige Voraussetzung dafiir, dass die Eigenschaft “n ist ohne Rest durch 4
teilbar” (A1) gilt.

Den gerade benutzen Zwischenschritt “wenn As nicht gilt, dann gilt auch Ay nicht”, kann
man mit dem Folgepfeil auch als

Ag gilt nicht = A; gilt nicht (1.3)

schreiben. Da man die Argumentation von oben in gleicher Weise in umgekehrter Richtung
anwenden kann, ist die Folgerung (1.3) gleichbedeutend mit der Folgerung (1.2), was man
sich in Beweisen oft zu Nutze macht. Statt “A; gilt nicht” schreibt man kurz auch —A;.

Wenn fiir zwei Aussagen sowohl A; = As als auch As = A; gilt, so schreibt man
A1 4 AQ.

Die Aussagen A; und As heiflen dann dquivalent und man sagt auch: A; gilt genau dann,
wenn Ay gilt?.

1.3 Beispiele fiir die vollstindige Induktion

In diesem Abschnitt wollen wir das Prinzip der vollstindigen Induktion an einigen Bei-
spielaussagen illustrieren und dabei nebenbei einige Aussagen beweisen, die im weiteren
Verlauf der Vorlesung niitzlich sind.

Wir beginnen mit der Frage nach einer Formel fiir die Summe
n
D,
k=0

wobei z € R ist und wir vereinbaren, dass z° = 1 gelten soll. Diese Summe wird geometri-
sche Reihe genannt und wird uns im weiteren Verlauf der Vorlesung noch 6fter begegnen.
Wir betrachten hier den Fall z # 1; warum, werden wir in Kiirze sehen. Das ist aber keine
grofle Einschrinkung, weil wir fiir den Fall x = 1 gar keinen Induktionsbeweis benttigen:
in diesem Fall gilt ndmlich z* = 1 fiir alle & und wir erhalten direkt Yo 1¥F=n+1.

Um eine Idee zu bekommen, wie die Losung fiir  # 1 aussehen konnte (denn solch eine
“Idee” brauchen wir ja, um die Induktion iiberhaupt zu beginnen), testen wir zunéchst
einmal kleine k:

0 1 2 3
kazl, Zxk:1+x, Zajk:1+x+x2, Zxk:1+x+x2+x3,...
k=0 k=0 k=0 k=0

Hier sieht man noch nicht so wirklich viel. Die richtige Idee ist nun, die Ausdriicke auf der
rechten Seite mit 1 — z zu erweitern (wer darauf zum ersten Mal gekommen ist, ist meines
Wissens nicht iiberliefert). Damit erhélt man

2 2

ll—x 1—x (1+ )1—x 14—z —=x
pr €T fr pry
l—2z 1-2g’ 11—z 11—z 11—z’

_l—af

1Die Aussagen “A; gilt, wenn A, gilt” und “A; gilt genau dann, wenn A, gilt” werden oft verwechselt,
was schon zu manchem falschen Beweis gefithrt hat. In der Kurzschreibweise lautet die erste Aussage
A1 <= As und die zweite A1 < As. Hier ist die Verwechslungsgefahr viel geringer.
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1—x_1+x+x2—x—x2—x3_1—x3
1—z 1—z o l-z’
1—:U_1+x+x2—|—a:3—x—x2—x3—m4_1—x4
l—z 1—=z Cl-z

(1+x+2?)

(1+z+ 2% +23)

Dies legt die Vermutung nahe, dass

n
Zxkzlixn-i—l
1—=z

-
[en]

gilt (und erklért auch, warum wir z = 1 ausgeschlossen haben, denn durch 1 —1 = 0
kann man nicht teilen). Dass diese Vermutung tatséichlich stimmt, beweisen wir wieder per
Induktion.

Satz 1.3 Fiir die geometrische Reihe gilt fiir jedes = # 1 und jedes n € N die Gleichung

1-z
k=0

Beweis: Wir beweisen die Aussage®
n
11—z
per Induktion beginnend mit n = ng = 0. Hierfiir gilt

1

0 1—z 1—=x

. _ _

=1= = A .
k;zox 1—z l1—=z = (no)

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 nehmen wir an, dass A(n) fiir ein gegebenes n € N
gilt. Fiir n + 1 gilt dann

n+1 N n N . 1— anrl .

— n — n
SUINNED SV ES
k=0 =

——
:1_19‘_72—1 (Ind.ann.)
B 1— xn-}-l + $n+1(1 _ ._’E) B 1— xn+2
N 1—x  1l—z
was genau A(n + 1) ist. 1l

Betrachten wir nun zur Abwechslung ein Problem, in dem keine Summe auftaucht. Es
geht um die Frage, auf wie viele verschiedene Arten man die Elemente einer n-elementigen
Menge {A1, Ag, ..., Ay} anordnen kann.

5Wenn man etwas Ubung im Umgang mit der vollstindigen Induktion hat, kann man die ausfiihrliche
Definition von A(n) im Beweis auch weglassen, was wir im Folgenden auch machen werden. Fiir den Anfang
ist es aber sicherlich eine gute Hilfe, genau hinzuschreiben, was man eigentlich beweisen will.
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Auch hier machen wir wieder eine Voriiberlegung, um auf einen Ansatz fiir die Induktion
zu kommen: An der ersten Stelle der Anordnung haben wir genau n Moglichkeiten, um ein
Element zu wihlen. An der zweiten Stelle bleiben dann noch n — 1 Moglichkeiten, an der
dritten n — 2 usw. bis fiir die letzte Stelle schliellich noch genau ein Element iibrig bleibt.
Insgesamt fithrt das auf

n-(n—1)-(n—-2)-...-2-1

Moglichkeiten. Diese Zahl wird n Fakultdt genannt und mit n! bezeichnet. Fiithrt man
analog zum Summensymbol (und mit den gleichen m, n und a; wie in Definition 1.1) ein
Produktsymbol mittels

n
H Ak = A " g1~ - -+ - A
k=m
und das leere Produkt als -
H aj — 1
k=m

ein, so kann man die Fakultét auch als

schreiben.

Den folgenden Satz beweisen wir wieder mit Induktion, wodurch wir das informelle “usw.”
in der obigen Begriindung vermeiden kénnen.

Satz 1.4 Die Anzahl der moglichen Anordnungen einer mn-elementigen Menge {A;, As,
..., Ap} mit n € N, n # 0, betragt n!.

Beweis: Per vollstédndiger Induktion mit ng = 1.

Fiir n = ng = 1 gibt es offensichtlich genau eine Moglichkeit der Anordnung, weswegen die
Aussage wegen 1! = 1 fiir ng = 1 stimmt.

Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir n € N erfiillt ist. Fiir eine Menge mit n + 1
Elementen gibt es dann gerade n + 1 verschiedene Elemente, die an der ersten Stelle der
Anordnung stehen kénnen. Fiir die in der Anordnung folgenden restlichen n Elemente gibt
es nach Induktionsannahme jeweils gerade n! Moglichkeiten. Insgesamt erhalten wir also

(n+1)-nl=(Mn+1)!

mogliche Anordnungen, womit die Aussage fiir n + 1 bewiesen ist. U

Die Fakultét ist aber nicht nur fiir die Beschreibung von Teilmengen gut. Im Rest dieses
Abschnitts betrachten wir das Problem, den Ausdruck

(z+y)"

fiir zwei reelle Zahlen x,y € R und beliebiges n € N auszumultiplizeren. Das Resultat, das
wir so herleiten wollen, wird Binomischer Lehrsatz genannt.



1.3. BEISPIELE FUR DIE VOLLSTANDIGE INDUKTION 9

Um zu einer Aussage A(n) zu kommen, fiir die wir dann einen Induktionsbeweis fithren
konnen, ist hier eine etwas ldngere Voriiberlegung notig. Wir beginnen wieder damit, die
Losung fiir kleine n zu berechnen. Das ist natiirlich mit etwas Rechenaufwand verbunden;

der Kiirze halber stellen wir hier nur die Ergebnisse fir n =0,...,4 dar:
(x+y)° = 1
(z+y)t = z+y
(x+y)? = 22 + 2y + 42
(x+9y) = 23 + 322y + 3xy? + 43
(x+y)t = 2+ 423y + 62%9% + 4oy + o

Die etwas seltsame Anordnung der rechten Seiten dieser Gleichungen in Dreiecksform hilft
jetzt, ein Muster bei den Vorfaktoren der einzelnen Terme zu erkennen. Schreiben wir diese
ohne die x und y hin (und schreiben eine 1, wo kein expliziter Vorfaktor steht), so erhélt
man

1
11
121
1331
14641

Das Muster, das man jetzt erkennen kann, besteht darin, dass die Eintrige am Rand
immer den Wert 1 haben und jede nicht am Rand stehende Zahl gerade die Summe der
beiden dariiberstehenden Zahlen ist. Die entstehende Figur nennt man nach Blaise Pascal
(1623-1662) das Pascalsche Dreieck, es war tatsichlich aber bereits vor Pascal bekannt®.
Die Eintrdge im Pascalschen Dreieck werden als Binomialkoeffizienten bezeichnet. Wir
nummerieren die Eintrage im Pascalschen Dreieck nun von oben nach unten mit n und
von links nach rechts mit k& durch (jeweils beginnend mit 0) und bezeichnen den jeweiligen
Binomialkoeffizienten mit (Z), also z.B. (%) =2, (é) := 4 oder allgemein

Dann erhalten wir aus dem Pascalschen Dreieck die Beziehungen

(ZID - (Z) * (kj-l) (1.4)
(73) N <Z> = (1.5)

5Tn Wikipedia findet man viele interessante Informationen dazu, die man natiirlich mit der bei Wikipedia-
Eintréagen immer angebrachten Vorsicht betrachten sollte.

sowie
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Durch diese Beziehungen sind die Binomialkoeffizienten fiir alle n > 0 und alle k = 0,...,n
eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe kombinatorischer Uberlegungen, die wir hier aus Zeitgriinden nicht ausfiihren,
kommt man auf die Vermutung, dass die Binomialkoeffizienten durch die Formel

ﬁn—j+1_n-(n—l)-...-(n—k+1) L6)
] j N 1-2-...-k ‘
7=1
gegeben ist, die man (wie man mit etwas Uberlegen sieht) fiir k = 0,...,n auch als
ﬁn—j+1 B n!
i J El(n —k)!

schreiben kann, wenn wir die Konvention 0! = 1 verwenden. Aus dieser Darstellung folgt
insbesondere
n! n! n! n! -
WZEZI und mzﬁzl furallenEN, (17)
d.h. die Formel liefert wegen (1.5) den korrekten Wert fiir alle Randelemente im Pascalschen
Dreieck. Wir beweisen nun per Induktion, dass die Formel (1.6) auch fiir alle anderen
Eintrége im Pascalschen Dreieck stimmt.

Lemma 1.5 7 Fiir die Binomialkoeffizienten gilt fiir alle n € N und alle k = 0,...,n

(1) = mm

Beweis: Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n. Fiir n = 0 gibt es nur den
Koeffizienten (8), fiir den die Formel wegen

0 .
- 1
<8>:1 und szl

=1 7

gilt (beachte, dass wir hier wieder das leere Produkt benutzt haben).

Fiir den Induktionsschritt n — n 4+ 1 nehmen wir an, dass die Formel fiir ein gegebenes
n € Nund alle kK =0,...,n stimmt. Fiir die Elemente am Rand hatten wir bereits vorher
iiberlegt, dass die Formel wegen (1.7) stimmt. Im Induktionsschritt miissen wir also nur
noch zeigen, dass die Formel fiir n + 1 auch fiir die nicht am Rand liegenden Elemente
stimmt. Dazu ist zu beweisen, dass (1.4) gilt, d.h. dass die Formel fiir n 4+ 1 gerade gleich
der Summe der Formeln fiir die beiden dariiberstehenden Koeflizienten aus der Zeile n ist,
dass also
n! n! (n+1)!

Mok Gt D)ln—k—1!  (k+Dln+1—(k+1D)

"Ein Lemma ist in der Mathematik eine Hilfsaussage, die meist zur Vorbereitung des Beweises eines
Satzes bendtigt wird.
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gilt. Wegen

n! n! B (k+1)n! nl(n — k)
M-k TG+ Dln—k=1!  G+rDn—R! " k+Di(n—k)

(k + 1)n! + nl(n — k)
&+ Di(n — k)!

(n+ 1)n!
(k+Dl(n+1—(k+1))

(n+1)!
(k+D!(n+1—(k+1))!

ist dies aber gerade erfiillt, womit der Induktionsschritt bewiesen ist. U

Schauen wir jetzt zuriick auf die Herleitung des Pascalschen Dreiecks aus den Koeffizienten
des ausmultiplizierten Terms (x + y)", kommt man leicht auf die Vermutung

@iy =Y (Z) 2 RyE, (1.8)

Diese Gleichung ist gerade die Aussage des Binomischen Lehrsatzes, den wir jetzt formu-
lieren und beweisen.

Satz 1.6 Fiir alle reellen Zahlen x,y € R und jede natiirliche Zahl n € N gilt (1.8).

Beweis: Mit vollstindiger Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt (z +y)° = 1 und

0
0 n—k, k __ 0 0,0 __
z:;(k)x Y —<0>xy =1.

k

Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.
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Zum Beweis des Induktionsschritts rechnen wir

(z+y)"t = (@+y) " (=+y)
n
(Ind.-annahme) = Z) x"kyk> (x +vy)
k=0
" n n
_ t1-k, k —k, k+1
> ()t ()
k=0 k=0
n n n—1 n
_ +1 t1-k k —k, k+1 +1
B Q) (£ Q)
k=1 k=0
" n n n
_ n+1 n+l—-k, k n—(k—1)  k n+1
oY (a3 () ey
k=1 k=1 —gn+l—k
n
_ +1 n n +1-k, k +1
= eS| () ()|t
k=1
n
1
(1.4) _ xn+1+;<nz >$n+1—kyk_|_yn+1

n+1 " /n+1 B n+1
1.7 _ n+1 n+l—k k n+1
(L7) <o>x +;<k>x Y \ng )Y

+1
_ nz <” + 1)xn+1—k k
= k Yy,

k=0

womit die Aussage fiir n + 1 gilt und der Induktionsschritt bewiesen ist. U

1.4 Weitere Anmerkungen zum Induktionsprinzip

Betrachtet man die vorhergehenden Abschnitte, so kann man mit gewissem Recht fest-
stellen, dass manche Argumente nicht ganz konsequent sind. So haben wir viel Aufwand
getrieben, um die “Piinktchen” aus dem Beweis von (1.1) mit Hilfe der vollstéindigen In-
duktion zu entfernen. Tatséchlich finden sich die Piinktchen aber bereits in der Definition
der Summe ) aj und sogar in der Definition der natiirlichen Zahlen ganz am Anfang
dieses Kapitels.

Tatséchlich kann man durch Anwendung induktiver Definitionen, die Piinktchen komplett
vermeiden. Die Summe kann man z.B. (mit m und n wie in Definition 1.1) alternativ
mittels

m—1 j j—1
Zakzzo und Zak::Zak—Fajfﬁrj:m,...,n
k= k=m k=m

induktiv definieren. Der Grund dafiir, dass wir das nicht gleich am Anfang gemacht haben,
liegt einzig und allein darin, dass die Form von Definition 1.1 in diesem einfachen Fall kaum
mathematische Missverstédndnisse hervorrufen wird, dafiir aber deutlich anschaulicher ist.
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Ahnlich kénnen die natiirlichen Zahlen selbst ohne “Piinktchen” definiert werden, und zwar
iiber die folgenden Bedingungen.

(NO) Die natiirlichen Zahlen bilden eine Menge N, die ein ausgezeichnetes Element “0”
enthélt.

(N1) Auf N ist eine Abbildung v definiert, die jeder Zahl n € N eine Zahl v(n) € N
mit v(n) # 0 zuordnet. Diese Abbildung erfiillt n; # no = v(n1) # v(ng) fir alle
ni,ngy € N.

(N2) Fiir jede Teilmenge N von N, welche die 0 und fiir jedes Element n € N auch v(n)
enthélt, gilt N = N.

Die Abbildung v(n) wird dabei als Nachfolger von n bezeichnet. Verwenden wir statt
der abstrakten Abbildung v die aus der Schule bekannte Addition, so ergibt sich gerade
v(n) =n+1.

Die Aussagen (NO)-(N2) werden Peano-Aziome genannt, nach dem italienischen Mathe-
matiker Giuseppe Peano (1858-1932). Ein Axiom bezeichnet allgemein eine Bedingung, die
sich nicht aus anderen Bedingungen folgern lidsst und folglich einen “Grundbaustein” in
der Definition mathematischer Objekte darstellt.

Man muss etwas nachdenken, um sich davon zu iiberzeugen, dass die uns seit der Grund-
schule bekannten natiirlichen Zahlen durch die Peano-Axiome eindeutig festgelegt sind —
tatsdchlich sind sie es wirklich, wir wollen diesen Aspekt aber aus Zeitgriinden nicht ver-
tiefen. Eine ausfiihrliche Behandlung findet sich z.B. in Kapitel [.5 des Buchs Analysis 1
von Amman und Escher [1]. Anzumerken ist allerdings noch, dass die Axiome lediglich die
Struktur der natiirlichen Zahlen festlegen, nicht aber deren Bezeichnung. In der iiblichen
Notation der natiirlichen Zahlen mit arabischen Ziffern gilt

v(0) =1, v(v(0)) =2, v(r(v(0))) =3 usw.

man kénnte aber auch ganz andere Symbole wihlen, z.B. I, I, III, IV, V, ... wie es die alten
Romer gemacht haben (die allerdings die Null noch nicht kannten) oder 0, 1, 10, 11, 100,
... wie es bei der Binidrdarstellung von Zahlen im Computer gemacht wird. Wichtig ist nur,
dass die Struktur der Menge N unabhéingig von der Bezeichnung durch (N0)—(N2) eindeutig
festgelegt ist, was bedeutet, dass jede Zahl in einer bestimmten Bezeichnung eindeutig einer
Zahl in einer beliebigen anderen Bezeichnung solcherart zugeordnet werden kann, dass die
jeweiligen Nachfolger ebenfalls wieder einander zugeordnet werden. Das Axiom (N2) bildet
hierbei die formale Grundlage fiir das Prinzip der vollstdndigen Induktion, denn sie stellt
sicher, dass wir mit dem Induktionsprinzip tatséchlich jedes n € N “erreichen”.
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Kapitel 2

Die reellen Zahlen

Stand:

In diesem Kapitel werden wir die fiir die Analysis grundlegenden reellen Zahlen einfiihren. 17. August 2018

Zwar gehen wir davon aus, dass diese aus der Schule bereits bekannt sind, allerdings werden
wir dieses Wissen in diesem Kapitel nicht voraussetzen. Zum Beginn fithren wir einige
Bezeichnungen fiir Mengen ein, die wir im Folgenden verwenden werden.

2.1 Mengennotation

Eine Menge schreiben wir als
A= {a/la az, ag, . . '}a
wobei die a; die Elemente von A genannt werden. Falls a ein Element einer Menge A ist,

schreiben wir a € A, falls nicht schreiben wir a ¢ A.

Oft benotigen wir Mengen, die alle Elemente einer (oder mehrerer) gegebenen Menge(n)
mit gewissen Eigenschaften enthalten. Dies schreiben wir formal als

B:={a€ Alaerfillt ...}

oder auch als
B:={ala € Aund a erfiillt ...}.

Das logische “und” bedeutet dabei, dass a beide Bedingungen zugleich erfiillen muss und
wird auch mit dem Symbol A abgekiirzt. Statt dem Trennstrich “|” kann man hierbei auch
den Doppelpunkt “:” verwenden.

Zum Beispiel kénnen wir die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen auf diese Weise be-
schreiben als
G := {n € N|n ist ohne Rest durch 2 teilbar}

oder auch als
G :={n|n € N und n = 2k fiir ein k € N}.

Die tibliche Vereinigung zweier Mengen A und B kénnen wir mit dieser Schreibweise defi-
nieren als
AUB :={a|a € Aoderac B}

15
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(gesprochen: A vereinigt B). Hierbei bedeutet das logische “oder”, dass mindestens eine
der Bedingungen erfiillt ist!. Das logische “oder” wird auch mit V abgekiirzt. Der Schnitt
zweier Mengen ist definiert als

ANB:={a|la € Aund a € B}
(gesprochen: A geschnitten B) und die Mengensubtraktion als
A\ B :={a€c Ala ¢ B}

(gesprochen: A ohne B, manchmal auch A minus B).

Eine Menge B heifit Teilmenge einer Menge A, wenn fiir jedes b € B auch b € A gilt. Wir
schreiben dann B C A.

Fiir eine Aussage der Form “fiir alle a € A gilt ...” wird oft die Schreibweise “Va € A :...”
verwendet und eine Aussage der Form “es gibt ein a € A fiir das ... gilt” wird oft als
“Ja € A:...” geschrieben.

Aus der Schule sind bereits verschiedene Mengen von Zahlen bekannt:

die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,4,...}

die ganzen Zahlen z = {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

die rationalen Zahlen Q = {p
q

EZ,qGN\{O}}.

Ebenso sind die reellen Zahlen bereits bekannt. Da diese fiir die Analysis eine besondere
Bedeutung haben, werden wir sie in diesem Kapitel von Grund auf einfithren. Dies ge-
schieht mit Hilfe sogenannter Axiome, d.h. durch Bedingungen, die sich nicht aus anderen
Bedingungen ableiten lassen.

2.2 Die Korperaxiome

Die erste Gruppe von Axiomen, die wir betrachten wollen, sind die sogenannten Kdrper-
aziome. Die Idee hinter diesen Axiomen ist, die Regeln fiir die iiblichen Grundrechenarten
so auf das Wesentliche zu reduzieren, dass alle bekannten Regeln daraus abgeleitet werden
konnen und dass kein Axiom aus dem anderen abgeleitet werden kann.

Korperaxiome: Gegeben sei eine Menge K von Zahlen, auf der zwei Operationen &
(“Addition”) und ® (“Multiplikation”) definiert sind, die je zwei Elementen a,b € K neue
Elemente a @b € K und a ©® b € K (meist kurz geschrieben als a ® b = ab) zuordnen.

Die Menge K heifit dann ein Kdrper, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind.

(K1) Addition und Multiplikation sind kommutativ, d.h. fiir alle a,b € K gilt

adb=bDa und ab = ba.

Tm Gegensatz zu dem umgangssprachlichen “oder”, das oft im Sinne “entweder ...oder” verwendet
wird. Beim logischen “oder” ist es erlaubt, dass beide Bedingungen zugleich erfiillt sind, beim umgangs-
sprachlichen oder schlieffit man dies oft aus.
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(K2)

Addition und Multiplikation sind assoziativ, d.h. fiir alle a,b, ¢ € K gilt

(a®b)®dc=a® (bdc) und (ab)e = a(bc).

Es gilt das Distributivgesetz, d.h. fiir alle a,b, c € K gilt

a(b® c) = ab® ac.

Es existieren Elemente 0 € K und 1 € K mit 0 # 1, so dass fiir alle a € K gilt
a®0=a und a®1=a.
Die Elemente 0 und 1 werden neutrale Elemente genannt.

Fiir jedes a € K existiert ein Element —a € K und, falls a # 0, ein Element a~! € K,
so dass gilt

a®(—a)=0 und a®a =1
Die Elemente —a und a~! werden inverse Elemente (2u a) genannt.

O

Alle aus der Schule bekannten Rechenregeln lassen sich aus diesen Axiomen ableiten. Hier
ein paar Beispiele dafiir?:

e Es gilt a ©0 = 0. Beweis: Aus (K4) folgt 0+ 0 =0, also auch a ©0=a ® (0 ® 0).

Mit (K3) erhalten wir daraus a ©0 = a ©® (0@ 0) = ¢ © 0 ® a ® 0. Addieren wir
nun auf beiden Seiten —(a ® 0) so erhalten wir daraus 0 = e © 0@ —(a ©® 0) =
a0Pa®0d—(a®0)=a®0. O

Das inverse Element in (K5) ist eindeutig, was wir fiir die Addition beweisen: Seien
—a und —a zwei inverse Elemente, so gilt

(K4) (K1)

(ma)®0 =" 0@ (-a) & 7

(—a)

Es gilt —(—a) = a. Beweis: Aus (K1) und (K5) folgt (—a) ®a = a ® (—a) = 0.
Also ist a das inverse Element zu —a und daher wegen der Eindeutigkeit des inversen
Elements gleich —(—a). U

Auf Grund des Assoziativgesetzes ist es gerechtfertigt, einfach a ® b @ ¢ oder abc zu
schreiben, weil das Ergebnis nicht von der Reihenfolge der Rechnungen abhéngt.

2Die Hauptschwierigkeit bei den folgenden Beweisen ist, dass man immer versucht ist, in den Umformun-
gen aus der Schule bekannte Rechenregeln anzuwenden, obwohl diese formal noch gar nicht bewiesen sind.
Es braucht erfahrungsgemif eine gewisse Ubung, wirklich nur die Axiome und daraus bereits gefolgerte
Tatsachen zu verwenden. Dieses Problem werden wir aber nur in diesem Kapitel haben. So bald wir am
Ende dieses Kapitels die reellen Zahlen vollstéindig eingefiihrt haben, kénnen wir wieder mit allen aus der
Schule bekannten Regeln rechnen.



18 KAPITEL 2. DIE REELLEN ZAHLEN

e Esgilt —(a®b) = (—a) ® (—b). Beweis: Da sowohl (a ®b) + (—(a® b)) = 0 als auch
(a®b) @ (—a)d(-b)=ad® (—a)+bDd(—b) =03 0 = 0 gilt, folgt die Aussage aus
der Eindeutigkeit des inversen Elements. U

e Die nicht explizit aufgefithrten Operationen Subtraktion und Division lassen sich
durch

boa:=b®d (—a) und boa:=boa?

fir —a und a~! aus (K5) definieren, wobei wir im Fall der Division natiirlich a # 0
voraussetzen.

Betrachten wir die oben genannten Mengen N, Z und Q mit der iiblichen Addition fiir ®
und der tiblichen Multiplikation fiir ®, so erfiillen N und Z die Kérperaxiome nicht: In N
ist z.B. bereits die Existenz von —a nicht gegeben. In Z sind alle Axiome mit Ausnahme
der Existenz von a~! erfiillt?> — eine solche Struktur nennt man einen Ring. Das inverse
Element der Multiplikation a~! fehlt z.B. fiir die Zahl 2, da 27! = 1/2 ¢ Z. In Q existiert
dies und da man auch alle anderen Korperaxiome fiir Q nachpriifen kann, ist K = Q ein
Korper.

Natiirlich sind die Korperaxiome historisch gerade aus der Anschauung der “iiblichen”
Rechenregeln entstanden. Es gibt aber auch Korper, deren “Addition” und “Multiplika-
tion” anders als iiblich definiert sind und die noch nicht einmal unendlich viele Zahlen
enthalten miissen. Betrachten wir z.B. die zweielementige Menge {0, 1} und definieren eine
“Addition” mittels

060:=0, 01l:=1, 1p0:=1, 161:=0
und eine “Multiplikation” mittels
000:=0, 001:=0, 1600:=0, 1G1:=1,

so kann man — durch Ausprobieren aller Moglichkeiten (was einfach aber etwas lénglich ist)
— nachrechnen, dass alle Kérperaxiome erfiillt sind. Der so definierte Kérper wird mit Fy
bezeichnet und ist ein schones Beispiel dafiir, dass mathematische Definitionen manchmal
unerwartete Effekte haben kénnen. Betrachten wir z.B. das Axiom (K5) fiir a = 1 und die
Addition in Fo. Aus den gerade definierten Rechenregeln folgt wegen 140 = 1 und 141 = 0,
dass die einzige mogliche Wahl fiir —a mit a®(—a) = 0 gerade —a = 1 ist. Es folgt also —1 =
1, was auf den ersten Blick sicherlich {iberraschend und sehr ungewoéhnlich ist. “Exotische”
Korper wie Fy sind in vielen Bereichen der Mathematik und auch in Anwendungen wie z.B.
der Codierungstheorie wichtige Hilfsmittel, spielen allerdings im weiteren Verlauf dieser
Vorlesung keine besondere Rolle. Im Folgenden schreiben wir daher wieder wie iiblich +
statt @& und - statt ©.

3Deswegen kann man in Z mit der gerade angegebenen Regel eine Subtraktion definieren. In N geht das
nicht auf diese Weise, allerdings kann man die Subtraktion auf Z wegen N C Z nach N iibertragen, wenn
man nur Subtraktionen mit Ergebnis a — b € N zulésst. Dies definiert aber keine vollstdndige Subtraktion
auf N, weil diese nicht fiir alle a, b definiert ist.
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2.3 Die Anordnungsaxiome

Eine zweite Eigenschaft der bekannten Zahlmengen ist die Tatsache, dass wir je zwei Ele-
mente der Grofle nach vergleichen kénnen. Genau wie die Kérperaxiome so formuliert sind,
dass sich alle bekannten Eigenschaften der Grundrechenarten daraus ableiten lassen, sind
die nun folgenden Anordnungsaxiome so beschaffen, dass sich alle Rechenregeln fiir Un-
gleichungen daraus ergeben.

Um die Herleitung etwas abzukiirzen, beschrinken wir uns hierbei auf Kérper K, die die
natiirlichen Zahlen N als Teilmenge enthalten. “Enthalten” ist dabei eine informelle For-
mulierung, die wir noch mathematisch prizise erldutern miissen: Formal bedeutet dies,
dass wir jeder Zahl n € N eindeutig eine Zahl ng € K zuordnen kénnen, so dass fiir alle
n,m,k € N die Aquivalenz

n+m=%k < ng+mg=~kg

fiir die Addition in K gilt. Fiir K = Q ist dies erfiillt, wenn wir — wie iiblich — jeder
Zahl n € N gerade den Bruch n/1 € Q zuordnen. Das Beispiel Fy zeigt aber, dass man
auch Korper mit anderen Additionen definieren kann; aus diesem Grund muss es nicht
unbedingt der Fall sein, dass man eine Zuordnung finden kann, so dass die Additionen
{ibereinstimmen.? Wenn eine solche Zuordnung méglich ist, muss man zwischen n und
nkg und den verschiedenen Additionen nicht mehr unterscheiden, weil ja stets das gleiche
Ergebnis herauskommt. Wir kénnen also einfach n statt ng schreiben.

Anordnungsaxiome: Gegeben sei ein Korper K, der die natiirlichen Zahlen im gerade
erlauterten Sinne enthélt. In K defineren wir gewisse Elemente a € K als positiv (Schreib-
weise: @ > 0) und verlangen, dass fiir die positiven Zahlen die folgenden Axiome gelten:

(A1) Fiir jede Zahl a € K gilt genau eine der drei Relationen

a >0, a =0, —a > 0.

(A2) Aus a>0und b > 0 folgt a+b > 0 und ab > 0.

(A3) (Archimedisches Axiom) Zu jeder Zahl a € K gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit
n—a>0.

O

Ein Kérper, der die Axiome (A1), (A2) und (A3) erfiillt wird archimedisch angeordneter
Korper genannt.

Wenn a positiv ist, nennen wir —a negativ.

Das Axiom (A1) kann man dann auch wie folgt formulieren: jede Zahl a € K ist entweder
positiv oder negativ oder gleich Null. “Entweder . ..oder” bedeutet dabei, dass a nicht zwei
dieser Eigenschaften zugleich haben kann. Axiom (A2) besagt in Worten, dass Summen
und Produkte positiver Zahlen wieder positiv sind.

4Fiir K = Fy braucht man dies natiirlich gar nicht erst versuchen, da bereits die Zuordnung n <> ng
scheitert, weil F2 ja nur 2 Elemente besitzt.
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Die Menge der positiven Zahlen wird mit K, die der negativen mit K_ bezeichnet. Zudem
schreiben wir fiir a,b € K:

a>b, fallsa—b>0 “a ist grofer als b”
a>b, fallsa>bodera=5 “q ist grofer oder gleich b”
a<b, fallsb>a “a ist kleiner als b”
a<b, fallsb>a “a ist kleiner oder gleich b”

Die Forderung in Axiom (A3) ldsst sich damit umschreiben als n > a. Das Axiom besagt
damit, dass es fiir jede Zahl a € K eine natiirliche Zahl n geben muss, die gréfier als a ist.

Fiir die rationalen Zahlen K = Q sind alle Anordnungsaxiome erfiillt, wenn wir die positiven
Zahlen wie iiblich als

K*:={p/q € Q|p,q € N\ {0}}

definieren. (A1) gilt, weil jede rationale Zahl a = p/q als Z#hler entweder eine natiirliche
Zahl p € N mit p # 0 hat (dann gilt a > 0) oder eine negative Zahl p € Z \ N (dann
erhalten wir a < 0) oder p = 0 und damit a = 0 gilt. Das Axiom (A2) folgt aus den
iiblichen Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation von Briichen und (A3) folgt,
wenn wir n =0 im Fall p ¢ Nund n = p+ 1 im Fall p € N wihlen.

Alle bekannten Rechenregeln fiir Ungleichungen lassen sich aus den Axiomen ableiten. Der
folgende Satz gibt einige Beispiele fiir Aussagen, die sich allein aus (A1) und (A2) folgern
lassen.

Satz 2.1 Fiir einen Korper K, der (A1) und (A2) erfiillt, gilt fiir beliebige a,b,c € K:

(1) a>bund b>c=a>c.

(2) a>besa+ce>b+c

(3) Falls ¢ > 0 gilt: @ > b = ac > be.
(4)a>0=—-a<0und a< 0= —a>0.

(5) Es gilt genau eine der Aussagen a>b, a=0b, a<b.
(6) a>0=a+c>c

(7) a# 0 = a® =a-a > 0. Insbesondere gilt damit 1 = 12 > 0.

(8) FiralleneNgilt: a >0=a"=g-a-...-a>0.
n mal

(9) Falls @ > 0 und b > 0 gilt fiir alle n € N\ {0}: a > b < a™ > b".

(10) Falls a > —1 gilt fiir alle n € N die Bernoullische Ungleichung

(14+a)" > 1+ na.
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Beweis: (1) Aus der Annahme folgt per Definition a — b > 0 und b — ¢ > 0. Daraus folgt
a—c=a—b+b—c=(a—0b)+ (b—c) >0 wegen (A2).
(2) Nach Definition der Aquivalenz “<” bedeutet die zu beweisende Aussage ausgeschrie-

ben
a>b = a+cec>b+c und a>b <« at+c>b+e.

Daher ist es (wie oft, wenn man eine Aquivalenz beweisen will) sinnvoll, diese beiden
Folgerungen einzeln zu beweisen. Wir beginnen mit

“=": Es gelte a > b. Dann folgt

a>b]2:>f'a—b>0:>a—b+(c—c):a—b+0:a—b>().
Wegen a — b+ (¢ —¢) = (a+¢) — (b+ ¢) erhalten wir also auch (a+¢) — (b+¢) > 0 woraus
per Definition a + ¢ > b + ¢ folgt.

“<": Es gelte a + ¢ > b+ c. Dann gilt nach dem ersten Teil des Beweises auch a +
c+d > b+ c+d fir alle d € K. Wéhlen wir d = —c¢ so folgt ¢ + d = 0 und damit
a=a+c+d>b+c+d=0.

(3) Es gilt

Def

Ra a—0bc>0< ac—bec>0 & ac> be.

o> p>0B

(4) Die erste Aussage folgt aus (2) mit b = 0 und ¢ = (—a), denn aus a > 0 folgt 0 =
@

a+ (—a) > 0+ (—a) = —a, was nach Definition dquivalent zu —a < 0 ist.

Die zweite Aussage folgt in analoger Weise aus (2) mit a =0, b = a und ¢ = (—a).

(5) Fiir @ — b gilt nach (A1) genau eine der Aussagen (i) a —b > 0, (ii) a — b = 0 oder (iii)
—(a —b) > 0, was nach (4) dquivalent zu @ — b < 0 ist. Wir zeigen nun, dass jede dieser
Aussagen dquivalent zu einer der Aussagen in der Behauptung des Satzes ist.

(i) “a—b>0 <« a > b": Die Aussage a — b > 0 ist nach Definition gerade dquivalent zu
a>b.

(ii) “a—b =0« a = b": “=": Aus der Aussage a — b = 0 erhalten wir mit (K5),
dass —b = —a sein muss, also folgt wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements
a=—(—a)=—(—=b) =b.

“=”: Gilta=b,sofolgta—b=a—a=a+ (—a) =0 und damit a — b = 0.

(ili) “a—b <0< a < b”: Die Aussage a—b < 0 ist per Definition dquivalent zu 0 > a — b.
Mit Addition von ¢ = b ist dies nach (2) dquivalent zu b > a was wiederum per
Definition dquivalent zu a < b ist.

(6) Dies folgt aus (2) mit b = 0.

(7) Fiir @ > 0 folgt a®> > 0 aus (A2). Fiir a < 0 koénnen wir zuniichst aus a -0 = 0
und a + (—a) = 0 folgern, dass sowohl a(a + (—a)) = 0 als auch (—a)(a + (—a))

gilt. Mit dem Distributivgesetz folgt dann a? + a(—a) = 0 und (—a)a + (—a)? = 0, also
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a? = —(a(—a)) = —((—a)a) = (—a)?. Wegen —a > 0 folgt aber aus dem ersten Fall, dass
(—a)? > 0 ist und damit die Behauptung.
(

8) Beweis per Induktion iiber n: Fiir n = ng = 0 ist die Aussage wegen a” = 1 klar. Fiir
n — n + 1 gilt nach Induktionsannahme a” > 0. Mit (A2) folgt dann a"*! = a"a > 0.

(9) Wir wollen die Aquivalenz “a > b <> a™ > b"” zeigen. Falls b = 0 ist, ist auch b" = 0
und die Aussage folgt sofort aus (8). Es bleibt der Fall b > 0 zu beweisen.

“=". Beweismethode 1, mit Binomischem Lehrsatz:
Fiir ¢c:=a—b > 0 gilt a = b+ ¢, also auch a™ = (b+ ¢)". Nach dem Binomischen Lehrsatz
Satz 1.6 gilt nun

(b+c)" = Z(k>b” kck—b”—i—Z( )b” Rk 4 en,

k=0

Aus b > 0 und ¢ > 0 folgt mit (A2) und (8), dass alle Terme in der letzten Summe > 0
sind und nach (A2) ist damit die gesamte Summe > 0. Mit (6) erhalten wir damit

n—1
=b+o)"=b"+"+ Z <Z> brkek S pn 4
cin(6) k=1
a in (6)

Aus ¢ > 0 folgt dann mit (6) die Ungleichung 6" + ¢ > b"™ und damit die Behauptung.

Beweismethode 2, mit vollstindiger Induktion iiber n:
Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Fiir n — n 4 1 gelte per Induktionsannahme a™ > 4", also
a™ —b" > 0. Nach Annahme gilt a > b und aus (8) folgt a” > 0. Also gilt

(2a)

"+1—aa>ab

a

Damit folgt

(A2)

@
a™tt —pn T = T S " — b = (a" — V)b > 0,

was per Definition gerade dquivalent zur Ungleichung a”*! > "+ ist, die zu beweisen war.

“<": Fiir diesen Teil des Beweises wenden wir zum ersten Mal die Gleichwertigkeit der
Folgerungen (1.2) und (1.3) an. Statt a > b" = a > b zeigen wir die Folgerung “a > b
gilt nicht = a™ > b" gilt nicht” (diese Beweistechnik heifit Kontraposition): Wegen (5) ist
“a > b gilt nicht” gleichbedeutend mit “a < b” und “a™ > b" gilt nicht” gleichbedeutend
mit “a™ < ™. Wir miissen also die Folgerung

a<b = a"<dH"?

beweisen. Hierzu unterscheiden wir zwei Falle:
Im Fall a = b folgt o™ = b™.

Im Fall a < b folgt aus dem ersten Teil des Beweises mit vertauschten a und b, dass a™ < b"
gilt. Zusammen zeigen die beiden Félle gerade die gewiinschte Folgerung.
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(10) Beweis per Induktion iiber n: Fiir n = 0 gilt die behauptete Ungleichung offensichtlich
mit Gleichheit. Fiir n — n + 1 folgt wegen 1 + a > 0 mit der Induktionsannahme und (3)
die Ungleichung

(14+a)" >0 4+na)(1+a)=1+(n+1Da+na®>>1+ (n+1)a,

wobei wir im letzten Schritt (7), (A2) und (6) verwendet haben. U

Alle diese Aussagen konnten wir tatséchlich ohne (A3) beweisen. Ein Beispiel fiir eine
Aussage, fiir die man (A3) bendtigt, ist der folgende Satz.

Satz 2.2 Fiir einen Korper K, der (A1)-(A3) erfiillt, gilt:

(a) Fiir jedes b € K mit b > 1 und jedes K € K gibt es ein n € N mit " > K.

(b) Fiir jedes ¢ € K mit 0 < ¢ < 1 und jedes ¢ € K mit ¢ > 0 gibt es ein n € N mit
c" <e.

Beweis: (a) Fiir a = b—1 gilt b = 1+ a. Fiir dieses a liefert die Bernoullische Ungleichung
fiir jedes n € N
" =(1+a)" > 1+ na.

Wiéhlen wir nun n geméf (A3) so, dass na > K ist, so folgt b" > K.

(b) Wir zeigen zunichst, dass ¢=! > 0 ist. Dies benétigen wir, weil wir im nachfolgenden
Schritt Satz 2.1(3) mit ¢~! an Stelle von ¢ anwenden wollen.

Zum Beweis von ¢! > 0 verwenden wir eine neue Beweistechnik, den Beweis durch Wi-
derspruch: Wir nehmen das Gegenteil der zu beweisenden Behauptung an und zeigen, dass
diese Annahme auf einen logischen Widerspruch fiihrt. Folglich muss die Annahme (des
Gegenteils) also falsch sein und die zu beweisende Aussage muss gelten.

Hier nehmen wir zur Herbeifithrung eines Widerspruchs an, dass ¢! > 0 nicht gilt. Da
cc™! =1 ist, muss ¢! # 0 sein (denn ansonsten wire cc™! = ¢ -0 = 0), also folgt ¢~ < 0.
Nach Satz 2.1(4) ist dann —c~! > 0 und aus (A2) folgt somit (—c~!)c > 0, weil ¢ > 0.
Wegen (—c 1)e = —c¢7le = —1 folgt also —1 > 0. Nach Satz 2.1(7) ist aber 1 > 0. Mit Satz
2.1(4) folgt daraus —1 < 0 und wir erhalten einen Widerspruch.

Als niichstes zeigen wir, dass ¢~! > 1 gilt. Dies gilt wegen ¢! = ¢! -1 > ¢ 'c =1, wobei
wir fiir die Ungleichung die Annahme ¢ < 1 und 2.1(3) verwenden, was wegen der eben
bewiesenen Ungleichung ¢! > 0 méglich ist.

Jetzt setzen wir b = ¢! und K = ¢! und wenden (a) an, was wegen ¢! > 1 moglich ist.
Damit folgt (¢71)" > ¢~!. Multiplikation mit ec” > 0 liefert dann

A =cted < (e = (¢TH)""e = €.

Dabei haben wir (¢1)"¢" = 1 verwendet, was man per Induktion beweisen kann. U

Anschaulich ldsst sich jeder archimedisch angeordnete Korper durch die bekannten Zah-
lengerade darstellen, auf der grofiere Zahlen weiter rechts und kleinere Zahlen weiter links
eingezeichnet werden. Das Axiom (A3) besagt dann, dass beliebig weit rechts immer noch
natiirliche Zahlen liegen. Ohne die Anordnungsaxiome wére eine solche grafische Veran-
schaulichung nicht moéglich.
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Bemerkung 2.3 Nachdem wir nun alle fiir die Rechenregeln notwendigen Axiome ein-
gefithrt haben, werden wir ab jetzt wieder die iiblichen Rechenregeln verwenden, ohne
jeweils auf die einzelnen Axiome zu verweisen. An einigen Stellen werden wir jedoch der
Vollsténdigkeit halber auf Aussagen aus den eben bewiesenen Sétzen verweisen, auch wenn
sich diese leicht aus den iiblichen Rechenregeln ableiten lassen. o

Zm Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen wichtigen Begriff einfiihren, den soge-
nannten Absolutbetrag.

Definition 2.4 Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Der Absolutbetrag einer Zahl

a € K ist definiert als
la = a, fallsa>0
" | —a, fallsa<0.

Offensichtlich erfiillt der Absolutbetrag immer |a| > 0 und |a| = | — a|. Zudem gilt der
folgende Satz.

Satz 2.5 In einem archimedisch angeordnetem Korper erfiillt der Absolutbetrag fiir alle
a,beK

|ab] = [a]- ||
la+0b] < la|+ 0]
llal = [ol] < a—b|

Die zweite Aussage wird dabei Dreiecksungleichung genannt, die dritte wird als umgekehrte
Dretecksungleichung bezeichnet.

Beweis: Fiir die erste Aussage betrachtet man alle Kombinationen der die Félle a > 0,
a < 0 sowie b > 0 und b < 0 einzeln (Ubungsaufgabe).

Ebenfalls durch Betrachtung der einzelnen Félle kann man nachpriifen, dass fiir jedes a € K
immer a < |a] und —a < |a| gilt. Daraus folgt

a+b<lal+ |b] und —(a+0b) = (—a)+ (=b) < |a| + |b].
Weil zudem entweder |a+b| = a+0b oder |a+b| = —(a+b) gilt, folgt die Dreiecksungleichung.
Aus der Dreiecksungleichung folgt

la| = la = b+b] < a— 0] +[b]

und damit durch Subtraktion von |b| auf beiden Seiten |a| — |b] < |a — b|. Die gleiche
Ungleichung gilt natiirlich, wenn wir @ und b vertauschen und liefert dann [b|—|a| < |b—al| =
|a — b|. Da stets entweder Ha! - ]bH = |a| — |b] oder Ha| - |bH = —(|a| — |b]) = |b] — |a]| gilt,
folgt die behauptete Ungleichung.

Der Absolutbetrag hat eine niitzliche Interpretation auf der Zahlengeraden: |a — b| ist dort

némlich gerade die Lange des Abstandes zwischen den Zahlen a und b. Wir verwenden dies
fiir die folgende Definition.
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Definition 2.6 Fiir zwei Zahlen a,b € K definieren wir den Abstand oder die Distanz

d(a,b) := |a — b

Wir werden im Folgenden zumeist die anschaulichere Schreibweise d(a,b) fiir den Abstand
verwenden. Aus Definition 2.6 und Satz 2.5 folgt sofort, dass der Abstand fiir alle a, b, c € K
die drei Eigenschaften

> 0 und d(a,b) =0 genau dann, wenn a = b
= d(b,a)
< d(a,b) +d(b,c)

Positive Definitheit:  d(a,b)
Symmetrie: d(a,b)
Dreiecksungleichung:  d(a, c)

besitzt. Eine Abbildung mit diesen drei Eigenschaften heifit Metrik und eine Menge, auf der
eine Metrik definiert ist, heifit metrischer Raum. Ein archimedisch angeordneter Korper ist
also mit d(a, b) = |a—>b| ein metrischer Raum. Wir werden in der Analysis II noch eine Reihe
weiterer metrischer Réume kennn lernen (und eine weitere Metrik auf dem Ubungsblatt).
Aus der Dreiecksungleichung folgt wie beim Betrag die umgekehrte Dreiecksungleichung

d(a,b) — d(b,c) < d(a,c).

2.4 Das Vollstindigkeitsaxiom

Wir haben die Einfiihrung der Axiome zu Beginn dieses Kapitels dadurch motiviert, dass
wir die reellen Zahlen R einfiihren wollen. Bisher werden aber alle Axiome auch durch den
Korper der rationalen Zahlen Q erfiillt. Es stellt sich also die Frage, warum wir mit diesen
nicht zufrieden sind.

Der Grund ist, dass die rationalen Zahlen viele fiir die Analysis wichtige Zahlen nicht
enthalten. Das mag auf den ersten Blick paradox klingen, denn zwischen je zwei rationalen
Zahlen p;/q1 und p2/qe kann man ja immer eine weitere rationale Zahl “in der Mitte”
finden, némlich gerade

1 (pl p2> _ P1q2 + P2

=42 ) ==

2\ @ 2q192

Das koénnte zu der Vermutung verleiten, dass auf der Zahlengeraden zwischen den Elemen-
ten von Q iiberhaupt kein Platz mehr fiir weitere Zahlen ist. Diese Vermutung ist aber
falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Wir wollen eine Zahl z € Q mit = > 0 finden, welche die Gleichung x? = 2 lést. Nehmen
wir dazu an, dass ein Bruch p/q mit p € N, ¢ € N, ¢ # 0 existiert, so dass

() =

ist. Wir nehmen dabei an, dass der Bruch gekiirzt ist, was formal bedeutet, dass die Zahlen
p und q teilerfremd sind, dass also keine Zahl n € N mit n > 2 existiert, so dass sich p und
g ohne Rest durch n teilen lassen. Diese Annahme kénnen wir treffen, weil wir den Bruch
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andernfalls kiirzen konnten und mit dem gekiirzten Bruch weiter machen konnten®. Die
obige Gleichung kann man &quivalent umschreiben als

2

p—g =2 & p? =24

q
Aus dieser Darstellung folgt sofort, dass p? ohne Rest durch 2 teilbar sein muss, dass p?
also eine gerade Zahl ist. Daraus folgt, dass auch p eine gerade Zahl ist, denn das Quadrat
einer ungeraden Zahl ist immer ungerade (dies folgt aus der Tatsache, dass jede ungerade
Zahl als 2k + 1 fiir ein k € N geschrieben werden kann und (2k+1)? = 4k%+4k+1 ungerade
ist, da es gerade 1 mehr als die gerade Zahl 4k? + 2k ist).

Also ist p/2 eine ganze Zahl, woraus folgt dass auch (p/2)? = p?/4 eine ganze Zahl ist.
Wegen ¢ = p?/2 ist ¢?/2 = p?/4 also ebenfalls eine ganze Zahl, d.h. ¢? ist ohne Rest durch
2 teilbar. Mit dem gleichen Argument wie oben ist dann auch g ohne Rest durch 2 teilbar.
Folglich sind sowohl p als auch ¢ durch zwei teilbar, was der Annahme, dass der Bruch
gekiirzt ist, widerspricht. Folglich kann kein « € Q mit 2> = 2 existieren. U

Dieser Beweis geht auf den griechischen Mathematiker Euklid zuriick, die Erkenntnis, dass
22 = 2 in Q nicht 16sbar ist, ist also bereits mehrere 1000 Jahre alt.

Die Idee des nun folgenden Vollsténdigkeitsaxioms liegt darin, den Korper der reellen Zah-
len R zu definieren, indem man die “Liicken” in Q fiillt, die rationalen Zahlen also ver-
vollstandigt. Es gibt mehrere verschiedene Arten, dieses Axiom zu formulieren. Hier geben
wir eine anschauliche Methode an, die auf Karl Weierstra§ (1815-1897) zuriickgeht. Dazu
bendétigen wir noch ein paar Definitionen.

Definition 2.7 Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Fiir a,b € K mit a < b heifit

[a,b] = {xe€K|a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) = {re€K|a<z<b} offenes Intervall
[a, b) {r € K|a <z <b} (nach rechts) halboffenes Intervall
(a,b] = {reK|a<xz<b} (nach links) halboffenes Intervall
Die Linge eines Intervalls ist definiert als |I| := b — a. O

Definition 2.8 Eine Intervallschachtelung ist eine unendliche Folge von abgeschlossenen
Intervallen Iy, Iy, Is, I3, ..., kurz als I,, n € N bezeichnet, die die folgenden beiden
Eigenschaften erfiillt.

(11) I,41 C I, fiir allen € N

(I2) Zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I,, mit Linge |I,,| < e.

m}

5In der Mathematik gibt es oft Annahmen, die immer erfiillbar sind, indem man die Problemstellung ge-
eignet abéndert. Man sagt dann, dass diese Annahme ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (kurz: 0.B.d.A.)
gilt. In manchen Biichern findet man dafiir auch die Bezeichung ohne Einschrinkung (kurz: o.E.).
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Mit Hilfe dieser Intervallschachtelungen formulieren wir nun unser letztes Axiom. Darin sei
K ein archimedisch angeordneter Korper.

Vollstindigkeitsaxiom: Zu jeder Intervallschachtelung in K gibt es eine Zahl a € K, die
in allen Intervallen I, liegt.

Beachte, dass diese Zahl a fiir jede Intervallschachtelung eindeutig ist: Angenommen, es
existieren zwei verschiedene Zahlen a und @, die in allen Intervallen liegen. O.B.d.A. sei
a < a. Wir setzen ¢ := d(a,a) = |a — a| = @ —a > 0 und betrachten ein Intervall I,, mit
|I,| < e. Mit a,, und b,, bezeichnen wir die untere und obere Intervallgrenze von [,,. Falls
dann a € I, liegt, so folgt a > a,, und damit b, —a < b, —a, < €, also b, < a+ ¢. Folglich
ist @ = a + ¢ > b, und kann damit nicht in I, liegen. Gleichermaflen fiihrt die Annahme
a € I, auf die Aussage a ¢ I,,. Es konnen also keine zwei verschiedenen Zahlen in allen
Intervallen einer Intervallschachtelung liegen.

Die Menge der reellen Zahlen ist nun der Korper, den wir erhalten, indem wir gerade die-
jenigen Zahlen zu Q hinzunehmen, so dass das Vollstindigkeitsaxiom erfiillt ist. Bildlich
gesprochen ordnet man also jeder Intervallschachtelung eine Zahl zu (wobei man Intervall-
schachtelungen, die die selbe Zahl ergeben, natiirlich auch die selbe Zahl zuordnet) und fiigt
diese zu R hinzu. Die so entstehenden “neuen” Zahlen kénnen dann natiirlich nicht mehr
als Briiche geschrieben werden, da sie ja nicht in Q liegen. Andererseits wére es ziemlich
umsténdlich, fiir jede neue Zahl immer die Intervallschachtelung hinzuschreiben, aus der
sie hervorgeht. Wir werden am Ende dieses Kapitels sehen, dass man jede reelle Zahl als
unendlichen Dezimalbruch schreiben kann, also als
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mit unendlich vielen Nachkommastellen d;, wobei ¢;,d; € {0,...,9} gilt. Da diese Dar-
stellung zum Hinschreiben auch nicht wirklich praktisch ist, gibt es fiir viele relle Zahlen
eigene Symbole. Die oben gesuchte eindeutige positive Losung der Gleichung x? = 2 wird
— wie natiirlich bekannt ist — mit /2 bezeichnet, so wie allgemein die positive Losung
der Gleichung z* = y mit ¥y bezeichnet wird. Die Kreiszahl 7, die ebenfalls nicht in Q
liegt, hat wegen ihrer groflen Bedeutung fiir die Mathematik ebenfalls ein eigenes Symbol.

Dass das oben beschriebene Vorgehen der Vervollstiandigung von Q tatsédchlich auf einen
sinvollen Korper fithrt, dass die reellen Zahlen R also tatséchlich existieren und dass in
ihnen tatsichlich die gewohnten Rechenregeln gelten, miisste natiirlich formal bewiesen
werden. Dies wiirde aber viel mehr Zeit in Anspruch nehmen, als wir in dieser Vorlesung
zur Verfiigung haben. Eine deutlich ausfiihrlichere — wenngleich auch nicht ganz liickenlose
— Darstellung findet sich z.B. im Buch von Amman und Escher [1]. Wir werden ab jetzt
mit den reellen Zahlen arbeiten, auch ohne dass wir diesen Beweis hier nachvollziehen. Das
Vollstandigkeitsaxiom wird uns dabei an einigen Stellen noch einmal begegnen.

Bevor wir diesen Abschnitt beenden, wollen wir noch eine Frage beantworten, iiber die
wir oben stillschweigend hinweggegangen sind, obwohl sie die Motivation fiir den gesamten
Abschnitt war: Wissen wir eigentlich, dass wir es mit dem Vollstédndigkeitsaxiom tatséchlich
geschafft haben, eine Zahl x > 0 mit #? = 2 hinzuzufiigen? Dass dies tatséichlich gelungen
ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.9 Es gibt eine Intervallschachtelung in R, so dass die eindeutige Zahl x, die in allen
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I,, n € N, liegt, positiv ist und die Gleichung x> = 2 erfiillt. Insbesondere existiert also ein
z € R mit z > 0 und 22 = 2.

Beweis: Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I,, = [ay, b,] mit a,, b, € Q C R wie
folgt:

(1) Setze ag:=1,by:=2,n:=0
(2) Definiere ¢, := (a, + b,)/2 (dies ist gerade der Mittelpunkt des Intervalls I,,)

(3) (i) Falls ¢2 > 2, setze any1 = a, und by 41 = cp;
(ii) sonst setze ap+1 := ¢, und by := by,

(4) Setze n:=mn+ 1 und gehe zu (2).

Aus der Konstruktion folgt I,,+1 C I, a% < 2 und bi > 2. Da sich die Lénge der Intervalle
in jedem Schritt halbiert und |Io| = 2—1 = 1 gilt, folgt auBerdem |I,,| = ()". Daher ist I,,
eine Intervallschachtelung, denn: Geben wir uns dazu ein beliebiges € > 0 vor, so kénnen
wir nach Satz 2.2(b) ein n € N mit (3)" < ¢ finden. Damit folgt |I,,| = (3)" < e.

Aus dem Vollsténdigkeitsaxiom folgt damit, dass ein (eindeutiges) = € R existiert, das in
allen I, liegt, das also a,, < x < b, erfiillt. Wegen = > ag = 1 fiir alle n ist dieses sicherlich
positiv. Es bleibt zu zeigen, dass 2% = 2 gilt.

Aus den Ungleichungen b, — a, = |I|, an < by, < by =2, a2 <2 < b2 und a2 <z < b2
erhalten wir die Ungleichung

d(xz, 2) = ]x2 -2| < b,% — a% = (bp + an)(by — apn) < 4|1, (2.1)

Daraus folgt 22 = 2, denn: wire 22 # 2 so wire d(z2,2) > 0 und wir kénnten zu ¢ :=
d(x?,2)/4 > 0 ein n € N mit |I,,| < € finden. Dann wiire aber

d(z%,2) = 4e > 4|I,,],

was ein Widerspruch zu (2.1) wére. U

2.5 Infimum und Supremum

Betrachten wir eine Teilmenge M C R, so stellt sich die Frage, ob sie ein grofites oder
kleinstes Element besitzt. Eine Grundvoraussetzung dafiir ist sicherlich, dass M keine un-
endlich groflen positiven bzw. keine unendlich kleinen negativen Zahlen enthilt. Dies ist
gerade der Inhalt der folgenden Definition.

Definition 2.10 Eine Teilmenge M C R heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt,
wenn es eine Zahl s € R gibt, so dass die Ungleichung

r<s (bzw. x > s)

fiir alle x € M gilt. Die Menge M heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrénkt ist. O
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Beispiel 2.11 (a) Jedes Intervall [a,b], (a,b), [a,b) und (a,b] im Sinne von Definition 2.8
ist beschriankt. Hierbei ist jedes s < a eine untere Schranke und jedes s > b eine obere
Schranke.

(b) Die Menge N ist nach unten durch jedes s < 0 beschriinkt, nach oben aber unbeschrénkt.
Die Menge Z ist nach oben und unten unbeschrankt.

(c) Die Menge M := {1/n|n € N\ {0}} ist beschrénkt; nach oben durch jedes s > 1 und
nach unten durch jedes s < 0. o

Was auf den ersten Blick iiberraschend erscheinen mag, ist die Tatsache, dass es in einer
beschrankten Menge keine grofite oder kleinste Zahl geben muss. Anschaulich kann man
sich das aber gut an den offenen Intervallen klar machen. Das Intervall I = (0,1) besteht
z.B. aus allen Zahlen, die echt gréfler als 0 und echt kleiner als 1 sind. Gébe es eine kleinste
Zahl xyin € I, so miisste Ty, < 0 gelten, denn fiir xyi, > 0 ist auch zyi,/2 > 0 und
die Zahl z = min{xmin/2,1/2} liegt echt zwischen 0 und 1 und damit in /. Da damit
T < ZTmin/2 < Tmin gilt, kann i, nicht grofer als Null sein. Andererseits liegt aber keine
Zahl x < 0 in I, weswegen es keine kleinste Zahl in I gibt.

Ahnlich ist das fiir die kleinste Zahl in M := {1/n|n € N\ {0}}. Fiir jedes z > 0 konnen
wir n > 1/x wéhlen und erhalten damit 1/n < x, weswegen die kleinste Zahl < 0 sein
muss. In M sind aber keine Zahlen < 0 enthalten.

Diese Beobachtung ist der Grund dafiir, dass man an Stelle von gréten (oder kleinsten)
Elementen die folgende, auf den ersten Blick etwas umstéandlichere Definition verwendet.

Definition 2.12 Eine Zahl s € R heifit Supremum einer Menge M C R, falls s die kleinste
obere Schranke der Menge ist, d.h.

(i) s ist eine obere Schranke von M
(ii) jede Zahl § < s ist keine obere Schranke von M

Wenn ein Supremum existiert, ist es eindeutig® und wird mit
s=sup M

bezeichnet.

Analog definiert man das Infimum s = inf M als grofite untere Schranke. o

Beispiel 2.13 Fiir die Mengen aus Beispiel 2.11 erhilt man

(a) sup[a,b] = sup(a,b) = supla,b) = sup(a,b] = b und inf|a,b] = inf(a,b) = inf[a,b) =
inf(a,b] = a

(b) inf N =0
(c) Fir M = {1/n|n e N\ {0}} ist sup M =1 und inf M = 0.

Im Fall nach oben unbeschrénkter Mengen M schreibt man auch sup M = oo und im nach
unten unbeschréankten Fall inf M = —oo. Mit dieser Schreibweise gilt also sup N = co. a

SAngenommen, s und s’ erfiillen die beiden Eigenschaften, dann muss wegen (i) s’ > s und s > s’
gelten, woraus die Gleichheit folgt.
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Definition 2.12 enthilt die Einschriankung “wenn ein Supremum existiert”. Der folgende
Satz zeigt, dass dies fiir nach oben (bzw. unten) beschriankte Teilmengen in R immer erfiillt
ist.

Satz 2.14 Jede nach oben (bzw. unten) beschrénkte nichtleere Teilmenge M C R besitzt
ein Supremum (bzw. Infimum).

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir das Supremum, fiir das Infimum folgt die Aussage
analog. Die Existenz des Supremums folgt aus dem Vollstandigkeitsaxiom, wenn wir eine
Intervallschachtelung konstruieren kénnen, die das Supremum stets enthélt. Dazu konstru-
ieren wir eine Intervallschachtelung I,, = [an, b,] mit a, < b, in der Weise, dass b,, stets
eine obere Schranke ist und a,, stets keine obere Schranke ist. Aus der Definition des Su-
premums als kleinste obere Schranke folgt, dass es in jedem solchen Intervall enthalten ist
und wegen des Vollstdndigkeitsaxioms foglich in R existiert.

Sei M also eine nichtleere Menge mit einer oberen Schranke s. Wir setzen bg := s, wéhlen
ein beliebiges Element x € M und setzen ag := x — 1. Damit ist sicherlich a,, < b, und a,
ist per Konstruktion keine obere Schranke.

Sei nun n € N beliebig und a, < b, mit den obigen Eigenschaften gegeben. Dann gehen
wir &hnlich wie im Beweis von Satz 2.9 vor: wir setzen ¢, := (a, + by)/2 (Mittelpunkt des
Intervalls) und setzen a1 := a, sowie by41 := ¢, falls ¢, eine obere Schranke von M
Menge ist und a,41 := ¢, und b,41 := b, sonst.

Aus der Konstruktion folgt a,11 < bnp41, ant1 ist keine obere Schranke und b, ist eine
obere Schranke. Setzen wir diese Konstruktion induktiv fort, so erhalten wir eine Intervall-
schachtelung, die nach dem Vollsténdigkeitsaxiom genau ein Element x € R enthélt. Dieses
Element ist eine obere Schranke, denn wiére es keine, so gébe es ein a € M mit ¢ > x. Dann
miisste jedes by, grofer als a sein und hitte daher mindestens den Abstand d(x,b,) > a—=x
von z. Dann wiirde  aber nicht in den Intervallen I,, mit |I,| < a — x liegen. Andererseits
kann es keine kleinere obere Schranke § < = geben, da ansonsten d(x,a,) > x — § gilte
und z in keinem [, mit |I,,| < z — § liegen konnte. Also ist = die kleinste obere Schranke
und damit das Supremum von M. U

Dass die Vollstandigkeit von R (also die Giiltigkeit des Vollstandigkeitsaxioms) wesentlich
fiir die Existenz des Supremums (bzw. Infimums) ist, kann man sehen, wenn man Q statt
R betrachtet. Z.B. besitzt die Menge

M={recQ|z>0und2? <2} CQ

kein Supremum in @, denn: aus der Definition von M folgt, dass ein s € Q genau dann eine
obere Schranke von M ist, wenn s > 0 und s > 2 gilt. Wir beweisen jetzt, dass es keine
kleinste obere Schranke in ) geben kann. Sei dazu s € QQ eine beliebige obere Schranke,
d.h. es gilt s > 0 und s? > 2. Weil in Q aber kein s mit s? = 2 existiert, folgt daraus s> > 2.
Wihlen wir nun n € N mit 1/n < (s? — 2)/(2s) sowie 1/n < s und setzen § := s — 1/n, so
folgt € Q, §>05< s und

32 = (s—l/n)2 282—25/n+1/n2 > 52—25/n> 52—(32—2) -9

Damit ist § ebenfalls wieder eine obere Schranke, was der Definition von s als kleinste obere
Schranke widerspricht.
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Bemerkung 2.15 Wir haben die Existenz eines Supremums hier aus dem Vollstdndig-
keitsaxiom gefolgert. Tatséchlich gilt auch die Umkehrung, d.h. man kann das Vollsténdig-
keitsaxiom aus der Existenz des Supremums folgern. Dazu definiert man fiir eine gegebene
Intervallschachtelung I, = [ay,b,] die Menge M = {ag,a1,as,as,...}. Aus der Schach-
telung folgen die Ungleichungen ag < a1 < a9 < ... und by > by > by > .... Hieraus
und aus a, < b, folgt fir alle m,n € N die Ungleichung a,, < b,,, d.h. jedes b,, ist eine
obere Schranke von M. Folglich ist sup M < b, fiir alle n, andererseits ist per Definition
sup M > a, fiir alle n. Daher ist sup M in allen Intervallen enthalten. Falls sup M also in
R existiert, ist das Vollstandigkeitsaxiom erfiillt.

Alternativ kann man das Vollstédndigkeitsaxiom in der Definition von R also ersetzen durch
die Bedingung: “jede nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum in R”. a

Ein besonders schéner Fall tritt auf, wenn das Supremum (bzw. Infimum) einer Menge
M in der Menge M selbst enthalten ist, d.h. wenn die Menge ein grofites (oder kleinstes)
Element besitzt.

Definition 2.16 Falls eine Menge M ein Element s € M enthélt, fiir das x < s (bzw.
x > s) gilt fir alle x € M, so heifit s das Mazimum (bzw. Minimum) der Menge M,
geschrieben als s = max M (bzw. s = min M). o

Der Zusammenhang zwischen Maximum und Supremum ist wie folgt: Wenn das Maximum
s = max M € M existiert, so stimmt es mit dem Supremum {iiberein, denn es ist per
Definition eine obere Schranke und fiir jedes § < s ist wegen § < s € M keine obere
Schranke. Umgekehrt gilt: Wenn das Supremum sup M existiert, so ist es genau dann ein
Maximum, wenn es in M liegt. Ein Maximum ist also stets ein Supremum, umgekehrt ist
ein Supremum aber nur (genau) dann ein Maximum, wenn es in M liegt. Eine nach oben
beschrinkte Menge M C R besitzt folglich genau dann ein Maximum, wenn sup M € M
gilt. Analog gilt dies fiir das Minimum und das Infimum.

Beispiel 2.17 (a) Das offene Intervall (a,b) besitzt wegen sup(a,b) = b &€ (a,b) kein
Maximum, das abgeschlossene Intervall [a, b] wegen supla,b] = b € [a, b] hingegen schon.

(b) Jede nichtleere Teilmenge N C N der natiirlichen Zahlen besitzt ein Minimum, was wir
per Widerspruch beweisen: Angenommen, es existiert kein Minimum in N. Dann beweisen
wir per Induktion iiber n, dass die Zahlen 0, ..., n nicht in NV liegen kénnen: Waren =0 € N
wire dies auch das Minimum, denn eine kleinere Zahl gibt es nicht in N. Liegen nach
Induktionsannahme die Zahlen O, ..., n nicht in N, so kann auch n + 1 nicht in N liegen,
da dies ansonsten das Minimum wére. Folglich liegt kein n € N in N, was der Tatsache
widerspricht, dass N nichtleer ist.

(c) Jede nach unten beschriankte Teilmenge A C Z der ganzen Zahlen besitzt ein Minimum.
Falls A C N, folgt dies direkt aus (b), falls A negative Zahlen enthélt, wéhlen wir ein k € N
mit k > —s, wobei s die untere Schranke von A ist. Damit definieren wir die Menge

A:={a+k|ac A}
Aus dieser Definition folgt

acAosa—kcA und a€A<:>a+k‘€/T.
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Fiir jedes a € Egilt fir @ := a — k daher s < @ und folglich a = a+k >a—s > 0.
Die Menge A ist also eine Teilmenge von N und besitzt damit nach (b) ein Minimum
min A € A. Dieses erfiillt min A — k € A und fiir jedes a € A gilt mit a := a + k die
Ungleichung min A-k<a—-k=a. Folglich ist min A — k ein Minimum von A. O

Der folgende Satz zeigt eine wichtige Konsequenz aus der Existenz des Maximums.

Satz 2.18 Es sei ein s € R gegeben, so dass fiir eine gegebene Menge M die Ungleichung
x < s fiir alle x € M gilt. Dann gilt

sup M < s.
Falls das Maximum max M existiert, gilt die strikte Ungleichung
sup M = max M < s.

Analog gilt die Aussage fiir Infimum und Minimum mit den Ungleichungen > und >.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dass s eine obere Schranke ist und das
Supremum die kleinste obere Schranke ist.

Die zweite Aussage folgt, weil z := sup M = max M € M gilt und damit nach Vorausset-
zung sup M = z < s gilt. U

Der Unterschied zwischen den beiden Aussagen ist, dass im ersten Fall moglicherweise
Gleichheit gilt, wihrend im zweiten Fall immer eine strikte Ungleichung sicher gestellt
werden kann. Oder anders gesagt: Nur wenn ein Maximum existiert, kann sicher gestellt
werden, dass sich die elementweise strikte Ungleichung « < s auf das Supremum iibertrégt;
im Allgemeinen kann aus dem elementweisen “<” beim Ubergang zum Supremum das
schwichere “<” werden.

Beispiel 2.19 Betrachte das offene Intervall (a,b). Da alle x € (a,b) per Definition x < b
erfiillen, ist s = b eine Wahl fiir das s in Satz 2.18. Wegen sup(a,b) = b gilt die strikte
Ungleichung aber nicht.

Fiir das abgeschlossene Intervall [a,b] erfiillt s = b die Voraussetzungen von Satz 2.18
gerade nicht, weil fiir z = b die strikte Ungleichung = < s nicht gilt. o

2.6 Die Uberabzihlbarkeit von R

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns noch kurz mit der Frage beschiftigen, wie vie-
le reelle Zahlen es eigentlich gibt. Die naheliegende Antwort “unendlich viele” ist natiirlich
richtig, aber wir wollen das hier genauer untersuchen. Insbesondere wollen wir die Grofe
der Menge R mit der Grofle der Mengen N, Z und Q vergleichen. Dazu definieren wir einen
Grofenbegriff fiir unendliche Mengen.
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Definition 2.20 Eine Menge A mit unendlich vielen Elementen heifit abzdhlbar, falls je-
dem Element a € A eine natiirliche Zahl n € N zugeordnet werden kann, so dass kein n
mehrfach vorkommt.

Falls dies nicht moglich ist, heifit sie tiberabzdihlbar. a

Diese Definition formalisiert etwas ganz Anschauliches, ndmlich das Durchnummerieren
oder eben Abzidhlen der Elemente der Menge A. Offensichtlich ist N abzéihlbar, denn jedem
n € N kann natiirlich gerade n selbst zugeordnet werden. Etwas weniger offensichtlich ist,
dass auch Z abzahlbar ist, denn auf den ersten Blick kénnte man ja meinen, dass Z ungefihr
doppelt so viele Elemente wie N hat. Dieses Argument gilt aber nur bei endlichen Mengen;
bei unendlichen Mengen kann man ein paar Tricks durchfiithren, die im Endlichen nicht
moglich sind. Fiir Z besteht dieser Trick darin, die Elemente wie folgt anzuordnen:

0,-1,1,-2,2,-3,3, ...

In dieser Anordnung taucht jedes z € Z irgendwann einmal auf und wenn wir die Ele-
mente in dieser Anordnung von links nach rechts durchnummerieren, haben wir gerade die
gewiinschte Zuordnung erhalten.

Bei den rationalen Zahlen Q erscheint es noch verbliiffender, dass eine Abzahlung gefunden
werden kann, denn auf jede natiirliche Zahl n kommen ja unendlich viele rationale Zahlen
(was einfach daraus folgt, dass zwischen je zwei natiirlichen Zahlen unendlich viele rationale
Zahlen liegen). Trotzdem geht es, wenn man die rationalen Zahlen p/q wie folgt anordnet
und sie geméfl der Pfeilrichtungen durchnummeriert.

f o2 b2 3o
v / v / e
0 =1 1 =2 2
2 2 2 2 2
L/ e /! e /
0 =1 1 =2 2
3 3 3 3 3
v S v / v
0 =1 1 =2 2
4 4 4 4 4
T A I
- -

(@23

- o
ot

. (L] ]

Hierbei werden von links nach rechts alle moglichen Zéhler p € Z angeordnet und von oben
nach unten alle moglichen Nenner aus ¢ € N\ {0}. Da man so alle moglichen rationalen
Zahlen bekommt, fehlt keine in der Tabelle. Die Abzéhlung erhdlt man nun, indem man
jeweils entlang der Diagonalen zdhlt. Dass viele der auftretenden Briiche gleiche Werte
haben, stort dabei nicht; denn wiirden wir diese weglassen, wiirde die abzuzéihlende Menge
ja nur kleiner.

Die Mengen N, Z und Q sind also abzéhlbar — nicht aber R. Genauer gilt sogar der folgende
Satz.

Satz 2.21 Jedes Teilintervall [a,b] C R mit a < b enthélt iiberabzéhlbar viele Zahlen.
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Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis: Angenommen es gibe eine Abzdhlung
[a,b] = {x1,x9,x3,...}. Wir konstruieren nun die folgende Intervallschachtelung I,,.

Wir beginnen mit dem Intervall Iy = [a,b] und konstruieren die Intervalle I,, fir n > 1
wie folgt induktiv: Fiir jedes n € N unterteilen wir I,, = [ay,by] in die drei gleich groen
Teilintervalle

2
*(bn - an), bn

bn_nvn
(b — an),an + ;

G, Qn +

3 3

L, - an)} {an 41 =

2

*(bn - an):| |:an +
Falls die Zahl x,,11 kleiner oder gleich (a,, +b,)/2 = a,, + (bn, — ay,)/2 ist, liegt sie nicht im
dritten Intervall und wir wéhlen I, als das dritte Intervall. Andernfalls liegt x,,41 sicher
nicht im ersten der drei Teilintervalle und wir wéhlen I,,41 gerade als das erste Teilintervall.

Damit erhalten wir eine Intervallschachtelung, da die Intervalle sicherlich ineinander ent-
halten sind und und die Lénge des n-ten Intervalls I, gerade (1/3)" betrdgt, die Inter-
valllingen also kleiner als jedes € > 0 werden. Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert
nun ein s € R, das in allen Intervallen I,, enthalten ist. Nach Konstruktion der Intervalle
gilt aber x1 & Iy, xo & I usw. Folglich ist s # z, fiir alle n € N. Damit ist die obige
Abzihlung nicht vollsténdig und wir erhalten den gesuchten Widerspruch. U

In jedem noch so kleinen Teilintervall von R liegen also viel mehr Zahlen als in der ganzen
Menge Q. Tatséchlich ist iibrigens auch die Menge R \ Q iiberabz#hlbar, denn wire diese
Menge abzéhlbar, so wire es auch die Vereinigung R = QU (R \ Q).

Kann man daraus schlieflen, dass es Bereiche auf der reellen Zahlengeraden gibt, in denen
keine rationalen Zahlen liegen? Das wiirde der Intuition sicherlich widersprechen, denn wie
wir am Anfang von Abschnitt 2.4 beobachtet haben, liegt ja zwischen je zwei rationalen
Zahlen wieder eine weitere rationale Zahl. Und tatséchlich kann es solche Bereiche auch
nicht geben, denn zwischen zwei reellen Zahlen liegt stets auch eine rationale Zahl, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 2.22 Zu jedem z € R und jedem € > 0 gibt es ein 7 € Q mit r € (z — &, z], also
insbesondere d(z,7) < €.

Beweis: Wihle n € Nso dass 1/n < e gilt. Sei A die Menge der ganzen Zahlen > nz. Diese
Menge ist nach unten durch s = nx beschrénkt und besitzt damit nach Beispiel 2.17(c)
ein Minimum m. Fiir dieses gilt nach Satz 2.18 m > nz und wegen der Minimalitit gilt
zudem m — 1 < nz (andernfalls wire m —1 € A und m wére kein Minimum). Daraus folgt
m/n >z und (m —1)/n < x und damit

m—1 m 1
= — ——>x—=c.
n n n

x>
Folglich gelten fir r = (m — 1)/n € Q die Ungleichungen r < z und r > x — ¢, also
re(z—czjund|z—r|l=r—r<z—(r—¢)=c. U
Dieser Satz zeigt, dass es beliebig nahe bei jeder reellen Zahl eine rationale Zahl gibt. Man
sagt, dass Q dicht in R liegt. Diese Eigenschaft liefert z.B. die Rechtfertigung dafiir, dass

Computer oft nur mit rationalen Zahlen rechnen (und davon noch nicht einmal mit allen),
weil man jede reelle Zahl beliebig gut durch eine rationale Zahl annéhern kann.
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Mit einer kleinen Variante des obigen Beweises kann zudem gezeigt werden, dass jede reelle
Zahl als Dezimalbruch”
iclcl,l ...C1, d1d2d3 co

mit (moglicherweise) unendlich vielen Nachkommastellen d; geschrieben werden kann, wo-
bei ¢;, d; € {0,...,9} gilt. Wir zeigen dies fiir positive reelle Zahlen x > 0 und setzen dazu
in dem Beweis
e=10"" =0, 00...0 1
k1—1 Stellen

und n = 10* fiir ein beliebiges k; > 1 mit 107%1 < x, so ergibt sich eine rationale Zahl der

Form
m—1

10k
d.h. ein Dezimalbruch mit héchstens k1 Nachkommastellen, der wegen x — r; < 1077 =
r > x — 107% > 0 positiv ist.

_ _ 1.1 1 41 41 41 1
r = = Cl Cl*l - 'Cl7d1d2d3 .. 'dk17

Nun konstruieren wir einen weiteren Dezimalbruch ro wie folgt: Falls vy = x ist, setzen wir
ro :=r1 und falls 7, + 107 = x ist, setzen wir ro := 7 + 1071,

Andernfalls gilt nach der Konstruktion im Beweis r1 < x < r1 + 10*]“1, also0<z—r <
10~%1. Wihlen wir nun ein ko > k; + 1 mit 10752 < 2 — 7, so erhalten wir einen neuen
endlichen Dezimalbruch ro mit hochstens ko Nachkommastellen, fiir den dann ro < x <
o + 107F2 gilt. Falls ro = x ist, sind wir wieder fertig, ansonsten gelten die Ungleichungen

x—r2§10_k2<:p—r1 = ro>1r

und
ro—r1=ro—r+xr—11 < 107k,
—— N~
<0 <10—*1
Folglich ist 79 — 1 von der Form

ro —T1 = O, 00...0 dk1+1dk1+2 ce dk2
k1 Stellen

und damit
ro =11+ (r9o —7r1) = U atdidl dr d J CZ
2=T1 (2 1)—Clcll‘--c1, 10203 .« - - Op, Ok 410k 42 - - - Qky -

Also stimmen die Vorkommastellen und die ersten & Nachkommastellen der beiden Dezi-
malzahlen iiberein, d.h. ro entsteht aus r; durch “Anhéngen” von ky — ki weiteren Dezi-
malstellen.

Setzen wir dieses Verfahren fort und erzeugen damit Dezimalbriiche 71, 79,73, ... der Form
rj=cd ..ol didsds .. dl

so erhalten wir entweder r; = z fiir ein j € N, womit « ein endlicher Dezimalbruch (und da-
mit insbesondere eine rationale Zahl) ist, oder wir erhalten immer léngere Dezimalbriiche,

"In dieser Konstruktion setzen wir die Kenntnis der Dezimalbriiche aus der Schule voraus. Formal werden
wir diese in Kapitel 4 definieren.
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bei denen die Stellen der kiirzeren Briiche jeweils mit den entsprechenden Stellen der linge-
ren Briiche iibereinstimmen. Wegen k; > j sind durch die Konstruktion fiir jeden dieser
Dezimalbriiche zudem mindestens j Nachkommastellen festgelegt. Definieren wir nun den
unendlichen Dezimalbruch

ro_ 11 1 7123
T i=cc_y...c,didyds ..,

so stimmen die Vorkommastellen und die ersten k; Nachkommastellen von ' mit rj iiberein.
Also erhalten wir

/ o L k]'—l-l kj+2 ks
|z" —rj|=2"—r; =0, 00...0 dkj+1dkj+2"'§10 i

kj Stellen
und damit fiir alle j > 1
2/ — x| < |2’ — |+ |rj—x] <2-1078,

Wegen k; > j wird die rechte Seite dieser Ungleichung fiir grofle j beliebig klein, weswegen
die Ungleichung fiir alle j > 1 nur gelten kann, wenn |z’ — 2| = 0 und damit z = 2’ gilt.



Kapitel 3

Folgen

Stand:

3.1 Definition und Beispiele 17. August 2018

Eine Folge in R ist eine Menge reeller Zahlen ag, a1, a9, ..., so dass jeder natiirlichen Zahl
n € N genau eine Zahl a,, € R zugeordnet wird.

Eine Folge schreibt man als (ay,)nen oder (ag,a,asg,...). Manchmal ist es dabei sinnvoll
oder notig, mit der Nummerierung erst bei einem ng > 0 zu beginnen; dies werden wir
gegebenenfalls aber immer explizit erwéhnen.

Beispiel 3.1 (verschiedene Folgen)

(a) Sei a,, = a fiir alle n € N. Dann erhélt man die konstante Folge (a,a,a,a,...).
Fir a, = (—1)" erhélt man (1,-1,1,—-1,1,...).

)
)
d) Fiir a, = n/(n+ 1) erhdlt man (0,1/2,2/3,3/4,...)
) Fiir a,, = n/2" erhilt man (0,1/2,1/2,3/8,1/4,5/32,...).
)

Jede Intervallschachtelung im Sinne von Kapitel 2 ist eindeutig durch die zwei Folgen
(ag,a1,az,...) und (bg, by, ba,...) definiert.

g) Fiir a, = b" und b € R beliebig erhilt man (1,b,b2%,b3,...).
(2)

(h) Folgen sind oft rekursiv durch eine Rechenvorschrift definiert. Z.B. erhélt man mit
ao =1, a; = 1 und der Vorschrift a, = a,—2 + a,—1 fiir n > 2 die Folge

(1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Dies ist die sogenannte Fibonacci-Folge. a

Viele Anwendungen der Mathematik fiihren auf Folgen. Das folgende Beispiel stellt einige
(einfache) Anwendungen vor, die wir spiter noch mathematisch préziser definieren werden.

37
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Beispiel 3.2 (Folgen aus Anwendungen)

(a) (Marktgleichgewicht) Ein Bauer erntet eine Menge a kg Kartoffeln und stellt fest,
dass der Marktpreis pro Kilogramm Kartoffeln viel zu niedrig ist, um seine Kosten
zu decken. Er beschliefit, im néchsten Jahr weniger zu pflanzen, so dass die Ernte a;
kg mit a1 < ag betrigt. Am Ende dieses Jahres stellt es fest, dass der Marktpreis
deutlich gestiegen ist und beschliefit, im folgenden Jahr die Menge wieder auf as kg
mit as > a1 zu erhohen. Wenn er jedes Jahr abhéngig vom Marktpreis die Menge fiir
das folgende Jahr auf diese Weise anpasst, entsteht eine Folge (ag, a1, ag,...).

(b) (Wassertank) Ein Wassertank kann durch Ventile gefiillt oder entleert werden. Auf
dem Tank ist eine Skala fiir den Wasserstand, wobei die Marke 0 den gewiinschten
Stand markiert. Ein Techniker programmiert einen Computer so, dass dieser jede
Sekunde den Wasserstand misst. Ist dieser zu hoch, wird das Ablaufventil automatisch
geoffnet, ist dieser zu niedrig, das Zulaufventil. Dadurch entsteht eine Folge von
Wasserstinden (ag, a1, ao, .. .).

(¢) (Wurzelberechnung) Ein populirer Algorithmus zur Berechnung der Quadratwur-
zel /x fiir ein € R mit z > 0 funktioniert wie folgt: Wir wihlen ein beliebiges ag > 0
und berechnen a,41 aus a, rekursiv mittels der Formel

1 x
n41 = 5 (an + > . (3.1)
n

Dies erzeugt eine Folge (ag, a1, as,...). =

Die Folgen aus den Beispielen werden wir im Folgenden noch einmal aufgreifen und genau
analysieren.

3.2 Konvergenz

Definition 3.3 Eine reelle Folge (ay)nen heiBt konvergent, falls ein a € R existiert, so
dass gilt:

Fiir jedes £ > 0 gibt es ein N(e) € N, so dass die Ungleichung d(ay,a) < ¢ gilt fir alle
n > N(e).

In diesem Fall schreiben wir

lim a, =a oder a, — afirn— oo
n—oo

(gesprochen: a,, konvergiert gegen a).

Der Wert a heifit dann Grenzwert oder Limes der Folge (ap)nen. Falls @ = 0 nennen wir
(an)nen eine Nullfolge. o

Eine etwas andere Formulierung dieser Definition erhalten wir, wenn wir das Intervall
(a —e,a + ¢) fiir € > 0 betrachten. Dieses wird e-Umgebung von a genannt. Aus der
Definition der Intervalle und des Betrags folgen die Aquivalenzen

an € (a—¢e,a+¢) & ap>a—cunda, <a+e & dlap,a)<e.
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Die Konvergenzbedingung aus Definition 3.3 kann deswegen auch geschrieben werden als:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein N(g) € N, so dass alle Folgenglieder a,, mit n > N(¢)
in der e-Umgebung (a — €, a + ¢) liegen.

Damit kénnen wir Konvergenz grafisch wie in Abbildung 3.1 veranschaulichen.

an

A

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e a+t

k7777777777777777777777777;777.7777.777!777;7771777.777a

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr a-¢
T

0 1 NE)

Abbildung 3.1: Hllustration der Konvergenz einer Folge

Wenn man an dem Index N () nicht interessiert ist, kann man die Bedingung auch schreiben
als:

Fiir jedes € > 0 liegen nur endlich viele Folgenglieder nicht in (a —¢,a + ¢).

Begriindung: Wenn Definition 3.3 mit N (e) erfiillt ist, liegen hochstens die endlich vielen
Folgenglieder (ag, ..., an()—1) auBerhalb von (a — ¢,a + ). Wenn umgekehrt nur endlich
viele Folgenglieder auBerhalb von (a — €,a + ¢) liegen und N der maximale Index dieser
Glieder ist, so gilt Definition 3.3 mit N(¢) = N + 1.

Eine andere dquivalente Formulierung der Konvergenz gibt der folgende Satz.

Satz 3.4 Eine reelle Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen ein a € R wenn es eine
Nullfolge (by,)nen und ein ng € N gibt mit d(ay, a) < b, fir alle n € N mit n > ny.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass aus der Konvergenz b,, — 0 die Konvergenz a,, — a folgt.
Sei dazu e > 0 gegeben. Aus b, — 0 folgt die Existenz von N (¢) mit by, < |b,| = d(by,0) < ¢
fir alle n > N(g). Also folgt

d(ap,a) < b, <e



40 KAPITEL 3. FOLGEN

fiir alle n > max{N(e),np}. Also liegen nur endlich viele Folgenglieder a,, aulerhalb von
(a —e,a+ ¢), woraus die Konvergenz a,, — a folgt.

Gelte umgekehrt a,, — a, d.h. fiir jedes ¢ > 0 existiert ein N(g) € N mit d(a,,a) < e fiir
alle n > N(¢). Definieren wir b,, := d(ay, a) und ng := 0 so gilt offensichtlich d(ay,a) < by,
und zudem

(b, 0) = |by| = ‘d(an,a)‘ = d(an,a) < ¢,
fiir alle n > N(¢e), also b, — 0. U

Das Gegenteil der Konvergenz ist die Divergenz.
Definition 3.5 Eine Folge (a,,)nen heiit divergent, falls sie nicht konvergent ist. o

Wir untersuchen nun einige der Folgen aus Beispiel 3.1 auf Konvergenz oder Divergenz:
Beispiel 3.1(a): Die Folge ist konvergent mit lim,_,~ a, = a, denn: sei ¢ > 0 gegeben,
dann gilt fiir alle n > 0 die Ungleichung

d(an,a) =d(a,a) =0 < e.

Wir erhalten also die gesuchte Bedingung mit N(g) = 0. U

Beispiel 3.1(b): Die Folge ist konvergent mit lim, o a, = 0, denn: sei € > 0 gegeben
und N (e) eine natiirliche Zahl mit N(e) > 1/e. Dann gilt 1/N(¢) < € und damit fiir alle
n > N(e) die Ungleichung

1 1 1
d 79 = |- = O = - S
(an,a) - ’ n SN <e
Die Folge mit a,, = 1/n ist also eine Nullfolge. U

Beispiel 3.1(c): Die Folge ist divergent, was wir per Widerspruch beweisen. Nehmen wir
an, dass ein a € R existiert, so dass die Folge konvergiert. Dann gibt es nach Definition fiir
e =1ein N(¢) € N, so dass

d(ap,a) <1

gilt fiir alle n > N(¢). Fiir gerades n ist nun gerade a,, = 1, daher folgt
1>d(ap,a)>ap—a=1—a = a>1-1=0.
Fiir ungerades n ist a,, = —1 und daher folgt
1>d(ap,a)>a—ap,=a—(-1)=a+1 = a<1-1=0.

Da a aber nicht zugleich kleiner und gréfler als Null sein kann, erhalten wir einen Wider-
spruch. U

Beispiel 3.1(d): Die Folge ist konvergent mit lim,,_,~ a, = 1, denn es gilt

n
d 7 :d ,1 -
(an; ) <n+1 >

-l

= < —.
n+1 n+1 n+1 n
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Da b, := % geméB (b) gegen 0 konvergiert, konvergiert a,, nach Satz 3.4 gegen a = 1. 1l

Beispiel 3.1(e): Die Folge ist konvergent mit lim,,_,~ a, = 0, ist also eine Nullfolge. Um
dies zu sehen, beweist man zunichst per Induktion fiir alle n > 4 die Ungleichung n? < 2".
Damit erhalten wir

g, ]
2n = 2" T n
und somit 1
n n
Wegen % — 0 folgt die Behauptung nun aus Satz 3.4. 1l

Fiir die Untersuchung weiterer Folgen aus Beispiel 3.1 sowie fiir die Untersuchung von
Beispiel 3.2(c) benétigen wir noch etwas Vorarbeit, die wir im Folgenden machen werden.
Fiir Beispiel 3.2(a) und (b) kénnen wir noch gar keine Aussagen treffen, weil wir ja noch
gar keine mathematische Vorschrift fiir die resultierenden Folgen angegeben haben — diese
werden wir uns spéter iiberlegen. Trotzdem ist die Konvergenz hier ein sinnvoller Begriff.
So ist z.B. die Frage, ob sich die produzierten Mengen in Beispiel 3.2(a) im Laufe der Jahre
einem konstanten Wert a (einem sogenannten Marktgleichgewicht) annédhern, mathematisch
nichts anderes als die Frage nach der Konvergenz der Folge. Ebenso ist die Frage, ob die
Strategie des Technikers in Beispiel 3.2(b) dazu fiihrt, dass der Wasserstand sich in der
0 “einpendelt”, mathematisch nichts anderes als die Frage, ob die resultierende Folge der
Wasserstidnde eine Nullfolge ist.

3.3 Eigenschaften und Rechenregeln konvergenter Folgen

Definition 3.6 Eine reelle Folge (ay,)nen heiit nach oben (bzw. nach unten) beschrdnkt,
falls es ein K € R gibt, so dass a, < K (bzw. a, > K) gilt fiir alle n € N. Die Folge heifit
beschrdnkt, falls sie nach oben und unten beschrankt ist. a

Satz 3.7 Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Beweis: Wir zeigen die Beschréinktheit nach oben, der Beweis fiir die Beschranktheit nach
unten funktioniert analog.

Sei die Folge also konvergent mit Grenzwert a € R. Wir wenden Definition 3.3 mit € = 1
an. Fir alle n > N(e) gilt dann

ap =an—a+a<la, —al+a=d(ay,a)+a<l+a.
Wihlen wir nun K = max{ag, a1, ..., an()-1,1 + a} so gilt a, < K fiir alle n € N. Damit
ist die Beschrinktheit nach oben gezeigt. 1l

Die Folge a,, = (—1)" zeigt, dass die Umkehrung dieses Satzes nicht gilt, denn diese ist mit
K =1 und K = —1 nach oben und unten beschriankt, konvergiert aber nicht.

Formal haben wir also die Implikation “die Folge konvergiert = die Folge ist beschrankt”
gezeigt. Damit gilt ebenfalls die Implikation “die Folge ist nicht beschrdnkt = die Folge
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konvergiert nicht”, die wir auch als “die Folge ist nicht beschréinkt = die Folge divergiert”
schreiben kénnen. Damit kénnen wir nun zwei weitere Folgen aus Beispiel 3.1 untersuchen.

Beispiel 3.1(h): Die Fibonacci-Folge divergiert, denn per Induktion zeigt man leicht die
Ungleichung a,, > n fiir alle n € N, die Folge ist daher unbeschrinkt. U

Beispiel 3.1(g): Die Konvergenz oder Divergenz der Folge a,, = b" hingt vom Wert von
b ab.

Fall 1: |b| < 1. In diesem Fall existiert nach Satz 2.2(b) fiir jedes ¢ > 0 ein N(¢) € N (dort
einfach n genannt) mit |b|N®) < e. Damit folgt fiir alle n > N(¢)
d(an,0) = [b"| = [p|" < BN <&

Also konvergiert die Folge gegen a = 0.

Fall 2: b = 1. In diesem Fall gilt b™ = 1 fiir alle n, die Folge konvergiert also gegen a = 1,
vgl. Beispiel 3.1(a).

Fall 3: b = —1. In diesem Fall gilt o™ = (—1)" fiir alle n, die Folge divergiert also, vgl.
Beispiel 3.1(c).

Fall 4: |b| > 1. In diesem Fall folgt aus Satz 2.2(a), dass |b|™ unbeschrinkt ist. Damit muss
auch 0™ unbeschrankt sein, weswegen die Folge divergiert. U

Wir fahren fort mit der Herleitung weiterer Eigenschaften und Rechenregeln fiir Folgen.

Satz 3.8 (Eindeutigkeit des Limes) Wenn eine Folge (ay)nen sowohl gegen a € R als
auch gegen a € R konvergiert, so gilt a = a.

Beweis: Wir nehmen zur Herbeifiihrung eines Widerspruchs an, dass a # a gilt und setzen
¢ :=d(a,a)/2. Dann folgt aus Definition 3.3 die Existenz eines n € N mit d(ay,a) < £ und
d(ay,a) < €. Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung fiir den Abstand d

d(a,a) <d(a,an) + d(ap,a) < e +e =2e =d(a,a).

Die resultierende Ungleichung d(a,a) < d(a,a) ist aber nicht moglich, woraus der Wider-
spruch folgt. 00

Satz 3.9 (Summenregel) Es seien (ap)neny und (by)nen zwei konvergente Folgen mit
Grenzwerten lim, ,~ a, = a und lim,_,» b, = b. Dann ist auch die Folge (¢y)nen mit
Cn = ap, + b, konvergent mit lim,,_, ¢, = a + b. Kurz geschrieben gilt also

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,.
n—00 n—00 n—00

Beweis: Sei e > 0 und seien N, (g/2) und Ny(e/2) die entsprechenden Indizes aus Definition
3.3. Setze N (e) := max{N,(g/2), Np(¢/2)}. Dann gilt fiir alle n > N(¢)

d(cp,a+b) =d(an+bp,a+0b)=|ap—a+b, —b <|ap—a|+|bp —bl <e/2+¢c/2=¢
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womit die Konvergenz fiir a,, + b,, gezeigt ist. U

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Summenregel ist die Folge ¢, = (n + 1)/n. Schreibt

man diese namlich als
n+1
Cp =

1
:1+*:an+bn7
n n

so kann man die Konvergenz fiir a,, gegen 1 aus Beispiel 3.1(a) und die Konvergenz von b,
gegen 0 aus Beispiel 3.1(b) verwenden, um ohne weitere Rechnung die Konvergenz von ¢,
gegen 1+ 0 =1 zu folgern.

Satz 3.10 (Produktregel) Es seien (a,)nen und (b, )nen zwei konvergente Folgen. Dann
ist auch die Folge (apby)nen konvergent und es gilt

lim (a,b,) = ( lim an) ( lim bn) .

n—oo n—oo n—o0

Beweis: Es sei a := lim,_,o a,, und b := lim,,_,o b,. Nach Satz 3.7 ist die Folge (ap)nen
beschrankt. Setzen wir K gleich dem Maximum der Betréige der oberen und unteren Schran-
ken, so folgt |a,| < K fiir alle n € N. Indem wir K — falls notig — vergréfiern, kénnen
wir zudem |b| < K annehmen.

Sei nun € > 0 gegeben und seien N, (g) und Ny(e) geméf Definition 3.3 fiir die Folgen a,,
und b,, gewé#hlt. Dann gilt fir alle n > N(g) := max{N,(¢/(2K)), Np(¢/(2K))}

d(apbn,ab) = l|apby, —ab) = |an(by, —b) + (an — a)b| < |ay||bn — 0| + |an — a| |b]
€ €
= Jan|d(bp,b) + d(an,a)|b| < Kﬁ + ﬁK =e.

U

Korollar 3.11 ! Sei (by)nen eine konvergente Folge und A € R. Dann ist auch die Folge
(Abp )nen konvergent mit
lim (Ab,) = A lim b,,.

n—oo n—o0

Beweis: Folgt sofort aus Satz 3.10 mit der konstanten Folge a,, = A fiir alle n € N. U

Damit kénnen wir nun auch den Wassertank aus Beispiel 3.2(b) behandeln, wenn wir
das Offnen und Schliefen der Ventile in geeigneter Form mathematisch definieren. Wir
nehmen dazu an, dass das Zulaufventil im Fall a,, < 0 gerade so weit getffnet wird, dass
der Wasserpegel in einer Sekunde um den Betrag |aa,| fir ein @ > 0 zunimmt. Im Fall
an > 0 nehmen wir an, dass das Ablaufventil gerade so weit getffnet wird, dass der Pegel
um den Betrag |Bay| fir ein § > 0 abnimmt. Fiir den Pegel a,,41 nach einer Sekunde gilt
dann entweder

Unt1 = ap + |aay| = ap —aa, oder  any1 = an — |fay| = an — Pay,

'Ein Korollar bezeichnet eine — zumeist einfache — Folgerung aus vorhergehenden Aussagen.
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(beachte, dass im ersten Fall a,, < 0 und damit |aa,| = —aa, gilt). Setzen wir nun voraus,
dass a = (3 ist?, so erhalten wir in beiden Fillen die gleiche Vorschrift, die wir als

ap+1 = ap — aay = (1 —a)ay,

schreiben konnen. Per Induktion kann man dann beweisen, dass die resultierende Folge von
der Form a,, = ag(1 — a)™ ist, was wir mit A = ap und b = (1 — «) auch als

an = A\b"

schreiben konnen. Falls " gegen Null konvergiert, konvergiert nach Korollar 3.11 auch
an, = Ab"™ gegen Null, womit unser Ziel erreicht wére.

Betrachten wir nun den Fall, dass der Pegel ap am Anfang nicht gleich Null ist (denn dann
wére ja nichts zu tun). Dann ist A # 0 und falls Ab™ gegen Null konvergiert, muss nach
Satz 3.10 auch " = %()\b”) gegen Null konvergieren (beachte: hier ist A # 0 wichtig, damit
1/ existiert). Fiir ag # 0 gilt also

lim a, =0 < lim b =0

n—oo n—oo
Nach Beispiel 3.1(g) konvergiert die Folge " nun gerade dann gegen 0, wenn |b| < 1 ist.
Folglich pendelt sich der Pegel fiir ag # 0 gerade dann wie gewiinscht auf die Null ein,
wenn |1 — «f < 1 ist, was dquivalent zu 0 < a < 2 ist.

Der Techniker sollte o also zwischen 0 und 2 wéhlen. Insbesondere ist der auf den ersten
Blick vielleicht naheliegende Schluss, dass der Pegel schneller gegen 0 konvergiert, wenn
a sehr grof3 gewdhlt wird, wenn also in jeder Sekunde sehr viel Wasser eingefiillt oder
abgelassen wird, falsch! U

Korollar 3.12 (Differenzregel) Es seien (ay,)nen und (b, )nen zwei konvergente Folgen.
Dann ist auch die Folge (a, — b, )nen konvergent und es gilt

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,.

Beweis: Wegen a,, — b, = a, + (—1)b, folgt die Aussage aus Satz 3.9 und Korollar
3.11. [

Satz 3.13 (Quotientenregel) Es seien (a,,)nen und (by, )nen zwei konvergente Folgen mit
limy, o0 by, = b # 0. Dann gibt es ein ng, so dass b, # 0 gilt fiir alle n > ny und die Folge
(@n/br)n>n, ist konvergent mit

. <an > nh—>120 n
lim ( — ) =

lim b,
n—ro0

2Der Fall o # 8 ist deutlich komplizierter. Bei Interesse kénnen wir diesen in der Fragestunde behandeln.
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Beweis: Wir betrachten zunichst die Konvergenz der Folge 1/b,.
Da b # 0 ist, folgt |b|/2 > 0. Damit gilt fiir alle n > Np(|b|/2) mit der umgekehrten

Dreiecksungleichung

0]

b b
1b] — |bn] < ]b—bn\:d(b,bn)<? = |by| > ]b[—' | = 1

L
5 "2~

woraus insbesondere b,, # 0 folgt. Wir konnen also ng = Np(|b]|/2) wéhlen.

Sei nun £ > 0 gegeben und setze N (¢) := max{ng, Ny(¢|b|>/2)}. Dann gilt fiir alle n > N (¢)

11
dl —. =) =
(53)

wobei wir in der letzten Ungleichung |Tl| < % verwendet haben, was aus |b,| > % folgt.

1 1 2 e|b?
- by — b = ——d(bn, b) < —= N _
o~ O ) < g

11| |bt
b, b| | bpyb

Dies zeigt, dass 1/b,, konvergent ist mit Limes 1/b.

Die Konvergenz der Folge ay, /b, folgt nun wegen

an

1

= Ay —

by, "b,
aus Satz 3.10. 0

Damit haben wir die wesentlichen Rechenregeln fiir konvergente Folgen bewiesen. Mit die-
sen Regeln kann man Grenzwerte fiir Folgen mit komplizierten Termen berechnen, wobei
man allerdings zumeist die richtige Idee fiir einen Ansatz braucht. Betrachten wir als Bei-
spiel die Folge (ap)nen mit

_ 5n3 + Tn

a
" n3 —3

Die Quotientenregel ist hier nicht anwendbar, weil weder der Zéhler noch der Nenner einzeln
konvergieren. Fiir n > 1 kénnen wir den Bruch aber mit n? kiirzen® und erhalten so

5+ 7/n?
ap = ——"—=.
" 1-3/n3

Jetzt kénnen wir unsere Siitze auf die einzelnen Terme anwenden: Im Zihler gilt 1/n% — 0
wegen Satz 3.10 — angewendet auf 1/n und 1/n — und Beispiel 3.1(b). Wenden wir auf
1/n? und 1/n noch einmal Satz 3.10 und Beispiel 3.1(b) an, so folgt auch fiir den Term im
Nenner 1/n3 — 0. Nach Korollar 3.11 gilt dann auch 7/n? — 0 und 3/n® — 0. Mit Satz 3.9
folgt dann, dass der Zihler gegen 5 konvergiert und wegen Korollar 3.12 konvergiert der
Nenner gegen 1. Wegen 1 # 0 ist schliefflich Satz 3.13 anwendbar, was fiir den gesamten
Bruch Konvergenz mit Grenzwert 5/1 = 5 liefert.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch Ungleichungen fiir Grenzwerte.

3Dass wir hier das Folgenglied fiir n = 0 herausnehmen miissen, ist fiir die Konvergenz und den Grenzwert
unerheblich, da die Bedingung in der Definition der Konvergenz ja nur fiir hinreichend grofie n nachgepriift
werden muss.
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Satz 3.14 Es seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen, fiir die ein ng € N
existiert mit a,, < b, fiir alle n > ng. Dann gilt

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis: Wir setzen a := lim,,_, Gy, b := lim,,_, b, und nehmen an, dass a > b ist. Fir
alle n > max{N,(g), Np(e)} mit € = a/2 — b/2 > 0 gilt dann

an>a—6:g+g und bn<b+€:%+g.
Daraus folgt
a b
Qp > 3 + B > bn,
was der Annahme a, < b, widerspricht, da n beliebig grof§ ist und damit groler als ng
gewihlt werden kann. U

Achtung: Aus der strikten Ungleichung a,, < b, fiir alle n folgt im Allgemeinen nicht die
strikte Ungleichung

lim a, < lim b,.

n—oo n— oo
Ein Beispiel hierfiir sind die Folgen a,, = 0 und b, = 1/n. Hier gilt sicherlich a,, < b,
beide Folgen haben aber den Limes 0. Der Grenzwert verhélt sich also wie das Supremum:
auch wenn alle Folgenglieder/Elemente eine strikte Ungleichung erfiillen, kann fiir den
Grenzwert/das Supremum Gleichheit gelten.

Indem wir entweder a,, oder b,, in Satz 3.14 konstant gleich A oder B wihlen, erhalten wir
sofort das folgende Korollar.

Korollar 3.15 Es sei (ay)nen eine konvergente Folge und A, B € R und ny € N gegeben
mit A < a, < B fiir alle n > ng. Dann gilt

A< lim a, < B.

n—oo

3.4 Uneigentliche Konvergenz

Divergente Folgen kénnen sich auf ganz unterschiedliche Weisen verhalten. Betrachten wir
beispielsweise die Folgen (a,)nen mit
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so stellt man fest, dass die Glieder der Folge (i) immer grofler werden, die Glieder der
Folge (ii) immer kleiner (im Sinne von immer “negativer”) werden und dass die Glieder
der Folge (iii) abwechselnd immer gréfer und immer kleiner werden. Alle diese Folgen sind
dabei unbeschriankt und damit divergent. Die Folge (iv) ist beschrénkt, ist aber wie in
Beispiel 3.1(c) gezeigt ebenfalls divergent.

Wir haben hier also vier Folgen, die alle divergent sind, dies aber auf ganz unterschiedliche
Weise. Die folgende Definition umfasst zwei dieser Fille.

Definition 3.16 Eine Folge reeller Zahlen heifit uneigentlich konvergent gegen +o00 (bzw.
gegen —oo), wenn es zu jedem K € R ein M (K) € N gibt, so dass

an > K (bzw. a, < K) fiir alle n > M(K).

Wir schreiben in diesem Fall auch*

lim ay =00 (bzw. lim ap = —00).
k—o0 k—o0
Statt uneigentlich konvergent sagt man auch bestimmt divergent. a

Wichtig fiir diese Definition ist nicht, dass ein Folgenglied jeweils grofier (bzw. kleiner) ist
als das vorhergehende, sondern dass jede beliebige Schranke fiir hinreichend grofle N nicht
mehr unterschritten (bzw. iiberschritten) wird.

Die Folge (i) ist also uneigentlich konvergent gegen +o0, die Folge (ii) uneigentlich konver-
gent gegen —oo. Die Folgen (iii) und (iv) sind nicht uneigentlich konvergent.

Mit dem Begriff der uneigentlichen Konvergenz kénnen wir nun auch Grenzwerte von Fol-
gen der Form 1/a,, betrachten, wenn der Grenzwert von a,, entweder Null ist oder gar nicht
im eigentlichen Sinne existiert.

Satz 3.17 (a) Die Folge (ay)nen sei uneigentlich konvergent gegen oo (bzw. —oc0). Dann
gibt es ein ng € N, so dass a,, # 0 gilt fiir alle n > ng und die Folge 1/a,, n > ng ist
konvergent mit

d.h. sie ist eine Nullfolge.

(b) Sei (ap)nen eine Nullfolge fiir die fiir ein ng € N die Ungleichung a,, > 0 fiir alle n > nyg
(bzw. a, < 0 fiir alle n > ng) gilt. Dann ist die Folge 1/a,, n > ng uneigentlich konvergent
mit

4Beachte, dass co und —oo hier nur Symbole sind, keine reellen Zahlen. Die Existenz einer reellen Zahl
oo wiirde wegen oo 4+ 1 = oo und 0o + 0 = oo implizieren, dass 1 = 0 ist, was in den Korperaxiomen explizit
ausgeschlossen ist.
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Beweis: Wir beweisen fiir beide Teile den Fall “c0”, der Beweis fiir den Fall “—o0” verlduft
analog.

(a) Setzen wir ng = M (1) fiir M (K') aus Definition 3.16, so folgt aus a,, > 1 die Ungleichung
an # 0 fiir alle n > ng. Fiir ein gegebenes € > 0 setzen wir N(g) = max{ng, M(K)} mit

K =1/e. Dann folgt
1 1
i(0) -
Qn

m}

n> N(K)

—>-=K.
an €

3.5 Cauchy-Folgen und monotone Folgen

Die bisherige Definition 3.3 der Konvergenz hat den Nachteil, dass man den Grenzwert a
kennen muss, bevor man iiberpriifen kann, ob eine Folge konvergent ist. Dies macht ihre
Verwendung manchmal umstédndlich oder sogar unméglich. Mit den nach dem franzoésischen
Mathematiker Augustin Louis Cauchy (1789-1857) benannten Cauchy-Folgen umgeht man
dieses Problem, wie der nach der Definition dieser Folgen angegebene Satz 3.19 zeigt.

Definition 3.18 Eine reelle Folge (a,)nen heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein
C(e) € N existiert, so dass
d(an,am) < e

gilt fiir alle n,m > C(e). O

Anschaulich besagt diese Definition, dass fiir n,m > C(e) alle Folgenglieder a,, in einer
e-Umgebung von a,, liegen. Im Gegensatz zur Definition der Konvergenz in Definition 3.3
wird diese Umgebung ohne Kenntnis eines Grenzwerts a definiert. Der folgende Satz zeigt,
dass diese Bedingung dquivalent zur Konvergenz ist.

Satz 3.19 Eine reelle Folge (ay,)nen ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge
ist.

Beweis: Wir beweisen die Folgerungen “Konvergenz = Cauchy-Folge” und “Cauchy-Folge
= Konvergenz” und beginnen mit der ersten.

“Konvergenz = Cauchy-Folge”: Wir verwenden N (e) aus Definition 3.3 und setzen C(e) :=
N (g/2). Dann gilt fiir alle n,m > C(e) mit der Dreiecksungleichung

d(an, am) < d(ap,a) + d(a, an) < % + % = .

Folglich ist (an)nen eine Cauchy-Folge.
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“Cauchy-Folge = Konvergenz”: Es sei (a,)nen eine Cauchy-Folge. Ahnlich wie im Beweis
von Satz 3.7 sieht man, dass jede Cauchy-Folge beschrénkt ist. Wir definieren zwei Folgen

(bn)nen, (cn)nen wie folgt:
by :=inf{ax |k >n} und ¢, :=sup{ax |k > n}.
Mit dieser Definition gilt dann die Ungleichung
b, < ap <c¢, furallek > n. (3.2)
Falls nun ein ng € N existiert mit by, = cp,, so folgt aus (3.2) ax = by, fiir alle k > ng. Die

Folge (ay) ist also konstant gleich by, fiir n > ng und konvergiert damit gegen by,,.

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass b, < ¢, gilt fiir alle n € N. Fiir b, gilt
b1 = inf{ag |k > n+ 1} > min{inf{ay |k > n+ 1}, a,} = inf{ax |k > n} = by,.
Analog zeigt man ¢,4+1 < ¢,. Definieren wir also Intervalle I,, := [by,, ¢,], so gilt I+1 C L.

Zudem folgt aus (3.2), dass ay, € I, gilt fiir alle & > n.

Aus der Cauchy-Folgen-Eigenschaft folgt |ar — a,| < ¢ fiir alle k,n > C(¢). Insbesondere
gilt also ay > a, —e und ay < a, + ¢ fir n = C(e) und alle k& > C(e). Nach Satz
2.18 iibertragen sich diese Ungleichungen (in nicht strikter Form) auf das Supremum und
Infimum, also

bp>a,—¢ und ¢, <a,-+e.

Folglich gilt fiir jedes € > 0 mit n = C(¢/4) die Ungleichung
Il =cn—bp<an+e/d—an+e/d=c/2<e.

Damit ist (I,,) eine Intervallschachtelung und nach dem Vollstéindigkeitsaxiom existiert ein
eindeutiges a € R mit a € I, fiir alle n € N.

Aus a € I, und der oben bereits bewiesenen Ungleichung b, < ai < ¢, folgt dann fiir
k> Cl(e)
ap—a<cp,—a<c,—b,<e

und
a—ap <cp—ap <cp,—by <e.

Damit gilt auch d(ay,a) < € und folglich Konvergenz gegen a mit N(g) = C(e). U

Mit Hilfe der Cauchy-Folgen kénnen wir ein Konvergenzkriterium herleiten, das in der Ana-
lysis eine wichtige Rolle spielt, weil es fiir eine gegebene Folge oft relativ leicht nachzupriifen
ist. Dazu bendétigen wir noch den folgenden Begriff.

Definition 3.20 Eine reelle Folge (a,)nen heifit

e monoton wachsend, falls fiir alle n € N die Ungleichung a,4+1 > a, gilt
e monoton fallend, falls fiir alle n € N die Ungleichung a,+1 < a,, gilt.

e monoton, falls sie entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist.
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Man kann (teilweise mit etwas Rechnerei) nachpriifen, dass z.B. die Folgen aus Beispiel
3.1(a), (b), (d), (e), (f), (h) monoton sind. Die Folge a, = b" aus Beispiel 3.1(g) ist
monoton, falls b > 0 ist. Die Folge (—1)" aus Beispiel 3.1(c) ist nicht monoton.

Satz 3.21 Jede beschrinkte und monotone reelle Folge (a,)nen konvergiert.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir monoton wachsende Folgen, fiir monoton fallende Fol-
gen verlauft er analog. Wir werden zeigen, dass jede beschrénkte und monoton wachsende
Folge eine Cauchy-Folge ist, woraus dann die Behauptung mit Satz 3.19 folgt.

Dazu nehmen wir zur Herbeifithrung eines Widerspruchs an, dass (a,)nen keine Cauchy-
Folge ist. Um mit dieser Annahme einen Beweis zu fithren, miissen wir uns iiberlegen, was
es formal bedeutet, wenn eine Folge keine Cauchy-Folge ist.

Die Definition der Cauchy-Folge verlangt, dass fiir jedes € > 0 ein C'(¢) € N existiert mit
lan, — am| < € fir alle n,m > C(g). Wenn eine Folge also keine Cauchy-Folge ist, heifit
dies, dass es ein € > 0 gibt, so dass kein solches C'(¢) € N existiert. Das bedeutet, dass
egal wie wir C'(e) wéhlen, immer Zahlen n,m > C(e) existieren, so dass |a, — am| > €.
Da unser £ > 0 jetzt fest ist, brauchen wir die Abhéingigkeit C'(¢) nicht eigens zu betonen
und schreiben einfach C. Zusammengefasst impliziert die Tatsache, dass (ay)nen keine
Cauchy-Folge ist, also die folgende Eigenschaft:

Es gibt ein € > 0, so dass fiir jedes C' € N natiirliche Zahlen n,m > C existieren mit
|an, — am| > €.

Hierbei kénnen wir die Benennung von n und m 0.B.d.A. so wihlen, dass n > m ist. Wegen
der Monotonie der Folge gilt dann

ap — Gy, = d(ap,am) > € = ap > apy + €.

Per Induktion beweisen wir jetzt, dass daraus die folgende Aussage folgt: Fiir jedes k € N
existiert ein ni € N mit
ank Z ap + ke. (33)

k = 0: klar mit ng =0

k — k + 1: Nach der Induktionsannahme existiert njy mit (3.3). Wenden wir nun die
obige FEigenschaft der Nicht-Cauchy-Folge mit C' = nj an, so finden wir n > m > ny
mit an > am + €. Setzen wir ngy1 := n so gilt wegen der Monotonie der Folge und der
Induktionsannahme

Qnyyy = Qn > G +€ > A, +€ > ao + ke +e=ap+ (k+1)e.

Damit ist (3.3) bewiesen.

Da die Folge (an)nen nach Annahme beschriankt ist, existiert nun K € R mit a,, < K fiir
alle n € N. Wahlen wir nun k& > (K — ap) /¢, so folgt ke > K — ap und damit aus (3.3)

Qp, > ag +ke > a9+ K —ap =K.
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Damit erhalten wir den gesuchten Widerspruch.

Jede beschrinkte und monotone Folge ist also eine Cauchy-Folge und damit nach Satz 3.19
konvergent. U

Beispiel 3.1(f): Mit diesem Satz kénnen wir nun auch die Konvergenz fiir die durch die
Rénder der Intervallschachtelung in Beispiel 3.1(f) definierten Folgen a,, und b, beweisen:
Da die Intervalle verschachtelt sind, muss a,11 > a, und b,4+1 < b, gelten, also sind die
Folgen monoton. Aus der Monotonie folgt sofort, dass K = ag wegen a, > ag eine untere
Schranke fiir a,, ist. Wegen a,, < b,, < by ist zudem K = by eine obere Schranke. Also ist a,,
beschriankt und analog sieht man, dass auch b, beschréinkt ist. Folglich sind beide Folgen
nach Satz 3.21 konvergent.

Tatséchlich kénnen wir hier noch mehr beweisen, namlich dass beide Grenzwerte a :=
lim;, 00 ap und b := lim,_, b, in jedem Intervall I,, liegen. Sei dazu ein beliebiges n € N
gegeben. Korollar 3.15 liefert wegen ay > a,, fiir alle K > n die Ungleichung a > a,; analog
folgt b < b,. Wegen a,, < b, liefert Satz 3.14 zudem a < b. Folglich gilt

an<a<b<db, = aecl,undbecl,.
Da wir in Abschnitt 2.4 bereits bewiesen haben, dass es nur ein Element geben kann, das
in allen Intervallen I,, liegt, folgt daraus insbesondere die Gleichheit a = b. 1l

Dieses Beispiel zeigt, dass aus Satz 3.21 das Vollstéindigkeitsaxiom folgt, denn wir haben ja
bewiesen, dass der Grenzwert a in R existiert und in allen Intervallen liegt. Das klingt auf
den ersten Blick verwirrend, denn wir hatten ja gesagt, dass ein Axiom eine Bedingung ist,
die sich nicht aus anderen Bedingungen ableiten ldsst. Betrachtet man aber die einzelnen
Schritte, die zu dem gerade gegebenen Beweis gefiihrt haben, so stellt man fest, dass diese
wie folgt aufeinander aufbauen.

Vollsténdigkeitsaxiom

4
Jede Cauchy-Folge konvergiert

4

Jede monotone beschrinkte Folge konvergiert

4

Vollstéandigkeitsaxiom

Damit 16st sich die Verwirrung auf, denn wir haben das Vollstdndigkeitsaxiom aus sich
selbst gefolgert, was der Eigeschaft eines Axioms nicht widerspricht. Diese Kette der Fol-
gerungen zeigt aber auch, dass das Vollstdndigkeitsaxiom &quivalent zu den beiden Eigen-
schaften in der Mitte der Kette ist. Wir hétten also dquivalent eine dieser beiden Eigen-
schaften an Stelle des Vollsténdigkeitsaxioms fordern kénnen, was in einigen Biichern auch
so gemacht wird.

Mit den Sétzen aus diesem Abschnitt kénnen wir nun die Methode der Wurzelberechnung
aus Beispiel 3.2(c) analysieren und insbesondere beweisen, dass die rekursiv definierte
Folge

1
ag > 0 beliebig, apy1 == (an + x)
2 an,
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tatséichlich gegen ein a € R mit a? = z konvergiert. Dass solch ein a € R existiert, setzen
wir dabei nicht voraus; die Existenz ergibt sich als “Nebenprodukt” aus dem folgenden
Beweis, der in 6 Schritte (0-5) unterteilt ist.

0. Als Voriiberlegung beweisen wir zunéchst, dass es nur eine positive Losung y € R der
Gleichung y? = 2 geben kann. Angenommen, fiir §j > 0 gilt ebenfalls 4> = z. Dann folgt

O=z—z=y" -5 =@W+9{y—17).
Wegen y + 5 > 0 muss also y — ¢ = 0 sein, also y = . Es gibt also hochstens eine positive

Losung der Gleichung y? = z.

1. Es gilt a,, > 0 fiir alle n. Dies folgt leicht per Induktion, da mit a,, > 0 auch der Ausdruck
in der Klammer stets > 0 ist.

2. Es gilt a?L > x fur alle n > 1, denn:

2 _
Apy1 — L = <

3. Es gilt a1 < ay, fiir alle n > 1, denn:

1 x 1
anan+1:an2(an+a> :—(aifx)ZO.
n

4. Aus 3. folgt, dass die Folge a, fiir n > 1 monoton fallend ist. Folglich ist sie nach
oben durch a; beschrinkt. Da sie geméfl 1. nach unten durch 0 beschréinkt ist, ist sie also
insgesamt monoton und beschrankt und konvergiert damit nach Satz 3.21 gegen ein a € R.
Aus 1. folgt a, > 0 und damit nach Satz 3.14 auch a > 0. Nach Satz 3.10 konvergiert die
Folge a? gegen a? und weil fiir diese nach 2. a2 > x gilt, folgt mit Satz 3.14 a? > x. Also
muss wegen > 0 auch a > 0 gelten.

5. Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten gilt nun (beachte, dass Satz 3.13
wegen a > 0 anwendbar ist und dass die Folge (an+1)nen ebenfalls gegen a konvergiert)

_ _ 5 1 x _1 1 x 1
= BN Gt = BN D an+an 2 \ oo tn + lim a, 2<a—|— )

n—oo

Daraus folgt
1
a:f<a+£) = 2°=d’4z = d’==x
2 a
und folglich ist a eine positive Losung der Gleichung a?> = x. Wir haben damit zugleich
die Existenz einer solchen Losung bewiesen, die wir ab jetzt (wie iiblich) mit \/x bezeich-
nen. O
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3.6 Teilfolgen

Definition 3.22 Sei (a,)nen eine reelle Folge und
no<ni <mns<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge
(g )keN = (Angs Any s Qngs - - -)

eine Teilfolge von (ay)nen. a
Beachte, dass aus ng < ngy1 sofort ngi1 > ng + 1 und damit per Induktion ny > k folgt.

Beispiel 3.23 (a) Fiir die Folge mit a,, = (—1)" erhalten wir mit ny = 2k, also ng =
0,n1 = 2,n9 =4,..., die Teilfolge (1,1,1,1,...). Fiir ny = 2k + 1 erhalten wir die Teilfolge
(—1,-1,-1,-1,...).

(b) Betrachte die Folge mit a, = (—1)" + (1/2)", vgl. Abb. 3.2. Hierfiir erhalten wir mit

Abbildung 3.2: Illustration der Folge a, = (—1)" + (1/2)"

ng = 2k, also (0,2,4,6,...), die Teilfolge a,, = (=1)% + (1/2)?* = 1 + (1/2)%, also
(2,5/4,17/16,...). Fiir ny = 2k +1, also (1,3,5,7,...), erhalten wir a,, = —1+ (1/2)%+1,
also (—1/2,—-7/8,—-31/32,...). o

Wenn die Folge (ay)nen konvergiert, so folgt aus der Definition der Konvergenz, dass auch
jede Teilfolge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert, denn wenn |a, — a| < ¢ fiir alle
n > N(e) gilt, dann gilt wegen ny > k auch |a,, — a| < ¢ fiir alle k > N(e).
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Eine Folge kann aber auch dann konvergente Teilfolgen enthalten, wenn sie selbst nicht
konvergent ist. Ein Beispiel ist die Folge a,, = (—1)", denn fiir diese Folge konvergieren
die beiden oben angegebenen Teilfolgen gegen 1 bzw —1, die Folge selbst konvergiert aber
bekanntermaflen nicht.

Definition 3.24 Ein p € R heifit Hdiufungspunkt einer Folge (a,)nen, wenn es eine Teil-
folge (an, )ren gibt, die gegen p konvergiert. O

Fine alternative Charakterisierung, die den Namen “H&ufungspunkt” anschaulicher macht,
gibt der folgende Satz.

Satz 3.25 Ein Punkt p € R ist genau dann ein Hiufungspunkt einer Folge (a;,)nen, wenn
in jedem Intervall der Form (p —e&,p 4 ¢), € > 0, unendlich viele Folgenglieder a,, liegen.

Beweis: Sei p ein Haufungspunkt und sei a,, die gegen p konvergierende Teilfolge. Zu
jedem e > 0 gibt es dann ein K (), so dass die unendlich vielen Folgenglieder a,, , k > K (¢),
in (p—e,p+e¢) liegen.

Sei umgekehrt p ein Punkt, so dass fiir alle ¢ > 0 in (p —e, p+¢) unendlich viele Folgenglie-
der a, liegen. Wir konstruieren sukzessive die Indizes ny fiir eine gegen p konvergierende
Teilfolge: setze ng := 1 und betrachte ¢ = 1/k fiir jedes £ > 1. Dann gibt es unendlich
viele Folgenglieder in (p — &,p + ¢) und wir wilhlen ny als einen der zugehérigen Indizes.
fiir den ny > ny_; gilt. Dann gilt fir die so definierte Teilfolge a,, € (p —&,p + ) und
damit d(an,,p) < e = 1/k woraus die Konvergenz folgt, weil 1/k eine Nullfolge ist.

Aus der Uberlegung vor Definition 3.24 folgt sofort, dass eine konvergente Folge genau
einen Haufungspunkt besitzt. Die folgende Definition gibt uns auch im Falle der Nichtkon-
vergenz eine Moglichkeit, obere und untere Schranken fiir die Haufungspunkte einer Folge
zu bestimmen, wie wir im Anschluss beweisen werden.

Definition 3.26 (a) Fiir eine reelle Folge (a,)nen definieren wir die Folge
by, := sup{ax | k > n}.

Falls diese Suprema fiir alle n € N existieren (also < oo sind) und die Folge (by)nen
konvergiert, so sagen wir, dass der Limes superior von (an)nen existiert und definieren
diesen als

limsup a, := lim b,.

n—00 n—r00

(b) Fiir eine reelle Folge (ay,)nen definieren wir die Folge
¢n = inf{ag | k > n}.

Falls diese Infima fiir alle n € N existieren (also > —oo sind) und diese Folge (¢n)nen
konvergiert, so sagen wir, dass der Limes inferior von (ap)nen existiert und definieren
diesen als

liminf a,, = lim ¢,.
n—oo n—00
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Beispiel 3.27 (a) Fiir die Folge mit a, = (—1)" gilt fiir alle n € N,
b, =sup{axlk > n} =1 und ¢, =inf{agxlk >n}=—1.
Die Folgen b,, und ¢, sind also konstant und konvergieren gegen 1 bzw. —1. Es gilt also

limsupa, =1 und liminfa, = —1.

n—00 n—0o0
(b) Fiir die Folge mit a, = (—1)" 4+ (=1/2)" gilt b, = 1+ (1/2)" falls n gerade ist
und b, = 1+ (1/2)"*! falls n ungerade ist. Der Grenzwert ist also 1 und damit gilt
lim sup,,_, o, an = 1. Analog sieht man liminf,,_, a, = —1. |

Satz 3.28 Eine Folge (a,)nen ist genau dann beschrinkt, wenn sowohl der Limes superior
als auch der Limes inferior existieren.

Beweis: Wir beweisen zunéchst, dass aus der Beschrianktheit die Existenz folgt. Wir be-
weisen dies fiir den Limes superior; der Beweis fiir den Limes inferior verlduft analog.

Zunichst folgt aus der Beschréinktheit nach oben nach Satz 2.14, dass die Suprema in der
Definition von b,, existieren. Aus der Definition der Folge b,, folgt

b1 = sup{ax |k > n+ 1} < max{sup{ar |k > n + 1}, a,} = sup{ag |k > n} = b,.

Die Folge b, ist also monoton fallend und damit insbesondere durch by nach oben be-
schrinkt. Wegen der Beschrédnktheit von a, nach unten existiert zudem ein K € R mit
a, > K, woraus mit der Definition des Supremums auch b,, > K fiir alle n € N folgt. Folg-
lich ist b,, durch K nach unten beschrankt und damit insgesamt beschrinkt und monoton.
Die Existenz des Grenzwertes folgt nun aus Satz 3.21.

Wenn nun umgekehrt der Limes Superior existiert, so existieren per Definition die Suprema
in der Definition der b,,. Insbesondere ist also by eine obere Schranke fiir die Folge, woraus
die Beschrénktheit nach oben folgt. Analog folgt aus der Existenz des Limes inferior, dass
co eine untere Schranke fiir die Folge ist. Also ist sie beschrankt. 1l

Um den Zusammenhang zwischen den Teilfolgen und dem Limes superior und inferior zu
beweisen, brauchen wir noch die folgende Hilfsaussage.

Lemma 3.29 Fiir eine nach oben (bzw. nach unten) beschrénkte Folge (ay)necn existiert
zu jedem b; (bzw. ¢;) aus Definition 3.26 und jedem € > 0 ein n > j mit

d(bj,an) < ¢ (bzw. d(cj, an) < €).

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir die b;.

Wegen b; := sup{a, |n > j} folgt sofort a,, —b; < 0 fiir alle n > j. Es geniigt also fiir jedes
e > 0 die Existenz von a,, n > j, mit b; — a,, < € zu zeigen, um d(b;, an) < € zu beweisen.

Angenommen, zu einem gegebenen € > 0 gibt es kein solches a,, d.h. fiir alle n > j gilt
bj — a, > €. Dann folgt a, < bj — &, weswegen b; — € eine obere Schranke der Menge
{an |n > j} ist. Dies wire aber eine kleinere obere Schranke als b;, was der Definition des
Supremums als kleinste obere Schranke widerspricht. 0



56 KAPITEL 3. FOLGEN

Satz 3.30 Sei (an)nen eine Folge, fiir die der Limes superior (bzw. der Limes inferior)
existiert. Dann ist

p:=limsupa, (bzw.p:=liminfa,)
n—00 n—00

ein Haufungspunkt und fiir alle weiteren Haufungspunkte ¢ € R gilt

q <limsupa, (bzw.q >liminfa,).

n—00 n—oo

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir den Limes superior und konstruieren eine gegen p
konvergierende Teilfolge induktiv wie folgt: Wir setzen zunéchst ng = 0. Fiir jedes k > 1
setzen wir j = ni_1 + 1 und € = 1/7, wihlen den zugehorigen Index n aus Lemma 3.29
und setzen ny = n. Dann gilt per Konstruktion ny > j = ng—1 + 1 > ng—; (und damit
wegen ng = 0 insbesondere nj > k) und

brg_141 = an | = |bj —an| <e=1/j=1/(ng_1 +1) < 1/k.

Sei nun p := limsup,,_,,, a, = lim, o b, und € > 0 beliebig. Wir wihlen N(¢) € N so,
dass |by — p| < e/2 und 1/k < /2 gilt fiir alle k > N(g). Dann folgt

|ank _p’ < ’a’nk - bnk—1+1’ + ‘bnk—l‘i‘l _p‘ < l/k + 8/2 <e

fiir alle k > N(e), was die Konvergenz von a,, gegen p beweist.

Um die behauptete Ungleichung fiir die weiteren Haufungspunkte ¢ zu zeigen, nehmen wir
an, dass es eine Teilfolge gibt mit

q = lim a,, >limsupa, =: p.
k—o00 n—oo
Dann existiert fiir e = (¢ — p)/2 ein N(¢) € N so dass ay, > g — ¢ gilt fiir alle £ > N(e).
Daraus folgt

by = sup{ax |k > n} > sup{an, |7, > n} > q—e=q—(¢—p)/2=q/2+p/2=p+(q—p)/2
und damit auch lim,,_,~ b, > p+ (¢ — p)/2 > p, was ein Widerspruch zur Definition von p

ist. U

Ein wichtiger Satz der Analysis — benannt nach den Mathematikern Bernard Bolzano
(1781-1848) und Karl Weierstra§ (1815-1897) — folgt nun direkt aus den beiden vorher-
gehenden Sétzen.

Satz 3.31 (Satz von Bolzano-Weierstraf3) Jede beschriankte Folge (ay,)nen besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis: Nach Satz 3.28 existiert fiir eine beschréinkte Folge der Limes superior und nach
Satz 3.30 ist dieser ein Haufungspunkt. Folglich existiert eine Teilfolge, die gegen den Limes
superior konvergiert, die also konvergent ist. U

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstra§ kann man den (hier bereits auf anderem Wege be-
wiesenen) Satz 3.21 iiber die Kovergenz beschrinkter und monotoner Folgen ableiten, ohne
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das Vollsténdigkeitsaxiom benutzen zu miissen (was wir hier nicht durchfiithren werden). Da
der Satz von Bolzano-Weierstra$ wiederum auf dem Vollstandigkeitsaxiom beruht (denn
dieses sichert die Existenz des Supremums im Beweis von Satz 3.28), ist auch dieser Satz
dquivalent zum Vollstdndigkeitsaxiom.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei Folgerungen aus den vorhergehenden Sétzen.

Korollar 3.32 Sei (an)nen eine reelle Folge.

(a) Die Folge ist genau dann konvergent, wenn der Limes superior und der Limes inferior
existieren und iibereinstimmen. In diesem Fall gilt

lim a, = limsup a, = liminf a,.
n—00 00 n—0o

(b) Wenn die Folge beschrinkt ist und genau einen Haufungspunkt besitzt, dann konver-
giert sie.

Beweis: (a) Wenn die Folge konvergent ist, so besitzt sie gemiB der Uberlegung nach
Definition 3.24 genau einen Haufungspunkt p. Weil jede konvergente Folge nach Satz 3.7
beschrénkt ist, existieren nach Satz 3.28 sowohl der Limes superior als auch der Limes
inferior. Nach Satz 3.30 miissen diese dann aber iibereinstimmen, denn ansonsten gibe es
zwei unterschiedliche Haufungspunkte.

Wenn umgekehrt Limes superior und Limes inferior existieren und iibereinstimmen, gilt
nach Satz 3.30 fiir alle Haufungspunkte die Gleichung p = limsup,,_,,, @,. Nehmen wir
nun an, dass die gesamte Folge nicht gegen p konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 fiir das
unendlich viele n € N existieren mit |a, — p| > €. Ordnen wir die Menge all dieser n in
der Form ny < n; < ny < ... aufsteigend an, so erhalten wir eine Teilfolge (ay, )ren. Da
die Folge (ay)nen nach Satz 3.28 beschrinkt ist, ist auch die Teilfolge (ap, )ken beschrankt,
besitzt also nach Satz 3.31 eine konvergente Teilfolge (ankj )jen, die dann auch eine Teilfolge
von (ay)nen ist und daher gegen p konvergiert. Folglich gibt es ein j € N mit |ankj —p| <e,
was der Definition der nj widerspricht.

(b) Wenn die Folge beschriinkt ist, dann existieren nach Satz 3.28 sowohl der Limes superior
als auch der Limes inferior und nach Satz 3.30 sind diese Hiufungspunkte. Wenn es dann
nur einen einzigen Haufungspunkt gibt, miissen die beiden Limites iibereinstimmen und
die Konvergenz folgt aus (a). U
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Kapitel 4

Reihen

Stand:
o). . . 17. August 2018
4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1 Fiir eine reelle Folge (ay,)nen heifit die Folge

n
b, = Zak, neN
k=0

(unendliche) Reihe. Falls die Folge (by)nen konvergiert, so nennen wir auch die Reihe
> r—o @k konvergent und schreiben den Grenzwert als

o

E ar = lim b,.
n—oo

k=0

)

Beachte: Manche Autoren verwenden den Ausdruck “Y)7a;” als symbolische Schreib-
weise fiir die unendliche Reihe selbst, auch wenn der Grenzwert nicht existiert. In dieser
Vorlesung werden wir diesen Ausdruck ausschliefllich fiir den Grenzwert verwenden. Die
Sprechweise “der Grenzwert existiert” ist dabei gleichbedeutend mit “die Reihe konver-
giert”.

Oftmals ist es sinnvoll, eine Reihe erst bei einem Index kg > 1 statt bei 0 beginnen zu

lassen, d.h.
n
>
k=ko

Alle Aussagen in diesem Kapitel gelten analog fiir solche Reihen, wenn wir die Einschrankung
n > ko beachten.

Ein Beispiel fiir eine unendliche Reihe erhalten wir aus Beispiel 3.2(a), wenn wir die
Regeln, nach denen der Bauer seine Kartoffelproduktion plant, geeignet festlegen. Nehmen
wir dazu an, dass der Preis p,, den er im Jahr n pro Kilogramm erzielen kann, direkt von

59
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der von ihm angebotenen Menge abhéngt und umso niedriger ist, je hoher die angebotene
Menge ist. Z.B. kénnen wir annehmen, dass sich der Preis als

Pn = ¢ — day,

ausdriicken léasst, wobei ¢ und d positive reelle Zahlen sind. Das bedeutet, dass der Preis
gerade gleich c ist, wenn {iberhaupt keine Kartoffeln angeboten werden und linear abnimmt,
je grofler das Angebot ist. Dies ist natiirlich eine sehr vereinfachte Annahme, da ein Markt
normalerweise nach deutlich komplizierteren Regeln funktioniert. Wir nehmen dies jetzt

aber der Einfachheit halber an, um zu einer Formel zu kommen, mit der wir weiter rechnen

kénnen?.

Nehmen wir desweiteren an, dass der Bauer im Folgejahr um so mehr Kartoffeln a1
produziert, je hoher der Preis p,, war. Zum Beispiel konnte er nach der Formel

Qn41 = bpn

mit b > 0 vorgehen, die Menge also einfach proportional dem Vorjahrespreis anpassen.

Wenn der Bauer im Jahr n die Menge a,, produziert, ergibt sich der Preis p, = ¢ — da,
und damit im Folgejahr die Menge

Gn+1 = bpn, = bc — bda,,.
Beginnen wir mit einer beliebigen Menge ag, so ergibt sich damit
a1 = be — bday,

ag = be — bda; = be — bd(be — bdag) = be(1 — bd) + b*d?ag,
a3 = be — bday = be — bd(be(1 — bd) + b2d?ag) = be(1 — bd + b2d?) — b2d3aq.

Per Induktion kann man dann beweisen, dass fiir beliebige n die Gleichung

n—1
an = be (Z(—bd)k> + (=bd)"ag

k=0
gilt.

Wenn wir nun wissen wollen, ob sich die produzierte Menge im Laufe der Jahre einer
festen Menge a annédhert (einem sogenannten Marktgleichgewicht), ist dies mathematisch
ausgedriickt nichts anderes als die Frage nach der Konvergenz der Folge a,. Da die Folge
als einen Bestandteil die Reihe Z;é(—bd)k enthilt, miissen wir dazu untersuchen, wann
diese Reihe konvergiert. o

'Diese Vorgehensweise ist fast immer unumggnglich, wenn man reale Gegebenheiten mathematisch mo-
delliert, d.h. in mathematische Formeln “iibersetzt”. In 6konomischen Zusammenhéngen ist das meist of-
fensichtlicher als in technischen oder naturwissenschaftlichen Anwendungen, aber auch dort miissen fast
immer Vereinfachungen gemacht werden. Wichtig dabei ist, dass man bei der Interpretation der Ergebnisse
am Ende nicht vergisst, dass man gewisse vereinfachende Annahmen gemacht hat.
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Beispiel 4.2 Ein weiteres Beispiel fiir Reihen sind die am Ende von Kapitel 2 bereits ohne
genaue Definition verwendeten unendlichen Dezimalbriiche. Wir beschrénken uns hier der
einfacheren Notation wegen auf die positiven Dezimalbriiche zwischen 0 und 10, die als

do, dydads . ..

mit di € {0,...,9} geschrieben werden konnen. Der Wert dieses unendlichen Dezimal-
bruchs ist dann gerade

o0

> dp107h,

k=0

d.h. um sicher zu stellen, dass dies iiberhaupt ein sinnvoll definierter Wert ist, miissen wir
zunéchst beweisen, dass die Reihe ), _ ag mit a; = d107% iiberhaupt konvergiert. a

Aus der Summenregel fiir konvergente Folgen in Satz 3.9 ergibt sich wegen

Zak+bk Zak+zbk
k=0

(was aus dem Assoziativgesetz und Kommutativgesetz folgt) sofort, dass fiir zwei konver-
gente Reihen Y ap und >} by auch die Reihe Y ) (ar + bx) konvergiert und die
Gleichung

(e}

> (ak+bi) = Zam—Zbk

n=0 k=0
gilt. Ebenso gilt fiir jedes A € R wegen

Z )\ak —)\Zak,
k=0

(was aus dem Distributivgesetz folgt) mit Korollar 3.11 fiir jede konvergente Reihe Y ), ax

die Gleichung
Z )\ak = Z ag.
k=0

Deutlich komplizierter ist allerdings die Multiplikation konvergenter Reihen. Der Grund
dafiir ist, dass hier im Allgemeinen

Z ay - by) # <Z ak) : (Z bk)
k=0 k=0
gilt. Z.B. gilt bereits fiir n = 1
1
Z(ak . bk) = agbo + a1b1
k=0

aber

1
(Z ak> . <Z bk> ao + al)(bo + b1) = agbg + agb1 + a1bg + a1b1.
k=0

Die Multiplikation werden wir deswegen erst etwas spéter betrachten.
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4.2 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Wir wollen nun Bedingungen angeben, unter denen wir sicher stellen kénnen, dass eine
unendliche Reihe konvergiert. Schén wire dabei ein einfaches Kriterium der Form “die
Reihe konvergiert genau dann, wenn die aj die Bedingung x erfiillen”. Leider gibt es eine
solche einfache Bedingung x aber nicht. Die Bedingungen, die wir im Folgenden angeben,
sind entweder nur hinreichend oder nur notwendig, oder sie sind nicht einfach oder gelten
nur fiir Reihen mit speziellen Eigenschaften.

Wir beginnen mit einer bereits bekannten Reihe.
Satz 4.3 Die geometrische Reihe
n
>
k=0
konvergiert genau dann, wenn |z| < 1 ist. In diesem Fall gilt

> 1
ka: 1—z

k=0

Beweis: Nach Satz 1.3 gilt fiir x # 1

n

Zxkzl—x”“: 11 2l
1—=x l—-2 1-—=x

k=0

Im Fall |x| < 1 gilt nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte und Beispiel 3.1(g)

> " 1 1 1

k : k _ : n+1
E T —nhm g T =12 1_xnhmx =1
k=0 k=0 N —

=0
Im Fall |z| > 1 oder x = —1 konvergiert z"*! nach Beispiel 3.1(g) nicht, damit kon-
vergiert auch die Reihe nicht. Im Fall z = 1 gilt >}, z¥ = n + 1, was ebenfalls nicht
konvergiert. U

Viele Reihen sind allerdings nicht von dieser Form. Ein weiteres Konvergenzkriterium ergibt
sich direkt aus der Definition der Cauchy-Folge. Es ist tatsdchlich ein “genau-dann-wenn”
Kriterium, allerdings nicht direkt fiir die Glieder der Reihe sondern fiir Teilsummen.

Satz 4.4 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen) Sei (ay,)nen eine reelle
Folge. Dann existiert der Grenzwert -, a; genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0 ein C(e) € N
existiert, so dass die Ungleichung
n
D a
k=m

<e€

fiir alle n > m > C(e) erfillt ist.
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Beweis: Fiir die Folge

gilt

d(bna bmfl) —

n
> an
k=m

Damit folgt die Aussage direkt aus Satz 3.19, denn die Folge b, ist gerade dann eine
Cauchy-Folge, wenn die angegebene Bedingung gilt. U

Aus Satz 4.4 folgt sofort die folgende notwendige Bedingung an die ay.
Satz 4.5 Wenn der Grenzwert ZZO:O ay, existiert, so folgt lim, o a, = 0.

Beweis: Es gilt a, = > }_, a. Damit gilt fiir jedes ¢ > 0 und alle n > C(¢) aus Satz 4.4
die Ungleichung |a,, — 0] = |a,| < ¢, folglich konvergiert a,, gegen 0. U

Beispiel 4.6 Die Reihe Y 7_,(—1)* konvergiert nicht, weil die Folge (—1)" nicht gegen
Null konvergiert. a

Ein hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz ldsst sich aus den Sétzen 3.7 und 3.21 ableiten.

Satz 4.7 Sei (ap)nen eine reelle Folge mit a, > 0 fiir alle n € N. Dann existiert der
Grenzwert » .~ jaj genau dann, wenn die Reihe beschrénkt ist, d.h. wenn ein K € R
existiert mit

n
Zak < K fiir alle n € N.
k=0

Beweis: Wegen a,, > 0 ist die Folge b, = Y ;_,a; > 0 monoton wachsend. Zudem ist sie
genau dann beschriankt, wenn sie nach oben beschriankt ist. Daher folgt die Aussage aus
den Sétzen 3.7 und 3.21. U

Beispiel 4.8 Wir betrachten die Reihen

| "1
];k: und Zﬁ

k=1

Fiir die erste Reihe —die sogenannte harmonische Reihe — betrachten wir die Teilsummen
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und spalten diese Summe in die Summanden mit den Indizes {1,2} und {2P +1,...,2P*1}
firp=1,...,n auf (also {1, 2}, {3,4}, {5,6,7,8}, {9,10,11,12,13,14, 15,16} usw.). Damit
erhalten wir

on+1 n op+1

I 203 DO

p=1 \k=2r+1

= 1+1+ 1+1 + 1+1+1+ .+ §
- 2 3 4 5 6 7 k:
k2"+1
1 1 1 1 1 1
> 1+ = 4+ = Ej
> +2+<4+4)+<8+8+8+) +Hn+1

In jeder Teilsumme befinden sich also 2P Summanden mit Wert > 1/2P+! also gilt fiir den
Wert jeder Teilsumme

op+1 op+1

1 1
Zi> Z p+1: p+1:§'
k=2r+1 k=2r+1
Also gilt
2n+1
Z 1 S 14 1 n 1 n+3
— —_— nf =
kT T2 2 2

und die Reihe ist nicht beschrénkt. Folglich konvergiert die harmonische Reihe nach Satz
4.7 nicht, obwohl man dies wegen 1/n — 0 fiir n — oo zunéchst vielleicht vermuten wiirde.

Fiir die Reihe ) ;_, 1%2 zeigen wir nun, dass sie durch K = 2 beschrénkt ist und damit
nach Satz 4.7 konvergiert. Sei dazu ein beliebiges n € N gegeben und sei m € N so grof},
dass n < 2m*! — 1 ist. Dann gilt mit einer dhnlichen Aufteilung der Indizes wie gerade
eben und Satz 1.3

amtl_1 m  [2rtl_] m

"1 1 o 1
N PR I ()
=1\ 1 (1/2)m I

- };(2> - 1-1/2 = 1-1/2 2

Wir werden spéter in Beispiel 4.16 zeigen, dass alle Reihen der Form
1
D
k=1

fir p > 2 konvergieren. Mit weitergehenden analytischen Methoden kann man zudem
beweisen, dass > ;% | 5 = 72/6 ist. o

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch ein Konvergenzkriterium fiir Reihen,
deren Summanden in jedem Schritt das Vorzeichen wechseln. Reihen dieser Art nennt man
alternierend. Fiir den folgenden Satz ist es sinnvoll, die Summanden in der Form (—1)"ay,
mit a, > 0 zu schreiben.
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Satz 4.9 (Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen) Fiir eine
monoton fallende Folge (ay,)nen mit a, > 0 fiir alle n € N und lim,,—,+ a, = 0 existiert der

Grenzwert
o0
D (=1)Fa.
k=0

Beweis: Wir betrachten die Folge b, = Y_}_(—1)*a), und die beiden Teilfolgen
ban = (b, b2,by,...) und  bapi1 = (b1, bs,bs,...).
Fiir diese gilt wegen der Monotonie der ay
bonta — ban = (—1)*"agnio + (=1)*" ag, 11 = asnis — azp1 <0

und
Mm+3 Mm+2
bonts — bont1 = (=1)""agn i3 + (—1)*"agn 2 = —agnts + agni2 > 0.

Also ist b, monoton fallend und bgy,+1 monoton wachsend. Zudem gelten wegen boj+1 —
bon = (—=1)*"tag,+1 < 0 die Ungleichungen

boni1 < bop <bp und  bay = bopy1 = by

fiir alle n € N. Damit sind beide Folgen monoton und beschréinkt und konvergieren damit.
Fiir die Grenzwerte gilt dabei nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte

. . . . o2n41 .
lim by, — lim bo,y1 = lim (boy — bopy1) = lim —(=1)*""ag, 1 = lim ag,iq =0,
n—o0 n—0o0 n—oo

n—oo n—oo

weswegen die beiden Grenzwerte {ibereinstimmen. Bezeichnen wir diesen Grenzwert mit b,
so existieren fiir jedes € > 0 Indizes Ny(g), Na(e) € N mit

|ba, — b| < € fiir alle n > Ni(e) und  |bep+1 — b| < ¢ fiir alle n > Na(e).
Fiir alle n > N(¢) := max{2N;(g),2Na(e) + 1} gilt damit
|by, — b| < €,

womit die Konvergenz gezeigt ist. 1l

Beispiel 4.10 Wir haben in Beispiel 4.8 gesehen, dass die harmonische Reihe 22:1%
nicht konvergiert. Im Gegensatz dazu erfiillt die alternierende harmonische Reihe

(—1)k-1 1 1 1 1
Y =l cE. . E—
ok 3

n

die Voraussetzungen von Satz 4.9 und konvergiert also. Die genaue Berechnung des Grenz-
wertes beno6tigt Methoden, die wir erst spéter behandeln. a
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Die alternierende harmonische Reihe ist ein schones Beispiel dafiir, dass sich das Konver-
genzverhalten einer Reihe verdndern kann, wenn man die Glieder einer Reihe umordnet.
Wir kénnen die Glieder z.B. wie folgt anordnen

1 1 1 1

T 27371
1 1 1

+’<5+7)‘6
1 1 1 1 1

*‘@*n*m*m)g
1 1 1 1 1 1 1 1 1

+ (17+19++23++27++31> BRI

+ ...

d.h. beginnend mit 1/5 nehmen wir fiir p = 1,2,3,... immer die nichsten 2P noch nicht

verwendeten positiven Elemente und danach das néichste noch nicht verwendete negative
Element. Man kann sich leicht iiberlegen, dass jeder Summand der alternierenden harmo-
nischen Reihe hier irgendwann einmal auftaucht, dass also kein Summand “verloren geht”,
ebenso tritt kein Summand mehrfach auf. Trotzdem hat die neue Reihe ein ganz anderes
Konvergenzverhalten: In jeder Zeile summieren sich die Briiche in den Klammern ndmlich
zu einer Zahl > 1/4 auf, von der dann maximal 1/6 abgezogen wird. Insgesamt ergibt sich
also in jeder Zeile ein Wert > 1/4—1/6 = 1/12, weswegen die Summe nach n Zeilen grofier
als n/12 ist und damit unbeschrinkt wéchst. Aus der konvergenten alternierenden Reihe
ist durch Umordnung eine unbeschrinkte und damit divergierende Reihe geworden.

Im nachfolgenden Abschnitt behandeln wir einen “stérkeren” Konvergenzbegriff fiir Rei-
hen, unter dem sowohl die Konvergenzeigenschaft als auch der Grenzwert unter beliebigen
Umordnungen erhalten bleibt.

4.3 Absolute Konvergenz

Definition 4.11 Eine Reihe ), a; heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe

n

> lax|

k=0

konvergiert. o

Dass die absolute Konvergenz tatséchlich ein stiarkerer Begriff ist als die “normale” Kon-
vergenz?, zeigt der folgende Satz und die nachfolgende Diskussion.

Satz 4.12 Jede absolut konvergente Reihe ist auch im iiblichen Sinne konvergent.

2Man sagt, dass eine Eigenschaft a stirker ist als eine Eigenschaft b, wenn die Implikation a = b gilt,
die Implikation b = a aber nicht gilt.
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Beweis: Wenn die Reihe absolut konvergiert, existiert nach dem Cauchyschen Konver-
genzkriterium aus Satz 4.4 zu jedem ¢ > 0 ein C'(¢) € N mit

n

> lakl =

k=m

n

> lax|

k=m

<e

fir alle n > m > C(g). Damit folgt mit (n — m)-maliger Anwendung der Dreiecksunglei-
chung

n n
Z ai| < Z lag| < e
k=m k=m

und die Reihe konvergiert wiederum nach Satz 4.4. 1l

Beachte, dass die Aussage des Satzes nicht impliziert, dass die beiden Grenzwerte y ;2 |ax|
und Y 77 ay tibereinstimmen. Er sagt lediglich, dass der zweite Grenzwert existiert, falls
der erste existiert. Umgekehrt gilt das natiirlich nicht, wie die alternierende harmonische
Reihe zeigt, die ein Beispiel fiir eine Reihe ist, die konvergiert aber nicht absolut konvergiert.
Dies zeigt, dass die Konvergenz die absolute Konvergenz nicht impliziert; die absolute
Konvergenz ist also tatséchlich eine stirkere Eigenschaft. Die Reihe Y ;_; 1/ k? hingegen
konvergiert absolut, da fiir a; = 1/k? wegen 1/k? > 0 offensichtlich |ax| = a;, gilt.

Der folgende Satz zeigt nun, dass im Falle absoluter Konvergenz beliebige Umordnungen
nichts am Konvergenzverhalten dndern, ja dass sogar der Grenzwert gleich bleibt. Dazu
definieren wir die Umordnung zunéchst formal.

Definition 4.13 Eine Reihe ) )" a,(;) mit einer Folge (7(j));en heiBt Umordnung einer
Reihe }")'_, ai, wenn jeder Index k € N genau einmal in der Folge (7(j)) en auftritt®. O

Satz 4.14 Sei Y ;_, aj eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert auch jede Um-
ordnung » ), ar(ky der Reihe und es gilt

o0 o0
Z ar(k) = Z Ak
k=0 k=0

Beweis: Sei
o0
b:.= Z ag.
k=0

Wir miissen dann beweisen, dass ) ;_, ar(k) gegen b konvergiert. Da die urspriingliche
Reihe absolut konvergiert, gibt es nach Satz 4.4 zu jedem € > 0 ein ky = C'(¢/2) € N mit

m

£
Cm 1= Z lak] <3

k=ko

3Verwenden wir die in der Linearen Algebra eingefiihrten Begriffe, so ist 7 also eine bijektive Abbildung
von N nach N.
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fiir alle m > kg. Die Folge ¢, ist also monoton und beschrinkt und konvergiert damit
gegen einen Grenzwert ZZiko |ak|, fiir den nach Satz 3.14

[e.9]
>l < 5
-2
k=ko
gilt. Daraus folgt?
ko—1 0o 0o c
b— = < <.
S = Y w| < 3 fanl <
k=0 k=ko k=ko

Da jedes k in der Folge (7(j)) en auftritt, gibt es also fiir jedes k ein j, mit & = 7(ji).
Setzen wir nun N(e) := max{jo, j1,...,Jk,—1} S0 taucht jedes k = 0,...,ky — 1 in der
Menge {7(0),7(1),...,7(N(e))} auf. Damit gilt fiir alle m > N(e) die Ungleichung

m ko—1 m m max{7(0),...,7(m)} -
Do = Dal=| Y awm|< D lewl< D lal<s,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=ko

k#3405 0kg—1 K50k —1

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass jeder Index k in der Folge hochstens
einmal auftritt. Somit erhalten wir fiir alle m > N

m m ko—1 ko—1 c c
Zar(lc)_b < ZaT(k)_Zak+ Zak—b <§+§:€.
k=0 k=0 k=0 k=0
und folglich die behauptete Konvergenz. U

Nachdem die absolute Konvergenz offenbar eine niitzliche Eigenschaft ist (einen weiteren
Beleg dafiir geben wir im letzten Satz dieses Abschnitts), ist es sinnvoll, Kriterien zu finden,
mit denen wir sie fiir eine gegebene Reihe nachweisen kénnen. Die folgenden beiden Sétze
geben zwei solche Kriterien.

Satz 4.15 (Majorantenkriterium) Sei ) ;_, ¢ eine konvergente Reihe mit ¢; > 0 fiir
alle £ € N. Sei kg € N und (ay)ken eine Folge mit |ax| < ¢ fir alle k£ € N mit & > k.
Dann konvergiert die Reihe
n
>
k=0

absolut. Die Reihe Y }_ ¢ heiBit dann Majorante der Reihe Y ) ag.
Beweis: Im Fall ky = 0 folgt die Aussage wegen

n n n n
D lanl| =Dl < 3 ee =D
k=m k=m k=m k=m

4Wenn die obere Summationsgrenze endlich ist, folgt die hier verwendete Ungleichung aus der Dreiecks-
ungleichung. Wegen Satz 3.14 iibertrigt sich die Ungleichung auf die Grenzwerte.
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analog zum Beweis von Satz 4.12 aus Satz 4.4.

Im Fall kg > 0 definiere ay := ¢, fiir k = 0,...,kg—1 und a := ay, fir k > k¢. Dann erfiillt
die Reihe ) "), aj die Bedingung des Satzes fiir kg = 0 und konvergiert nach dem ersten
Teil des Beweises. Aus der Definition der ay, folgt dann fiir n > kg die Gleichung

ko—1 ko—1

n
Zak Zak—ch—i-Zak
k=0

und weil die Reihe );'_ a fir n — oo konvergiert und die beiden anderen Ausdriicke auf
der rechten Seite unabhéngig von n sind, konvergiert auch die Reihe ") ) ax. U

Beispiel 4.16 Betrachte die Reihen
1
kP
k=0

fir p > 2. Fiir p = 2 haben wir die Konvergenz bereits in Beispiel 4.8 bewiesen. Wegen
k> 1 gilt k2 > 1 und damit 1/k? <1 fiir alle ¢ > 1. Fiir p > 3 erhalten wir so

Damit folgt die absolute Konvergenz (und damit auch die iibliche Konvergenz) aus dem
Majorantenkriterium mit kg = 0. o

Beispiel 4.17 Fiir die Dezimalbriiche aus Beispiel 4.2 gilt
|dp107%] < 9-107F,

Da die Reihe

n
>0t =03 (1 )
k=
nach Satz 4.3 gegen 91 1770 = = 10 konvergiert und offensichtlich positive Summanden be-

sitzt, konvergiert also jede Dezimalbruchreihe absolut nach dem Majorantenkriterium. Ins-
besondere besitzt also jeder unendliche Dezimalbruch einen eindeutig definierten Wert. o

Satz 4.18 (Quotientenkriterium) Sei >, _, aj eine Reihe mit a; # 0 fiir alle & > k.
Sei 8 € R mit 0 < 6 < 1, so dass

k+l

<0 gilt fiir alle & > ko. (4.1)
ag

Dann konvergiert die Reihe Y, aj absolut.

Beweis: Mittels vollstdndiger Induktion folgt aus der Annahme die Ungleichung

lay| < 0" F0lay, |
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fiir alle £ € N mit k& > kg. Die Reihe

n

Z |ak0 wkiko

k=0

ist daher eine Majorante fiir >.;_ a, fiir k > ko. Da

n n
3 g 05750 = Ja 0740 S 0¥
k=0 k=0

wegen |0 < 1 nach Satz 4.3 konvergiert, folgt die Konvergenz mit Satz 4.15. U

Beispiel 4.19 (a) Die Reihe Y, aj mit aj = ’2“—,3 konvergiert, denn es gilt

C(k+D%P 1R+ 1 ” 2
CokHlg2 2 g2 2 k

und dieser Ausdruck ist fiir alle & > ko = 3 kleiner als 8/9 < 1.

Ak+1
ag

(b) Das Beispiel der harmonischen Reihe (ar = 1/k) zeigt, dass die Formulierung der

: : wla 9 . . . . . .
Ungleichung in (4.1) als % < 6 < 1”7 wichtig ist und die schwéchere Ungleichung
“ a’;—:l < 1”7 nicht ausreicht. Diese schwéchere Ungleichung ist ndmlich fiir die harmonische
Reihe wegen

Q41| _ k <1
ak kE+1

erfiillt. Da der Bruch k/(k+1) fiir groe k aber beliebig nahe bei 1 liegt (denn er konvergiert
ja gegen 1), lasst sich kein § < 1 finden, fiir das (4.1) fiir beliebig grofie k gilt. Dies kann
auch nicht sein, denn die harmonische Reihe ist ja nicht konvergent.

(c) Das Beispiel ar = 1/k? zeigt, dass das Quotientenkriterium hinreichend aber nicht
notwendig ist fiir die absolute Konvergenz. Ahnlich wie fiir die harmonische Reihe sieht
man hier, dass kein § < 1 gefunden werden kann, so dass die (4.1) gilt. Trotzdem ist die
Reihe absolut konvergent.

(d) Aus der Definition des lim sup folgt, dass die Voraussetzung von Satz 4.18 genau dann

erfiillt ist, wenn

ak+1
ak

lim sup <1

k—o0

gilt (Ubungsaufgabe). O

Zum Abschluss dieses Kapitels kommen wir nochmal auf die eingangs bereits erwihn-
te Multplikation konvergenter Reihen zuriick. Wie dort bereits bemerkt, ist die Reihe
Y h—o @k - b nicht der richtige Ausdruck, um das Produkt zweier Reihen als eine Reihe
darzustellen. Der folgende Satz zeigt, wie der richtige Ausdruck aussieht. Beachte, dass
er nur fiir absolut konvergente Reihen gilt, weil fiir seinen Beweis eine Abschéitzung von
Teilsummen iiber Betrage notig ist.
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Satz 4.20 (Cauchy-Produkt von Reihen) Es seien ), ja; und > ;_ by absolut
konvergente Reihen. Fiir jedes k € N definiere

k
Cp = Z ag—jb;.
j=0

Dann ist auch die Reihe )" ¢ absolut konvergent und es gilt

Lo (B (5

Beweis: Es sei a:= ) ;2 jag, b= p by und dy, := > _, cx. Wir zeigen zunichst, dass
dy, im iblichen Sinne konvergiert und dass

lim d, = ab
n—o0

gilt. Die absolute Konvergenz wird dann im nachfolgenden Schritt bewiesen.

- (5 1)

Nach Satz 3.10 gilt d;, — ab fiir n — oo. Um zu zeigen, dass auch d,, — ab gilt, beweisen
wir, dass die Folge (d} — d,,) konvergiert mit

Es sei

lim (d%, — dy) = 0. (4.2)

n—oo

Damit folgt die Behauptung wegen

d, = d; —(d;, —dy)
~N Y
—ab —0

aus Korollar 3.12.

Zum Beweis von (4.2) schreiben wir d; nach dem Distributivgesetz als

d;‘; = (Z ai) ij = ZZaibj = Z aibj.
1=0 7=0

i=0 j=0 i,j=0

Den Ausdruck fiir d,, schreiben wir um, indem wir ¢ = k — j als “kiinstlichen” neuen
Summationsindex mit der Nebenbedingung j + ¢ = k einfiihren:

n k n k k n k n
dn:ZZakfjbj:ZZ Z aib; :Z Z aib; = Z aib;.

k=0 j=0 k=0j=0 =0 k=0 %3=0 4,j=0
i+j=k i+j=k i+j<n

Daraus folgt

n

d; —d, = ab;. 4.3
n J

i,j=0
i+ji>n
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Sei nun
n n n
o (Sl ) (S ) = 3 ol
k=0 k=0 i,j=0
Nach Satz 3.10 konvergiert p,, zu gegebenem ¢ > 0 gibt es also nach Satz 3.19 ein ng :=
C(e) € N mit
[P — Pno| < €

fiir alle n > ng. Die Differenz p,, — pn, kann man auch schreiben als

n

n no
Pn—=Pno = Y, laibj| = Y laib;| = > |aib;. (4.4)

1,J=0 1,j=0 i,j=0
i>ng+1 oder j>ng+1

Abbildung 4.1: Indexpaare (7,7) in (4.3) (links) und (4.4) (rechts), jeweils grau geférbt.
Veranschaulichung fiir n = 7 und ng = 3

Vergleichen wir nun die Summationsindizes in der letzten Summe in (4.3) mit denen in der
letzten Summe in (4.4) (diese sind in Abbildung 4.1 beispielhaft grafisch dargestellt), so
sieht man, dass fiir n > 2ng jedes Indexpaar aus (4.3) auch in (4.4) auftaucht, denn wenn
1+ 7 >n>2ng gilt muss i > ng + 1 oder j > ng + 1 gelten; ansonsten wire ¢ + j < 2nyg.
Damit folgt

n n n
k
|dy, — dn| = E aibj| < E |laib;| < E laibj| = pn — pny < €.
4,j=0 4,j=0 4,J=0
i+j>n i+j>n i>ng+1 oder j>np+1

Dies zeigt die Konvergenz (4.2) mit N(e) = 2ng = 2C(¢).

Es bleibt noch die absolute Konvergenz zu zeigen. Wenn wir den ersten Teil des Beweises
auf die Reihen Y ) |ax| und >}, |bx| anwenden, so erhalten wir wegen der absoluten
Konvergenz der urspriinglichen Reihen, dass die Reihe ) ) ¢}, mit

n
&= lan—| |bx
k=0
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konvergiert. Wegen

len| =

n
> an kb
k=0

ist Y p_, ¢, eine konvergente Majorante, weswegen y . ¢, absolut konvergiert.

n
<N an—g| bk = ¢,
k=0

73
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Kapitel 5

Funktionen

Stand:
" .. 17. August 2018
5.1 Definition und Beispiele

Definition 5.1 Eine reelle Funktion ist eine Vorschrift f, die jeder Zahl x aus einer Teil-
menge D C R eine Zahl f(z) € R zuordnet. Dabei heifit die Menge D Definitionsmenge
und die Menge f(D) := {f(x)|x € D} Wertemenge von f. Schreibweise: f : D — R; falls
f(D) C A gilt fiir eine Menge A C R, schreiben wir auch f: D — A. o

Reelle Funktionen werden grafisch in einem Koordinatensystem dargestellt, indem man zu
jedem x € D auf der horizontalen Achse den Wert f(x) der Funktion auf der vertikalen
Achse auftrigt. Die so entstehende Figur wird Graph der Funktion genannt.

Funktionen werden oft durch eine von x abhéngige Formel definiert. Wir schreiben dann
f:x— ... wobeian Stelle der Punkte die entsprechende Formel eingesetzt wird. Oft wird
auch einfach kurz f(z) = ... geschrieben.

Hier einige Beispiele dafiir.

Beispiel 5.2 (a) (identische Funktion oder Identitét) f: R — R mit f: 2 —

Graph der identischen Funktion f(z) =«

75
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(b) (konstante Funktion) f:R — R mit f: z > c fiir ein festes ¢ € R.

,‘4 7'2 ;) 2‘ 4‘1
Graph der konstanten Funktion f(x) = ¢, hier fiir c =5

(c) (Absolutbetrag) f:R — R mit f:z +— ||

-4 -2 0 2 4
X

Graph der Absolutbetrag-Funktion f(x) = |z|

(d) (GauBklammer) Wir definieren die sogenannte Gaufklammer [x] einer reellen Zahl
x als die grofite ganze Zahl k < z, oder formal: [x] := max{k € Z|k < z}. Die
zugehorige Funktion lautet dann f : R — R mit f: z — [z].

ot
— 2

-— 3

— 4
-— 5

Graph der Gaulklammer-Funktion f(x) = [z]
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Die Punkte im Graphen veranschaulichen dabei, wo der Wert an der Stelle liegt, an
der der Graph “springt”.

Beachte: Die Definitionsmenge D ist eine Menge, die wir uns selbst aussuchen kénnen.
Wir konnen also z.B. die Funktion f : z +— |x| nur fiir  zwischen 0 und 1 betrachten und
dazu die Definitionsmenge als D = [0, 1] wihlen. Wir kénnten aber natiirlich auch D = R
wihlen. Falls allerdings der Ausdruck, der f(x) definiert, fiir manche x € R nicht definiert
ist, so miissen wir diese x aus D herausnehmen, um eine sinnvoll definierte Funktion zu
erhalten. Dies ist z.B. in dem folgenden Beispiel (e) der Fall. Die Menge aller x, auf denen
der Ausdruck f(z) definiert ist, wird als mazimale Definitionsmenge bezeichnet. Grofer als
die maximale Definitionsmenge kénnen wir D also nicht wihlen — kleiner hingegen schon.

(e) (Quadratwurzel) Alle bisherigen Beispiele konnten auf D = R definiert werden.
Die Quadratwurzel ist in R nur fiir Zahlen > 0 definiert, weswegen wir die Definiti-
onsmenge der Quadratwurzelfunktion einschrinken miissen. Wir erweitern dazu die
Definition 2.7 der Intervalle um die folgenden unbeschrénkten Intervalle fiir a,b € R.

[a,00) = {zeR|z>a}
(a,00) = {xeR|z>a}
(—00,b] = {zeR|z<b}
(—00,b) = {zeR|z<b}

Die maximale Definitionsmenge der Quadratwurzelfunktion ist mit dieser Schreib-
weise gerade D = [0, 00), wir konnen diese also als f : [0,00) - R mit f: 2z — /z
schreiben.

2,0 1
1,5
1,09

0,5

Graph der Quadratwurzel-Funktion f(z) = /x

Die Wertemengen f(D) := {f(x)|x € D} dieser Funktionen lassen sich aus den angegebe-
nen Formeln jeweils leicht ermitteln. Es gilt

(a) f(D) =R
(b) f(D) = {c}
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(e) f(D)=[0,00)

Man sieht hier insbesondere, dass die Wertemenge im Allgemeinen nicht ganz R ist.

Weitere Beispiele fiir Funktionen sind

(f) (Polynomfunktionen) f:R — R, f: 2+ a,2"+a, 12" ' +...+ a1z + ag, wobei

n € Nist und ay, ..., a, € R fest gewdhlte Werte sind, die sogenannten Koeffizienten
des Polynoms. Als konkretes Beispiel erhalten wir z.B. mit n = 2, a9 = 1, a; = 5 und
as = —3 die Funktion

f:x— =322+ 5z +1.

10 4
-20 4
-30 4

~40 4

50
,60:
70
,80:

-90 4

Graph der Polynomfunktion f(z) = —322 + 5z + 1

(g) (rationale Funktionen) Fiir zwei Polynomfunktionen g und h definieren wir die
Menge D := {x € R| h(z) # 0}. Damit definieren wir die rationale Funktion

9(z)
:D—>R : .
f:D—=R, f:z— h(z)
Konkrete Beispiele fiir rationale Funktionen sind
5 2?2 —1
f(x)*m und f(x)ix—l

mit den maximalen Definitionsmengen D = R\ {—1,1} bzw. D =R\ {1}.
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10 7

Graph der rationalen Funktion f(x) = % Die Kreuze markieren die x ¢ D.

Die Wertemengen fiir Polynomfunktionen und rationale Funktionen lassen sich nicht
so einfach ermitteln wie fiir die vorhergehenden Beispiele. Aus den angegebenen Gra-
phen lédsst sich zwar erahnen, wie diese in etwa aussehen, die konkrete Berechnung
ist aber i.A. recht aufwendig.

(h) Eine Funktion, deren Graph man nicht zeichnen kann, ist

) 0, €@
fxr—>{ 1, zeR\Q.

(i) Zu jeder Folge (an)neny kann man mittels f : n +— a, eine Funktion mit Definiti-
onsmenge D = N definieren. Umgekehrt kann man zu jeder Funktion f : N — R
die Folge (an)nen mit a, := f(n) definieren. Folgen und Funktionen mit Definiti-
onsmenge D = N sind also nur zwei unterschiedliche Schreibweisen fiir die gleichen
mathematischen Objekte.

a

Funktionen sind allgegenwiirtig in allen Anwendungen der Mathematik. Ob man in der
Physik eine Leitfdhigkeit in Abhéngigkeit von der Temperatur, in der Elektrotechnik den
Strom in Abhéngigkeit von der Spannung oder in den Wirtschaftswissenschaften den Ein-
kommensteuersatz in Abhéngigkeit von der Hohe des Gehalts betrachtet: Immer wird dies
mathematisch durch Funktionen ausgedriickt.

Aus gegebenen Funktionen kann man auf verschiedene Weise neue Funktionen zusammen-
setzen.

Definition 5.3 Fiir gegebene Funktionen f,g : D — R und A € R definieren wir die

Funktionen
f+9:D=R, f+g: z— f(z)+g(x)

Af: D — R, Af = Af(x)
fg:D =R, fg: x— f(z)g(z)
i:D'—ﬂR i: wa
g ’ g 9(x)’
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wobei die Definitionsmenge D’ im letzten Fall eingeschrinkt werden muss auf
D' :={x € D|g(x) #0}.

Fiir zwei Funktionen f : D — R und g : F — R mit f(D) C E definieren wir die
Komposition (oder auch Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung) von f und g als

gof:D—=R, gof:xz—g(f(x)).

Fiir f(z) = 2z und g(z) = 22 gilt z.B. (f + g)(z) = 2? + 22 und (g o f)(z) = (27)% = 422.
Fiir f(z) = 2% und g(x) = /z ergibt sich (go f)(z) = Va2 = |z|.

5.2 Grenzwerte bei Funktionen

Betrachtet man die Graphen der verschiedenen Funktionen aus dem letzten Abschnitt, so
stellt man gewisse Unterschiede fest. Aus der Reihe féllt zum einen der Graph (g), weil er
nicht tiberall definiert ist. Dies liegt an den Liicken in der maximalen Definitionsmenge,
die sich direkt aus der Formel fiir f(x) ergeben.

Ebenfalls aus der Reihe fillt der Graph (d), weil er “Spriinge” hat. Wir wollen im néichsten
Abschnitt die Eigenschaft “ein Graph hat keine Spriinge” mathematisch formal definieren.
Dazu miissen wir zunéchst das von den Folgen bekannte Konzept der Grenzwerte auf
Funktionen verallgemeinern.

Definition 5.4 Sei f : D — R und sei a € R ein Punkt, fiir den eine konvergente reelle
Folge (2y,)nen mit z,, € D fiir alle n € N und lim,, .+ 2, = a existiert!.

Falls ein ¢ € R existiert, so dass fiir jede Folge (x)neny mit x, € D fiir alle n € N und
lim,, o , = a die Folge f(x,) konvergiert mit

lim f(z,) = c,

n—oo
so sagen wir, dass der Grenzwert von f in a existiert, nennen ¢ den Grenzwert oder Limes
von f in a und definieren

li =c.

lim f(z) = ¢
Mit der Notation der uneigentlichen Konvergenz aus Definition 3.16 kénnen wir auf die
selbe Weise die Grenzwerte

lim f(x) und lim f(x).

T—r00 T——00

definieren. O

!Dies gilt immer fiir a € D, da man einfach a, = a fiir alle n € N wéhlen kann. Es kann aber auch fiir
a ¢ D gelten. Z.B. konnen wir im Fall D = R\ {1} die Folge a, =1+ 1/n, n > 1, wihlen, die fiir alle n in
D liegt aber gegen 1 ¢ D konvergiert.
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Beispiel 5.5 (a) lim,_,o2? = 0, denn fiir jede Folge z,, — 0 gilt

lim mi = lim z, - lim z, = 0.
n—oo n—0o0 n—o0

(b) Fiir jedes k € Z existiert der Limes lim,_,[x] nicht, denn fiir die Folgen x,, :== k+ 1/n
und z/, := k — 1/n gilt fiir alle n > 2

[z, =k und [2)]=k—-1

und damit

lim [z,) =%k und lim [2)] =k —1.
n—oo n—oo

Die Bedingung, dass alle Folgen der Form [z,] gegen ein und denselben Grenzwert ¢ kon-
vergieren, ist also verletzt.

(c) Fiir die rationale Funktion

|
fz) =
mit der maximalen Definitionsmenge D = R\ {1} existiert der Grenzwert lim, 1 f(x),
obwohl 1 € D, denn: sei z,, eine beliebige Folge mit z,, — 1 und =z, € D, also x, # 1, fir
alle n € N. Dann gilt

r—1

22 -1 (zn—1)(z,+1)
Tp—1 Ty, — 1

flan) =

=x,+1—2.

Es ergibt sich also immer der gleiche Grenzwert ¢ = 2.

(d) Eine Beispiel fiir uneigentliche Grenzwerte ist das folgende: Fiir ein Polynom der Form
f(@) =2+ ap_12" 1 + ..+ ap gilt

lim f(x) =00 und lim_f(z) =

T—00 T—r—00

oo, falls k gerade
—o0, falls k ungerade.

Zum Beweis der ersten Aussage miissen wir zeigen, dass fiir jede Folge x,, — 0o und jedes
K > 0ein M(K) € N existiert mit f(x,) > K fir alle n > M(K). Dazu schreiben wir f
fiir  # 0 als f(z) = 2Fg(x) mit

ak—1 ao
+...+—k.
T

glz) =1+

Aus z,, — oo folgt zF — oo fiir alle & > 1. Damit folgt aus Satz 3.17, dass jeder der Briiche
in g gegen Null konvergiert und folglich

nl;rgo g(zpn) = 1.
gilt. Fiir alle hinreichend groen n ist also g(x,,) > 1/2 und damit f(z,) > z¥ /2. Wiederum

wegen r, — oo gilt dann f(x,) > K fiir alle hinreichend grofien n, woraus die Existenz
von M (K) folgt.

Die zweite Aussage folgt fiir gerades k aus

k—

f(=2) =% —ap_12" 1+ ap_9a® 2.+ —ayz 4 ag =: h(x)
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und fiir ungerades k aus

f(=z) =~ [l‘k —ap12" g

v~

=:h(z)

k_2...—|—a11:—a0 .

Beachte, dass die Funktionen h(z) in den beiden Fillen nicht identisch sind, aber in beiden
Fillen die Voraussetzungen fiir die erste Aussage erfiillen, weswegen lim, ,- h(z) = oo
gilt. Fiir x,, - —oo gilt nun (—x,) — oo und damit h(—z,) — oco. Daher folgt fiir gerades
k mit x = —x,,

f(zn) = f(—=(=2n)) = h(—zn) = o0
und fiir ungerades k

f(xn) = f(—=(=2n)) = —h(—xn) = —o0.

5.3 Stetigkeit

Stetigkeit ist gerade die Eigenschaft einer Funktion, auf ihrer Definitionsmenge keine Spriin-
ge im Graphen zu besitzen. Aus den Beispielen im vergangenen Abschnitt erfiillt offenbar
genau die GauBklammer diese Eigenschaft nicht, und zwar gerade in den Punkten k € Z.
Die in Beispiel 5.5(b) gemachte Beobachtung, dass bei dieser Funktion der Grenzwert in
k € Z nicht existiert, gibt uns eine Mdoglicheit, das anschauliche Kriterium “keine Spriinge”
in eine mathematisch rigorose Bedingung zu fassen.

Definition 5.6 Eine Funktion f : D — R heifit stetig in einem Punkt a € D, wenn der
Grenzwert fiir x — a existiert und die Gleichung

lim f(z) = f(a)

r—ra

gilt. Die Funktion heifit stetig, wenn sie in allen Punkten a € D stetig ist. O

Beispiel 5.7 (a) Die Funktion f : z — z? ist in 2 = 0 stetig, wegen lim, o 2% = 0 (vgl.
Beispiel 5.5(a)) und f(0) = 02 = 0. Tatséchlich ist die Funktion sogar in allen 2 € D = R
stetig, was aus dem nachfolgenden Korollar 5.9 folgt.

(b) Die Gaulklammerfunktion f : z + [z] ist in den Punkten x = k fiir k£ € Z nicht stetig,
da der Grenzwert hier nach Beispiel 5.5(b) nicht existiert.

(c) Der Begriff der Stetigkeit ist fiir die rationale Funktion aus Beispiel 5.5(¢) in x = 1
nicht anwendbar, weil 1 &€ D.

(d) Die konstante Funktion f :  + ¢ und die identische Funktion f : z — x sind stetig,
denn: Fiir die konstante Funktion f(z) = ¢ gilt f(x,) = ¢ fiir jede beliebige Folge x,,. Also
gilt fiir alle a € R und jede gegen a konvergente Folge lim,,_,~ f(2z,,) = ¢ = f(a).

Fiir die Identitét gilt f(z,) = x,. Konvergiert also eine Folge z,, gegen a, so auch f(z,,)
und es folgt lim, o f(z,) = a = f(a).
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(e) Die Betragsfunktion f : x — |z| ist stetig, denn: fiir jede konvergente Folge x,, — a gilt
nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

|[f(@n) = f(a)| = [|za] = lal| < |2n —al.

Wenn |z, — a| — 0 folgt limy, oo f(xn) = f(a) dann aus Satz 3.4. o

Stetigkeit mit Hilfe der Grenzwerte aus Definition 5.4 zu iiberpriifen ist ausgesprochen
aufwendig, weswegen man dies nach Moglichkeit vermeidet. Statt dessen versucht man
zumeist, die Stetigkeit von Funktionen aus der Stetigkeit bekannter Funktionen abzuleiten.
Der folgende Satz zeigt, wie das geht.

Satz 5.8 (a) Es seien f,g : D — R Funktionen, die in einem Punkt a € D stetig sind.
Dann sind fiir A € R auch die Funktionen

f+g, Af, und fg
stetig in a. Falls zusitzlich a € D' := {x € D|g(x) # 0} gilt, ist zudem die Funktion

f

9

stetig in a.

(b) Fiir zwei Funktionen f: D — Rund g : F — R mit f(D) C E, bei denen f in a € D
und g in f(a) € F stetig ist, ist auch die Komposition g o f stetig in a.

Beweis: (a) Sei (z,,)nen eine Folge mit z, € D (bzw. z € D’ im letzten Fall) und
Zn — a. Dann ist zu zeigen, dass die Funktionswerte f(z,) + g(x,) etc. konvergieren
mit limy, o0 (f(zn) + g(zn)) = f(a) + g(a) etc. Dies folgt wegen der vorausgesetzten Kon-
vergenzen f(x,) — f(a) und g(z,) — g(a) fiir n — oo fiir alle angegebenen Funktionen
aber direkt aus ihrer Definition und den entsprechenden Sétzen fiir Summen, Produkte
und Quotienten von Grenzwerten.

(b) Sei (2, )nen eine Folge mit x,, € D. Aus der Stetigkeit von f folgt dann lim,, o f(2,) =
f(a). Die Folge (f(zy))nen konvergiert also gegen f(a), woraus mit der Stetigkeit von g
auch

lim g o f(w,) = lim g(f(za)) = 9(/(@)) =g f(a)

folgt. Also ist g o f stetig in a. U
Korollar 5.9 Jede rationale Funktion ist stetig.

Beweis: Jede rationale Funktion ist von der Form
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mit g(x) = apz" +an_ 12" +.. . Fayz+ag und h(z) = bpx™ + by 1™ 4.+ bz + b,
Sie lésst sich also schreiben als

anp(2)" + an_1p(x)" 1+ ...+ a1p(z) + q(x)

binp(2)™ + b—1p(z)™ 1 + ... + bip(x) + 7 (z)

fz) =

mit der Identitét p(z) = x und den konstanten Funktionen ¢(x) = ap und r(z) = by.
Damit folgt die Stetigkeit in jedem a € D durch wiederholte Anwendung von Satz 5.8(a)
auf die einzelnen Komponenten von f aus der in Beispiel 5.7(d) nachgewiesenen Stetigkeit
der identischen und der konstanten Funktion. U

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 5.8 ist die Funktion f : x + |23|, die sich als goh
mit g(z) = |z| und h(z) = 23 schreiben lisst. Da g und h stetig sind und jeweils D = R
gilt, ist f ebenfalls stetig.

5.4 Satze iiber stetige Funktionen

Stetige Funktionen haben viele fiir die Analysis sehr niitzliche Eigenschaften. In diesem
Kapitel werden wir einige der wichtigsten davon formulieren und beweisen. Hierbei ver-
wenden wir die bereits vor Beispiel 5.2(e) erwihnte Tatsache, dass wir die maximale Defi-
nitionsmenge beliebig einschrinken kénnen. Hier werden wir zumeist Funktionen der Form
f :[a,b] = R auf beschriinkten abgeschlossenen Intervallen [a, b] betrachten. Dies bedeutet
nicht, dass D = [a,b] die maximal mdgliche Definitionsmenge der Funktion f ist sondern
vielmehr, dass die maximal mogliche Definitionsmenge das Intervall [a,b] enthélt und wir
im Folgenden nur die Werte f(z) fiir x € [a,b] betrachten — was die Funktion aufler-
halb [a, b] macht, interessiert uns dabei nicht. Wenn wir also z.B. von stetigen Funktionen
f : la,b] — R sprechen, so bedeutet dies, dass die Funktion in allen = € [a,b] stetig ist,
aber nicht notwendigerweise in allen z aus der maximal moglichen Definitionsmenge.

Satz 5.10 (Zwischenwertsatz) Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(a) <0 und f(b) > 0 (bzw. f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert
ein x € [a,b] mit f(x) = 0. Dieses x wird Nullstelle genannt.

Beweis: Wir betrachten den Fall f(a) < 0 und f(b) > 0. Der Fall mit umgekehrten
Vorzeichen folgt, wenn wir den Beweis mit — f an Stelle von f fiithren.

Zum Beweis konstruieren wir zunéchst eine Intervallschachtelung I,, = [an, by], fir deren
Rénder stets f(a,) < 0und f(b,) > 0 gilt. Dies erreichen wir, indem wir ganz analog zum
Beweis von Satz 2.9 wie folgt vorgehen:

(1) Setze ag :=a, by :=b, n:=0

(2) Definiere ¢, := (a, + b,)/2 (dies ist gerade der Mittelpunkt des Intervalls I,,)

(3) (i) Falls f(cn) > 0, setze ant1 := ap und by41 1= cp;
(ii) sonst setze ap+1 := ¢, und by 1= by,

(4) Setze n:=mn+ 1 und gehe zu (2).
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Aus der Konstruktion der a,, und b,, folgen sofort die gewiinschten Ungleichungen f(a,) < 0
und f(b,) > 0 und die Konvergenz |I,,| — 0 folgt mit Satz 3.4 direkt aus der Ungleichung?

b—a
on -

] <

Nach Beispiel 3.1(f) konvergieren a,, und b, gegen den gleichen Grenzwert x und aus der
Stetigkeit von f folgt lim,, o0 f(ayn) = f(z) und lim, . f(bn) = f(z). Nach Korollar 3.15
gilt dann

0= lim f(an) = f(z) = lim f(bp) =0

und folglich f(z) = 0. U

Das folgende Beispiel gibt einige Anwendungen dieses Satzes.

Beispiel 5.11 (a) Fiir jedes y > 0 und k& € N gibt es ein 2 > 0 mit 2* = y. Wir schreiben
dafiir auch z = {/y.

Diese Aussage folgt, indem wir den Zwischenwertsatz auf die stetige Funktion f(z) = 2* —y
anwenden. Fiir x — oo gilt nach Beispiel 5.5(d) dass f(z) — oo, also gibt es ein b mit
f(b) > 0. Andererseits gilt fiir a = 0 gerade f(a) = 0¥ —y = —y < 0. Folglich besitzt f
nach Satz 5.10 eine Nullstelle = = xg, fiir die gerade 0 = f(z) = 2* — y & 2F = y gilt.

Beachte, dass der Satz fiir y < 0 und k& = 2 nicht anwendbar ist, denn dann gilt f(z) =
zF —y>0—y=—y >0 fir alle z € R. Es existiert also keine Nullstelle.

(b) Jedes Polynom der Form f(z) = a* + ap_12*1 4+ ... 4+ ag mit ungeradem k besitzt
(mindestens) eine Nullstelle. Dies folgt, weil f stetig ist und nach Beispiel 5.5(d) f(z) — oo
fiir £ — oo und f(x) — —oo fiir © — —oo gilt. Fiir hinreichend grofies b gilt also f(b) > 0
und fiir hinreichend kleines a gilt f(a) < 0. Damit ist Satz 5.10 anwendbar.

(c) Das Beispiel f(x) = [z] + 1/2 zeigt, dass die Stetigkeit wesentlich fir die Giiltigkeit
von Satz 5.10 ist. Fiir dieses f gilt ndmlich f(1/2) =1/2 > 0 und f(-1/2) = —1/2 < 0,
trotzdem gibt es kein zo € [—1/2,1/2] mit f(xg) = 0, weil die Funktion in = 0 unstetig
von —1/2 auf 1/2 springt, ohne die dazwischen liegenden Werte anzunehmen. i

Eine direkte Folgerung aus Satz 5.10 gibt das folgende Korollar.

Korollar 5.12 Seien a,b,c € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(a) < cund f(b) > ¢ (bzw. f(a) > c und f(b) < ¢). Dann existiert ein = € [a,b] mit

f(z)=c.

Beweis: Die Funktion g :  — f(x) — c erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 5.10, folglich
existiert ein = € [a,b] mit g(x) = 0. Daraus folgt

f@) —e=9g(x) =0 = f(z)=c

U

2Beachte, dass wir jetzt viel kiirzer als im Beweis von Satz 2.9 argumentieren kénnen, weil wir bereits
viel mehr Begriffe und Sétze zur Verfiigung haben, die wir verwenden kénnen.
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Definition 5.13 Eine Funktion f : D — R heifit beschrinkt, falls die Menge f(D) be-
schrankt ist, d.h. wenn ein M € R existiert mit

|f(z)] < M fiir alle 2 € D.

Der folgende Satz gibt eine sowohl fiir viele theoretische Grundlagen als auch fiir viele
Anwendungen der Mathematik wichtige Aussage.

Satz 5.14 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen beschrénkten
Intervall [a,b] ist beschrinkt. Zudem nimmt sie ihr Maximum und Minimum an, d.h. es
existieren p, q € [a, b] mit

f(p) =sup{f(z) |z € [a, 0]} und  f(q) = nf{f(x)[z € [a,b]}.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir das Maximum. Der Beweis fiir das Minimum verlauft
analog und die Beschrinktheit folgt dann aus der Existenz des Maximums und Minimums

mit M = max{|f(p)|,|f(a)[}-
Es sei
s = Sup{f(l’) ‘ T e [a7 b]}7

wobei wir s = oo schreiben, falls die Menge nach oben unbeschrinkt ist. Im Falle, dass s
endlich ist, existiert dann zu jedem ¢ = 1/n, n > 1, ein x, € [a,b] mit f(z,) > s — e und
falls s = oo ist, existiert zu jedem n € N ein z,, € [a,b] mit f(x,) > n. In beiden Fillen
finden wir so eine Folge (z,)nen mit

lim f(z,) =s.

n—oo
Da die Folge z,, € [a,b] beschrénkt ist, existiert nach Satz 3.31 (Bolzano-Weierstraf}) eine
konvergente Teilfolge x,, , fiir deren Grenzwert wegen Korollar 3.15 und der Abgeschlos-
senheit von [a, b] die Beziehung limy_, zn, =: p € [a,b] gilt. Da die Teilfolge (f(zn,))ken
gegen den gleichen Grenzwert wie die Folge (f(zy))nen konvergiert, gilt limy_,o0 f(zp, ) = s.
Da f auf [a,b] stetig ist, folgt damit

F) = Jim fan) =5
—00

Daraus folgt s = f(p) € R, d.h. das Supremum ist endlich und f(p) ist wegen f(p) = s

und f(p) € {f(z) |z € [a,b]} das gesuchte Maximum. U

Wir werden im Laufe der Analysis-Vorlesung verschiedene Anwendungen dieses Satzes ken-
nen lernen. Er ist aber auch iiber die Analysis hinaus wichtig. Viele Anwendungen der Ma-
thematik fithren auf sogenannte Optimierungsprobleme, in denen man etwas maximieren
(z.B. Gewinn, Produktionsertrag, Fahrkomfort,...) oder minimieren (z.B. Verlust, Schad-
stoffausstol, Abweichungen eines Werts von einem Sollwert, ...) mochte. Zwar sagt uns



5.5. DAS e-6 KRITERIUM FUR STETIGKEIT 87

Satz 5.14 nicht, wie wir das machen — dazu bendtigen wir noch eine Reihe weiterer ma-
thematischer Hilfsmittel — er stellt aber sicher, dass es sinnwvoll ist, nach einem Maximum
oder Minimum zu suchen.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass keine der Voraussetzungen (Stetigkeit, abgeschlossenes
Intervall, beschrianktes Intervall) weggelassen werden kann.

Beispiel 5.15 (a) Betrachte die unstetige Funktion f(z) = z — [z] auf dem Intervall [0, 1].
Fiir beliebiges € > 0 mit € < 1 gilt fiir diese Funktion

fl—eg)=1l-e—-[1—¢]=1-e-0=1—¢,

weswegen
sup{f(z)|z €]0,1]} =sup{l —e|e € (0,1)} =1

gilt. Es gibt aber kein p € [0, 1] mit f(p) =1, denn fiir 0 < p < 1 gilt f(p) =p—[p]=p< 1

und firp=1gilt f(p)=1—-[1]=1-1=0.

(b) Betrachte die Funktion f(z) = 1/xz. Diese Funktion ist als rationale Funktion auf ihrer

Definitionsmenge R \ {0} und damit insbesondere auf dem (nach links offenen) Intervall

(0, 1] stetig. Sie ist aber auf diesem Intervall nicht beschrénkt, da sie fiir x = 1/n € (0, 1],
n > 1 die beliebig grofien Werte f(x) = 1/(1/n) = n annimmt.

(c) Betrachte wiederum die Funktion f(z) = 1/z, nun auf dem unbeschrinkten Intervall
[1,00). Dises Funktion ist durch M = 1 beschrinkt, nimmt aber kein Minimum an, denn:
fir x =n, n > 1, liegt f(z) = 1/n beliebig nahe bei Null, weswegen

inf{f(z)|z €[1,00)} =0

gilt. Es gibt aber kein g € [1,00) mit f(q) =1/¢ = 0. O

5.5 Das e-0 Kriterium fiir Stetigkeit

Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit ist zum Nachpriifen der Stetigkeit in manchen Féllen
recht unhandlich, weil alle moéglichen konvergenten Folgen iiberpriift werden miissen. Es
ist zudem unpraktisch, wenn man Informationen dariiber haben mdochte, wie sehr sich die
Werte f(z,,) und f(a) unterscheiden (ein Beispiel fiir eine Eigenschaft, bei der dies eine
Rolle spielt, werden wir in Definition 5.19 und den nachfolgenden Beispielen betrachten).

Wir werden daher zum Abschluss dieses Kapitels eine dquivalente Definition der Konver-
genz einfithren, die ohne die Betrachtung von Folgen und Grenzwerten auskommt.

Satz 5.16 (e-0 Kriterium der Stetigkeit) Eine reelle Funktion f : D — R ist genau
dann in a € D stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle x € D gilt

d(z,a) <6 = d(f(x), f(a)) <e.

Anschaulich ausgedriickt: wenn x sich von a nur wenig unterscheidet, unterscheiden sich
auch die Funktionswerte f(x) und f(a) nur wenig.
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass aus dem e-§ Kriterium die Folgendefinition 5.6 der
Stetigkeit folgt. Sei dazu a € D und (x,)nen eine beliebige Folge mit x,, — a und z,, € D.
Zu zeigen ist dann, dass f(x,) konvergiert mit f(z,) — f(a).

Sei dazu ein € > 0 gegeben und sei § > 0 aus dem Kriterium. Wegen x, — a existiert ein
Nz () € N mit |z, —a| <9 fiir alle n > N, () und es folgt

d(f(zn), f(a)) <e.

Damit ist die Definition der Konvergenz erfiillt mit N(g) = N(6).

Nun zeigen wir umgekehrt, dass aus der Folgendefinition der Stetigkeit das e-§ Kriterium
folgt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dazu an, dass f in a € D im
iiblichen Sinne stetig ist, das e-d Kriterium aber nicht gilt. Das bedeutet also:

Es gibt ein € > 0 so dass zu jedem ¢ > 0 ein x5 € D mit d(zs,a) < 6 und d(f(zs), f(a)) > €
existiert.

Setzen wir nun 6 = 1/n und wéhlen als z,, gerade dieses x5, so folgt d(x,,a) < 1/n und
damit nach Satz 3.4 auch z,, — a. Andererseits gilt aber

d(f(xn), f(a)) = €

und damit ebenfalls nach Satz 3.4 f(z,) /# f(a). Dies widerspricht aber der Stetigkeit in
a. Also muss das e-6 Kriterium gelten. U

Wir wenden dieses Kriterium an, um die Stetigkeit der Wurzelfunktion nachzuweisen.

Beispiel 5.17 Betrachte die Funktion f : z + \/z mit Definitionsmenge D = [0, c0). Fiir
a >0 und x > 0 gilt

— fla) = —va= —aﬁ+\/a: —
f@) = fla) = vz —va=(z f)\/@r\/a e

Wir betrachten nun die zwei Fille @ > 0 und a = 0 getrennt:

Im Fall a > 0 gilt fiir alle z > 0 mit |z — a| < § die Ungleichung

T —a 1) o)
S| Varval S Vitva©S va

Die gewiinschte Ungleichung |f(z) — f(a)| < e folgt also, wenn wir ¢ = e/a setzen.

d(f(x), f(a))

Im Fall @ = 0 ist die Ungleichung | f(z) — f(a)| < € fiir z = a = 0 klarerweise fiir alle € > 0
erfiillt. Fiir alle x > 0 mit |x — a| < § gilt die Ungleichung = < ¢ und damit

d(f(x), f(a)) = V& = V0| = V| = V& < V3.

In diesem Fall folgt die gewiinschte Ungleichung d(f(x), f(a)) < € also mit § = 2.

Dies Beispiel zeigt auch, wie ein passendes § > 0 iiblicherweise gefunden wird: wir versuchen
zunéchst, eine von § (und ggf. a) abhéngige obere Schranke fiir den Ausdruck d(f(x), f(a))
zu finden und bestimmen daraus ein geeignetes § abhéngig von dem gegebenen ¢ und ggf.
a. O
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Das e-0 Kriterium ist zum Beispiel niitzlich, um den folgenden Satz zu beweisen?.

Satz 5.18 Sei f : D — R eine Funktion, die in einem Punkt a € D stetig ist und f(a) # ¢
erfiillt. Dann existiert ein § > 0, so dass f(z) # c gilt fiir alle x € DN (a — §,a + 9).

Beweis: Wiéhle ¢ = d(f(a),c) und 6 > 0 aus dem e-§ Kriterium. Dann gilt fiir alle
x € DN (a—d,a+ ) die Ungleichung d(xz,a) < § und damit nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung

d(f(x),c) = d(f(a),c) = d(f(a), f(x)) > d(f(a),¢) —e =0,

also d(f(x),c) > 0 und damit f(x) # c. U

Das in Beispiel 5.17 fiir die Wurzelfunktion hergeleitete  hingt nicht nur von € sondern
auch von a ab. Tatséchlich wird das dort berechnete 6 = €4/a bei gleichbleibendem & > 0
immer kleiner, je ndher a bei Null liegt. Vergleicht man dies mit dem Graphen der Wurzel-
funktion aus Beispiel 5.2(e) so sieht man, dass dies offenbar mit der Steigung des Graphen
zusammenhéngt: Je steiler der Graph ist, desto kleiner muss man § bei gleichbleibendem
¢ wahlen. Dies leuchtet sofort ein, wenn man sich den Zusammanhang zwischen € und §
graphisch veranschaulicht.

Ein besonders schoner Fall der Stetigkeit liegt nun vor, wenn das ¢ unabhingig von a
gewdhlt werden kann. Diese Form der Stetigkeit ist in der folgenden Definition formal
definiert.

Definition 5.19 Eine Funktion f: D — R heifit gleichmdf$ig stetig, wenn gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle z, 2’ € D gilt

d(z,2') <d§ = d(f(z), f(z") <e.

Beachte den kleinen aber wesentlichen Unterschied zu der Bedingung aus Satz 5.16: In der
gleichméBigen Stetigkeit muss ein und dasselbe § die Ungleichung d(f(x), f(z')) < e fiir
alle 2/ € D sicher stellen, withrend das § in Satz 5.16 von a abhiingen darf.

Da das § bei der Wurzelfunktion in Beispiel 5.17 tatséchlich von a abhéngt und fiir kleiner
werdende a immer kleiner wird, liegt nun der Schluss nahe, dass die Wurzelfunktion nicht
gleichméfig stetig ist. Das wire aber voreilig geschlossen, denn woher wissen wir, ob wir
in Beispiel 5.17 das bestmogliche § ausgerechnet haben? Kénnte man nicht vielleicht mit
einer geschickteren Rechnung ein von a unabhéngiges § finden?

Tatséchlich geht das, aber statt dieses § umsténdlich auszurechnen, gehen wir eleganter
vor und beweisen den folgenden Satz.

3Natiirlich kénnte man diesen auch mit der Folgendefinition der Stetigkeit beweisen, das wire aber viel
komplizierter und langwieriger.
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Satz 5.20 Jede auf einem beschrankten abgeschlossenen Intervall definierte stetige Funk-
tion f : [a,b] — R ist dort auch gleichméfig stetig.

Beweis: Angenommen, f ist nicht gleichméflig stetig. Analog zum zweiten Teil des Beweises
von Satz 5.16 bedeutet dies:

Es gibt ein € > 0 so dass zu jedem § > 0 Punkte z5,25 € D mit d(zs,25) < § und
d(f(zs), f(zf)) > € existieren.

Wie im Beweis von Satz 5.16 setzen wir zu jedem n > 1 nun 6 = 1/n und erhalten so zu
jedem n zwei Folgenelemente x, = x5 und x,, = z mit

d(@n,2,) <1/n und - d(f(2n), f(2)) > &

Dies definiert zwei Folgen mit Elementen x,, ] € [a,b], d.h. die Folgen sind beschrénkt.
Nach Bolzano-Weierstrafl besitzt z,, damit eine konvergente Teilfolge (x, )geny mit Grenz-
wert

pi= kl;nolo Zn, € [a,D]

und wegen

1
d(fl?;lk,p) < d(l‘;lk, xnk) + d(wnk,p) < e + d(l'nmp) —0
k
konvergiert auch die Teilfolge (7, Jren gegen p. Da f auf [a, b] stetig ist, folgt damit
Jim (f(xn,) = flan,)) = lim f(zn,) — lim f(z3, ) = f(p) = f(p) = 0.
—00 k—o0 k—oo

Daraus folgt limyg_,oo d(f(zn,), f(z], )) = 0, was der fiir alle n geltenden Ungleichung

ng
d(f(zn), f(2))) > & widerspricht. Also muss f gleichmiiflig stetig sein. U
Der Satz zeigt, dass gleichméflige Stetigkeit kein “Sonderfall” ist, sondern eine Eigenschaft,
die jede stetige Funktion auf beschrdnkten abgeschlossenen Intervallen besitzt. Lediglich
auf (halb)offenen oder unbeschréinkten Intervallen kann es sein, dass diese Eigenschaft nicht
gilt.

Dies zeigt auch, dass die Wurzelfunktion auf jedem Intervall der Form [0, b] tatséchlich
gleichméfig stetig ist, da sie ja wie in Beispiel 5.17 gezeigt stetig ist. Das Problem mit den
immer kleiner werdenden ¢ fiir ¢ nahe Null liegt also daran, dass wir in dem Beispiel nicht
das bestmogliche § ausgerechnet haben.

Auch wenn wir das “bessere” (d.h. nicht von a abhéngige) J nach dem vorhergehenden Satz
nun gar nicht mehr ausrechnen miissen, um seine Existenz zu beweisen, ist es natiirlich
trotzdem interessant zu sehen, an welcher Stelle wir die Abschéitzung in Beispiel 5.17 ver-
bessern konnen. Tatséchlich kann man im Fall a > 0 wie folgt vorgehen:

Im Fall a > x verwenden wir

Tr—a

a—x a—x
= < < = a—
it val S a—x<V8

(£ (z), f(@) N

und im Fall a <

r—a r—a
< < = — .
=& Sica vV a <5
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Jetzt sieht man, dass man auch im Fall ¢ > 0 den Wert § = ¢ verwenden kann, um die
Ungleichung d(f(x), f(a)) < € zu erhalten. Da dieses ¢ unabhéngig von a ist, kann es auch
fiir beliebige 2 und 2’ (an Stelle von 2 und a) und damit in der Definition der gleichmé&Bi-
gen Stetigkeit verwendet werden. Dies funktioniert sogar auf dem Intervall [0, c0), weswe-
gen die Wurzelfunktion tatsichlich sogar auf ihrem maximalen Definitionsbereich [0, c0)
gleichméfig stetig ist.

Um zu illustrieren, dass stetige Funktionen auf unbeschrinkten Intervallen im Allgemeinen
nicht gleichméfBig stetig sind, betrachten wir ein abschlieendes Beispiel.

Beispiel 5.21 Betrachte die Funktion f : [0,00) — R gegeben durch f(z) = x2. Ange-
nommen, die Funktion wére auf [0, 00) gleichméBig stetig. Dann kénnen wir zu gegebenem
e > 0 ein § > 0 finden, so dass fiir alle x,2’ € [0,00) mit d(z,z') < ¢ die Ungleichung
d(f(z"), f(z)) < € gilt. Insbesondere muss diese Ungleichung dann fiir 2’ = z + §/2 gelten
und wir erhalten

e>d(f(x+6/2), f(z)) :$2+5x+(12—x2 > ox

gilt, weswegen § < ¢/x fiir alle z € (0, 00) gelten muss. Dies ist aber fiir kein 6 > 0 moglich,
weswegen wir einen Widerspruch erhalten. |
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Kapitel 6

Exponentialfunktion und
Logarithmus

6.1 Definition der Exponentialfunktion

Alle Beispiele von Funktionen, die wir bisher betrachtet haben, waren durch einfache ra-
tionale Formeln oder andere elementare Operationen (wie z.B. der Absolutbetrag oder die
Gauflklammer) definiert. In diesem Abschnitt betrachten wir nun eine fiir viele Bereiche der
Analysis und ihrer Anwendungen wichtige Funktion, die mittels einer unendlichen Reihe
definiert ist.

Satz 6.1 Fiir jedes x € R ist die Ezponentialreihe
D
k=0

absolut konvergent.

Beweis: Die Behauptung ist fiir x = 0 sofort klar, da alle Summanden fiir k& > 1 gleich
Null sind. Wir verwenden dabei die Konventionen 0° = 1 und 0! = 1, weswegen die Summe
fiir x = 0 den Wert 1 besitzt (vgl. dazu auch den Beweis von Satz 6.7). Fiir  # 0 folgt die
Behauptung aus dem Quotientenkriterium in Satz 4.18 mit = 1/2, denn es gilt

xk+1
Grmt| _ 2 1
% kK+1— 2
fir alle k& > 2|x|. U

Damit ist die Existenz des Grenzwerts > ;- %],C sicher gestellt und wir kénnen die folgende
Definition formulieren.

93

Stand:
17. August 2018
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Definition 6.2 Wir definieren die Exponentialfunktion' exp : R — R als

exp(x) := Z o
n=0

Die besondere Bedeutung der Exponentialfunktion fiir die Analysis wird in diesem und
den nachfolgenden Kapiteln an vielen Stellen deutlich werden. Die Funktion ist aber auch
in vielen Anwendungen wichtig; wir geben dazu einige Beispiele. Dazu bendtigen wir die
folgende alternative Darstellung der Exponentialfunktion.

Satz 6.3 Fiir die Exponentialfunktion gilt fiir alle x € R

exp(z) = lim (1 + E)n.

n—00 n

Der Beweis dieses Satzes lidsst sich mit den bisher bekannten Techniken zwar fiihren, ist
aber recht technisch und wenig anschaulich. Der Vollsténdigkeit halber ist er in Abschnitt
6.6 angegeben, wird aber an der Tafel nicht behandelt. Ein kurzer Beweis wird spéter in
Kapitel 9 nach Beispiel 9.11 gegeben.

Mit Satz 6.3 konnen wir nun die bereits angekiindigten Anwendungsbeispiele geben.

Beispiel 6.4 (a) (Zinseszins) Wenn eine Geldanlage von a€ jiahrlich mit p% verzinst
wird, so hat diese bei jiahrlicher Verzinsung (am Jahresende) unter Beriicksichtigung der
Zinsen gerade den Wert a(1 + 7)€ mit » = p/100 (Zahlenbeispiel: a = 100€ bei p = 5%
Verzinsung ~~ r = 0.05 ~» Betrag am Jahresende 100(1 4 0.05)€ = 100(1.05)€ = 105€).

Bei zweimaliger Verzinsung (nach einem halben Jahr und nach dem ganzen Jahr) und unter
Beriicksichtigung der Zinseszinsen betriagt der Wert

a(1+3) (1+g)€:a(l+g>2€

(im Zahlenbeispiel: 100(1.025)(1.025)€ = 105.0625€).
Bei n = 12 Verzinsungen (also nach jeweils nach einem Monat) ergibt sich analog
12
1+-) €
“( 1
(im Beispiel: a ~ 105.1162€).

Wir betrachten nach dem folgenden Beispiel, wie man diesen Wert niherungsweise berechnen kann.
Jeder wissenschaftliche Taschenrechner, jede hohere Programmiersprache und jedes Mathematikprogramm
hat die Exponentialfunktion aber fest eingebaut. Manchmal wird diese dabei mit “e®” bezeichnet; warum,
sehen wir in Kiirze.
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Setzt man dies fiir groBere n fort, verzinst also immer hiufiger (wochentlich, téglich, stiind-
lich, ...), so erhilt man nach Satz 6.3 den Betrag

n

lim a (1 + £> = aexp(r)€;
n—o0 n

diese Art der Verzinsung wird kontinuierliche Verzinsung genannt. Im Zahlenbeispiel erhélt
man hier a ~ 105.1272€, was zeigt, dass die Abweichung zur monatlichen Verzinsung nur
noch sehr gering ist, ndmlich nur noch ca. 0.01%. Da man mit der Exponentialfunktion
viel einfacher rechnen kann als mit den Termen (1+r/n)", wird in der Finanzmathematik
meistens die kontinuierliche Verzinsung angenommen.

(b) (Wassertank) Wir hatten in Beispiel 3.2(b) auf Seite 43 die Formel a,, = ag(1 — a)™
fiir den Wasserstand nach m Sekunden hergeleitet. Wenn der Wasserstand nun nicht nur
jede Sekunde sondern k£ mal pro Sekunde gemessen und das Ventil entsprechend nachgestellt
wird, ergibt sich die Formel
o\ mk
am = Qg (1 - —) ,

k

wobei der Bruch a/k in der Klammer daraus folgt, dass in dem Zeitraum 1/k Sekunden
natiirlich nur 1/k mal so viel Wasser zu- oder abfliefit als in einer vollen Sekunde. Setzen
wir nun n = mk, so erhalten wir

mao\n
am:ao(l——>
n

Fir k — oo, d.h. fiir immer héufigeres Messen und Einstellen gilt dann auch n — co und
wir erhalten mit Satz 6.3

—am

n
ay, = lim aqg <1 + ) = agexp(—am).
n—o00 n
Wiederum wegen des bequemeren Rechnens mit der Exponentialfunktion wird in der Praxis
bei Problemen dieser Art in der Mathematik und den Ingenieurwissenschaften zumeist
dieses letzte Modell verwendet. Selbst in Fiéllen, in denen in der Praxis beliebig schnelles
Messen und Einstellen nicht mdoglich ist, ist der dabei gemachte Fehler i.A. so klein, dass

er fiir die praktische Anwendung der Formel keine Rolle spielt. a

Wie berechnet man nun den Wert exp(x) der Exponentialfunktion in der Praxis, bzw. wie
macht der Taschenrechner oder der Computer das? Die naheliegende Idee dabei ist, den

Wert durch
T
exp(x) ~ g ol

fiir ein hinreichend grofles N € N anzuhéhern. Der folgende Satz zeigt, wie grof3 dieses N
fiir eine gewiinschte Genauigkeit der Approximation gew#hlt werden muss.

Satz 6.5 Es gilt
N

z™
exp(z ZT ()
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mit
’x‘N—H ) N
”I"N+1(fl?)’ S QW fiir ‘x’ S 1+ 5
Beweis: Es gilt
oo xn
v <Y -
n=N+1
B N+ i o~ (N+1) (N + 1>|
- ! !
(N +1)! ) n!
B 2N+1 i 2n—(N+1) ’ ZN+1 ‘ i s | (NED
- | —(N+1 |
UV+1)nﬂWJ(N+2w( ) (N+ D 4 IN+2
Fiir |z] <1+ N/2 gilt dann
|z| < 1+N/2 (24+N)/2 1
N+2~ N+2  N+2 2
und damit
00 n—(N+1) 00 n—(N+1) 00 n
T 1 1 1
R
n=N+1 N+2 n=N+1 2 o \? 1-1/2
nach dem Satz 4.3 fiir geometrische Reihen. Also gilt
xN+1
<2|l—
@) < 2| |-
was gerade die Behauptung war. U
Wollen wir also z.B. den Wert exp(2) mit einem Fehler von héchsten 1071 approximieren,

so miissen wir IV so grofl wihlen, dass die Ungleichungen

2N+1 N
2.~ <1010 d 2<14+—
(N+nr—0 e =1+

erfiillt sind. Die zweite Ungleichung gilt fiir alle NV > 2 und die erste gilt fiir alle N > 17,

wie man durch einfaches Ausprobieren mit dem Taschenrechner iiberpriift. Es miissen also
die ersten 18 Summanden der Exponentialreihe berechnet und aufsummiert werden.

Wir werden in Kiirze sehen, dass die Abschitzung des Terms ry1(z), des sogenannten
Restglieds, auch fiir andere Zwecke als nur fiir die Berechnung des Werts exp(z) niitzlich
ist.
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6.2 Rechenregeln und Eigenschaften der Exponentialfunkti-
on

In diesem Abschnitt beweisen wir die wichtigsten Rechenregeln fiir die Exponentialfunkti-
on.

Satz 6.6 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fiir alle z,y € R gilt

exp(z + y) = exp(z) exp(y).

Beweis: Wir verwenden das Cauchy-Produkt von Reihen geméfl Satz 4.20. Dies ist wegen
der in Satz 6.1 nachgewiesenen absoluten Konvergenz der Exponentialreihe anwendbar.

Nach Satz 4.20 gilt

S () (5)

k
C ‘= Z ak,jbj
=0

Angewendet auf die Exponentialreihen mit

k k
z Yy
ak :ﬁ und b :E
ist also
k k—j j k
B T Y 1 E\ & I
=Yg s ()

mit dem Binomialkoeffizienten

Nach dem Binomischen Lehrsatz Satz 1.6 gilt daher

1
k= 7 S +y)*
und folglich
exp(z +y) Z y = Z cp = <Z ak> (Z bk) = exp(x) exp(y).
k=0 k=0 k=0

Aus diesem Satz folgen sofort die folgenden Eigenschaften der Exponentialfunktion.
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Satz 6.7 (a) Fiir alle z € R gilt exp(—x) = m = exp(z)~L.

(b) Fiir alle x € R gilt exp(z) > 0.
(c) Fiir alle k € Z gilt exp(k) = e*, wobei e die Eulersche Zahl

o0

1
e:=exp(l) = Z ]
n=0
ist.
Beweis: (a) Nach Satz 6.6 gilt
oo 0”
exp(z) exp(—x) = exp(0) = Z = 1
n=0

wobei wir die Konvention 0° = 1 verwenden?. Also folgt exp(z) # 0 und

1
exp(—z) = op(@)’

b) Fiir z > 0 ist die Aussage wegen exp(z) = 3> £+ > 20 = 1 klar. Fiir 2 < 0 ist somit
( n=0

n!

exp(—z) > 0 und damit auch exp(z) = 1/exp(—z) > 0.

(c) Wir zeigen die Aussage zunichst mit vollstindiger Induktion fiir alle n € N. Fiir n =0

gilt exp(0) = 1 = €Y.

Firn —+n+1und n > 0 gilt

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = exp(n)e = e"e = "L,

Damit ist die Aussage fiir kK = n > 0 gezeigt.
Fir k € Z mit k < 0 gilt mit n = —k

exp(k) = exp(—n) = ] =—=e "=¢"

Dies zeigt die Aussage fiir £ < 0. U

Aussage (c) gibt bereits einen Anhaltspunkt, warum man oft e* statt exp(x) schreibt. Es
gibt aber noch einen tieferen Grund, den wir etwas spéter in diesem Kapitel kennen lernen
werden.

Mit den gerade bewiesenen Rechenregeln und den Abschétzungen aus Satz 6.5 kénnen wir
nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 6.8 Die Exponentialfunktion ist stetig.

Diese ergibt sich wegen 2" = [[}_, = und [["~ 'z =1 aus der fiir alle z € R vorausgesetzen Definition
des leeren Produkts.
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Beweis: Fiir jedes a € R und jede beliebige Folge mit lim,,_,c0c , — a miissen wir beweisen,
dass lim, o exp(z,) = exp(a) gilt. Sei z,, im Folgenden eine solche Folge.

Wir betrachten zunéchst a = 0. Aus Satz 6.5 folgt mit N = 0 fiir alle |z| <1
[exp(x) — 1] = |ri(2)] < 2|z].
Fiir z,, — 0 existiert ein ng € N mit |z, | < 1 fiir alle n > ngy. Damit folgt
|exp(xy) — 1| = |ri(xy,)| < 2|z, — 0
fiir n — oo und damit exp(z,) — 1 = exp(0).
Fiir a # 0 gilt z,, — a — 0 und damit

exp(zy) = exp(a) exp(x, — a) — exp(a) exp(0) = exp(a).

6.3 Umkehrfunktionen

Wir wollen im folgenden Abschnitt den Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponenti-
alfunktion einfithren. Dazu miissen wir aber zunéchst kldren, was wir unter einer Umkehr-
funktion {iberhaupt verstehen.

Definition 6.9 Eine reelle Funktion f : D — R heifit injektiv, wenn fiir alle x, 2’ € D mit
x # 2/ die Ungleichung f(x) # f(a') gilt. o

Fiir eine injektive Funktion gibt es zu jedem y € f(D) eine eindeutige Zahl x € D mit
f(x) =y, denn: dass es ein solches x gibt, folgt aus der Definition von f(D) und géibe es ein
weiteres ' € D mit 2’ # x und f(z') = y so wire f(z) = y = f(2'), was der Injektivitit
widerspriéche.

Wenn eine Funktion injektiv ist, konnen wir eine neue Funktion wie folgt definieren.

Definition 6.10 Fiir eine injektive Funktion f : D — R und D’ := f(D) definiere die
Umbkehrfunktion f~1: D' — R fir alle y € D’ mittels

fy):==x,  wobei z € D die eindeutige Zahl mit f(z) =y ist.

Fiir die Umkehrfunktion gilt mit y = f(z) gerade

floflx)=f"Yf(x)=fy) =2z firallezc D.
Ebenso gilt
fof W) =ff")=fx)=y firaleye D"
Tatséchlich ist die Umkehrfunktion eindeutig durch jede dieser beiden Beziehungen festge-
legt.

Vorsicht: Die Umkehrfunktion f~! wird leicht mit der Funktion z +— f(z)™! = ﬁ
verwechselt.
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Beispiel 6.11 Die Funktion f(z) = z? ist fiir D = R nicht injektiv, denn fiir > 0 ist
—x # x aber f(z) = 2? = (—2)? = f(—z). Fiir D = [0,00) ist sie injektiv, denn fiir
x,x’ > 0 mit  # 2’ gilt entweder 2/ > x und damit f(z’) > f(z) oder 2/ < z und damit
f(@') < f(z), in beiden Féllen also f(x) # f(z'). Ihre Umkehrfunktion kann man aus
der Beziehung “f~!(y) ist die eindeutige Zahl z € [0,00) mit 2% = y” < f~H(y) = /¥
berechnen. O

Beachte, dass sich fiir Umkehrfunktionen oft keine einfachen Formeln angeben lassen.

Definition 6.12 Eine Funktion f : D — R heifit monoton wachsend (bzw. streng monoton
wachsend, monoton fallend oder streng monoton fallend), falls fiir alle z, 2’ € D mit x < 2/
die Ungleichung

fla) < f(@)  (baw. f(z) < f(a), f(z)=f(a") oder f(x)> f(a'))

gilt. o

Satz 6.13 Jede streng monotone wachsende (bzw. fallende) Funktion f : D — R ist
injektiv. Sie besitzt damit eine Umkehrfunktion f~! mit Definitionsmenge D’ = f(D).
Diese ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend). Falls f dariiberhinaus stetig
und D = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall ist, so gilt D' = [f(a), f(b)] (bzw. D' =
[f(b), f(a)]) und f~! ist ebenfalls stetig.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir streng monoton wachsende Funktionen.

Injektivitit: Seien dazu z, 2’ € D mit x # 2’ gegeben. Dann gilt entweder 2’ > z und damit
f(@") > f(z) oder 2’ < x und damit f(2') < f(z), in beiden Fillen also f(x) # f(z').

Monotonie der Umkehrfunktion: Fiir y,y" € D' mit ¢/ > y und y = f(z), v/ = f(2/) gilt
x' > x, da ansonsten wegen der strengen Monotonie y' = f(2') < f(z) = y gelten miisste.
Also folgt

) =" >a=f"y)
und damit die strenge Monotonie von f~1.

Stetigkeit der Umkehrfunktion: Aus der strengen Monotonie von f und D = [a, b] folgt, dass
f(D) C [f(a), f(b)] ist. Wegen der Stetigkeit von f wird dabei nach dem Zwischenwertsatz
jeder Wert y € [f(a), f(b)] angenommen, woraus D' = f(D) = [f(a), f(b)] folgt. Wegen
D = [a,b] gilt zudem f~1(y) € [a,b] fiir alle y € D'.

Zum Beweis der Stetigkeit sei nun y, eine Folge in D’ mit y, — y € D’. Wir nehmen
an, dass der Grenzwert von f~1(y,) entweder nicht existiert oder ungleich f~!(y) ist.
In beiden Féllen bedeutet dies, dass ein € > 0 und beliebig grofie n € N existieren mit
d(f1(yn), f1(y)) > €, d.h. es gibt eine Teilfolge f(yn,) mit

d(f " (yn,), fH(y)) > e fiir alle k € N. (6.1)

Wegen f~(yn,) € [a,b] ist die Folge f~!(yy,) beschriinkt und es existiert eine konvergen-
te Teilfolge, die wir wiederum mit f~1(y,,) bezeichnen (diese Vereinfachung diirfen wir
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machen, weil (6.1) bei dem Ubergang zu einer weiteren Teilfolge sicherlich weiterhin gilt).
Sei

.’13/ = hm fﬁl(ynk)v

k—o0

dann folgt
Yny = f(f_l(ynk)) — f(:E/) = y,-

Da die yy, als Teilfolge der konvergenten Folge v, gegen den gleichen Grenzwert konver-
gieren muss, folgt 4/ = y und damit

A(f 7 ) S7HW) = A ), FH) = d(F 7 (ymy ) ) = 0

fiir n — oo, was der Ungleichung (6.1) widerspricht. 1l
Es folgt, dass jede streng monotone Funktion eine Umkehrfunktion besitzt.

Der Vollstédndigkeit halber merken wir noch an, dass eine Funktion f : D — W fiir ein
gegebenes W C R surjektiv heifit, wenn f(D) = W gilt und bijektiv, wenn sie injektiv
und surjektiv ist. Fiir eine bijektive Funktion f ist die Umkehrfunktion also auf D' = W
definiert. Beachte, dass jede injektive Funktion auf ihrem Bild W = f(D) bijektiv ist.

6.4 Die Logarithmusfunktion

Satz 6.14 Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und es gilt
exp(R) = (0,00). Sie ist daher injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion mit Definitions-
menge D' = (0, c0).

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass exp streng monoton wachsend ist. Fiir 2’ > x > 0 gilt

NN (@) N @) Rt o~ 2"
exp(m)zz oy =1+z —{—Z p >1+z +ZH>1+m+ZH:exp(x).
n=0 n=2 n=2 n=2

Fiir 2/ > 0 und z < 0 folgt die Aussage wegen

1 1
exp(a’) > exp(0) =1 und exp(z) = exp(—x) = exp(0) =1

und fiir 0 > 2/ > z gilt —z > —2’ > 0, damit folgt aus dem ersten Fall exp(—z) > exp(—2z’)

und folglich

"= ! L exp(z
exp(e’) = exp(—z') ” exp(—z) p(®).

Es bleibt exp(R) = (0, c0) zu zeigen. Wegen exp(z) > 0 fiir alle 2 € R gilt exp(R) C (0, 00).
Wegen exp(z) > z fiir z > 0 nimmt exp(x) beliebig grole Werte an und wegen exp(—z) =
1/ exp(z) auch Werte beliebig nahe bei 0. Dass auch alle Werte dazwischen angenommen
werden, folgt aus der Stetigkeit mit dem Zwischenwertsatz. 0
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Definition 6.15 Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wird (natiirlicher) Loga-
rithmus genannt und mit
In:(0,00) > R

bezeichnet?. O
Satz 6.16 Der natiirliche Logarithmus ist stetig und streng monoton wachsend.

Beweis: Wenn wir die Exponentialfunktion auf ein abgeschlossenes Intervall [a,b] ein-
schrianken, folgen beide Eigenschaften direkt aus Satz 6.13. Stetigkeit fiir beliebige y €
D" = (0,00) und Monotonie fiir beliebige ¢’ > y € D’ folgen dann, indem wir a = y/2 und
b = 2y bzw. b = 2y’ wihlen. U

Satz 6.17 (Funktionalgleichung des Logarithmus) Fiir alle z,y € (0, 00) gilt

In(zy) = In(x) + In(y).

Beweis: Wegen der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und der Umkehrfunkti-
onseigenschaft des Logarithmus gilt

zy = exp(In(x)) exp(Iln(y)) = exp(In(z) + In(y)).
Wenden wir nun auf beiden Seiten den Logarithmus an, so folgt

In(ry) = In(exp(In(z) + In(y))) = In(z) + In(y).

Aus dieser Gleichung folgt
Inl=In(1-1)=Inl+Inl = Inl=0
und fiir x > 0

In(z) + In(1/z) =In(z/x) =In1 =0 = In(1l/x) = —In(x).

Zudem folgt aus der Funktionalgleichung und der Umkehrfunktionseigenschaft fiir alle re-

ellen a > 0

a? = aa = exp(In(a) + In(a)) = exp(21n(a))

und daraus per Induktion fiir alle n > 1 auch
a" = exp(nln(a)).

Ebenso gilt fiir alle n € N
1 1

ot == exp(nIn(a)) = exp(—nln(a)).

Dies motiviert die folgende Definition.

3Manchmal findet sich auch die Bezeichnung log.
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Definition 6.18 Fiir a,z € R mit a > 0 definieren wir die Potenz a” als

T

a® = exp(zIn(a)).
Diese wird auch Ezxponentialfunktion zur Basis a genannt und
exp, () := exp(zlna)
geschrieben. a

Die folgenden Rechenregeln lassen sich aus den bereits bekannten Eigenschaften der Ex-
ponentialfunktion und des Logarithmus herleiten (Ubungsaufgabe):

a®a¥ = o™tV (a®)Y =a™, a®b® = (ab)”*, a1 = Jab.

Fiir a = e = exp(1) folgt wegen In(e) =1

T

e’ = exp,(z) = exp(zIn(e)) = exp(z),

d.h. die iibliche Exponentialfunktion ist gerade die Exponentialfunktion zur Basis e. Dies
ist der eigentliche Grund, warum man statt exp(x) auch e® schreibt.

Definition 6.19 Die Umkehrfunktion von exp, wird mit log, bezeichnet und Logarithmus
zur Basis a genannt. a

Aus exp = exp, folgt dann sofort In = log,.

Eine Folgerung aus der Gleichung {/a = exp,(1/n) ist das folgende Korollar.
Korollar 6.20 Fiir alle a > 0 gilt lim,,_,» /a = 1.

Beweis: Wegen {/a = exp,(1/n) und lim,,_, 1/n = 0 folgt wegen der Stetigkeit von exp,

lim {/a = li_>m exp,(1/n) = exp(0) = 1.
n—oo

n—oo

U

Man koénnte sich nun fragen, ob man eine allgemeine Potenz a” nicht auch auf andere Weise
definieren kénnte. Man kann aber nachrechnen (was wir hier aus Zeitgriinden unterlassen),
dass dies die einzige Moglichkeit der Definition ist, wenn die Gleichungen a! = a und
a®t¥ = a®a¥ erfiillt sein sollen. Ein Beweis dafiir findet sich z.B. im Buch von Forster [6,
§12, Satz 6].
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6.5 Limesverhalten von exp und In

Wir beenden dieses Kapitel mit einigen Aussagen iiber das Verhalten von exp und In fiir
x — oo und z — 0.

Der erste Satz besagt, dass die Exponentialfunktion exp(z) fiir x — oo schneller wéchst
als jede Potenz x*. Formal driickt man dieses “schneller Wachsen” aus, indem man den
Quotienten exp(z)/z* betrachtet. Dass exp schneller wichst, driickt sich dann wie folgt
aus.

xT

Satz 6.21 Fiir alle k € N gilt lim —

= OQ.
T—00 xk

Beweis: Wir miissen zeigen, dass fiir jedes K > 0 ein zx > 0 existiert mit

e.fE
- > K fir alle x > zg.
x

Wiéhlen wir zx = K (k + 1)!, so folgt fiir alle x > xx

X n k+1
e’ = Z 3371 > - 1
— nl (k+1)!
und damit
e’ zktl x K(k+1)!

F LD kDT (k)

0

Der niichste Satz zeigt, dass e~ fiir  — 0o so schnell gegen Null strebt, dass auch zFe™®

fiir jedes k noch gegen Null konvergiert. Als zweites Resultat zeigt er, dass e'/* fiir x — 0
so schnell gegen unendlich strebt, dass auch zFel/* divergiert.

Satz 6.22 Fiir alle k € N gilt

lim 2¥e™* =0 und lim 2Fe'/* = .

T—00 x—0
x>0

Die zweite Schreibweise “lin(l)” bedeutet dabei, dass wir beim Bilden des Grenzwerts geméf
z>0

Definition 5.4 nur Folgen (zy,)nen mit 2, > 0 betrachten.

Beweis: Mit Satz 6.21 und Satz 3.17 folgt

Ebenso gilt mit Satz 6.21 mit y = 1/x
k
1 y
zhel/r = <> e¥ = ° — 00,
Yy
day=1/x — oo gilt fiir z — 0. U

Wozu kann man diesen Satz brauchen? Um ein Beispiel fiir eine Anwendung zu geben,
formulieren wir zunéchst ein Korollar.
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Korollar 6.23 Fiir alle a € R mit |a| < 1 gilt

lim ka* = 0.
k—o0

Beweis: Wir betrachten zunéichst a > 0 und setzen b := 1/a. Dann gilt (vgl. die Folgerun-
gen nach Satz 6.17) Inb = —Ina > 0 und damit

oF — okina _ ,—klnb

Setzen wir nun x = kIn b so folgt

_ r 1 _
kab = ke FInb = o7 =~ g7

b Inb
und weil fiir £ — oo wegen Inb > 0 auch x — oo gilt, folgt die Behauptung mit Satz 6.22.

Fiir a = 0 ist die Aussage sofort klar und fiir a < 0 gilt ka® = (—1)¥k|a|*. Nach dem ersten
Teil des Beweises gilt k|a|® — 0 und damit auch ka® — 0 fiir k — oo. U

Beispiel 6.24 Als Anwendungsbeispiel betrachten wir nun noch einmal den Wassertank
aus Beispiel 3.2(b) mit der auf Seite 43 betrachteten “Strategie”, in jedem Zeitintervall
gerade die Wassermenge «a,, einzufiillen oder abzulassen. Dies fithrt wie bereits gesehen
auf die rekursive Gleichung

ant1 = (1 — a)ay,
fiir den Wasserstand. Wir betrachten nun den Fall, dass wir einen zweiten — vollig gleichen

— Tank haben, dessen Wasserstand mit b,, bezeichnet wird und der mit genau der gleichen
Strategie (und dem gleichen «) befiillt bzw. entleert wird. Fiir diesen gilt also die Gleichung

bn+1 = (1 - Oé)bn

Das Wasser, das in den zweiten Tank gefiillt wird wird dabei jetzt aber aus dem ersten
Tank entnommen und das Wasser, was aus dem zweiten Tank abgelassen wird, in den
ersten Tank eingefiillt. Damit &ndert sich die Gleichung fiir den ersten Tank auf

an+1 = (1 — a)a, + aby,.

Die Frage ist nun: konvergiert der Wasserstand des ersten Tanks immer noch gegen Null?

Mit vollstindiger Induktion kann man nun beweisen, dass die Gleichung fiir den ersten
Tank in expliziter Form als

an = (1 —a)"ag +na(l —a)" by

geschrieben werden kann. Fiir 0 < o < 2 konvergiert der erste Summand (mit den gleichen
Uberlegungen wie auf Seite 43) gegen Null. Der zweite Term ist fiir o = 1 gerade gleich
Null fiir alle n > 2 und konvergiert damit gegen Null. Fiir 0 < a < 2 und « # 1 erhalten

WI1r
Oébo

l—«

na(l —a)" by = n(l —a)™.



106 KAPITEL 6. EXPONENTIALFUNKTION UND LOGARITHMUS

Weil nun aus 0 < a < 2 aber gerade |1 — «| < 1 folgt, konvergiert der Term nach Korollar
6.23 ebenfalls gegen Null.

Wir erhalten also: die Wasserstédnde in den beiden verbundenen Tanks konvergieren unter
genau den gleichen Bedingungen an « gegen Null wie die Wassersténde in den unverbun-
denen Einzeltanks. O

Aus der Stetigkeit von exp folgt sofort die Konvergenz lim,_,ge® — 1 = 0. Der folgende
Satz zeigt, was passiert, wenn man diese Differenz noch durch zx teilt.

Satz 6.25 Es gilt

et -1
lim

z—0 x€x
x7#0

Beweis: Aus Satz 6.5 folgt mit NV = 1 und fiir |z| < 3/2 die Ungleichung
le” — (1 +2)| = |r2(2)] < J2f.
Damit ergibt sich

et —1

X

e’ —(1+4x)
x

-1

<|z| =0

fiir x — 0 und x # 0. Damit folgt die Behauptung.

Betrachten wir nun noch einige Limeseigenschaften des Logarithmus.

Satz 6.26 Es gilt

Iim Inz =00 und lim Inx = —o0.
Tr—r00 x—0
x>0

Beweis: Fiir die erste Behauptung miissen wir zeigen, dass fiir jedes K > 0 ein zx > 0
existiert mit Inxz > K fiir alle x > xx. Da der Logarithmus streng monoton wachsend ist,
gilt fiir x > zp := el

Inz > Inzg = In(ef) = K.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten mit y = 1/z wegen
1
Inr=In-=—-lny - —oo,

weil y — oo fiir z — 0. U

Diese Eigenschaft hat direkte Konsequenzen fiir die Potenz.

Satz 6.27 Fiir jede reelle Zahl y > 0 gilt

limazy =0 und Ilimz Y= occ.
x—0 x—0
x>0 x>0
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Beweis: Fiir die erste Behauptung betrachte eine Folge x,, — 0 mit z,, > 0. Dann gilt mit
Satz 6.26

lim ylnz, = —occ.
n—oo

Weil aus Satz 6.22 (mit £ = 0) insbesondere lim,_, o, e* = 0 folgt, erhalten wir
xd =eY nzn _y

fiir n — oco. Die zweite Behauptung folgt dann aus der ersten mit Satz 3.17 wegen 7Y =

1/aY. U

Beachte, dass fiir festes y > 0 die Funktion x — z¥ zunéchst nur fiir z € (0, 00) definiert
ist. Wir konnen diese Funktion aber auf dem abgeschlossenen Intervall definieren, wenn
wir den Wert 0Y festlegen. Dafiir konnte man im Prinzip beliebige Werte verwenden, aus
dem vorhergehenden Satz folgt aber, dass 0Y = 0 eine gute Wahl ist, da die Abbildung
x +— x¥ damit fiir jedes y > 0 stetig auf dem ganzen Definitionsbereich [0, 00) wird. Man
nennt eine solchermaflen erweiterte Funktion auch stetige Fortsetzung.

Wir haben diesen Abschnitt begonnen mit der Feststellung, dass die Exponentialfunktion
schneller wichst als jede Potenz. Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion ist, kénnte man nun vermuten, dass sich diese Eigenschaft beim Logarithmus
gerade umkehrt. Dies ist tatsédchlich der Fall: Der Logarithmus wéchst langsamer als jede
Potenz, wie der folgende letzte Satz dieses Kapitels zeigt.

Satz 6.28 Fiir alle y > 0 gilt

Inx
m —=0 und limz¥Ylnz=0.
T—00 $y r—0
x>0 x>0

Beweis: Fiir die erste Behauptung sei z,, — oo mit z,, > 0. Aus Satz 6.26 folgt dann
an := ylnz, — co. Wegen zj, = eylnzn — con folgt dann e /a,, — oo und damit nach

Satz 3.17
Inx, 1a,
=—— —0.

TpY Yy edn

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten mit z = 1/x wegen

Inz
?Ine =——
zY

und z — oo falls x — 0. 1l
6.6 Anhang: Elementarer Beweis von Satz 6.3

(wurde an der Tafel nicht behandelt und ist folglich auch nicht priifungsrelevant)

Beweis: Wir beweisen den Satz zuerst fir x > 0 und schreiben dazu kurz

mL gk T\ "
an::kzokl und bn3=<1+g)-
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Nach dem Binomischen Lehrsatz Satz 1.6 gilt

B N\ ko - n! &
b”_z(k>1n (E) _kzzok:!(n—k)!nkx'

Wegen
n! 1 n—k n—k+1 n
— : T
(n—Fk)nk 1 n—k n n -
folgt
o ’n' k " 1 k

Die Folge b, ist also nach oben durch exp(z) beschrinkt, woraus die Existenz des Limes
Superior und die Ungleichung
lim sup b, < exp(z)

n—oo

folgt. Andererseits gilt fiir jedes feste k € N
| B B Nk k
Lzln k"n k+1'...-22 n—Fk = 1—E — 1 fir n — oco.
(n—k)nkF 1 n—k n n n n
Also gilt fiir jedes feste m € N
m k m k —k k
am—bn:kzoa—bngkzog;(l—(nn ))—)O fir n — oo.

=:Cn
Da ¢, monoton gegen Null konvergiert, folgt damit auch
sup{am — bi |k > n} <sup{ck |k >n} =¢, = inf{by —an|k>n}>—c,
und somit mit Satz 3.14

liminf b, — a,,, = liminf(b,, — ay,) > lim (—¢,) =0,
n—00 n—00 n—00

also ay, < liminf,_, o b,. Nochmals mit Satz 3.14 folgt daraus

exp(z) = n}gnoo am < linniioréf by

Aus den damit bewiesenen Ungleichungen limsup,,_,.. b, < exp(z) und liminf, ,~ b, >
exp(z) folgt nun die Behauptung mit Korollar 3.32(a).

Fiir £ < 0 definieren wir zunachst
2

n
wom (1) 0 = (045 0-2) - (-5)
n n n n n
Wegen d,, <1 folgt limsup,,_,., dn, < 1. Andererseits gilt nach dem Binomischen Lehrsatz
fiir alle y > 0

(1_5/1)":;:(:)(—”%)'“ zl—i(@i;}z:l— <Zn:<z>f;—1> :2—(1+%)".

k=0
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Zu gegebenem x < 0 wihle nun ein ng € N mit y := 22/ng < 1. Fiir n > ng gilt dann
2?2 /n? < 2% /(non) = y/n, damit auch 1 — 2%/n? > 1 — y/n und

2 n n n
<1—3“"2> > (1-4)" 22— (1+2)".
n n n

z?\" z?
lim inf (1 — nQ> >2—exp(y) =2 —exp () .

n—o00 no

Also folgt

Da dies fiir alle hinreichend groflen ny € N gilt, folgt wegen der Stetigkeit von exp
liminf, o dy, > 2 —1 =1 und damit lim,,_, d,, = 1.

Damit folgt fiir alle x < 0 mit Satz 3.13

nhanolo (1 + ﬁ) - nh~>ngo (1 B {)” - i L7 m exp(—x)’
n i\

da fiir —x > 0 die bereits bewiesene Aussage gilt. Wegen 1/exp(—x) = exp(z) folgt die
Behauptung. 1l
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Kapitel 7

Die komplexen Zahlen

Stand:
Wir hatten die Einfiihrung der reellen Zahlen R damit motiviert, dass in Q die Zahl v/2 17 August 2018
nicht enthalten ist, dass wir also keine Losung der Gleichung 2% = 2 finden konnen.

Waéhrend die Definition von R iiber das Vollstédndigkeitsaxiom dieses Problem 16st, gibt
es trotzdem quadratische Gleichungen, die in R nicht erfiillt sind. Ein Beispiel ist die
Gleichung

22 =—1.

Fiir diese Gleichung kann es in R keine Losung geben: offensichtlich ist = 0 keine Losung
der Gleichung, fiir x # 0 gilt mit Satz 2.1(3) und (6) aber —1 < 0 und 2? > 0, weswegen
es keine Losung geben kann.

Wir miissen also eine neue — groéflere — Menge von Zahlen einfithren, die sogenannten
komplexen Zahlen. Da diese bereits aus der Linearen Algebra bekannt sind, werden wir
uns in diesem Kapitel relativ kurz fassen.

7.1 Definition und Rechenregeln

Die Idee der Definition der komplexen Zahlen liegt darin, das Symbol “¢” fiir die in R nicht
vorhandene Zahl y/—1 einzufithren. Jede komplexe Zahl z ist dann die Summe aus einem
reellen Vielfachen der 1 und einem reellen Vielfachen von ¢. Formal also

C:={a+ib|a,be R}

Fiir z = a+ib heiit die Zahl Re(z) := a € R der Realteil von z und die Zahl Im(z) :=b e R
der Imagindrteil von z. Die Zahl i wird als Imagindre Finheit bezeichnet und eine komplexe
Zahl z = a +ib mit a = Re(z) = 0 als (rein) imagindre Zahl.

Die Rechenregeln fiir komplexe Zahlen ergeben sich direkt aus ihrer Definition. Fiir z; =
a1 + tby und 29 = a9 + ibs gilt

21+ 22 = (a1 + az) +i(b1 + ba), 21 — 22 = (a1 — a2) + i(by — b2)
und

2122 = (a1 + ibl)(az + Zbg) = ajaz + alibg + iblag + i2b1b2 = (a1a2 — b1b2) + i(albz + blag).

111
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Zur Definition der Division betrachten wir zunéchst das inverse Element zo = 2 L Fiir
dieses muss gelten
1 = z129 = (a1a2 — biba) + i(brag + a1b2),

also bias + a1bo = 0 und ajas — b1by = 1. Man rechnet nach, dass dies gerade fiir

1
=~ _(ay —ib
z2 CL% T b% (al 1 1)
erfiillt ist, d.h. fir
aq _bl
= a% + b% b 2 a% + b%

Definieren wir zu z = a + ib die konjugiert komplexe Zahl Z und den Betrag |z| als

Z:=a—1ib und |z]:=vz2z=Va?®+1?
so kémnen wir kurz 2~ ! = z/|z|? schreiben. Die Division ist mit diesen Schreibweisen durch

A1 2122

gegeben.

Mit diesen Operationen kann man nachrechnen, dass C ein Korper ist. Zudem erfiillt C
das Vollstandigkeitsaxiom, wobei jede Intervallschachtelung jetzt natiirlich aus zwei Folgen
von Intervallen fiir den Realteil a und den Imaginérteil b besteht. Dass das auf diese Art
verallgemeinerte Vollstéindigkeitsaxiom erfiillt ist, folgt sofort aus der Tatsache, dass a und
b reelle Zahlen sind.

Nicht erfiillt sind allerdings die Anordnungsaxiome, denn Satz 2.1 gilt nicht nur fiir R
sondern fiir jeden Korper, der die Anordnungsaxiome (A1) und (A2) erfiillt. Jeder Versuch,
eine Ordnung auf C zu definieren, wiirde also nach Teil (3) und (6) dieses Satzes fiir
z = i auf den Widerspruch 22 = —1 < 0 und 22 > 0 fiihren. Diese Tatsache zusammen
mit der etwas esoterisch anmutenden Bezeichnung “imaginére Zahl” haben dazu gefiihrt,
dass die komplexen Zahlen anfangs sehr skeptisch betrachtet wurden. Tatséchlich sind sie
aber nichts anderes als ein sehr niitzliches Werkzeug, nicht nur innerhalb der Mathematik
sondern auch in den Anwendungen. So vereinfacht sich z.B. die Analyse von elektrischen
Wechselstromschaltkreisen deutlich, wenn man die dort auftretenden Gréfien geeignet mit
komplexen Zahlen beschreibt.

Wir beweisen noch die folgenden Eigenschaften des Betrags einer komplexen Zahl.

Satz 7.1 Fiir alle z, 21, 29 € C gilt
(1) |2 >0 und |2l =0< 2=0

(2) |z1]]22] = |2122]

(3) |z1 + 22| < |z1] + |22| (Dreiecksungleichung)

Beweis:
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(1) Folgt sofort aus der Darstellung |z| = va? 4 b? fiir z = a + ib.

(2) Durch Nachrechnen folgt die Gleichheit Z1z3 = Z1Z5. Damit ergibt sich
|2122)* = (2122)(F1%2) = (2122)(2122) = (2121) (22%2) = |21 |22

(3) Zunichst gilt fiir z = a + b die Ungleichung

Re(2) = a < Va2 < Va2 + b2 = |z
und damit mit (2)
Re(z122) < [2122] = |21] [22] = |21] [ 22]-

Die Behauptung folgt nun aus der Ungleichung

|21+ 2 = (214 22)(B1 + %) = 21721 + 2122 + 2271 + 2272
\z1]2 + 2Re(2122) + ]22\2

217 + 2|22 22| + | 22

(I21] + |22)?

IN

durch Ziehen der Wurzel auf beiden Seiten.
[l

Man kann komplexe Zahlen alternativ als Zahlenpaar z = (a,b) ohne Verwendung von i
schreiben. Die obigen Rechenregeln sind dann komponentenweise anzuwenden, fiir z; =
(al,bl) und zZ9 = (ag,bg) also z.B.

Z129 = (alag — blbg, b1a2 + albz).

7.2 Veranschaulichung

Da jede komplexe Zahl als ein Paar von reellen Zahlen aufgefasst werden kann, bietet es
sich an, diese in einem zweidimensionalen Koordinatensystem zu veranschaulichen. Dabei
tragen wir den Realteil in der horizontalen Richtung und den Imaginérteil in der vertikalen
Richtung auf, vgl. Abb. 7.1.

Die fiir diese Darstellung verwendete zweidimensionale Ebene wird komplexe Ebene ge-
nannt, die beiden Achsen im Koordinatensystem heifien reelle und komplexe Achse.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist in dieser Darstellung gerade die Lange des Vektors von
0 nach z, wie man leicht durch Anwendung des Satzes von Pythagoras sieht. Die konjugiert
komplexe Zahl entsteht durch Spiegeln der Zahl an der reellen Achse.

Die Addition entspricht hier der bekannten Vektoraddition. Mit dieser grafischen Interpre-
tation ergibt auch die Bezeichnung “Dreiecksungleichung” fiir die Ungleichung aus Satz
7.1(3) geometrisch einen Sinn (eine Zeichung dazu gibt es in der Vorlesung).

Die Multiplikation ergibt einen neuen Vektor, bei dem die Léngen der beiden Vektoren
miteinander multipliziert werden und die Winkel zur rellen Achse addiert werden. Die
Aussage iiber die Langen folgt dabei aus Satz 7.1(2), die Aussage iiber die Winkel werden
wir in Abschnitt 8.5 beweisen.
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Im(2)

z=2+3i

| Re(2)

Abbildung 7.1: Veranschaulichung der komplexen Zahl z = 2 + 3¢

7.3 Komplexe Folgen und Reihen

Genau wie in R kann man auch in C Folgen (2, )nen = (an +1by, )nen definieren. Konvergenz
wird ganz genau wie in R definiert.

Definition 7.2 Eine komplexe Folge (z,)nen heifit konvergent, falls ein z € C existiert, so
dass gilt:

Fiir jedes £ > 0 gibt es ein N(g) € N, so dass die Ungleichung |z, — z| < ¢ gilt fiir alle
n > N(e). o

Die Bezeichnung lim,, oo 25, := z wird dann wie in R benutzt. Wie im Reellen kann man
d(zn, z) statt |z, — z| schreiben, wir bleiben in diesem Abschnitt aber bei der Betrags-
schreibweise.

Der folgende Satz ist der Grund dafiir, dass sich alle Sétze fiir reelle konvergente Folgen
auf komplexe Folgen iibertragen.

Satz 7.3 Eine komplexe Folge (2, )nen = (an + iy )nen ist genau dann konvergent, wenn
die reellen Folgen (ay)nen und (by,)nen konvergent sind. In diesem Fall gilt

lim z, = lim a, +7 lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis: Es sei z, konvergent mit Grenzwert z = a + ¢b. Dann existiert fiir alle € > 0 ein
N(e) € N mit
|z, — 2] < € fiir alle n > N(e).
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Es gilt nun

|zn — 2| = \/(an —a)?+ (b, —b)* > \/(an —a)? = |a, — al;
analog beweist man |z, — z| > |b, — b|. Es folgt also
lap, —al <e und |b, —b| <e fiir alle n > N(e),
also konvergieren a,, und b,, gegen a und b.

Seien umgekehrt a, und b, konvergent mit Grenzwerten a und b. Seien N,(¢) und Np(¢)
die zugehorigen Indizes aus Definition 3.3. Dann gilt fiir alle € > 0 und n > N(e) :=
max{N,(e/2), Ny(¢/2)} und z = a + ib die Ungleichung

|20 — 2|2 = (an — a)* 4 (b, — b)? < i—i—i:i
und damit
|z — 2| < £:i<s.
2 V2
Also folgt die Konvergenz von z, gegen z. 1l

Auf dhnliche Art beweist man, dass z, genau dann eine Cauchy-Folge ist, wenn a,, und b,
Cauchy-Folgen sind.

Satz 7.3 ist die Grundlage dafiir, dass alle Rechenregeln fiir reelle Grenzwerte auf komplexe

Grenzwerte iibertragen werden kénnen. Fiir komplex konjugierte Folgen folgt aus dem Satz

zudem sofort, dass z,, genau dann konvergiert, wenn Zz,, konvergiert und in diesem Fall gilt
lim z, = lim z,. (7.1)
n—oo n—oo

Mittels der Konvergenz komplexer Folgen lisst sich ganz analog zum reellen Fall die Ste-
tigkeit komplexer Funktionen f : C — C definieren.

Fiir komplexe Reihen ) ), z; konnen alle Definitionen aus R wortlich iibertragen werden,
insbesondere die Konvergenz und die absolute Konvergenz. Majorantenkriterium, Quoti-
entenkriterium und der Satz iiber das Cauchy-Produkt von Reihen gelten dann in C genau
wie in R, wobei die Majorante im Majorantenkriterium nach wie vor eine reelle Reihe ist.

7.4 Die komplexe Exponentialfunktion

Die eben genannten Ubertragungen der Eigenschaften von reellen Reihen in die komplexen
Zahlen erlauben es, die komplexe Exponentialfunktion genau wie ihr reelles Gegenstiick zu
definieren. Die (absolute) Konvergenz der Exponentialreihe folgt wie im Reellen aus dem
Quotientenkriterium.

Definition 7.4 Wir definieren die Exponentialfunktion exp : C — C als

o0 n

exp(z) := Z %

n=0
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Ganz analog zu den Beweisen im Reellen beweist man

N n
z
exp(z) = Z P rN+1(2)
n=0
mit der Abschétzung
KRR N
|TN+1(Z)| S 2m fir ’Z‘ S 1 + 5

und die Funktionalgleichung
exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22).
Daraus folgt insbesondere
exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) =1

und damit exp(z) # 0 fiir alle z € C. Ebenso wie in R l&sst sich zudem beweisen, dass die
Exponentialfunktion stetig ist. Im Folgenden werden wir wie im Reellen auch fiir z € C
wieder die Schreibweise e* alternativ zu exp(z) verwenden.

Eine wichtige Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion, zu der es kein reelles Ge-
genstiick gibt, zeigt der folgende Satz.

Satz 7.5 Fiir alle z € C gilt e = e=.

Beweis: Beachte zunéichst, dass fiir alle 21,29 € C die Gleichung z;z2 = Zyz3 gilt. Per
Induktion folgt daraus z¥ = z* fiir alle z € C und alle & > 0. Schreiben wir abkiirzend

so gilt

Die Behauptung folgt dann aus

e = nh_)rglo sn(z) = nh_)rgo sn(z) = nh_{r;o sn(z) = €3,

wobei wir bei der vorletzten Gleichheit (7.1) benutzt haben. U
Korollar 7.6 Fiir jede rein imaginéire Zahl z = ib mit b € R gilt |e*| = 1.

Beweis: Es gilt
|6Z\2 = e%e? = e e =efe F =1.
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Im(2)

Re(2)

Abbildung 7.2: Veranschaulichung von e®

Daraus folgt die Behauptung wegen /1 = +1 und weil der Betrag einer komplexen Zahl
stets nichtnegativ ist. U

b

In der komplexen Ebene dargestellt, liegen also alle komplexen Zahlen der Form e? auf

dem Kreis mit Radius 1. Ein Beispiel ist in Abb. 7.2 dargestellt.

Eine wichtige Frage ist hierbei, wie die Position von e’ auf dem Kreis von der Zahl b € R
abhéngt. Die Zahl b ist gerade ein Maf} fiir den Winkel zwischen der reellen Achse und dem
Vektor e, gemessen entgegen dem Uhrzeigersinn. Wir werden im folgenden Kapitel die
Zahl 7 definieren und beweisen, dass e/™/2 = j, ¢ = —1, ¢!3™/2 = —j und 27 = 0 = 1
gilt. Fiir diese Werte ist b also gerade die Lénge des Kreisbogens vom Punkt 1 = 1440 zum
Vektor e?, wiederum gemessen entgegen dem Uhrzeigersinn. Folglich ist die Zahl b fiir 0,
/2, 7,...nichts anderes als der Winkel gemessen im Bogenmaf}, welches wir im Folgenden
zur Winkelmessung stets verwenden werden. Im aus der Schule bekannten Gradmaf gelten
dann die Entsprechungen 7/2 = 90°, 7 = 180°, 3/27 = 270° und 27 = 360°. Tatsichlich
gilt die Beziehung zwischen b und der Bogenldnge nicht nur fiir diese Werte sondern fiir
alle b € [0, 27), was wir aber erst in der Analysis 2 beweisen werden.
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Kapitel 8

Die trigonometrischen Funktionen

Stand:
Aus der Schule sind die trigonometrischen Funktionen sin, cos, ...bereits bekannt. Hier 17. August 2018
fithren wir sie von Grund auf ein und ermitteln ihre wichtigsten Eigenschaften.

8.1 Definition

Aus der Schule ist bekannt, dass der Sinus gerade das Verhéltnis von Gegenkathete zu
Hypothenuse in einem rechtwinkligen Dreieck ist und der Cosinus gerade das Verhéltnis
von Ankathete zu Hypothenuse angibt. Im speziellen Fall, dass die Hypothenuse die Linge
1 besitzt, ist der Sinus also gerade die Linge der Gegenkathete und der Cosinus die Lénge
der Ankathete.

Betrachten wir nun Abbildung 7.2 noch einmal, so kénnen wir hier ein rechtwinkliges
Dreieck einzeichnen, dessen Hypothenuse gerade der Vektor e ist. Dies ist in Abb. 8.1
gemacht, in der wir die reelle Zahl b nun mit x bezeichnen.

Im(2)

Re(2)

Abbildung 8.1: Rechtwinkliges Dreieck mit Hypothenuse e*

119
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Offensichtlich ist die Lidnge der Hypothenuse hier gerade gleich exp(iz) = 1, weswegen
Sinus uns Cosinus hier gerade durch die Léngen der entsprechenden Katheten gegeben
sind, vgl. Abb. 8.2.

Im(2)
1 e| X
SIN(X)
o . Re(?)
cos(x)

Abbildung 8.2: Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck aus Abb. 8.1

Die Werte fiir Sinus und Cosinus sind also nichts anderes als die Koordinaten des Vektors
exp(iz). Diese wiederum sind gerade der Realteil und der Imaginérteil dieser Funktion.
Diese Beobachtung fithrt dies auf die folgende Definition.

Definition 8.1 Fiir jedes x € R definieren wir

sinz :=Im(e”) und  cosz := Re(e™).

Eine sofortige Konsequenz aus dieser Definition ist die Fulersche Formel
i o - .
e =cosxr +1sinx.

Diese ist benannt nach dem schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783), der den
Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und Sinus und Cosinus systematisch
untersucht hat.

8.2 Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Aus Definition 8.1 lassen sich die wichtigsten Eigenschaften von Sinus und Cosinus direkt
ableiten.

Satz 8.2 Fiir alle z € R gilt!

'Beachte: man schreibt sin® z und cos? & statt (sinz)? und (cosz)?.
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(1) cosz = 1(e™ +e7@), sinz = L (e — e ™)
(2) cos(—z) =coszx, sin(—z)= —sinx

(3) cos?z +sin’x =1

Beweis: (1) Fiir jede komplexe Zahl gilt Re(z) = (2 + 2)/2 und Im(z2) = (2 — 2)/(2i).

Damit folgt die Behauptung wegen e~ = e = iz,
(2) Mit (1) gilt
1 i(—x) —i(—x) 1 i —ix
cos(—x)zi(e +e )25(6 +e ") =cosx
und
7(61’(—&:) o e—i(—a:)) _ f(e—iz _ 62'3:) _ _f(ei:ﬂ _ e—iat) — —sinz.

(3) Es gilt ‘ ‘ ‘
cos®z + sin’z = Re(em)2 + Im(ew)2 = |6”‘7]2 =1.

Satz 8.3 Die Funktionen cos : R — R und sin : R — R sind stetig.

Beweis: Sei x € R und z,, eine reelle Folge mit z,, — x. Dann gilt mit Satz 7.3 (ange-
wendet mit a,, = 0 und b, = x,,) die Konvergenz iz, — iz und wegen der Stetigkeit der
Exponentialfunktion folgt e**» — e**. Wiederum mit Satz 7.3 folgt dann

cos x, = Re(e”") — Re(e") =cosz und  sinz, = Im(e") — Im(e™) = sin .

Dies zeigt die Stetigkeit fiir alle z € R. U

Satz 8.4 (Additionstheoreme) Fiir alle z,y € R gilt

cos(x +y) = coszcosy—sinxsiny

sin(z +y) = sinzcosy+ cosxsiny.

Beweis: Aus der Funktionalgleichung ¢*(*t¥%) = ¢i®¢® folgt mit der Eulerschen Formel

cos(r+y) +isin(z+y) = (cosz+isinz)(cosy+ isiny)

= (cosxzcosy —sinzsiny) + i(sinx cosy + coszsiny).

Die Behauptung folgt nun, indem wir den Realteil bzw. den Imaginérteil auf beiden Seiten
der Gleichung bilden. 0
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Satz 8.5 (Reihendarstellung von Sinus und Cosinus) Fiir alle x € R gilt

00 L a2k R
cosr = Z(—l) k) = 1- §+E_+‘”
k=0
o0 2k+1 3 5
‘ - AU rar
sine = Z( 1) GhE) xr — 3'—1—5' +...
k=0

Diese Reihen konvergieren absolut.

Beweis: Fiir die Potenzen von i gilt
(1°,4%,4%,43,4%, 45,40, .. ) = (1,4, -1, —i, 1,4, -1, —i,...).
Damit gilt

2k+1
2k 2k + 1)1

Durch Bilden des Real- und des Imaginérteils folgen die behaupteten Reihendarstellungen.
Die absolute Konvergenz folgt aus der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe. U

Aus Satz 6.5 folgen sofort die Darstellungen

x
cosx = Z(—l)k 2h)! + 2n+2() (8.1)
k=0 '
' n p2k+1
sinr = Z 2k+1) + ron+3(2), (8:2)
k=0

in denen fiir die Restglieder die Abschétzung

T . N-1
|rn ()] <2|]\’7 fir |z| < 1+T

gilt. Diese Abschétzung folgt aus Satz 6.5, weil wir die fehlenden Glieder in der Reihendar-
stellung von cos und sin durch die Glieder der Exponentialreihe abschétzen kénnen. Mit
anderen Techniken, die wir spédter kennen lernen werden, kann man beweisen, dass diese

Abschitzungen sogar fiir alle x € R und mit kleineren oberen Schranken gelten. Siehe dazu
Beispiel 10.16(i).

Mit Hilfe dieser Reihendarstellung kann man die Werte sin x und cos  nun ndherungsweise
berechnen und damit insbesondere die Graphen dieser Funktionen zeichnen.
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_p

Graphen von sin (blau) und cos (rot)
Aus (8.2) folgt die folgende Aussage.

Satz 8.6 Es gilt
. sinx
lim
x—0 x€X
z#0

Beweis: Betrachte eine beliebige Folge z, — 0 mit x,, # 0 fiir alle n € N. Fiir alle
hinreichend groflen n gilt dann |z, | < 2. Aus (8.2) folgt fiir diese n
’xn|3

3!

sinx, = xp, +r3(zy)  mit r3(x,)| < 2 < a3

und damit )
lim " =1+ lim ra(@n

n—oo  ITp n—oo  Ip

~—

Wegen |%| < |zn|? = 0 fiir n — oo folgt lim, o0 %ﬁ”) = 0 und damit die Behaup-

tung. U

8.3 Die Zahl 7

Wir haben die Zahl 7 bereits an einigen Stellen verwendet und dabei die Kenntnis dieser
Zahl aus der Schule vorausgesetzt. In diesem Abschnitt werden wir sie formal definieren.
Dazu verwenden wir die folgende Aussage.

Satz 8.7 Die Funktion cos hat im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle.
Bevor wir Satz 8.7 beweisen kénnen, bendtigen wir drei Lemmas.

Lemma 8.8 Es gilt cos2 < —43/105.
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Beweis: Nach (8.1) mit n = 3 gilt

72 74 6 ) ‘$|8 )
cosx =1— o7 + T +rg(z) mit |rg(z)| < 2? fir |z| < 4,5.
Also folgt fiir z = 2
<1 22+24 26+2 28 |94 2_4 4 43
cos T -t —— == =1- - — =
- 2 24 720 40320 3 45 315 105
U
Lemma 8.9 Fiir alle x € (0, 2] gilt sinz > 0.
Beweis: Fiir z € (0, 3] gilt mit (8.2) mit n =1
3 2 4
sinx:x—%—krg)(x) = (1—:;+T5C(C$>>x mit TSg(f) _2|$5!.
Fiir x € (0, 2] folgt daraus
, 22 2t 4 32 1
U

Lemma 8.10 Die Funktion cos ist im Intervall [0, 2] streng monoton fallend.

Beweis: Sei 0 < z < 2/ < 2. Wir miissen beweisen, dass cosx’ < cos z ist.

Mit u := (' + x)/2 und v = (2’ — z)/2 folgt © = u — v und 2’ = u + v. Mit Satz 8.4 und
Satz 8.2(2) gilt dann

cosx’ —cosz = cos(u+v) — cos(u — v)
= cosucosv — sinusinv — (cosu cos(—v) — sinusin(—v))
= cosucosv — sinusinv — cosu cos(—v) + sin usin(—v)
= COosuCOosv — Sinusinv — cosu cosv — sinu sin v

= —2sinusinv

Aus der Definition von « und v und den Ungleichungen fiir  und 2’ folgt nun 0 < u < 2
und 0 < v < 1. Also folgt aus Lemma 8.9

/ . .
cosx —cosx = —2sinusinv < 0,

woraus die gewiinschte Ungleichung direkt folgt. U

Beweis von Satz 8.7: Da cos0 = Re(e”) = Re(1) = 1 und cos 2 < —1/3 (nach Lemma 8.8)
und der Cosinus stetig ist, besitzt die Funktion nach dem Zwischenwertsatz (Satz 5.10) eine
Nullstelle z* im Intervall [0,2]. Aus der strengen Monotonie (Lemma 8.10) folgt dann fiir
alle x € [0,2*) die Ungleichung cosz > cosz* = 0 und fiir alle z € (2*, 2] die Ungleichung
cosz < cosz™ = 0. Folglich ist «* die einzige Nullstelle im Intervall [0, 2]. U
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Definition 8.11 Sei z* die eindeutige Nullstelle von cos im Intervall [0, 2]. Dann definieren
wir
= 22",

d.h. w/2 ist die eindeutige Nullstelle von cos im Intervall [0, 2]. o

Mit dieser Definition kann 7/2 (und damit natiirlich auch 7 selbst) n&dherungsweise berech-
net werden, beispielsweise durch die Intervallschachtelung wie im Beweis des Zwischenwert-
satzes beginnend mit ag = 0 und by = 2. Dabei muss man fiir die Intervall-Mittelpunkte
¢, jeweils bestimmen, ob cosc, > 0 oder cosc, < 0 ist. Dazu verwendet man die Reihen-
darstellung (8.1) mit Restglied wie folgt:

Wir berechnen fiir ein p € N den Wert

Dann gilt cos ¢, = dyp + rop+2(cn). Falls nun

|dnp| > [rap+a(cn)]

gilt, so folgt aus dy, ;, > 0 die Ungleichung d,, ,+rapi2(cn) > dpp—|rapt2(cn)| > 0 und damit
cos ¢, > 0. Analog folgt aus dy, , < 0 die Ungleichung d,, ,, +1opt2(cn) < dnp+|r2pr2(cn)| <
0 und damit cosc, < 0. Wir miissen also priifen, ob die Ungleichung |d, | > |r2p+2(cn)]
gilt, was man wegen |rop1a(cn)| < |cn|?P*2/(2p + 2)! mit Hilfe der Ungleichung

| en ‘ 2p+2

d L
sl > (5 121

(8.3)
sicher stellen kann. Falls (8.3) nicht erfiillt ist, erh6hen wir p um 1 und wiederholen den
Test. Dies machen wir so lange mit immer grofileren p, bis die Ungleichung (8.3) gilt. Da

) ' ’ cn‘2p+2

pli)lglo dn,p = COS Cp, und pli)Iglo m =

gilt, ist (8.3) fiir hinreichend grofies p stets erfiillt, falls cos ¢, # 0 ist. Dies ist aber immer
der Fall: Da die ¢, nach Konstruktion alle in QN[0, 2] liegen, die einzige Nullstelle /2 des
Cosinus in diesem Intervall aber nicht in Q liegt?, kann der Fall cos ¢, = 0 nicht eintreten.

Falls dann d,, ;, > 0 gilt, so folgt cos ¢, > 0 und falls d,, ;, < 0 gilt, so folgt cos ¢, < 0. Damit
konnen die neuen Randwerte der Intervallschachtelung berechnet werden. Dieses Vorgehen
fithrt auf den bekannten Naherungswert m ~ 3,1415926. . ..

Mit Hilfe von 7 kann man nun verschiedene Werte der komplexen Exponentialfunktion
exakt (d.h. nicht nur ndherungsweise iiber die bereits bekannte Reihendarstellung) berech-
nen.

Satz 8.12 Es gilt

3; . ;
e’ =, ¥T =1,

2Wotiir es leider keinen einfachen Beweis gibt, den wir mit den bisher bekannten Methoden fiithren
konnten; wir kommen spéter noch einmal darauf zuriick.
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Beweis: Wegen sin? z + cos? z = 1 und cos 5 =0 folgt

T T
2 =1—-cos’==1

sin
2

und damit mit Lemma 8.9

T
in—-=1.
Sln2

Also ist
1. 71— .. T .
ez :cos§+zs1n—:z.

2
Die weiteren Werte folgen dann mit n = 2, 3,4 aus der Gleichung

niin Lim " )
e"2'" = (e2 ="

Damit kénnen wir die folgende Wertetabelle fiir sin und cos aufstellen.

T 0] 5|7 37” 2w
sinx | 0|1 -1 0
cosz |10 |-1| 0 1

Aus den Additionstheoremen (Satz 8.4) folgt damit

cos(x + 2m) = cosx cos 2w — sin x gin 2w = cos
—— —
-1 -0

und mit analogen Rechnungen auch
sin(z + 27) = sinx
cos(x +m) = —cosz, sin(x +m) = —sinz

sowie
. ™ . ™
cosx = sin §—x , sinx = cos 5—55 .

(8.4)

(8.5)
(8.6)

(8.7)

Die Gleichungen (8.4) und (8.5) zeigen, dass die Werte von sin und cos sich wiederholen,
wenn x um 27 zunimmt. Man sagt, dass Sinus und Cosinus periodisch mit Periode 2m sind.

Beachte, dass aus diesen Gleichungen per Induktion

cos(x + 2km) = cosx und sin(z + 2k7w) =sinz  fir alle k € Z

folgt.

Das folgende Korollar gibt alle Nullstellen von sin und cos an.

Korollar 8.13 Die Nullstellen des Sinus sind gegeben durch die Menge
{kr|keZ}={...,-3m,—2n,—m,0,7,2m,2m,...}
und die Nullstellen des Cosinus durch die Menge

57 37 w w 3w 5w

{7r/2+k7r\k:€Z}:{..., 5 9Ty g g

(8.8)
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Beweis: Nach Definition von 7/2 und wegen cosz = cos(—x) folgt cosx > 0 fiir —7/2 <
x < 7/2. Aus (8.7) folgt damit

sine >0 fir0<ax<m
und aus (8.6) folgt daraus
siny <0 firm<a <27,

Folglich sind die in der obigen Wertetabelle angegeben Nullstellen 0, 7 und 27 die einzigen
Nullstellen des Sinus im Intervall [0, 27]. Die angegebene Nullstellenmenge folgt dann direkt
aus der 2m-Periodizitdt des Sinus geméf (8.8).

Die Aussage fiir den Cosinus folgt dann aus (8.7). U

Eine sofortige Folgerung hieraus ist das folgende Korollar.
Korollar 8.14 Fiir z € R gilt ¢/ = 1 genau dann, wenn o = 2k fiir ein k € Z ist.

Beweis: Es gilt
e’ =cosx +isinz.

Sei nun €® = 1. Dann ist insbesondere €® € R und folglich muss sinz = 0 gelten, woraus
x = 2k fiir ein k € Z folgt.

Sei umgekehrt x = 2k7 fiir ein k € Z. Dann ist sinz = 0 und aus der Wertetabelle und der
2m-Periodizitiit (8.8) des Cosinus folgt cosx = 1. Also folgt €™ = 1. U

Definition 8.15 Fiir x € R\ {g + k:7r} definieren wir den Tangens als

sin x

tanx := .
COS T

Der Tangens ist also eine Funktion, die fiir alle x € R mit cosx # 0 definiert ist.

Graph von tan x. Die Definitionsliicken sind mit Kreuzen gekennzeichnet.
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8.4 Umkehrfunktionen

Satz 8.16 (a) Die Funktion cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend mit cos([0,7]) =
[—1,1].

(b) Die Funktion sin ist auf [—7/2, 7/2] streng monoton wachsend mit sin([0, 7]) = [—1, 1].

(c) Die Funktion tan ist auf (—m/2, w/2) streng monoton wachsend mit tan((—m/2,7/2)) =
R.

Insbesondere besitzen die drei Funktionen damit nach Satz 6.13 Umkehrfunktionen
arccos : [—1,1] = [0,x], arcsin: [—1,1] —» [-7/2,7/2], arctan:R — (—7/2,7/2)

(gesprochen: Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus und Arcus-Tangens).

Beweis: (a) Nach Lemma 8.10 ist der cos auf [0, 2] und damit insbesondere auf [0, 7/2]
streng monoton fallend. Wegen cos(x) = cos(—z) ist er dann auf [—m/2, 0] streng monoton
wachsend und damit wegen (8.6) auf [7/2, 7] streng monoton fallend. Da der Cosinus stetig
ist mit cos0 = 1 und cosm = —1 folgt cos([0, 7]) = [—1, 1] aus dem Zwischenwertsatz (Satz
5.10).

(b) Folgt aus (a) wegen sinz = cos(mw/2 — ).

(c) Die strenge Monotonie folgt aus der bereits bewiesenen strengen Monotonie von sin und
cos. Um zu beweisen, dass tan((—7n/2,7/2)) = R gilt, zeigen wir, dass die uneigentliche
Konvergenz

(i) lim tanz =00 wund (ii) lim tanz = —o0
z—oT/2 Tz—>—m/2
r<T/2 z>—7/2

gilt. Wegen der Stetigkeit des Tangens folgt dann aus dem Zwischenwertsatz, dass jedes
y € R im Bild von tan((—n/2,7/2)) liegt.

(i) Sei (zy,)nen eine Folge mit x,, — 7/2 und x,, < m/2. Dann gilt sinx,, — 1 wegen der
Stetigkeit des Sinus und sin7/2 = 1 und daher mit der Quotientenregel aus Satz 3.13

COS Ty, 0
Yn 1= — — —=0.
sin x,, 1

Wahlen wir nun ng € N so grof3, dass z,, > 1 fiir alle n > ng gilt, so folgt zudem cos z,, >
0 und sinz, > 0 und damit auch y, > 0. Folglich erhalten wir mit Satz 3.17(b) die
gewiinschte uneigentliche Konvergenz

1
tanzx, = — — 00.
Yn

(ii) Wegen
tan(—z) = sin(—x) _zsinz
cos(—x) cos T

folgt die Aussage aus (i). 0
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8.5 Polarkoordinaten

Wir kommen in diesem Abschnitt noch einmal auf die geometrische Veranschaulichung
der komplexen Zahlen aus Abschnitt 7.2 zuriick. Jede komplexe Zahl z = a + ib kann
demnach als Punkt in der komplexen Ebene mit den Koordinaten (a, b) aufgefasst werden.
Der folgende Satz gibt eine alternative Darstellung fiir die komplexen Zahlen und damit
auch fiir die Punkte in der zweidimensionalen Ebene an. Die geometrische Interpretation
werden wir nach dem Beweis des Satzes geben.

Satz 8.17 (Polarkoordinaten) Jede komplexe Zahl z = a + ib € C lésst sich schreiben
als _

z=re'Y =r(cosp+isinp)
mit r = |z| € R (beachte: r > 0) und ¢ € [0,27). Im Fall z # 0 ist ¢ zudem eindeutig
bestimmt. Das Paar (7, ¢) nennt man die Polarkoordinaten von z.

Beweis: Fiir z = 0 ist die Aussage fiir r = 0 und beliebiges ¢ € [0, 27) sicherlich richtig.
Im Fall z # 0 setzen wir r := |z| und ¢ := z/r. Dann gilt || = 1. Schreiben wir ¢ = ¢+ id,
so gilt

dt = =1,
woraus insbesondere ¢ < 1 und damit auch le] <1 folgt. Also ist a := arccos ¢ definiert
und aus sin® a + cos? o = 1 folgt

sina =4+v1—cos?2a=++v1-—c2==4d.

Wir setzen nun ¢ := «, falls sina = d und ¢ := 27 — « sonst. Weil die Werte von arccos
im Intervall [0, 7] liegen, folgt damit ¢ € [0,27). Im Fall ¢ = « folgt

¥ =cosa+isina=c+id=C
und im Fall ¢ = 27 — « erhalten wir wegen der Periodizitéit und Satz 8.2(2)
e’ = cos(2m — a) + isin(27 — ) = cos(—a) + isin(—a) = cosa —isina = ¢ + id = (.

In beiden Fillen folgt also '
re’ =r{ = z.

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt, weil fiir ¢, ¢’ € [0,27) mit ¢ # ¢’ wegen der Monotonie von
sin und cos mindestens eine der beiden Ungleichungen cos ¢ # cos¢’ oder sin ¢ # sin ¢’
gilt. Daher kann es fiir r # 0 keine zwei Winkel geben, die die gleiche Zahl z liefern. U

Tatséchlich sind die Polarkoordinaten fiir alle Winkel ¢ € R, also auch fiir solche mit
¢ & [0,27) definiert, denn natiirlich ist 7e?? auch fiir solche Winkel eine komplexe Zahl.
Die Aussage des Satzes ist aber, dass man fiir solche ¢ keine “neuen” Zahlen hinzugewinnt.
Es reicht, ¢ € [0,27) zu wihlen, um alle moglichen z € C in der Form z = re’? schreiben
zu konnen.

Abbildung 8.3 veranschaulicht die Polarkoordinaten: stellen wir die Zahl z € C als Vektor
in der komplexen Ebene dar, so ist r gerade die Linge dieses Vektors und ¢ der Winkel
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Im(2)

eiq):Z

Re(2)

Abbildung 8.3: Veranschaulichung der Polarkoordinaten

zwischen der reellen Achse und diesem Vektor. Winkel ¢ ¢ [0,27) entsprechen dann ent-
weder Drehrichtungen entgegen dem Uhrzeigersinn oder mehrfachen “Umdrehungen” von
z. Dies erklart auch geometrisch, warum man damit keine neuen komplexen Zahlen erhélt.

Aus Satz 8.17 folgt sofort, dass sich jeder zweidimensionale Punkt mit den Koordinaten
(z,y), x,y € R, in der Form

(z,y) = (rcosp,rsinp)

mit » > 0 und ¢ € [0, 27) schreiben l&sst, da sich jeder solche Punkt eindeutig als komplexe
Zahl z = x + iy ausdriicken lidsst. Das Paar (7, ¢) nennt man analog zum komplexen Fall
die Polarkoordinaten von (x,y).

In der Darstellung in Polarkordinaten kénnen wir nun auch die bereits in Abschnitt 7.2
gegebene geometrische Veranschaulichung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen er-
kldren: Fiir z; = r1e’?* und 2y = roe'¥? gilt gerade

2129 = 119 r9e™P2 = preei®1ei?? = pirget(¥1192),
Die Langen werden also multipliziert und die Winkel addiert.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Aussage iiber spezielle Zahlen der Form .

Satz 8.18 (n-te Einheitswurzeln) Sei n € N und n > 2. Dann besitzt die Gleichung
z" =1 genau n komplexe Losungen von der Form
-2k

Ge=¢e"n, k=0,1,...,n—1.

Diese werden n-te (komplexe) Einheitswurzeln genannt.

Beweis: Mit Korollar 8.14 folgt
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Also 16sen die komplexen Einheitswurzeln die angegebene Gleichung.

Sei umgekehrt z € C eine beliebige Losung der angegebenen Gleichung. Weil dann |z| = 1
gelten muss (denn es gilt |z|" = |2"| = |1| = 1, was wegen |z| € R und |z| > 0 nur die
Losung |z| = 1 zuldsst), gilt 7 = 1 in der Polarkoordinatendarstellung von z, also

z =e"’.

Wegen 1 = 2" = %" muss nach Korollar 8.14 die Gleichung pn = 2kn fiir ein k € Z

gelten. Also folgt
2km

p=—
n

Wegen ¢ € [0,27) muss k € {0,...,n— 1} gelten, weswegen die Losung eine n-te Einheits-
wurzel ist. U
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Kapitel 9

Differentiation

In diesem Kapitel fithren wir das Konzept der Ableitung einer Funktion ein und besprechen
die wichtigsten Rechenregeln.

9.1 Definition und Beispiele

Anschaulich ist die Ableitung einer Funktion f : D — R an einer Stelle x € D eine
reelle Zahl (bezeichnet mit f'(x) € R), die die Steigung des Funktionsgraphen im Punkt
(x, f(z)) angibt. Man kann die Definition der Ableitung direkt aus dieser Anschauung
herleiten: Nehmen wir an, wir wollen die Steigung des Funktionsgraphen in einem Punkt
bestimmen. Dann kénnen wir diese ndherungsweise berechnen, indem wir eine kleine reelle
Zahl h # 0 wéhlen und die Steigung der Geraden durch die Punkte (z, f(z)) und (z +
h, f(x + h)) betrachten (diese Gerade heiit Sekante). Je kleiner |h| ist, desto genauer
stimmt die Steigung der Sekante dann mit der Steigung der Funktion im Punkt x iiberein,
vgl. Abbildung 9.1.

f(x) f(x)

X x+h xx+h

Abbildung 9.1: Veranschaulichung der Ableitung iiber die Steigung
Lésst man nun h — 0 streben, so wird die Steigung der Sekante gegen die Steigung des
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Funktionsgraphen konvergieren. Da die Steigung der Sekante gerade durch den Quotienten
fl@+h) - f(z)
h )

den sogenannten Differenzenquotienten, gegeben ist, fithrt dies auf die folgende Definition.

Definition 9.1 Eine Funktion f: D — R mit D C R heif$t differenzierbar in einem Punkt
x € D, wenn der Grenzwert

) @R @

h—0 h
h#0,x+h€D

existiert. Insbesondere setzen wir dabei voraus, dass mindestens eine Folge h,, — 0 mit
hp # 0 und z 4+ h, € D existiert.

Der Wert f/(xz) € R heifit dann die Ableitung (oder auch das Differential) von f in .

m}

Alternativ kann die Ableitung auch iiber den Grenzwert

lim fy) — fx)
y#“gc,yeD y -z

definiert werden, denn die beiden Definition lassen sich mit y = x + h bzw. h = y — x
einfach ineinander umschreiben.

Beispiel 9.2 Bei den folgenden Beispielen schreiben wir die Bedingungen h # 0,x+h € D
unter dem lim nicht explizit hin, um die Schreibweise zu vereinfachen. Sie werden aber nach
wie vor stets verlangt.

(a) konstante Funktion f(z) = c:

gy — i LE TR = f@) o e—e
A e A L L

fiir alle x € R.
(b) affin lineare Funktion f(z) = a + bx:

g JEHP) = f@) o etbleth) —azbe g by
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

fi() =

fiir alle x € R. Insbsondere gilt fiir die identische Funktion f(z) = x (also ¢ = 0 und
b=1) gerade f'(x) = 1.

(c) Parabel f(z) = x2:

. flz+h) - f(x . (x+h)?—2?
Pla) = g LD i G0
) 2
= limM = lim(2z+h) = 2z
h—0 h h—0

fir alle z € R.
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(d) Hyperbelfunktion f(z) =1/x mit D =R\ {0}:

. +h) — f(x) .
F@) B0 h ho0 R
—z—h
= lim Q(foh)w = lim _ch lim B
=)  hs0ha? 4+ h2x hs0x2+hr 0 a2
fiir alle x € D.
(e) Exponentialfunktion f(x) = e®:
z+h _ _x r, h _ _x h 1 eh -1
) = lim © ¢ im EC 7€ _ i e I
z) B0 h B0 h A S

135

fir alle x € R, wobei wir im letzten Schritt Satz 6.25 verwendet haben. Die Expo-

nentialfunktion ist also gleich ihrer eigenen Ableitung.

(f) Cosinus f(z) = cosx:
Im Beweis von Lemma 8.10 wurde die Gleichung

, (7 +x\ . (2 —x
cosx — cosx = —2sin > sin 5

bewiesen. Setzen wir 2’ = x + h, so folgt

h) — —2sin (221 sin 2 R\ sin 2
cos(x + h) —cosx (22t sin 2 in <$+> 5

h h

Wegen der Stetigkeit des Sinus folgt nun
limsin {z+ - | =sinz
h—0 2

und aus Satz 8.6 folgt

sin %
lim —==1.
h—0 5

Also gilt nach der Produktregel fiir Grenzwerte

f(x) = lim cos(x + h) — cosx

h—0 h h—0 h—0 =

2

(g) Sinus f(x) =sina:
Mit einer dhnlichen Rechnung wie fiir den Cosinus folgt

f'(z) = cos .

(h) Absolutbetrag f(x) = ||
Behauptung: diese Funktion ist in = 0 nicht differenzierbar.
Beweis: Fiir Folgen h,, — 0, mit h,, > 0 gilt

|0+ hy| — [0 h

. n
= lim — =1.
n—oo n

lim
n—oo n

. hY\ .. sin% .
— — lim sin ZL‘—|—§ lim — = —sinx.
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Fiir Folgen h,, — 0, mit h, < 0 gilt hingegen

0+ hy,|l — |0 —h
lim M = lim —2 = 1.
n—oo n n—oo n
Also existiert der Grenzwert
. |04+ h|—10]
lim —M—
h—0 h

nicht. Betrachtet man den Graphen der Betragsfunktion, so sieht man, dass dieser
in z = 0 einen Knick aufweist. Anschaulich ist Differenzierbarkeit in einem Punkt
x tatséchlich nichts anderes als die Eigenschaft, dass der Graph in x keinen Knick
besitzt. Statt “differenzierbar” wird daher oft auch der Begriff “glatt” benutzt.

Beispiel 9.3 (Ableitungen in Anwendungen) Das Konzept der Ableitung hat vielfilti-
ge Interpretationen in verschiedenen Anwendungsbereichen der Mathematik. Wir geben
hier zwei Beispiele.

(a)

Der Grenzsteuersatz gibt an, wie hoch der Einkommensteuersatz auf einen Gehalts-
zuwachs ist. Zahlt man z.B. bei 40.000€ Jahreseinkommen 8.000€ Steuern, und auf
40.002€ Einkommen 8.001€ Steuern, so zahlt man auf die zusétzlichen 2€ Einkom-
men tatsichlich 50% Steuern, denn es gilt

8.001€ — 8000€
2€

1
-100% = 5 100% = 50%.

Bezeichnen wir Hohe der Steuer auf ein Einkommen von € allgemein mit f(x)€, so
ist der Steuersatz fiir zusédtzliche h€ gegeben durch

f(z+h) - f(z)

N -100%.

Der Grenzsteuersatz ist nun gerade der Grenzwert fiir h — 0 dieses Ausdrucks, d.h.
der Steuersatz auf ein “beliebig kleines” zusétzliches Einkommen, also

o f@th) — f(@)

h—0 h

-100% = f'(x) - 100%.

Der Grenzsteuersatz ist also gerade die Ableitung der Hohe der Steuer in Prozenten
ausgedriickt.

Beim radioaktiven Zerfall ist die Abnahme der radioaktiven Teilchen in einem kleinen
Zeitintervall ungefihr proportional zu der gerade vorhandenen Anzahl der Teilchen,
wobei diese Beziehung immer genauer wird, je kleiner das betrachtete Zeitintervall
ist. Formal bedeutet das das folgende: Bezeichnen wir die Masse der Teilchen zur
Zeit x mit f(z) und bezeichnen wir mit A > 0 die Proportionalitidtskonstante der

Abnahme, so gilt
flz+h) - f(z)
h

= —\f(x) +r(h), (9.1)
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wobei der “Fehlerterm” r(h) gegen Null konvergiert fiir h — 0. Fiir h — 0 erhalten
wir so

f'(@) = =Af(). (9:2)
Wir werden spéter in Beispiel 9.14(b) sehen, welche Funktion diese Gleichung erfiillt.

Eine dquivalente Beschreibung der Differenzierbarkeit gibt der folgende Satz.

Satz 9.4 Sei D C R und x € D ein Punkt, so dass mindestens eine Folge h,, — 0, h, # 0
mit z+h, € D existiert. Dann ist eine Funktion f : D — R genau dann in z differenzierbar,
wenn ein ¢ € R und eine Funktion ¢ : R — R mit

lim M

h—0 h =0

existiert, so dass
fly) = f(@) +aly —2) + ¢y — z)
gilt fiir alle y € D. In diesem Fall gilt f'(x) = a.
Beweis: Sei f in z differenzierbar. Setzen wir a := f’(z) und definieren p(h) := f(z+h)—

f(z) — ha fir alle h € R mit x + h € D und ¢(h) = 0 sonst, so folgt mit h = y — x fiir alle
y € D gerade die gesuchte Gleichung

f@) +aly —2) + ¢y —x) = f(z) + ha+ ¢(h) = f(z +h) = f(y).

Zudem gilt
%%sﬁm:%%f(ﬂh) —hf(x)—ha :}Zi_)Of(erh})L—f(fv) Ca= @) - fl@) =0,

also gerade die gewiinschte Eigenschaft.

Gelte umgekehrt die Gleichung f(y) = f(x) + a(y — ) + ¢(y — ) mit ¢ wie im Satz
angegeben. Dann folgt mit y =x 4+ h, alsoh=y — =

feam = @) aht e
h—s0 h h—0 h

=a+ lim L(h) =a
h—0 h

Also ist f differenzierbar in z mit f'(z) = a. U

Bemerkung 9.5 (i) Die Bedingung

schreibt man kurz auch als
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Der Term o(h) wird dabei Landau-Symbol genannt. Anschaulich bedeutet diese Bedingung,
dass ¢(h) fiir h — 0 so viel schneller gegen Null konvergiert als h selbst, dass der Quotient
immer noch gegen Null konvergiert. Beispiele fiir solche Funktionen sind z.B. ¢(h) = h?
(wegen p(h)/h = h — 0 fiir h — 0) oder p(h) = hv/h (wegen @(h)/h = Vh — 0 fiir
h —0).

(ii) In informeller Schreibweise kann man die Aussage von Satz 9.4 als

f) = f(z) + f'(x)(y — =)

schreiben. Das Zeichen “~” (gesprochen: ungefiihr gleich) bedeutet hier, dass die zur Gleich-
heit fehlenden Terme im Betrag deutlich kleiner als |x — y| sind, falls |z — y| hinreichend
klein ist. Da die fehlenden Terme gerade ¢(y — x) sind, folgt dies gerade aus der Konver-
genzeigenschaft von .

(iii) Die approximierende Funktion g¢(y) := f(z) + f'(xz)(y — z) aus (ii) ist geometrisch
nichts anderes als die Tangente an den Graphen von f im Punkt (z, f(z)). Die Funktion ¢
beschreibt also den Abstand zwischen der Tangente und der Funktion selbst. Die Bedingung
o(h)/h — 0 sagt geometrisch daher gerade aus, dass sich die Tangente an den Graphen
“anschmiegt”, dass also der Winkel zwischen Tangente und Graph gleich Null ist. o

Beispiel 9.6 (a) Fiir die Parabel f(x) = 22 gilt a = f'(x) = 22 und damit
o(h) = f(x 4+ h) — f(z) — ha = (x + h)? — 22 — 2he = 2% + 2hx + h? — 22 — 2ha = K2
Diese Funktion erfiillt nach Bemerkung 9.5(i) gerade limy_,g ¢(h)/h = 0.

Die Tangente im Punkt (z, f(z)) ist dann gegeben durch g(y) = 22 +2z(y—x) = —22+22y.

(b) Sei f eine Funktion, die das radioaktive Zerfallsgesetz f'(x) = —Af(z) fir ein x € R
erfiillt (und die dann natiirlich differenzierbar in x ist). Dann gilt mit y =z + h

f(z+h) = f(z) = Af(x)h+ (h)
bzw. nach Division durch h

flx+h) - f(z) w(h)
h ho

Das bedeutet, dass die Funktion die Gleichung (9.2) mit r(h) = ¢(h)/h erfiillt, fiir die
dann r(h) — 0 fiir h — 0.

= —Af(x) +

Wir kénnen also nicht nur wie in Beispiel 9.3(b) die Gleichung (9.2) aus der Gleichung
(9.1) folgern, sondern mit Satz 9.4 auch umgekehrt die Gleichung (9.1) aus der Gleichung
(9.2). O
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9.2 Rechenregeln und Eigenschaften der Differentiation

Satz 9.7 Wenn eine Funktion f: D — R in einem Punkt x € D differenzierbar ist, so ist
f auch stetig in x.

Beweis: Zu beweisen ist limy_,, f(y) = f(x). Mit den Bezeichnungen aus Satz 9.4 gilt
limy . a(y — x) = 0 und

limgo(y—x):limw(y—az):limwlim(y—x):O-O:O.
YT y—xr Y — T y—=r Y —T Y=z

Also folgt die Behauptung wegen

;ig;:f(y) = Z}ig;f(w) ‘aly—z)+ely—z)=f(z) +l}igglca(y—x) +gigglg¢(y —xz) = f(x).

U

Satz 9.8 Seien f,g : D — R in z € D differenzierbar und A € R. Dann sind auch die
Funktionen f 4 g, Af und fg: D — R in « differenzierbar und es gilt

(f+9) @) = fl(x)+4 ()
(Af) (@) = Af'(2)
(f9)'(z) = f'(z)g(zx) + f(x)g'(z) (Produktregel).

Ist g(y) # 0 fiir alle y € D, so ist auch 5 : D — R in z differenzierbar und es gilt

<f)’ (@) — {)9@) — F@)g ()

(Quotientenregel).
g g(x)?

Beweis: Die ersten beiden Aussagen folgen aus den Gleichheiten

S+9lath) - (F+o) flath) = fl) gl@th) -—g()

h h h

und

A+h) - Af)@) _\ fla+h) - flz)
h h
und den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Die Produktregel folgt aus
(f@) = lim flx+h)g(z +hh) — f(z)g(x)
= tim 3 (S + W)+ h) — g(@) + (o +h) = F)g(2))

AR VO CEDET G
= J@)/@)+ [ (@)g(a).

= i h
lim f(z + h)
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wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit von f in x verwendet haben.

Die Quotientenregel beweisen wir zunichst fiir die konstante Funktion f(z) := 1 fiir alle
x € D. Damit gilt

@/(” = tm i Gem o)

— lim 1 9@ —glx+h)\ _ —4(2)
= >g<x>< i > g(z)?

h—0 gz + h

wobei wir die Stetigkeit von g in = und g(z + h) # 0 verwendet haben (beachte, dass wir
hier bei der Bildung des Grenzwerts stets © +h € D voraussetzen, auch wenn wir das nicht
explizit hinschreiben).

Der allgemeine Fall folgt nun aus der Produktregel mit

(g)/(;p) - <f-;>,(x) = f'(x)g(lx)Jrf(fE) (;)l(x)

fz)  f@)g'(x) _ f@)g(x) = f(x)g'(x)
glx)  g(@)? g(x)? '

Beispiel 9.9 (a) f:R — R, f(x) = 2", n € N. Behauptung: f'(z) = na"!
Beweis per Induktion iiber n: Fiir n = 0 folgt die Behauptung aus Beispiel 9.2(a). Fiir
n — n+1 gilt fiir f(x) = 2" = 2”2 mit der Produktregel, der Induktionsannahme
und Beispiel 9.2(b) (mit a =0 und b= 1)

fl(z) = (z"z) = (2") z+2" () =nz" "tz +2" = (n+ 1)z
— N

=ngn—1 =1

(b) f:R\{0} =R, f(x) =27 "=1/2",neN.
Setzen wir g(z) := 1/f(x) = z™, so gilt mit der Quotientenregel

! ! -n n—1
fl(x) = <;> (z) = gg(}x()ag) = ;jzn - _nxn1+1 = —na "

Fassen wir (a) und (b) zusammen, so erhalten wir fiir alle k& € Z fiir f(z) = 2% (mit
r # 0 falls k& < 0) die Gleichung f’(x) = ka*~'. Im Fall & > 0 folgt dies sofort aus
(a) mit n = k und im Fall ¥ < 0 konnen wir (b) mit n = —k anwenden und erhalten
f(x) = —nax™ ! = kabL,

(c) Fir f(x) =tanz = sinz/ cosz folgt mit der Quotientenregel

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’(z)  cos®(z) + sin?(z) 1

cos?(x) B cos?(x) ~ cos?(z)

fi(z) =
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(d) Fiir f(x) = aexp(z) gilt fiir alle a € R die Gleichung f’'(z) = aexp/(z) = aexp(x)
nach Beispiel 9.2(e) und Satz 9.8 mit A = a. Also gilt auch fiir die Funktion f(z) =
aexp(x), dass die Ableitung gleich der Funktion selbst ist.

O

Satz 9.10 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall,
f : D — R eine stetige und streng monotone Funktion und f~! : D’ — R ihre auf
D' = f(D) definierte (und nach Satz 6.13 existierende und stetige) Umkehrfunktion. Dann
gilt:

Ist f in einem Punkt y € D differenzierbar mit f/(y) # 0, dann ist f~! im Punkt z = f(y)
differenzierbar und es gilt

“1y () — 1 _ 1
U™ @ =75 = 7@

Beweis: Sei h,, eine beliebige Folge mit h, — 0, so dass fiir x,, := = + h,, die Bedingunen
r, € D' und z,, # = gelten. Setzen wir y, := f~(x,) so folgt aus der Stetigkeit von f~1
die Konvergenz y, = f~'(zn) — f~'(z) = y. Wegen f~1(D’) = D folgt y, € D und weil
f~! streng monoton und damit injektiv ist, folgt aus x,, # x auch y,, # y. Also kénnen wir
schreiben

. f_l(x+hn)_f_1(x) T f_l(ﬁn)_f_l(JU) T Yn — Y . 1
S = ST rmr AT W) P

wobei wir im letzten Schritt die Quotientenregel aus Satz 3.13 benutzt haben, den wir
wegen f’(y) # 0 anwenden diirfen. U

Beispiel 9.11 Fiir In(z) = exp~!(z) gilt
1 1 1

In'(z) = = =—.
w(z) exp/(Inz) exp(lnz) =

Damit kénnen wir nun den Beweis von Satz 6.3 fithren, d.h. den Beweis der Gleichung

exp(z) = lim (1 + %)n

n—o0

fir alle z € R.
Fiir z = 0 folgt die Behauptung sofort wegen exp(0) = 1. Fiir z # 0 gilt wegen In(1) =0

ol (1 N %> _ xln (1+2) —1In(1)

und damit wegen In’(1) =1/1 =1

38

In(1+2)—1In(1)

lim nln (1+%) =z lim

n—oo n—oo

38
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Wegen a® = exp(bln(a)) folgt

(1+ %)n = exp (nin (1+ %))

und folglich wegen der Stetigkeit von exp

nh_}ngo (1 + %)n = exp (nli_)rgonln (1 + %)) = exp(z).

Weitere Beispiele fiir die Anwendung von Satz 9.10 sind die folgenden Funktionen.

Beispiel 9.12 (a) arcsin : [—1,1] — R. Fiir z € (—1,1) ist y = arcsinz € (—7/2,7/2)
und damit sin’ y = cosy # 0. Also folgt aus Satz 9.10 fiir z € (—1,1)
1 1

-
arcs = = .
vesin' () sin’(arcsinz)  cos(arcsin )

Verwenden wir zudem die Gleichung cos(arcsinz) = /1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22
so konnen wir den Ausdruck noch vereinfachen zu

1

V1—22

(b) arctan : R — R. Wegen arctan(x) € (—n/2,7/2) fiir alle z € R gilt (vgl. Beispiel
9.9(c)) tan’(arctanx)) = 1/cos?(arctanz) # 0 fiir alle z € R. Damit ist Satz 9.10
anwendbar fiir alle z € R und es folgt

arcsin’(z) =

1

arctan’ = = cos’(arcta .
retan () tan’(arctan x)) (arctan.z)
Mit y = arctan z gilt zudem
) 2
sin 1 — cos 1
2% = tan®(y) = 2y: > LA — -1
cos?y cos?y cos?y
und folglich
1
2 2
t = =
cos”(arctan z) = cos” y T2

Damit lasst sich die Formel fiir arctan’ vereinfachen zu

arctan’(z) = cos®(arctan z) = 522
T

Satz 9.13 (Kettenregel) Seien f: D — Rund ¢g : E — R Funktionen mit f(D) C E. Sei
fin z € R differenzierbar und ¢ in y := f(z) € E differenzierbar. Dann ist die Komposition
go f in z differenzierbar und es gilt

(g0 f)(z) =g (f()f(x).
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Beweis: Nach Satz 9.4 (angewendet mit y =z + h und x = x baw. y =y + hund z = Y)
gilt

fle+h) = f(@)+ f'(@2)h+orh)
und . . .

9y +h) =g(y) + 9 W)+ eg(h)

mit @r(h)/h — 0 und @4(h)/h — 0 fir b — 0. Aus der zweiten Gleichung folgt dabei
@g(h) =0 fiir h = 0 und aus der Konvergenz ¢¢(h)/h — 0 folgt wr(h) = h(¢s(h)/h) = 0
fiir h — 0.

Aus diesen Gleichungen folgt (mit h = f'(z)h + ¢ (h))
gofw+h) = g(f(x+h) = g(f(x)+ f(@)h+er(h))

= gof(@)+4' ) (f'@h+esh) +@g(f () + @s(h))

= g)+ W (@)h+ g Werh)+ yh).

=:p(h)

Fiir diese Definition von ¢(h) folgt

p(h) _ o es(h) | pe(R)
Fiir die Terme auf der rechten Seite gilt nun
pr(h)

!
0
g (y) W

fiir h — 0 und

= h
h

wg(h) 2all) B falls o £ 0
0, falls h =0

Fiir h — 0 gilt wegen ¢s(h) — 0 auch 2 — 0 und damit

B f@htoph)
ne o @

@gi(lh) —0 und

Also konvergiert ¢(h)/h gegen 0 fiir h — 0. Es gilt also

goflx+h)=gly) +dWf(x)h+eh)=go f(z)+d(f(@)f (@)h+ e(h)

mit ¢(h)/h — 0, woraus die Behauptung wiederum mit Satz 9.4 (angewendet mit y = x+h)
folgt. U

Beispiel 9.14 (a) h(x) = z® fir a € R. Wegen 2 = exp(alnx) kann h(z) als go f mit
f(z) = alnz und g(x) = exp(z) geschrieben werden. Damit folgt aus der Kettenregel

1 1
W(z) =g (f(x))f (z) = exp(alnz)a— = z%a— = az®L.
x T
Die bereits in Beispiel 9.9(a) und (b) hergeleitete Formel gilt also nicht nur fiir ganz-

zahlige sondern auch fiir reelle Exponenten.
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(b) h(z) = aexp(bz) mit a,b € R. Nach der Kettenregel mit f(z) = bx und g(x) =
aexp(z) und Beispiel 9.9(d) gilt dann

W(@) = ' (f(2))f'(x) = aexp(ba)b = baexp(b).

was wir auch als h/(z) = bh(x) schreiben kénnen. Insbesondere erfiillt die Funktion
h(z) = aexp(—Az) also das radioaktive Zerfallsgesetz aus Beispiel 9.3(b).

9.3 Einseitige Ableitungen

Als Erweiterung des Ableitungsbegriffs kann man die rechtsseitige und linksseitige Ableitung

f(z+h) = f(z) flz+h) = f(z)

/ -—_ 3 / -—_ 3
fi(x) = %1{»1% Y und  fL(z) = }gr(l) Y
h>0,z4+heD h<0,z4+heD

definieren, wobei wir wiederum voraussetzen, dass Folgen h, — 0 mit den angegebenen
Bedingungen existieren (ansonsten existieren die angegebenen Ableitungen nicht). Diese
einseitigen Ableitungen existieren fiir den Absolutbetrag f(z) = |x| und es gilt f| (z) =1
und f’ (z) = —1. Allgemein gilt der folgende Satz.

Satz 9.15 Sei f : D — R eine Funktion und « € D ein Punkt, in dem die rechts- und
linksseitigen Ableitungen f (z) und f’ (z) existieren. Dann ist die Funktion genau dann
in z differenzierbar, wenn f! (x) und f’ (z) iibereinstimmen. In diesem Fall gilt

fl(@) = fi(z) = fL(2).

Beweis: Sei f in z differenzierbar. Dann gilt nach der Definition der Ableitung und des
Grenzwerts fiir Funktionen fiir jede Folge h,, — 0 mit h,, # 0 und x + h,, € D

i 1) =S

hn—0 hoy,
Insbesondere gilt diese Konvergenz also fiir alle Folgen mit h,, > 0 und x + h,, € D, woraus
fi(x) = f'(x) folgt und fiir alle Folgen mit h,, < 0 und = + h,, € D, woraus f’ (z) = f'(x)
folgt. Also folgt f (z) = f_(x) = f'(x).
Nehmen wir umgekehrt an, dass f/ () und f’ (x) existieren und iibereinstimmen und sei
h, — 0 eine Folge mit = + h,, € D fiir alle n € N. Dann kénnen wir h,, in die Teilfolgen
hi;, > 0 und hj, < 0 zerlegen. Dann gilt

k—o0 h

= fi(x) und kli{?o flz+ h;Lk) — f(z)

: : = fL(z)
i Ik

Aus f!(z) = f(x) folgt, dass beide Teilfolgen gegen den gleichen Wert konvergieren.
Daher existiert der Grenzwert

i 1@+ 1) = @)

n—00 ho, ’

woraus die Differenzierbarkeit folgt. U
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Bemerkung 9.16 Wenn wir eine differenzierbare Funktion f : D — R betrachten, deren
Definitionsmenge ein abgeschlossenes Intervall D = [a, b] ist, so erhalten wir bei Verwen-
dung der Ableitungsdefinition 9.1 fiir x = a stets den rechtsseitigen Grenzwert und fiir
x = b stets den linksseitigen Grenzwert. Der Grund ist, dass fiir x = a und A # 0 in D nur
Werte der Form z + h mit A > 0 enthalten sind und fiir z = b nur Werte der Form x + h
mit A < 0. Das Gleiche gilt bei halboffenen Intervallen an den Randpunkten, die zu dem
Intervall dazugehoren.

Eine Folgerung aus dieser Tatsache ist, dass eine Funktion, die in einem Punkt a € D
nicht differenzierbar ist, differenzierbar werden kann, wenn wir die Definitionsmenge ein-
schrénken.

Als Beispiel dafiir dient die Betragsfunktion f(z) = |z|. Als Funktion auf D = R ist diese
wie bereits gesehen in z = 0 nicht differenzierbar. Betrachten wir die Funktion aber auf der
Definitionsmenge D = [0,00), so gilt f(z) = |z| = x. Die Funktion ist also fiir alle x € D
differenzierbar und es gilt f’'(z) = 1.

Diese Tatsache kann zu dem falschen Schluss verleiten, dass die Betragsfunktion auch auf
D = R in z = 0 differenzierbar ist, was sie aber natiirlich nicht ist. Der Grund dafir
ist, dass wir durch die Einschrankung auf [0,00) in = 0 nur die rechtsseitige Ableitung
berechnet haben.

Bei offenen Definitionsbereichen der Form D = (a, b) (oder auch D = (a,00), D = (—00,b)
oder D = (—o0,00) = R) féllt dieses Problem weg, da D dann keine Randpunkte enthilt,
d.h. fiir jedes x € D existieren sowohl Folgen h, — 0 mit h, > 0 und = 4+ h,, € D als auch
Folgen h, — 0 mit h, < 0 und = + h,, € D. Aus diesem Grunde bevorzugt man bei der
Berechnung von Ableitungen oft offene Intervalle als Definitionsbereich.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die Betragsfunktion f(x) = |z|. Auf der Definiti-
onsmenge D = (0, 00) gilt wie oben f’(z) =1 fiir alle z € D. Da das Intervall offen ist, ist
dies nun auch tatséchlich fiir alle x € D die richtige Ableitung. o

9.4 Die Ableitung als Funktion

Bisher haben wir Ableitungen immer nur in einem festen Punkt x € D betrachtet. Die
Schreibweise f'(z) fiir die Ableitung legt aber nun nahe, dass die Ableitung selbst wieder
als Funktion aufgefasst werden kann. Das ist tatséchlich so, wenn wir die folgende Definition
verwenden.

Definition 9.17 Eine Funktion f : D — R heifit differenzierbar (auf D), wenn sie fiir alle
x € D differenzierbar ist. Die Ableitung kann dann als Funktion

ff:D—=R, f:zw f(2)
aufgefasst werden. a
Wenn die Ableitung f' : D — R nun selbst wieder eine Funktion, so kann man diese

natiirlich auch selbst wieder ableiten, falls sie differenzierbar ist. Wir kénnen also ) (z) :=
(f")(z) und gegebenenfalls auch f®)(z) := ((f')’)(z) usw. definieren.

Dies ist gerade der Inhalt der folgenden induktiven Definition.
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Definition 9.18 (i) Fiir eine Funktion f : D — R definieren wir die héheren Ableitungen
f® DR

o fiir k=0 als fO(z) := f(z) fiir alle x € D
e fiir k=1,2,3,... induktiv als
F®(z) = (F* DY (2) fiir alle 2 € D,
sofern f*=1) . D — R differenzierbar ist.

Beachte, dass f*) : D — R damit gerade fiir solche k > 1 definiert ist, fiir die f& : D — R
fiir alle [ € {0, ...,k — 1} definiert und differenzierbar ist.

(ii) Falls die Bedingung “f (k=1) . D — R ist differenzierbar” fiir alle k = 1,...,n und ein
n € N erfiillt ist (und die Definition aus (i) damit fir k£ = 1,...,n anwendbar ist), so heifit
f n-mal differenzierbar. Falls die Bedingung fiir alle & € N erfiillt ist, so heifit f unendlich
oft differenzierbar.

(iii) Falls die Funktion f n-mal differenzierbar ist und f () . D — R stetig ist, so heifit
f n-mal stetig differenzierbar. Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
wird mit C™(D,R) bezeichnet (oder auch kurz mit C™, falls D aus dem Kontext klar ist).

o

Die “nullte” Ableitung f(*) gem#fB dieser Definition ist nichts anderes als die Funktion selbst
und () ist gerade f’. Statt f()(z) schreibt man auch f”(z) und statt f©®)(z) manchmal
auch f”(x). Alternativ schreibt man f(")(x) auch als

d” d”
Ly as

T () oder T

().

Beispiel 9.19 (a) Fiir f(x) = sinx gilt
FO(z) =sin’z =cosz, fP(z)=cos’z=—sinz,

fO(z) = —sin’z = —cosz, [fW(z)=—cos’z=sinz,...

Da f@ = 70 gilt, wiederholt sich diese Abfolge beliebig oft, damit ist sin 2 unendlich
oft differenzierbar.

(b) Fiir f(x) = x|x| mit D = R gilt fiir x € [0, 00), dass f(z) = 22 ist, also folgt f/(z) = 2z
fiir > 0 und f/(0) = 0. Fiir z € (—00,0] gilt f(z) = —2* und damit f'(z) = —2z
fir z < 0 und f”(0) = 0. Damit ist die Funktion fiir alle 2 € R differenzierbar, denn
fiir z # 0 haben wir die Ableitung explizit ausgerechnet und in x = 0 stimmen der
linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert iiberein. Insgesamt gilt damit

f'(a) = 2.

Diese Funktion wiederum ist zwar stetig, in = 0 aber nicht mehr differenzierbar
und damit nicht differenzierbar auf D = R. Die Funktion f(z) = z|z| ist auf D =R
folglich einmal stetig differenzierbar aber nicht zweimal differenzierbar.
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Bemerkung 9.20 (Geometrische Interpretation der zweiten Ableitung) Geome-
trisch ist der Wert der ersten Ableitung f’(z) einer Funktion in einem Punkt x € D
gerade die Steigung der Funktion. Auch die zweite Ableitung kann man geometrisch in-
terpretieren: Zunichst einmal ist die zweite Ableitung f” natiirlich geméfl der induktiven
Definition nichts anderes als die Steigung der ersten Ableitung f’. Was bedeutet dies aber
fiir die Funktion f selbst? Betrachten wir dazu alle z aus einem offenen Intervall (a, b).

Wenn f”(x) > 0 gilt fiir alle 2 € (a,b), so steigt f/(x) in diesem Intervall an'. Da f’(z) nun
wiederum die Steigung von f in z angibt, bedeutet das, dass die Steigung der Funktion
f im Intervall (a,b) zunimmt. Fiir den Graphen bedeutet das, dass dieser “nach oben”
gekriimmt ist. Umgekehrt nimmt die Steigung von f im Intervall (a,b) ab, falls f”(z) < 0
ist fiir alle x € (a,b). Die Funktion ist also “nach unten” gekriimmt. Im Fall f”(x) = 0 fiir
alle z € (a,b) nimmt die Steigung weder zu noch ab, sie ist also konstant und die Funktion

f ist im Intervall (a,b) iiberhaupt nicht gekriimmt — ihr Graph ist in diesem Intervall
also eine Gerade. Zusammengefasst gibt f”(z) geometrisch also gerade die Kriimmung der
Funktion f im Punkt x an. a

Wir hatten die Einfiihrung der hoheren Ableitungen damit begriindet, dass die Ableitung
selbst wieder eine Funktion von D nach R ist, wenn die Funktion f in allen x € D differen-
zierbar ist. Daraus ergibt sich die Frage, ob man hohere Ableitungen auch definieren kann,
wenn f nur in einem einzelnen Punkt x € D differenzierbar ist.

Tatséchlich geht das nicht, denn dann wire f’ nur fiir dieses x definiert, man benétigt aber
z.B. schon zur Berechnung der zweiten Ableitung, dass der Definitionsbereich von f’ eine
Folge mit z,, = x+ h,, = x und x,, # x enthilt. Eine solche Folge kann es aber nicht geben,
wenn f/ nur in z aber nicht in einer Umgebung von x definiert ist.

Trotzdem kann man die Idee der Differenzierbarkeit in nur einem Punkt auf hohere Ablei-
tungen iibertragen. Hinreichend dafiir ist z.B., dass f’ (bzw. allgemein f*~1) auf einem
offenen Intervall der Form (x — e,z + ¢) fiir ein € > 0 definiert und in allen Punkten aus
diesem Intervall differenzierbar ist. Das € darf dabei beliebig klein sein, muss aber positiv
sein. Dies fiithrt auf die folgende Definition.

Definition 9.21 Fiir ein n € N heifit eine Funktion f: D — R in einem Punkt z € D n-
mal differenzierbar, wenn ein € > 0 existiert, so dass die Funktion auf dem eingeschrénkten
Definitionsbereich D = (z — €,z + ¢) n-mal differenzierbar ist. O

Beachte, dass diese Definition voraussetzt, dass der urspriingliche Definitionsbereich fiir
das gegebene z ein Intervall der Form (z — e,z 4 ¢) ist. Dies ist z.B. immer dann fiir alle
x € D erfiillt, wenn D ein offenes Intervall ist. Dies ist ein weiterer Grund dafiir, dass man
bei der Berechnung von Ableitungen offene Intervalle als Definitionsbereiche bevorzugt.

'Dies ist anschaulich einsichtig, formal werden wir dies in Satz 10.6 beweisen.
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Kapitel 10

Anwendungen der
Differentialrechnung

Stand:
In diesem Kapitel besprechen wir verschiedene Anwendungen der Differentialrechnung. 17. August 2018

10.1 Extremwerte und der Mittelwertsatz

Extremwerte sind Minima und Maxima einer Funktion. Speziell betrachten wir hier lokale
Minima und Maxima gemé&fl der folgenden Definition.

Definition 10.1 Sei f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f in einem x € D ein
lokales Minimum besitzt, falls ein € > 0 existiert, so dass gilt

flz) < f(y) firaley e (x—e,z+¢)ND.

Das Minimum heifit strikt, falls die obige Ungleichung mit < erfiillt ist fiir y # x. Der
Punkt = heifit (strikte) Minimalstelle von f.  Analog definieren wir das (strikte) lokale
Maximum mit > bzw. >. O

Wir hatten in Abschnitt 5.4 das Infimum und Supremum der Menge
{f(y)|y e D}

betrachtet. Insbesondere hatten wir in Satz 5.14 bewiesen, dass diese Menge ein Minimum
f(g) und ein Maximum f(p) besitzt, wenn D = [a, b] ist (also ein abgeschlossenes Intervall)
und f stetig ist. Es gilt also

fl@) < fly) und f(p)> f(y) fiiralleye D.

Daher werden f(q) und f(p) globales Minimum bzw. Maximum genannt. Man sieht leicht,
dass jedes globale Minimum (bzw. Maximum) auch ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
ist. Umgekehrt muss das aber natiirlich nicht gelten.

Fiir differenzierbare Funktionen kann man lokale Minima und Maxima an der Ableitung
erkennen, falls die Definitionsmenge ein offenes Intervall ist.

149
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Satz 10.2 Sei D ein (nicht notwendigerweise beschrénktes) offenes Intervall. Dann gilt fiir
jedes z € D, in dem f differenzierbar ist, die Folgerung

[ Dbesitzt in z ein lokales Minimum oder Maximum = f'(z) = 0.

Beweis: Wir beweisen den Fall des Minimums. Wir wéhlen € > 0 so klein, dass die Unglei-
chung aus der Definition des Minimums auf (z — e, + ¢) gilt und dass (x — e, +¢) C D
gilt (beachte, dass die zweite Bedingung im Falle von ein- oder beidseitig beschrinkten
Intervallen (a,b), (a,00) oder (—oo,b) fiir alle ¢ > 0 mit € < x — a bzw. ¢ < b — z erfiillt
ist).

Da die Funktion nach Annahme in x differenzierbar ist, existieren nach Satz 9.15 die
einseitigen Ableitungen und es gilt f'(z) = fi(z) = f.(z). Fir jede Folge h, — 0 gilt
nun x + h, € (r —e,x + ¢) fur alle hinreichend grofien n. Fiir h, > 0 folgt aus der
Minimumseigenschaft fiir diese n die Ungleichung

[+ hn) — f(z)
hn

>0

und damit f’ () < 0. Fiir h,, < 0 folgt

fla+h) = f@) _
hn -

und damit f/ (z) > 0. Aus f'(z) = f () = f_(z) folgt also f'(x) > 0 und f'(x) < 0, was
nur fiir f/(x) = 0 erfiillt sein kann. U

Beispiel 10.3 (i) Fiir f(x) = 22 mit D = R besitzt f in 2 = 0 wegen 0> = 0 und 22 > 0
fiir alle € R\ {0} offenbar ein (sogar striktes) lokales Minimum. Wegen f'(z) = 2z gilt
wie erwartet f/(0) = 0.

(ii) Fiir die konstante Funktion f(z) = ¢ mit beliebigem ¢ € R besitzt f in jedem z ein
lokales Minimum (und auch Maximum, beides aber natiirlich nicht strikt). Wegen f’(z) =0
ist die Ableitung tatséchlich auch iiberall gleich 0.

(iii) Fiir abgeschlossene Intervalle gilt Satz 10.2 nicht, falls sich die Extremstellen am Rand
des Intervalls befinden. So besitzt z.B. die Funktion f(z) = = auf dem abgeschlossenen
Intervall [—1, 1] ein lokales (und auch globales) Minimum in = —1 und ein lokales (und
ebenfalls auch globales) Maximum in « = 1. Es gilt aber f/(x) = 1 fiir alle z, die Ableitung
ist also nicht gleich 0.

(iv) Die Bedingung aus Satz 10.2 ist nur eine hinreichende Bedingung, d.h. aus f’(x) = 0
ldsst sich im Allgemeinen nicht folgern, dass x ein Minimum oder Maximum ist. Ein Beispiel
dafiir ist die Funktion f(x) = 3. Offensichtlich besitzt f in # = 0 weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum, denn fiir z > 0 gilt f(z) > 0 und fir = < 0 gilt
f(z) < 0. Trotzdem gilt wegen f’(z) = 322 die Gleichung f’(0) = 0. o
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Wie kann man nun sicherstellen, dass in einem Punkt z € D mit f'(z) = 0 tatséchlich ein
lokales Maximum oder Minimum existiert und wie kann man Maxima und Minima unter-
scheiden? Hierfiir ben6tigen wir als Hilfsmittel den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Dieser stellt eine Beziehung zwischen den Funktionswerten von f und den Werten der Ab-
leitung dar. Der folgende Satz von Rolle gibt zunéchst eine vereinfachte Version dieses
Satzes, aus der wir den eigentlichen Satz danach leicht folgern kénnen.

Satz 10.4 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b), die
auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein £ € (a,b) mit f/(§) = 0.

Beweis: Falls f konstant auf [a, b] ist, ist die Ableitung auf ganz (a, b) gleich Null und die
Aussage folgt sofort fiir jedes £ € (a, b).

Andernfalls gibt es ein zg € (a,b) mit f(zo) < f(a) oder f(xo) > f(a). Da f stetig ist,
existieren nach Satz 5.14 Punkte p, g € [a, b] mit

f(p) = min{f(z)|z € [a,b]} und [f(q) = max{f(z)|x € [a,b]}.

Im Fall f(zo) < f(a) = f(b) muss p € (a,b) gelten und im Fall f(xo) > f(a) = f(b) muss
q € (a,b) gelten. Da globale Minima/Maxima auch lokale Minima/Maxima sind, muss nach
Satz 10.2 also f'(p) = 0 oder f’(q¢) = 0 gelten. Die Behauptung folgt im ersten Fall mit
¢ = p und im zweiten Fall mit £ = q. 1l

Satz 10.5 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein £ € (a, b) mit

ey J(0) = f(a)
(€)= Tb_a
Beweis: Wir definieren die Funktion
f(a) — f(b)

Fiir diese gilt

f(a) — f(b)
b—a

fla) = f(b)

gla) = f(a) + o

(@ —a) = f(a), g(b)=f(b)+ (b—a) = f(a).
Da g als Summe stetiger und differenzierbarer Funktionen auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar ist, sind die Voraussetzungen des Satzes von Rolle erfiillt. Es existiert also

ein ¢ € (a,b) mit ¢’'(§) = 0. Wegen

folgt
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Um einen Bezug zu den Extremwerten herzustellen, betrachten wir die folgende Folgerung
aus dem Mittelwertsatz.

Satz 10.6 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a, b) differenzierbar ist. Wenn
fiir alle z € (a,b) die Ungleichung

f'(x) >0 (bzw. f'(z) >0, f'(z) <0, f'(x) <0)

gilt, so ist f auf [a, ] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton fallend,
streng monoton fallend).

Beweis: Wir beweisen den Fall f'(z) > 0, die anderen Fille werden analog bewiesen.
Angenommen, f sei nicht streng monoton wachsend. Dann gibt es 1, z2 € [a, b] mit z1 < z2
und f(z1) > f(x2). Nach dem Mittelwertsatz existiert dann ein £ € (21, z2) mit

f’({) _ f(x2) — f(z1) <0,

T2 — I

was der Annahme f’(z) > 0 fiir alle z € (a,b) widerspricht. U

Betrachten wir nun wieder die Extremwerte. Eine Mdoglichkeit zu entscheiden, ob im Falle
von f’(x) = 0 tatséichlich ein Minimum oder Maximum vorliegt, geht iiber die Betrachtung
der zweiten Ableitung.

Satz 10.7 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a,b) zwei mal differenzierbar
ist. Sei z € (a,b) mit f'(x) = 0 gegeben. Dann gelten die Folgerungen

f"(x) > 0= f besitzt in z ein striktes lokales Minimum

und
I"(z) < 0= f besitzt in z ein striktes lokales Maximum.

Beweis: Wir beweisen den Fall f”(z) > 0. Aus

0< f“(ﬂ?) — %11&) f/(x—i_h})L B f/(l‘)

folgt die Existenz von & > 0, so dass

[z +h) - f'(x)

Y >0

gilt fiir alle h € R mit |h| < e: Wire das nicht der Fall, so gébe es betragsméBig beliebig
kleine A mit Flath) - )

h S 07
woraus fiir h — 0 auch f”(z) <0 folgen wiirde.
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Fiir h € (0,¢) folgt daraus
f'@+h) > f'(z) =0,

weswegen f auf [z, z + €] nach Satz 10.6 streng monoton wachsend ist. Es gilt also f(z) <
f(y) fur alle y € (z,z + €]. Analog sieht man, dass f auf [z — ¢, z] streng monoton fallend
ist, woraus f(x) < f(y) fiir alle y € [z — &, ) folgt. Also besitzt f in x ein striktes lokales
Minimum. U

Beispiel 10.8 (i) Fiir f(z) = 22 gilt f'(x) = 22 und f"(x) = 2. Also ist f/(0) = 0 und
f(0) = 2. Folglich existiert in = 0 ein lokales Minimum.

(ii) Fiir f(x) = 23 besitzt f in = 0 weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum,
f"(0) kann also weder positiv noch negativ sein, muss also gleich 0 sein. Aus f/(r) = 322
folgt f”(x) = 6z, also gilt tatséichlich f”(0) =6-0=0.

(iii) Die Bedingungen aus Satz 10.7 sind nur hinreichend aber nicht notwendig, d.h. auch
im Falle f'(z) = 0 und f”(x) = 0 kann f in z ein striktes lokales Minimum oder Maximum
besitzen. Ein Beispiel dafiir ist die Funktion f(z) = 2% in 2 = 0. Hier existiert in x = 0
wegen x* > 0 fiir  # 0 ein striktes lokales Minimum. Trotzdem gilt wegen f”(z) = 1222,
dass f”(0) = 0 ist. o

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch iiberlegen, ob wir unter geeigneten
Bedingungen aus f/(z) = 0 auch die Existenz eines globalen Minimums oder Maximums
folgern konnen. Tatséchlich geht das, wenn man Funktionen mit passenden Eigenschaften
betrachtet.

Definition 10.9 Sei D ein (nicht unbedingt beschrénktes) Intervall. Eine Funktion f :
D — R heiit konvex, wenn fiir alle 1,29 € D mit z; # x9 und alle A € (0,1) die
Ungleichung

FAzy 4+ (1= X)) < Af(x1) + (1= N) f(z2)

gilt. Sie heifit strikt konvez, wenn die Ungleichung mit < statt < erfiillt ist. Die Funktion
heifit konkav (bzw. strikt konkav), wenn die obige Ungleichung mit > (bzw. >) erfiillt
ist. a

Beachte, dass f genau dann (strikt) konvex ist, wenn — f (strikt) konkav ist.

Konvexitit und Konkavitdt kann man wiederum mit der zweiten Ableitung tiberpriifen.
Wir formulieren den entsprechenden Satz fiir konvexe Funktionen.

Satz 10.10 Sei D ein offenes (nicht unbedingt beschrinktes) Intervall und f : D — R
zwei mal differenzierbar. Dann gilt: Falls f”(z) > 0 gilt fiir alle 2 € D so ist f konvex und
falls f”(x) > 0 gilt fiir alle z € D so ist f strikt konvex.

Beweis: Wir beweisen den strikt konvexen Fall. Aus f”(x) > 0 folgt mit Satz 10.6, dass
f! streng monoton wachsend ist.
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Seien nun z1,x2 € D mit 1 # x2 und A € (0,1) gegeben. O.B.d.A. sei x; < x3. Setzen wir
x = Ax1 + (1 — N)xg so folgt « € (z1,z2) und nach dem Mittelwertsatz gilt

IO =Io) _ jgy) < (g = 122110

Dabei haben wir fiir die mittlere Ungleichung ausgenutzt, dass §; € (x1,x) und & € (z, x2)
gilt, woraus & < & und daraus mit der Monotonie von f’ die verwendete Ungleichung
folgt.

Aus der Definition von z folgt nun x — 1 = (1 — A\)(z2 — z1) und x93 — z = A(z2 — z1).

Damit erhalten wir
f(z) = f(x1) < f(x2) — f(7)
1—-A A '

Multiplikation der Gleichung mit A und 1 — A liefert dann

A(f(2) = f(z1)) < (1= N)(f(22) = f(=)),

woraus die gesuchte Ungleichung aus der Definition der strikten Konvexitét folgt. U

Beispiel 10.11 (i) Mit Hilfe der zweiten Ableitungen iiberpriift man, dass z.B. die Funk-
tionen f(r) = exp(z) und f(z) = 22 strikt konvex sind.

(ii) Jede lineare Funktion f(x) = az ist sowohl konvex als auch konkav, beides aber nicht
strikt.

(iii) Man kann (mit einem lingeren Beweis, vgl. z.B. Forster [6, §16]) beweisen, dass aus
Konvexitit umgekehrt f”(z) > 0 fiir alle 2 € D folgt. Aus strikter Konvexitit folgt aber
nicht f"(x) > 0 fiir alle z € D. Ein Beispiel hierfiir ist die strikt konvexe Funktion f(x) =
x4, fiir die aber f”(0) = 0 gilt. o

Den Zusammenhang zwischen Konvexitdat und der Existenz von Minima ist nun durch den
folgenden Satz gegeben.

Satz 10.12 Sei D ein offenes (nicht unbedingt beschrénktes) Intervall und f : D — R eine
konvexe Funktion. Sei x € D mit f’(z) = 0 gegeben. Dann ist z ein globales Minimum.
Falls f strikt konvex ist, ist = ein striktes globales Minimum, d.h. es gilt f(z) < f(y) fiir
alle y € D mit y # z.

Beweis: Wir beweisen zunichst die globale Minimumseigenschaft. Fiir x1,29 € D mit
x1 < a9 und A € (0,1) gilt

fQzi+ (A= Naz) = fler) _ fOz1+ (1= Nao) — f21)
)\$1+(1 —)\)IEQ — I (1—)\)(1‘2—561)
M(x1) + (1 = A) f(z2) — f(21)
(1= A) (w2 — 1)
(1 =N (f(z2) — f(21))
(1 — )\)(xg — .%‘1)
f(x2) — f(21)

T2 — X1 ‘

IN
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Beachte, dass wir fiir die Ungleichung benétigen, dass der Nenner positiv ist, was wegen
z1 < 2o und A < 1 aber der Fall ist.

Weil fiir A — 1 die Konvergenz Az1 + (1 — \)zg — x1 folgt, gilt also
) = tim TOTF A= Na) = F@1) _ flz2) = f@r),

A=l Az 4 (1= Nxg — 2y To — X1

Mit einer analogen Rechnung beweist man die Ungleichung

() > fl@2) — f(l'l).
T2 — X1
Daraus folgt, dass f’ monoton wachsend ist. Aus f’(x) = 0 folgen also fiir alle y € D die
Ungleichungen f/(y) > 0 falls y > z und f’(y) < 0 fiir y < x. Nach Satz 10.6 ist f also
monoton fallend auf allen Intervallen der Form [a, z] C D und monoton wachsend auf allen
Intervallen der Form [z,b] C D. Damit folgt f(a) > f(x) fir alle a € D mit a < x und

f(z) < f(b) fur alle b € D mit x < b. Folglich ist f(z) ein globales Minimum.

Sei f nun strikt konvex. Wir nehmen an, dass f(x) kein striktes Minimum ist, d.h. dass
y # x existiert mit f(z) = f(y). Aus der strikten Konvexitét, folgt dann fiir jedes A € (0, 1)

FOz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y) = f(2),

was der Tatsache widerspricht, dass f(z) ein globales Minimum ist. Also muss f(x) auch
ein striktes Minimum sein. 0

10.2 Die Taylor-Entwicklung

Fiir viele Anwendungen — z.B. wenn man komplizierte Funktionen mit dem Computer
bearbeiten moéchte — ist es sinnvoll, diese ndherungsweise durch einfachere Funktionen
darzustellen. Besonders schone “einfache Funktionen” sind die Polynome, also Funktionen
der Form

P(x) = apz™ + an_12" 1+ .+ az + ag,

wobei n € N der Grad und die Parameter ag,...,a, € R die Koeffizienten des Polynoms
sind. Polynome sind deswegen schon, weil zum Speichern eines Polynoms vom Grad n
nur die n + 1 Koeffizienten, also nur n + 1 reelle Zahlen im Computer gespeichert werden
miissen.

Es stellt sich nun die Frage, wie man zu einer gegebenen Funktion f ein Polynom P mit
vorgegebenem Grad n € N findet, das in der Nihe eines gegebenen Punktes zp € R gut
mit der Funktion iibereinstimmt, d.h. dessen Werte P(z) fiir z nahe zp nur wenig von den
Funktionswerten f(z) abweichen.

Die anschauliche Idee der Taylorentwicklung liegt nun darin, das Polynom gerade so zu
bestimmen, dass sein Funktionswert und die ersten n Ableitungen in zg mit denen von
f iibereinstimmen. Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass f in zy hinreichend oft diffe-
renzierbar ist. Um die Rechnung zu vereinfachen, empfiehlt es sich, das Polynom in der
Form

Px) =an(z —20)" + an_1(x —20)" F + ...+ ay(x — x0) + ao
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zu schreiben. Durch Ausmultiplizieren sieht man leicht, dass dies tatséchlich wieder ein
Polynom der obigen Form (allerdings mit anderen Koeffizienten) ist. Durch sukzessives
Ausrechnen der Ableitungen erhilt man die Formel

PR (z0) = klap, firk=0,...,n.

Wenn wir also wollen, dass die Gleichung P®)(z9) = f®) () fiir k = 0,...,n gilt, so
miissen wir aj, = f*) /k! setzen, d.h. wir miissen P definieren als

k) (g
Px):=>" f k(, ) (z — m0)". (10.1)
k=0

Dieses Polynom wird Taylorpolynom (vom Grad n) von f in xg genannt.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Differenz zwischen f(z) und P(z).

Satz 10.13 Es sei D ein offenes Intervall, f : D — R n + 1-mal differenzierbar und P aus
(10.1). Dann existiert fiir jedes x € D mit z > g ein § € (zg, z) mit
)n+1

(SL‘—LE n
SO

f(z) =P(z)+ R, mitR,:= HCESVE

Die gleiche Aussage gilt fiir x < xp mit £ € (x,x0). Der Ausdruck R,, wird Lagrangesches
Restglied genannt.

Zum Beweis von Satz 10.13 bendtigen wir die folgende Verallgemeinerung des Mittelwert-
satzes der Differentialrechnung. Beachte, dass wir die bisherige Form aus Satz 10.5 aus
dieser Verallgemeinerung erhalten, indem wir g(z) = x wihlen.

Satz 10.14 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es seien
f,9:la,b] = R stetige Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind mit ¢'(z) # 0 fiir alle
x € (a,b). Dann ist g(b) — g(a) # 0 und es existiert ein £ € (a,b) mit

Beweis: Aus dem Satz von Rolle folgt zunéchst, dass tatséchlich g(b) — g(a) # 0 gilt, denn
ansonsten wire g(a) = g(b) und es miisste ¢’(x) = 0 gelten fiir ein x € (a,b).

Definiere nun die Funktion
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also h(b) = h(a). Folglich existiert nach dem Satz von Rolle ein § € (a,b) mit

0="1'(&) = (9(b) — g(a) f'(§) — (f(b) — f(a))g'(€),
woraus die Behauptung folgt. U

Beweis von Satz 10.13: Definiere die Funktion

g(x) = f(z) — P(z).
Wegen ¢®)(z) = f®)(z) — P®)(z) erfiillt diese Funktion

(i) g ist n + 1 mal differenzierbar auf D
(ii) g(ao) = ¢'(z0) = ... = g™ (20) = 0

Wir beweisen, dass fiir jede Funktion g : D — R mit (i) und (ii) und jedes x > z¢ ein
€ € (xo,x) existiert mit
(:L' _ xo)nJrl (n+1)
=-———¢\" . 10.2
ola) = U (E) (10.2)
Hieraus folgt die Behauptung des Satzes, denn da P ein Polynom vom Grad n ist, folgt
PO+ (1) = 0 fiir alle € R und damit g(”Jrl (z) = f D) (z) — POAD () = frD) (g),

Den Beweis von (10.2) fithren wir per Induktion iiber n. Fiir n = 0 folgt wegen g(zp) = 0
aus dem iiblichen Mittelwertsatz

r — X T — X0

und damit (10.2) fir n = 0.

Fiir n — n + 1 betrachten wir eine Funktion, die (i) und (ii) fiir n 4+ 1 (an Stelle von n)
erfiillt. Wir miissen beweisen, dass fiir diese Funktion (10.2) mit n + 1 an Stelle von n gilt.

Wenn ¢ (i) und (ii) mit n + 1 erfiillt, so erfiillt die Funktion ¢’ die Bedingungen (i) und
(ii) fiir n und nach Induktionsannahme kénnen wir schliefen, dass (10.2) fiir g und n gllt
Wihlen wir also ein beliebiges € € D mit £ > z¢ und wenden (10.2) mit x = Eund g = ¢
an, so existiert ein ¢ € (2o, &) mit

= (€= @)t

9O =" 9" e (10.3)

wobei wir ¢/t = ¢("+2) yerwendet haben.

Wir wenden nun den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf die Funktion g (an Stelle von
£) und h(z) = (z — 20)"*? (an Stelle von g) auf [zg, ] an. Damit existiert ein £ € (xo, z),

so dass B
9'(€) _ g(x) —g(xo)
W(E)  h(z)— h(xo)

gilt, woraus mit der speziellen Wahl von g und h die Gleichung

SR
§)  (n+2)(§—zo)"t?

\/
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folgt. Setzen wir nun den Ausdruck fiir ¢’(£) aus (10.3) hier ein, so erhalten wir

glz)  _ (E—x)" g _ 9"

(z—a0)"2 (D (n+2)( —ao) ! (42

was gerade die zu beweisende Gleichung (10.2) ist. U

Bemerkung 10.15 Ahnlich wie das “kleine” Landau-Symbol o(-), das wir in Bemerkung
9.5(i) eingefiihrt haben, definiert man das grofie Landau-Symbol O(-) wie folgt: Fiir eine
Funktion » : R — R, fiir die es Konstanten ¢,C > 0 und ein p € N gibt, so dass die
Ungleichung
r(h)]
hp
gilt fiir alle h € (—e,e) mit h # 0, schreiben wir kurz

<C

r(h) = O(hP).

Falls die Ableitung f(™*1 auf (r — e,z + ¢) im Betrag durch ein C' beschrénkt ist fiir ein
e > 0 (was immer der Fall ist wenn f("*+1) stetig ist), so gilt fiir das Taylorpolynom P mit
dieser Schreibweise unter den Voraussetzungen von Satz 10.13

f(@) = P(z) = O((z — z0)" ™).

In dieses Form findet man die Taylorentwicklung oft angegeben. o

Beispiel 10.16 (i) Sei f(x) = sinz und z¢ = 0. Dann gilt
f(0) =sin0 =0, f(0) =cos0=1, f/(0) = —sin0 = 0,

F30) = —cos0=—1, fM(0) =sin0=0,...

und damit (fiir ungerade n)

P(‘“}):x_ﬁ*E—ﬁi"'iﬁ

Wir erhalten also gerade die Terme bis zur Ordnung n aus der Reihendarstellung des Sinus
aus Satz 8.5. Fiir n = 15 sind f und P in Abbildung 10.1 grafisch dargestellt.

Da fiir f(x) = sinz die Ungleichung |f™ (z)| < 1 fiir alle z € R und alle n € N gilt (denn
jede Ableitung ist von der Form = sin z oder + cos x), folgt aus Satz 10.13 die Abschitzung

’x‘nJrl

|f(z) — P(z)| < m

Daraus folgt, dass die Einschrénkung |z| < 14 (NN —1)/2 fiir die Abschitzung des Restglieds
rn in (8.2) gar nicht notig ist und dass die dort angegebene Schranke fiir 7y um den Faktor
1/2 verringert werden kann. Ahnlich beweist man dies mit der Taylorentwicklung fiir das
Restglied der Exponentialfunktion in Satz 6.5 und fiir den Cosinus.
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Abbildung 10.1: sinz (schwarz) und Taylor-Polynom fiir n = 15 und 29 = 0 (rot)

(i) Die sogenannte Runge-Funktion ist gegeben durch f(z) = 1/(1 + 22). Mit (etwas
langlicher) Rechnung erhélt man

F9(0) = (~1)*72%
fiir gerade k und £(*)(0) = 0 fiir ungerade k. Damit folgt (fiir gerade n)
Pl)=1-a2?+a2'— 25+ . +2™
Wiederum fiir n = 15 sind f und P in Abbildung 10.2 grafisch dargestellt. m

24

Abbildung 10.2: 1/(1 + 2?) (schwarz) und Taylor-Polynom fiir n = 15 und z¢ = 0 (rot)

Betrachtet man die Beispiele 10.16 (i) und (ii) fiir wachsende Grade n des Taylorpolynoms,
so fallt auf, dass das Polynom P im Falle des Sinus auf dem gesamten Intervall gegen den
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Sinus konvergiert, sogar auf beliebig grofien Intervallen. Im Gegensatz dazu erhélt man fiir
die Runge-Funktion an den Réndern und auBerhalb des Intervalls [—1, 1] keine Konvergenz.
Die Polynomwerte P(z) bilden hier also tatséchlich nur in einer Umgebung von xz( eine
gute Niherung fiir die Funktionswerte f(x).

Falls f : D — R unendlich oft differenzierbar ist und die iiber die Taylorpolynome entste-
hende unendliche Reihe

n p(k)
ka('xo)(x—:ro)k, neN
k=0 ’

fiir n — oo konvergiert, so nennt man diese Reihe die Taylorreihe von f in xg. Die Taylor-
reihe ist ein Spezialfall einer Potenzreihe, die allgemein von der Form

n
ch(ac —z0)*, neN
k=0

fiir Koeffizienten ¢;, € R ist.

Betrachtet man die Herleitung der Taylorreihe, so konnte man bei einem ersten Blick
vermuten, dass die Gleichung

9 £(k) (4
fa) =3 T o g (10.4)

k=0
gilt. Dies ist aber im Allgemeinen nicht richtig. Genauer koénnen zwei Probleme auftreten:

(1) Es kann sein, dass der Grenzwert

£k (5
Zf (' 0)(56—1’0)k

n
k=0
fiir gewisse « € D iiberhaupt nicht existiert.

(2) Auch wenn der Grenzwert existiert, kann es sein, dass die Gleichung (10.4) fiir manche
(oder sogar sehr viele) x € D nicht gilt.

Im Rest dieses Abschnittes untersuchen wir diese beiden Fille genauer und beginnen mit

(1).

Beispiel 10.17 Fiir die Runge-Funktion lautet die Taylor-Reihe (nach passender Umstel-
lung der Indizes)

n

Z(*l)kI‘Zk.

k=0
Beachte, dass hier zg = 0 gilt. Fiir alle * € R mit |z| > 1 gilt dann |(—1)k22| > 1,
die Summanden der Taylorreihe konvergieren also nicht gegen 0 und die Reihe konvergiert
daher nach Satz 4.5 nicht. Fiir |z| < 1 hingegen folgt die (sogar absolute) Konvergenz aus
dem Quotientenkriterium. Insgesamt konvergiert die Taylorreihe also fiir alle x € R mit
|z| < 1.
Dass sie fiir diese Werte tatséichlich gegen f(z) konvergiert, kann man beweisen, indem
man zeigt, dass der Betrag des Restglied R, fiir alle |z| < @ und |{| < a fir a < 1 durch
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einen Ausdruck b, beschrankt ist, der fiir n — oo gegen Null konvergiert. Genauer wird
dies im folgenden Satz 10.19 formuliert. Aus Zeitgriinden verzichten wir auf das explizite
Ausrechnen der Schranken b, fiir dieses Beispiel. |

Zur Beschreibung der Konvergenzeigenschaftem einer Potenzreihe macht man die folgende
Definition.

Definition 10.18 Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist die grofite Zahl r > 0, so
dass die Reihe fiir alle x € D mit |zg — x| < r fiir n — oo konvergiert. o

Wir werden in der Analysis I in Abschnitt 14.3 beweisen, dass Potenzreihen innerhalb
ihres Konvergenzradius gliedweise differenziert werden diirfen, dass also fiir |zg — z| < r
fiir die Funktion

fl@) = cp(z — x0)*
k=0

die Formel
o0

f(z) = chk(x — zo)F 7t

k=1

gilt. Hier beschrinken wir uns zunéchst darauf, den Konvergenzradius von Taylorreihen
abzuschétzen.

Fiir die Taylorreihe der Runge-Funktion in zp = 0 gilt nach dem vorhergehenden Bei-
spiel also r = 1. Tatséchlich gibt es auch Taylorreihen, deren Konvergenzradius 0 ist; die
zugehorigen Funktionen sind aber recht kompliziert darzustellen. Eine Skizze fiir die Kon-
struktion einer solchen Funktion werden wir in der Analysis IT in Abschnitt 14.5 behandeln.

Im Fall einer Taylorreihe gilt dann der folgende Satz, der die im letzten Abschnitt des
vorhergehenden Beispiels verwendete Begriindung formalisiert.

Satz 10.19 Betrachte die Taylorreihe einer Funktion f im Punkt zg € D. Fiir ein a > 0
und eine Nullfolge (b, )nen gelte fiir das Lagrangesche Restglied die Ungleichung

|R,| < by, fiir alle z,£ € D mit |z — zo| < a,| — x| < a.

Dann gilt fiir den Konvergenzradius der Taylorreihe r > a und es gilt
o0
F®) (o)
f@) =3 o)t
k=0
fiir alle z € D mit |z — x| < a.
Beweis: Aus der Annahme folgt mit Satz 10.13 die Ungleichung

nrR) (g
fz) — ka('o)(a; —20)*| = |Ry| < by — 0
k=0 ’
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fiir alle z € D mit |z — zg| < a. Damit folgt mit Satz 3.4 die Konvergenz der Reihe gegen
f(x) und damit insbesondere die Konvergenz. U

Dieser Satz stellt sowohl Konvergenz der Taylorreihe als auch Konvergenz gegen f(z) sicher.
FEinige klassische Taylorreihen, fiir die man mit Hilfe dieses Satzes Konvergenz beweisen
kann, sind

k
expr = %, reR
k=0
i . a2kt
sinx = (1) ———, z€R
!
— (2k + 1)!
>0 R
cosr = -1 , S
— (2k)!
— (DA
In(1+z) = ZTCC, x € (—1,1]
k:O:Ol
(14+2)* = Z(Z)xk ze(-1,1)
k=0
mit i
ay) a—j7+1
()15

Betrachten wir nun den oben in Punkt (2) genannten Fall, dass die Taylorreihe konvergiert,
aber nicht gegen f(z). Das folgende Beispiel gibt eine Funktion an, fiir die dies passiert.

Beispiel 10.20 Wir betrachten die Funktion

—1/22
fa={ o T

Mittels Induktion beweisen wir, dass die Ableitungen dieser Funktion von der Form

r)e /e g

sind, wobei P, ein Polynom vom Grad n ist.

Fiir n = 0 ist die Aussage klar mit Py(x) = 0. Fiir n — n + 1 gilt fiir x # 0

d d >

(n+1) _ % rn) _ % —1/z

[ @) = S0 = - (Pa/m)e )
_d 1/ Ay
= dx(Pn(l/x)))e +Pn(1/x)dxe

I /.2 /22 2

= —P,’l(l/x)?e Ve L py(1/x)e™ =
= Pn+1(1/x)e_1/x2

mit Py (1/2) = =P (1/3) 5 4+ Pu(1/2) 5.
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Fiir x = 0 gilt

r(n+1) : ( ) ( ) : n(
(0) flzli% h }ng%) h

wobei wir im letzten Schritt Satz 6.22 mit « = 1/h sowie die Ungleichung e~ I/h* < e=V/Ih
fiir |h| < 1 auf die einzelnen Summanden des Polynoms angewendet haben. Damit folgt,
dass die Ableitungen tatséchlich von der angegebenen Form sind.

Die Taylorreihe in x¢g = 0 lautet also

o SHO0) p 0
2 =g =0
k=0 k=0
und stimmt daher fiir kein « # 0 mit f(z) > 0 iiberein. o

Es muss also bei jeder Taylorentwicklung separat an Hand des Restglieds untersucht wer-
den, ob die Taylorreihe tatséchlich gegen f(z) konvergiert und fiir welche x dies gilt.

Wenn eine Funktion f : D — R fiir alle z € D durch eine Potenzreihe (also z.B. die
Taylorreihe) dargestellt werden kann, so nennt man f analytisch auf D.

10.3 Die Regeln von L’Hospital

Eine weitere Anwendung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes bilden die Regeln von
L’Hospital. Mit diesen kann man Grenzwerte der Form lim,_,, f(z)/g(z) berechnen, falls
lim, 4 g(z) = 0 oder limy_,, g(z) = oo gilt und die iibliche Quotientenregel daher nicht
anwendbar ist.

Satz 10.21 Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar und g(x) # 0 fiir alle z € (a,b). Es gelte
zudem eine der beiden Bedingungen

(i) lim f(x) =0 und limg;_, g(z) =0

Tr—ra

(ii) ilg(ll f(z) = oo und lim,_,, g(x) = +o0.

Dann gilt
/!
lim —f(m) = lim f(z)
2 g@)  #e g@)
falls der rechte Grenzwert (ggf. uneigentlich) existiert. Die analoge Aussage gilt fiir f, g :
(a,00) — R mit x — oo.

i

Beweis: Im Fall (i) kénnen wir f und g in * = a durch 0 stetig fortsetzen. Nach dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert dann fir alle z € (a,b) ein £ € (a,x] mit
F(©g(w) = () f(x) und damit

f€) _ flx)

g glx)
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Fiir  — a gilt nun wegen £ € (a, z] auch £ — a, woraus die Behauptung folgt.

Im Fall (ii) ist die Rechnung etwas aufwéndiger, weil wir die Funktionen nicht in z = a
stetig fortsetzen konnen. Fiir a < y < x < b liefert der verallgemeinerte Mittelwertsatz
zunéchst € € [y, x| mit
1) _ 1) - fla)
g€ g9ly) —g(z)

Weil f(y),g(y) — £oo fiir y — a sind beide Funktionen # 0 fiir y hinreichend nahe an a.

Es folgt
fly)  fly) —f@)1-g@)/gly) (€ 1-9g(x)/9(y)

9w)  9(y) —g(@) 1-f@)/fly) g€ 1-f2)/fy)
Wegen f(zr) — oo und g(xr) — oo fiir x — a gibt es nun Folgen (z,)neN, (Yn)nen mit
TnyYn € (a,b) und zp,yp, — a fiir n — oo und f(zy,)/f(yn) — 0, g(xn)/9(yn) — 0 (wihle
zuerst die Folge (z,,) und dann y,, so nahe an a, dass f(y,) > nf(z,) und g(y,) > ng(z,)
gilt). Sei §,, das zu x = x, und y = y,, gehorige £ aus (10.5). Damit gilt

lim @ — lim f(yn) — lim f/(gn) 1 —g(IBn)/g(yn) — lim f/(fn) — lim f/(g)
voag(y)  n=oo g(yn)  n—oo ¢'(&n) 1= f(@n)/flyn)  nooe g'(n)  €=a g'(€)

—1

(10.5)




Kapitel 11

Das Riemann-Integral

Neben der Differentialrechnung ist die Integralrechnung das zweite wesentliche Konzept
der Analysis. Anschauliche Motivation der Integralrechnung in R ist das Berechnen von
Fldcheninhalten, speziell von Flichen unter dem Graphen einer Funktion, wobei Flidchen
oberhalb der z-Achse einen positiven und Flichen unterhalb der xz-Achse einen negativen
Wert erhalten.

Aus der Schule kommend mag es zunichst verwundern, dass es mehrere verschiedene
Moglichkeiten gibt, ein Integral zu definieren. Wir werden in diesem und im nachfolgenden
Kapitel das aus der Schule bekannte Riemann-Integral von Grund auf einfithren und Ei-
genschaften und Rechenregeln fiir dieses Integral beweisen. Danach werden wir dann eine
andere Definition des Integrals betrachten, das sogenannte Lebesgue-Integral.

11.1 Integrale fiir Treppenfunktionen

Wie bereits gesagt wollen wir einen mathematischen Begriff — eben das Integral — defi-
nieren, der einer gegebenen Funktion f : D — R die Grofle der Fliche unter dem Funkti-
onsgraphen zuordnet. Das Integral ist also eine Abbildung von der Menge der Funktionen
in die reellen Zahlen; eine solche Abbildung wird Funktional genannt.

Fiir die folgende Klasse von Funktionen ist die Berechnung des Flédcheninhalts sehr einfach.

Definition 11.1 Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, wenn es Punkte xy,
k=0,....,n,n €N,
a=xp <1 <9< ...<Tp,=0>

gibt, so dass f auf jedem offenen Intervall (zx,zr11), K = 0,...,n — 1 konstant gleich ¢
fiir ein ¢, € R ist. Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b] bezeichnen wir mit T'(a, b).
a]

Bemerkung 11.2 (i) Beachte, dass die Menge der Punkte {z, ..., x,} — die sogenannte
Unterteilung des Intervalls [a,b] — in Definition 11.1 nicht eindeutig ist. Z.B. ist die ge-
forderte Konstantheitsbedingung stets weiterhin erfiillt, wenn wir beliebige weitere Punkte
aus [a, b] zu der Unterteilung hinzufiigen.

165
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(ii) Auf Grund von (i) kénnen wir fiir zwei verschiedene Treppenfunktionen f,g € T'(a,b)
stets 0.B.d.A. annehmen, dass diese die Bedingung aus Definition 11.1 auf der gleichen
Unterteilung erfiillen, denn: Erfiillt f die Bedingung mit der Unterteilung {x, ..., x,} und
g auf der Unterteilung {z(, 2!, ..., 2} ,} so erfiillen beide Funktionen die Bedingung auf der
Unterteilung {zo,...,z,} U{xg, 2,... 20, }.

(iii) Fiir eine konstante Funktion f : E — R mit f(z) = ¢ fiir alle z € E schreiben wir kurz
f = c. Die Einschrinkung einer Funktion f : D — R auf eine Teilmenge D' C D wird mit
mit f|ps bezeichnet. Die Funktion f|ps liefert also genau die gleichen Funktionswerte wie
f, lediglich die Definitionsmenge dndert sich. Mit diesen beiden Schreibweisen kénnen wir
die Treppenfunktionseigenschaft kurz als f|., , 1) = ¢k schreiben. o

Die Berechnung des Fliacheninhalts unter dem Graphen einer Treppenfunktion ist deswegen
so einfach, weil die Flidche ja nur aus Rechtecken der Hohe ¢ und der Breite zpi1 —
x, besteht!. Definieren wir den Flicheninhalt eines solchen Rechtecks als (w341 — o%)ck,
so erhalten wir automatisch — wie gewiinscht — positive Werte fiir Fldchen oberhalb
der z-Achse und negative Werte fiir Flichen unterhalb der xz-Achse. Das Integral fiir die
gesamte Treppenfunktion auf einem Intervall [a, b] ldsst sich nun leicht durch Addieren der
Flacheninhalte der einzelnen Rechtecke ermitteln.

Definition 11.3 Fiir eine Treppenfunktion f € T'(a,b) und eine Unterteilung a = xy <
= ¢}, definieren wir das Integral als

1 < ...< Ty, =>bmit f‘($k7xk+1)
b n—l
/ f(x)dx = Z(SUkH — Tk)Ck-
a k=0

Auch wenn diese Definition sehr anschaulich ist, miissen wir uns doch mathematisch davon
iiberzeugen, dass sie einen eindeutigen Wert liefert — man sagt dann, dass der definierte
Wert wohldefiniert ist. Der Grund dafiir ist die bereits erwidhnte Tatsache, dass eine Trep-
penfunktion mit Unterteilung a = zg < 1 < ... < &, = b ja auch eine Treppenfunktion zu
einer anderen Unterteilung a = z{, < 2} < ... < &/, = b sein kann. Da die Definition des
Integrals explizit von der Unterteilung abhéngt, miissen wir uns davon iiberzeugen, dass
sich der Wert des Integrals nicht &ndert, wenn wir die Unterteilung dndern.

Betrachten wir dazu eine Treppenfunktion f € T'(a,b) und zwei Unterteilungen a = zp <

T < ...<ap =bund a = x5 < ) < ... <z, = b, sodass flg, ) = o fir

k=0,...,n—1und f‘(%’zkﬂ) =¢ fir k=0,...,n" — 1 gilt. Schreiben wir kurz
n—1 n'—1
I:= Z(ka — ) und I = Z(:cﬁgﬂ — x})
k=0 k=0

'Beachte, dass wir keine Annahme iiber die Werte der Treppenfunktion an den Stellen x; selbst gemacht
haben. Das ist fiir die Fldchenberechnung aber auch nicht nétig, weil die Flachen an den Stellen xj die
Breite 0 und damit auch den Flicheninhalt 0 haben, egal welchen Wert f(xx) annimmt. Aus dem gleichen
Grund hat das Rechteck (zk, zr41) X [0, ¢x] ohne rechten und linken Rand auch den gleichen Flicheninhalt
wie das Rechteck [z, zr+1] X [0, cx] mit Réndern.
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so miissen wir also zeigen, dass I = I’ gilt. Wir betrachten dazu zwei Fille.
Fall 1: {zg,21,..., 25} C {x(, 2] ..., 2]}

In diesem Fall existiert fiir jedes k ein kj, mit

_ / _ I _ _ / . . .

und es folgt ¢ = Chyp = Chy1 == 1- Damit ergibt sich

n—1 k;c+1_1 n—1 k;c+1_1 n—1

! / / / / /
I :Z Z (l‘k/+1—$k/)ck22 Z (.Tk/+1—xk/)Ck:Z(l‘k_A'_l—ka)Ck:I.
k=0 k:’:k:;c k=0 k,":k;C k=0
=Tp1—Th,

Fall 2: Seien {zg,z1,...,z,} und {zf, 2}, ..., 2], } beliebig. Dann bilden nach Bemerkung

11.2(i) auch die Punkte {zo, z1,...,2,} U{x(, 2,..., 2], } eine Unterteilung, auf der f die
Bedingung aus Definition 11.1 erfiillt. Bezeichnen wir das Integral zu dieser Unterteilung
mit I*, so folgt aus Fall 1 I = I'* und I’ = I'*. Damit folgt I = I'. U

Der folgende Satz gibt eine wichtige Eigenschaft von Integralen fiir Treppenfunktionen an.

Satz 11.4 Seien f,g € T'(a,b) und A € R. Dann ist f + g € T(a,b) und A\f € T'(a,b) und
es gilt
b b b b b
/ f(z)+ g(z)der = / f(z)dzx —I—/ g(x)dr und / M (z)dz = )\/ f(z)dx.
Definieren wir zudem die Ungleichung

f<g & f(x)<g(x) fir alle z € [a, ], (11.1)

so gilt die Folgerung
b b
<9 = [ f@do< [ gy

Beweis: Dass A f eine Treppenfunktion ist, ist sofort klar. Da wir nach Bemerkung 11.2(ii)
annehmen koénnen, dass die zwei Treppenfunktionen f und g die Treppenfunktionseigen-
schaft zu ein und derselben Unterteilung erfiillen, ist auch die Summe der beiden Funk-
tionen ebenfalls wieder eine Treppenfunktion. Zudem kénnen wir die Integrale iiber die
beiden Funktionen auf Basis der gleichen Unterteilung berechnen.

Alle Aussagen folgen dann direkt aus der Tatsache, dass die gesuchten (Un-)gleichungen
fiir jeden Summanden in der Definition von fab und damit auch fiir das gesamte Integral
gelten. 0
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Bemerkung 11.5 Beachte, dass im Allgemeinen

b b b
[ s@as # ([ ) - ([ arie)
ist. Der Grund ist, dass im Allgemeinen
> apdy # (Z ak) : (Z bk>
j=0 k=0 k=0

gilt (vgl. auch die Ausfithrungen am Ende von Abschnitt 4.1) und sich diese Ungleichheit
iiber die definierenden Summen auf die Integrale iibertragt. O

11.2 Das Riemann-Integral

Die Idee des Riemann-Integrals ist nun, die Fliche unter einer beliebigen Funktion f :
[a,b] — R durch die Flidche unter Treppenfunktionen anzunihern. Dazu definieren wir —
unter Verwendung der in (11.1) definierten Ungleichung fiir Funktionen — die folgenden
Ober- und Unterintegrale.

Definition 11.6 Fiir eine beliebige beschrinkte Funktion f : [a,b] — R definieren wir das

Oberintegral
*b b
/ f(z)dz := inf {/ o(x)dx

und das Unterintegral

[ e = { [ otwra

wobei die Integrale iiber ¢ im Sinne von Definition 11.3 zu verstehen sind. o

¢€T®$%¢Zf}

wET(a,b),cpSf},

Beachte, dass die Annahme der Beschrianktheit wesentlich fiir die Existenz von Treppen-
funktionen > f und < f ist.

Aus Satz 11.4 (in Verbindung mit Satz 2.18) folgt sofort die Ungleichung

/ ? flayde > / :ﬂx)dm

Fine Funktion ist nun gerade dann Riemann-integrierbar, wenn diese Ungleichung eine
Gleichung ist, oder anders gesagt, wenn das Infimum iiber die Approximationen von oben
den gleichen Wert liefert wie das Supremum iiber die Approximationen von unten.

Definition 11.7 Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar (auf dem

Intervall [a, b]), falls
*b b
/ f(x)dx —/ f(x)dx
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gilt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f als
b *b
/ f(z)dz := / f(z)dx.

Beispiel 11.8 (i) Jede Treppenfunktion f € T'(a,b) ist Riemann-integrierbar, denn mit

o= f gilt
/*bf(af)da; = inf {/b o(z)dx

L: f(z)dx = sup {/ab o(z)dx | ¢ € T(a,b), p < f} > /ab f(z)dz,

wobei die Integrale iiber f im Sinne von Definition 11.3 zu verstehen sind. Daraus folgt

/ * faye < / zf(w)d:v

und damit die Gleichheit folgt (weil die umgekehrte Ungleichung ja stets gilt). Aus diesem
Grunde unterscheiden wir in der Notation auch nicht zwischen dem Riemann-Integral aus
Definition 11.7 und dem Integral iiber Treppenfunktionen aus Definition 11.3.

(ii) Betrachte die Funktion

a

¢ €T(a,b), p > f} < /abf(fC)dw

und

1, z€eQ
f(“")_{ 0, z€R\Q,
vgl. Beispiel 5.2(h), auf D = [0,1]. Da diese Funktion in jedem Intervall (zj,zjy1) mit
Zp41 > o sowohl den Wert 1 als auch den Wert 0 annimmt (denn in jedem reellen In-
tervall liegen ja auch rationale Zahlen), gilt fiir die die kleinste Treppenfunktion ¢ > f
die Gleichung ¢|(y, +;) = 1 und fiir die groite Treppenfunktion ¢ < f die Gleichung
Ol (@p,ary) = 0 erfiillen. Damit folgt

1 *1
/ f(x)dr =0 und / f(z)dz =1,
*0 0

weswegen diese Funktion nicht Riemann-integrierbar ist.

(iii) Mit Hilfe der Treppenfunktionen kann man fiir viele elementare Funktionen das Riemann-
Integral im Prinzip ausrechnen. Da dies aber ausgesprochen miihsam ist, werden wir dies
hier nicht durchfithren. Stattdessen werden wir im nachfolgenden Kapitel Rechenregeln
herleiten, mit denen dies viel einfacher geht. a

Der folgende Satz gibt ein alternatives Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit an, das
sofort aus der Definition des Riemann-Integrals folgt.

Satz 11.9 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu
jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b) existieren mit ¢ < f < und

/abz/z(x)dac - /abcp(x)dx <e
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Beweis: Folgt sofort aus der Definition von Ober- und Unterintegral und von Supremum
und Infimum. 1

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun beweisen, dass jede stetige Funktion Riemann-
integrerbar ist.

Satz 11.10 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis: Wir zeigen, dass die Voraussetzung von Satz 11.9 erfiillt ist. Sei dazu & > 0
beliebig. Nach Satz 5.20 ist f gleichmé#Big stetig. Setze ¢ := &’/(b — a) und wihle § >
0 wie in der Definition 5.19 der gleichméfBigen Stetigkeit. Sei ¢ = g < ... < z, = b
eine Unterteilung mit x4 — o < 0 und sei ¢ = min{f(z) |z € [xk, Tr41]} und ¢, =
max{f(z) |z € [zk, Tk+1]}. Da fiir je zwei Punkte x,y € [zy, zr11] die Ungleichung |z —y| <
§ gilt, folgt |f(x) — f(y)| < € und damit auch ¢}, — ¢; < €.

Betrachten wir nun Treppenfunktionen mit
Pliaray = wnd Dl e =6

und ¢(zx) = Y(x) = f(zk), so gilt ¢ < f <. Zudem gilt

n—1

b b b
/ (a)dz — / @)z = / @) — p@)dr = 3 (wrs1 — 2)(ch — cx)
1

k=0

< Z(ka —ap)e = (b—a)e = €.
k=0

Damit folgt die Behauptung mit Satz 11.9. U

11.3 Riemann-Summen

Die Konstruktion im Beweis von Satz 11.10 liefert eine Mo6glichkeit, das Riemann-Integral
fiir stetige Funktionen nidherungsweise zu berechnen. Wir betrachten dazu ein beliebiges
e > 0 sowie eine Unterteilung a = 29 < ... < z, = b mit x5 — 2 < 6 fiir das § aus
dem Beweis von Satz 11.10. Wihlen wir nun beliebige Punkte & € [z, k1] sowie eine
Treppenfunktion ¢ € T'(a,b) mit

19‘(Ik»95k+1) = f(fk):

so gilt nach der Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen

n—1

b
/ I()de = (wxr1 — zk) F(€);

k=0

diese Summe wird Riemann-Summe genannt.
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Nach Konstruktion der Funktionen ¢ und 1 im Beweis von Satz 11.10 folgt dann die
Ungleichung ¢(z) < d(z) < ¢(x) fiir alle z € [a,b] \ {x0,...,2n}. Aus der Definition des
Integrals fiir Treppenfunktionen folgt damit

/ab o(x)dr < /ab Wx)dx < /abz/z(a:)dx < /ab p(x)dx + €.
/ab o(x)dx < /ab fz)dz < /abw(:c)dx

n—1

/ Fe)dz = (o1 — o) F(60)] <

k=0

Da ebenfalls

gilt, folgt

(11.2)

Wir kénnen das Integral also durch die Riemann-Summe ZZ;(I) (kr1—xk) f (&) ndherungs-
weise berechnen.? Da ¢ > 0 in (11.2) beliebig ist, folgt insbesondere, dass der Wert der
Riemann-Summe fiir § — 0 gegen den Wert des Integrals konvergiert.

Beispiel 11.11 Wir betrachten die Funktion f(x) = z auf dem Intervall [0,y] fiir ein
y > 0. Wir setzen § = y/n fiir ein n € N und wihlen die Unterteilung z, = kd; damit folgt
ZTra1 — Tk = 0. Wihlen wir nun & = xx, so folgt

n—1 n—1 n—I1 n—1
Y @ern—we)f(&) = D (ki —ap)ue = »_(6)0k = 6 k

k=0 k=0 k=0 k=0

an(n—1) _ on? on ¥ oy

=0 2 =90 2 0 2 2 52'

Fiir § — 0 konvergiert dieser Ausdruck gegen y?/2 und wir erhalten daher

Y 2
/ rdr = y—.
0 2

11.4 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ahnlich wie bei der Differentialrechnung gibt es auch bei der Integralrechnung einen Mit-
telwertsatz. Mit diesem werden wir dieses Kapitel beschlielen.

Satz 11.12 Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen und g > 0. Dann existiert ein

¢ € [a,b] mit
b b
| @@z = 1) [ g(wyia.

/f F(E)b - a).

*Mit einem aufwendigeren Beweis (fiir den wir z.B. auf Forster [6, §18] verweisen) kann man zeigen, dass
diese Ndherung fiir alle Riemann- 1ntegr1erbaren Funktionen funktioniert, also nicht nur fiir die stetigen
Funktionen.

Im Spezialfall g =1 gilt
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Beweis: Fiir
m:=min{f(z) |z € [a,b]} und M :=max{f(z)|x € [a,b]}
gilt mg < fg < Mg und damit

m/abg(x)dac < /abf(x)g(:v)d:v < M/abg(x)d:v.

Daher existiert € [m, M] mit

[ storte = [ s@otwas

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen existiert nun ein £ € [a, b] mit f(§) = p
und es folgt die Behauptung. U



Kapitel 12

Differential- und Integralrechnung

Stand:
Wir haben im letzten Kapitel sehr wenige Beispiele gerechnet, was daran liegt, dass die an- 17. August 2018
schauliche Definition des Riemann-Integrals iiber Unter- und Obersummen fiir rechnerische
Zwecke sehr umsténdlich ist. In diesem Kapitel werden wir zunéchst zeigen, dass die Inte-
gration gerade die Umkehrung der Differentiation ist. Dies gibt uns dann die Moglichkeit,
das Integral fiir viele elementare Funktionen anzugeben und Rechenregeln zur Bestimmung
komplizierterer Integrale herzuleiten.

Um den Zusammenhang zwischen der Differential- und Integralrechnung herzustellen, miis-
sen wir zunichst den Zusammenhang von Integralen auf unterschiedlichen Intervallen
kldren. Dies macht der folgende Satz.

Satz 12.1 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fiir
beliebiges ¢ € (a,b) die Funktionen f|, ) und f|j.; Riemann-integrierbar sind. In diesem
Fall gilt

/abf(x)dm = /acf(ﬁc)dx—l—/cbf(x)dm. (12.1)

Beweis: Offenbar kann — indem wir gegebenenfalls den Punkt ¢ zur Unterteilung hin-
zufiigen — jede Treppenfunktion in 7'(a, b) in zwei Treppenfunktionen in 7'(a, ¢) und T'(c, b)
aufgeteilt werden. Ungekehrt kénnen je zwei Treppenfunktionen in 7'(a,c) und T'(¢,b) zu
einer Treppenfunktion in 7'(a,b) zusammengesetzt werden. Daher gilt die Aussage fiir die
Integrale iiber die Treppenfunktionen, damit auch fiir das Ober- und Unterintegral und
somit fiir das Riemann-Integral. U

Die Einschrankung a < b < ¢ kénnen wir vermeiden, wenn wir festlegen, was der Wert eines
Integrals sein soll, bei dem die obere Integrationsgrenze kleiner oder gleich der unteren ist.

Definition 12.2 Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R und beliebige
Punkte ¢, d € [a,b] mit ¢ > d definieren wir

/Cd f(x)dx == — /dcf(w)dx.
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Zudem definieren wir fiir alle ¢ € [a, b]

[ronn

Mit diesen Definitionen gilt die Formel

/:3 f(z)dz = /:2 f(z)dx + /;3 f(z)dx (12.2)

dann fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R und fiir beliebige Punk-
te x1,x2,23 € [a,b]. Dies beweist man durch Fallunterscheidung fiir die verschiedenen
Moglichkeiten der < bzw. <-Beziehungen zwischen x1, x5 und x3. Als Beispiel betrachten
wir hier nur den Fall 21 < x3 < x9. In diesem Fall gilt nach (12.1) mit a = z1, b = 22 und

C =23
/ f(:c)da::/ f(a:)da:+/ f(z)dx
und damit

/:, F(o)o = /:2 Fa)di — /: Fla)de = /: f(z)dz + /: f(z)dx

Eine sofortige Folgerung aus diesen Formeln ist die Stetigkeit der Abbildungen

b b
ar—>/ f(x)dx und b»—>/ f(x)dx

denn z.B. fiir a,, — a gilt
b b a
/ F(@)da = / F(a)de + / f(@)da

Da jede Riemann-integrierbare Funktion beschréankt ist folgt

/aaf(:c)dx < /aa\f(x)\dx < /:de gy —alM 0

fir a,, — a.

12.1 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Im Folgenden sei I C R stets ein beliebiges Intervall, das mehr als einen Punkt enthélt.

Satz 12.3 Sei f: I — R eine stetige Funktion und a € I. Fiir z € I definiere

/ Fly

Dann ist F' : I — R differenzierbar mit F' =
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Beweis: Fiir h # 0 gilt

F(x + h}i —F(x) _ % (/ Fly)dy — /I f(y)dy)
1

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (mit g = 1) folgt daraus die Existenz von
€ € [x,x+ h] falls h > 0 bzw. £ € [z + h, z] falls h < 0 mit

. _ 2 z+h
P i) -F) 1 / Fly)dy = 1 (h(©) = F0).

Fiir h — 0 folgt & — x und aus der Stetigkeit von f somit f(§) — f(x). Dies zeigt die
Behauptung. U

Beispiel 12.4 Wir haben in Beispiel 11.11 bereits gesehen, dass fiir die Funktion f(z) =
die Gleichung
T .’L'2
— [ sy =7
0

Flo)= 2 = 2= f(a)

bestétigt dies die Aussage von Satz 12.3. a

gilt. Wegen

Satz 12.3 motiviert die folgende Definition.

Definition 12.5 Eine differenzierbare Funktion F' : I — R heifit Stammfunktion einer

integrierbaren Funktion f : I — R, falls F'(x) = f(x) fiir alle z € T gilt. O
Beispiel 12.6 (i) Fir f(z) = sinz ist F(z) = —cosz eine Stammfunktion, denn es gilt
F'(z) = —(—sinz) = sinz. Ebenso sieht man, dass F(z) = sinz eine Stammfunktion von

f(x) = cosx ist.
(ii) Fiir jedes Polynom f(z) = apz™ + an_12" "t + ...+ ag ist
F(x) = _n et Snclon 4 4 aga
n+1 n
eine Stammfunktion, wie man durch Ableiten leicht {iberpriift.

Einige weitere Stammfunktionen werden in Beispiel 12.9 angegeben. a

Bemerkung 12.7 Satz 12.3 zeigt, dass eine Stammfunktion fiir stetiges f immer existiert.
Zudem ist die Stammfunktion einer Funktion f eindeutig bis auf eine additive Konstante:
Wenn F; und Fs zwei Stammfunktionen sind, so gilt F|(z) = f(x) = Fj(z) fiir alle 2 € I.
Folglich ist (F} — Fy)" = 0, weswegen Fy — F5 nach Satz 10.6 eine konstante Funktion ist.
Es existiert also ein C' € R mit Fy(x) = Fi(x) + C fiir alle z € I. u]
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Satz 12.3 zeigt, wie man Integrale nach der oberen Integrationsgrenze ableitet. Der folgende
Satz, der sogenannte Haupt- oder Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung,
gibt nun eine allgemeine Formel fiir das Integral mit Hilfe der Stammfunktion.

Satz 12.8 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : I — R stetig
und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir alle a,b € I

b
| f@ds = Fv) - Pla)

was wir kurz als

schreiben.
Beweis: Fiir beliebiges x € I ist

) = /ax f(y)dy

nach Satz 12.3 eine Stammfunktion von f mit

b
Fi@=0 wd £io)= [ fo)dy

Fiir F' = Fj gilt daher die Behauptung. Fiir jede weitere Stammfunktion F' existiert nach
Bemerkung 12.7 ein C' € R mit F(z) = Fi(z) + C. Also gilt

F(b) ~ F(a) = Fi(b) + C ~ Fi(a) - C = Fy(b ‘/f
und damit die Behauptung. U

Beispiel 12.9 (i) Fiir f(z) = sinz gilt (vgl. Bsp. 12.6(i))

™

T
sinx = —coszx
0 0

(i) Fiir die Funktion f(z) = 2? gilt (vgl. Bsp. 12.6(i))

= —cosm — (—cos0) = —(—1) — (—-1) =2.

_ ﬂ _td_ 4
[ 1= =10t -ah
(iii) Es gilt
b
—dr=Inzx fir a,b > 0,
da In’z = 1/x fiir > 0. Analog gilt
b 1 b
/ —dz = In(—x) fir a,b < 0.
a T a
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weil (In(—x)) = 1/z fiir < 0. Zusammengefasst erhalten wir

b
1
/dx—ln]a;\
0 T
b
/exd:r—e”
a

1
/ edr =e' — 1~ 1,71828182846
0

b
fir a < bund 0 ¢ [a,b].

(iv) Es gilt
b

a

Fiir a = 0 und b =1 gilt also z.B.

12.2 Rechenregeln

Aus den Rechenregeln der Differentialrechnung kann man nun unter Ausnutzung der Be-
ziechung zwischen Differential- und Integralrechnung korrespondierende Rechenregeln fiir
Integrale ableiten. Wir beginnen mit der Kettenregel der Differentialrechnung, deren Ge-
genstiick in der Integralrechnung die folgende Substitutionsregel ist.

Satz 12.10 (Substitutionsregel) Sei f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differen-
zierbar mit ¢([a,b]) C I. Dann gilt!

b w(b)
/ (@) (@)de = / F(y)dy.
a ®

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit der Kettenregel

(Fop)(z) = F'(p(x)¢'(z) = fle(@)¢(2).
Also ist F' o ¢ eine Stammfunktion von x — f(¢(x))¢’(x) und es folgt

b

b
| #6@)¢ @iz = Fop@] = Fetb) - Flota) = Fo)| ") = [~ fan

a

Beachte, dass die Umbenennung der Integrationsvariablen von z zu y im zweiten Inte-
gral nicht no6tig ist, um eine mathematisch korrekte Aussage zu erhalten. Sie vermeidet
aber Verwechslungen bei der Anwendung der Substitution. Als Merkregel kann man die
Gleichungen y = ¢(z) und dy = dp(z) = ¢'(x)dx verwenden.

IMit der symbolischen Kurzschreibweise dy(z) := ¢’(z)dz kann man dieses kiirzer und leichter merkbar
schreiben als

b w(b)
/ Flp(x))dip(z) = / Fw)dy.
a ¢(a)
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Beispiel 12.11 (i) Satz 12.10 mit ¢(z) =z + ¢ (= ¢'(z) = 1) liefert

b+c
f

b
/ flx+ c)dx = (y)dy.

a-+c

(ii) Satz 12.10 mit ¢(z) = cx, ¢ # 0, (= ¢'(z) = ¢) ergibt

e [ stenrar = [y
/ /.

(iii) Mit ¢(z) = 22 und ¢'(z) = 2z erhalten wir

b2

b
2 / ef@)de = [ f(y)dy

a

(iv) Mit f(z) = 1/z und beliebigem ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit p(z) # 0 fiir
x € [a,b] erhalten wir

AR e — 7O e b
/a ) dx—/a f(sﬁ(x))w(x)d:n—/w(a) f(y)dy—ln]yw(p(a)_1n|gp(m)|a

Mit ¢(x) = cosz und [a,b] C (—7/2,7/2) kann man so z.B. berechnen

b b _:
sin x
/tan:vdx:/ dr = —Incoszx
a a

COS T

b

a

(v) (Berechnung der Kreisfliche) Der Rand des Kreises mit Radius 1 um den Punkt
x =0, y = 0 ist gegeben durch die Punkte z € R, y € R mit 2> 4+ y? = 1. Betrachten wir
nur die Punkte mit y > 0 (also den “oberen” Halbkreis), so kénnen wir diese als Paare
(x,vV1—2?) bzw. (z, f(x)) mit der Funktion f(x) = v/1 — 22 darstellen. Durch Berechnung

des Integrals
1
/ V1—a22dx
-1

konnen wir also die Halbkreisfliche (und durch Verdopplung des erhaltenen Werts dann
auch die gesamte Kreisfliche) berechnen.

Wir wenden die Substitutionsformel mit f(z) = V1 — 22, p(z) = sinz und zuniichst
beliebigen Integrationsgrenzen a < b an. Diese ergibt

b b »(b) sinb
/ V1 —sin? zsin’ zdr = / fle(@)¢' (z)dr = / fy)dy = / V1 —1y2dy.
a a p(a) sina

Mit der Wahl a := arcsin(—1) = —n/2, b := arcsin(1) = 7/2 erhalten wir sina = —1 und
sinb = 1 und damit

1 b b
/ V1-—zx2de = / V1 —sin? zsin’ xdx = / cos® zdz.
-1 a a

Wegen

i —iz\ 2
1, 5, , 1 1
cos’ x = <6+26> = 1(62” +e P + 5 = plcos2w+1)
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folgt
! b1 L. b 1
V1—22dx = —(cos2z + 1)dx = —sin2z| + -z
. 2 4 o 2%
= 1(sin sin( ))+1< z ( z)) =z
T T\ 2)) ~ 2

wegen sinm = sin(—7) = 0. Der Flécheninhalt eines Halbkreises mit Radius 1 betréigt also
— nicht génzlich unerwartet — gerade /2. O

Kommen wir nun zu der zweiten wichtigen Rechenregel fiir Ableitungen, der Produktregel.
Diese ist Grundlage fiir die Regel der partiellen Integration.

Satz 12.12 (partielle Integration) Seien f,g : [a,b] — R zwei stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt?

b b
/ f(2)g/ (x)dz + / o(0)f(2)dz = f(x)g(x)

a

Beweis: Fiir F':= fg gilt mit der Produktregel

F'(z) = f'(z)g(z) + f(2)g (2).

Mit Satz 12.8 folgt also
b b b
/ f(@)g'(z)dz +/ g9(z)f'(x)dz = / F'(z)dx = F(z)| = f(z)g(x)
und damit die Behauptung. U
Beispiel 12.13 (i) Mit f(z) =Inz, g(z) = z und b > a > 0 folgt

/ablnxd:n = /abf(:c)g'(x)d:n
)| - [ o @as
b

b
—/1dac

b b

z)g(x)

a

= zlnx

b
= zhnhz| —x
a

= z(lnz-1)

a

a

2Mit der in Satz 12.10 eingefiihrten Kurzschreibweise kann man dies auch schreiben als

b b
a a

/ F(@)dg(z) + / o(@)df (z) = f(2)g()| -
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(ii) Mit f(z) = arctanz, g(x) = x ergibt sich

b b
—/ x arctan’(z)dx.
a

b
/ arctan xdr = x arctan
a a

Mit arctan’ z = 1/(1 + 2?) erhalten wir
b / b,
/a x arctan’(z)dx :/a mdm.
Mit ¢(z) = 22 + 1 (= ¢/(x) = 22) und Beispiel 12.11(iv) folgt dann

by 1 [°¢(x) 1 b1
L. dr = -1 )271 241
| rte =5 [ S5 = sl = 3+

b

a

Insgesamt erhalten wir also

a

b
1 b
/ arctan xdr = x arctanx — B In(z® 4 1)
a

Eine Anwendung der partiellen Integration gibt der folgende Satz.
Satz 12.14 (Trapezregel) Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar. Dann existiert
ein € € [a,b], so dass die Gleichung

b —u )’
[ s =52 + 50 - L

gilt.
Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0, b = 1. Wir setzen g(z) = z(1 — x)/2.
Daraus folgt ¢'(z) =1/2 — 2 und ¢"(z) = —1 und damit
1 1
| f@yis == [ @) 5@y,
0 0

Wenden wir die partielle Integration auf dieses Integral an, so folgt

1
—i—/o g (x)f (z)dz.

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ergibt sich nun zu

L1

—d(@)f(@)], = 5(/0) + £(1))

und fiir den zweiten erhalten wir mit nochmaliger partieller Integration

/01 /(@)1 @) = o)1) - /01 9(2) " (x)da.
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Hierbei ist der erste Term auf der rechten Seite gleich Null und fiir den zweiten Term
erhalten wir mit dem Mittelwertsatz

! 1 "
/0 9(x)f"(z)dz = f"(€) /0 o)z =T

Zusammen ergibt dies

1 1"
| sarde = 500 + ) - 5

und damit die Behauptung.

Fiir beliebige a,b fithren wir eine Substitution mit p(z) = a + (b — a) (¢'(z) = b — a)
durch. Damit gilt nach dem ersten Teil

1

b 1
[ 1wy = [ He)e s = S0 + W) + (o 00 (€) 55
a 0

b—a

= 22O+ FO) + (Fo ) (©) 55

Aus den iiblichen Ableitungsregeln folgt

((f o))" (&) = (b= a)’ f"(¢(€))

und damit die Behauptung, wenn wir £ durch ¢(&) ersetzen. U

Die Trapezregel kann dazu verwendet werden, Integrale ndherungsweise zu berechnen, in-
dem man das Integrationsintervall [a,b] in (b — a)/h Teilintervalle der Linge h aufspaltet
und die Formel dann jeweils auf den Intervallen [a + kh, a + (k 4+ 1)h| anwendet. Sei C' > 0
dafiir eine Schranke fiir |f”| auf [a.b]. Auf jedem Teilintervall betriigt der Fehler dann
Ch3/12, auf dem gesamten Intervall mit (b — a)/h Teilintervallen also

b—ah? b—a, o

— = h*.
h 12 012

C

Je kleiner wir die Lénge h der Teilintervalle also wéhlen, desto genauer wird die Né&he-
rungslosung. Dabei sagt uns der Term h2, dass der Fehler sich bei Halbierung von h um
den Faktor 1/4 verringert.
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Kapitel 13

Eigenschaften und Erweiterungen
des Riemann-Integrals

Stand:

13.1 Eigenschaften des Riemann-Integrals 17. August 2018

Wir werden im Folgenden einige Eigenschaften des Riemann-Integrals aus entsprechenden
Eigenschaften des Ober- und Unterintegrals ableiten. Das folgende Lemma sorgt dabei
dafiir, dass wir zur Untersuchung von FEigenschaften des Ober- und Unterintegrals nur
jeweils eins der beiden betrachten miissen.

Lemma 13.1 Es gilt

/ b flayte =~ [ * (S

Beweis: Dies folgt aus der Aquivalenz

p<f & —p=-f

/ " pla)dz = / (@)

sowie — fiir beliebige Mengen A C R —
inf{ala € A} = —sup{—ala € A}.

und den Identitaten

U

Satz 13.2 Fiir beschrinkte Funktionen f, g : [a,b] — R und A > 0 gilt fiir das Oberintegral

/a*b(f +g)(z)dx < /a*bf(x)dx + /a*bg(x)dx

/a *b()\ £(x)dz = A / ! f(2)dz.

183
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Beweis: Fiir die erste Aussage geniigt zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 die Ungleichung

/a*b(erg)(w)dx = /a*bf(x)der/;bg(x)ders

gilt. Nach Definition des Oberintegrals und aus der Definition des Infimums folgt, dass
Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b) existieren mit ¢ > f, ¥ > g sowie

b *b b *b
/G<p(x)da:§/a f(x)da:—i—% und /aw(x)dazg/a g(x)dx—l—g.

Da aus ¢ > f und ¥ > g die Ungleichung ¢ + v > f + g folgt, erhalten wir

/a*b(f+g)(x)dx < /ab(so+w)(x)dx = /abap(x)da:—i—/abq/;(x)dx

IN

/a*b f(z)dx + /a*bg(x)dx +e.

Fiir die zweite Aussage reicht es zu zeigen, dass fiir alle € > 0 die Ungleichungen

)\/a*bf(x)dx < /;b(/\f)(a:)dx < )\/a*bf(:c)da: be
gelten. Sei dazu ¢ € T(a,b) mit ¢ > f und
/ab o(z)da < /a*b f(z)dz + ;
Dann gilt Ap > Af und folglich
/a*b(Af)(x)da: < /ab()\cp)(x)dm _ /\/ab o()da < )\/a*bf(:r)da: te.
Sei analog ¢ € T(a,b) mit ¥ > Af und
[wmm < /a*b()\f)(x)dx te.
Dann gilt /A > f und es folgt
/a*b()\f)(:c)dx > /ab¢(x)dx - )\/ab(w/)\)(x)d:n e )\/a*bf(x)dx ..

0

Satz 13.3 Fiir Riemann-integrierbare Funktionen f,g : [a,b] — R und A € R sind auch
f + g und Af Riemann-integrierbar und es gilt

/ (F + ) = / ’ fla)de + / (@)
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/ ") @) = A / ' fla)da

Falls zudem f < g gilt, so folgt
b b
/ f(z)dx < / g(x)dx

Beweis: Fiir f + g folgt aus Satz 13.2

/a*b(f+g)(a:)da:s/:bf(x)dH/:bg(x)dx:/abf(x)dﬂ/abg(x)dx_

Mit Lemma 13.1 und Satz 13.2 folgt zudem

sowie

[rowa = - ["cr-g@a > _/*b< D@~ [ g

a = [ e [ sorie = [ storie [ o
Daraus folgt

/*:(f+g)(x)dw</a (f +9)(@ /f dx+/ (x)dx<A:(f+g)(x>dx,

woraus Gleichheit und damit Riemann-Integrierbarkeit und die behauptete Gleichheit folgt.
Fir Af folgt die Aussage im Falle A > 0 sofort aus Satz 13.2, wegen

/a*b()\f)(a?)dx = )\/a*b f(z)dz = /\/ab f(z)dx
und

/*Z(Af)(ﬂ:)d:n =— /a*b(A(—f))(:r)dx = —)\/a*b(—f)(x)dx = )\/*zf(x)da; = /\/abf(x)dg;

Fiir A = 0 ist die Aussage klar (weil 0 - f eine Treppenfunktion ist) und fiir A < 0 folgt die
Aussage wegen

/ :(Af)(a:)dac - (0 s = A / " f@)de = A / ' e
/a*b()\f)(ﬂs)da: = - /*:((—)\)f)(x)dx = )\/*: f(z)dz = )\/ab f(x)dx

Die angegebene Ungleichung folgt, da wegen f — g < 0 die Funktion ¢ = 0 eine Treppen-
funktion mit ¢ > f — g ist. Damit ergibt sich

[ 10~ [[awar= [ -owir= ["1- @< [ oo

und
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und folglich die Behauptung. U

Die ersten beiden in Satz 13.3 nachgewiesene Eigenschaften sagen aus, dass das Integral
eine lineare Abbildung von der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen nach R ist:
Summen und reelle Vielfache von Funktionen werden wieder auf Summen und reelle Vielfa-
che ihrer Integralwerte abgebildet. Man nennt das Riemann-Integral aus diesem Grunde ein
lineares Funktional. Wegen der dritten Eigenschaft ist das Integral zudem ein monotones
Funktional.

13.2 Weitere Riemann-integrierbare Funktionen

Wir haben in Kapitel 11 bereits gesehen, dass Treppenfunktionen und stetige Funktionen
Riemann-integrierbar sind, die Funktion f(z) = 1,z € Q und f(z) = 0,2z € R\ Q aber
nicht. Wir wollen in diesem Abschnitt weitere Klassen von Funktionen betrachten, die
Riemann-integrierbar sind.

Satz 13.4 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis: Wir beweisen die Aussage fiir monoton wachsende Funktionen, der Beweis fiir
monoton fallende Funktionen verlduft analog.
Fiir beliebiges n € N definieren wir die Unterteilung

b—a

rp=a+k , k=0,...,n.
n

Definieren wir dann ¢ := f(zg), ¢}, = f(2k+1) und zugehorige Treppenfunktionen ¢ und
1 wie im Beweis von Satz 11.10, so folgen aus der Monotonie von f die Ungleichungen
w < f <. Zudem gilt

b b b n-1
[vwin— [Cetwar = [ o) - e = 3 (o - m)(eh -
a a a k=0
sy A b—a
= D —(flwnsr) = f(ar) = ——(F(b) = f(a)).
k=0
Wiihlen wir zu beliebigem € > 0 nun n > w, so folgt
b b
/ w(a:)dx—/ p(r)dr < e
und die Behauptung folgt mit Satz 11.9. U

Definition 13.5 Fiir eine Funktion f: D — R definieren wir Funktionen

FHa) = { f(x), falls f(z) >0

0, sonst

und
F(2) = { —f(z), falls f(z) <0

0, sonst.
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Aus dieser Definition folgen sofort die Gleichungen
f=f=f wd |fl=f"+f"
Satz 13.6 Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gilt

(i) Die Funktionen f* und f~ sind Riemann-integrierbar.

(ii) Fir jedes p € [1,00) ist | f|P Riemann-integrierbar. Zudem gilt die Ungleichung (Drei-
ecksungleichung fiir Integrale)
b
< [ I7@lds.
a

(iii) Die Funktion fg : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. Dabei gilt im Allgemeinen

[ s £ [ e [ g

Beweis: (i) Nach Satz 11.9 existieren zu jedem £ > 0 Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b)

mit ¢ < f <4 und
/1/1 x)dx < e.

Offensichtlich sind dann auch ¢t und ™ Treppenfunktionen mit ¢ < f+ <™

/ab1[1+(:v) da:</ U(z r)dr < e.

Folglich ist f* integrierbar. Analog beweist man die Integrierbarkeit von f~.

(i) Nach (i) und Satz 13.3 ist |f| = f* + f~ integrierbar, die Aussage gilt also fiir p = 1.
Fiir p > 1 geniigt es, Funktionen f mit 0 < |f| < 1 zu betrachten, denn da |f| beschrinkt
ist, konnen wir dies stets durch Multiplikation von | f| mit einem hinreichend kleinen A > 0
erreichen und die skalierte Funktion ist nach Satz 13.3 genau dann integrierbar, wenn die
nicht skalierte Funktion integrierbar ist.

b
f(x)dx

Da |f| integrierbar ist, existieren nach Satz 11.9 zu jedem e > 0 Treppenfunktionen ¢, €
T(a,b) mit ¢ < |f| <1 und
/ U(x x)dz < -
p

Wegen 0 < |f| < 1 kann dabei ¢ > 0 und ¢ < 1 gewéhlt werden. Dann sind ¢?, ¢ Treppen-
funktionen mit ¢? < |f|P < 9P. Fiir die Funktion g(x) = zP gilt nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung fiir 0 <z <y <1

Yy’ —aP = g(y) — g(x) = ')y — x) = p&~H(y — x) < p(y — x),
denn aus ¢ € (z,y) C [0, 1] folgt £€P~1 € [0, 1].

Damit folgt
PP — P < p(Y — @)
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b b
/qﬂuyﬂﬁ@MxSp/1M@—¢@Mw§a

Also ist | f|P nach Satz 11.9 Riemann-integrierbar.

und somit

Die angegebene Ungleichung fiir p = 1 folgt direkt aus der Monotonie und Linearitét des
Integrals sowie den Ungleichungen f < |f| und —f < |f].

(iii) Die Behauptung folgt aus (ii) wegen

fa==((f+9°—(f—9)?) = Of+m2 If—gl).

.Jk\i—‘
.-lk\

13.3 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale sind Integrale, bei denen entweder das Integrationsintervall unbe-
schrinkt ist oder der Integrand an einem (oder beiden) Randpunkte des Integrationsinter-
valls nicht definiert. Mit dem Konzept der Grenzwerte lassen sich beide Situationen leicht
behandeln.

Definition 13.7 (i) Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die auf jedem Intervall [a, b], b > a,
Riemann-integrierbar ist. Dann nennen wir die Funktion Riemann-integrierbar auf [a, o)
bzw. sagen wir, dass das Riemann-Integral auf [a,00) existiert, falls der Grenzwert

/f = lim ' fla)da

a

existiert. Analog definieren wir Riemann-Integrierbarkeit auf (—oo, b] mittels

b b
/ f(z)dx := lim f(x)dx

— 00 a——0o0 a

und auf (—oo, 00) mittels

0o b c b
/ f(z)dx == lim lim/ f(z)dx = lim f(w)dx+blirgo/ f(z)dx

a——00b—oo [, a——oo [,

wobei ¢ € R beliebig ist.

(ii) Sei f : (a,b] — R eine Funktion, die auf jedem Intervall [c,b], ¢ € (a,b), Riemann-
integrierbar ist. Dann nennen wir die Funktion Riemann-integrierbar auf (a,b] falls der

Grenzwert , ,
/ f(x)dx = lg%/ f(z)dx
a c>a YC

existiert. Analog dazu bzw. zu (i) definieren wir Riemann-Integrierbarkeit auf [a,b), (a,b),
(a,00) und auf (—oo,b). O



13.3. UNEIGENTLICHE INTEGRALE 189

Beispiel 13.8 (i) Das Riemann-Integral ffo 1/x*dx existiert fur alle s > 1. Es gilt ndmlich

b1 1 1 b 1 1 1
1 xs 1—s o571l s—1 bs—1 s—1

fiir b — oo.

(ii) Das Riemann-Integral [ 1/z%dx existiert fiir kein s < 1. Fiir s < 1 ergibt die gleiche
Rechnung wie oben

b
1 1 1 1
—dxr = 1— = (1 — blfs) — 00
1 s s—1 bs—1 s—1

fiir b — oo und fiir s = 1 gilt

b 1 b
/ —da::lnx‘ =Inb— o
1 xs 1

fiir b — oo.

(iii) Das Riemann-Integral fol 1/x*dx existiert fiir alle s < 1. Fiir ¢ € (0,1) gilt ndmlich

1_ 1 _ 1-s
c_l—s(l c )—>

1
1—s

fiir ¢ — 0.

(iv) Mit dhnlichen Rechnungen wie in (i)—(iii) weist man nach, dass das Riemann-Integral
fol 1/z%dz fir kein s > 1 existiert.

(v) Aus (i)-(iv) folgt, dass das Riemann-Integral [;~ 1/25dx fiir kein s € R existiert.
(vi) Das Integral

=
——dx
—1 1 *562

existiert, denn'

L | R | b1
——dx lim ————dx + lim / ——dx
/1 V1 — 12 a—>—l/a 1 — 2 =1 Jo /1 — x2

a>—1 b<1

= — lim arcsin(a) + lim arcsin(b)

a——1 b—1

a>—1 b<1

(-3) 3
= —|(—=)+= = m

2 2
o
!Nach Satz 9.10 ist
1 1 1 1

aresin’(z) = sin’(arcsin(z)) _ cos(arcsin(z)) /1 —sin?(arcsin(z)) Vi
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Die Definition des Integrals fo x)dx iiber den Grenzwert erinnert ein wenig an die
Definition des Grenzwerts einer unendhchen Reihe. Tatséchlich ist eine Reihe nichts anderes
als ein Integral {iber eine Treppenfunktion. Aber auch fiir manche Funktionen, die keine
Treppenfunktionen sind, kann man einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz von
Reihen und Integralen herstellen.

Satz 13.9 Sei f : [1,00) — R eine monoton fallende Funktion mit f > 0. Dann existiert
der Grenzwert Y 7, f(k) genau dann, wenn das Integral [ f(z)dz existiert.

Beweis: Aus der Monotonie folgt

k
flk) < ; 1f(96)d90§f(k—1)-
Summieren iiber k ergibt dann
n—1
Zf / fyde <3 1(k).
k=1
Falls [7° f(z)dx existiert, so ist > ,_; f(k) (als Folge in n) beschréinkt. Da die Reihe wegen

f(k) >0 auch monoton ist, ist sie also konvergent. Existiert umgekehrt der Grenzwert
Y rey f(E), soist fl x)dz beschriankt und monoton in a, also ebenfalls konvergent. U



Kapitel 14

Funktionenfolgen

Stand:
Folgen kann man nicht nur fiir reelle und komplexe Zahlen definieren, sondern auch fiir 17- August 2018
Funktionen. In diesem Kapitel betrachten wir die wesentlichen Eigenschaften solcher Funk-
tionenfolgen.

14.1 Definitionen

Definition 14.1 Eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D — R heiit Funktionenfolge.

O
Wir geben einige einfache Beispiele fiir Funktionenfolgen.
Beispiel 14.2 (i) fu(z) = 2™, D =R oder D = |0, 1]
(ii) fo(x) =|z["t/", D=R, n>1
(iii) fo(x) = (1+1/n)2%, D=R, n>1
(iv) Funktionenfolgen, die aus Reihen entstehen:
n
flz) =) gi(x)
k=0
mit g : D — R
(v) Potenzreihen:
n
Falw) = erl@ —zo)*
k=0
mit ¢ € R, 9 € R und D C R. Beachte, dass dies ein Spezialfall von (iv) ist. a

Die folgende Definition gibt einen Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen an.

191
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Definition 14.3 Wir sagen, dass eine Funktionenfolge (f,)neny punktweise gegen eine
Funktion f: D — R konvergiert, falls

f@) = lim fu(2)
gilt fiir alle x € D. Die Funktion f wird dann als Grenzfunktion bezeichnet. O

Beispiel 14.4 Wir betrachten die punktweise Konvergenz der Funktionenfolgen aus Bei-
spiel 14.2 fiir n — oo.

(i) fo(z) = 2™ Fiir |z| > 1 konvergiert diese Funktionenfolge wegen |z"| = |z|" — oo
offenbar nicht. Sie konvergiert aber z.B. fiir z € [0, 1], und zwar mit

0, z€][0,1)
f"(x)ﬁ{ 1, z=1

(i) fo(z) = |z|"t/": Fiir alle z € R gilt

fa(@) = 2TV = o' = |2| = f(a).
(iii) fn(x) = (14 1/n)2?: Fiir jedes x € R gilt
fo(z) = (L4 1/n)2? = 2® + 22 /n — 2* =: f(2).

(iv) und (v) Die durch die Reihen definierten Funktionen konvergieren punktweise gegen
die entsprechenden Grenzwerte der Reihen, sofern diese existieren. Bei der Potenzreihe ist
dies in jedem Fall fiir die eingeschriankte Definitionsmenge D = {x € R||x — zo| < r} der
Fall, wobei r der Konvergenzradius der Potentzreihe ist. o

14.2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir zwei wichtige Fragen untersuchen: Wenn alle Funktionen
fn einer Funktionenfolge stetig bzw. differenzierbar sind, und die Funktionenfolge gegen
eine Grenzfunktion f konvergiert, ist dann auch f stetig bzw. differenzierbar?

Wir beginnen mit der Stetigkeit und betrachten Beispiel 14.2(i), d.h. f,(z) = z", auf
D =[0,1]. Da jedes f, ein Polynom ist, ist es auf R und damit insbesondere auf D stetig.
Nach Beispiel 14.4(ii) konvergiert die Funktionenfolge f,(x) allerdings punktweise gegen
die Grenzfunktion f(z) = 0 fiir z € [0,1) und f(z) = 1 fiir z = 1, welche offensichtlich
unstetig in x = 1 ist.

Die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge stetiger Funktionen ist also nicht
“automatisch” selbst wieder stetig. Um dies schlieBen zu kénnen, brauchen wir den folgen-
den stéirkeren Konvergenzbegriff.

Definition 14.5 Eine Funktionenfolge f, : D — R heifit gleichmdflig konvergent gegen
eine Grenzfunktion f: D — R, falls die Konvergenz

lim sup |fn(y) — f(y)| =0
n—o0 yGD

gilt. O
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Beachte, dass aus der gleichméfiigen Konvergenz wegen

(@) = fl2)] < sup [fn(y) = f(y)] =0

Y

fir alle x € D die punktweise Konvergenz folgt. Umgekehrt gilt dies allerdings nicht, wie
Beispiel 14.2(i) zeigt:

Da f,(z) = a™ stetig ist und f,(1) = 1 gilt, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein z,. < 1 mit
fn(zne) > 1 —e. Fir die Grenzfunktion f aus Beispiel 14.4(ii) gilt also

sup [fn(y) — f(W)| = |fu(zne) — f@ne)| > [1—e—-0[=1-¢
yeD

fiir jedes n € N und damit

sup | fu(y) — f(y)| /0.

yeD

In Beispiel 14.2(ii) hingegen gilt gleichméfBiige Konvergenz, wenn wir die Definitionsmenge
D = [—d, d] fiir beliebiges d > 0 betrachten. Fiir alle y € R gilt zunéchst

1) = SO = [l = 1ol = Il |l =1

Um zu beweisen, dass das Supremum iiber alle y € [—d, d] fiir diesen Ausdruck tatséichlich
gegen 0 konvergiert, wihlen wir ein beliebiges € > 0 und zeigen, dass fiir alle hinreichend
groflen n € N die Ungleichung

sup |yl [lyl"/" ~1| < e
ye[_dvd]

gilt. Dazu betrachten wir drei Félle:

Fall 1: |y| < e. In diesem Fall gilt ||y|"/™ — 1| < 1 und es folgt
l |ly " = 1] < ol <
Fall 2: |y| € [¢,1]. In diesem Fall gilt |y| < 1, [y[*/" <1 und |y|'/™ > e¥/™. Damit folgt
[l = 1] = gl = ) S 1 -y <1 - e

fiir alle hinreichend grofien n, da e!/™ fiir n — co wegen Korollar 6.20 gegen 1 konvergiert
und damit fiir alle hinreichend groflen n grofler als 1 — ¢ ist.

Fall 3: |y| € [1,d]. In diesem Fall gilt |y|'/™ > 1 und damit
ol [l = 1] = i~ 1) < d(@/ ~ 1) < <

fiir alle hinreichend groBen n, da d'/™ fiir n — oo wegen Korollar 6.20 gegen 1 konvergiert
und damit fiir alle hinreichend groflen n kleiner als 1+ ¢/d ist.

Aus den drei Fallen folgt fiir alle hinreichend grofien n € N

sup |y| ’]y|1/” - 1‘ < max{e,1— "™ d(d/" —1)} < ¢
ye[fdvd]

und damit die Konvergenz gegen 0 und folglich die gleichméfige Konvergenz.
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Satz 14.6 Sei (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : D — R, die gleichmiiBig gegen
eine Grenzfunktion f: D — R konvergiert. Dann ist f ebenfalls stetig.

Beweis: Sei z € D. Wir verwenden das e-d-Kriterium der Stetigkeit. Zu zeigen ist dafiir,
dass zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert, so dass die Folgerung

[z -yl <0 = [f(z) - fly)l<e

fiir alle y € D gilt. Sei also € > 0 gegeben.

Da f, gleichméfig gegen f konvergiert, existiert ein n € N mit

sup |fn(y) — f(y)| < €/3,
yeD

d.h. fiir alle y € D gilt die Ungleichung |f,(y) — f(y)| < /3. Da f,, stetig ist, existiert
zudem ein § > 0, so dass die Folgerung

[z —yl <0 = [falz) = faly)| <e/3

gilt. Fiir | — y| < § folgt dann
(@) = FWI < |f(@) = ful@)| + [falz) = fa@)] + [fuly) — fW)| <e/3+¢/3+e/3 <e,

also die gesuchte Eigenschaft. U

Da die gleichméfBige Konvergenz also offenbar eine sehr niitzliche Eigenschaft ist, fiihren
wir nun eine Notation ein, mit der wir diese kompakter schreiben kénnen.

Definition 14.7 Fir f: D — R definieren wir die co-Norm als

1/ lloo := sup | f(y)].
yeD

Wir werden in Abschnitt 17.1 definieren, was eine “Norm” ist und dann in Beispiel 17.15
sehen, dass || - || tatséchlich eine Norm auf dem Vektorraum aller Funktionen f: D — R
mit || f|leo < 00 ist.

Die Bedingung fiir die gleichméflige Konvergenz kann man dann mit dieser Norm kurz
schreiben als

Jim [ £ = flloo = 0.

Fiir Funktionenfolgen, die gem&f Beispiel 14.2(iv) iiber eine Reihe definiert sind, kann man
das folgende Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz angeben.

Satz 14.8 (Konvergenzkriterium von Weierstra3) Es seien g, : D — R, k € N,
Funktionen, fiir die der Grenzwert

o0

k=0
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existiert. Dann konvergiert die Funktionenfolge f, : D — R definiert durch
fn(x) = ng('x)
k=0

absolut! und gleichmiiflig gegen eine Grenzfunktion f: D — R.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die f, punktweise gegen ein f konvergieren. Sei dazu
z € D. Wegen |gi(x)| < ||gklloo konvergiert die Reihe Y ), gi(z) nach dem Majoranten-
kriterium absolut. Setzen wir

o0

f@) =" gr(x) = lim fo(x),

n—00
k=0

so konvergieren die f,, punktweise gegen dieses f.

Zum Beweis der gleichméfligen Konvergenz sei € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass
ein N(g) > 0 existiert mit ||f, — flloc < € fiir alle n > N(g). Aus der Konvergenz von
Y reo llgklleo folgt aus Satz 4.4, dass ein N(e) € N existiert mit

o0

> lgello < &/2

k=n+1

fiir alle n > N(e). Daraus folgt fiir alle y € D

) = F = Y. @] < D @) < D gkl < /2
k=n+1 k=n+1 k=n+1
und damit auch ||f, — flleo < €/2 < e. 1l

Betrachten wir nun wieder allgemeine Funktionenfolgen. Wir untersuchen die Frage, ob
aus der gleichméfligen Konvergenz einer Folge differenzierbarer Funktionen f,, auch die
Differenzierbarkeit der Grenzfunktion f folgt.

Beispiel 14.2(ii) zeigt, dass dies nicht der Fall ist. Wegen
falx) = [ V" = exp((1+ 1/n) In |z])
folgt fiir > 0 mit der Kettenregel
fr(@) = exp'(1+1/n)nz)(1+1/n)ln’x
— exp((1+1/n)Ina)(1 + 1/@% _ MU l/n)% — (14 1/n)at/
= (1+1/n)|z|V/"
Fiir < 0 folgt mit einer analogen Rechnung

fr(@) = exp((1+1/n) In(=2))(1+1/n) ' (=z)(=1) = (1 + 1/n)(=2)"/" = (1+1/n)|z|"/".

! Analog zu den reellen Reihen sagen wir, dass eine Reihe von Funktionen absolut konvergiert, wenn die
Reihe >°7_ |9k (x)| punktweise konvergiert.
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Fiir z = 0 sind die rechtsseitige und die linksseitige Ableitung gleich Null und stimmen da-
her tiberein. Folglich ist die Funktion f,, fiir jedes n € N differenzierbar. Die Grenzfunktion
f(z) = |z| ist in x = 0 aber nicht differenzierbar, obwohl die f,, auf D = [—d, d] gleichmé&Big
gegen f konvergieren.

GleichméBige Konvergenz der Funktion reicht also nicht aus, um Differenzierbarkeit der
Grenzfunktion zu garantieren. Der folgende Satz zeigt, unter welcher zusétzlichen Bedin-
gung man Differenzierbarkeit erhlt.

Satz 14.9 Sei f, : D — R eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen, so dass f,
und f] gleichméBig gegen Funktionen f : D — R und f*: D — R konvergieren. Dann ist
f stetig differenzierbar mit f' = f*.

Beweis: Sei z € D. Fiir ein gegebenes h € R mit h # 0 und = + h € D wihle n(|h|) so
grof, dass die Ungleichungen

Ifn = flloo < h* und |1 f = f*lloo < |R]
fiir n = n(|h|) gelten. Dann folgt fir n = n(|h|)

Feth) = f(@) _ faleth) — fula)
h h

+ Ry (h)

mit
f(l‘—Fh) — fn(l'+h) + fn(x) — f(."L‘)
h h '

Ri(h) =
Fiir R;(h) gilt

h?  h?
< — + — = 2|h|,
[l [A]

fn(z) = f(2)
h

Ry(h)] < flz+h) —fn(w+h)‘

h

woraus Rj(h) — 0 fiir h — 0 folgt. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

flz+h) - f(z)

h = [1(€) + Ri(h) = f*(€) + Ri(h) + Ra(h)

mit £ € [x — |h|,x + |h|] und £ € D sowie
| Ra(R)] = [£(8) = f7(O)] < |A].

Daraus folgt Ra(h) — 0 fiir h — 0.

Da die f], gleichmiiBig konvergieren, ist f* nach Satz 14.6 stetig und weil & — z gilt fiir
h — 0, folgt

i FEH = f@) (f*(g) + Ry(h) +R2(h)) = f*(x).

h—0 h h—0

Dies zeigt die Behauptung. U
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14.3 Potenzreihen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Potenzreihen gemé&f Beispiel 14.2(v). Diese sind
uns bereits bei der Betrachtung der Taylorentwicklung in Abschnitt 10.2 begegnet. Auf
Grund der besonderen Struktur der Summanden kénnen wir hier ein besonders schénes
Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz angeben. Der folgende Satz gilt tatséchlich auch fiir
komplexe Potenzreihen (bei der also alle angegebenen Zahlen aus C sind), wir formulieren
und beweisen hier aus Zeitgriinden aber die reelle Version.

Satz 14.10 Gegeben sei eine Potenzreihe

fnlx) = cp(x — xo)k

k=0
mit ¢g, g € R, die fiir ein x = 1 € R mit x1 # xo konvergiert.

Dann konvergiert die Potenzreihe fiir jedes p > 0 mit p < |21 —z¢| absolut und gleichméBig
auf D = [xg — p,zo + p|. Insbesondere gilt fiir den Konvergenzradius r der Reihe die
Ungleichung r > |x1 — x¢|. Zudem konvergiert auch die Potenzreihe

Z keg(x — $0)k_1
k=1

ebenfalls absolut und gleichméflig auf D.

Beweis: Setze g (z) := cx(z—x0)"*. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe "}_, gx(z1),
also folgt aus Satz 4.5 |gi(z1)| — 0 fiir £ — oo, woraus mit Satz 3.7 folgt, dass ein M € R
existiert mit |gg(z1)] < M fiir alle k& € N. Daraus folgt fiir alle x € D

k
r — X0
|9k ()] = lex(z — 20)"| = |ex(z1 — z0)" - < Mo*
Tr1 — X
mit
R el < P < 1.
Ty —xo| ~ |r1 — 2ol

Da diese Ungleichung fiir alle € D gilt, folgt auch ||gillec < MO*. Wegen 6 € [0,1)
konvergiert die geometrische Reihe S_1_, M6, also konvergiert > 7_,||gk|l nach dem
Majorantenkriterium und die absolute und gleichméfige Konvergenz der f,, folgt aus Satz
14.8.

Fiir die Reihe .
Z keg(x — xo)k_l
k=1

)kfl

beweist man fiir gx(x) = kep(x — xo analog zum ersten Teil des Beweises die Unglei-

chung ||gxlleo < kMO*—1. Weil

(k+1)M6%"  k+1

T = % 0 —0<1
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gilt, konvergiert die Reihe Y ,_; kM 0*~1 nach dem Quotientenkriterium, vgl. Beispiel
4.19(i). Wiederum wie im ersten Teil des Beweises folgt die Aussage nun mit dem Ma-
jorantenkriterium. ]

Korollar 14.11 Unter den Voraussetzungen von Satz 14.10 gilt fiir die dort definierte
Menge D:

Die Funktion f: D — R gegeben durch
[e.9]
f@) = erlw—mzo)*
k=0
ist stetig differenzierbar (also insbesondere selbst stetig) mit

f(z) = Z ke (x — xo)F L
k=1

Beweis: Nach Satz 14.10 konvergieren die Funktionen
n

fula) = cxlw—z0)* und  fo(x) = kep(w —z0)"!
k=1

k=0

gleichméflig gegen f bzw. eine Grenzfunktion f* : D — R. Als Polynome sind f, und fn
stetig und differenzierbar und aus Beispiel 9.9(a) und der Kettenregel folgt f/, = fn, da
jeder Summand in der Reihe fiir f,, gerade die Ableitung des entsprechenden Summanden
in der Reihe fiir f, ist. Die Behauptung folgt daher mit Satz 14.9. U

Mit anderen Worten besagt dieses Korollar also, dass wir Potenzreihen auf dem in Satz
14.10 angegebenen Definitionsbereich D gliedweise differenzieren diirfen, um ihre Ableitung
zu bestimmen.

Beispiel 14.12 Fiir den Cosinus gilt

e " p2n
cosT = Z(—l) @n)!
n=0

Dies ist gerade die Potenzreihe
o0
_ k
cosx = E CrpT
k=0

mit ¢, = (—1)%/2/k! fiir gerades k und ¢, = 0 fiir ungerades k.

Da diese Reihe fiir alle z € R konvergiert, gilt die Aussage von Korollar 14.11 auf jeder
Menge der Form D = [—p, p] fiir alle p > 0, also auf ganz R. Die Ableitung des Cosinus ist
also gegeben durch

oo
cos’ x = chkwkfl
k=1
= O+202w+0+404x3+0+606x5+...
3 5 7 9
R S AN A s
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Wie zu erwarten ist dies genau die Reihe der Funktion —sinz. |

14.4 Das Riemann-Integral fiir Funktionenfolgen

Wir haben eben gesehen, dass sich die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit von Funktionen-
folgen f,, dann auf die Grenzfunktion iibertriagt, wenn die Konvergenz von f, — und im
Falle der Differenzierbarkeit auch von f; — gleichméiBig ist. Wir wollen nun abschliefiend
untersuchen, wie die Situation beim Riemann-Integral aussieht. Hier gilt der folgende Satz.

Satz 14.13 Sei f, : [a,b] — R eine gleichmifig konvergente Folge stetiger Funktionen mit
Grenzfunktion f. Dann gilt

b b b
lim fn(av)dx:/ f(x)dx:/ nh_{gofn(x)dx

n—oo a

Integration und die Grenzwertbildung darf fiir gleichméfig konvergente stetige Funktionen
also vertauscht werden.

Beweis: Nach Satz 14.6 ist f wieder stetig und damit integrierbar. Zudem gilt fiir alle
x € [a, b] die Ungleichung |f(z) — fu(x)| < ||f — fnllco. Damit erhalten wir

/ab f(x)dx — /ab fo(z)dzx

woraus wegen lim, o || f — fnlloc = 0 die Behauptung folgt. U

b b
</ \f(x)—fn(w)ldw</ 1 = fulloodzz = (b= a)[1f — fulloos

Beispiel 14.14 Die Exponentialreihe f,(z) = Y"1 _, 2*/k! konvergiert auf jedem beschriink-
ten Intervalle [a, b] gleichmifig gegen e® (dies folgt aus Satz 14.10 und der Tatsache, dass
die Exponentialreihe fiir alle x € R konvergiert). Also gilt

n

b b 29 Lk b ok
/aed:c = /a;)]ddx:/llgggo Hda:

k=0
b n k n b .k 0 b .k
T T T
= lim E —dx = lim / —dx = E —dx
n—»00 k! n—»00 k! kY
@ k=0 k=0"% k=07

wobei wir im dritten Schritt Satz 14.13 und im vierten Schritt Satz 13.3 angewendet haben.

Wir kénnen die Exponentialfunktion also integrieren, indem wir die Summanden der un-
endlichen Reihe einzeln integrieren und dann die unendliche Summe bilden. Allgemein
kann man auf die gleiche Art beweisen, dass man jede Potenzreihen auf dem in Satz 14.10
angegebenen Intervall in diesem Sinne gliedweise integrieren darf. a

Es gibt viele Beispiele von Funktionenfolgen, die nur punktweise aber nicht gleichméfig
konvergieren, fiir die aber trotzdem die Aussage von Satz 14.13 gilt.
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Ein Beispiel ist die Funktionenfolge aus Beispiel 14.2(i). Als weiteres Beispiel betrachte die
Folge f : [0,2] — R, n > 1, gegeben durch

ne, x €10,1/n]
falx)=4¢ 2—nz, z€(1/n,2/n]
0, x>2/n

Diese Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen die Grenzfunktion f = 0, denn fiir
x = 0 gilt immer f,(x) = 0 und fir z > 0 gilt f(x) = 0 fiir alle n > 2/z. Sie konvergiert
aber nicht gleichméflig, denn es gilt

1fn = fllo = [fu(1/n) — f(1/n)|=1-0/=1+40

fiir n — oo.

Der Graph jeder dieser Funktionen f,, bildet gemeinsam mit der z-Achse gerade das Dreieck
mit den Eckpunkten (0,0), (1/n,1) und (2/n,0). Der Fldcheninhalt und damit das Integral
iiber diese Funktion betragt folglich 1/n (“Grundlinie 2/n mal Héhe 1 durch 2”). Also gilt

/02 fa(z)de — 0= /02 f(z)dz

fir n — oo. Die Aussage von Satz 14.13 gilt also, obwohl nur punktweise und keine
gleichméfige Konvergenz vorliegt.

Dies wirft die Frage auf, ob man die Voraussetzungen von Satz 14.13 abschwichen kann.
Tatséchlich geht dies und dies wird eines der Hauptresultate der nachfolgenden Kapitel
sein.

14.5 Anhang: Eine Taylorreihe mit Konvergenzradius 0

Mit den Techniken, die wir in diesem Kapitel kennen gelernt haben, kénnen wir eine Funk-
tion konstruieren, deren Taylorreihe den Konvergenzradius 0 besitzt (vielen Dank an Herrn
Prof. Kriecherbauer fiir dieses Beispiel).

Wir verwenden dazu eine Funktion x : R — R mit den folgenden Eigenschaften:
o 0 < x(z)<l1firallezeR
o x(z)=1fur alle z € [-1/2,1/2]
o x(z) =0 fur alle z ¢ [—1, 1]

e y ist auf R unendlich oft differenzierbar

Eine solche Funktion kann durch Zusammensetzen von konstanten Funktionen und Ex-
ponentialfunktionen (dhnlich wie die aus Beispiel 10.20) explizit konstruiert werden, was
beweist, dass eine solche Funktion existiert. Da die spezielle Form von y aber im Weiteren
keine Rolle spielt, brauchen wir gar keine explizite Konstruktion.



14.5. ANHANG: EINE TAYLORREIHE MIT KONVERGENZRADIUS 0 201

Da x auflerhalb von [—1, 1] konstant gleich Null ist, gilt dies auch fiir alle héheren Ablei-
tungen x(™ von y und es folgt

"™l = sup{Ix" ()] : @ € [~1,1]} = X" (p)
fiir ein p € [—1, 1], weswegen ||x™ s < oo ist. Die Definition
Chn := max{[|[x™||o |2 = 0,...,m}

liefert also einen endlichen Wert.

Wir definieren nun fiir k¥ € N die Funktionen

gu(z) = (kz)*x(k*z).

Per Induktion und unter Verwendung der Produkt- und Kettenregel sowie des binomischen
Lehrsatzes beweist man, dass die hoheren Ableitungen dieser gi gegeben sind durch

m - m k! —j. (m—j m—j
of >:Z< '>kk(k— ,)'xk g (=3 (2 2m=3).
=\J )

Mit dem oben definieren C,, folgt

. . k—j A
sup [2¥ ") (k)] < Cro (,;) O k2,
xER

weil x(9) (k%z) ja nur fiir k%2 € [—1,1], also fiir z € [~1/k?,1/k%] Werte # 0 annimmt.
Es folgt die Abschéitzung

Hg,(.cm)lloo < Z(@)kkﬂcmkﬂj—k)kﬂm—j)
2\ a g e
~—— :kQ(m—k)

<ki<km

fk+mp2(m—k) Z (m>
i=o 7

N’
=92k

IN

= Ck3mFom,

Mit dem Quotientenkriterium sieht man, dass die Reihe >~;_ Ck>™~*2™ konvergiert und
aus dem Majorantenkriterium folgt damit, dass der Grenzwert

> 19 o
k=0

fiir jedes m € N existiert. Aus dem Konvergenzkriterium von Weierstrafl (Satz 14.8) folgt
damit die gleichmé&fBige Konvergenz von

@) =Y g™ ()
k=0
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gegen Grenzfunktionen f(™ und mit Satz 14.9 folgt die Differenzierbarkeit aller (™) mit
(fm)y = fm+D) Folglich ist f = f(O auf R beliebig oft differenzierbar und wir kénnen
die Taylorreihe in zp = 0 bilden. Da x auf [-1/2,1/2] konstant gleich 1 ist, folgt x(0) =1

und x(m)(l) = 0 fiir alle m > 1. Einsetzen in die Formeln fiir g,(cm), m=0,1,2,..., liefert
dann g,gm)(O) = 0 fiir m # k und g,(cm) (0) = k!k¥ fiir m = k. Daraus folgt

F0) =3 g™ (0) = mlm™.
k=0

Die Taylorreihe von f in xg = 0 ist also von der Form

2L k) Ny )
Z fk—'xk = n 2k = Zkk:z:k

k=0 k=0 k=0

Fiir jedes = # 0 gilt fir & > |2/z| daher fiir die Summanden der Reihe die Ungleichung
|k¥aF| = |kz|* > 2*. Diese konvergieren also nicht gegen Null, weswegen auch die Rei-
he nicht konvergieren kann. Folglich konvergiert die Taylorreihe fiir kein x # 0 und der
Konvergenzradius ist gleich 0.



Kapitel 15

Das Lebesgue-Integral

Stand:
Ausgangspunkt dieses Abschnitts ist die bereits am Ende des letzten Kapitels diskutierte 17. August 2018
Frage, wann fiir eine punktweise konvergente Funktionenfolge f,, — f die Gleichung

b

b
lim fn(:v)d:z:/ f(z)dx

n—o0 a

gilt.

Dabei wollen wir neben der punktweisen Konvergenz moglichst wenig Voraussetzungen an
die Funktionen f,, und f stellen; insbesondere wollen wir keinerlei Stetigkeit voraussetzen'
Die Motivation dafiir ist mitnichten nur mathematischer Ehrgeiz, moglichst allgemeine
Aussagen zu machen. Die Tatsache, dass man den obigen Grenziibergang unter moglichst
geringen Voraussetzungen durchfiithren kann, ist wesentlich fiir viele Techniken der Ana-
lysis, die Sie in hoheren Semestern — z.B. im Zusammenhang mit Differentialgleichungen
oder im Gebiet der Stochastik — kennen lernen werden. Wir kommen am Ende dieses
Kapitels noch einmal auf diesen Aspekt zuriick.

Wenn man mit wenig Voraussetzungen arbeiten mochte, stellt sich schnell heraus, dass
viele punktweise Grenzfunktionen Riemann-integrierbarer Funktionen f,, iiberhaupt nicht
mehr Riemann-integrierbar sind. Als Beispiel betrachte die Funktionen f,, definiert durch

1, ze{k/m|m=1,...,n,k=0,...,m}
Jn(@) _{ 0, sonst.

Jedes f, ist Riemann-integrierbar: eine Treppenfunktion ¢ < f,, ist ¢ = 0 und es folgt

/ai f(z)dz = 0.

Eine Treppenfunktion ¢ > f,, erhalten wir, indem wir zu gegebenem & > 0 die Funktion v
betrachten, die auf den Intervallen [k/m —e/2,k/m+¢/2]N[0, 1] (mit k/m aus der Menge
aus der Definition von f,) gleich 1 und sonst gleich 0 ist. Da die Anzahl der Intervalle,
auf denen ¢(x) = 1 gilt, kleiner oder gleich n(n + 1) ist und jedes Intervall die Lénge ¢

"Wir werden in Abschnitt 16.2 sehen, dass es zum Beweis der Konvergenz z.B. geniigt, dass die f,, auf
eine geeignete Weise beschréankt sind.

203
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besitzt, ist die summierte Lénge dieser Intervalle < en(n 4 1). Auerhalb dieser Intervalle
ist ¢(z) = 0. Folglich gilt

*b 1
/a f(z)dx < /o Y(x)dr < en(n+1)

und weil € > 0 beliebig war, folgt fa*b f(x)dx = 0. Jedes f, ist also Riemann-integrierbar
mit

/abf(x)da: _o.

Andererseits konvergiert f,, aber auf [0, 1] punktweise gegen die Funktion
|1, zeQ

denn jedes z € QNI0, 1] liegt fiir hinreichend grofies n in der Menge {k/m |m =1,...,n,k =
0,...,m}. Diese Grenzfunktion ist aber, wie in Beispiel 11.8(ii) bereits besprochen, nicht
Riemann-integrierbar.

Diese Beispiel zeigt, dass wir eine neue Definition des Integrals ben6tigen, wenn wir sicher
stellen wollen, dass Grenzfunktionen integrierbarer Funktionen wieder integrierbar sind.
Dabei soll das “neue” Integral fiir alle Riemann-integrierbare Funktionen genau den glei-
chen Integralwert ergeben, wie das bekannte Riemann-Integral (alles andere wiirde ja zu
einer fiirchterlichen Verwirrung fithren). Das neue besteht also vor allem darin, dass wir
eine groflere Klasse von Funktionen integrieren kénnen. Das Lebesgue-Integral, das wir in
diesem Kapitel einfiihren, leistet genau dies.

15.1 Lebesgue-Nullmengen

Ahnlich wie beim Riemann-Integral werden wir das Lebesgue-Integral iiber die bereits
bekannten Treppenfunktionen definieren. Statt der Approximation durch Ober- und Un-
terintegrale werden wir das Integral nun aber als Grenzwert

b b
/ f(x)dx :== lim on(x)dx (15.2)
a n—oo a

der Integrale von Treppenfunktionen definieren, die die Ungleichung ¢,, < f (oder ¢, > f)
und die Konvergenz ¢, — f in geeigneter Weise erfiillen. Diese “geeignete Weise” soll
dabei zum einen so definiert sein, dass auch z.B. die Funktion (15.1) integriert werden kann
und zum anderen so, dass fiir jede mo6gliche Wahl dieser Folge von Treppenfunktionen der
gleiche Grenzwert herauskommt (denn ansonsten wiirden wir ja keine eindeutige Definition
des Integrals iiber f erhalten).

Um dies zu erreichen, miissen wir sowohl den Begriff der punktweisen Konvergenz als auch
die Bedeutung der Ungleichungen ¢, < f (bzw. ¢, > f) neu definieren, denn mit der
iiblichen Definition erhalten wir fiir die Funktion (15.1) stets einen Integralwert > 1, wenn
wir Treppenfunktionen ¢ > f und einen Integralwert < 0, wenn wir Treppenfunktionen
¢ < f betrachten. Die Idee dabei ist, dass wir sowohl die punktweise Konvergenz ¢, (z) —
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f(z) als auch die punktweise Ungleichung ¢, (z) < f(x) (bzw. ¢y (z) > f(z)) nicht fiir alle
x aus dem Integrationsintervall I verlangen, sondern nur fiir eine Teilmenge I \ N, wobei
die Menge N der Ausnahmepunkte so klein ist, dass sie fiir den Integralwert keine Rolle
spielt. Die Mengen, welche diese Eigenschaft erfiillen, werden Lebesgue-Nullmenge genannt.

Um zu veranschaulichen, wann eine Menge N fiir das Berechnen des Integrals keine Rolle
spielt, betrachten wir noch einmal die Funktion (15.1) auf D = [0,1]. Die Uberlegungen
aus dem letzten Abschnitt zeigen, dass man das Integral iiber f mittels des Grenzwerte
limy, 00 fol fa(z)dz = 0 als fol f(z)dz := 0 definieren konnte. Eine Approximation des
Integrals durch Treppenfunktionen mit ¢ (x) > f(x) fiir alle z € [0,1] fithrt aber immer
auf einen Integralwert > 1. Wie bereits gesagt, wollen wir dieses Problem l6sen, indem wir
diese Ungleichung fiir eine gewisse Teilmenge N C [0, 1] nicht mehr verlangen.

Um die richtige Bedingung an solch eine Menge N herauszufinden, versuchen wir jetzt ein-
mal, das Integral iiber f durch eine Treppenfunktion ¢) > f (fiir alle z € [0, 1]) anzunihern,
die im Gegensatz zu den iiblichen Treppenfunktionen unendlich vielen Treppenstufen be-
sitzt. Die eigentliche Definition des Lebesgue-Integrals wird spéater wieder iiber Treppen-
funktionen mit endlich vielen Stufen erfolgen, die voriibergehende Betrachtung unendlich
vieler Stufen ermoglicht uns aber, die passende Bedingung an N herauszufinden.

Wir konstruieren dieses ¢ > f wie folgt: Da Q abzéhlbar ist, kénnen wir Q N [0, 1] in der
Form QN [0,1] = {xo,z1,x2,...} darstellen. Wir wéhlen nun ein £ > 0 und definieren fiir
k € N die (unendlich vielen) Intervalle

I — 9 S
k= (xk—mwﬁm)-

Wir setzen
1, zeljfireinjeN
0, sonst

v ={

Da v auflerhalb der Intervalle I den Wert 0 besitzt und auf den I, den Wert 1, ldsst sich
die Fliche A unter dem Graphen? von ¢ dann abschitzen als

> > € e /1\F
A<= 2 =5 (5) -=
k=0 k=0 k=0
N——
:1711/2:2

Fiir ¢ — 0 konvergiert die Fliache also gegen 0, d.h. der Beitrag der Werte von v auf der
Menge |, <y I; geht gegen 0 — obwohl diese Menge fiir jedes € > 0 stets die Menge QN[0, 1]
enthilt, die ja dicht in [0, 1] liegt.

Offenbar tragen die Werte der Funktion f auf einer Menge, die sich mit Intervallen mit
beliebig kleiner Gesamtlédnge iiberdecken lisst, also nichts zum Wert des Fliche unter der
“unendlichen” Treppenfunktion ¢ > f bei. Diese Beobachtung ist genau die Idee der
Definition der Lebesgue-Nullmenge.

2Zwar haben wir kein Integral fiir Treppenfunktionen mit unendlich vielen Stufen definiert, die Fliche
unter dem Graphen kénnen wir aber nach wie vor als Summe der Fldchen der — jetzt unendliche vielen —
Rechtecke unter den Stufen des Graphen berechnen.
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Definition 15.1 Eine Menge N C R heifit Lebesque-Nullmenge (im Folgenden kurz Null-
menge genannt), falls fiir jedes ¢ > 0 eine abzihlbare Menge von offenen Intervallen
Io, I, Io, . .. existiert mit

o
Nc | & und > Ll <e.
k=0,...,00 k=0

Der folgende Satz gibt einige Aussagen iiber Nullmengen.

Satz 15.2 (i) Jede endliche und jede abzdhlbare Menge ist eine Nullmenge.

(ii) Die Vereinigung |J,,cy Vs von abzdhlbar vielen Nullmengen No, N1, Na,... C R ist
wieder eine Nullmenge.

(iii) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(iv) Eine Nullmenge N C R kann kein offenes Intervall I = (a,b) enthalten.

Beweis: (i) Folgt mit der gleichen Konstruktion der Intervalle I und der gleichen Rech-
nung wie im obigen Beispiel.

(ii) Zu gegebenem € > 0 und € N seien I,, ;,, k € N, iiberdeckende offene Intervalle fiir die
Nullmenge N,, mit summierter Linge < ¢/ 27*1 Dann ist die Menge aller Intervalle I, i,
n,k € N wieder abz#ihlbar (mit dem gleichen Argument, mit dem auch Q abzdhlbar ist)
und iiberdeckt (J,,cpy Vn. Da ihre Gesamtlénge kleiner oder gleich

ii k] < ia/zn+1 =
n=0

n=0 k=0
ist, zeigt das die Behauptung.
(iii) Folgt sofort aus der Definition.

(iv) Die Aussage ist anschaulich klar, da aus (a,b) C N folgt, dass jede Uberdeckung
Iy, I, . .. auch das Intervall (a, b) iiberdecken muss und daher eine summierte Linge > b—a
haben muss. Der formale Beweis ist allerdings etwas schwieriger und wird nach dem Beweis
von Satz 15.10 nachgeliefert. U

Definition 15.3 Fiir eine Teilmenge D C R und eine Aussage A(z) sagen wir, dass die
Aussage A fiir fast alle x € D oder fast diberall auf D gilt, falls eine Nullmenge N C R
existiert, so dass die Aussage A(x) fiir alle x € D \ N wahr ist. o

Beispiel 15.4 (i) Die Funktion f aus (15.1) ist fiir fast alle z € [0, 1] gleich Null. Ins-
besondere gilt fiir die (konstante) Funktionenfolge ¢, (x) = 0, dass diese fast iiberall die
Ungleichungen ¢, < f < ¢, erfiillt und fiir fast alle z € [0, 1] punktweise® gegen f konver-
giert.

3Den Zusatz “punktweise” werden wir im Folgenden weglassen. Der Begriff “Konvergenz fast iiberall”
ist im weiteren Verlauf der Vorlesung immer punktweise zu verstehen.
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(ii) Die Funktionenfolge f,(x) = 2™ konvergiert fiir fast alle « € [0, 1] gegen 0.

(iii) Aus der Tatsache, dass abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen
sind, ergibt sich die folgende Eigenschaft: Sei f, : [a,b] — R eine Folge von Funktionen,
die fast iiberall gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert und fiir die fir alle n € N
fast iiberall die Ungleichung f,, < f fiir eine Funktion f : [a,b] — R gilt. Dann folgt fast
iiberall die Ungleichung f < f.

Beweis: Sei N,, die Nullmenge so dass die Ungleichung f,,(z) < f(x) gilt fiir alle x €
[a,b] \ N,, und sei M die Nullmenge, so dass die Konvergenz lim,,_,~ fn(z) = f(z) fir alle
x € [a,b] \ M gilt. Definieren wir dann die Menge

N:=MU | Ny,
neN

so ist dies als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge. Fiir alle
x € [a,b] \ N gilt zudem

fole) < () und T fo(e) = f(2),

Also folgt f(x) < f() fiir alle = € [a,b] \ N, also fast iiberall. O

Beispiel (i) zeigt also, dass es mit dem neuen Konvergenzbegriff “punktweise fast iiber-
all” tatsdchlich Treppenfunktionen (im iiblichen Sinne mit endlich vielen Stufen) gibt, die
von oben und unten gegen f aus (15.1) konvergieren und gegen den gleichen Integralwert
konvergieren. Beispiel (iii) zeigt, dass “fast iiberall” Eigenschaften beim Grenziibergang
erhalten bleiben.

15.2 Monotone Konvergenz von Treppenfunktionen

Das Konzept “punktweise Konvergenz fast iiberall” erlaubt es uns, auch sehr irreguléire
Funktionen durch Treppenfunktionen zu approximieren. Wir miissen aber noch den zwei-
ten eingangs genannten Punkt beachten, dass wir nédmlich bei der Wahl der Folge der
Treppenfunktionen ¢, in (15.2) sicher stellen, dass jede mogliche Wahl dieser Folge auf
den gleichen Grenzwert fithrt. Dazu dient die folgende Definition.

Definition 15.5 Eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b), heiit fast iiberall mo-
noton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle n € N die Ungleichung ¢, < ¢p41 (bzw.

©n > ont1) fast iiberall auf [a, b] gilt. o

Aus dem folgenden Satz ergibt sich, dass die Folge der Integrale iiber fast iiberall monotone
Treppenfunktionen ebenfalls monoton ist.

Satz 15.6 Fiir zwei Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b) mit ¢ < 9 fast iiberall (bzw. p >
fast iiberall) gilt

/abso(m)dxs/abw(x)dx (bzw. /abcp(:z:)d:rz/abqp(m)dx).
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Beweis: Wir beweisen Fall <. Nach Bemerkung 11.2(ii) kénnen wir annehmen, dass ¢
und % auf der gleichen Unterteilung a = zg < 1 < ... < x,,, = b definiert sind. Wir
bezeichnen die Werte der Funktionen auf den Teilintervallen (zy,zxy1) der Unterteilung
mit ¢ ) = ¢, und und Y|4, 2, ) = di-

Sei N nun die Nullmenge, auf der die Ungleichung ¢ < ¢ nicht gilt. Nach Satz 15.2(iv)
kann (xg,zk4+1) C N nicht gelten, daher gibt es einen Punkt x € (zg, zg41) \ N, auf dem
also p(z) < ¥(z) gilt und es folgt

cr = p(x) < P(x) = dy.

T T+1

Da dies fiir alle £k = 0,...,m — 1 gilt, folgt die behauptete Ungleichung aus Definition
11.3. U

Definition 15.7 Fiir eine Folge von Treppenfunktionen (¢, )nen nennen wir die Folge

(/ b enlo)ic) -~

die Integralfolge von ¢,. Beachte, dass die Integralfolge eine reelle Folge ist. ]

Als Konsequenz aus Satz 15.6 ist die Integralfolge fiir fast {iberall monotone Treppen-
funktionen ebenfalls monoton. Nach den S#tzen 3.7 und 3.21 ist sie damit genau dann
konvergent, wenn sie beschrankt ist.

Definition 15.8 Wenn eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b) fast iiberall mo-
noton wachsend ist und fiir n — oo fast iiberall gegen eine Funktion f : (a,b) — R kon-
vergiert?, so schreiben wir ¢,, / f. Analog schreiben wir ¢,, N\, f im Falle einer monoton
fallenden Folge. o

Bemerkung 15.9 Aus ¢, 7 f folgt fiir alle n die Ungleichung ¢,, < f fast iiberall, denn
wiirde @, (x) > f(z) auBerhalb einer Nullmenge gelten, so wiirde wegen der Monotonie
auch lim, o @n(x) > f(z) auBerhalb einer Nullmenge gelten, was der Konvergenz fast
tiberall widerspricht.

Analog folgt aus ¢, \, f die Ungleichung ¢,, > f fast iiberall. |
Der folgende Satz liefert nun die gewiinschte Eindeutigkeitsaussage.

Satz 15.10 Fiir Funktionen f, g : (a,b) — Rmit f < g fast iiberall auf [a, b] seien @, ¥, €
T(a,b) zwei Folgen von Treppenfunktionen mit ¢,  f und ¢, ~ g (bzw. ¢, N\ f
und %, N\, g) und beschrénkten (und damit wegen der Monotonie auch konvergenten)
Integralfolgen. Dann gilt

b b
lim on(z)de < li_>m U (x)dz.

n—o0 a

4Beachte, dass f an den Randpunkten a und b des Intervalls nicht definiert sein muss, da wir diese stets
zu der Nullmenge in der “fast iiberall” Definition hinzufiigen kénnen.
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Im Fall, dass fast iiberall f = g gilt, gilt insbesondere

b b
lim on(x)dx = li_)m W (x)dz.

n—oo a

Zum Beweis von Satz 15.10 benétigen wir die folgenden zwei weiteren Sétze. Der erste ist
ein Spezialfall des Uberdeckungssatzes von Heine-Borel.

Satz 15.11 Sei I C R ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall und sei {I, |« € T},
eine unendliche Menge von offenen Intervallen, fiir die

IcC UIa

a€el

gilt. Die Menge {I,|a € T} heifit dann offene Uberdeckung von I. Dann gibt es eine
endliche Teilmenge 7 C Z mit
Ic|JIL

a€l

Die Menge {I, |a € Z} heiBt dann endliche Teiliiberdeckung.

Beweis: Wir beweisen die Aussage per Widerspruch und nehmen an, dass es ein Inter-
vall I und eine offene Uberdeckung gibt, in der keine endliche Teiliiberdeckung existiert.
Dann kénnen wir das Intervall I in zwei gleich grofle abgeschlossene Teilintervalle I; und
I{ aufteilen, von denen es fiir mindestens eines der beiden (0.B.d.A. fiir I) ebenfalls keine
endliche Teiliiberdeckung geben kann (ansonsten wiirden die beiden endlichen Teiliiber-
deckungen von I; und I] zusammen eine endliche Teiliiberdeckung von I ergeben). Mit
diesem Teilintervall fahren wir iterativ fort und zerlegen dieses wieder.

Auf diese Weise erhalten wir eine Intervallschachtelung Ij von Intervallen mit [I| <
(1/2)*|1|, fiir die jeweils keine endliche Teiliiberdeckung existiert. Auf Grund des Vollstéindig-
keitsaxioms gibt es ein # € R mit « € I, C I fiir alle k € N und da die I, eine Uberdeckung
von I bilden, muss ein (offenes) Interval I, = (¢, d) mit x € I, existieren. Folglich ist x > ¢
und =z < d und fir € := min{z —¢,d —x} > 0 gilt (zv — ¢,z +¢) C I,. Wéhlen wir nun
k so groB, dass (1/2)F|I| < ¢ ist, so folgt aus = € Iy, dass I, C I, gilt. Also ist {I,} eine
endliche Teiliiberdeckung von Iy, was der Folgerung widerspricht, dass keines der Intervalle
I eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. U

Der zweite Satz, den wir bendtigen, macht eine Aussage iiber fast iiberall monoton gegen
0 konvergente Treppenfunktionen.

Satz 15.12 Es sei 9, € T(a,b) eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢, N\, f = 0, d.h.
die Folge der Treppenfunktionen konvergiert fast iiberall monoton gegen 0. Dann gilt

b
lim Up(x)dx = 0.

n—oo a
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Beweis: Mit Bemerkung 15.9 folgt 9, > 0 fast {iberall und damit mit Satz 15.6 die
Ungleichung f; Un(x)dz > 0. Folglich geniigt es zum Beweis der Konvergenz zu zeigen,
dass fiir jedes ¢’ > 0 ein K. > 0 existiert mit

b
/ Ip(z)dr < €
a

fiir alle n > K.

Es sei N C [a, b] nun die Menge aller Punkte, fiir die ¥,,(z) nicht monoton gegen 0 konver-
giert (nach Annahme eine Nullmenge), vereinigt mit der Menge aller Unterteilungspunkte
fiir alle 9,, (eine abzihlbare Menge). Dann ist N eine Nullmenge. Zu gegebenem ¢ > 0 sei
I' . n € N, eine Menge von offenen Intervallen mit summierter Linge < ¢, deren Vereinigung
N enthilt.

Fiir jeden Punkt = € [a,b] \ N existiert ein n, > 0, so dass ¥,,(z) < € ist. Da z kein
Unterteilungspunkt ist, ist ¥,,, konstant in einem offenen Intervall I, >  und damit auch
< ¢ auf I,. Da ¥, fiir wachsendes n monoton féllt, ist damit auch ¥, (x) < ¢ fiir alle n > n,
und alle x € I,,.

Offenbar bilden die offenen Intervalle
I’ neNund I,z € [a,b] \ N

nun eine offene Uberdeckung von [a, b], also gibt es nach Satz 15.11 eine endliche Teiliiber-
deckung

I1/’Ll’ . 'alrlzla-[:ua . 'aImm'
Wir setzen jetzt N, := max{ng,,...,ny,, }, wihlen ein beliebiges n > N, und bezeichnen

die Werte der Treppenfunktion ,, auf den Teilintervallen seiner Unterteilung a = zg <
x1 < ... < xp = b wie liblich mit ¢;, k = 0,...,p—1. Mit der Bezeichnung Ji, := (2, T+1)
gilt dann

b p—1 p—1
/ Ip(x)dr = Z(xk—&-l — Tp)Cp = Z | Jk| k-
“ k=0 k=0

Wegen der Monotonie gilt dann

¢ < max Yo(x) =: M
z€[a,b]

(beachte, dass jede Treppenfunktion und damit auch ¥y nur endlich viele Werte annnimmt,
weswegen das Maximum existiert). Falls das Intervall Jy eines der Intervalle I, schneidet,
so gilt zudem c¢j < €. Die Indizes dieser Intervalle fassen wir in der Menge J zusammen

und es gilt
Z ’Jk| <b-—a.
keJg

Daraus folgt

> |kler < (b= a)e.

keJ
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Die verbleibenden Intervalle Jy, mit k& ¢ J miissen nun in der Vereinigung I}, U...U L’”
liegen. Also gilt

l
D<) Il <e
j=1

kg

und damit
Z |Jk\ck < Me.
kg

Zusammen erhalten wir also

b p—1
/ On(x)de = [Jelew =D |Tlex + Y [Jklex < e(M +b—a).
a k=0 keJ keJ

Damit folgt die gesuchte Eigenschaft, wenn wir ¢ = &//(M + b — a) und K. = N, set-
zen. U

Beweis von Satz 15.10: Wir beweisen den Fall ~, der Beweis fiir \, verlduft analog.

Fiir jedes feste m gilt @, — ¥n \¢ om — g fiir n — co. Da ebenfalls fast iiberall ¢, — g <
om — f <0 gilt, konvergiert ¢,,, — ¢, also fast iiberall monoton fallend gegen einen Wert
< 0. Folglich konvergiert die Treppenfunktion ¥, = (¢, — ¥,)" ebenfalls fast iiberall
monoton fallend gegen 0. Aus Satz 15.12 folgt damit

b
/ (0 — n)* ()dz = 0

fiir n — oco. Aus der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen folgt

/ab em(z)dr — /ab Yn(z)dz = /ab om () — Pp(x)da < /ab(¢m — )t (@)dz = 0

fiir n — oo und damit

b b
/ Om(x)dr — lim tp(x)dz < 0.

n—o0 a

Da dies fiir jedes m € N gilt, folgt auch

b b
lim Om(z)dr — lim Y (z)dr <0

m—o0 a n—o0 a

und damit die erste Behauptung.

Falls fast iiberall f = g gilt, konnen wir die analoge Rechnung fiir v, — ¢, durchfithren

und erhalten ,

b
. o <
Tr}1_r>rc1>o ’ Y (z)dx nh_)rglo/a on(z)dz <0,

woraus folgt, dass die beiden Grenzwerte iibereinstimmen miissen. 1l

Wir reichen nun noch den Beweis von Satz 15.2(iv) nach: Sei N C R eine Menge mit
(a,b) C N. Wir zeigen, dass N keine Nullmenge sein kann.
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Sei Iy, I1, . . . dazu eine beliebige Uberdeckung von N durch offene Intervalle mit beschriink-
ter Langensumme und § > 0 beliebig mit 6§ < (b — a)/2. Wegen (a,b) C N iiberdecken die
I, insbesondere das Intervall [a+§,b— ¢] und da die Iy, offen sind, existiert nach Satz 15.11
eine endliche Teiliiberdeckung Iy, ..., Ir,,. Indem wir ggf. Intervalle entfernen kénnen wir
annehmen, dass diese Teilliberdeckung aus einer minimalen Anzahl von Intervallen besteht,
d.h. dass in jedem I, mindestens ein z liegt, das in keinem der anderen Intervalle liegt
und dass jedes Ij; das Intervall [a + 6, b — ] schneidet.

Wir bezeichnen diese Intervalle nun als Jy = (cg,dp), ..., Jm = (¢m,dn) und wihlen die
Nummerierung so, so dass sie aufsteigend nach ihrer unteren Intervallgrenze cp sortiert
sind. Da sich kein “iiberfliissiges” Intervall unter den J; befindet, muss damit auch die
obere Intervallgrenze dj, aufsteigend sein, Weil die Ji das Intervall [a + 6,b — 0] komplett
iiberdecken, muss ¢cg < a+ 96, dy, > b— 9 und dy > cp11 gelten (ansosten wiren die Punkte
a+ 96, b— 0 oder das Intervall (dy, cx+1) nicht abgedeckt). Daraus folgt

m m m—1
STkl = (i —cr) =dm—co+ Y (dp—cpr1) >b—30—a—3=(b—a)— 24.
k=0 k=0 k=0

Daraus folgt
Sl =Y 1Tl =b—a—25
k=0 k=0

und weil § > 0 beliebig war, folgt

S Lkl =b-a.
k=0

Jede Uberdeckung von N durch abzihlbar viele Intervalle besitzt also eine Lingensumme
von mindestens b — a > 0, weswegen N keine Nullmenge sein kann. U

15.3 Definition des Lebesgue-Integrals

Satz 15.10 stellt sicher, dass die Integrale von Treppenfunktionen ¢, 7 f bzw. @, \( f
gegen einen eindeutigen Grenzwert konvergieren. Folglich kénnen wir nun die folgenden
Mengen und Integrale definieren.

Definition 15.13 Sei [a,b] C R. Mit L*(a,b) (bzw. L™ (a,b)) definieren wir die Menge
der Funktionen f : (a,b) — R, fiir die eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b) mit
beschrinkter Integralfolge existiert mit ¢, 7 f (bzw. ¢, \ f) fir n — oco.

Das Lebesgue-Integral fiir f € L™ (a,b) bzw. f € L™ (a,b) definieren wir dann als

b b
/ f(z)dz := lim on(z)dx.

n—oQ a
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Aus der Definition folgt sofort, dass f € L*(a,b) & —f € L™ (a,b) gilt. Falls f sowohl
in L™ (a,b) als auch in L™ (a,b) liegt mit Treppenfunktionen ¢,, und 1, so folgt aus Satz
15.12, dass f; on(z) — Yn(z)dz gegen 0 konvergiert, weswegen die beiden Integrale iiber-
einstimmen.

Es stellt sich nun die Frage, ob es monotone Folgen von Treppenfunktionen mit beschrank-
ter Integralfolge geben kann, die nicht gegen Elemente aus L™ oder L~ konvergieren. Der
folgende Satz zeigt, dass dies nicht passieren kann.

Satz 15.14 Jede fast iiberall monoton wachsende (bzw. fallende) Folge von Treppenfunk-
tionen ¢, € T(a,b) mit beschrinkter Integralfolge konvergiert fast iiberall punktweise
gegen eine Funktion f € LT (a,b) (bzw. f € L™ (a,b)).

Beweis: Wir beweisen den Fall monoton wachsender Funktionen und zeigen zunéchst, dass
on(z) fiir fast alle z € [a,b] fiir n — oo konvergiert. Wir nehmen dabei an, dass ¢, > 0
fast iiberall gilt, ansonsten kénnen wir (wegen der Beschrénktheit von ¢g) eine geeignete
konstante Funktion zu allen ¢,, addieren. Zudem koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die
Unterteilungsstellen von jedem ¢, auch Unterteilungsstellen von ¢,41 sind.

Wegen der Beschrinktheit der Integralfolge existiert ein K > 0 mit

b
/ on(z)de < K

fiir alle n € N. Mit N; bezeichnen wir die (Null)Menge der Unterteilungsstellen aller ¢,,.
Da die Punkte in dieser Menge weder fiir die Integrale noch fiir die Konvergenz fast iiberall
eine Rolle spielen, kénnen wir 0.B.d.A. ¢, (z) = 0 annehmen fiir alle z € N; und alle n € N.

Wir wéhlen jetzt ein beliebiges € > 0 und definieren
Mn,a = {JI € [a7 b] | Son(x) > K/E}

Falls diese Menge nichtleer ist, besteht sie aus endlich vielen offenen und disjunkten® In-
tervallen Jp, c := {I.0,..., le,m, }- Aus ¢, > 0 folgt

K mn b mMn
Y i< [ e <K 5 M=l <e
=0 a =0

Da die ¢, fast iiberall monoton wachsen und die Funktionen konstant auf den offenen
Unterteilungsintervallen sind, miissen die Werte auf den Intervallen der Unterteilungen
monoton wachsen. Da die Unterteilungstellen von ¢,, auch Unterteilungstellen von ¢, 41
sind, besteht die Menge J,, ¢ fiir n > 1 also aus einer Menge von disjunkten offenen Inter-
vallen j,ﬁl;, deren Vereinigung bis auf die Unterteilungsstellen von ¢,, gerade gleich M, .
ist und einer Menge von disjunkten offenen Intervallen J'¢", die “neu” hinzukommen, d.h.
disjunkt zu den Intervallen aus J,—1 sind. Es gilt dann

Yo=Y =M

reggi 1€Tn-1,

5Disjunkt bedeutet, dass fiir alle Intervalle I, I> aus der Menge mit I; # I gilt, dass Iy N Iz = 0.



214 KAPITEL 15. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

und daher
Murel+ D> M= D M+ > =Y =Ml

Iegpet Ieggait Iegpet I1€Tn,e

also
Z (| = [Mpe| = |Mn—1,el.
Iegypee

Definieren wir nun die Menge von Intervallen

Je = jO,e U U jr?,guv

n=1,...,00
so folgt (weil alle Intervalle disjunkt sind)
m
S = Mol + m > S I = dim (M <e
VISVE n=1  IeJpe
——

:an,El_‘Mnfl,s‘
(der letzte Grenzwert existiert und ist < e, weil |M,, | monoton wichst und durch e nach
oben beschrankt ist).
Aus der Konstruktion folgt, dass die Intervalle I € 7. eine Uberdeckung der Menge

Ma = U Mn,a
neN

bilden. Damit bilden sie fiir jedes € > 0 auch eine Uberdeckung der Menge

M = ﬂME
e>0

und folglich ist M eine Nullmenge.

Sei nun N die Nullmenge, aufierhalb derer ¢, monoton wichst. Fiir alle z € [a,b] \ N
wéchst die reelle Folge ¢, () dann monoton und konvergiert folglich genau dann, wenn sie
beschrénkt ist. Falls x € [a,b] \ N ein Punkt ist, in dem ¢, (x) unbeschriankt wéchst, so
muss fiir jedes € > 0 ein n € N existieren mit ¢, (x) > K/e. Der Punkt z liegt damit fiir
jedes € > 0 in der Menge M., also in der Nullmenge M. Also konvergiert ¢, (z) fiir n — oo
fiir alle z € [a, b], die nicht in N U M liegen. Da dies als Vereinigung zweier Nullmengen
wieder eine Nullmenge ist, konvergiert ¢,, also fast iiberall auf [a, b].

Definieren wir nun fiir alle z € [a,b] \ (N U M)

fz) = Tim on ()

n—oo

und setzen f(z) := 0 fiir x € N U M, so gilt per Definition f € L*(a,b). U

Dieser Satz zeigt, dass die Mengen L™ und L~ genau zum Konzept der monotonen Kon-
vergenz fast iiberall passen.
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Ebenso folgt aus den Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen und Satz 15.10
die Eigenschaft, dass fiir f,g € L™ (a,b) auch f+g € L*(a,b) liegt und fiir A > 0 auch \f €
L*(a,b) liegen. Analog gilt dies fiir L™ (a,b) und in beiden Fillen gelten die Gleichungen

[+ o= [ s [awae wa [an@as-a [ i s

Im Falle A < 0 gilt f € LT (a,b) = A\f € L™ (a,b) (und umgekehrt) und die Integralformel
mit A gilt ebenfalls.

Desweiteren zeigt der folgende Satz, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] —
R in L™ (a,b) und in L™ (a,b) enthalten ist.

Satz 15.15 Jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R liegt in L™ (a,b) und in
L~ (a,b) und ihr Riemann-Integral und ihr Lebesgue-Integral stimmen iiberein.

Beweis: Wir beweisen die Aussage fiir L™ (a,b). Nach Satz 11.9 existieren zu jedem € > 0
Treppenfunktionen ¢, ¥ € T'(a,b) mit ¢ < f < und

/abz/J(a:)dx = /ab p(z)dr <e.

Wir wéhlen nun eine Folge €, — 0 und die zugehorigen Treppenfunktionen ¢, 1,. Dann
folgt fiir das Riemann-Integral von f

b b b
lim on(z)dr = li_>m / ¢n(x)d$:/ f(z)dz.

n—0o0

Definieren wir nun Treppenfunktionen mittels
@n :=max{er|k=0,...,n} und 1, :=min{¢y |k=0,...,n}
so sind diese Folgen per Definition monoton wachsend bzw. fallend und es gilt

fast tiberall. Folglich gilt fiir das Riemann-Integral von f
b

b b
lim On(x)dxr = lim wn(:c)dx:/ f(x)dx

n—oo a n—o0

Um zu beweisen, dass f in LT (a,b) liegt, miissen wir noch beweisen, dass @, fast iiberall
punktweise gegen f konvergiert. Wegen der fast {iberall giiltigen Ungleichungen

ng*géngd;n*@n

geniigt es dafiir zu beweisen, dass ¥, := 1, — pn fast iiberall gegen 0 konvergiert. Da
¥, monoton fallend ist und eine konvergente und damit beschriankte Integralfolge besitzt,
konvergiert diese Folge nach Satz 15.14 gegen eine Grenzfunktion g € L™ (a,b); zu zeigen
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ist also, dass g = 0 fast iiberall gilt. Wegen ¢,, > 0 folgt g > 0 fast iiberall, d.h. g = |g| fast
iiberall. Zudem gilt

n—oo a

b b b b
/ lg(x)|dx = / g(z)dr = lim In(z)de < nh_}nolo/ Un(x) — op(z)de = 0.

Mit Satz 16.7 (den wir im folgenden Kapitel beweisen werden)®, folgt daraus g = 0 fast
iiberall. 0

Bemerkung 15.16 Der Beweis zeigt tatséichlich die folgende allgemeine Aussage iiber
Treppenfunktionen: Eine fast iiberall monoton fallende Folge von Treppenfunktionen ,, €
T'(a,b) mit 9, > 0 fast {iberall und

b
lim Up(x)dx =0

n—oo a

konvergiert fast iiberall gegen 0. O

Eine naheliegende Idee zur Definition der Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen
wiire nun, diese als L™ (a,b) U L™ (a,b) zu wihlen. Allerdings wiirden wir damit nicht alle
Funktionen abdecken, fiir die man sinnvollerweise ein Integral definieren kénnte, wie die
zweite Funktion in dem folgenden Beispiel illustriert.

Beispiel 15.17 Einer der Vorteile des Lebesgue-Integrals ist, dass wir auch unbeschréinkte
Funktionen integrieren kénnen, was mit dem Riemann-Integral nur mittels der uneigentli-
chen Integration moglich ist und nur dann, wenn der Integrand nur am Rand (aber nicht
im Inneren) des Integrationsintervalls unbeschrénkt ist. Im Gegensatz dazu kann man mit
dem Lebesgue-Integral z.B. die Funktion

1

ﬁ’ x>0
flz)=1< 0, x=0
1
et <0
auf [—1,1] integrieren. Betrachten wir hier z.B. die Unterteilungen —1 = zp < 21 <
g < ... < XTgnt1 = 1 mit p = —1 4+ k/2™ und die Treppenfunktionen mit den Werten

Cne = min{ f(xy), f(zr+1)}, so konvergieren diese fast iiberall (genauer: iiberall mit Aus-
nahme von z = 0) monoton wachsend gegen f. Sie haben zudem beschrinkte Integralfolge,
da die Fliache unter dem Graphen beschrinkt ist, was man sieht, indem man die uneigent-
lichen Riemann-Integrale auf [—1, 0] und [0, 1] separat berechnet, vgl. Beispiel 13.8(iii). Die
Funktion liegt also in L*(—1,1) und ist damit Lebesgue-integrierbar.

Betrachten wir im Gegensatz dazu die nur leicht abgeéinderte Funktion Funktion f :
[—1,1] — R mit

%, x>0
flx)y=< 0, x=0
\/_%I, z <0,

SWir kénnten die Aussage auch direkt mit Hilfe geeignet definierter Nullmengen beweisen, der Vorgriff
auf Satz 16.7 kiirzt den Beweis aber betréichtlich ab.
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so wiirde man sinnvollerweise verlangen, dass diese auch Lebesgue-integrierbar sein sollte
— der Vorzeichenwechsel fiir x < 0 sollte hierfiir nicht entscheidend sein. Sie liegt aber
weder in LT (—1,1) noch in L~ (—1,1), denn: Jede Treppenfunktion ¢ ist beschriinkt, also
im Betrag < M fiir ein M € R. Daher verletzt sie die Bedingung ¢ > f auf dem Intervall
(0,1/M?) und die Bedingung ¢ < f auf dem Intervall (—1/M?20), also auBerhalb einer
Nullmenge. Wir kénnen also nicht einmal einzelne Treppenfunktionen mit ¢ > f bzw.
@ < f fast {iiberall finden, geschweige denn ganze konvergente Folgen davon. o

Zur Abhilfe fiir dieses Problem verwenden wir die folgende Konstruktion, die die endgiiltige
Definition des Lebesgue-Integrals liefert.

Definition 15.18 Wir definieren die Menge L(a,b) der Lebesgue-integrierbaren Funktio-
nen als die Menge aller Funktionen f : (a,b) — R, die sich als Summe f = g + h mit
g € L*(a,b) und h € L™ (a,b) schreiben lésst.

Das Lebesgue-Integral fiir ein f € L(a,b) ist dann gegeben durch

/abf(:v)dx:/abg(x)dx+/abh(:v)dx,

wobei die Integrale auf der rechten Seite die Integrale aus Definition 15.13 sind. a

Um sicher zu stellen, dass dies eine sinnvolle Definition ist, miissen wir noch iiberpriifen,
dass der Integralwert eindeutig ist, wenn wir zwei unterschiedliche Darstellungen

f=g+h=§+h
mit g,g € L™ (a,b) und h, he L~ (a,b) verwenden. Dies ist aber gliicklicherweise der Fall,

denn aus der obigen Gleichung folgt g —h = g — h und wegen —h, —h € L*(a,b) gilt auch
g—h € Lt(a,b) und g—h € LT (a,b). Mit (15.3) folgt daher

/abg(fﬂ)dzz: + /ab —h(z)dx = /abé(x)d:x + /ab —h(z)dx
und damit

/abg(x)d:v + /ab h(z)de = /abg(x)dx - /ab —h(z)dz

— /abg(x)dx—/ab—h(x)dx = /abg(x)der/abﬁ(x)da;.

Das folgende Lemma zeigt, dass wir bei der Aufteilung f = g + h das h stets fast tiberall
negativ und mit betragsméifBig beliebig kleinem Integral wihlen kénnen.

Lemma 15.19 Sei f € L(a,b). Dann gibt es zu jedem £ > 0 eine Zerlegung f = g + h mit
g € L™ (a,b), h € L™ (a,b), so dass h < 0 fast iiberall und

/ab h(xz)dz > —¢.
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Beweis: Sei f = § + h eine per Definition von L(a,b) existierende Zerlegung mit 1, \ h.

Wegen
b

b
lim ¢n(x)dx:/ h(x)dx

n—oo a

gibt es ein m € N mit
b
/ h(z) — Ym(x)dz > —¢.

Setzen wir nun h := h — U und g := g + ¥y, so erfiillt h wegen ¢, > h und der gerade
gezeigten Integralungleichung die gewiinschten Ungleichungen. Zudem gilt h € L~ (a,b)
und g € L*(a,b) (weil ¢y, als Treppenfunktion sowohl in L*(a,b) als auch in L™ (a,b)
liegt) und g +h = G+ thm +h — b =G+ h = f. 0

Definition 15.20 Eine Funktion, fiir die eine Folge von Treppenfunktionen existiert mit
¥, — f fast iiberall, heifit messbar und die Menge aller messbaren Funktionen auf [a, b]
wird mit M (a,b) bezeichnet. o

Betrachten wir eine Funktion f € L(a,b) mit den Komponenten g, h und den zugehéorigen
Treppenfunktionen ,,, ¥, so folgt sofort, dass die Treppenfunktionen 9, := ¢, + ¥, fast
iiberall gegen f konvergieren. Also liegt jede Funktion aus L(a,b) auch in M (a,b).

Man kénnte nun vermuten, dass die Riickrichtung auch gilt, dass also jede Funktion f &€
M (a,b) auch in L(a,b) liegt. Dies ist aber nicht der Fall.

Ein Beispiel ist die Funktion f : [0,1] — R mit f(x) = sin(1/z)/z fir z > 0 und f(0) = 0.
Weil die Funktion auf (0, 1] stetig ist, ldsst sich eine fast A%berall konvergente Folge von
Treppenfunktionen konstruieren. Allerdings kann man ausrechnen, dass die Flache unter
dem Graphen von f* ebenso wie die Fliche unter dem Graphen von f~ unendlich grof
ist. Daher kann keine Zerlegung der Form f = g + h mit g € L™ (a,b) und h € L™ (a,b)
existieren, denn die Integralfolgen der zugehorigen Treppenfunktionen kénnen nicht endlich
sein. Folglich liegt f nicht in L(a,b). Tatséchlich kann man hier wegen der unendlichen
Integrale von f und f~ fiir jede reelle Zahl y eine Treppenfunktionsfolge ¥,, mit 9,, — f

fast iiberall und )

lim Un(x)der =y

n—oo 0
finden. Dies bedeutet, dass der Versuch, ein Integral durch eine nicht monotone Folge von
konvergierenden Treppenfunktionen zu definieren nicht auf einen eindeutigen Integralwert
fithrt. Dies ist genau der Grund fiir die komplizierte Konstruktion von L(a,b).

Allerdings sind viele Funktionen aus M(a,b) integrierbar. Wir werden in Bemerkung 16.12
ein einfaches Kriterium kennenlernen, mit der man fiir eine Funktion f € M (a,b) entschei-
den kann, ob sie in L(a,b) liegt.

15.4 Uneigentliche Lebesgue-Integrale

Wir beenden den Abschnitt mit einer kurzen Betrachtung uneigentlicher Lebesgue-Integrale.
Aufgrund der Tatsache, dass das Lebesgue-Integral auf dem Konzept der Konvergenz fast
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iiberall beruht, ist es nicht nétig, dass die zu integrierende Funktion an den Randpunk-
ten des Integrationsintervalls definiert ist. Uneigentliche Integrale der Form f; f(x)dx fur
f : (a,b) — R sind in der Definition des Lebesgue-Integrals also bereits enthalten und
konnen daher ohne Verwendung von Grenzwerten dargestellt werden.

Mit einer leichten Verallgemeinerung der Definition der Treppenfunktionen kénnen wir
auch Integrale f; f(z)dz bei denen a = —oo oder b = oo ist, ohne Grenzwerte definieren.

Definition 15.21 Sei I C R ein (nicht notwendigerweise endliches) Intervall. Eine Funk-
tion ¢ : I — R heiit Treppenfunktion, falls ein Intervall [a,b] C I existiert, so dass die
Einschrankung @\[aﬁ] eine Treppenfunktion im iiblichen Sinne von Definition 11.1 ist und
() =0 ist fiir alle z € I\ [a, b] gilt. Die Menge dieser Treppenfunktionen wird mit 7°(1)
bezeichnet. m

Die Definition 11.3 des Integrals iiber Treppenfunktionen kann dann in der offensichtlichen
Weise verallgemeinert werden, indem man die Definition ndmlich auf die Einschrinkung
¢la,p) anwendet.

Damit kénnen wir alle Definitionen dieses Kapitels auf méglicherweise unendliche Intervalle
I an Stelle von [a,b] verallgemeinern. Beachte, dass fiir Folgen von Treppenfunktionen
on € T(I) das Intervall [a,b] aus Definition 15.21 von n abhéingen kann. Auf diese Weise
kann Konvergenz fast iiberall auch auf unendlichen Intervallen erzielt werden.

Ein Blick auf die Beweise dieses Abschnitts zeigt, dass sich — mit Ausnahme von Satz
15.15" — alle Aussagen auf die groBere Klasse von Treppenfunktionen aus Definition 15.21
iibertragen lassen. Tatséchlich wird die Endlichkeit der Integralgrenzen nur im Beweis von
Satz 15.12 explizit ausgenutzt. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt aber sofort, dass
sich fiir alle dort verwendeten Treppenfunktionen ein gemeinsames Intervall [a,b] finden
ldsst, auBerhalb derer alle Treppenfunktionen den Wert 0 annehmen.

Auf diese Weise kénnen wir das Lebesgue-Integral ohne Verwendung von Grenzwerten
direkt auf unendlichen Integrationsintervallen definieren. Wir schreiben dann L(I) fiir die
Menge der auf einem moglicherweise unbeschrankten Intervall I C R Lebesgue-integrier-
baren Funktionen, ebenso verwenden wir die Bezeichnungen Lt (I) und L~ (I). Fiir das
Integral behalten wir die Schreibweise f; bei, wobei jetzt aber a = —oo und b = oo
zul#ssig sind. Diese Erweiterung werden wir im folgenden Kapitel stets zu Grunde legen.

"Dies liegt daran, dass das Riemann-Integral nur indirekt iiber die Grenzwertkonstruktion in Definition
13.7(i) auf einem unendlichen Integrationsintervall definiert werden kann. Tatséchlich kann es passieren, dass
das so definierte Riemann-Integral auf unendlichem Integrationsintervall existiert, das Lebesgue-Integral auf
dem gleichen Intervall aber nicht. Ein Beispiel dafiir gibt es auf dem aktuellen Ubungsblatt.
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Kapitel 16

Eigenschaften des
Lebesgue-Integral

Stand:

16.1 Elementare Eigenschaften 17. August 2018

Satz 16.1 Sei f € L(I) und f: I — R eine Funktion, fiir die f :~f fast iiberall auf I gilt.
Dann gilt auch f € L(I) und die Lebesgue-Integrale iiber f und f stimmen {iberein.

Beweis: Fiir f € LT (1) oder f € L™ (I) folgt die Aussage direkt aus Definition 15.13 und
Satz 15.10, denn fiir jede Folge ¢,  f bzw. @, \, f gilt auch auch ¢, 7 f bzw. ¢, \ f.

Im allgemeinen Fall sei f = g4+ h mit g € L*(I) und h € L~ (I). Dann stimmt h =
h — (f — [) fast iiberall mit h iiberein, liegt damit auch in L~ (I) und besitzt den gleichen
Integralwert. Mit diesem h konnen wir f schreiben als

f=f-(-fl=g+h—(f-f)=g+h

Damit ist f € L(I) und es gilt
Avmm:AZ@%+A%@%:AZ@%+A%@&;AUmM,
0

Satz 16.2 Fiir f,g € L(I) und A € Rist auch f+ ¢ € L(I) und Af € L(I) und es gelten
die Gleichungen (15.3). Zudem gilt die Folgerung

b b
f > g fast iiberall = / f(ac)d:cZ/ g(x)dx.

Beweis: Die ersten Aussagen und die Gleichungen (15.3) folgen sofort aus der Definition
von L(I) und der Giiltigkeit von (15.3) fiir L+ () und L~ (I).

221
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Zum Beweis der Ungleichung zeigen wir, dass f > 0 fast iiberall die Ungleichung fab f(z)dz >
0 impliziert. Daraus folgt die Behauptung, indem wir diese Ungleichung auf f — g anwen-
den. Zum Beweis des Falls f > 0sei f =g+h >0,g € LT(I), h € L~ (I). Dann gilt
g > —hund g,—h € L™ (I) und aus Satz 15.10 folgt

/abg(x)dx > /ab —h(z)dr = — /abh(:p)daz
b

/abf(:c)dx = / g(z)dz + /ab h(z)dz > 0.

und damit

0

Satz 16.3 Fiir f,g € L(I) liegen auch max{f, g}, min{f,g}, f*, f~ und |f| in L(I).
Zudem gilt die Dreiecksungleichung

/abf(:n)dx

Beweis: Wir beweisen zuniichst die Aussage fiir |f|. Es sei f = g+ h mit g € L*(I),
h € L~ (I) und zugehorigen Treppenfunktionen ¢, 7 g, ¥, \, h. Wegen

< [ V@

|f] = max{f, —f} = max{g + h, —g — h} = max{g, —h} + max{—g, h}

(es empfiehlt sich, diese Gleichung nachzupriifen) geniigt es, die Aussage max{g, —h} €
L*T(I) und max{—g,h} € L~ (I) zu nachzuweisen. Monotone Treppenfunktionen erhlt
man wegen der leicht zu iiberpriifenden Konvergenzen

max{gn, =¢n} S max{g,—h} und = max{—pn, Yo} \ max{—g, h}.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Funktionenfolgen beschriankte Integralfolgen besitzen. Gilt
wn > 0 und ¥, < 0 fiir alle n, so folgt dies aus

b b b
0< [ max{pn(@), ~tu(e))de < [ pule) = vulo)ds < [ g(o) ~ o)z

und

b b b
02 [ wax{—pala)bale))de = [ (o) - pu(o)ds = [ hia) - glade

Gilt ¢n, > 0 und v, < 0 nicht fiir alle n, so definieren wir 6 := max{—¢o, 1o} und fithren
eine analoge Abschitzung durch mit ¢, := ¢, +60 > 0 und ¥, := ¢, — 0 < 0.

Die Aussagen fiir die anderen angegebenen Funktionen folgen nun aus den Darstellungen

f+g+1f—4d lfl+ f f*_\fl—f
2 2 N ’

Inax{f,g}: ’ min{fag}:_max{_f>_g}v f+: 9

Die Dreiecksungleichung folgt wie beim Riemann-Integral direkt aus der Monotonie und
Linearitdt des Integrals sowie den Ungleichungen f < |f| und —f <|f|. U

Satz 12.1 und Definition 12.2 kénnen direkt vom Riemann- auf das Lebesgue-Integral iiber-
tragen werden.
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16.2 Konvergenzsitze

Wir hatten die Einfiithrung des Lebesgue-Integrals damit begriindet, dass wir fiir das
Riemann-Integral nur unter der recht einschrinkenden Bedingung der gleichméfligen Kon-
vergenz von f, gegen f die Integralkonvergenz

Tim / (o) = / " f(w)da

garantieren konnen. In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, welche Bedingungen an
fn wir im Falle des Lebesgue-Integrals stellen miissen. Wir beginnen mit einer Hilfsaussage
fiir Funktionen in L*.

Lemma 16.4 Jede fast iiberall monoton wachsende Folge von Funktionen f,, € L™ (I) mit
beschriinkter Integralfolge konvergiert fast iiberall gegen eine Funktion f € L™(I) und es
gilt

lim fn dx_/f

n—oo

Beweis: Fiir jedes n € N sei f fa(z)de < M und ¢k 7 frn fir K — oco. Setzen wir
U = max{g,k|n,k=1,...,m}

so ist diese Folge von Treppenfunktionen per Definition fast iiberall monoton wachsend.
Fiir alle n < k gilt zudem ¢, 1, < f,, < fi und es folgt

Y, < f, fast iiberall.

Aus Satz 15.14 folgt nun die Existenz einer Funktion f € L*(I) mit 9, / f und per
Definition folgt

lim 19 dx—/ f(z (16.1)

n— o0
Wir zeigen als néchstes f, — f fast uberall.

Fiir alle m > n folgt aus der Definition der ¥, fast {iberall die Ungleichung 9., > ¢n m
und daher, ebenfalls fast {iberall, auch f = lim;,—o0 Uy, > limy, 00 Onm = frn. Zusammen
mit der bereits bewiesenen Ungleichung 4,, < f, folgt also fast iiberall die Ungleichung

Un < fun<f (16.2)
(vgl. dazu auch Beispiel 15.4(iii)). Da aber fast iiberall 9,, — f gilt, muss auch f,, — f fast
iiberall gelten.

Aus Ungleichung (16.2) folgt zudem

/ab In(z)de < /ab frn(x)dz < /ab f(x)dx

und damit wegen (16.1) die behauptete Integralkonvergenz. U

Wir haben nun die Voraussetzungen, um den fundamentalen Konvergenzsatz fiir Lebesgue-
Integrale zu beweisen. Alle nachfolgenden Konvergenzsétze werden sich aus diesem ableiten
lassen.
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Satz 16.5 (Konvergenzsatz von Beppo Levi) Jede fast iiberall monotone Folge von
Funktionen f, € L(I) mit beschriankter Integralfolge konvergiert fast iiberall gegen eine
Funktion f € L(I) und es gilt

b

b
lim fn(x)da:—/ f(z)dz.

n—oo a

Beweis: Wir betrachten den Fall, dass die f,, monoton wachsen. Zudem kénnen wir an-
nehmen, dass f, > 0 ist, ansonsten betrachten wir die Funktionen f, — fo. Setzen wir
f—1:=0, so kénnen wir die Folge schreiben als Reihe

n

fo=Y (fx = fr1)

k=0

mit fast iiberall nicht negativen Summanden f — fx—1 € L(I). Nach Lemma 15.19 kénnen
wir diese Summanden schreiben als

b
1
f — fi—1 = gr + hi mit hy <0 fast tiberall und / hi(z)dz > ~ ok
a

Aus hy <0 folgt gr = fr — fu—1 — hg > 0 fast {iberall. Definieren wir nun die Funktionen-

folgen
n n
Sy 1= ng und ¢, := Z hp,
k=0 k=0

so sind diese monoton wachsend bzw. fallend mit s, € L*(I), t,, € L™ (I) und f,, = 85, +tp-
Die Integralfolge iiber die t, ist wegen
b n b n 1
0> /a tn(z)dx = ];)»/a hi(x)dx > ~ ok > -2

k=0

beschrinkt, und weil die Integralfolge iiber die f,, nach Voraussetzung beschrinkt ist, ist
auch die Integralfolge iiber die s,, wegen

/ab sn(v)dz = /ab fu(z)dx — /ab tn(z)dz

beschrinkt. Folglich existieren nach Lemma 16.4 Funktionen s € L*(I), t € L™ (I) mit
Sn s und t, \,t und

b b b b
lim sn(ac)d:v:/ s(z)dz, lim tn(a:)da;:/ t(z)dzx.

n—o0 a n—oo a

Setzen wir nun f := s+t € L(I), so folgt aus f, = s, + t, fiir n — 0o

b b
fn — f fast iiberall und / fn(x)da:—>/ f(z)dx.

Dies zeigt die Behauptung.

Die folgenden drei Sétze ergeben sich sofort aus dem Satz von Beppo Levi.
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Satz 16.6 Konvergiert fiir f,, € L(I) die Reihe

Z ’fk )|dax

k=0"9

fir n — oo, so konvergiert die Reihe ) fx fast iiberall gegen eine Funktion f € L([)

und es gilt
b
/ f@yde =3 [ fulw)de
k 0v¢

Bewelis: Setzen wir
n n
I + o —
Sp 1= E fi und t,:= E I
k=0 k=0

so definiert dies monoton wachsende Funktionen aus L([), deren Integralfolgen wegen f,I <
|fnl und f, <|fn| beschrénkt sind. Nach dem Satz von Beppo Levi konvergieren sie fast
iiberall punktweise gegen Funktionen s,t € L(I) mit

b b

b b
lim sn(x)dx:/ s(z)dx, lim tn(a:)d:p:/ t(x)dx.

n—oo a n—o0 a

Daraus folgt die Konvergenz Y ;_ fx = $n — tn gegen f = s — ¢t fast iiberall sowie

Zn: b dm—/a ka da:—/absn(x)—tn(x)d:n%/abs(x)—t(x)dx:/abf(m)dz

k=0"? k=0

fiir n — oo [l

Satz 16.7 Eine Funktion f € L(I) ist genau dann fast iiberall gleich Null, wenn fab |f(x)|dx =
0 ist.

Beweis: “=": Sei f fast iiberall gleich Null, dann ist auch |f| fast iiberall gleich Null und
die Behauptung folgt aus Satz 16.1 wegen fab O0dx = 0.

‘e Ist fab |f(x)|dz = 0, so konvergiert die Reihe

Z |fk )|dx

k=0"9

mit fr := f fir alle k € N. Nach Satz 16.6 konvergiert dann fiir fast alle x € I die Summe
Yoreo fr(x) = (n+ 1) f(x) fiir n — oo, was nur fiir solche = der Fall sein kann, fiir die
f(z) = 0 gilt. Also ist f fast iiberall gleich Null ist. U

Satz 16.8 Seien Iy C I; C I5... Intervalle und

I:= UIn.

neN
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Wir bezeichnen mit ¢ und b bzw. a,, und b,, die Randpunkte von I bzw. I,. Sei f: [ - R
eine Funktion, die auf jedem der Intervalle I,, Lebesgue-integrierbar ist und fiir die die
Integralfolge f;: | f(z)|dz beschrinkt ist. Dann ist f € L(I) und es gilt

/a " Fa)da = Tim / " ),

Beweis: Aus der Verschachtelung der I,, und der Definition von [ folgt a,, — a und b,, — b,
wobei a = —oo und b = oo moglich ist.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall f > 0 (d.h. f = |f|) und definieren die Funktionen

fz), zel,
0, sonst.

fote) = {

Diese sind nach Annahme Lebesgue-integrierbar mit

b bn
/ frn(x)dx = f(x)dx

und konvergieren nach Konstruktion wegen f > 0 punktweise monoton gegen f. Also folgt
die Behauptung aus dem Satz von Beppo Levi. Falls f > 0 nicht gilt, fithren wir den
gleichen Beweis mit f* und f~ durch. U

Wir formulieren nun zwei weitere Konvergenzsitze, die aus dem Satz von Beppo Levi folgen,
die aber andere Bedingungen an die Funktionenfolge f, stellen. Eine Ubersicht iiber die
einzelnen Bedingungen wird am Ende des Abschnitts in einem Diagramm gegeben.

Satz 16.9 (Konvergenzsatz von Lebesgue) Betrachte eine Folge von Funktionen f,, €
L(I), die fast iiberall gegen ein f : I — R konvergiert und fiir die eine Funktion g € L([)
existiert mit |f,| < g fast iiberall fiir alle n € N. Dann gilt f € L(I) und

b

b
lim fn(x)dx:/ f(z)dx.

n—oo a

Beweis: Sei N die Nullmenge, auf der f, — f nicht gilt. Fiir x € I \ N definieren wir

gn(x) ;= inf{fr(x) |k >n} und h,(x):=sup{fe(x)|k > n}

und fiir x € N setzen wir g, (z) := 0.

Aus der Definition folgt fiir alle z € I \ N (also fiir fast alle z € I)

lim g,(z) =liminf f,(z) = lim f,(x)

n—oo n—o0 n—oo

und

lim h,(x) =limsup f,(z) = lim f,(x
T fol) = limnsup fu(@) = i (o)
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wobei die jeweils letzten Gleichungen aus der Identitédt lim = limsup bzw. lim = liminf
im Falle der Konvergenz folgen. Per Definition sind die Folgen g,, und h,, zudem monoton
wachsend bzw. fallend auf I\ N, konvergieren also fast iiberall monoton gegen f.

Aus Satz 16.3 folgt, dass die Funktion gy, := min{fy |k =n,...,m} fir m > n in L(I)
liegt. Zudem ist gy, monoton fallend in m und weil f,(x) fir x € I\ N konvergiert,
konvergiert auch g mn(x) gegen g,(x) fiir m — oco. Aus —g < f,, < g folgt dariiberhinaus
—9 < gn,m < g und damit

[ owae < [(unere < [ g@iae

Die gp m besitzen also eine beschrénkte Integralfolge, weswegen nach dem Satz von Beppo
Levi g, € L(I) gilt fiir alle n € N. Durch Grenziibergang in der obigen Integralungleichung
folgt zudem, dass auch die g, eine beschrinkte Integralfolge besitzen. Analog beweist man,
dass h, € L(I) gilt fiir alle n € N und dass auch die h,, eine beschrinkte Integralfolge
besitzen.

Also kénnen wir den Satz von Beppo Levi auf g, und auf h, anwenden und erhalten
f € L(I)und

b b
m hn(x)dx:/ f(z)dx.

li
n—oo a

b b
lim Qn(ﬂ?)dxz/ f(z)dx und

n—oo a

Die Konvergenz lim,, o f; fn(z)dz — f; f(z)dz folgt damit aus der Ungleichung

/abgn(a:)dm < /abfn(x)da: < /ab ha(2)dz.

U

Eine sofortige Folgerung aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue ist der “kleine” Satz von
Lebesgue.

Satz 16.10 (“Kleiner” Satz von Lebesgue) Sei I ein endliches Intervall. Betrachte
eine Folge von Funktionen f, € L(I), die fast iiberall gegen ein f : I — R konvergiert und
die fiir alle n € N gleichméBig beschréinkt sind, d.h. es existiert ein M € R mit |f,| < M
fast iiberall fiir alle n. Dann gilt f € L(/) und

b b
lim fn(z)dx = (z)dx.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 16.9 mit der der Tatsache, dass jede konstante Funktion auf
einem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbar ist. 1l

Die folgende Tabelle stellt die Kriterien der drei behandelten Konvergenzsétze schematisch
dar.
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Hinreichende Bedingungen fiir f € L(I) und hm / fo(z)dz = / f(z

fiir fast tiberall konvergente Funktlonenfolgen fn — f mit f, € L(I)

Bedingung Satz Anmerkung

monotone Konvergenz fast iiberall | 16.5 Existenz von f folgt

und beschrinkte Integralfolge (Beppo Levi) aus den Voraussetzungen
| fn] < g fast iiberall 16.9

fiir ein g € L(I) (Lebesgue)

|fn] < M fast iiberall 16.10 gilt nur fiir beschrinkte
fiir ein M € R (“kleiner” Lebesgue) | Intervalle I

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Satz, der ein weiteres Kriterium fiir f € L(I)
angibt, allerdings keine Konvergenz der Integralfolge garantiert.

Satz 16.11 Betrachte eine Folge von Funktionen f, € L(I), die fast iiberall gegen ein
f : I — R konvergiert. Zudem existiere ein g € L(I) mit |f| < g fast iiberall. Dann gilt
fe L.

Beweis: Wir definieren

g(z), falls fr(z) > g(x)
gn(x) = fn(x)v falls fn(‘r) € [—g(x),g(a:)]
—g(z), falls f,(z) < —g(z).

Sicherlich gilt dann fiir alle n die Ungleichung |g,| < g.

Kurz kénnen wir diese Funktion auch als g, = max{—g, min{ f,,, g} } schreiben, woraus mit
Satz 16.3 folgt, dass g, in L(I) liegt. Zudem sieht man mit dieser Darstellung, dass fast
iiberall

gn — max{—g,min{f,g}} = f

gilt. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Lebesgue. U

Bemerkung 16.12 Indem wir Satz 16.11 auf f,, = 9, anwenden mit den Treppenfunk-
tionen 9, aus der Definition der messbaren Funktionen, folgt sofort die folgende Aussage
fiir messbare Funktionen (vgl. Bemerkung 15.3):

Gegeben sei eine messbare Funktion f € M(I), fir die ein g € L(I) existiert mit |f] < g
fast tiberall. Dann gilt f € L(I). o



Kapitel 17

Funktionen im R" und
topologische Grundlagen

Wir wollen in diesem und den folgenden Kapiteln das Konzept der Funktionen, das wir
bisher in R betrachtet haben, auf den R™ verallgemeinern. Um héherdimensionale Mengen
im allgemeinen zu definieren, verwenden wir das kartesische Produkt.

Definition 17.1 Fiir zwei Mengen A;, Ao definieren wir das kartesische Produkt als die
Menge aller Paare

A; X Ay = {(al,ag) |CL1 € Ag,ag € A2}

Fiir n > 3 Mengen Ay, ..., A, definieren wir das kartesische Produkt analog als Menge aller
n-Tupel

Al x Ag x ... x A, ::{(al,ag,...,anﬂaiGAi}.

Mit dieser Definition definieren wir

R":=RxRx...R.
| S ——

n mal

Dabei schreiben wir die Elemente des R™ allerdings nicht als Paare, sondern wie {iblich als
Spaltenvektoren

Z1
€2
x = _ (17.1)
Tn
mit rellen Eintrdgen x1, x2, ..., x, € R — wir identifizieren also die Punkte im R"™ mit den

zugehorigen Vektoren. Damit dies eindeutig moéglich ist, miissen wir eine Basis wéhlen.

229
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Soweit nicht explizit etwas anderes vereinbart wird, verwenden wir dabei stets die Stan-
dardbasis aus den Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €2 = . yeeey En = . ) (172)
0 0 0
0 0 1

also x = z1e1 +x2e2+. ..+ xpe, fir z aus (17.1). Mit einem hochgestellten “T” bezeichnen
wir transponierte Vektoren, d.h.

T
1 1
9 x2
(acl,xg,...,a:n)T: : und : = (T1,22,...,Tp).
Tn T

Genau wie eine reelle Funktion jeder reellen Zahl x aus einer Definitionsmenge D C R eine
Zahl f(z) € R zuordnet, ordnet eine “hSherdimensionale” Funktion jedem Vektor x aus
einer gegebenen Definitionsmenge D C R"™ einen Vektor f(z) € R™ zu. Dabei miissen n und
m nicht tibereinstimmen, d.h. die Vektoren aus der Wertemenge f(D) := {f(z) |z € D}
konnen eine andere Dimension als die Vektoren aus der Definitionsmenge besitzen. Da wir
die reellen Zahlen auch als R! schreiben kénnen (denn jeder eindimensionale Vektor z =
(1) entspricht ja genau einer reellen Zahl z), bilden unsere bisherigen reellen Funktionen
einen Spezialfall dieser allgemeineren Funktionenklasse.

Formal schreibt man eine vektorwertige Funktion f : D — R™ als einen m-dimensionalen
Vektor

fi(z)
folx
fy=|
von Funktionen f; : D - R, i =1,...,m.

Beispiel 17.2 (i) n = 2, m = 1. Eine solche Funktion ordnet jedem Vektor z € D C R?
eine reelle Zahl f(z) € R zu. Ein Beispiel dafiir mit D = R? ist die Funktion f(z) =
22 + 222, Fiir jeden Vektor (z.B. z = (x1,22)7 = (2,1)7) erhalten wir nach Einsetzen
der Komponenten in die Funktion eine reelle Zahl (im Zahlenbeispiel gerade f((2,1)7) =
22 4+ 2-1' = 442 = 6). Der Graph einer Funktion mit n = 2 und m = 1 kann man als
Fldche tiber der (z1,x2)-Ebene grafisch darstellen:

(i) n = 1, m = 2. In diesem Fall wird jedem x € D C R ein Vektor f(z) € R? zugeordnet.
FEin Beispiel dafiir mit D = R ist die Funktion

o= ),
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Abbildung 17.1: Darstellung der Funktion f(x) = 2} + 223

die Kompenentenfunktionen lauten also fi(z) = sinz und fa(x) = cosz. Auch solch eine
Funktion kann man grafisch darstellen. Abbildung 17.2 zeigt zwei verschiedene Moglich-
keiten dafiir (eine dritte Moglichkeit werden wir spéter kennenlernen).

Die rechte der beiden Abbildungen, in denen jede der reellen Komponentenfunktionen
fi : R — R separat als “normale” reelle Funktion dargestellt wird, kann man auch allgemein
fiir n = 1 und beliebiges m > 2 verwenden, wobei man dann natiirlich m Graphen in einer
Grafik erhilt, was bei grolem m recht uniibersichtlich werden kann.

(iii) Fiir n > 2 und m > 2 ldsst sich i.A. keine sinnvolle grafische Darstellung der gesam-
ten Funktion mehr erzeugen. Man kann mit solchen Funktionen aber immer noch sinnvoll
rechnen. Dies wird das Hauptthema der folgenden Kapitel sein, wobei wir zur Veranschau-
lichung allerdings zumeist einen der beiden Spezialfille aus (i) und (ii) heranziehen werden.

(iv) Es gibt vielfiltige Anwendungen fiir Funktionen im R", selbst wenn man nur sehr
elementare Mathematik verwendet. Beispielsweise ist die Oberfliche eines Quaders mit
den Kantenlidngen z1, zo und x3 gegeben durch fi(x) = 2(x129 + x123 + z2x3) (Wie iiblich
verwenden wir die Vektorschreibweise z = (1, 2, 23)7). Dies ist bereits eine Funktion von
R3 nach R. Das Volumen des gleichen Quaders ist gegeben durch fo(x) = 217273, wieder
eine Funktion von R? nach R. Wollen wir beide GroSen in einer Funktion darstellen, so
konnen wir definieren

flz) = ( fi(z) > _ < 2(x122 + 2123 + T273) )

fa(z) T12273

Dies ist dann eine Funktion von R? nach R?, die uns zu jedem Kantenlingenvektor aus
dem R? einen Vektor aus dem R? liefert, dessen Eintriige gerade die Oberfliche und das
Volumen des Quaders darstellen. a
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f
1,09 (=) und £, (- -)

40

Abbildung 17.2: Darstellung der Funktion f(x) = (sinx,cosx)?, links als Funktion von R
nach R?, rechts durch Darstellung der beiden Komponentenfunktionen als Funktionen von
R nach R

17.1 Metrik und Norm

Wenn wir im Folgenden mit Funktionen im R™ rechnen wollen, miissen wir zunéchst ei-
nige grundlegende Objekte im R"™ selbst definieren. Wir miissen uns iiberlegen, wie man
Abstédnde und Léngen im R™ misst (was wir z.B. bendtigen, um Konvergenz definieren
zu koénnen) oder wie man das Konzept offener und abgeschlossener Intervalle auf den R™
verallgemeinert (was z.B. fiir die Differenzierbarkeit wichtig ist, da man dabei falls moglich
das Auftreten von einseitigen Ableitungen vermeiden mochte). Das Teilgebiet der Mathe-
matik, das sich mit diesen Themen beschéftigt, ist die Topologie. Tatséchlich kann man
Topologie nicht nur im R"™ sondern in allgemeinen Mengen oder Vektorrdumen betreiben
und wir werden dies im Folgenden auch so allgemein machen. Dabei werden wir R und R"
als wichtigste Sonderfille allerdings stets separat betrachten.

Den ersten Begriff, den wir dazu definieren, ist der Abstand zweier Punkte in einer belie-
bigen Menge X . Mathematisch wird dieser durch den Begriff der Metrik formalisiert, vgl.
die Ausfiihrungen nach Definition 2.6.

Definition 17.3 Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X, ist eine Abbildung d : X x X — R,
(z,y) — d(z,y), mit den folgenden Eigenschaften fiir alle z,y € X.

(i) d(z,y) = 0 gilt genau dann, wenn =z = y gilt

(ii) Fiir alle z,y € X gilt  d(x,y) = d(y, x) “Symmetrie”
(iii) Fur alle z,y,z € X gilt  d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) “Dreiecksungleichung”
Das Paar (X, d) heiit dann metrischer Raum. O

Die Interpretation der Abbildung d ist, dass sie fiir je zwei Punkte z,y € X den Ab-
stand d(z,y) zwischen z und y misst. Beachte, dass fiir einen metrischen Raum (X, d) und
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jede Teilmenge A C X das Paar (A,da) wieder ein metrischer Raum ist, wobei d4 die
Einschrinkung von d auf A x A bezeichnet.

Aus der Dreiecksungleichung und der Symmetrie folgt fiir zwei beliebige Punkte z,y

d(xz,z) = 0.

N

d(w,y) = 5(d(wy) + d(y, 7)) 2

Folglich liefert die Metrik immer einen Wert > 0, was im Sinne der Interpretation als
Abstand ja auch sinnvoll ist. Ebenso folgt aus der Dreiecksungleichung und der Symmetrie
die umgekehrte Dreiecksungleichung

d(xay) > ’d('r7z) - d(y7 Z)‘ (173)

Wie wir aus Definition 2.6 bereits wissen, ist auf den reellen Zahlen X = R eine Metrik
z.B. durch d(z,y) = |z — y| gegeben. “Z.B.” deswegen, weil dies zwar die natiirliche, aber
bei weitem nicht die einzige Moglichkeit ist. Man kann (auf jeder Menge X)) z.B. auch eine
Metrik mittels

ﬂ%w={$;§;§ (17.4)

definieren. Diese ist fiir eine sinnvolle Abstandsmessung zwar ziemlich nutzlos, erfiillt aber
alle Bedingungen der obigen Definition.

Man kann also recht abstrakte Metriken konstruieren, in der Praxis wiinscht man sich aber
Metriken, die eine anschauliche geometrische Interpretation als Abstand besitzen. Solche
Metriken werden zumeist aus sogenannten Normen abgeleitet, die wie folgt definiert sind.

Definition 17.4 Sei V ein reeller Vektorraum!. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
||l : V= R, x+— ||z||, mit den folgenden Eigenschaften fiir alle z,y € V.

(1) [[Az]| = |A| ||=| fir alle A € R
(ii) [zl =0 2=0

(ili) [Jz 4+ yll < [[=[] + lly (“Dreiecksungleichung”).

Das Paar (V.|| - ||) heilt dann normierter Vektorraum. O

Auch fiir jede Norm lésst sich aus der Dreiecksungleichung leicht die umgekehrte Dreiecks-
ungleichung

izl = Iyl < flz =yl (17.5)

folgern.

Der Beweis des folgenden Satzes folgt sofort aus den Normeigenschaften.

'D.h. wir kénnen Elemente aus V addieren und mit reellen Zahlen skalar multiplizieren und erhalten
stets wieder Elemente aus V.
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Satz 17.5 Sei (V.| -||) ein normierter Vektorraum. Dann ist

d(z,y) := |z =yl

eine Metrik auf V. Jeder normierte Vektorraum ist also auch ein metrischer Raum.

Anschaulich kann man sich eine Norm ||z|| als ein Ma$ fiir die Linge des Vektors x vor-
stellen. Die gerade definierte Metrik definiert den Abstand zwischen zwei Punkten also als
die Lange des Vektors x — y, der — geeignet verschoben — als Vektor mit “Spitze” x und
“Fuflpunkt” y aufgefasst werden kann.

Wie kann eine Norm im R™ nun konkret aussehen? Die folgende Definition gibt eine ganze
Familie solcher Normen an.

Definition 17.6 Sei z € R".
(i) Fiir jedes p € [1,00) definieren wir

n v
2l = (E |~"Uz'\p>
i=1
(ii) Fiir p = oo defineren wir
||| oo := max{|z;| : i =1,...,n}.

Fiir den Fall p = 2 wird die Norm aus (i) Fuklidische Norm genannt. Zur geometrischen
Interpretation einiger dieser Normen siehe Beispiel 17.13.

Dass Definition 17.6 tatsédchlich Normen definiert, die alle Eigenschaften aus Definition 17.4
erfiillen, ist nicht offensichtlich. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind zwar leicht nachzupriifen
(was wir hier nicht ausfiihrlich machen werden). Fiir die Dreiecksungleichung (iii) miissen
wir noch etwas arbeiten. Wir betrachten zunéchst den einfacheren Fall p = oc.

Satz 17.7 Fiir alle 2,y € R™ gilt ||z + ylloo < [|Z]loo + ||¥l]0o-

Beweis: Seien z = x +y und seien x;+, yj+ und 23+ die betragsmiflig grofiten Eintrége von
x, y und z. Dann gilt

+ 1y = [[2]loo + (9l co-
0

Fiir p < oo benotigen wir zum Nachweis der Dreiecksungleichung zunéchst ein Lemma und
einen darauf aufbauenden Satz.

12+ ylloo = [I2llcc = |28+ = 2= + yhe| < |2pe] + [ype| < [ie

Lemma 17.8 Seien p,q € (1,00) mit %—l—% = 1. Dann gilt fiir alle a, b > 0 die Ungleichung

at/Ppl/e < e, é
p q
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Beweis: Falls a = 0 oder b = 0 gilt, ist die Aussage klar. Fiir a,b > 0 verwenden wir, dass
der Logarithmus wegen In”(z) = —1/22 < 0 konkav ist (vgl. Satz 10.10). Wenden wir die
Definition der Konkavitét mit A =1/p und 1 — A = 1/q an, so folgt

In <1a+1b> > 1lna—l— 1lnb.
p q p q

Die Behauptung folgt dann durch Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Sei-
ten. 1l

Satz 17.9 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt fiir
alle x,y € R™ die Ungleichung

n

> lziyil < lallplyllo-

i=1

Beweis: Falls x = 0 oder y = 0 ist, ist die Aussage klar. Andernfalls setzen wir

|?/i|q
1l

V; = ’$Z|p
e

und w; :=

fir i =1,...,n. Es folgt
n n
sz‘zl und Zwizl.
i=1 i=1

Wenden wir Lemma 17.8 mit a = v; und b = w; an, so folgt

w1y i/e Vi Wi
lllpllylly " TP q
fir i = 1,...,n. Aufsummieren iiber i liefert
|| < 1,
HprHqu Z .
woraus die behauptete Ungleichung folgt. U

Bemerkung 17.10 Im Spezialfall p = g = 2 erhélt man fiir das mittels

)= Z TiYi
i=1
definierte Fuklidische Skalarprodukt die Ungleichung

[z, )| < [ll2llyll2;

welche auch unter dem Namen Cauchy-Schwarz-Ungleichung bekannt ist. a
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Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist das folgende Lemma. Wenn wir das
Integral iiber eine Funktion f : [a,b] — R™ mit integrierbaren Komponentenfunktionen
fi : [a,b] = R komponentenweise als

b
/ f(z)dzx = : (17.6)
a b
[ fa(z)dzx
definieren, so stellt sich die Frage, ob die Dreiecksungleichung fiir Integrale auch fiir Normen
gilt. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, fiir die euklidische Norm || - ||2 ist dies aber

zumindest fiir stetige Funktionen erfiillt, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 17.11 Sei f : [a,b] — R™ eine stetige Funktion. Dann gilt

b
g/wmwx

Beweis: Sei u := f;f(x)da: und K := |Ju||z. Falls K = 0 ist, folgt die Behauptung sofort.
Andernfalls gilt wegen der Linearitdt des Integrals und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

= o= ([
=Aq< M</WfHMW—K/W )lda.

Division durch K liefert nun die Behauptung. U

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung kénnen wir nun die Dreiecksungleichung fiir die
|| - ||,-Normen fiir p € [1, 00) beweisen, welche auch als Minkowskische Ungleichung bekannt
ist.

Satz 17.12 (Minkowskische Ungleichung) Fiir alle p € [1,00) und alle z,y € R™ gilt
1z +yllp < llzllp + yllp-

Beweis: Fiir p = 1 folgt der Satz sofort aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag.
Fiir p > 1 ist die Aussage klar, falls x = 0 oder y = 0 oder z + y = 0 gilt. Andernfalls sei
q:=p/(p—1), woraus % + % = 1 folgt. Wir definieren den Vektor z = (21,...,2,)T als

zi= i+ wlP7, i=1,...,n.
Dann gilt 2{ = |z; + 3;|%P~Y = |2; 4 3|? und damit
I2llg = llz + ][5/

Aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag und der Holderschen Ungleichung folgt
dann

n n n
Y lzitgillzl < Y Jzillzl + Y lyillzil < (el + lyllp) 1=l
i=1 =1 i=1
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woraus nach Definition von z folgt

lz + 9B < (2llp + lyllp) [l + g5

Wegen p — p/q = 1 folgt daraus die Behauptung, indem wir beide Seiten durch ||z + y||£/q

teilen.

Wir haben also nachgewiesen, dass alle Normen aus Definition 17.6 tatsédchlich Normen im
Sinne der Definition 17.4 sind. Im folgenden Beispiel betrachten wir drei Spezialfille und
die dazugehorigen Metriken.

Beispiel 17.13 (i) Fiir p = 2 erhalten wir die Euklidische Norm

Die dadurch definierte Metrik ist gegeben durch

dz,y) =V (r1— 1% + (@2 — 12)2 + ... + (20 — yn)>

Dies ist gerade die Euklidische Liange des Vektors mit Spitze x und Fufl y und entspricht
daher dem aus der Schule bekannten Abstandsbegriff im R™ (in der Schule natiirlich fiir
n=2und n = 3). Fiir n = 1 ist ||z||2 iibrigens gerade der Absolutbetrag.

(ii) Fiir p = 1 erhalten wir die Norm

n
[ERE N
=1

mit zugehoriger Metrik
d(z,y) = z1 —y1| + |22 — yo[ + ... + |Tn — Ynl.

Der Abstand zweier Punkte ist hier also die Summe der Koordinatenabsténde. Auch dieser
Abstand kann in der Praxis sinnvoll sein. Betrachten man z.B. eine Stadt mit rechtwink-
ligem StraBennetz (so wie das z.B. in den USA aber auch in manchen deutschen Stiddten
zumindest in einigen Stadtteilen der Fall ist), so gibt diese Norm gerade die Lénge an, die
man auf der Fahrt von Punkt x zu Punkt y zuriicklegen muss.

(iii) Fiir p = oo erhalten wir die Norm
|2]|oo = max{|z;| : i=1,...,n}.

mit der Metrik
d(z,y) = max{|z; —y;| : i=1,...,n}.

Der folgende Satz klédrt die Beziehungen zwischen diesen Normen und damit auch zwischen
den zugehorigen Metriken.
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Satz 17.14 Fiir die Normen aus Definition 17.6 gelten fiir alle p € (1, 00) die Ungleichun-
gen

@) Nzl = [lzllp = fl#[loo
1
(i) flzllp < neflzloo-
p-1
(iif) [lzfls <n e iz,

(iv) [zl < nllzfle

Beweis: (i) Die erste Ungleichung folgt, indem wir den Vektor x als Summe der Vektoren
y(l) =€y, 9(2) = ZX2€2, ..., y(n) = Tpn

mit den Standardbasisvektoren e; aus (17.2) schreiben. Aus den Definitionen folgt dann

n n

e=>"y", el ="y wnd @l = Jai] = (@)

=1 =1

3 =

= [y -

Die Dreiecksungleichung fiir die p-Norm ergibt damit
Izl < 1y llp + 1y Ny + -+ 1y = 1yl + 1yP N+ -+ g™ = Nzl

Die zweite Ungleichung folgt, wenn wir den betragsméflig maximalen Eintrag in & mit x;
bezeichnen, aus

EANERY.
[2lloo = |wix| = (= ") 7 < (Z !%\”) = |lzlp-
i=1

(ii) Mit x4+ wie in (i) folgt

- z - z 1 1
Izl = (D _lzil” ) < Do lwal? ] = (nlzieP)? = nol|z]o.
i=1 i=1
(iii) Wir setzen y = (1,1,...,1)T. Damit folgt aus der Holderschen-Ungleichung fiir ¢ =
p/(p—1)

- 1

Izl =D lziyil < llzllpllylly = llz]2ne.

i=1
(iv) Folgt durch Kombination von (ii) und (iii). U
Wir beenden den Abschnitt mit einem Beispiel fiir eine Norm in einem Vektorraum, der
nicht der R™ ist.

Beispiel 17.15 Mit C([a,b], R) bezeichnen wir die Menge der stetigen reellen Funktionen
auf einem Intervall [a, b]. Diese Menge ist ein Vektorraum iiber R, denn fiir je zwei Funktio-
nen f,g € C([a,b],R) und jedes A € R ist auch f + ¢g und Af wieder eine stetige Funktion
und liegt daher wieder in C([a, b],R). Auf diesem Raum definieren wir eine Norm mittels

[flloo := max{[f(x)[ : x € [a,b]}.
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Die Eigenschaften (i) und (ii) der Norm sind sofort klar, die Dreiecksungleichung beweist

man genau wie fiir die || - ||o-Norm fiir Vektoren, vgl. den Beweis von Satz 17.7, wobei
an Stelle der Indizes i* etc. hier die Maximalstellen der jeweiligen Funktionen verwendet
werden. a

17.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Nachdem wir nun geklért haben, wie man im R” (und auch in allgemeineren R&umen)
Langen und Abstdnde messen kann, widmen wir uns nun der Frage, wie man das Konzept
der offenen und abgeschlossenen Intervalle in den R™ iibertragen kann. Dazu benétigen wir
als Hilfsmittel zunédchst die folgendenen Begriffe des Balls und der Umgebung, der sich fiir
allgemeine metrische Rédume definieren lésst.

Definition 17.16 Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X.

(i) Fiir € > 0 nennen wir die Menge
Bu(z) = {y € X | d(y, ) < =}

den (offenen) Ball um x mit Radius £ (oder kurz e-Ball um x).

(ii) Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x, wenn ein € > 0 existiert mit B.(z) C U.
(]

Anschaulich wird der Begriff “Ball” klar, wenn man X = R3 und d als die Euklidische
Metrik wéhlt. Dann ist B.(z) ndmlich tatséchlich ein Ball mit Mittelpunkt = und Radius
¢ > 0 im umgangssprachlichen Sinn (wobei der Rand des Balls per Definition nicht zum Ball
dazugehort). Im R? mit der Euklidischen Metrik ist B.(x) eine Kreisscheibe (ohne Rand)
und in R mit der durch den Absolutbetrag definierten Metrik ist B.(z) nichts anderes als
das offene Intervall (x — e,z +¢).

Wie ein Ball geometrisch genau aussieht, hidngt von der verwendeten Metrik ab. Interes-
sant ist es z.B., sich im R? (den man an der Tafel oder auf einem Blatt Papier leichter
veranschaulichen kann als den R3) die Bille fiir die Metriken zu den Normen || - ||; und
|| - lloo einmal aufzuzeichnen. Die zugehorigen Bilder gibt es in der Vorlesung an der Tafel.

Der folgende Satz zeigt eine Eigenschaft von Umgebungen zweier Punkte z,y € X.

Satz 17.17 (Hausdorffsches Trennungsaxiom) Sei (X,d) ein metrischer Raum und
z,y € X mit x # y. Dann gibt es Umgebungen U und V von x und y mit U NV = ().

Beweis: Aus der Definition der Umgebung folgt, dass jeder Ball B.(x) mit beliebigem
¢ > 0 eine Umgebung von z ist. Wihlen wir nun € = d(z,y)/2 und setzen U := B.(x) und
V := B.(y), so sind dies Umgebungen von x bzw. y. Dass ihr Schnitt leer ist, beweisen
wir per Widerspruch: Angenommen, es existiert ein z € U N V. Dann gilt per Definition
d(z,z) < eund d(y, z) < € und aus der Dreiecksungleichung und der Symmetrie der Metrik
folgt

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) = d(z,2) + d(z,y) < e +e =d(z,y),
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also d(z,y) < d(z,y), was offensichtlich unmoglich ist und daher den Widerspruch lie-
fert. U

Die folgende Definition verallgemeinert nun den Begriff des offenen Intervalls.

Definition 17.18 Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, d) heifit offen, wenn
zu jedem x € A ein £ > 0 existiert mit B.(z) C A. O

Anders gesagt ist eine Menge A genau dann offen, wenn sie eine Umgebung fiir jeden ihrer
Punkte ist.

Beispiel 17.19 (i) In R mit der Metrik d(z,y) = |z — y| ist jedes offene Intervall der
Form (a,b), (—o0,b) oder (a,o0) mit a,b € R eine offene Menge im Sinne von Definition
17.18. Zum Beweis sei z € (a,b) beliebig. Dann ist x > a und =z < b und damit ist
e := min{z — a,b — 2} > 0 (falls eine der Intervallgrenzen nicht endlich ist, lassen wir
den zugehorigen Term in diesem Minimum weg). Nach Konstruktion von ¢ ist dann jedes
y € Be(z) = (x —e,x+¢) grofer als a und kleiner als b und damit in (a, b) enthalten. Also
folgt B:(x) C (a,b).

(ii) In R mit der Metrik d(z,y) = |z — y| sind auch Vereinigungen und Schnitte endlich
vieler offener Intervalle wieder offene Mengen. Dies folgt, weil jede solche Menge aus endlich
vielen disjunkten offenen Intervallen besteht, auf die die Argumentation aus (i) angewendet
werden kann.

(iii) Intervalle der Form (a, b], [a,b) oder [a,b] (wobei die Intervallgrenzen an den Réndern
mit “[” oder “]” jetzt endlich sind) sind hingegen nicht offen. Z.B. fiir (a, b] und x = b ragt
jedes Intervall der Form (z — e,z +¢) iiber den rechten Intervallrand von (a, b] hinaus und
ist daher nicht in (a, b] enthalten.

(iv) In einem metrischen Raum ist fiir jedes » > 0 und jedes y € X der offene Ball B, (y) eine
offene Menge. Zum Beweis sei © € B,(y), woraus nach Definition des Balls d(z,y) < r
folgt. Setzen wir nun ¢ := r — d(x,y) > 0, so gilt fiir jedes z € B.(x) die Ungleichung
d(z,z) < r —d(x,y) und mit der Dreiecksungleichung folgt

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <r—d(z,y)+d(z,y) =

Also liegt jedes z € B.(z) in B,(y) und es folgt B.(x) C B,(y).

(v) Mit einem analogen Beweis wie in (iv) unter Verwendung der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung (17.3) folgt, dass fiir jedes » > 0 und y € X auch die Menge

{r e X|d(x,y) >r}

offen ist. O

Bemerkung 17.20 Fiir X = R” gilt: Obwohl die Form des Balls B.(z) von der gewéhlten
Metrik bzw. der zu Grunde liegenden Norm abhéngt (also z.B. fiir || - ||; anders aussieht als
fiir || - ||oo), fithrt die Definition der offenen Mengen fiir jede Norm || - ||, aus Definition 17.6
auf die gleichen Mengen. Um dies zu beweisen, bezeichnen wir die Bille zu den p-Normen
mit By, .(z). Wegen Satz 17.14 lésst sich zu je zwei Normen || - ||, und || - ||; aus Definition
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17.6 und jedem Ball By, .(z) ein &’ > 0 finden mit By (x) C Bp(x) (fir p=1und ¢ = o0
geht dies z.B. mit ¢’ = ¢/n). Existiert also fiir eine Menge A zu jedem Punkt z € A ein
€ >0 mit B, (x) C A finden, so existiert auch ein ¢’ > 0 mit B, (x) C A.

Folglich kénnen wir im R™ von offenen Mengen sprechen, ohne dass wir jedesmal erwéhnen
miissen, welche Norm aus Definition 17.6 wir gerade verwenden. Im Fall des R™ werden
wir daher die Norm im Folgenden einfach mit || - || bezeichnen und diese nur dann genauer
spezifizieren, wenn dies — z.B. fiir eine konkrete Rechnung — nétig ist.

In anderen metrischen Raumen als dem R"™ oder fiir Metriken, die nicht durch Normen
definiert sind, ist das allerdings nicht unbedingt der Fall (man iiberlege sich z.B. einmal, wie
die Bélle und die offenen Mengen in R zu der “seltsamen” Metrik (17.4) aussehen). O

Beispiel 17.19(iii) zeigt, dass bei Intervallen der Form (a,b] in R der Randpunkt b € (a, b]
offenbar verhindert, dass das Intervall offen ist. Dies gilt tatséchlich allgemein, wenn man
formal definiert, was ein Randpunkt einer Menge eigentlich ist.

Definition 17.21 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt x € X heifit
Randpunkt von A, wenn in jeder Umgebung U von x sowohl Punkte aus A als auch Punkte
aus X \ A liegen, d.h. wenn fiir jede Umgebung U von z sowohl U N A # () als auch
UN(X\ A) #0 gilt.

Die Menge aller Randpunkte von A wird Rand von A genannt und mit 0 A bezeichnet. a

Bemerkung 17.22 (i) Beachte, dass die Randpunkte gemé&8 dieser Definition nicht in A
enthalten sein miissen.

(ii) Aus der Definition folgt, dass die Randpunkte der Menge A mit den Randpunkten der
Menge X \ A iibereinstimmen. O

Satz 17.23 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge A C X ist genau dann offen,
wenn sie keinen Randpunkt von A enthilt.

Beweis: “=": Sei A offen und x € A ein beliebiger Punkt. Dann gibt es einen Ball
B.(z) C A. Folglich ist U = B.(z) eine Umgebung, die keine Punkte y € X \ A enthélt.
Also ist x kein Randpunkt.

“«<": Sei A eine Menge, die keine Randpunkte von sich selbst enthélt. Sei x € A beliebig. Da
A keine Randpunkte enthélt, ist auch = kein Randpunkt. Folglich existiert eine Umgebung
U von z, fiir die entweder U C A oder U C X \ A gilt. Wegen € U und z € A ist
UNA #(, also ist der Fall U C X \ A nicht méglich. Da U per Definition einen Ball B.(z)
fiir ein & > 0 enthélt, folgt B.(z) C U C A. Folglich ist A offen. U

Der folgende Satz gibt verschiedene Eigenschaften offener Mengen an.

Satz 17.24 Fiir einen metrischen Raum (X, d) gilt:
(i) @ und X sind offene Mengen.
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(ii) Fiir endlich viele offene Mengen A, ..., A,, ist auch der Durchschnitt

offen.

(iii) Fiir beliebig viele? offene Mengen A,, o € B, ist auch die Vereinigung
U 4.
aeB

offen.

Beweis: (i) Fiir die leere Menge ist nichts zu zeigen, weil sie keine Punkte enthélt und der
gesamte Raum X enthélt jeden beliebigen e-Ball B.(z) um jeden beliebigen Punkt = € X.

(ii) Sei x € ﬂi:l,...m A;. Dann liegt x in jeder der Mengen A; und weil die Mengen offen
sind existieren e1,...,&y, mit B, (x) C A;. Fir ¢ := min{e; [i = 1,...,m} folgt daher
B.(x) C Be,(z) C A; fiir alle i = 1,...,m und damit auch B.(z) C (),_; _,, A;. Folglich
ist der Durchschnitt eine offene Menge.

(iii) Sei 2 € (J,ep Aa- Dann liegt x in einer der Mengen A, und weil diese Menge offen ist
existiert ein e mit B.(x) C Aq. Also gilt auch B.(z) C |J,cp Aa Weswegen die Vereinigung
eine offene Menge ist. U

Beispiel 17.25 Die Aussage (ii) gilt im Allgemeinen nicht fiir unendlich viele offene Men-
gen Aj, Ay, As,.... Ein Beispiel hierfiir in X = R sind die Intervalle 4y = (—1/k,1/k).
Jedes der Intervalle ist offen, ihr Schnitt ist aber gleich (,_; _ A; = {0} und diese Men-
ge ist nicht offen, da sie keinen Ball B.(0) enthilt. o o

Nachdem wir mit den offenen Mengen eine Verallgemeinerung der offenen Intervalle er-
halten haben, definieren wir nun die entsprechende Verallgemeinerung der abgeschlossenen
Mengen.

Definition 17.26 Eine Menge A heifit abgeschlossen, falls die Menge X \ A offen ist. |

Beispiel 17.27 (i) In jedem metrischen Raum (X, d) ist die Menge
B.(z) == {y € X |d(z,y) < &}
abgeschlossen, da das Komplement
X\ Be(z) = {y € X |d(z,y) > ¢}

nach Beispiel 17.19(v) offen ist. Die Menge B.(z) wird abgeschlossener Ball genannt.

(ii) In jedem metrischen Raum (X, d) sind ) und X abgeschlossen, da ihre Komplemente
X und 0 offen sind. o

2auch iiberabzihlbar viele
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Aus Bemerkung 17.22(ii) und Satz 17.23 folgt sofort der folgende Satz.

Satz 17.28 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn sie jeden Randpunkt von A enthilt.

Beweis: Aus Bemerkung 17.22(ii) folgt, dass A genau dann jeden Randpunkt von A
enthélt, wenn X \ A keinen Randpunkt von X \ A enthilt. Dies wiederum ist nach Satz
17.23 genau dann der Fall, wenn X \ A offen ist, also genau dann, wenn A abgeschlossen

ist. [l

Beispiel 17.29 (i) Jedes abgeschlossene Intervall der Form [a,b], [a,00), (—o0,b] oder
(—00,00) ist abgeschlossen in R, da die Randpunkte a und/oder b jeweils enthalten sind
(beachte, dass +00 keine Randpunkte sind, da Randpunkte in R per Definition in R liegen
miissen, £0o aber keine reellen Zahlen sind).

(ii) Das Intervall (a,b] C R mit a,b € R ist weder offen noch abgeschlossen: Da der
Randpunkt a nicht in (a, b] liegt, ist das Intervall nicht abgeschlossen und da der Randpunkt
b in (a, b] liegt, ist das Intervall nicht offen.

Aus den Satzen 17.23 und 17.28 folgt sofort der folgende Satz.

Satz 17.30 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt
(i) die Menge A \ 0A ist offen
(ii) die Menge A U 0A ist abgeschlossen

(iii) der Rand OA ist abgeschlossen.

Beweis: (i) Sei z € A\ JA. Dann gibt es eine Umgebung U von x mit U C A, folglich
auch einen Ball B.(x) C U C A. Sei nun y € B:(x). Dann gibt es, da B-(x) offen ist, einen

Ball B./(y) C B:(x) C A. Damit ist y ¢ 0A und folglich B.(z) C A\ 0A. Also ist A\ 0A
offen.

(ii) Folgt aus (i) da X \ (AUO0A) = (X \A)\0A = (X \ A)\ I(X \ A) offen ist.

Zum Beweis von (iii) beachte, dass fiir jede Menge B C X die Gleichung B = (AUB)\(A\B)
gilt, denn z € B gilt genau dann, wenn x € AU B und = ¢ A\ B gilt. Fiir 04 gilt also

OA=(AUDA)\ (A\DA).

Desweiteren iiberlegt man sich, dass fiir zwei beliebige Mengen C, D C X die Gleichung
X\ (C\D)=(X\C)UD gilt. Damit folgt

X\9A = (X\ (AUJA)) U (A\ dA).

Nach (i) und (ii) sind die beiden Mengen in dieser Vereinigung offen, also ist auch X \ 0A
offen und folglich ist 0 A abgeschlossen. U

Dieser Satz motiviert die folgende Definition.
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Definition 17.31 Fiir eine Menge A C X definieren wir® das Innere von A als int A :=
A\ 0A und den Abschluss von A als A := AU OA. O

Nach Satz 17.30 ist int A immer eine offene Menge und A immer eine abgeschlossene Menge.

AbschlieBend merken wir an, dass man offene Mengen auch ganz ohne Verwendung einer
Metrik definieren kann. Fiir eine beliebige Menge X definiert man dazu eine Menge T von
Teilmengen von X (die Elemente von T sind also selbst wieder Mengen) und bezeichnet
jede Menge A € T als “offen”. Dabei muss T so gewiihlt sein, dass die Eigenschaften aus
Satz 17.24 gelten*. Das Paar (X, T) wird dann topologischer Raum genannt. Ein metrischer
Raum (X, d) ist also ein Spezialfall eines topologischen Raums, bei dem die Mengen in T’
gem&f Definition 17.18 gewihlt werden.

Da wir ohne Metrik keine Bélle zur Verfiigung haben, muss man den Begriff der Umgebung
dann wie folgt definieren: Eine Menge U C X heiit Umgebung eines Punktes z € X, wenn
es eine offene Menge V' € T gibt mit x € V und V C U. Im Falle metrischer Rdume ist
dies dquivalent zu Definition 17.16(ii).

Das Hausdorffsche Trennungsaxiom aus Satz 17.17 gilt fiir allgemeine topologische Rdume
nicht unbedingt. Wenn es erfiillt ist, wird der Raum (X, T') Hausdorff-Raum genannt. Dies
erkldrt auch warum diese Trennungseigenschaft als “Axiom” bezeichnet wurde, denn fiir
allgemeine topologische Réume ist sie eben nicht automatisch erfiillt sondern muss separat
gefordert werden. Fiir metrische Rdume ist das Hausdorffsche Trennungsaxiom aber —
wie in Satz 17.17 bewiesen — immer erfiillt. Metrische Rdume sind also immer Hausdorff-
Réume.

3Fiir das Innere und den Abschluss werden manchmal auch andere Symbole verwendet.
“Dies ist vollig analog zum Anordnungasaxiom, wo wir ganz abstrakt eine Menge von Zahlen als “positiv”
definiert haben und fiir diese gewisse Eigenschaften verlangt haben.



Kapitel 18

Grenzwerte und Stetigkeit

Stand:
Wir wollen in diesem Kapitel das Konzept konvergenter Folgen auf allgemeine metrische 17. August 2018
R#éume und insbesondere auf den R™ verallgemeinern.

18.1 Grenzwerte

Definition 18.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (zy)ken eine Folge von Punkten in
X. Dann heifit die Folge konvergent gegen den Grenzwert a € X, falls gilt:

Fiir jedes € > 0 existiert ein N(e) € N mit d(x,a) < € fiir alle k£ > N(e). (18.1)

In diesem Fall schreiben wir wie iiblich limj_,o xx = a oder kurz x; — a fir £k — oo.
(]

Bemerkung 18.2 Die Bedingung (18.1) in der Konvergenzdefinition kann auf verschie-
dene Weisen dquivalent ausgedriickt werden:

(i) Da stets d(z,y) > 0 gilt, verlangt die Bedingung (18.1) gerade, dass die (reelle) Folge
(d(xk,a))ken eine Nullfolge ist. Sie ist also dquivalent zu

lim d(zg,a) =0, (18.2)

k—o0

wobei (18.2), da d(zy,a) ja fiir jedes k eine reelle Zahl ist, der reelle Grenzwert aus Defini-
tion 3.3 ist. Falls die Metrik mittels d(x,y) = ||z — y|| von einer Norm erzeugt wird, kann
man dies dquivalent auch als
lim ||z —al] =0 (18.3)
k—o00

schreiben. Im Spezialfall X = R"™ ist es dabei unerheblich, welche Norm || -||,, aus Definition
17.6 wir verwenden, denn aus Satz 17.14 folgt, dass die Konvergenz limy_, ||z —all, =0
genau dann fiir eine dieser Normen gilt, wenn sie fiir alle dieser Normen gilt.

(ii) Verwendet man die Aquivalenz
d(zg,a) <e <&  xp € Be(a),

245
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so kann (18.1) auch geschrieben werden als

Fiir jedes € > 0 existiert ein N(¢) € N mit 23, € Bc(a) fiir alle k > N(e). (18.4)

(iii) Verwendet man die Tatsache, dass jeder e-Ball B.(z) eine Umgebung von z ist und
dass jede Umgebung U von x einen e-Ball enthilt, so folgt aus (18.4), dass man (18.1)
dquivalent schreiben kann als

Fiir jede Umgebung U von a existiert ein N(U) € N mit o} € U fiir alle k > N(U).
(18.5)

O
Im Spezialfall X = R" sind die Punkte x; Vektoren der Form
Tk1

Tr2
T =

Lkn

In diesem Fall kann man Konvergenz leicht anhand der Eintrige von xj iiberpriifen, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 18.3 Sei (x1)ken eine Folge von Punkten in R™. Dann konvergiert die Folge fiir jede
p-Norm aus Definition 17.6 genau denn gegen den Grenzwert

ai
a2
a= ,
Qn
wenn fiir jede der Komponentenfolgen x;, i = 1,...,n die Konvergenz

lim zg; = a4
k—o0

gilt.
Beweis: Nach Bemerkung 18.2(i) gilt

lim 2y =a <« lim |z —alp, =0 < lim ||z —alw =0.
k—o00 k—o00 k—o0

Aus der Definition der co-Norm folgt aber sofort die Aquivalenz

lim ||z —a]leo =0 < lim |xg; —a;|=0firallei=1,...,n
k—o00 k—oco
und damit die Behauptung. U

Aus Korollar 3.15 folgt die folgende Eigenschaft abgeschlossener Intervalle [a,b]: Falls
(zk)ken eine konvergente reelle Folge ist mit zy € [a, b] fiir alle k € N, so gilt limy_, oo xp €
[a,0].

Der folgende Satz zeigt, dass sich diese Eigenschaft auf beliebige abgeschlossene Mengen
verallgemeinern lasst und sogar dquivalent zur Definition der Abgeschlossenheit ist.
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Satz 18.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann ist A genau dann abgeschlos-
sen, wenn fiir jede konvergente Folge (x)reny mit zx € A fiir alle k¥ € N die Beziehung
limg oo 21 € A gilt.

Beweis: “=": Sei A abgeschlossen und sei a := limg_,oo 2. Wir zeigen per Widerspruch,
dass a € A gilt. Angenommen, es gelte a € A. Da X \ A offen ist, ist X \ A eine Umgebung
von a. Aus der Definition der Konvergenz folgt dann, dass x; € X \ A liegen muss fiir alle
hinreichend grofien k. Dies ist aber ein Widerspruch zu xj € A fiir alle k € N.

“<": Es sei der Grenzwert jeder konvergenten Folge x) € A wieder in A enthalten. Wir
beweisen die Abgeschlossenheit von A, indem wir zeigen, dass X \ A offen ist. Sei dazu
x € X \ A ein beliebiger Punkt. Wir miissen beweisen, dass ein € > 0 existiert mit B.(z) C
X \ A. Angenommen, das wire nicht der Fall. Dann existiert fiir jedes k¥ € N\ {0} und
e = 1/k ein z; € B:(x) N A. Daraus folgt d(zg,x) < ¢ = 1/k und damit ist xj eine
konvergente Folge in A mit z; — = &€ A fiir kK — oo. Dies ist aber ein Widerspruch zu der
Tatsache, dass der Grenzwert von x; in A liegen muss. 1l

Genau wie das Konzept der konvergenten Folgen kénnen wir auch den Begriff der Cauchy-
Folge verallgemeinern.

Definition 18.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (zx)ken eine Folge von Punkten in
X. Dann heifit (zx)ren Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein C(e) € N existiert mit

d(zg, Tm) < €

fiir alle k,m > C(¢). o

Ganz genau wie in R beweist man, das jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Die
Umkehrung gilt in allgemeinen metrischen Rdumen aber nicht unbedingt. Daher ben6tigen
wir die folgende Definition.

Definition 18.6 Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
(gegen ein = € X)) konvergiert.

Falls X =V dabei ein Vektorraum ist und die Metrik d durch eine Norm || - || definiert ist,
heifit (V|| - ||) vollstandig normierter Vektorraum oder Banachraum. o

Wir hatten in Abschnitt 3.5 gesehen, dass die Eigenschaft, dass jede Cauchy-Folge konver-
giert, in R dquivalent zum Vollstdndigkeitsaxiom ist. Definition 18.6 ist also nichts anderes
als eine Verallgemeinerung des Vollstédndigkeitsaxioms auf metrische Rdume. Insbesondere
folgt, dass der metrische Raum (R,d) mit d(x,y) = |x — y| vollstindig ist. Der folgende
Satz zeigt, dass dies fiir den R™ ebenso gilt.

Satz 18.7 R” ist fiir jede p-Norm aus Definition 17.6 ein vollstdndiger normierter Vektor-
raum und damit mit der zugehorigen Metrik auch ein vollstdndiger metrischer Raum.
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Beweis: Ganz analog zum Beweis von Satz 18.3 beweist man, dass eine Folge (zx)ken in
R™ genau dann eine Cauchy-Folge ist, wenn jede ihrer Komponentenfolgen (zy;)ren eine
Cauchy-Folge ist. Da in R jede Cauchy-Folge konvergiert, konvergiert also jede Komponen-
tenfolge und nach Satz 18.3 konvergiert damit auch die Folge xj. U

Ein weiteres Beispiel fiir einen vollstédndigen metrischen Raum liefert der folgende Satz.

Satz 18.8 Der metrische Raum (C([a,b],R),d) mit der Metrik d(f,g) = ||f — gllc (vgl.
Beispiel 17.15) ist ein vollstandiger metrischer Raum (und damit auch ein vollstéindiger
normierter Vektorraum).

Beweis: Sei fj, eine Cauchy-Folge von Funktionen in C([a,b],R). Dann gilt fiir jedes = €
[a, 0]

weswegen die reelle Folge fi(z) ebenfalls eine Cauchy-Folge ist. Weil R vollstindig ist, kon-
vergiert fi(x) also gegen einen Grenzwert f(x). Wir beweisen nun, dass die f; gleichméBig
gegen die dadurch definierte Funktion f konvergieren.

Fiir gegebenes ¢ > 0 existiert ein C(e) € N mit ||fy — flloo < € fiir alle m,k > C(e),
woraus

[fe(x) = fm(2)| < e
fiir alle z € [a,b] und alle m, k > C(e) folgt. Damit folgt

[fe(@) = f(@)| < fe(@) = fm(@)| + | fm(2) = f(2)] <&+ [fin(x) - f(2)|

fir alle x € [a,b]. Fiir jedes feste x € [a,b] gilt |fm(z) — f(z)] — 0, also existiert ein
m(z) € N mit |f,,;)(z) — f(7)] < e und es folgt

[fe(@) = f(x)] <2

fiir alle & > C(g). Da alle Ausdriicke in dieser Ungleichung und auch C(e) nun aber nicht
von m(x) abhéngen, gilt diese Ungleichung fiir alle x € [a, b] und es folgt

sup |fi(z) — f(2)] < 2¢
z€[a,b]

fiir alle k£ > C'(e) und damit die gleichméfiige Konvergenz von fi gegen f.

Also ist f nach Satz 14.6 stetig und folglich in C([a, b], R). Die Cauchy-Folge fj konvergiert
also und folglich ist der Raum C/([a, b], R) vollstiandig. U

18.2 Stetigkeit

Sowohl das Folgenkriterium der Stetigkeit fiir reelle Funktionen aus Definition 5.6 als auch
das e-6-Kriterium aus Satz 5.16 lassen sich mit den bisherigen Vorarbeiten direkt auf
allgemeine metrische Rédume iibertragen. Dabei kénnen wir ganz allgemein Funktionen
f+ X = Y fir metrische Rdume (X,dx) und (Y,dy) betrachten (den Index fiigen wir
hier zu den Metriken hinzu um zu betonen, dass es sich nicht notwendigerweise um die
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gleichen Metriken handelt; wir werden die Metriken aber erst beim e-d-Kriterium explizit
verwenden). Die in Abschnitt 5.1 bereits betrachteten Funktionen von R™ nach R™ (bzw.
auf D C R"™) erhalten wir als Spezialfall dieser allgemeinen Funktionen. Beachte, dass
wir in diesem allgemeinen Rahmen keine separaten Definitionsmengen D C X betrachten
miissen, da jede Teilmenge eines metrischen Raums wieder ein metrischer Raum ist und
wir daher X stets als die zu betrachtende Definitionsmenge D wihlen kénnen.

Definition 18.9 Seien (X, dyx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Funkti-
on. Dann heifit f stetig in einem Punkt x € X, falls fiir alle Folgen x;, — = die Konvergenz

lim f(zy) = f(z)
k—00
gilt. Die Funktion f heifit stetig auf X, falls sie stetig in jedem Punkt z € X ist. a

Beispiel 18.10 Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt fiir einen normierten Vek-
torraum (V|| - ||) aus xp — z sofort

2kl = llzll | < [l — 2] =0,

falls ; — , denn nach Bemerkung 18.2(i) ist z; — « ja dquivalent zu ||z — x| — 0.
Eine Norm ist also eine stetige Abbildung von V nach R. Zu beachten ist dabei aber, dass
Stetigkeit im Allgemeinen nur fiir die Norm gilt, die auch in der Definition der Konver-
genz verwendet wurde und nicht notwendigerweise fiir andere Normen auf dem gleichen
Vektorraum. a

Genau wie im Reellen werden wir nun einige Aussagen iiber die Stetigkeit von Verkniipfun-
gen stetiger Funktionen machen.

Satz 18.11 Seien (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Rédume und f : ¥ — Z und ¢ :
X — Y Funktionen. Ist ¢ dann stetig in x € X und f stetig in y = g(z) € Y so ist die
Verkniipfung fog: X — Z stetig in x.

Beweis: Sei x, — . Aus der Stetigkeit von f folgt f(xx) — f(x) = y und aus der Stetigkeit
von g folgt dann g(f(xx)) — g(f(x)) fir K — oo. Damit folgt die Behauptung. 1l
Wie bereits zu Beginn von Kapitel 17 gesagt, wird eine Abbildung nach R™ als Vektor

einzelner Abbildungen fi,..., f, nach R geschrieben. Fiir die Stetigkeit einer solchen Ab-
bildung gilt der folgende Satz.

Satz 18.12 Fiir eine durch

fm(z)
mit f; : X — R, ¢ =1,...,m, gegebene Funktion f : X — R™ gilt fiir jede p-Norm aus
Definition 17.6: f ist genau dann stetig in einem Punkt x € X, wenn alle Komponenten-
funktionen stetig in x sind.
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Beweis: Folgt sofort aus der Definition der Stetigkeit und Satz 18.3. U

Der folgende Satz beweist die Stetigkeit einiger Funktionen von R x R — R. Der Ausdruck
R x R ist dabei nur eine andere Schreibweise fiir R?, mit der wir betonen wollen, dass die
Funktionsargumente hier nicht als Vektoren im R? interpretiert werden (obwohl man das
machen konnte, wenn man wollte).

Satz 18.13 Die folgenden Abbildungen sind stetig,.

(i) add: RxR—=R, (x,y) —» x4y
(ii) mult: Rx R — R, (r,y) — xy
(iii) quot: R xR\ {0} — R, (x,y) — z/y.

Beweis: Sei (zp,yx) eine gegen einen Punkt (z,y) € R x R konvergente Folge in R x R
(mit (zx,yx) und (z,y) aus R x R\ {0} im Fall (iii)). Nach Satz 18.3 folgt die Konvergenz
xp — x und yr — y. Die zu beweisenden Konvergenzen x, + yr — = + y, Tpyr — xy und
2k /yr — x/y folgen damit aus den Sdtzen 3.9, 3.10 und 3.13. U

Korollar 18.14 Sei (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — R stetige Funktionen.
Dann sind auch f + g und fg stetig. Falls zusétzlich g(x) # 0 gilt fiir alle z € X, so ist
auch die Funktion f/g stetig.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 18.13 und Satz 18.12, da sich die angegebenen Funktionen
schreiben lassen als f + g =add o (f,g), fg = multo (f,g) und f/g = quot o (f,g). U

Beispiel 18.15 Wir betrachten einige Beispiele von Funktionen von R™ nach R, wobei wir
r € R" wie iiblich als 2 = (x1,z2,...,2,)" schreiben.

(i) Fiir jedes i = 1,...,n ist die Koordinatenfunktion = — z; stetig, da aus der Konvergenz
xr — a € R™ nach Satz 18.3 die Konvergenz zp; — a; folgt.

(ii) Eine Monomfunktion vom Grad r ist eine Funktion g : R” — R der Form

g(x) = abrahe . . ghn

mit Koeffizienten ki,...,k, € N mit ky + ks + ... + k, = r. Die Funktion g ist also ein
Produkt von Koordinatenfunktionen aus (i) und damit nach Korollar 18.14 stetig.

(iii) Ein Polynom vom Grad < r im R" ist eine Funktion der Form

T

ki k
f(z) = Z Chyko. oy T h? - ki,

k1K, . k=0
ki+kg+...Akn<r

Jeder Summand in f ist also das Produkt einer konstanten (und damit stetigen) Funktion
und einer Funktion aus (ii) und damit nach Korollar 18.14 stetig. Ebenfalls mit Korollar
18.14 folgt, dass damit auch die gesamte Funktion f stetig ist. O
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Kommen wir nun zum zweiten aus R bekannten Kriterium fiir die Stetigkeit, dem e-6-
Kriterium.

Satz 18.16 Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Réume und f : X — Y eine Funktion.
Dann ist f genau dann in einem Punkt a € X stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, so dass fiir alle x € X gilt

dx(z,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.

Beweis: Der Beweis verldauft vollig analog zu dem entsprechenden Beweis in R, vgl. Satz
5.16, wobei wir nur die dort verwendeten Betrige durch die entsprechenden Metriken er-
setzen:

Wir zeigen zuniichst, dass aus dem e-9 Kriterium die Folgendefinition 18.9 der Stetigkeit
folgt. Sei dazu (zk)ren eine beliebige Folge in X mit z; — a. Zu zeigen ist dann, dass
f(zy) konvergiert mit f(zx) — f(a).

Sei dazu ein € > 0 gegeben und sei § > 0 aus dem Kriterium. Wegen xj, — a existiert ein
No(6) € N mit dx(zx,a) < ¢ fir alle k > N, () und es folgt

dy (f(xr), f(a)) <e.

Damit ist das Konvergenzkriterium aus Bemerkung 18.2(i) erfiillt mit N(g) = Ng4(6).

Nun zeigen wir umgekehrt, dass aus der Folgendefinition der Stetigkeit das e-6 Kriterium
folgt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dazu an, dass f in a € X im
Folgensinne stetig ist, das e-d Kriterium aber nicht gilt. Das bedeutet also:

Es gibt ein € > 0 so dass zu jedem 6 > 0 ein x5 € X mit dx(zs5,a) < 6 und dy (f(xs), f(a)) >
€ existiert.

Setzen wir nun § = 1/k und wihlen als x gerade dieses x4, so folgt dx (xk,a) < 1/k und
damit nach Bemerkung 18.2(i) auch xj — a. Andererseits gilt aber

dy (f(zk), f(a)) > €
fir alle £ > 1 und damit dy (f(zx), f(a)) /4 0, also f(xr) /4 f(a). Dies widerspricht aber
der Stetigkeit in a. Also muss das e-d Kriterium gelten. U
Beispiel 18.17 Sei (X, d) ein metrischer Raum und z¢ € X ein fester Punkt. Betrachte
die Abbildung f : X — R gegeben durch f(x) = d(x, o).
Dann folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung (17.3) fiir beliebige =,y € X

[f (@) = f()| = ld(z, z0) — d(y, z0)| < d(z,y).

Fiir a = y folgt daraus, dass das e-6-Kriterium fiir 6 = ¢ erfiillt ist (wenn wir auf R wie
iiblich die vom Absolutbetrag erzeugte Metrik verwenden). Folglich ist f in jedem a € X
stetig. a
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Da das e-9-Kriterium genau wie in R funktioniert, kann es auch auf die gleiche Weise ange-
wendet werden. Insbesondere folgt, dass der Beweis von Satz 14.6 auf beliebigen metrischen
R#Aumen giiltig bleibt, d.h. aus der gleichméfiigen Konvergenz

lim sup dy (f(z), f(2)) =0
k—00 e X

einer Folge stetiger Funktionen fi : X — Y gegen eine Grenzfunktion f : X — Y folgt wie
im Reellen die Stetigkeit der Grenzfunktion f.

18.3 Lineare Funktionen

Wir betrachten nun kurz eine spezielle Klasse von Funktionen, die insbesondere bei der
Definition der Ableitung eine wichtige Rolle spielen werden.

Definition 18.18 Es seien V, W Vektorrdume iiber R. Eine Funktion f : V — W heif3it
linear, falls fiir alle v,9 € V und alle A € R die Gleichungen
fo+5) = f)+ f(@) und  F(A) = Af(v)

gelten. Fiir lineare Funktionen findet man oft die Schreibweise fv an Stelle von f(v). o

Beispiel 18.19 (i) Falls V = R" und W = R™ kann jede lineare Funktion nach Festlegen
einer Basis (hier verwenden wir wie iiblich die Standardbasis (17.2)) durch eine Matrix und
ihre Anwendung durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation dargestellt werden:

Betrachten wir die Standardbasisvektoren e; aus (17.2), so ldsst sich jeder Vektor x =
(x1,22,...,7,)T € R™ schreiben als
T =x1€1 + T2e2 + ...+ Tpen.

Aus der Linearitdt von f folgt dann

f(x) =z1f(e1) + 22 f(e2) + ...+ znf(en).

Die Abbildung f ist also eindeutig durch die n Vektoren f(e1), f(e2),..., f(en) € R™
bestimmt. Schreiben wir diese als Spalten in eine Matrix A = (f(e1), f(e2),..., f(en)) €
R™*™ g0 folgt mit der iiblichen Matrix-Vektor-Multiplikation

Az =z f(er) + zaf(e2) + ...+ xznf(en) = f(x).
Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ ist also von der Form
f(z) = Az

fiir die gerade konstruierte Matrix A € R™*™,

(i) Betrachten wir den Raum C*°(R,R) der unendlich oft (stetig) differenzierbaren reellen
Funktionen, so ist zu jedem f € C*°(R,R) auch %f = f" wieder eine Funktion in C*°(R, R).
Die Ableitung -L ist also eine Funktion von C*(R,R) nach C*(R,R). Wegen (f + g)' =
f'+ ¢ und (Af) = Af’ ist die Ableitung tatséichlich eine lineare Funktion.

(iii) Sowohl das Riemann- als auch das Lebesgue-Integral sind nach Satz 13.3 bzw. 16.2

lineare Funktionen von der Menge der Riemann- bzw. Lebesgue-integrierbaren Funktionen
nach R. o
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Der folgende Satz gibt an, wann eine lineare Abbildung stetig ist.

Satz 18.20 Seien (V, || - ||y) und (W, || - ||w) normierte Vektorrdume und f: V — W eine
lineare Abbbildung. Dann ist f genau dann stetig, wenn es eine Konstante C' € R gibt, so
dass fiir alle x € V' die Ungleichung

1 (@)llw < Cllzllv

gilt. Eine lineare Abbildung, die diese Bedingung erfiillt, nennen wir beschrinkt.

Beweis: “=": Aus der zweiten Bedingung an lineare Funktionen folgt, dass fiir jede lineare
Funktion f(0) = 0 gilt.

Sei f nun stetig, dann ist f insbesondere in & = 0 stetig. Also gibt eszue =1¢€in § > 0
mit || f(x)|lw < 1 fiir alle 2 € V mit [jz]|y < 6. Wir setzen C := 2/§. Fiir ein beliebiges
x € V setzen wir A := 1/(C||z||v) und y = Az. Dann gilt ||y|[v = A||z|jy = 1/C < ¢ und
es folgt || f(y)|lw < 1. Wegen

1
Cllzllv

fly) = Fx) = Af(x) = f(z)

gilt also
IF@llw = |[Cllalv @) = Clelvilf@)lw < Cllallv.

“<”: Es existiere ein C' > 0 mit ||f(x)|lw < C|jz||y fur alle 2 € V. Dann folgt aus der
Linearitét

1f (@) = fWlw = If(z —y)llw < Cllz —yllv.
Daraus folgt, dass das e-0-Kriterium fiir § = ¢/C erfiillt ist. Also ist f stetig. 1l

Beispiel 18.21 (i) Fir V = R"” und W = R™ ist f(z) = Az fiir eine Matrix A € R™*™.
Wir beweisen die Beschrianktheitsbedingung aus Satz 18.20 fiir die Euklidische Norm.
Bezeichnen wir die Eintrdge der Matrix mit a;;, so gilt fiir die Eintrdge des Vektors
y = Az € R™ die Gleichung
n
Yi = Z ALk -
k=1

Bezeichnen wir mit a;. die i-te Zeile der Matrix A, so kénnen wir dies auch als Skalarprodukt
<aZ, x) schreiben. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 17.14 folgt dann

T T T
lyil = [{ai.. )| < llag. [l2llzll2 < vnllag. [[llzllz < vrallzll
mit o = max; j, |a;,|. Folglich gilt mit Satz 17.14

1Az]l2 = llyllz < Vmllylleo < Vrmala|s.

Also ist f(z) = Az beschrinkt mit C' = y/nma und folglich ist jede lineare Abbildung
f:R™ - R™ stetig.!

!Genau wie die Konvergenz ist wegen Satz 17.14 auch die Stetigkeit unabhingig von der verwendeten
Norm im R" bzw. R™.
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(ii) Betrachte die Menge der stetigen Funktionen C([a, b], R) mit der co-Norm, vgl. Beispiel
17.15. Dann gilt fiir das Riemann- (und auch fiir das Lebesgue-) Integral

/a b f(x)dz

Also ist die Integral-Abbildung beschrankt mit C' = b — a und folglich auf dem normierten
Vektorraum (C([a,b],R), | - ||oo) stetig.

(iii) Betrachte die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen C*°([0, 1], R) mit
der oco-Norm. Wir zeigen, dass die Ableitung % nicht stetig ist. Dies beweisen wir, indem
wir zeigen, dass sie nicht beschrinkt ist, weswegen sie geméfl Satz 18.20 auch nicht stetig
sein kann.

b b
< [ 17@ldo < [ Ifllcdo = (b~ )]l

Zu zeigen ist also, dass fiir jedes C' > 0 ein f € C*([0,1],R) existiert mit

d
54> s

Um dies zu beweisen, sei C' > 0 beliebig. Fiir n € N mit n > C betrachte die Funktion
f(z) = 2™ Dann gilt || f[loc = 1 und - f(1) = n und damit

|54 ==l > 11

Die Menge der linearen Abbildungen f : V — W ist selbst wieder ein Vektorraum, denn
fiir zwei lineare Abbildungen f, g priift man leicht nach, dass auch f+ g und \f wieder eine
lineare Abbildung ist. Es stellt sich daher die Frage, ob man auf diesem Raum auch eine
Norm definieren kann. Tatséchlich geht das, wenn wir uns auf die Menge der beschréankten
linearen Abbildungen einschrénken.

Definition 18.22 Fiir eine beschriankte lineare Abbildung f : V' — W definieren wir die
Norm

IfIF:= sup{llf(@)lw [z € V' mit =]}y <1}

Dass dies tatséchlich eine Norm ist (also die Bedingungen aus Definition 17.4 erfiillt), muss
man natiirlich nachpriifen, was wir hier aus Zeitgriinden nicht im Detail machen. Beachte,
dass die Norm || f|| natiirlich von der Wahl der Normen || - ||y und || - ||y abhéngt, auch
wenn wir das in der Notation nicht beriicksichtigt haben (man kénnte || f|ly,w schreiben,
was aber zu einer etwas umsténdlichen Notation fithren wiirde).

Aus der Definition folgt sofort die Ungleichung || f|| < C fiir C aus der Beschrénktheitsbe-
dingung aus Satz 18.20. Zudem folgt fiir alle x € V mit = #£ 0

f (1x)H < llzlv I £1
A

1)l = Hf (15e) HW ~ Jlallv

[l
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wegen [|(1/l|ellv)zllv = (1/zl)llally = 1. Fiir 2 = 0 gilt die Ungleichung [[f(x)[lw <
llz||lv ] f]| wegen f(0) = O (was aus der Linearitét folgt) ebenfalls, also gilt diese fiir alle
zeV.

Im Fall f: R™ — R™, f(z) = Ax, schreiben wir auch ||A|| statt || f]|. In diesem Fall folgt
bei Verwendung der Euklidischen Norm im R™ und R™ aus Beispiel 18.21(i) sofort die
Ungleichung

]| < v maxag.

18.4 Weitere Stetigkeitskriterien

Wir beenden diesen Abschnitt mit drei alternativen Beschreibungen der Stetigkeit, die den
Vorteil besitzen, dass sie weder auf der Konvergenz von Folgen (wie in Definition 18.9)
noch auf der Verwendung einer Metrik (wie das e-0-Kriterium in Satz 18.16) beruhen.

Satz 18.23 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y. Dann gilt

(i) Die Abbildung f ist genau dann in einem Punkt a € X stetig, wenn zu jeder Umge-
bung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(U) C V.

(ii) Die Abbildung f ist genau dann auf ganz X stetig, falls das Urbild
FHV) ={r e X | f(z) eV}
fiir jede offene Menge V' C Y selbst eine offene Menge ist.

(iii) Die Abbildung f ist genau dann auf ganz X stetig, falls das Urbild
V) ={z e X|f(z) eV}

fiir jede abgeschlossene Menge V' selbst eine abgeschlossene Menge ist.

Beweis: (i) Da jeder e-Ball B.(x) eine Umgebung von z ist und jede Umgebung von x einen
0-Ball B;(x) fiir ein 6 > 0 enthilt, ist die Bedingung aus (i) dquivalent zum e-6-Kriterium
der Stetigkeit.

(i) Sei f stetig und V C Y offen. Wie miissen beweisen, dass f~!(V) offen ist, d.h. dass
zu jedem x € f71(V) ein € > 0 existiert mit B.(z) C f~1(V). Sei dazu ein beliebiges
x € f1(V) gegeben. Da V offen ist und f(x) € V gilt, ist V eine Umgebung von f(z).
Nach (i) existiert eine Umgebung U C X von = mit f(U) C V. Nach der Definition der
Umgebung enthilt U einen Ball B.(z). Fiir diesen gilt f(B:(x)) C f(U) C V, also nach
Definition des Urbilds B.(z) C f~1(V).

Sei umgekehrt das Urbild offen fiir alle offenen Mengen und sei a € X. Wir zeigen, dass
das Stetigkeitskriterium aus (i) erfiillt ist. Dazu wéhlen wir eine beliebige Umgebung V/
von y = f(a). Diese enthilt einen e-Ball B.(y), und da der Ball offen ist, ist auch U =
f~Y(B:(y)) offen und nach Definition des Urbilds gilt @ € U. Also ist U eine Umgebung
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von a mit f(U) C V und das Kriterium aus (i) ist erfiillt. Folglich ist f stetig in a und da
a € X beliebig war also stetig auf ganz X.

(iii) Wir zeigen, dass die Bedingung aus (iii) dquivalent zur Bedingung aus (ii) ist, woraus
die Behauptung folgt. Fiir das Urbild gilt fiir jede Menge A C Y
FrYN\NA) = {zeX|[fx) eV \A} = {zeX|f(z) ¢ A}
= X\{zeX|flx)e A} = X\ [H(A).

Sei nun die Bedingung aus (iii) erfiillt und V' C Y offen. Dann gilt
FAV) = X\NX\ V) =X\ Y\ V)

und weil Y \ V abgeschlossen ist, ist f~1(Y \ V) ebenfalls abgeschlossen und f~1(V) =
X\ f7YY \ V) folglich offen. Also ist die Bedingung aus (ii) erfiillt. Analog zeigt man,
dass die Bedingung aus (ii) die Bedingung aus (iii) impliziert. U

Eine wichtige Anwendung von Teil (ii) und (iii) dieses Satzes gibt das folgende Beispiel.

Beispiel 18.24 Sei (X,d) ein metrischer Raum und f : X — R eine stetige Funktion.
Dann ist fiir jedes ¢ € R die Menge

O:={zrxeX|f(x)<c}

offen und die Menge
A={zeX|f(x) <c}
abgeschlossen.

Beweis: Es gilt O = f~1((—o0,¢)) und A = f~1((—o0,]). Die Aussage folgt daher mit
Satz 18.23 (ii) und (iii) weil (—oo, ¢) offen und (—oo, ¢] abgeschlossen in R ist. o



Kapitel 19

Kompaktheit

Stand:
Wir haben in Kapitel 17 bereits gesehen, wie man offene und abgeschlossene Intervalle auf 17. August 2018
metrische Rdume (und damit insbesondere auf den R") verallgemeinert. In diesem Kapitel
betrachten wir eine Klasse von Mengen, die sogenannten kompakten Mengen, die man als
Verallgemeinerung von beschrinkten und abgeschlossenen Intervallen auffassen kann.

19.1 Definition und Beispiele

Kompakte Mengen kann man auf verschiedene dquivalente Arten definieren. Wir wéhlen
eine davon fiir unsere Definition und formulieren die anderen spéter in entsprechenden
Sétzen. Die Eigenschaft, die wir zur Definition der Kompaktheit verwenden, ist uns bereits
in Satz 15.11 begegnet. Dort hatten wir bewiesen, dass fiir jede offene Uberdeckung {Lo]a e
Z} eines beschrénkten und abgeschlossenen Intervalls I eine endliche Teilmenge Z C 7
existiert mit I C (J, 7 la. Dies ist genau die Eigenschaft, die wir nun auf metrische Rdume
verallgemeinern.

Definition 19.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.
(i) Eine Familie von offenen Mengen U, C X, a € T, heiBt offene Uberdeckung von A, falls

AcC U U,
acl

gilt.

(ii) Die Menge A heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung Uy, o € Z, eine
endliche Menge 7 C Z gibt mit

Ac | Ua.

€l

Die Menge {U, | a € Z} heiBit dann endliche Teiliberdeckuny. o

Beispiel 19.2 Wir betrachten den gerade definierten Begriff fiir Teilmengen in R.

257
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(i) Aus Satz 15.11 folgt, dass jedes beschrinkte und abgeschlossene Intervall in R kompakt
ist. Ebenso sieht man leicht, dass jede Vereinigung von endlich vielen beschrinkten und
abgeschlossenen Intervallen kompakt ist, denn fiir jedes Einzelintervall finden wir dann
eine endliche Teiliiberdeckung und die Vereinigung all diese Teiliiberdeckungen ist wieder
endlich.

(ii) Offene oder halboffene Intervalle in R sind nicht kompakt. Betrachte z.B. das Intervall
A = [a,b) mit a,b € R. Die Mengen U, = (a — 1,b — 1/a), « € Z = N\ {0} bilden dann
eine Uberdeckung von A, denn jeder Punkt z € A erfiillt > @ und = < b und liegt
(wie man nachrechnen kann) in der Menge U, fiir jedes o > 2/(b — z). Es gibt aber keine
endliche Teiliiberdeckung, denn in jeder endlichen Teilmenge IcT gibt es ein maximales
a*. Folglich sind alle Punkte in dem Intervall [b — 1/a*,b) nicht in der Teiliiberdeckung
enthalten.

(iii) Unbeschrénkte Teilmengen A von R sind nicht kompakt, denn betrachten wir die
Uberdeckung U, = (a — 1,a + 1) fiir « € T = Z (welche ganz R und damit auch jede
Menge A C R iiberdeckt), so iiberdeckt jede endliche Teiliiberdeckung nur eine beschrénkte
Menge und kann damit nicht ganz A iiberdecken. o

In den folgenden Sétzen betrachten wir einige allgemeinere kompakte Mengen.

Satz 19.3 Jede Menge im R” von der Form

Q = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn}

mit a; < b; (Q wird Quader genannt) ist kompakt.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 15.11: Wir nehmen an, dass es
cine Uberdeckung Uy, o € Z, gibt, zu der keine endliche Teiliiberdeckung existiert, setzen
Qo = @ und erzeugen — an Stelle der Teilintervalle I im Beweis von Satz 15.11 —
nun Teilquader @); durch Halbierung der einzelnen Teilintervalle. Dabei wéhlen wir Q) in
jedem Schritt aus den durch Unterteilung enstehenden 2" Teilquadern von Q1 gerade so,
dass fiir diesen wiederum keine endliche Teiliiberdeckung existiert. Fiir die so konstruierte
Menge von Quadern Qi halbiert sich die Kantenldnge in jedem Schritt, weswegen fiir je
zwei Punkte z,y € Qj, die Ungleichung ||z — ylo < (1/2)*C gilt, wobei C' die maximale
Kantenlénge von @ ist.

Wihlen wir nun aus jedem Quader @ einen beliebigen Punkt xy, so folgt ||z — Zm e <
(1/2)FC fiir alle k € N und alle m > k (denn jeder Punkt x,, ist ja auch in Q enthalten).
Folglich ist die Folge xj, eine Cauchy-Folge und konvergiert damit gegen ein « € R”. Fiir
dieses gilt (indem wir m in der obigen Ungleichung gegen unendlich streben lassen) die
Ungleichung |z — || < (1/2)*C und weil jeder Quader @}, abgeschlossen ist gilt nach Satz
18.4 x € Q). fiir alle k£ und damit insbesondere auch =z € Q). Also gibt es ein U, mit x € U,
und weil U, offen ist, existiert ein Ball B.(z) C U, (wir nehmen den Ball hier ebenfalls in
der co-Norm). Withlen wir nun & so grof, dass (1/2)*C < ¢ ist, so folgt Qr C B.(z) C U,,
weswegen {U, } eine endliche Teiliiberdeckung von @y, ist. Da nach Konstruktion aber kein
Q. eine solche endliche Teiliiberdeckung besitzt, erhalten wir einen Widerspruch. U
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Satz 19.4 Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z)ren eine konvergente Folge in X mit
Grenzwert x. Dann ist die Menge

A:={zy |k e N}U{x}

kompakt.

Beweis: Sei U, eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es oy, k € N, und o* mit
xp € Uy, und o € Uy+. Weil U,- offen ist, folgt nach Bemerkung 18.2(iii) die Existenz
eines N(Uy+) € N so dass zy, € Uy~ gilt fiir alle k > N(Uy+). Also ist

Uay, Uy - - -, U, Uq~

VY ANU x)-10

eine endliche Teiliiberdeckung. 1l

19.2 Eigenschaften kompakter Mengen

Definition 19.5 (i) Eine Menge A in einem metrischen Raum (X, d) heiit beschrdnkt,
wenn ein € X und ein r > 0 existieren mit A C B, (z).

(ii) Eine Folge (ak)ken in einem metrischen Raum (X, d) heifit beschrdankt, wenn die Menge
A = {ay | k € N} beschrénkt ist. a]

Satz 19.6 Jede kompakte Menge A in einem metrischen Raum (X, d) ist beschrankt und
abgeschlossen.

Beweis: Beschrianktheit: Sei a € A beliebig. Dann bilden die Mengen U, = B,(a) mit
a € T =N\ {0} eine offene Uberdeckung von A, denn jeder Punkt x € A ist sicherlich in
dem Ball Byg(, q)(a) enthalten. Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
Uy, a € Z. Da Z endlich ist, enthilt sie ein maximales o € N und es folgt A C B,(a) und
damit die Beschranktheit.

Abgeschlossenheit: Wir miissen zeigen, dass X \ A offen ist. Dazu miissen wir fiir jedes
x € X \ A beweisen, dass ein Ball B.(z) C X \ A existiert. Fiir « € Z = N\ {0} setzen wir
dazu

Uy :={y € X|d(z,y) > 1/a}.

Jedes dieser U, ist offen (vgl. Beispiel 17.19(v)) und die Vereinigung enthélt alle Punkte
aus X mit Ausnahme von z. Also bilden die U, eine Uberdeckung von A und es gibt eine
endliche Teiliiberdeckung. Wihlen wir das maximale o € N in dieser Teiliiberdeckung, so
folgt A C Uy und damit By/o(7) C X \ Uy C X \ A. Damit haben wir einen offenen Ball
um z in X \ A mit £ = 1/a gefunden. U

Satz 19.7 Sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X kompakt und A C K abgeschlossen.
Dann ist A kompakt.
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Beweis: Sei U, eine offene Uberdeckung von A. Fiigen wir die offene Menge X \ A zu der
Uberdeckung hinzu, so erhalten wir eine offene Uberdeckung von K, fiir die es eine endliche
Teiliiberdeckung gibt, die dann auch eine endliche Teiliiberdeckung von A ist. Entfernen
wir (falls vorhanden) die Menge X \ A aus der endlichen Teiliiberdeckung, so bilden die
verbleibenden Mengen immer noch eine endliche Teilitberdeckung von A, da X \ A ja keine
Punkte aus A enthélt. Die verbleibenden Mengen bilden also eine endliche Teiliiberdeckung
von A bzgl. der urspriinglichen Uberdeckung U,. U

Die Umkehrung von Satz 19.6 gilt in allgemeinen metrischen Rdumen leider nicht. Sie gilt
aber im wichtigen Spezialfall X = R", wie der folgende Satz zeigt.

Satz 19.8 (Heine-Borel) Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrénkt und abgeschlossen ist.

Beweis: “=": Dies gilt nach Satz 19.6 in jedem metrischen Raum, also auch im R".

“<”: Wenn A beschrinkt ist, existiert ein Ball B, (z) (0.B.d.A. beziiglich der co-Norm)
mit A C By(z). Damit ist A aber auch in dem Quader

Q=[r1—rz1+r] X[ze—rzo+7r] X ... X [X8 — 7,20 + 7]

enthalten. Da dieser nach Satz 19.3 kompakt ist, folgt die Aussage aus Satz 19.7. U

19.3 Kompaktheit und Grenzwerte

Im Folgenden betrachten wir einige Eigenschaften kompakter Mengen im Zusammenhang
mit Grenzwerten. Wir beginnen mit einem Korollar aus Satz 19.4 und Satz 19.6, der Satz
3.7 auf metrische Rdume verallgemeinert.

Korollar 19.9 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschréankt.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 19.4 und Satz 19.6. U

Der folgende Satz verallgemeinert den Satz von Bolzano-Weierstra§ (Satz 3.31) auf metri-
sche Raume.

Satz 19.10 Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, A C X kompakt und (zy)ken
eine Folge in A. Dann gibt es eine Teilfolge, die gegen einen Grenzwert a € A konvergiert.

Beweis: Angenommen, es gibt keine konvergente Teilfolge. Dann besitzt jeder Punkt =z € A
eine offene Umgebung U,, in der nur endlich viele Folgenglieder liegen, denn: wére dies nicht
der Fall, so giéibe es einen Punkt, so dass in jeder Umgebung B, /,(z), p > 1, unendlich
viele Folgenglieder ldagen. Definieren wir dann induktiv eine Teilfolge mit kg := 0 und
kp > kp—1 + 1 minimal mit @y, € By,(7), so gilt z, € By p,(z) fiir alle p > po und die
Teilfolge w3, wiirde nach Bemerkung 18.2(ii) gegen x konvergieren.

Die offenen Umgebungen U, bilden nun eine Uberdeckung von A, weswegen eine endliche
Teiliiberdeckung existiert. Da jede Menge in der endlichen Teiliiberdeckung aber nur endlich
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viele Folgenglieder enthilt, liegen damit auch in A nur endlich viele Folgenglieder. Dies
widerspricht aber der Voraussetzung, dass x in A liegt. U

Wie bereits bei Satz 19.6 kann die Aussage des vorhergehenden Satzes im Spezialfall X =
R"™ verschérft werden.

Korollar 19.11 Jede beschriankte Folge im R” besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 19.8 zeigt man, dass die Folge in einem Quader
@ enthalten ist, der nach Satz 19.3 kompakt ist. Die Behauptung folgt dann aus Satz
19.10. 1l

19.4 Kompaktheit und Stetigkeit

Die Aussagen in diesem Abschnitt zeigen, dass die kompakten Mengen fiir stetige Funk-
tionen auf metrischen Rdumen (und folglich auch im R™) eine dhnliche Rolle spielen wie
die abgeschlossenen Intervalle fiir die reellen Funktionen. Um dies zu zeigen, benétigen wir
zun#chst einen vorbereitenden Satz.

Satz 19.12 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y stetig. Dann gilt:
Ist K C X kompakt, so ist auch f(K) C Y kompakt.

Beweis: Sei U,, o € Z, eine offene Uberdeckung von f(K). Nach Satz 18.23 sind dann die
Mengen V,, := f~1(U,) offen. Zudem iiberdecken sie K und folglich gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung V,,, a € 7 von K. Damit {iberdecken die Mengen U, = f(V,), a € 7 aber
auch f(K) und bilden also eine endliche Teiliiberdeckung. U

Der folgende Satz verallgemeinert Satz 5.14 auf allgemeine metrische Raume.

Satz 19.13 Sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X kompakt. Dann ist jede stetige
Funktion f : X — R auf K beschrinkt, d.h. es existiert M € R mit |f(z)| < M fiir alle
z € K, und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d.h. es existieren p,q € K mit

f(p) = sup{f(z) |z € K} und f(q) = nf{f(z)[z € K}.

Beweis: Nach Satz 19.12 ist f(K) kompakt in R, also beschrinkt und abgeschlossen.
Daraus folgt sofort die Beschrianktheit von f. Zur Existenz von p sei pr € K eine Folge
mit limy o0 f(pr) = sup{f(z) |z € K}. Nach Satz 19.10 existiert dann eine konvergente
Teilfolge pr; — p € K. Die Folge f(py,) ist dann eine Teilfolge der Folge f(py), die als
Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert. Weil f stetig
ist, folgt
) = Tim f(,) = sup{f(2) |z € K},
‘]4)00

Die Aussage fiir das Infimum folgt analog. 1l

Als weitere Verallgemeinerung betrachten wir Satz 5.20, der besagt, dass jede stetige Funk-
tion auf beschrankten und abgeschlossenen Intervallen gleichméBig stetig ist. Dazu benoti-
gen wir die folgende Definition.
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Definition 19.14 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Funktion f: X — Y
heiit gleichmifig stetig auf einer Menge A C X wenn gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle z, 2’ € A gilt

dx(z, ') <§ = dy(f(z), f(z") <e.

Satz 19.15 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und sei K C X kompakt. Dann
ist jede stetige Funktion f: K — Y auch gleichméfig stetig auf K.

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert nach dem e-0-Kriterium der Stetigkeit (ange-
wendet mit /2 an Stelle von ¢€) zu jedem a € K ein 6, > 0 mit

dx(z,a) <da = dy(f(2), f(a)) <e/2.

Betrachten wir nun die Baélle
B§a/2(a)7 ac Kv

so {iberdecken diese sicherlich die Menge K, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

B5a1/2(a1)7 ey Bgam/z(am). (191)

Wir beweisen nun, dass die Bedingung der gleichmifligen Stetigkeit erfiillt ist fiir § :=
min{dy, /2,...,0a,,/2}

Seien dazu x,2’ € K beliebige Punkte mit dx(z,2’) < ¢. Da die Bille in (19.1) die Menge
K iiberdecken, liegt « in einem dieser Bélle B, jo(ak). Also gilt dx(z,ar) < dq,/2 und
damit auch dy (f(z), f(ar)) < /2. Aus dx(z,2") < § folgt nun dx(2/,a;) < dx(2/,z) +
dx(z,ar) < 0+ dq,/2 < &, und damit auch dy (f(2'), f(ag)) < £/2. Also gilt

dy (f(z), f(a")) < dy (f(2), flak)) + dy (f(ar), f(2')) <e/2+e/2=e.

U
19.5 Aquivalenz von Normen im R"
Eine Folgerung aus Satz 17.14 ist, dass fiir je zwei p-Normen || - |, || - || Konstanten o > 0

und S > 0 existieren, so dass fiir alle z € R™ die Ungleichung
allzll, < llzllq < Bllll,

gilt. Normen mit dieser Eigenschaft heiflen dquivalent, weil sie die gleiche Topologie (also
die gleichen offenen und abgeschlossenen Mengen) und die gleichen Konvergenzbegriffe
erzeugen. Der folgende Satz zeigt (unter Zuhilfenahme einiger Aussagen aus diesem Kapitel
im Beweis), dass diese Aussage nicht nur fiir die p-Normen, sondern tatséchlich fiir alle
moglichen Normen! im R” gilt.

!Davon gibt es ziemlich viele. Beispielsweise kann man nachrechnen, dass fiir jede symmetrische Matrix
Q € R™" fiir die die Ungleichung ¥ Qz > 0 fiir alle z € R™ \ {0} gilt, der Ausdruck ||z = /2TQz
eine Norm definiert.
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Satz 19.16 Seien ||-|| und |||-||| zwei beliebige Normen in R™. Dann existieren Konstanten
a > 0und S > 0, so dass fiir alle z € R” die Ungleichung

allz| < [[[=[|| < Bll«|

gilt.

Beweis: Es geniigt, die Aussage fiir eine beliebige Norm || - || und die Norm || - |1 zu
beweisen, denn gelten fiir zwei beliebige Normen fiir alle z € R" die Ungleichungen

allz] < lzfly < Blle] und - alffz]]] < flzlle < Alfl[ll;

so folgt
~ @
aflz]] < |zl < Bll|=|l] = EHJIH < [lf]|

und 5
alllz|]] < Bllzlly < Bllzl| = |ll=[l] < EHHTH,

woraus die Behauptung folgt. Wir beweisen also die Existenz von « und g mit
allz] < lzfly < Bl

fiir alle z € R™. Hierbei geniigt es, die Ungleichung fiir alle x # 0 zu zeigen, da sie fiir

x =0 wegen ||z|| = ||z||1 = 0 offensichtlich erfiillt ist.
Zum Beweis der ersten Ungleichung gehen wir dhnlich vor wie im Beweis von Satz 17.14(i),
d.h. fiir x = (21,...,7,)T € R" definieren wir

Yi = Zi€;
mit e; aus (17.2). Definieren wir nun die Werte ¢; := ||e;]|, so folgt aus der Normeigenschaft
die Gleichung ||y;|| = ||z:eil| = |xi| ||ei]] = cilxi|. Aus der Definition der 1-Norm folgt dann

n
Izl =D llyils  wnd eyl = eilal = Jluill
i=1
Die Dreiecksungleichung fiir die Norm || - || ergibt damit

Joll < Lol + sl + -+ ol = calall + callal+ -+ ol < ( max ) el

=1,...

Damit folgt die erste Ungleichung mit a = 1/ (max;—1__p ¢;).

Zum Beweis der zweiten Ungleichung setzen wir v := inf{||z| : ||z|s = 1}. Falls v > 0
gilt, so folgt die zweite Ungleichung mit 5 = 1/, denn: Fiir z # 0 und X\ := 1/||z|[; > 0
gilt die Gleichung

el _,

[Azl[y = Allz[ly = =
11

und damit \ ) )
Izl = Sllzll = 132l = 57 = 3llelh.
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Es bleibt also v > 0 zu beweisen.

Sei dazu xj, eine Folge von Vektoren in R™ mit ||zk|l1 = 1 und v = limg o0 ||k||. Da || - |1
stetig ist, ist die Menge {x € R™|||z||1 < 1} nach Beispiel 18.24 abgeschlossen, zudem ist
sie beschrankt und damit nach Satz 19.8 kompakt. Folglich existiert nach Satz 19.10 eine
konvergente Teilfolge zj, von zj. Es existiert also ein z* € R" mit ||y, — 2*[|y — 0 fiir
Jj — oo und wiederum wegen der Stetigkeit von || - [[1 folgt [|*||1 = limj 0 [Jog;]l1 = 1.
Also gilt * # 0 und damit auch ||z*|| # 0.

Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung und der bereits bewiesenen ersten Ungleichung
folgt nun
2™l = Nk, [ < Mla = 2x, || < (|27 — 2]/ = 0

fiir Kk — oo und damit
v = lim [lzg, || = [[=*| > 0,
Jj—00

was zu beweisen war. 1



Kapitel 20

Differenzierbarkeit im R"

Stand:

Wir kommen in diesem Kapitel zuriick auf die vektorwertigen Funktionen f : D — R™, 17. August 2018

D C R™, mit
fi(z)

fa(x)
fa = |
mit (Komponenten-)Funktionen f; : D — R, ¢ = 1,...,m. Wir wollen definieren, wann

eine solche Funktion differenzierbar ist, was fiir ein Objekt die Ableitung ist und wie man
diese ausrechnet.

Fiir reelle Funktionen f: D — R mit D C R hatten wir zwei dquivalente Definitionen der
Differenzierbarkeit in einem Punkt x € D eingefiihrt:

(i) Die Existenz des Grenzwerts des Differenzenquotienten
L Sk - f)

h—0 h
h#0,z+h€D

eR

(ii) Die Existenz einer Zahl a € R und einer Funktion ¢ : R — R mit

. p(h)
i = =0
so dass
fly) = f(z) +aly —z) + 9y — ) (20.1)

gilt fir alle y € D.

Wenn eine dieser beiden Bedingungen! erfiillt ist, ist auch die andere erfiillt und die Zahlen
a in den beiden Bedingungen stimmen iiberein; dieses a ist dann gerade der Wert der
Ableitung in z, die wir zumeist als f’(x) oder — seltener — als % (z) geschrieben haben.

Fiir die Differenzierbarkeit im R™ werden wir zunachst die zweite Definition zu Grunde
legen. Warum diese besser geeignet ist, werden wir spéter sehen.

1Schaut man sich den Beweis der Aquivalenz der beiden Bedingungen (Satz 9.4) genauer an, so sieht
man, dass es ausreicht, wenn die Bedingung (ii) fiir alle y € (z — &,z + €) N D und ein beliebiges € > 0
erfiillt ist, weswegen ¢ auch nur auf dem Intervall (—¢, ) definiert sein muss.

265
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20.1 Differenzierbarkeit

Wir beginnen damit, eine “vektorwertige” Variante von (20.1) zunéchst formal herzuleiten.
Schreiben wir zunéchst y = x + 2, so kann man (20.1) umschreiben als

flx+2) = f(z)+az+ p(2). (20.2)

Wenn wir nun zum vektorwertigen Fall iibergehen, so gilt z, z € R" und f(z), f(z+2z) € R™.
Damit (20.2) aus Sicht der Dimensionen sinnvoll ist, muss also az € R™ und ¢(z) € R™
gelten. Die zweite Bedingung ist leicht zu erfiillen, wenn wir ¢ als Abbildung von R™ (oder
einer Teilmenge davon) nach R™ definieren. Aber wie verallgemeinert man das Produkt
az, so dass wir das Ergebnis zu den anderen Summanden aus dem R™ addieren kénnen?

Wiire a weiterhin eine reelle Zahl, so wire az (im Sinne der Multiplikation eines Skalars mit
einem Vektor) wieder aus R™ — aber nicht wie die anderen Summanden in der Gleichung
aus dem R™. Wiirde man a durch einen Vektor ersetzen, so konnte man die Multiplikation
als Skalar-Multiplikation zweier Vektoren auffassen. Deren Ergebnis wére aber eine reelle
Zahl, was wieder nicht passen wiirde. Wenn man an der Multiplikation festhalten mé&chte
— was wir wollen — ist die einzige Moglichkeit, die Zahl a durch eine Matrix A € R™*"™
zu ersetzen. Mit dieser Wahl gilt Az € R™ fiir alle z € R™.

Da jede Matrix gemifl Beispiel 18.19(i) ja — nach Wahl einer Basis — eindeutig einer
linearen Abbildung von R™ nach R™ zugeordnet ist, kann man A auch als lineare Abbildung
auffassen. Wir unterscheiden im Folgenden in der Notation nicht zwischen einer linearen
Abbildung und der zugehorigenden Matrix.

Formal ist die Erweiterung von (ii) dann wie folgt definiert.

Definition 20.1 Gegeben sei eine Funktion f: D — R™ mit D C R".

(i) Die Funktion f heifit (total) differenzierbar in einem Punkt z € D, wenn eine lineare
Abbildung A : R — R™, eine Umgebung U C D von x und eine auf V := {z e R" |z +z €
U} definierte Funktion ¢ : V' — R™ mit

lim L(z) =0
il 17l

existiert, so dass
fla+2) = f(z) + Az + ¢(2)

gilt fiir alle z € V. In diesem Fall nennen wir Df(x) := A die (totale) Ableitung von
f in z. Die zugehorige Matrix aus R”*", die wir ebenfalls mit D f(z) bezeichnen, wird
Jacobi-Matriz genannt.

(ii) Die Funktion f heifit (total) differenzierbar auf D, falls sie fiir alle z € D differenzierbar
im Sinne von (i) ist. Die Ableitung ist dann eine Funktion Df : D — R™*" d.h. jedem
Punkt z € D wird die Jacobi-Matrix D f(x) € R™*™ zugeordnet. o

Der Grenzwert lim, .o ,cy in (i) ist hier im Sinne des Grenzwertes fiir Funktionen zu
verstehen, d.h. fiir jede Folge 2z, € V' \ {0} mit 2z — 0 fiir £ — oo muss ¢(zx)/||zk]| = 0
gelten. Wie im reellen Fall schreibt man diese Bedingung an ¢ auch als

p(2) = o(||z]])
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mit dem Landau-Symbol o(-).

Beachte, dass wir in Teil (i) dieser Definition implizit verlangt haben, dass x im Inneren des
Definitionsbereichs D liegt, da sie ja nur anwendbar ist, wenn eine Umgebung U von z in
D existiert. Differenzierbarkeit auf D gem#$ (ii) setzt also implizit voraus, dass die Menge
D offen ist. Dies vermeidet Probleme mit Randpunkten. Diese sind hier noch komplizierter
als in R, da es ja nicht nur “links” und “rechts” (und die zugehérigen Ableitungen) sondern
noch viel mehr Richtungen gibt. Im Folgenden wird der Definitionsbereich daher stets als
offene Menge vorausgesetzt.

Ganz analog zum reellen Fall beweist man den folgenden Satz.

Satz 20.2 Wenn eine Funktion f : D — R™, D C R" offen, in einem Punkt x € D
differenzierbar ist, so ist f auch stetig in .

Beweis: Zu beweisen ist lim,_,o f(z + z) = f(z). Mit den Bezeichnungen aus Definition
20.1 gilt lim,_,9 Az = 0 (weil lineare Abbildungen von R™ nach R™ gemfl Beispiel 18.21
stetig sind) und

le(2)|l

Il

tm [1(2) | = lim 2]
z—0

|z]] = lim
z—0 ||z|| z—0

lim [|z]| =0-0=0.

z—0

Also folgt die Behauptung wegen
lim f(z + 2z) = lim (f(x) + Az + @(z)) = f(z) 4+ lim Az + lim p(2) = f(x).
z—0 z—0 z—0 z—0

U

Um die Ableitung D f(x) auszurechnen, miissen wir die einzelnen Eintrige dieser Matrix
bestimmen. Wie dies im Allgemeinen geht, sehen wir im folgenden Abschnitt. Fiir einen
Spezialfall kénnen wir D f(x) aber direkt mit Definition 20.1 berechnen.

Beispiel 20.3 Es sei f(x) = Az eine lineare Abbildung von R™ nach R™ mit einer Matrix
A € R™*" Dann ist Df(z) = A fiir alle z € R", denn wegen der Linearitét gilt

flx+2)=Ax+2)=Ax + Az = f(z) + Az,

weswegen die Gleichung aus Definition 20.1 mit ¢ = 0 erfiillt ist. Die Ableitung einer
linearen Abbildung ist also gerade die Matrix der Abbildung selbst. a

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Jacobi-Matrix A ausrechnen kann. Dazu sind die
partiellen Ableitungen niitzlich.

20.2 Partielle Ableitungen

Betrachtet man die Komponentenfunktionen f;(x) einer vektorwertigen Funktion, so kann
man diese ausfiihrlich als

fi(l‘l,ﬂig, ey :L‘n)
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schreiben. Die x; werden hier also nicht als Komponenten eines Vektors sondern als n reelle
Variablen aufgefasst. Dies ist nur eine andere Schreibweise, an der Funktion selbst dndert
sich natiirlich nichts.

Wir wéhlen nun einen beliebigen Index j € {1,2,...,n} und betrachten nur noch z;
als Funktionsargument. Das bedeutet, wir wihlen feste Werte x1,...,2;_1,2j41,...,%n,
jeweils aus R, und betrachten die Abbildung

Gij + Tj > fi(xlw sy Lj—1,Lgs Ljt1s - - - 7:Bn) (203)

von R nach R (bzw. von einer geeignet gewéhlten Definitionsmenge D C R nach R). Da
dies eine reelle Funktion im iiblichen Sinne ist, konnen wir hier den iiblichen Differenzier-
barkeitsbegriff auf R anwenden, was zu der folgenden Definition fiihrt.

Definition 20.4 Gegeben sei eine Funktion f: D — R™ mit D C R™.

(i) Falls die gemé&s8 (20.3) definierte Funktion g;; : R — R fiir feste x1, ..., 21, Zj41,...,Zn
in einem Punkt z; € R definiert und (im iblichen Sinne auf R) differenzierbar ist, so heifit

afi ,
@) = ()

die j-te partielle Ableitung® der i-ten Komponentenfunktion in

T = (.%1, ey L1, T, Tl - ,.%n)T e R".
(ii) Falls in einem Punkt x € D alle partiellen Ableitungen g{{; (x),i=1,....m,j=1,...,n

existieren, so heiflt f partiell differenzierbar in x.

(iii) Falls f in allen « € D partiell differenzierbar ist, so heifit f partiell differenzierbar auf

D. In diesem Fall sind die partiellen Ableitungen g:{f £ Funktionen von R” nach R. O
J

Beispiel 20.5 Wir betrachten die Funktionen aus dem einfithrenden Abschnitt von Kapi-
tel 17.

(i) f : R? — R mit f(x) = 22 + 223. Diese Funktion besitzt nur eine Komponentenfunktion
1=7. Es gilt
g
gi1 : T1 —> :1;% + 2:1;% und g1 : T9 > :1;% + 2:1;%

und daher

o o

8%2 (.%') = 4.%'2.

() =21 und

(i) f: R — R? mit

2Diese kann auch als

geschrieben werden.
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Diese Funktion besitzt zwei Komponentenfunktionen fi(z) = sinz und fo(z) = cosz.
Das Argument ist hier eindimensional, also z = (x1), und es gilt g11(z1) = sinz; und
g21(x1) = cosxy. Also folgt

an
le

afs

. (x) = —sinz.

(r) =cosz und

(iii) f: R?® — R? mit

ﬂ@:(?%>:<2mm+mm+mm>'

2(-77 T1T2T3
Hier gilt
0 0 0
aQ(az) = 2x9 + 2x3, ai;(x) = 2z + 2x3, ai(:ﬁ) = 2z1 + 2x9
und
%(x):xx %(x):xx %(ac):x:n
81’1 243, 65132 143, ax3 142.
O
Bemerkung 20.6 Beachte: das z; im “Nenner” von ggl (z) ist lediglich ein symbolischer
J
Platzhalter, der angibt, nach welcher Variablen abgeleitet wird. Das = (21,...,2,)7

im Argument hingegen gibt an, wo diese Ableitung ausgewertet wird. Wenngleich hier die
gleichen Zeichen x; verwendet werden, haben diese ganz unterschiedliche Bedeutungen: dem
Argument z kann man Zahlen oder Vektoren zuweisen (also z.B. %((5, 7,9)T) schreiben),
nicht aber dem Symbol z; in der partiellen Ableitung. a

Den Zusammenhang zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit klédrt nun der fol-
gende Satz.

Satz 20.7 Gegeben sei eine Funktion f: D — R™ mit D C R™ und « € D. Dann gilt

(i) Falls f total differenzierbar ist in x, so ist f auch partiell differenzierbar in  und es gilt

@) - @)
Dfy={ =+ | (20.4)
W@ o e

(ii) Falls f partiell differenzierbar ist in einer Umgebung N C D von z und alle partiel-
len Ableitungen im Punkt z stetig sind, so ist f auch total differenzierbar in z (woraus
wiederum (20.4) folgt).

Beweis: (i) Es sei f total differenzierbar in z. Wir schreiben die Eintriige der Matrix
A = Df(z) als a;; und die i-te Zeile von A als a;..
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Die Definition der totalen Differenzierbarkeit angewendet mit z = he; liefert dann, dass
fiir alle hinreichend kleinen A € R mit h # 0 die Gleichung

f(x + hej) = f(x) + Ahe; + p(hej)

gilt mit p(he;)/h — 0 fir h — 0. Betrachten wir die i-te Zeile dieser vektorwertigen
Gleichung, so lautet diese

filx + hej) = fi(x) + ai.hej + @;(hej).
Aus der Definition von e; folgt nun
ai.hej = ha;; und  fi(x + hej) = gij(x; + h)
(mit g;; aus (20.3)), weswegen die Gleichung mit @;(h) := ¢;(he;) auch als
9ij(x; + h) = gij(x;) + azh + @i(h)

geschrieben werden kann. Wegen ¢;(h)/h — 0 fiir b — 0 ist g;; nach Satz 9.4 differenzierbar
mit ggj(arj) = a;;. Die partielle Ableitung 0f;/0x; existiert also in  und es gilt

Ofi
dx; (z) = ggj(l"j) = Qyj.

(ii) Wir iiberpriifen Definition 20.1(i) fiir die co-Norm3. Da N eine Umgebung von x ist,
existiert ein € > 0 mit U := B.(x) C N. Sei z € V := B.(0) beliebig. Mit Hilfe der
Komponenten z; von z definieren wir

J
v ::x+szek, fir j=0,...,n

Weil U ein Ball ist und 42z € U liegt, gllt v9) e U fiir alle j = 0, ..., n. Aus der Definition
folgt v(©) = 2 und v = z + 2 sowie fi(v)) — fi(vUV) = g;;(; +zj) — gij(x;). Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R existiert nun fiir alle , j ein &; € (0, z;) mit

, . dfi
Fi(0U) — £, = gii(aj + 25) — gij(ay) = 9i5(xj + &ij)zj 8xfj (y' D)z

mit y(@) = -1 4 &ijej. Daraus folgt

file+2) = filx) =) (fi(’l)(j)> (0U7Y) ) Z gi; (y™)

j=1

Setzen wir nun a;; = 8fl (x) so folgt

flz+2) = f(x) = Az + ¢(2)

3Da alle Normen im R" #iquivalent sind, kénnen wir uns fiir den Beweis eine beliebige Norm aussuchen.
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mit p(2) = (¢1(2), ..., 0m(2))T und
afl Zj _ = af’b (z]) af’b
Zax] s -z = Y (G0 - ) =
7j=1
Die totale Differenzierbarkeit folgt nun, wenn wir zeigen kénnen, dass

p(2)

12l

—0

gilt fiir |2]|cc — O und alle ¢ = 1,...,n. Dazu geniigt es, die Konvergenz |¢;(2)|/]|z]|cc — 0
fiir alle ¢ zu zeigen. Es gilt nun

6f2 ZJ %
6x] Ox; ()

12l oo

%(y(ij))_gfz ‘| . 32

und damit
n

o:(2)]
e = 2

Ofi iy _ Ofi
) - ).

Fiir ||z]|oc — 0 konvergieren nun alle Komponenten von z gegen 0, woraus v'/) — z sowie
&; — 0 und damit y) — x folgt. Da die partiellen Ableitungen nach Annahme stetig

sind, gilt damit | 92 () — 37@_(3;)‘ S O0firallei=1,...,m, j=1,...,n und folglich die

gesuchte Konvergenz. 1l

Beispiel 20.8 Da die partiellen Ableitungen fiir alle Funktionen aus Beispiel 20.5 stetig
sind, ist die Bedingung aus Satz 20.7(i) erfiillt und es gilt

(i) Df(x) = ( 2.?U1 4$2 )

i) piw)=( )

—sin xy

i) Do) =

2x9 + 2x3 221+ 213 221 + 229
T2T3 T1T3 T1T9 '

u]
Betrachtet man die beiden Bedingungen (i) und (ii) in Satz 20.7, so stellt man fest, dass

in (ii) mehr gefordert wird als in (i), ndmlich die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in
x. Satz 20.7 zeigt also in Kurzform die Implikationen

stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar = partiell differenzierbar.

Beachte, dass die partiellen Ableitungen wegen Satz 20.7 genau dann stetig sind, wenn die
totale Ableitung stetig ist. Dies ist der Grund fiir die folgende Definition.

Definition 20.9 Eine auf ganz D partiell differenzierbare Funktion f: D — R™, D C R”
offen, mit stetigen partiellen Ableitungen wird als stetig differenzierbar bezeichnet. Die
Menge dieser Funktionen bezeichnen wir mit C*(D,R™). o
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Neben der totalen Ableitung und den partiellen Ableitungen gibt es noch verschiedene
“Mischformen”, die wir zum Abschluss dieses Abschnitts kurz betrachten wollen. Hierzu
betrachten wir zwei Fille fiir Funktionen aus C1(D,R™).

Im ersten Fall betrachten wir die Jacobi-Matrizen D f;(x) der Komponenten f; einer Funk-
tion f = (f1,..., fm)T. Weil f; nach R abbildet sind die Df;(x) einzeilige Matrizen

Dfi(z) = <§§1 (m),...,gji (1:)>

Fiir die Jacobi-Matrix D f(z) der Gesamtfunktion gilt dann

Dfl (I)
Df(x) = :
Df(x)

Der zweite Fall, den wir betrachten, sind Funktionen f : R® — R™, deren vektorwertiges
Argument sich in zwei (oder mehrere) Vektoren aufspaltet, die also z.B. im Fall von zwei
Vektoren in der Form f(y, z) geschrieben werden, mit y € R? und z € R? und p 4 q = s.
FEin Beispiel dafiir ist das Euklidische Skalarprodukt

f(y7 Z) = <y,2> = Zyzzz;
=1

das eine Abbildung von R™ x R™ nach R darstellt (hier ist also p = ¢ = n und s = 2n).
Um solche Funktionen abzuleiten, kann man nun zum einen die einzelnen Vektoren im
Argument zu einem Vektor x = ‘Z € R® zusammenfassen, die Funktion dann in der

Form f(z) schreiben und die Ableitung im iiblichen Sinne definieren.

Das Skalarprodukt kann man auf diese Weise schreiben als
f(z) = Z%JSnH
i=1

und man kann die partiellen Ableitungen nun berechnen als

ﬁ(w _f @, G=1,..0m
Ox;j Tjp, J=n+1,...,2n

woraus sich die Jacobi-Matrix
Df(x) = (Tpt1 Tny2 --. Top T1 T2 ... Tp)

ergibt.

Alternativ kann man jeweils ein Argument festhalten, also die Funktionen

y= fly,2) und  z f(y,2)
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(die dann Abbildungen von RP bzw. R? nach R™ sind) betrachten und diese “einzeln”
ableiten. Die resultierenden Ableitungen werden mit

d d
@f(y7 Z) und @f(yvz)

oder alternativ mit
Dyf(y,2) und D,f(y,z)

bezeichnet und sind nun Matrizen im R"™*P bzw. R™*?. Im Beispiel des Skalarprodukts
gilt hier

Dy<yaz>:(zla"~azn):zT und D2<yvz>:(yla"'ayn):yT'
Vergleicht man die partiellen Ableitungen in D, f(y, z) und D, f(y, z) mit denen in der

“gesamten” Jacobi-Matrix D f(x), so erhdlt man mit z = ( Z ) die Identitdt

Df(q:) = (Dyf(?/’ Z)’ Dz(y7 Z)) (205)

Es ist also egal, auf welche Art und Weise man vorgeht, am Ende kommt — richtig zusam-
mengesetzt — das gleiche Ergebnis heraus. Im “Extremfall” kann man ein vektorwertiges
Argument x dabei in seine n einzelnen Eintrige x1,...,x, € R zerlegen und erhilt dann

Df(x) = (D:mf(x)7 SRR Da:nf(a:))

e}
o (@)

Dy, f(x) =

e} m.
(@)

20.3 Die Richtungsableitung

Fixieren wir z € R™ und v € R™ mit v # 0, so liefert die Abbildung ¢t — z + tv, t € R eine
Gerade im R”. Betrachtet man nun eine Funktion f : R™ — R™, so definiert

h:t— f(z+tv) (20.6)
eine Funktion von R nach R™, die gerade die Werte der Funktion f entlang der Geraden

x +tv, t € R liefert und fiir die h(0) = f(x) gilt.

Beispiel 20.10 Betrachte die Funktion
f(l’) _ ( fl(x) > _ < Q(xlxg —I—JJ1$3+$21‘3) ) .

fa(@) T1T273
Setzen wir z = (1,1,1)T und v = (1, 1,0), so erhalten wir
i (208 + (L) + (L +1)1)
(t) = (I+6)(1+1¢) '

Die Funktion gibt also an, wie sich Oberfliche und Volumen des Quaders verhalten, wenn
wir die Hohe x3 = 1 festhalten und Lénge und Breite als 1 = xo = 1 + t wéhlen. a
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Die Ableitung Dh(0) € R™ von h in ¢ = 0 ist dann ein Vektor, dessen i-te Komponente
die Steigung der Komponentenfunktionen f; im Punkt z in Richtung des Vektors v angibt.
Dieser Vektor wird Richtungsableitung von f im Punkt z in Richtung v genannt. Der
folgende Satz zeigt, wie man die Richtungsableitung mit Hilfe der Jacobi-Matrix D f(z)
leicht berechnen kann.

Satz 20.11 Sei f: D — R™ mit D C R"” offen, differenzierbar in x € D. Sei v € R" mit
v # 0 gegeben. Dann ist die Funktion A aus (20.6) differenzierbar in ¢ = 0 und es gilt

Dh(0) = Df(z)v.

Beweis: Aus der Differenzierbarkeit von f folgt
flz+tv) = f(z) + Df(z)tv + p(tv).

Also folgt
h(t) = h(0) + (D f(z)v)t + ¢(t)

mit ¥ (t) := p(tv). Wegen

@) _ p(tv) _ [loll ¢(tv) p(tv)
o el W £ g
t t loll -t [[t]]
fiir t — 0, folgt die Differenzierbarkeit von h in 0 und Dh(0) = D f(x)v. U

Im Folgenden werden wir Richtungsableitungen stets als D f(x)v schreiben. Die hier ver-
wendete Hilfsfunktion h ist nur ein Hilfskonstrukt fiir die Definition, die uns allerdings in
einigen Uberlegungen im Folgenden noch einmal begegnen wird.

Beachte, dass die Groie der Richtungsableitung von der Linge des Vektors v abhéngt.
Will man Richtungsableitungen in verschiedene Richtungen v und w vergleichen, so sollte
man daher Vektoren mit [|v|| = ||w| verwenden. Sinnvoll ist hierbei zumeist die Wahl
[o]] = flwl} = 1.

Beispiel 20.12 (i) Fiir die Angaben aus Beispiel 20.10 gilt

1
Df(x)v:<2x2+2x3 2x1 + 2x3 2.%'1—1—2.%'2) 1 :<2x1+2x2+4x3>:<8>.

ToT3 173 122 0 (x1 + x2)73 2

Die Steigung des Umfangs in Richtung des Vektors v betréigt also 8 und die Steigung des
Volumens 2.

(ii) Setzt man v = e; fiir den Standard-Basisvektor e;, so erhdlt man als Richtungsableitung

24 (2)
on (3)

also gerade den Vektor der partiellen Ableitungen bzgl. z;. O
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Mit Hilfe der Richtungsableitung kann man nun auch erkldren, warum man die (totale)
Ableitung im R"™ nicht tiber den Differentialquotienten definiert. Wir betrachten dazu den
Spezialfall einer Funktion f : R®™ — R. Die formale Verallgemeinerung dieser Definition

wire dann
lim flatz) - f(m)j
oD I2]

wobei z nun ein Vektor im R™ ist. Der Limes fiir z — 0 ist dabei wie iiblich zu verstehen
als der Grenzwert fiir alle moglichen Folgen z(*) — 0 und enthélt die Forderung, dass diese
Grenzwerte fiir alle moglichen Folgen iibereinstimmen.

Fiir jeden Vektor v € R” mit v # 0 und jede relle Nullfolge ¢, — 0 ist 2*) := t;v nun
gerade eine solche Folge. Fiir diese Wahl kann man den Differenzenquotienten alternativ mit
h aus (20.6) schreiben und sieht so, dass der Grenzwert des Differenzenquotienten gerade
Df(z)v ist. Je nach dem, wie man v (oder allgemeiner die Folge z(k)) wahlt, erhdlt man
also unterschiedliche Grenzwerte, was der Grund fiir die Tatsache ist, dass man diesen zur
Definition der (totalen) Ableitung nicht verwenden kann. Man kann ihn aber natiirlich zur
Definition der partiellen Ableitungen oder (komponentenweise) der Richtungsableitungen
verwenden.

20.4 Der Gradient

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Spezialfall reellwertiger Funktionen, also Funktio-
nen f: D — R mit D C R™. Fiir diese Funktionen ist die Ableitung D f(x) eine einzeilige
Matrix, die wir auch als Zeilenvektor interpretieren kénnen. Durch Transponieren dieses
Vektors erhalten wir einen Spaltenvektor, der Gradient genannt wird.

Definition 20.13 Fiir eine in einem Punkt x € D differenzierbare Funktion f : D — R,
D C R, heiit der Spaltenvektor?

Vf(z) = Df(x)"

der Gradient der Funktion in x. Das Symbol “V” wird dabei auch “nabla” genannt. m

Aus dieser Definition (und der Definition des Euklidischen Skalarprodukts) folgt, dass man
die Richtungsableitung mit dem Gradienten als

Df(x)v = (Vf(z), v)

schreiben kann.

Die geometrische Interpretation des Gradienten ist, dass dieser im R™ die Richtung angibt,
in welche die Funktion f die grofite Steigung aufweist. Formal ist dies in dem folgenden
Satz beschrieben.?

“In manchen Biichern wird der Gradient als Zeilenvektor definiert.
SWihrend wir bisher stets eine beliebige Norm im R™ verwendet haben, gilt der folgende Satz nur fiir
die 2-Norm, weil diese wegen (x, ) = ||z||3 gerade zum Skalarprodukt “passt”.
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Satz 20.14 Sei D C R" offen und f : D — R differenzierbar in € D mit D f(z) # 0.
Dann gilt fiir v* = V f(z)/||Vf(z)|2 und alle v € R™ mit ||v]s = 1 die Ungleichung

Df(x)v* > Df(x)v.

Beweis: Wir verwenden die Gleichung D f(z)v = (Vf(z), v). Aus der Cauchy-Schwarz
Ungleichung folgt dann

Df(x)v = (Vf(x), v) <[[VF(@)ll2]lv]l2 = [V f(2)]2-

Andererseits gilt fiir v*

1

- - 2)|2 = z)||2.
= ”W(x)”QIIVf( Nz = IV f(@)ll2

Df(z)v™ = (Vf(x), v") (Vf(x), Vf(x))

1
V@)l
U

20.5 Rechenregeln fiir Ableitungen im R"

Die Rechenregeln fiir Ableitungen im R™ ergeben sich als direkte Verallgemeinerungen aus
denen im R, weswegen wir sie hier nur informell und ohne Beweise angeben. Es gilt (je-
weils mit offenen Definitionsbereichen D C R™ und Differenzierbarkeit in den angegebenen
Stellen vorausgesetzt):

skalare Produkte: f: D — R™, ) € R:
D(Af)(z) = ADf(x)
Summenregel: f,g: D — R™
D(f +g)(z) = Df(x) + Dy(x)

Produktregel: f,g: D — R (beachte: damit wir multiplizieren diirfen, miissen die Funk-
tionen reellwertig sein)

D(fg)(x) = f(x)Dg(x) + g(x)D f(x)

(die Multiplikationen auf der rechten Seite sind im Sinne “Skalar mal Vektor” zu verstehen)

Quotientenregel: f,g: D —» R, g(z) #0

1Y,y 9@)Dfa) - f(@)Dg(a)
b <g> (@) (G@)P

Kettenregel: f: D - R™, g: E - R" ECRP, g(E)CD

D(fog)(z) = Df(g9(z))Dg(z).
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Im letzten Fall ist es sinnvoll, sich die Dimensionen der auftretenden Matrizen anzuschauen:
Wegen D f(y) € R™*™ und Dg(x) € R"*P ist das Produkt wohldefiniert und liegt in R™*P,
was gerade zu der Abbildung fog: E — R™ “passt”.

Wir hatten am Ende von Abschnitt 20.2 bereits Funktionen der Form f(y,z) mit f :
RP x R? — R™ betrachtet. Ist nun eine weitere Funktion g : RP — R? gegeben, so kann
man f und g in der Form

h(y) = f(y,9(y))

“teilweise” verketten. Um die Kettenregel in der obigen Form auf diese Form der Verket-
tung anzuwenden, schreiben wir wieder z = Z und betrachten die Funktion f in der

Darstellung f(z), fiir die dann Df(z) = (Dyf(y, 2), D.(y,2)) gilt. Die obige Verkettung
koénnen wir mit diesem umgeschriebenen f dann in der Form f o G(y) schreiben mit

Gl = ( 9(%4) )

Die Ableitung von G ist dann gegeben durch

PG = ( py )

wobei Id die Einheitsmatrix in RP*P bezeichnet. Aus der Kettenregel folgt dann

Dy(y)
= Dyf(y,9(y)) + D.f(y,9(y))Dg(y). (20.7)

Dhy) = DIGHIDGH) = (D, D:fwaD) ( pa,y )

Beispiel 20.15 Wir berechnen die Ableitung der quadrierten 2-Norm y + ||y||3. Diese
kénnen wir mit dem Skalarprodukt f(y,z) = (y,z) und g(y) = y = Idy schreiben als

lyll3 = (v, 9(v)) = f(y,9(y)). Wegen Dy f(y,z) = 2" und D, f(y,z) = y* sowie Dg(y) = Id
folgt

D(||lyl13) = Dyf(y,9(v)) + D= f(y.9(y))Dg(y) = g(y)" +y"Id = y" +y" =297

20.6 Hohere partielle Ableitungen

Die partielle Ableitung gj:; ist selbst wieder eine Funktion von R™ nach R. Als solche

kann diese — wie wir das bereits bei Funktionen in R gemacht haben — wieder abgeleitet
werden, wenn die Funktion selbst wieder differenzierbar ist. Formal macht dies die folgende
Definition.

Definition 20.16 Es sei f : D — R™, D C R” offen. Fiir gegebene Indizes ¢ sowie
J1,J2,--- € {1,...,n} und k > 2 definieren wir die hoheren partiellen Ableitungen der
Ordnung k

" fi

81‘j1 e 8.%'jk
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fiir alle x € D induktiv als

8kfz (x) — 0 8’“*1]2

(z)

(%cjl PN axjk 81‘jk 81‘j1 PN axjk_l

Dabei setzen wir voraus, dass die angegebene partielle Ableitung auf der rechten Seite
dieser Gleichung existiert, dass die Funktion
O fi

v 837j1 NP 8xjk—1 (.%')

(als Funktion von D nach R) also partiell differenzierbar ist.

Falls alle hoheren partiellen Ableitungen fiir alle z € D und alle k = 1,...,p fiir ein
p € N existieren und stetig sind, so heiffit f p-mal stetig differenzierbar. Die Menge dieser
Funktionen wird mit C?(D,R™) bezeichnet. o

Beachte, dass wir fiir £ = 1 die bereits bekannten partiellen Ableitungen “erster Ordnung”
erhalten, weswegen die Definition mit £ = 2 beginnt. In nicht-induktiver Form kann man
die hoheren Ableitungen auch schreiben als

kg
o f; o0 0 0 0

Oxj, Oxj,_,  Oxj, Ozj,

Ga:jlaa;jQ .. 8xjk_18mjk
Der folgende Satz zeigt, dass die Reihenfolge der xj, in dieser Definition keine Rolle spielt.

Satz 20.17 Es sei 7 eine Permutation der Menge {1, ..., k}, d.h. eine bijektive Abbildung
dieser Menge in sich selbst. Dann gilt fiir jede Funktion f € C*(D,R™), D C R" offen,
und alle x € D

" fi

aIL’jl . 8a:jk

(z) =

Beweis: Wir beweisen zunéchst den Fall £ = 2. O.B.d.A. kénnen wir zur Vereinfachung
der Schreibweise n = 2, j; = 1, jo = 2 und x = 0 annehmen. Zudem schreiben wir f(x1,x2)
statt fi(x). Zu beweisen ist dann

0o 0 o 0

Dg 1 (0,0) = Tmﬁing(o’o)' (20.8)

Sei § > 0 so gewiihlt, dass U = {(x1,72) € R?||z1| < 6 und |z2| < 6} C D gilt (dieses &
existiert, da D offen ist). Wir definieren

F(x1) = f(21,22) — f(21,0).
Diese Funktion F': R — R ist dann differenzierbar in jedem x; € (—9,9) mit

of of

F/(.’L'l) = 71(.'['1715'2) — Txl(iﬁ'l,o)
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in R existiert nun ein & € (—|z1], |z1])
mit
F(z1) = F(0) = F'(&1)1.

Mit diesem &; betrachten wir die reelle Funktion
of
T2 — aixl(&,ﬂ??)a

welche ebenfalls differenzierbare ist mit Ableitung 8%28%1 f- Indem wir wiederum den Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung in R anwenden, erhalten wir ein & € (—|z2|, |z2|)

mit
of 0f (e gy 00
8761(51,962) - 8761(51,0) = Oy 01 f(&1,62)xe.
Zusammengefasst erhalten wir damit
0 0
f(@1,@2) — f(21,0) = f(0,22) + f(0,0) = 5—=—f(&, &2)z172. (20.9)
81‘2 8$1

Fiihren wir die gleichen Rechnungen mit F(z3) := f(z1,z2)— f(0, z2) und 21 — g—jg(:vl, &)

durch (52 wird hier analog zu & in der obigen Rechnung verwendet), so erhalten wir

Flar aa) — £(0,22) — f(1,0) + £(0,0) = aif@f(él,émlxz. (20.10)

Da die linken Seiten in (20.9) und (20.10) iibereinstimmen, folgt fiir alle (z1,x2) € U mit

e £ 9 0 9 0
87561671‘2']0(51762) = T@aixlf(&héé)

Fir 1 — 0 und zo — 0 folgt & — 0, & — 0, §~1 — 0 und §~2 — 0 und weil die partiellen
Ableitungen nach Annahme stetig sind, folgt (20.8).

Fir k£ > 2 folgt die Aussage, indem wir ausnutzen, dass sich jede Permutation als 7 =
m1 om0 ...om schreiben lisst, wobei jedes 7, von der folgenden Form ist: es existiert ein
pqe {1,...,]{:_1} I’Ilit

Jj+1, 5= Dq
T(j) =94 j—1 j=pg+1
7 sonst.

Jedes 7, vertauscht also gerade die beiden benachbarten Indizes p; und pg41. Zum Beweis
des Satzes geniigt es dann zu zeigen, dass die Aussage fiir die 7, gilt. Aus der Definition
der partiellen Ableitungen und dem ersten Teil des Satzes folgt aber

ok f; 0 0 0 0 0 0
(z) = . .

Ozj,  0xj, ., 07, 1y Oxj, Oxj, Oy

0 0 0 0 0 0

8%‘]'1 N 8$jk

N al“jk 81’qu+2 8x]~pq 8$qu+1 81:qu_1 8:Uj1 fz(l')
_ ok fi ()
81’j1 e 8.7}qu71(91‘qu+1(9.%'qu (9£ijq+2 . 8xjk v
O fi
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woraus die gesuchte Eigenschaft folgt. U

Beispiel 20.18 Betrachte die Funktion f : R? — R mit f(x) = cos(zzx3). Es gilt

o3f o 0 0

8x38x28x2 - 87@87@871};;((:08(%2333))

o 0 .
= 87372373:2< — sm(xgmg)xg)
0

= 371‘2( — cos(xox3)xoTs — Sin(x2x3)>

= sin(wox3)Ters — cos(war3)rs — cos(rar3)rs

= sin(xgxg)x2x§ — 2cos(zoxs)xs

und
A iiﬁ(cos(x )
6@8@83:3 N 8%3 8%2 61‘2 23
= ii(—sin(nv:v)av)
~ Ox3 019 28
= ﬂ( — cos(zox )xQ)
- 81‘3 B33
= sin(wox3)Tors — 2 cos(rar3)Ts.
Die Ableitungen stimmen also wie erwartet {iberein. o

Bemerkung 20.19 Im Allgemeinen kann man die partiellen Ableitungen fiir £ > 2 nicht
mehr in eine Matrix schreiben, weil diese durch mehr als 2 Indizes (ndmlich 7 und ji, ..., ji)
bestimmt sind. Fine Ausnahme ist der Fall m = 1 und k = 2, also der Fall zweiter Ablei-
tungen einer reellwertigen Funktion f: D — R, D C R”. In diesem Fall definiert man

0?2 0?2
8:p1(9j;1 (J}) e angxl (33‘)
Hy(x) := : .. :
92 f 92 f
O0x10xn (.CE) U O0xnO0Tn ({L’)

Die Matrix Hy wird Hesse-Matriz von f genannt und ist auf Grund von Satz 20.17 eine
symmetrische Matrix® fiir f € C?(D,R). o

SEine quadratische Matrix A = (a;;)i j=1....,n heifft symmetrisch, falls a;; = a;; gilt fiir alled, 5 = 1,...,n.

,,,,,



Kapitel 21

Anwendungen der
Differentialrechnung im R"

Stand:

21.1 Taylor-Polynome 17. August 2018

Wir haben in Abschnitt 10.2 gesehen, dass fiir hinreichend oft differenzierbare reelle Funk-
tionen f : R — R das Taylor-Polynom

krG) (g .
P(z) = Z / (' 0) (x — x0)’
=0 7
die Gleichung

x — x)ktl
fla) = Pla) + L ()

erfilllt. In diesem Abschnitt wollen wir diese Aussage auf Funktionen im R" verallgemei-
nern. Wir beschréinken uns dabei auf reellwertige Funktionen f : D — R mit D C R". Fiir
Funktionen mit Werten im R™ kann ein Taylor-Polynom P; fiir jede Komponentenfunktion
fi, 1 =1,...,m aufgestellt werden, was wir hier aber nicht explizit durchfiihren werden.

Wir hatten bereits Polynome P : R™ — R kennengelernt. Ein solches Polynom vom Grad
k ist gegeben durch

_ k1, .k2 k
P(x) = g Chikg.. kn®] o>+ oo Tyt
K1k, kn =0
ky+hot...+kn<k

Um diesen Ausdruck — und einige weitere Ausdriicke, die wir im Folgenden benétigen —
in kiirzererer Form zu schreiben, fiihren wir die folgenden Multi-Indizes ein.

Definition 21.1 (i) Ein Multi-Index der Linge n ist ein Zeilenvektor
a=(ag,...,0p)

mit o; € N.

281



282 KAPITEL 21. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG IM RN

(ii) Fiir einen Multi-Index « definieren wir

o] ;=1 +...+a, und al:=a! ... .l

(iii) Fiir einen Vektor x € R™ definieren wir

Qo .01 Qn

(iv) Fiir einen Multi-Index o und eine Funktion f € C1*/(D,R) mit D C R™ offen definieren
wir o

ol f

D¥f i = ————
/ ozt ... Oz’

mit

Die Summe ist dabei zu verstehen als Summe {iber alle Multi-Indizes der Linge n mit
la] < k.

Zur Herleitung des Taylor-Polynoms bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 21.2 Sei f € C*¥(D,R) mit D C R" offen. Sei # € D und z € R” so, dass
x +tz € D gilt fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann liegt die Funktion

g:[0,1] = R, g:t— f(z+tz)
in C*([0, 1], R) mit
g® (1) = Z %Daf(x—ktz)z"‘

|al=k

Beweis (skizziert): Mit der Kettenregel beweist man zunéchst per Induktion iiber k die
Formel

x+tz)z - 2 21.1
i1 Zlk 1 a‘Tll ’ ax%k( ) " " ( )

(was wir hier nicht im Detail ausfiihren, siehe dazu Forster II, Kap. 7). Danach bezeichnen
wir in jedem Summanden in (21.1) und fiir jedes m = 1,...,n mit a,, die Anzahl der j
fir die ¢; = m gilt. Aus Satz 20.17 folgt dann fir o = (v, ..., o)

ok f

m(ﬂ? + tZ)Zl'l Tt 24y, = Daf(flj + tZ)Za
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In der Summe in (21.1) gibt es nun gerade k!/a! Indextupel 41, ..., ik, in denen die Zahl m
gerade ay,-mal vorkommt (es gibt insgesamt k! Anordnungen, von denen aber bei jeweils
! nur die Zahl m mit sich selbst den Platz tauscht, weswegen dies fiir jedes m identische
Tupel sind). Also taucht der Ausdruck D f(z +tz)z® gerade k!/al-mal in der Summe auf,
woraus

En: L@H—tz)z- CeeZy, = Z k—!DO‘f(:U+tz)za
Oz, - - - Ox; " e a!

i1yenin=1 e o=k
und damit die Behauptung folgt. 1l
Wir definieren das Taylor-Polynom im R"™ vom Grad k£ im Punkt xy € R™ nun als
Da
P(z) = Z M(m —x0)“.

al
la| <k

Bemerkung 21.3 Durch explizites Ausrechnen der in D enthaltenen partiellen Ablei-
tungen priift man die Gleichungen

> 20 0y = ), Y ZIE) 0 ) = Do) @ — m0)

al al
|or|=0 |o]=1

und
Z M(x — 20)* = l(x _ $0)THf(xo)(:z — )

al 2
|or|=2

mit der Hesse-Matrix Hy(xz) aus Bemerkung 20.19 nach. Damit kann z.B. das Taylor-
Polynom vom Grad k£ = 2 in der Form

P(z) = [(x0) + Df (zo){a — z0) + 5z — w0)" Hy (o) (& — o)

geschrieben werden. o

Der folgende Satz gibt die Taylor-Formel im R™ an, d.h. den Zusammenhang zwischen P(z)

und f(z).

Satz 21.4 Sei f € C**1(D,R) mit D C R" offen. Seien g, € D so, dass zo + tz € D
gilt fiir z := 2 — zo und alle ¢ € [0, 1].

Dann existiert ein 6 € [0, 1] mit

fo) =P+ Y 2HEte) e

|
(6%
|o|=k+1

Beweis: Wir betrachten die Funktion g(t) := f(xg + tz). Dies ist nach Lemma 21.2 eine
Funktion in C*¥*1([0, 1], R), weswegen fiir das reelle Taylor-Polynom fiir ¢ in tg = 0
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nach Satz 10.13 die Gleichung

(k+1)
1) = Py(1) + T (219

fiir ein 6 € [0, 1] gilt. Aus Lemma 21.2 folgt nun

00O _ 5 D law)

Z?
al

laf=j

weswegen Py(1) = P(z) gilt. Ebenfalls aus Lemma 21.2 folgt

g* ) D f(xo +02) ,
k+1)! 2 al

)

|a|=k+1

weswegen die Behauptung aus Gleichung (21.2) folgt. U

Bemerkung 21.5 Wegen f € C**1(D,R) ist die Funktion

z Y |D ()]

|a|=k+1

stetig. Withlen wir also ein 6 > 0 mit Bs(x¢) C D, so nimmt die Funktion auf der kompak-
ten Menge Bs(zo) nach Satz 19.13 ihr Maximum M an. Zudem gilt fiir jede Komponente
von z = x — xo die Ungleichung |z;| < ||z — z¢||oo und damit

(@ —20)*| = 2% = |27+ |2 | < o — o[ % -+ - [l — oIS = & — wol 2.
Da fiir alle x € Bs(rg) und 6 € [0, 1] auch x¢ + 0z € Bg(zo) gilt, folgt mit der Dreiecksun-
gleichung

D f(xo + 02)

k
o lz — 2olle) < Mz — oI55

Z W(ﬂf—fﬂo)a < Z

la|=k+1 ) la|=k+1

Analog zum reellen Fall (vgl. Bemerkung 10.15) gilt also fiir alle x € Bg(x)

f(z) = P(z) = Oz — ol ™).

21.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung im R”

Fiir reelle Funktionen sagt der Mittelwertsatz, dass fiir eine auf [a, b] stetige und auf (a, b)
differenzierbare Funktion ein £ € (a,b) existiert mit
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Fiir die Verallgemeinerung in den R™ schreiben wir diese Aussage etwas um. Setzen wir
x =aund z = b — a, so folgt die Existenz eines Wertes 6 € (0, 1) mit

flx+2)— f(x)=f(x+02)z (21.3)

(indem man einfach 6 = (§ — x)/z setzt).

Betrachten wir nun f € C*(D,R) mit D C R offen, so ist das Taylor-Polynom fiir k = 0
gerade die konstante Funktion P(x) = f(xp). Unter den Voraussetzungen von Satz 21.4
mit k =0 und ¢t = 1 folgt dann

Def(xo+ 6z)
al

flawo+2) = flwo) = )

la|=1

2% = Df(zo + 02)z, (21.4)

also gerade die Verallgemeinerung von (21.3). Der Mittelwertsatz ist also nichts anderes
als ein Spezialfall der Taylor-Formel.

Ein Problem ergibt sich aber, wenn wir Funktionen f : D — R™ betrachten. Zwar gilt
Gleichung (21.4) dann fiir jede Komponentenfunktion f; : D — R, allerdings héngt der
Wert von # dann von ¢ ab, so dass wir im Allgemeinen keinen Punkt x4+ 62z finden koénnen,
so dass (21.4) fiir die gesamte vektorwertige Funktion gilt.

Um einen Mittelwertsatz zu beweisen, der auch fiir vektorwertige Funktionen gilt, miissen
wir daher etwas anders vorgehen. Wir betrachten dazu noch einmal den reellen Fall. Setzen
wir voraus, dass f : R — R stetig differenzierbar ist, so folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und der Substitutionsformel die Gleichung

x+z 1
fa+2) - fz) = / £ (y)dy = /0 [+ t)dt 2.

Der Vergleich mit (21.3) zeigt, dass dies als “Mittelwertsatz in Integralform” verstanden
werden kann: an die Stelle der Ableitung f’(x+ 62) tritt das Integral {iber diese Ableitung.

In dieser Integralform ldsst sich dieser Satz nun auch im R™ formulieren und beweisen.

Dazu benttigen wir zunéichst die Definition des Integrals fiir matrixwertige Funktionen

au(t) e a1n<t)

t— A(t) = ST
ap1(t) -+ app(t)

Dies definieren wir analog zu (17.6) komponentenweise als

/a ’ A(t)dt =

wobel wir natiirlich voraussetzen, dass die (reellen) Komponentenfunktionen integrierbar
sind. Im folgenden Satz sind diese Funktionen stetig, weswegen Riemann-Integrierbarkeit
gilt.

ffau(t)dt fabaln(t)dt

ffan.l(t)dt ffan;l(t)dt
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Satz 21.6 Sei D C R" offen und f € C*(D, R™). Seien x € D und z € R" so gewiihlt,
dass x + tz fiir alle ¢ € [0,1] in D liegt. Dann gilt

ﬂx+df@ﬂ:<LfDﬂx+mMOz

Beweis: Setze ¢;(t) := fi(x + tz). Dann gilt nach Kettenregel

gi(t) = Dfi(x +tz)z = (gfz

Afi — f;
wl(w+1€z)...axn :

(x+m0z:

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Linearitit des Integrals
folgt damit

1
w0 =00 = [ dwa = [>3F

(x + tz)z;dt

~ [ of; L
= Z/ 3 (x +tz)dtz; = / Dfi(x +tz)dt z.
=170 9T 0

Damit erhalten wir

g1(1) — g1(0) J) Dfi(x +tz)dt » )
flatz)—f(x) = ; - ; :</‘Df@+¢@ﬁ>%
9gn(1) = gn(0) ) Dz + tz)dtz ’

also die Behauptung. U

21.3 Extremwerte

Wir kehren nun wieder zuriick zu Funktionen f : D — R, d.h. zu Funktionen mit Werten
in R. Fiir solche Funktionen stellt sich genau wie im Reellen die Frage nach Extremwerten,
also nach Maxima und Minima von f. Wie im Reellen wollen wir diese mit Hilfe der
Ableitungen bestimmen und ebenfalls wie im Reellen miissen wir dazu lokale Extremwerte
definieren.

Definition 21.7 Sei f: D — R, D C R"™. Wir sagen, dass f in einem x € D ein lokales
Minimum besitzt, falls ein € > 0 existiert, so dass gilt

f(z) < f(y) fir alley € Bo(x) N D.

Das Minimum heifit strikt, falls die obige Ungleichung mit < erfiillt ist fiir y # x. Der Punkt
x heiBt (strikte) Minimalstelle von f. Analog definieren wir das (strikte) lokale Maximum
mit > bzw. >. O
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Beispiel 21.8 (i) Betrachte die Funktion f : R® — R mit f(z) = ||z||3. Diese Funktion
besitzt ein striktes lokales Minimum in z = 0, denn dort gilt f(z) = 0 wéhrend fiir alle
x # 0 die Ungleichung f(x) > 0 gilt. Tatséchlich ist dies hier sogar ein globales Minimum.

(i) Betrachte die Funktion f : R® — R mit f(z) = 27 Az + bTz + ¢ fiir eine Matrix
A € R™™ ™ einen Vektor b € R™ und eine reelle Zahl ¢ € R. Fiir A=1d, b=0und ¢ =0
ist dies genau die Funktion in (i). Die Frage ist nun, ob diese Funktion auch fiir andere A,
b und ¢ Minimalstellen (oder Maximalstellen) besitzt. m

Der folgende Satz gibt eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums an,
falls D eine offene Menge ist.

Satz 21.9 Sei f € C'(D,R) mit D C R" offen. Falls f in € D ein lokales Minimum oder
Maximum besitzt, so gilt Df(x) = 0.

Beweis: Sei B.(x) der Ball aus Definition 21.7. Dann ist die Funktion g(t) := f(z +tv) fiir
jedes v € R™ mit ||v]| < e und jedes t € (—1,1) definiert, stetig differenzierbar und besitzt
ein lokales Minimum oder Maximum in £ = 0. Aus Satz 10.2 und Satz 20.11 folgt

0=¢'(0) = Df(z)v.

Da dies fiir alle v € R” mit |Jv|| < e gilt, muss D f(z) = 0 gelten. U

Beispiel 21.10 Wir betrachten die Funktionen aus Beispiel 21.8.

(i) Fiir f(z) = ||=||? gilt Df(z) = 2(x1,...,2z,). Damit gilt Df(z) = 0 genau dann, wenn
x = 0 gilt. Der Punkt z = 0 ist also der einzige Kandidat fiir eine lokale Minimal- oder
Maximalstelle.

(ii) Falls A eine symmetrische Matrix ist, gilt fiir f(z) = 27 Az +bTz +c
Df(z) = (24z + b)T

(was man #&hnlich wie in Beispiel 20.15 ausrechnen kann). Die Bedingung Df(x) = 0 ist
hier also dquivalent zu 2Ax + b = 0. Nehmen wir an, dass A invertierbar ist, so hat diese
Gleichung die eindeutige Losung

1
= ——A b
T
Dieses « ist fiir symmetrisches und invertierbares A also der einzige Kandidat fiir eine
lokale Minimal- oder Maximalstelle. o
Um sicherzustellen, dass in einem Punkt x mit Df(z) = 0 ein lokales Minimum oder

Maximum vorliegt (und um Minima und Maxima zu unterscheiden), benttigen wir die
zweiten Ableitungen. Im Reellen ist ein Punkt x mit f'(x) = 0 geméf Satz 10.7 ein lokales
Minimum (bzw. Maximum), falls f”(z) > 0 (bzw. f”(x) < 0) gilt. Hier kénnen wir —
weil die betrachteten Funktionen nach R abbilden — die zweiten Ableitungen in Form der
Hesse-Matrix aus Bemerkung 20.19 Hy(x) schreiben. Die benétigten Eigenschaften dieser
Matrix gibt die folgende Definition.
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Definition 21.11 Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix. Dann nennen wir

(i) A positiv definit, falls 7 Az > 0 ist fiir alle z € R™ mit z # 0

(ii) A negativ definit, falls — A positiv definit ist.

Positive (und damit auch negative) Definitheit kann auf verschiedene Weisen iiberpriift
werden. Wir geben hier (ohne Beweise) zwei Kriterien an:

(a) Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte A von
A die Ungleichung A > 0 erfiillen.

(b) Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn ihre Hauptminoren

(@ij)ij=1,...k

fiir alle k = 1,...,n eine positive Determinante besitzen.

Beispiel 21.12 (i) Betrachte die Matrix

31
=(21)
Wir tiberpriifen die beiden Kriterien.

(a) Das charakteristische Polynom der Matrix ist

xA(A) = A2 =5\ +5,

woraus man durch Berechnung der Nullstellen die Eigenwerte

54 _5, , _5+V6
A2 = 5 2 2

berechnet. Weil diese beide positiv sind (wegen V5 < 5) ist die Matrix positiv definit.

(b) Die Hauptminoren der Matrix sind

(3) und (i’ ;)

det(3) =3 und det(il)) ;>:3-2—1-1:5.

und es gilt

Also ist die Matrix positiv definit. O

Der folgende Satz gibt nun notwendige Bedingungen an die Hesse-Matrix fiir die Existenz
eines lokalen Minimums oder Maximums an.
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Satz 21.13 Sei f € C%(D,R) mit D C R" offen und sei z € D ein Punkt mit Df(z) = 0.
Dann gilt: Wenn die Hesse-Matrix H(x) positiv definit (bzw. negativ definit) ist, so ist
f(z) ein striktes lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis: Wir betrachten den positiv definiten Fall und beweisen dazu zunéchst das folgende
erste Hilfsresultat: Es existiert ein ¢ > 0 mit

2THi(x)z > 2¢  fiiralle z € S"7! = {z € R"||2]]2 = 1} (21.5)

gilt.
Beweis von (21.5): Die Abbildung

2 2T Hp(x)z2

ist stetig und nimmt daher auf der kompakten Menge S*~! := {z € R"||z|2 = 1} ein
Minimum in einem 29 € S"~! an. Setzen wir nun ¢ := 2d Hy(2)20/2, so ist ¢ > 0, da H ()
positiv definit ist und es folgt (21.5).

Als zweite Hilfsbehauptung zeigen wir, dass ein € > 0 existiert mit B.(x) C D und
2THi(y)z > ¢ fiir alle 2 € S* ! und alle y € B.(x) (21.6)

mit ¢ > 0 aus (21.5).

Beweis von (21.6): Da D offen ist, gilt B.(z) C D fiir alle hinreichend kleinen £ > 0,
welche wir im Folgenden betrachten. Da die Abbildung « — H¢(z) nach Annahme stetig
ist, ist auch die Abbildung

(y,2) = 2T Hp(y)z

stetig. Nehmen wir nun an, dass kein € > 0 mit (21.6) existiert, so wiirden Folgen y,, — x
und 2, € S"71 existieren mit 2 Hy(y,)2, < c. Da S"~! kompakt ist, besitzt die Folge 2,
eine konvergente Teilfolge z,;, — 2 € S"~! und es folgt wegen der Stetigkeit von H ¢ und
(21.5)
2¢ < 2P Hy(x)z = lim zngf(ynj)znj <e¢,
J]—00
was wegen ¢ > 0 ein Widerspruch ist. Also folgt (21.6).

Fiir beliebige Vektoren z € R™ mit z # 0 und alle y € B.(x) folgt daraus mit 2z := z/||z||2 €
Sn—l
2T Hy(y)z = (I1122)" Hy (y)(I21122) = 27 Hy (y)2]12]13 = ell2]3.

Zum Beweis des lokalen Minimums betrachten wir nun die Taylor-Formel fiir £ = 1 mit
x an Stelle von xy und y € B.(x) an Stelle von x. Unter Verwendung der Formeln aus
Bemerkung 21.3 und D f(z) = 0 kénnen wir die Formel in der Form

Fly) = F() + 5" Hylx +02)2 (21.7)

schreiben mit z = y —x und einem 6 € [0, 1]. Da aus y € B:(z) und 0 € [0, 1] die Beziehung
x + 0z € B.(x) folgt, erhalten wir mit (21.7)

Fly) = £(@) + 5T Hyw +02)= 2 J@) + Sy ol



290 KAPITEL 21. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG IM RN

also

F@) < f) = 5lly—=l3 < 7 )

fiir alle y € B.(x) mit y # x, woraus folgt, dass f(z) ein striktes lokales Minimum ist. U

Beispiel 21.14 Wir betrachten die Funktionen aus Beispiel 21.8 und 21.10.

(i) Fiir f(z) = ||z||3 berechnet man H(z) = 2Id fiir alle z € R", also insbesondere fiir
x = 0. Diese Matrix ist wegen 27 2Idz = 2||z[|3 > 0 fiir alle 2 € R™ mit 2 # 0 positiv definit.
Also besitzt f(x) in x = 0 ein striktes lokales Minimum.

(ii) Fiir f(2) = 2T Az +bTz + c ergibt sich die Hesse-Matrix zu H(x) = 2A fiir alle z € R",
also insbesondere fiir x = —%Ailb. Dieser Punkt z ist also eine strikte Minimalstelle fiir
f, falls A positiv definit ist und eine strikte Maximalstelle falls A negativ definit ist.

Betrachten wir als konkretes Zahlenbeispiel z.B.

A:(i’é), b:(i), c=5, (21.8)

so erhalten wir eine Minimalstelle (beachte dass A nach Beispiel 21.12 positiv definit ist)

in
1

$:—1A_1b: < R )

2 -1 '

Der Wert von f in dieser Stelle betrigt f(x) = 97/20. Abbildung 21.1 zeigt den Graph
dieser Funktion und illustriert, dass sich das Minimum tatséchlich an der angegebenen
Stelle befindet.

Abbildung 21.1: Graph der Funktion f(z) = 27 Az + b"x + ¢ mit A, b, c aus (21.8)
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Als weiteres konkretes Zahlenbeispiel betrachten wir

A:(_‘;’ ;) b:(i), c=5, (21.9)

Diese Matrix besitzt die Eigenwerte
1.1
Ajpg=—-£=-v29
1/2 5% 5

und weil ein Eigenwert positiv und der andere negativ ist, ist die Matrix weder positiv noch
negativ definit. Wir kénnen also weder die Existenz eines Minimums oder eines Maximums
folgern und tatsédchlich besitzt die Abbildung auch keines von beiden. Stattdessen ist der

Punkt
_ 1
x = —lA_lb: ( 10 >
2 =

— also der einzige Punkt mit Df(x) = 0 — ein sogenannter Sattelpunkt (die Funktion
nimmt in eine Richtung ab und in eine andere Richtung zu), wie Abbildung 21.2 zeigt.
a

Abbildung 21.2: Graph der Funktion f(z) = 27 Az + bTx + ¢ mit A, b, c aus (21.9)
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Kapitel 22

Implizite Funktionen und
Umkehrfunktionen

22.1 Implizite Funktionen

Implizit definierte Funktionen sind Funktionen, die nicht durch eine explizite Formel ge-
geben sind (wie fast alle Funktionen, die wir bisher kennengelernt haben), sondern durch
eine implizite Gleichung.

Einige Beispiele sollen dieses Konzept zunéchst erldutern.

Beispiel 22.1 (i) Kreislinie: Der Einheitskreis (oder die 1-Sphiire S!) im R? ist die Menge
aller Punkte z = (z1,22)7 mit ||z]|3 = 1. Dies kann man auch als Menge

{z € R*| f(z) = 0}

mit f(z) = ||z]|3 — 1 = 22 + 22 — 1 schreiben.

Wir kénnen nun versuchen, die Punkte auf dem Kreis (oder zumindest eine Teilmenge
dieser Punkte) als Graph einer Funktion g : D — R mit D C R darzustellen. Die Funktion
g ist dann iiber die Gleichung

f('rlu g(xl)) =0
definiert und den Kreis (oder zumindest einen Teil davon) kénnen wir dann als den Graphen
dieser Funktion, also als die Menge

{(z1,22)T € R?| 2y = g(21), 21 € D}

darstellen.

Zeichnet man den Kreis in ein Koordinatensystem, so stellt man fest, dass es nicht méglich
ist, den gesamten Kreis in dieser Form darzustellen, da auf diesem ja z.B. sowohl der Punkt
(0,1)7 als auch der Punkt (0, —1) liegt, die Funktion g aber nur entweder den Wert g(0) = 1
oder g(0) = —1 annehmen kann. Die Darstellung des Kreises gelingt aber, wenn wir nicht
eine sondern zwei Funktionen betrachten, nimlich g, g : D — R mit D = [—1,1] und

g(z1) =/1—22 und g(z;) = —y/1— 22
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Diese erfiillen gerade die gesuchte Bedingung

fle,g(z) =ai+g(@)* —1=ai+1-af-1=0
und

f(x1,g(z)) = af +§(z1)? —1=ai+1—27 —1=0.

Geometrisch stellt der Graph von g gerade den oberen Halbkreis und der Graph von g
gerade den unteren Halbkreis dar.

(ii) Kugel: Analog zum Kreis kann man die Kugel (oder die 2-Sphiire S?) im R? als
{z eR®| f(z) =0}

mit f(z) = ||| — 1 = 2?2 + 22 + 22 — 1 schreiben. Eine Funktion, die die Kugel (oder
einen Teil davon) als Graph besitzt muss jetzt von der Form g : R? — R sein: jedem Punkt
(x1,22)7 in der Ebene wird die dritte Koordinate x3 eines Punktes x = (x1,x2,23)7 auf
der Kugel zugewiesen. Eine solche Funktion ist durch die implizite Gleichung

f(xlarzZag(mlal’Q)) =0

charakterisiert (ob eine solche Funktion existiert und wie viele davon man benétigt, um
die gesamte Kugel abzudecken, mag sich jeder selbst iiberlegen).

(iii) Quadratische Gleichungen: Wir betrachten quadratische Gleichungen der Form
2?4+ pr+q=0

Suchen wir nun eine Funktion g : R? — R, die jedem Paar p, q eine Losung = = g(p, q) der
Gleichung zuordnet, so ist ¢ wiederum implizit definiert durch

fl9(p,q);p,q) =0

mit f(z,p,q) = 2> +pr+q (Funktionen g, die dieses erfiillen, sollten aus der Schule bekannt
sein).

(iv) Nichtlineare Gleichungssysteme: Gesucht ist fiir gegebenes z € R ein y = (y1,12)? €
R?2, so dass das Gleichungssystem

Pty tys =7 = 0
Y1ty +yr+2 = 0

erfiillt ist. Wenn wir wissen wollen, ob dieses Gleichungssystem nach y auflésbar ist (d.h.
ob wir eine Formel fiir y abhéngig von x angeben konnen), so ist das dquivalent zu der
Frage, ob eine Funktion g : R — R? existiert, so dass f(x, g(x)) = 0 mit

| Ay N Pyt T )
Jy) = < fa(z,y) ) o ( Ty iy +ypr+2 )

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei Fragen untersuchen:
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e Wann existiert eine impliziert definierte Funktion g?

e Wenn eine solche Funktion ¢ existiert, was konnen wir iiber ihre Differenzierbarkeit
aussagen?

Wir werden dabei mit der zweiten Frage beginnen.

Bemerkung 22.2 Im Folgenden verwenden wir die Notation f(z,y) fiir die definierende
Funktion und y = g(z) fiir die implizit definierte Funktion. Dabei ist 2 € R¥, y € R™,
f: Dy x Dy = R™ mit D; ¢ R¥, Dy ¢ R™ und ¢ : D; — R™. o

Die obigen Beispiele sehen in dieser Notation wie folgt aus.
Dk=m=12=21,y=m, flz,y) =22 +¢y> -1

(i) k=2 m=12=(v1,22), y =3, flw,y) =22+ 23 +y> -1
i) k=2,m=1,z=(p,¢)T, y ==, flz,y) =y> + 219 + 12

(iv) k=1, m =2 und z,y, f wie im Beispiel angegeben.

Beachte, dass die Dimension von y hier immer gleich der Dimension des Bildraums von
f ist. Warum das so gewéhlt wurde, sehen wir gleich in dem folgenden Satz. Dieser Satz
macht eine Aussage iiber die Differenzierbarkeit der Funktion g. Wir erinnern dazu an die
Definition der Ableitungen D, f(z,y) € R™** und D, f(x,y) € R™*™ aus Abschnitt 20.2.

Satz 22.3 Gegeben seien die Funktionen f, g aus Bemerkung 22.2. Es sei a € D; und
Uy C D eine offene Umgebung von a, so dass g stetig auf U; ist, g(U;) C Dy gilt und fiir
alle z € Uy die Gleichung

fz,9(x)) =0

gilt. Zudem sei f (total) differenzierbar im Punkt (a,b) mit b = g(a) und die Jacobi-Matrix
Dy f(a,b) € R™*™ sei invertierbar.

Dann ist g im Punkt a differenzierbar und es gilt

Dg(a) = —(Dyf(a,b))"' Du f(a,b).

Beweis: O.B.d.A. sei a = 0 und b = g(a) = 0.! Wir schreiben abkiirzend A := D,.f(0,0)
und B := D, f(0,0). Aus der Differenzierbarkeit von f folgt dann mit (20.5) auf hinreichend

kleinen Umgebungen U1 C R¥ von 0 € R¥ und U2 C R™ von 0 € R™ die Existenz von
@ : U1 x Uy — R™ mit

f(e,y) = (A, B) ( ’ ) T ole,y) = Az + By + ola.y)

! Ansonsten betrachten wir f(z + a,y +b) und g(z + a) — b an Stelle von f und g. Beachte, dass dies die
Ableitungen von f und g nicht &ndert.
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und

Bl

fiir < 3; > — 0. Da im R™ alle Normen #dquivalent sind, konnen wir ||- || hier als die 1-Norm

(7)

= |lz|l1 + |ly|lx gilt. Damit gilt dann
1

wéahlen, fiir die

(1 + llyllx
Da nun ¢(0) = 0 gilt und g stetig in a = 0 ist, folgt < gé:) ) — 0 fiir z — 0 und damit
auch
olr,0®)
]Iy + llg ()l

fiir x — 0. Fiir alle ¢ > 0 folgt daraus insbesondere

Iz, g(2))lln < ellzll + llg(=)l1) (22.1)

fiir alle  mit [|z||; hinreichend klein.

Wegen
0= f(z,9(z)) = Az + Bg(z) + o(z, g(x))

und der angenommen Invertierbarkeit von B folgt

g(x) = =B ' Az — B~ p(x, g()).
Daraus erhalten wir
g(x) = B Az + o(x)

mit ¢(z) = —B~ly(z, g(r)), woraus mit (22.1) insbesondere

lg(@)[y 1B~ Allsllzll + 1B~ I, g(2) 11

<
< BT Azl + 1B~ aellzll + 1B ellg(@)lh

fiir alle z mit ||z||; hinreichend klein folgt. Wihlen wir nun ¢ = so folgt daraus

1
2[[B=Hh

lg(@)ll < 2(1B7 Al + | B~ |lx¢) [l

=:C

und damit ||z]; + [|g(2)|1 < (1 + C)|z||;.

Um zu beweisen, dass g differenzierbar ist mit Dg(0) = B~! A miissen wir nun zeigen, dass
(x)/||z]l1 — 0 gilt fiir x — 0 oder, dquivalent, dass ||p(z)||1/]|z|1 — 0 gilt fir z — 0.
Wegen

Eo EoT o et g@@)l
e = YT ORL @ < O e @
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fiir x — 0 ist dies aber gerade erfiillt, woraus die Behauptung folgt. 1l

Der Satz sagt uns also, dass die implizit definierte Funktion g — unter den angegebenen
Bedingungen — differenzierbar ist wenn sie nur stetig ist und erlaubt uns, die Ableitung
auszurechnen.

Beispiel 22.4 (i) Wir betrachten Beispiel 22.1(i), also f(z,y) = 2? 4+ y? — 1. Hier gilt
D, f(xz,y) = 2z und D, f(z,y) = 2y. Diese “1 x 1 Matrix” ist genau dann invertierbar,
wenn b = g(a) # 0 ist und in diesen Punkten gilt

Dg(a) = —(Dyf(a, 9(a))) ™" Duf(a, g(a)) = — =——.

Fiir g(xz) = V1 — 22 erhalten wir so

und fiir g(z) = —v1 — 22 ergibt sich
T

V1—22

Natiirlich hatten wir das auch direkt mit der Kettenregel ausrechnen kéonnen, zu beachten
ist aber, dass wir die Formel fiir g(z) hier gar nicht hétten kennen miissen. Zum Berechnen
der Ableitung Dg(z) fiir x = a hétte die Kenntnis der Werte a und b = g(a) ausgereicht.

Dg(x) =

Die Punkte a = 0, in denen Satz 22.3 nicht anwendbar ist, gehoren hier iibrigens gerade
zu den Punkten b = —1 und b = 1. In diesen Punkten sind die Funktionen g und g auch
tatséchlich nicht differenzierbar. Beachte aber, dass der Satz keine Aussage iiber Nicht-
Differenzierbarkeit macht. Es kénnte daher durchaus sein, dass D,, f(x, y) nicht invertierbar
ist, die Funktion g aber trotzdem differenzierbar in z ist. Ein Beispiel dafiir ist die konstante
Funktion f = 0. Hier erfiillt z.B. die Funktion g = 0 die Bedingung f(x, g(x)) = 0. Dies ist
iiberall differenzierbar, wegen Dy f = 0 ist der Satz aber fiir kein Paar (x,y) anwendbar.

(ii) Wir betrachten noch einmal das gleiche Beispiel und zeigen, dass die Stetigkeitsvor-
aussetzung in Satz 22.3 nicht weggelassen werden kann, d.h. dass Stetigkeit von g nicht
“automatisch” aus f(z, g(z)) = 0 folgt, auch wenn f stetig ist. Betrachten wir ndmlich die

Funktion
(z) = V1—22, z€[-1,0]
TE =1 V1—a2, z€(0,1],

so sind in (a,b) = (0,1) bis auf die Stetigkeit von g alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt.
Da g aber nicht stetig in diesem Punkt ist, kann g auch nicht differenzierbar sein. a

Bemerkung 22.5 Wenn f die Bedingungen von Satz 22.3 erfiillt und zusétzlich in ei-
ner Umgebung von (a,b) stetig differenzierbar ist, so ist g stetig differenzierbar in einer
Umgebung von a.

Differenzierbarkeit folgt, weil D, f(a) (wie jede Matrix) genau dann invertierbar ist, wenn
ihre Determinante ungleich Null ist. Da die Determinante aber eine stetige Abbildung von
R™ ™ nach R ist (denn sie ist ein Polynom in den Koeffizienten der Matrix) ist diese,
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wenn sie in (a,b) ungleich Null ist, nach dem e-§-Kriterium auch in einer Umgebung von
(a,b) ungleich Null. Folglich ist Satz 22.3 in einer ganzen Umgebung der Null anwendbar,
weswegen ¢ dort differenzierbar ist.

Dass die Ableitung von g dariiberhinaus stetig ist, folgt aus der angegebenen Formel fiir Dg
und der Tatsache, dass auch das Invertieren einer Matrix eine stetige Abbildung ist, was
aus der Tatsache folgt, dass man die Eintréige von A~! mit Hilfe der Cramerschen Regel aus
dem Gleichungssystem Ax = e; berechnen kann und die Cramersche Regel wiederum auf
den stetigen Determinanten und — ebenfalls stetigen — reellen Divisionen beruht. o

22.2 Der Banach’sche Fixpunktatz

Wir kommen nun zu der ersten eingangs gestellten Frage, ndmlich die nach der Existenz
einer implizit definierten Funktion. Um den entsprechenden Satz zu beweisen, verwenden
wir einen berithmten Satz aus der Analysis, den Banach’schen Fixpunktsatz. Wir erinneren
dazu daran (vgl. Definition 18.6), dass ein Banachraum ein vollsténdiger normierter Vek-
torraum ist, also ein Vektorraum, auf dem eine Norm || - || definiert ist, so dass beziiglich
der zugehorigen Metrik d(x,y) = ||z — y|| alle Cauchy-Folgen konvergieren.

Satz 22.6 (Banach’scher Fixpunktsatz) Es sei V' ein Banachraum, K C V abgeschlos-
sen und T : K — K eine Abbildung, fiir die ein k < 1 existiert mit

17 () = T()|| < £l =yl (22.2)

fiir alle z,y € K (solch ein T heifit Kontraktion auf K). Dann existiert ein eindeutiger
Fixpunkt 2* € K von T, d.h. ein eindeutiges z* mit T'(z*) = z*.

Beweis: Wihle ein beliebiges 9 € B und betrachte die induktiv fiir m = 0,1,2,...
definierte Folge

Tmi1 = T(zy) € K.
Aus der Kontraktionsungleichung (22.2) folgt induktiv
1T (2m) = T(@mi) || < BT (@m1) = T(@m)|| < ... <&™zo = T(wo)]-
Damit folgt fiir alle n > m > 1
[2m = x|l = 1T (@m-1) = T (zn-1)|l

n—2

< Y AT(@) = T(a)||
l=m—1
n—2

< Y Ko = T(wo)|

l=m—1
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[o.¢]
< K™Yk |lwo — T(ao) |
=0

Rmfl
<

=T .
o — T(ao)]
Weil k™1 gegen 0 konvergiert fiir m — oo, ist x,, eine Cauchy-Folge, die wegen der
Banachraum-Eigenschaft von V' gegen einen Grenzwert x* € V konvergiert, der wegen
der Abgeschlossenheit von K auch wieder in K liegt. Fiir diesen gilt wegen der (aus der
Kontraktionsungleichung (22.2) folgenden) Stetigkeit von T’

T) =T fi ) = Jim To) = fim s =37

z* ist also ein Fixpunkt. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien z* und z** zwei Fixpunkte
von T in B. Dann gilt

[a% =™ = |T(2") = T(@™)[| < llz* — 2™,

was wegen k < 1 nur fiir [|[z* —2™*|| = 0, also ™ = 2™ gelten kann. U

22.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

Mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes konnen wir nun die Frage nach der Existenz
einer impliziten Funktion mit dem folgenden Satz beantworten.

Satz 22.7 (Satz iiber implizite Funktionen) Die Funktion f aus Bemerkung 22.2
sei auf Uy x Uz mit offenen Mengen Uy C D1 und Uy C Do stetig differenzierbar. Sei
(a,b) € Uy x Uz so, dass

f(a,b) =0

gilt und die Jacobi-Matrix D, f(a,b) € R™*™ sei invertierbar. Dann gibt es offene Um-
gebungen Vi C U; von a und Vo C Us von b und eine stetig differenzierbare Abbildung
g: Vi — Vo mit

fir alle x € V1.

[z, g(x)) =0
Zudem ist fiir alle € V; der Punkt y = g(x) der einzige Punkt in V5, fiir den f(z,y) =0
gilt.

Beweis: Zum Beweis geniigt es, die Existenz einer stetigen Funktion g mit den angegebenen
Eigenschaften zu beweisen, weil die stetige Differenzierbarkeit dann aus Satz 22.3 und
Bemerkung 22.5 folgt. Zudem gilt fiir dieses g die Ableitungsformel aus Satz 22.3.

Schritt 1 (vorbereitende Definitionen): Wie im Beweis von Satz 22.3 sei 0.B.d.A.
a=0und b= g(a) =0 sowie B = D, f(0,0). Auf U; x Uy definieren wir die Abbildung

G(l‘,y) =Yy - B_lf(l',y).

Aus dieser Definition folgt die Aquivalenz

flz,y) =0 < G(z,y)=y. (22.3)
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Fiir die Ableitung von G nach y gilt
DyG(z,y) =1d — B™'D, f(z,y)

und damit insbesondere D,G(0,0) = Id — B™'B = 0 gilt. Da D,G stetig ist, gibt es
Umgebungen W7 C Uy um 0 und Wy C Uy um 0, so dass

| DyG(z,y)| < fir alle (z,y) € Wi x Wy (22.4)

N | —

gilt. Wir wihlen nun e > 0 so, dass V2 := B.,(0) C Wa gilt, d > 0 mit § < £2/2 beliebig
und £1 > 0 so, dass fir alle z € V; := B, (0) die Ungleichung

sup ||G(z,0)]| <0 (22.5)
zeVy

gilt (solch ein e; existiert, weil G stetig ist mit G(0,0) = 0). Schliefllich definieren wir K
als die Menge der stetigen Funktionen von V} nach Vs, also K = C(V1,V3). Beachte, dass
K eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraums der stetigen Funktionen C(V7, R™) mit

der Norm ||g[|cc = sup,ey, ||g()|| ist. Wir wenden den Banach’schen Fuxpunktsatz nun
auf diesem Raum V = C(V1,R™) an.

Schritt 2 (Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes): Wir definieren dazu die
folgende Abbildung T : C'(V;,R™) — C(V1,R™). Fiir g € C(V1,R™) setzen wir

Diese Definition ist so zu verstehen, dass der Wert der Funktion 7'(g) an der Stelle z
gerade gleich T'(g)(z) = G(z, g(x)) ist. Wir zeigen nun, dass die Abbildung die Abbildung
T(y) := G(x,y) eine Kontraktion auf K ist. Seien dazu g1, g2 € K gegeben und = € V;
beliebig. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz und Lemma 17.11% und mit der Abkiirzung

y1 = g1(x), y2 = ga(7)
1T(g2)(z) = T(g1) ()| = IG(x,g2(2)) — Gz, 91(2))[| = [|G(2,y2) — Gz, 1)l

1
[ DG+ s~ v~ i \
0

1
/0 1D, G 91 + s — 1)) (ys — y1)lldt

IN

1
< / 1D, G, 1 + gz — y) | lyz — v |t

1
1 1 1
< [l wldt = Gl -l = Gl - a@l
0

Da diese Ungleichung fiir alle x € V; gilt, gilt sie auch fiir das Supremum und es folgt

1
1T(g2) = T(91)lloo < 5 llg2 = 91llco-

2Beachte, dass Lemma, 17.11 nur fiir die 2-Norm gilt, die wir daher in diesem Beweis verwenden, ohne
dies in der Notation besonders zu betonen.
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Daraus folgt zum einen (22.2) mt £ = 1/2 und zum anderen, indem wir g; = 0 setzen und
ausnutzen, dass alle g € K nach Vi = B.,(0) abbilden

€2

5

Zudem gilt [|[T(g1)]lcc = IT(0)]lcoc < [|G(-,0)||lo0 < § und damit mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung

1 1
1T(g92) = T(91)lloc < 5llg2 — g1lloc = §||92||oo <

3 3
IT(@2)le < 2+ Tl < 2 +6 < 2

woraus T'(ge) € K = C(V1,Vs) folgt, weswegen T die Menge B nach B abbildet und
damit die Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes erfiillt. Folglich gibt es ein
eindeutiges ¢ € K mit G(z,g(x)) = =z, das wegen (22.3) genau die gesuchte implizite
Funktion ist. U

Beispiel 22.8 Wir betrachten die Funktionen aus Beispiel 22.1 und verwenden dabei die
Menge M := {(z,y) € RF x R™| f(x,y) = 0}.
(1) k:mzlaxleay:x% f(w,y)=x2+y2—1

Es gilt Dy f(x,y) = 2y. Diese “1 x 1-Matrix” ist fiir alle y # 0 invertierbar, weswegen die
implizite Funktion ¢ fiir alle (z,y) € M mit y # 0 existiert. Da diese gerade die Punkte
mit z € (—1,1) sind, existiert (mindestens) eine stetig differenzierbare implizite Funktion
g auf xz = (—1,1) (tatséchlich existieren genau zwei davon).

(ii) k:2,m:1,x:(x1,x2)T,y:x3, f(:r:,y):x%—i—x%—i—yf—l

Es gilt wiederum D, f (x) = 2y, weswegen die implizite Funktion wiederum fiir alle (z,y) €
M mit y # 0 existiert. Diese gehoren hier gerade zu den Punkten z € R? mit 23 + 23 < 1.

(i) k=2, m=1,2=(p,q)7, y =2, f(z,y) =y* + 21y + 22

Hier gilt D, f(z) = 2y + x1, weswegen ¢ fiir alle (z,y) € M mit 2y # —x; existiert. Die
Menge aller = = (x1,x2), fiir die dies gilt, ist hier allerdings nicht so leicht zu bestimmen.

(iv) k=1, m =2 und
f(xy)z(f1($’y)):(x3+y§+y§_7 )
’ fa(z,y) Ty Yy e +2 )0

3y 3u5
T+y ntx )

—

Hier gilt
Dyf(:E,y) = (

Sofern det(Dyf(z,y)) = 3(y3 + yiz — y3 — y3x) # 0 gilt, ist diese Matrix invertierbar.
Dies ist beispielsweise in 2 = 2 und y = (—1,0)7 der Fall, weswegen die Gleichung in einer
Umgebung von = = 2 eindeutig auflosbar ist. In diesen Punkten gilt

Dyf(a:,y):<g ‘f) = (Dyf<x,y>>—1=§<_§ 3)

Dof(@y) = < y13j-2y2 ) - < —1i >

sowie
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pon=3( 23 ) (5)= (")

Fassen wir kurz zusammen, was der Satz {iber implizite Funktionen aussagt und was nicht.
Der Satz sagt (unter den angegebenen Bedingungen)

und damit

e dass die Gleichung in einer Umgebung V; x V, eines gegebenen Losungspunktes (z, y)
eindeutig auflésbar ist

e dass die Losungen als differenzierbare Funktion g : V3 — Vs geschrieben werden
konnen und wie deren Ableitung aussieht.

Der Satz sagt nicht

e wie man eine Formel fiir die implizite Funktion ¢ findet
o wie grofl die Umgebung V) ist, auf der ¢g definiert werden kann

e wie man einen Punkt (z,y) findet, in dem man den Satz anwenden kann.

Das klingt zun#chst ein wenig enttéuschend, denn fiir praktische Rechnungen sind ja gerade
die letzten Fragen wichtig. Nichtsdestotrotz ist der Satz sehr wichtig fiir viele Anwendun-
gen, da er sicherstellt, dass iiberhaupt eine Losung gefunden werden kann und dass diese
eine “schone” Struktur hat, weil sie der Graph einer differenzierbaren Funktion ist. Dies
ist die Grundlage fiir viele weitere Methoden (z.B. in der numerischen Mathematik), mit
denen man die Losungen dann ausrechnen kann.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Anwendung des Satzes, die zeigt, dass man —
auch wenn g selbst unbekannt ist — aus dem Satz iiber implizite Funktionen interessante
Informationen ableiten kann. Wir betrachten dazu Funktionen f : R?> — R. Solche Funk-
tionen kann man stets als Fliche iiber dem R? grafisch darstellen. Wie auf einer Landkarte
kann man nun Punkte, an denen f gleiche Werte annimmt, als Hohenlinien in den R?
einzeichnen. Abbildung 22.1 veranschaulicht diese fiir die Funktion f(z) = 22 + 223 aus
Beispiel 17.2(i).

Formal ist die Hohenlinie zu einem Wert ¢ € R definiert als
H(c) := {z € R?| f(z) = c}.

In Abbildung 22.1 scheinen alle Hohenlinien lokal aus Graphen von differenzierbaren Funk-
tionen zu bestehen. Das ist kein Zufall. Betrachten wir néamlich die Funktion

F(z1,29) := f(z1,22) — ¢

und einen Punkt z = (z1,72)7 € H(c), in dem die Ableitung DF(x) = Df(z) (oder
dquivalent der Gradient V f(z) = Df(z)”) ungleich Null ist. Dann ist entweder D, f(x) #
0 oder Dy, f(x) # 0 und wir kénnen Satz 22.7 entweder mit x = x2 und y = x; oder
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Abbildung 22.1: Darstellung der Funktion f(z) = 2% +2x3. Links: Graph und Héhenlinien.
Rechts: nur Hohenlinien

mit x = 27 und y = yo auf F' anwenden. Wir erhalten so entweder eine differenzierbare
Funktion z1 = g(z2) mit f(g(x2),z2) = ¢ oder eine differenzierbare Funktion zo = g(x1)
mit f(z1,9(z1)) = c. In beiden Fillen ist die Hohenlinie also durch eine differenzierbare
Funktion gegeben.

Neben der Interpretation, dass der Gradient immer in die “Richtung des steilsten Anstiegs”
einer Funktion zeigt, erlaubt der implizite Funktionensatz nun noch eine weitere geometri-
sche Interpretation des Gradienten: Weil g differenzierbar ist und x; — f(z1,¢9(x1)) eine
konstante Funktion ist, gilt die Gleichung

0 = D(f(z1,9(21))) = Do, f(21,9(21)) + Day f(21,9(x1))g' (1)

_ <vf(x1,g($1))’ ( g’(:}m) >>

Der zweite Vektor in diesem Skalarprodukt ist nun gerade die Tangentialrichtung an die
Hohenlinie im Punkt x. Weil das Skalarprodukt zweier Vektoren # 0 genau dann Null ist,
wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen, gilt also, dass der Gradient stets senkrecht
auf der Tangente an die Hohenlinie steht, also senkrecht auf der Hohenlinie selbst steht?.

22.4 Umkehrfunktionen

Eine weitere Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist der Beweis der Existenz
von Umkehrfunktionen. Wir haben fiir reelle Funktionen f : D — R, D C R in Abschnitt
6.3 verschiedene Kriterien kennengelernt, unter denen eine Umkehrfunktion f~! existiert
und in Satz 9.10 eine Formel fiir die Ableitung herlegeitet. Dies wollen wir nun auf Funktio-
nen f: D — R" D C R"” verallgemeinern. Beachte, dass wir hier Funktionen betrachten,
deren Werte- und Definitionsmengen die gleiche Dimension n besitzen.

3Man sagt, dass ein Vektor senkrecht in einem Punkt (z,g(z)) auf einem Graphen steht, wenn die
zugehorige Funktion g in z differenzierbar ist und der Vektor senkrecht auf der Tangente steht
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Eines der Kriterien fiir die Existenz einer Umkehrfunktion in R ist die strenge Monotonie
einer Funktion. Eine hinreichende Bedingung fiir strenge Monotonie ist gem#fl Satz 10.6
die Ungleichung f’(z) > 0 bzw. f/(z) < 0 fiir alle x aus einem Intervall [a, b].

Falls wir nun in einem Punkt a € R wissen, dass f/(a) # 0 ist, zudem aber wissen, dass f’
stetig in a ist, so folgt f/(x) > 0 (oder f/(z) < 0)) fiir alle z aus einer Umgebung V' von a.
Es folgt Monotonie auf V' und damit die Existenz einer Umkehrfunktion.

Dieses Kriterium wollen wir nun auf den R" verallgemeinern. Es stellt sich allerdings die
Frage, was die geeignete Verallgemeierung von f’(a) # 0 in den R™ ist. Die naheliegende
Vermutung Df(a) # 0 ist leider falsch, wie z.B. das Beispiel f(z) = (0,22)7 im R? mit

Df(x) = < 8 (1) ) # 0 zeigt. Wiirde fiir diese Funktion eine Umkehrfunktion g = f~!

existieren, so miisste
9(f(x)) =z

und damit z1 = g1(f(z)) = g1(0, x2) gelten. Das kann aber nicht sein, denn da die Funktion
91(f(z)) = ¢1(0,22) den Wert x; gar nicht “kennt”, kann sie diesen Wert auch nicht als
Funktionswert liefern.

Die richtige Bedingung fiir die Existenz einer Umkehrfunktion in einer Umgebung eines
Punktes a € R" ist tatséchlich nicht D f(a) # 0 sondern die Invertierbarkeit von D f(a),
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 22.9 (Existenz der Umkehrfunktion) Sei D C R" offen und f : D — R"™. Sei
a € D so, dass f in einer Umgebung von a stetig differenzierbar und Df(a) € R™*"
invertierbar ist.

Dann existieren offene Umgebungen V' C D von a und V/ C R" von f(a) mit f(V) C V/
und eine stetig differenzierbare Funktion f=!: V' — V mit f~}(V') C V und

flof(z)==xfirallex €V sowie fof !(z)=u firallezeV

Zudem gilt in b := f(a)
D(f~1)(b) = (Df(a))™",
wobei (Df(a))~! die Inverse der Jacobi-Matrix D f(a) bezeichnet.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung F : R” x D — R™ gegeben durch

F(z,y) ==z — f(y).

Es gilt F'(b,a) = b—f(a) = 0 und wegen D, F(x,y) = —D f(y) ist Dy F'in y = a invertierbar.
Folglich ist Satz 22.7 auf F' anwendbar und es existieren Umgebungen V; C R”™ von b,
Vo C D von a und eine stetig differenzierbare Funktion g : Vi — V5 mit

F(z,g(z)) =0

fiir alle 2 € V4. Wir behaupten nun, dass f~! = g die gesuchte Funktion ist. Zunschst gilt

foglz)=2—F(z,9(z)) =2
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fiir alle z € V1, also die zweite gesuchte Eigenschaft mit V' = Vj. Fiir die Ableitung von g
gilt
Dyg(b) = —(DyF(b,a)) "' Dy F(b,a) = —(=Df(a))"'1d = (D f(a)) ",

also gerade die gesuchte Formel. Zudem gilt

gof(x)=go(fog)of(z)=(gof)o(gof)(z)

fiir alle z € Va. Fiir alle Punkte y € go f(V2) folgt also go f(y) = y, d.h. die erste gesuchte
Eigenschaft. Es bleibt also eine Umgebung V' von b zu finden, so dass V' C g o f(V2) gilt.

Dazu verwenden wir zuerst fog(V’) = V', woraus wegen g(V’) C V4 insbesondere f(V2) D
V' folgt. Als niichstes verwenden wir, dass g : V' — V5 selbst wieder die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt. Also existieren mit der gleichen Argumentation Umgebungen VicV/
und V5 C V4 von a und b mit g(V’) D g(V1) D Va. Daraus folgt aber go f(Va) D g(V') D Va.
Die Menge V = 172 hat also die gesuchte Eigenschaft. U

Beispiel 22.10 Wir hatten in Abschnitt 8.5 gesehen, dass sich jede komplexe Zahl z € C
als ‘

z=re'Y =r(cosp +isingp)
mit den Polarkoordinaten r > 0 und ¢ € R schreiben lisst. Als Folgerung lésst sich jeder
Vektor = = (21, 22)7 € R? schreiben als

T = (rcoscp,rsingo)T =: f(r,¢).

Dieses f ist dann eine Abbildung f : D — R? mit D = (0,00) x R C R? (wir fassen (7, )
also als Vektor im R? auf*. Wir untersuchen nun, ob diese Abbildung eine Umkehrfunktion
besitzt.

Wegen

0 0
Df(r, ) = % T{; (r, ) = cosp —rsing
R WY ¥ = sinp  rcosp

or Op

gilt det Df(r,¢) = r(cos? ¢ + sin? p) = r > 0 fiir alle (r,) € D (darum haben wir die
Punkte (r, ) mit r = 0 aus D herausgenommen). Also besitzt f fiir alle Punkte in D auf
einer geeigneten Umgebung V eine Umkehrfunktion f~!. Fiir diese gilt mit z = f(r, ¢)

. -1 cosp sing
D(f V) () = [ 3¢ “rsime B ‘
sinep  rcose _ Sy Ccosy
T T
Nutzt man die Beziehungen r = ||z||2, 1 = rcos und zo = rsin ¢ aus, kann man diese

Ableitung in Abhéngigkeit von x ohne Verwendung von r und ¢ schreiben als

o T2

] lellz Tl
D@ = L
23 Tl

4Wir kénnten f auch auf ganz R? definieren, allerdings brauchen wir die negativen r nicht, um alle
Punkte = € R? darzustellen. Warum wir auch die Punkte mit r = 0 herausnehmen, sehen wir in Kiirze
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Beachte, dass f tatsdchlich nur auf echten Teilmengen V' C D mit V # D “umgekehrt”
werden kann. Wiirde eine Umkehrfunktion auf ganz f(D) existieren, so miisste fiir alle
(r,) € D insbesondere

NI e) = (re)  und  fH(f(r e +2m)) = (1,0 + 27) (22.6)

gelten. Wegen der Periodizitdt von Sinus und Cosinus folgt aber

f(?”‘,(p) = f(r790+27r)7

woraus
FHfr0) = FH(f(r o+ 2m))
folgt, was (22.6) widerspricht. o

Der Satz tiber Umkehrfunktionen “erbt” alle Vor- und Nachteile des Satzes iiber implizite
Funktionen. So erhalten wir auch hier eine (lokale) Existenzaussage und eine Formel fiir
die Ableitung der Umkehrfunktion, allerdings keine Formel fiir die Umkehrfunktion selbst
und keine Information iiber die GréBe der Umgebung V, auf der f~! definiert ist.

22.5 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Als letzte Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen betrachten wir noch einmal die
Extremwertberechnung aus Abschnitt 21.3, diesmal aber mit einer zusétzlichen Schwierig-
keit: wir wollen das Minimierungsproblem nur fiir solche Punkte losen, fiir die g(z) = 0
gilt. Formal fithrt das auf die folgende erweiterte Definition des Minimums.

Definition 22.11 Sei f: D — R, D € R™ und ¢ : D — R*. Wir sagen, dass f in einem
x € D ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt, falls g(x) = 0 gilt
und ein € > 0 existiert, so dass gilt

flz) < f(y) fiir alle y € B:(x) N D mit g(y) = 0.

Das Minimum heifit strikt, falls die obige Ungleichung mit < erfiillt ist fiir y # x. Der
Punkt = heiBt (strikte) Minimalstelle unter Nebenbedingung von f. Analog definieren wir
das (strikte) lokale Maximum unter Nebenbedingung mit > bzw. >. o

Der folgende Satz gibt notwendige Optimalitéitsbedingungen analog zu Satz 21.9 an.

Satz 22.12 Sei f € C'(D,R) mit D C R” offen und g : D — R™, m < n. Falls f in

x* € D ein lokales Minimum oder Maximum besitzt und Dg(x*) vollen Rang besitzt, so
existiert ein Vektor A € R™ mit

Df(z*) = AT Dg(z*). (22.7)

Der Vektor A wird Lagrange-Multiplikator genannt.
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Beweis: Die Matrix Dg(x) besitzt vollen Rang und ist eine Matrix mit n Spalten und m
Zeilen. Wegen m < n existieren also m linear unabhéngige Spalten. Durch Umnummerie-
rung der x; verschieben sich diese Spalten gerade; wir konnen daher so umnummerieren,
dass gerade die m letzten Spalten linear unabhéngig sind. Beachte, dass dies nur die Spal-
ten von Df und Dg vertauscht, Gleichung (22.7) bleibt bei Umnummerierung der z; also
giiltig. Teilen wir nun den Vektor x in der Form

-(3)

mit z € R®™ und y € R™ auf und schreiben ¢ in der Form g¢(z,y), so erfiillt g die
Bedingung des Satzes iiber implizite Funktionen. Teilen wir das lokale Minumum analog
auf mittels x* = (z*,y*), so kénnen wir Umgebungen V; von z* und V5 von y* sowie eine
stetig differenzierbare Funktion h : Vi — V3 finden mit g(z, h(z)) = 0. Aus der Definition
des lokalen Minimums unter Nebenbedingungen folgt dann, dass z* ein lokales Minimum
der stetig differenzierbaren Funktion

c(x) = f(2,h(2))
ist. Satz 21.9, Gleichung (20.7) und Satz 22.3 liefern

0 = De(a®) = D.f(:",h(=")) + D, f(=", h(="))Dh(=")
= D.f(z"h(=")) = D, (=, h(=")(Dyg(a")) ' Dagla®),

Setzen wir nun A = [D, f(z*, h(z*))(Dyg(m*))_l}T, so folgt

D:f(*,h(2")) = X' D2g(a™) = D.f(2",h(2*)) = Dyf (", h(2"))(Dyg(z*)) "' Dag(z")
= Dc(z*) =0

und

Dyf(z",h(z")) = X' Dyg(a*) = Dyf(",h(z")) — Dyf (", h(*))(Dyg(z*)) " Dyg(z")
= Dyf(z", =")) = Dy f(z7, h(z7)) = 0.

Zusammen gilt also
Df(z*) = (Dyf(z",y"), Do f (=", y")) = (\' D2g(2"), AT Dyg(a*)) = X Dg(a+).

U

Bemerkung 22.13 Beachte, dass Gleichung (22.7) nicht sicher stellt, dass g(z*) = 0 gilt.
Will man also Kandidaten fiir Extremwerte unter Nebenbedingungen ausrechnen, muss
man g(z*) = 0 als weitere Gleichung(en) zur Bestimmung von z* und A hinzufiigen. a]

Beispiel 22.14 Wir betrachten das letzte Zahlenbeispiel aus Beispiel 21.14, also f(z) =

2T Ax + b2 + ¢ mit
-3 1 1
(Y (1), s
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Jetzt fiigen wir aber die Nebenbedingung g(x) = 0 mit g(z) = 22 +23 —1 hinzu. Wir suchen
also die Extremwerte von f auf dem Einheitskreis, also der Menge aller = mit ||zl = 1.
Die Dimensionen lauten hier n = 2 und m = 1 und es gilt

Df(x) = 24z +b)T  sowie Dg(x) = (2x1,2x2).

Die Bedingung, dass Dg vollen Rang hat, ist hier also fiir « # 0 erfiillt. Damit ergibt sich
(22.7) zusammen mit g(z) = 0 zu

—6x1+229+1 = A2x;
2r1 + 40 +1 = A2xo

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems in Abhéngigkeit von A ergibt

1 A-=1 1 A+4
= gy = ——
PN AT T 2N AT
Eingesetzt in die weitere Gleichung g(x) = 0, also 7+ 22 —1 = 0 erhalten wir die Gleichung

12>\2+6A+17_1_0
4 (N2+X-17)2 o
welche gerade die Nullstellen der Polynoms

P()\) =42 +8X\3 — 54\ — 62\ + 179

als Losungen besitzt. Die Berechnung der Nullstellen (mit MAPLE) liefert die n&dherungs-
weisen Werte

A1 = 2.779408674, A2 = 1.605041266, A3 = —2.793395794, Ay = —3.591054146

mit den zugehorigen Extremalstellen

0.2538732892 —0.1073224411 0.9529537485 —0.9960563225
0.9672374900 )’ \ —0.9942242700 )’ \ —0.3031157474 )’ 0.08872321925 |-

Abbildung 21.2 legt nahe, warum es gerade vier Extremalstellen mit dieser Vorzeichen-
struktur gibt. o



Kapitel 23

Das Riemann-Integral im R"

Stand:
Wir haben in Abschnitt 21.2 bereits gesehen, dass die Integration von Funktionen f : R — 17 August 2018
R™ einfach komponentenweise definiert werden kann. Fiir vektorwertige Funktionen kann
man dies ganz genauso machen wie wir dies dort fiir matrixwertige Funktionen gemacht

haben, also
b
[ fae =

Etwas komplizierter ist die Frage, wie man Funktionen f : D — R™ fiir D C R" integrieren
kann, wenn also die Definitionsmenge D mehrdimensional ist. Zur Klarung dieser Frage
reicht es, den Fall m = 1 zu betrachten, da die Erweiterung auf m > 2 dann ebenfalls
einfach komponentenweise durchgefiihrt werden kann.

f: fi(z)dx

[? Fule)da

Wir betrachten in diesem Kapitel zunéchst das Riemann-Integral. Dieses kénnen wir ganz
analog zum Fall D C R definieren, wenn wir wissen, wie man Treppenfunktionen im R"
definiert und wie man diese integriert.

23.1 Treppenfunktionen

Treppenfunktionen im R"™ sind ebenfalls wieder Funktionen, die stiickweise konstant sind.
Im R” sind die Gebiete, auf denen die Funktionen konstant sind, allerdings keine Intervalle
mehr. Stattdessen wahlt man hier Quader geméfl der folgenden Definition.

Definition 23.1 (i) Eine Menge @ C R" heiit Quader, wenn sie von der Form
Q = [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an, by]

ist fiir Werte a;,b; € R mit a; < b; fir ¢ = 1,...,n. Das Innere des Quaders ist dann
gegeben durch

int @ = (a1,b1) x (az,b2) X ... X (an,bn).

309
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(ii) Das Volumen eines Quaders definieren wir als

n

Vol(Q) = [ [ (b — as) = (b1 —a1) ...~ (bn — an).

i=1

(iii) Eine Familie @ = {Q1, ..., Qq} von ¢ € N Quadern heifit Quaderzerlegung einer Menge
A C R”, falls gilt

(@) A=Up=r,. o @r

(b) Fiir alle k,j = 1,...,¢ mit k # j gilt int Q, NintQ; = @ (man sagt, die Mengen
int Q sind paarweise disjunkt).

Fiir eine Menge A C R” mit Quaderzerlegung Q definieren wir
a
Vol(A) := > Vol(Qy). (23.1)
k=1

(iv) Fiir einen Quader Qy = [a1,b1] X. .. X [an, by] der Zerlegung Q von A aus (iii) definieren
wir

Q. = [a1,b1) X [ag,b2) X ... X [an,by).

Die Vereinigung all dieser Quader bezeichnen wir mit

A" = U Q-
k=1,....q

m}

Beachte, dass die Menge A in (iii) stets beschrénkt sein muss, da sie ansonsten nicht in
endlich viele beschrénkte Quader zerlegt werden kann. Zudem folgt sofort, dass der Rand
von A stiickweise aus Rédndern von Quadern bestehen muss.

Definition (iv) erscheint auf den ersten Blick etwas technisch, beschreibt aber etwas ganz
Einfaches: Q} besteht gerade aus @) ohne alle Rander mit den groBeren Koordinaten (also
ohne den rechten, oberen, hinteren ...Rand). Die Menge A* ist gerade die Menge A ohne
die Rénder mit den gréfleren Koordinaten. Beachte, dass wir fiir jede Quaderzerlegung von
A die gleiche Menge A* erhalten. Der Grund fiir diese Definition ist, dass wir so zu jedem
Punkt x € A* ein eindeutigen Quader @), finden kénnen mit € Q. Diese Eigenschaft
wird einige Beweise im Folgenden deutlich vereinfachen.

Definition 23.2 (i) Eine beschrénkte Funktion f : A — R heift Treppenfunktion auf einer
Menge A C R™, falls eine Quaderzerlegung Q von A und eine Menge reeller Zahlen ¢; € R,
k=1,...,q existiert, so dass

floy = ek
gilt fiir jeden Quader Q) € Q.
(ii) Eine beschrénkte Funktion f : R™ — R heit Treppenfunktion auf R"™, falls eine Menge
A C R" existiert, so dass f|4 eine Treppenfunktion auf A ist und f|gn\ 4 = 0 gilt.

Die so definierten Mengen von Treppenfunktionen werden mit T'(A) bzw T(R™) bezeich-
net. O
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Dies verallgemeinert die Definitionen 11.1 und 15.21' der Treppenfunktionen in R. Die
Bedingung, dass f auf @} (und nicht nur auf int Q) konstant ist, haben wir in R nicht
gebraucht. Wir werden in Lemma 23.4 sehen, warum wir dies im R" bend&tigen.

Genau wie in R konnen wir die Zerlegung zu einer Treppenfunktion beliebig weiter in
kleinere Quader unterteilen, ohne dass die Treppenfunktionseigenschaft verloren geht.

Aus diesem Grunde kénnen wir wie in R fiir je zwei Treppenfunktionen f und g auf der glei-
chen Menge A 0.B.d.A. annehmen, dass sie auf der gleichen Quaderzerlegung definiert sind,
indem wir die urspriinglichen Zerlegungen ggf. weiter unterteilen, so dass beide Funktio-
nen auf den Quadern der neuen Unterteilung konstant sind. Eine solche neue Unterteilung
existiert, da man fiir je zwei Quader )1 und Q2 die Mengen Q1 N Q2 sowie Q1 \ Q2 stets
wieder durch Quader darstellen kann. Aus diesem Grund sind Summen und Produkte von
Treppenfunktionen im R” stets wieder Treppenfunktionen.

Das Integral iiber eine Treppenfunktion kénnen wir nun ganz analog zum reellen Fall
definieren.

Definition 23.3 Fiir eine Treppenfunktion f € T'(A) (oder f € T'(R™) mit definierender
Menge A) und eine Quaderzerlegung Q = {Q1,...,Qq} von A und flintg, = ¢ definieren
wir das Integral als

/Af(a:)dx = ZVOl(Qk)Ck:-

k=1

Die anschauliche Interpretation dieses Integrals ist, dass wir das Volumen der Menge unter
dem (stiickweise konstanten) Graphen berechnen, wie iiblich mit negativem Vorzeichen
falls f negative Werte annimmt.

Wie in R beweist man, dass der Integralwert nicht von der Wahl der Zerlegung Q abhéngt.
Ebenso gelten Monotonie und Linearitéit wie in R, d.h. Satz 11.4 gilt weiterhin.

Bereits bei der Differentialrechnung haben wir verwendet, dass man vektorwertige Funkti-
onsargumente x € R” in kleinere Teilvektoren y € RP und z € R® mit p + s = n zerlegen
kann und statt f(x) dann auch f(y, z) schreiben kann. Das folgende Lemma zeigt einige
Eigenschaften von Treppenfunktionen unter einer solchen Darstellung.

Lemma 23.4 Essei f € T(A) mit ACR"und A=Y x Z fur Y C RP, Z C R® mit
p+ s = n. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Es gilt A* = Y™ x Z* und die Funktion
y—=9() = f(y,2)
ist fiir jedes feste z € Z* eine Treppenfunktion auf Y.
(ii) Die Funktion
2o [ Sy

'Die Treppenfunktion T'(R™) werden wir erst beim Lebesgue-Integral benétigen.
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ist eine Treppenfunktion auf? Z.
(iii) Es gilt?
/ f(@)de = / / [y, z)dydz.
A zJy

Beweis: (i) Wir konnen jeden Quader Q; € @,k =1,...,¢, in der Form Q; = Qry X Qr 2z
darstellen, wobei @}, y ein p- und Qi 7 ein s-dimensionaler Quader ist. Mit dieser Aufteilung
gilt dann Q) = Q;Y X QZ’Z, woraus insbesondere die Gleichheit A* = Y* x Z* folgt.
Definieren wir nun fiir z € Z* die Menge

Qv (2) ={Qrylk=1,...,9, 2 € Q; 2},

so definiert dies eine Quaderzerlegung von Y (die Anzahl der Quader in Qy (z) ist typi-
scherweise kleiner als ¢, wir behalten aber die urspriingliche Nummerierung bei). Die zu
den Qj,y gehdrigen Mengen Q};Y bilden dann eine Zerlegung von Y*.

Fiir alle Qxy € Qy(2) und alle y € Qj - gilt dann z = < g > € Q. Also folgt

9(y) = f(y,2) = f(z) = e

und folglich ist g eine Treppenfunktion.

(ii) Fir jedes Z € Z* definieren wir die Quadermenge

Qz(2) ={Qkrz € Qz|Z€ Q. 4} (23.2)

und den Quader
Qz(3) = () Qrz
Qr,z€9z7(%)

Da nur endlich viele Quader Q7 existieren, gibt es — auch wenn es unendlich viele
Z € Z* gibt — auch nur endlich viele verschiedene solche Quader Q7 (Z). Deren Inneres ist
wegen der Konstruktion iiber die Schnittmengen disjunkt. Daher bilden diese Quader eine
Quaderzerlegung von Z, die wir in der Form

Qy = {@j,ZU: L...,q}

schreiben.

2GemsiB (i) ist das Integral fiir alle z € Z* definiert. Fiir 2 € Z \ Z* kénnen wir der Funktion beliebige
Werte zuordnen, da diese Werte in der Definition der Treppenfunktion keine Rolle spielen.
3Das folgende “verschachtelte” Integral ist zu verstehen als

/Z /Y f(y, 2)dydz = /Z ( /Y f(w)dy) dz.

Die Aussage (iii) wird auch als “Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen” bezeichnet.
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Ist nun @j,z € éz, so gilt @j,Z = Qz(2) fiir ein Z € Z*. Aus der Konstruktion von Qz(Z2)
folgt dann Qz(2) = Qz(2) = Qjz fiir alle 2 € Q] ; und damit f(y,z) = f(y, 2) fiir alle
y €Y und alle z € @j . Folglich ist

Z Af(y, z)dy

konstant in z auf @;‘ » und damit eine Treppenfunktion beziiglich der Zerlegung 0 Z.

(iii) Betrachte einen Quader @L 2 € Q. Dann erhalten wir fiir jedes z € CN?j,z die gleiche
Familie von Quadern Qz(Z) in (23.2), die wir — da sie nur von der Wahl von j abhéngt
— mit Qz(j) bezeichnen. Fiir alle z € Q] ; gilt dann

q
/Yf(y,z)dy— > Vol(Qry)e.

Qp,z€z ()

Jeder Quader Q) 7 ist nun in mindestens einer, moglicherweise aber auch in mehreren
der Familien Qz(j) enthalten. In jedem Fall ist Qi 7 aber gerade die Vereinigung aller

zugehorigen @Q; z. Es gilt also

q
Vol(@Qrz)= Y. Vol(@)2).
Qk,ZJEZéZ(J')

Damit folgt

q q
/Z/Yf(y,z)dydz - ;Vol(@j,z) ; Vol(Qr.y )ex

Qk,z€27 ()

q q
= Z Z Vol(Q;.z) Vol(Qr.y e

k=1 =1
Qk,z€27(3)

=Vol(Qk,z)

q
= Z VOl(Qk’Z)VOI(Qk,y) C

h=1 —Vol(Qk)

= Vol(Qr)er = | f(z)dz.

U

Bemerkung 23.5 (i) Da man die Rollen von y und z in Lemma 23.4 einfach vertauschen
kann, gilt die Aussage fiir festes y € Y* analog fiir die Funktionen z — f(y,2) und das
entsprechende Integral und es folgt

/Y/zf(y’z)dZdy_Af(m)dx_/z/yf(yaz)dydz-
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Wir kénnen die Integrationsreihenfolge also beliebig vertauschen.

(ii) Mehrfache Anwendung des Satzes liefert, dass wir fiir eine Menge A, die sich in der
Form A = Y; x Y5 x ...Yyn zerlegen lisst und die zugehorige Vektorzerlegung z? =
(T 3, ..., y%), die Gleichung

/f(x)dx:/ / flyi,y2, .-, yn) dyn ... dya dy;
A Y1 JY> Yn

erhalten. Falls A ein Quader von der Form [a1,b1] X ... X [an, by] ist, folgt daraus

b1 bo bn
/ / / flay, 2o, xp)dey, ... desdry,
al az Qn

wobei die z; jetzt eindimensionale Variablen sind und die Integrale daher Integrale auf R
sind. 5

23.2 Definition des Riemann-Integrals
Das Riemann-Integral kann man nun ganz analog zum reellen Fall definieren.

Definition 23.6 Sei f: D — R eine Funktion, D C R" offen und sei A C D eine Menge,
fiir die eine Quaderzerlegung existiert. Dann definieren wir das Oberintegral

/A* f(z)dx := inf {/Aap(x)dm v € T(A), ¢ > f}

und das Unterintegral

[ @z =sw { [ otaris| ¢ e, 0 < 1}
x A A
wobei die Integrale iiber ¢ im Sinne von Definition 23.3 zu verstehen sind. i

Definition 23.7 Wir nennen eine Funktion f : D — R, D C R" offen, Riemann-integrier-
bar auf einer Quader-zerlegbaren Menge A C D, falls

/A* f(z)dz = /*A f(z)dx

gilt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f als

/A f(x)dz = /A " f(2)da.

Genau wie in R beweist man, dass das Integral ein monotones und lineares Funktional ist
und genau wie in R folgt der folgende Satz aus der Definition und den Eigenschaften des
Supremums und Infimums.
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Satz 23.8 Eine Funktion f: D — R, D C R" offen, ist genau dann Riemann-integrierbar
auf einer Quader-zerlegbaren Menge A C D, wenn zu jedem £ > 0 Treppenfunktionen
v, € T(A) existieren mit ¢ < f < ¢ und

/A Y(z)dz — /A o(x)dr < e.

Auch im R™ kann man fiir verschiedene Funktionenklassen zeigen, dass sie Riemann-
integrierbar sind. Klar ist, dass Treppenfunktionen stets Riemann-integrierbar sind. Der
folgende Satz zeigt, dass dies auch fiir alle stetigen Funktionen gilt.

Satz 23.9 Sei A C R" eine Quader-zerlegbare Menge. Dann ist jede stetige Funktion
f : A — R Riemann-integrierbar auf A.

Beweis: Wir zeigen, dass die Voraussetzung von Satz 23.8 erfiillt ist. Sei dazu & > 0
beliebig. Da A als Vereinigung von endlich vielen Quadern beschrinkt und abgeschlossen
ist, ist A kompakt, folglich ist f nach Satz 19.15 gleichméfig stetig. Wir setzen & :=
e’ /Vol(A) und wihlen § > 0 wie in der Definition 19.14 der gleichméBigen Stetigkeit, wobei
wir die co-Norm verwenden. Wihlen wir nun eine Quaderzerlegung Q = {Q1, ..., Q4} mit
Quadern der Kantenldnge < ¢ (die wir immer durch hinreichend héufiges Unterteilen der
urspriinglichen Quaderzerlegung konstruieren kénnen), so gilt fiir je zwei Punkte z, 2’ in
einem Quader Q € Q die Ungleichung ||z —2'|| < ¢ und damit |f(x)— f(z')| < . Beachte,
dass (23.1) auch fiir die neue Quaderzerlegung gilt, da sich das summierte Volumen durch
Unterteilung nicht &ndert.

Definieren wir also Werte ¢, = min{f(z) |z € Qx} und ¢, = max{f(z) |z € Qx}, so folgt
¢, — ¢ < €. Betrachten wir nun die Treppenfunktionen

Plor =cp  und  Ylgr = Cles
so gilt ¢ < f < und
q
| v@ie= [ payde = [ va) —pla)ds - > Vol(@e)ch — o
q
< ZVOI(Qk)E = Vol(A)e = ¢
k=1

Da ¢’ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung mit Satz 23.8. U

Wie in R (vgl. Abschnitt 11.3) kann man die Konstruktion der Treppenfunktionen in diesem
Beweis zur Berechnung der Integrals verwenden. Wir werden aber bereits im néchsten
Abschnitt eine Methode kennen lernen, mit der das viel effizienter geht.

Bemerkung 23.10 Fiir eine Funktion f : R"™ — R heifit

supp(f) :={x e R?| f(x) # 0}
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der Trager (engl. Support) der Funktion. Fiir eine stetige Funktion mit kompaktem Triger
und alle Quader A, A C R™ mit supp(f) C A und supp(f) C A gilt dann

/A f(2)dz = /Kf(@dw,

da f (und damit auch das Integral) ja auerhalb von supp(f) gleich Null ist. Dieses Integral
schreiben wir kurz auch als

f(x)dz.

R"

23.3 Der Satz von Fubini fiir stetige Funktionen

Bisher haben wir zwar das Integral definiert, haben aber noch kein richtiges Mittel, das
Integral auf einfache Weise auszurechnen. Der folgende Satz liefert zusammen mit der
nachfolgenden Bemerkung die Grundlage dafiir.

Satz 23.11 (Satz von Fubini fiir stetige Funktionen) Sei A C R” eine Quader-
zerlegbare Menge, die sich in der Form A = Y x Z fiir zwei Quader-zerlegbare Mengen
Y C RP, Z C R® mit p+s = n schreiben lédsst. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f : A - R

die Gleichung
/Af(w)deZ/Z/Yf(y,Z)dde-

Insbesondere sind die beiden auf der rechten Seite definierten Funktionen Riemann-integrierbar.

Beweis: Wir withlen ¢ > 0 beliebig und die Funktionen ¢ < f < 1) wie im Beweis von
Satz 23.9, wobei wir € > 0 nun aber als ¢ := min{e’/Vol(A),&’/Vol(Y)} wihlen*.

Nach Lemma 23.4(i) sind die Funktionen y — ¢(y, z) und y — 9 (y, z) Treppenfunktionen.
Wegen der Monotonie des Integrals gilt zudem fiir alle z € Z

[ vy~ [ el 2)dy < Voly)e <
Y Y
weswegen y — f(y, z) nach Satz 23.8 Riemann-integrierbar ist mit
¢(z) == / oy, z)dy < / fy, 2)dy < / P(y, 2)dy =: ¥ (2).
Y Y Y
Nach Lemma 23.4(ii) sind ¢ und v wieder Treppenfunktionen. Fiir diese gilt

/Ziz(z)dz - /Zgé(z)dz = /A@ZJ(:E) — p(z)dxr < Vol(A)e < €',

“Beachte, dass Vol(Y') > Vol(A) gelten kann. Als Beispiel betrachte A = [0,1] x [0,1/2], Y = [0,1] und
Z =10,1/2].
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Daher ist z — fy f(y, z)dy nach Satz 23.8 Riemann-integrierbar. Aus der Monotonie des
Integrals und Lemma 23.4(iii) folgt dann

/A f()dz - /Z /Y £y, 2)dydz

und damit die behauptete Gleichung, da & > 0 beliebig war. 1l

S/Aw(x)dx—/z/ysO(y7Z)dde<6'

=[, o(z)dx

Analog zu Bemerkung 23.5 gelten die folgenden Anmerkungen.

Bemerkung 23.12 (i) Da man die Rollen von y und z in Satz 23.11 einfach vertauschen
kann, gilt die Aussage fiir festes y € Y analog fiir die Funktionen z — f(y,z) und das
entsprechende Integral und es folgt

/Y/Zf(y7z)d2dy:/Af(aj)dx:/z/yf(y’z)dydz'

Wir kénnen die Integrationsreihenfolge also beliebig vertauschen.

(ii) Mehrfache Anwendung des Satzes liefert, dass wir fiir eine Menge A, die sich in der
Form A = Y; x Y5 x ... Yy zerlegen lisst und die zugehorige Vektorzerlegung 27 =
(vl yd, ... y%), die Gleichung

/f(l‘)dIKZ/ / v | fy Y2, yN) dyn - dy2dy
A Y1 /Y2 Yn

erhalten. Falls A ein Quader von der Form [a1,b1] X ... X [an, by] ist, folgt daraus

b pbe b
/f(m)dx:/ / flxi,xe, ... ,xp)dey, ... deedxy,
A al az an

wobei die x; jetzt eindimensionale Variablen sind und die Integrale daher reelle Riemann-
Integrale sind. a

Teil (ii) dieser Bemerkung liefert nun eine einfache Moglichkeit, die Integration im R™ auf
Quadern A auf die Integration in R zuriickzufiihren. Wir betrachten dazu die folgenden
Beispiele.

Beispiel 23.13 (i) f: R? = R, f(z) =22 + 23, A=[-1,1] x [-1,1]

Es gilt
1,1
/f(x)dx = / / 22 + x3drodr
A -1J-1
1

23|
= / rize + 2 dzy
1 314

1 3
2 2z 21’1
/_1 a:1+3x1 3 + 3
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(ii) (Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel) Die Oberfliche der Halbkugel
mit Radius 1 im R?® wird durch die Funktion

flxy,me) =4/1 —:c% — x%

fiir alle (21,22)7 € R? mit 2% + 22 < 1 beschrieben. Setzen wir f(z1,72) = 0 fiir alle
anderen x1, 2, so ist f eine stetige Funktion mit kompaktem Triger supp(f) = {z € R? :
2?2 + 23 < 1}, also Riemann integrierbar und das Volumen der Halbkugel ist gerade das
Volumen unter dem Graphen. Fiir die Integration kénnen wir einen beliebigen Quader A
mit supp(f) C A verwenden, wir nehmen hier A = [—1,1] x [-1,1].

Fiir jedes feste 1 € R gilt dann f(z1,22) = /1 — xl — 23 falls 2+ x% < 1 (also |zo| <
/1 —2%) und f(z1,22) = 0 sonst. Damit folgt

1 \/1-2?
/ f(z1,z2)dzes = / 1 — 2?2 — 23dxy
-1 V122
= / \/1—m 1— a2 — (1 — 2?)a3dxy
= / \/1—x1\/1—$1\/1—1‘%d:v2

wobei wir hier zunéchst eine Substitution mit ¢(z2) = 1/1 — 2222 durchgefithrt haben und
dann das Ergebnis aus Beispiel 12.11(v) verwendet haben. Damit folgt

/Af(x)dm = / / F(21, 32)dzodz,

T [
= / (1—:5‘1) dry = / 1 —aidry
1 2 /4
T 2
- 3 (z1 —21/3)[L = 37
=2/3—(—2/3)=4/3
Das Volumen der gesamten Kugel betréigt also %w. O

Bemerkung 23.14 Definition 23.7 erlaubt bisher nur die Integration auf Gebieten A, die
in Quader zerlegt werden kénnen. Der Satz von Fubini gibt nun die Mo6glichkeit, ein Integral
auch auf den folgenden induktiv definierten allgemeineren Mengen zu definieren.

Sei Y1 C R™. Fiir jedes y; € Y7 sei eine Menge Y2(y1) C R™ gegeben, fiir jedes Paar
(y1,y2) mit y1 € Y7 und yo € Ya(y1) eine Menge Y3(y1,y2) C R™ gegeben usw. Fiir N
solcher nacheinander definierten Mengen und n = ny + ... + ny definieren wir dann

A:={(y1,...,yn) € R" |yx € Yi(y1,...yp—1) fir alle k =1,... ,N}.
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Fiir 27 = (y7,...,y%) und f: A — R definieren wir das Integral dann als

A Y1 JYa(y1) YN (Y1,YN—1)

Falls A in Quader zerlegt werden kann, ist dies nach dem Satz von Fubini genau das
Integral aus Definition 23.7, allerdings kénnen wir auf die obige Art viele weitere Mengen
(z.B. Kreise im R? mittels ny = ny = 1 und Yy = [~1,1], Ya(y1) = [-/1 — v, /1 — )
darstellen und dann iiber diese integrieren. Ahnlich wie im Beweis von Satz 23.9 zeigt man,
dass dieses Integral z.B. dann existiert, wenn A kompakt und f stetig ist.

Die Integration auf noch allgemeineren Mengen werden wir im folgenden Kapitel im Rah-
men des Lebesgue-Integrals betrachten. a

23.4 Integrale iiber Teilargumente

Im Satz von Fubini treten Integrale auf, die nur iiber einen Teil der Funktionsargumente
gebildet werden. In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen, die durch solche Integrale
definiert werden. Dazu betrachten wir Funktionen der Form

f:AxD—=>R, (x,y)— f(x,y) (23.3)

mit D C R™. A sei dabei stets eine Quader-zerlegbare, also insbesondere kompakte Menge,
iiber der wir also im Riemann-Sinn integrieren kénnen.

Ziel ist es nun, Aussagen iiber Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion

g:D — R, g:y»—>/Af($,y)da: (23.4)

zu machen.

Fiir beide Eigenschaften beweisen wir zunéchst ein Hilfslemma und dann den entsprechen-
den Satz.

Lemma 23.15 Sei f aus (23.3) stetig und sei (yx)ren eine konvergente Folge in D mit
y* = limg_,0 yr € D. Dann konvergieren die Funktionen

Fr: A—=R, Fi(z):= f(z,y)

gleichmifig gegen die Grenzfunktion F'(x) := f(z,y*).

Beweis: Nach Satz 19.4 ist die Menge
M :={yr|k e N} U{y"}

kompakt. Da A ebenfalls kompakt ist, ist auch A x M kompakt (Ubungsaufgabe).

Sei nun £ > 0 vorgegeben. Wir miissen ein K (g) > 0 finden, so dass |Fy(x) — F(z)| < ¢
gilt fur alle k > K(¢) und alle x € A. Da f stetig ist, ist f auf A x M gleichmifig stetig.
Folglich existiert ein § > 0 mit

I(2,9) = (@9 )lle <0 = |f(z,y) = f(&,y)] <e.
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Ist nun K (e) so grofl gewihlt, dass ||yr —y*||co < 0 gilt fiir alle k& > K (e), so folgt ||(x, yi) —
(@, ¥ ) loo = llyk — ¥*|loo < 0 und damit fiir alle £ > K(e) und alle z € A

|Fr(z) — Fz)| = [f(x,y) — f(@,97)] <e,

also die gesuchte Eigenschaft. U
Satz 23.16 Sei f aus (23.3) stetig. Dann ist die Funktion g aus (23.4) ebenfalls stetig.

Beweis: Sei y € D beliebig und y; — vy eine Folge in D. Dann gilt mit den Bezeichnungen
aus Lemma 23.15

Q(Qk)ZAFk(x)dw und g(y)Z/AF(x)da:.

Nach Satz 14.13, der im R" ebenfalls gilt und genauso wie in R bewiesen wird und der
wegen der gemifl Lemma 23.15 geltenden gleichméfigen Konvergenz angewendet werden
kann, kénnen wir nun Grenzwertbildung und Integration vertauschen. Also gilt

lim g(y) = lim /A Fu(z)de = /A lim Fj(x)dz = /A F(x)dz = g(y)

k—o0

und damit die behauptete Stetigkeit in y. U

Nun untersuchen wir die Differenzierbarkeit von g aus (23.4). Wiederum formulieren wir
zunéchst eine Hilfsaussage.

Lemma 23.17 Sei f wiein (23.3). Fiirein j € {1,...,n} sei f stetig partiell differenzierbar
nach y; auf D. Seiy € D und (hy)ren eine reelle Nullfolge mit hy, # 0 und y, := y+hre; € D
fiir alle k € N, wobei e; den j-ten Einheitsvektor im R" bezeichnet. Dann konvergiert die
Funktionenfolge
f(xvyk) — f(:c,y)

hy

Fk:A—>R, Fk(x) =
gleichméflig gegen die Funktion

F:A—-R, F(x):= a—(:r,y).
j

Beweis: Wir schreiben kurz D; f(z,y) := g—yfj(:c, Y).

Sei & > 0 beliebig. Da D offen ist, existiert ein n > 0 mit B,(y) C D. Da D;f stetig ist
auf A x D ist die Funktion gleichméBig stetig auf der kompakten Menge A x B, (y). Es
existiert also ein § > 0, so dass fiir alle 2,2’ € A und alle ¢ € B, (y) gilt

Iz y) = (@1 )lee <6 = [Djf(z,y) = Dif(a',¢)) <e.

0.B.d.A. kénnen wir § < n wihlen. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung in
R angewendet auf die reelle Funktion h — f(x,y + he;) existiert nun fiir jedes k € N ein
O € [0, 1] mit

Fy(z) = Djf(SU, Y+ Hkhkej).
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Sei nun K (e) so groB, dass |hy| < d gilt fiir alle k£ > K (¢). Dann gilt auch ||(y + 0xhre;) —
Ylloo < |hi| < &, damit insbesondere y + Oxhre; € By(y) und es folgt fiir jedes x € A

|F'(z) — Fp(z)| = |Djf(x,y) — Djf(z,y + Ophypes)| < e

und damit die gleichmifiige Konvergenz. U

Satz 23.18 Sei f wie in (23.3). Fiir ein j € {1,...,n} sei f stetig partiell differenzierbar
nach y; auf D. Dann ist g aus (23.4) stetig partiell differenzierbar nach y; und es gilt

T d:):/:r
8%3/ ay]/fy afy

Wir diirfen die Reihenfolge von Integration und Differentiation also vertauschen bzw. “un-
ter dem Integral ableiten”.

Beweis: Wir wihlen Fj, F, hi und y; wie in Lemma 23.17. Wegen der gleichméfigen
Konvergenz von Fj, gegen F' gilt nach Satz 14.13

lim /Fk(m)dx:/ lim Fk(az)dx:/F(x)d:E:/ if(z,y)dm
k—oo J 2 A k—oo A Aayj

Insbesondere existiert also der Grenzwert auf der linken Seite dieser Gleichung. Andererseits
gilt aber

/AFk(m)dx = /f”: ) = 1@,9)

= h </fxykdx—/fxydg;> _ 9(y+hkfz)_g(y)‘

Folglich existiert fiir jede Nullfolge hg mit hg # 0 der Grenzwert

lim gy + hiej) — g(y)
k—o0 hk

bl

also die Ableitung der Funktion g;(h) := g(y + he;) in h = 0. Dies ist genau die Funktion
aus der Definition aus der partiellen Ableitung dg/0y;(y), weswegen diese existiert und die
behauptete Gleichung erfiillt. U

Bemerkung 23.19 Durch Anwendung von Satz 23.18 auf die Komponenten der Ableitung
Dyg (vgl. (20.5)) folgt die Gleichung

D, [ faw)ds = [ Dyfa.y)da

falls die Voraussetzungen von Satz 23.18 fiir alle j = {1,...,n} erfiillt sind, was genau
dann der Fall ist, wenn D, f(z,y) fiir alle (x,y) € A x D existiert und stetig ist. O
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Beispiel 23.20 Wir wollen das (reelle) Integral

b
/ 2% cos z dx
0

berechnen. Das kann man mit zweimaliger partieller Integration machen (was eine Menge
Rechnung erfordert), man kann aber auch Satz 23.18 geschickt anwenden:

Betrachte die Funktion )
g(y) :== /0 cos(zy)dx

fir y € D = (1/2,2). Da sin(zy)/y Stammfunktion zu cos(xy) ist (beziiglich der Variablen
x), konnen wir dieses Integral ausrechnen als

b sin(x sin
9(y) 2/0 cos(xy)dx = (yy> b= (by)

Nach Satz 23.18 mit A = [0,b] gilt dann

b
/ — cos(zy)dr = —/ xsin(zy)dx.
0

Da der Integrand wieder stetig differenzierbar nach y ist, kénnen wir Satz 23.18 noch einmal
anwenden und erhalten

b
—axsin(zy)dr = — z? cos(zy)dx
8@/ 3y / /0 (e)

b g 0
22 cosxdr = ———qg(1) = —g"(1).
/ o) = =g ()

und damit

Wegen ¢(y) = sin(by)/y folgt nun

sin(b bcos(b

und
2sin(by)  2bcos(by) b2 sin(by)

y3 y? Y

q"(y) =

und damit

b
/ 22 cosxdr = —2sinb + 2bcosb + b sinb.
0



Kapitel 24

Das Lebesgue-Integral im R"

Stand:
Genau wie im vorhergehenden Abschnitt das Riemann-Integral werden wir nun das Lebesgue-17- August 2018
Integral auf den R™ — d.h. auf Funktionen f : D — R mit D C R™ — erweitern. Schaut
man sich die Konstruktion des Lebesgue-Integrals in R an, so sieht man, dass man dazu
drei Begriffe bendtigt.

e Treppenfunktionen — diese haben wir bereits im letzten Kapitel definiert

e Monotone Konvergenz — diese kann man genau wie auf R definieren, da ja nur die
Werte der Funktionen monoton sein miissen und diese nach wie vor in R liegen

e Nullmengen — diese miissen wir nun auf den R"™ verallgemeinern.

24.1 Nullmengen im R"

Die Definition der Nullmenge im R"™ ist vollig analog zu der in R (vgl. Definition 15.1),
wenn wir die dortigen Intervalle durch Quader ersetzen.

Definition 24.1 Eine Menge N C R" heifit Lebesgue-Nullmenge (im Folgenden kurz Null-
menge genannt), falls fiir jedes ¢ > 0 eine abzdhlbare Menge von Quadern Qq, @1, Q2, ...
existiert mit

Nc |J intQk und > Vol(Qp) < e
k=0

k=0,...,00

Wie bisher sagen wir nun, dass eine Aussage fast iiberall auf einer Teilmenge M C R" gilt,
wenn eine Nullmenge N C R" existiert, so dass die Aussage fiir alle z € M \ N gilt.

Ganz analog wie in R beweist man die folgenden Aussagen.

Satz 24.2 (i) Jede endliche und jede abzihlbare Menge ist eine Nullmenge.

323



324 KAPITEL 24. DAS LEBESGUE-INTEGRAL IM RN

(ii) Die Vereinigung |J,,cyy Nn von abzihlbar vielen Nullmengen No, N1, Na,... C R™ ist
wieder eine Nullmenge.

(iii) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(iv) Eine Nullmenge N C R™ kann keine offene Menge O C R™ enthalten.

Beweis: (i)-(iii) Folgen vo6llig analog zu den Beweisen in R.

(iv) Da O offen ist, gibt es ein z € O und ein § > 0, so dass M := Bs(x) C O gilt. Wihlen
wir die Norm hier als co-Norm, so ist dieser Ball ein Quader mit Kantenlénge 26 und besitzt
daher das Volumen Vol(M) = (26)". Ist nun eine Uberdeckung von N durch Quader Qy
gegeben, so iiberdecken die Mengen int (0, insbesondere die Menge M und da M kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, die wir mit Qo,Q1,...,Q, bezeichnen. Das
summierte Volumen dieser Quader muss nun mindestens so grofl wie das Volumen Vol(M)
sein, weswegen das Gesamtvolumen aller Q; mindestes (29)" betragen muss und daher
nicht kleiner als jedes € > 0 sein kann. U

Beispiel 24.3 (i) Jede Menge der Form
N = [al,bﬂ X [az,bﬂ X ... X [anabn]

mit a; < b; fiir alle ¢ = 1,...,n und a;, = b;, fir mindestens ein ig € {1,...,n} (ein
sogenannter flacher oder degenerierter Quader) ist eine Nullmenge, denn:

Wir kénnen N stets durch das Innere des Quaders
Q:=la1—¢€/2,by + /2] x ... x [an —€'/2,b, + €' /2]

iiberdecken, welcher fiir alle &’ € (0,1) das Volumen

H(bz — a; + 8/) S H (bz — Q; + 1) (bio — Q4 + 8,) = 05,
=0 =0
iig

=:C

besitzt. Zu € > 0 finden wir also die gesuchte Uberdeckung (mit nur einem Quader), wenn
wir ¢/ = ¢/C setzen.

(ii) Fiir jedes ¢ € R und iy € {1,...,n} ist die Hyperebene
E={zeR"|z;, =c}
eine Nullmenge, da diese Menge aus den abzéhlbar vielen flachen Quadern
Q = [a1,a1 + 1] X ... X [aig—1, @Gig—1 + 1] X [¢, €] X [@ig41, Gig+1 + 1] X ... X [an, an + 1]

fiir a; € Z besteht.

(iii) Die Menge aller Sprungstellen einer Treppenfunktion ist eine Nullmenge, da sie aus
endlich vielen Quaderrdndern besteht, welche flache Quader und damit geméaf$ (i) Nullmen-
gen sind. O
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Beispiel (iii) zeigt, dass es im Sinne der Konvergenz fast iiberall nun wieder egal ist, welchen
Wert eine Treppenfunktion am Rand der Quaderzerlegung annimmt. Es reicht also im
Folgenden, eine Treppenfunktion durch ihre Werte auf int QQ; zu definieren, da wir eine
solche Funktion durch Ab#ndern der Werte auf einer Nullmenge stets in eine auf den
Mengen @, konstante Funktion umwandeln kénnen.

24.2 Das Lebesgue-Integral fiir Borel-messbare Funktionen

Analog zu der Definition R definieren wir zunéchst das folgende Integral.

Definition 24.4 (Lebesgue Integral fiir Borel-messbare Funktionen) Sei A C R".

(i) Mit L5(A) (bzw. L5(A)) definieren wir die Menge der Funktionen f : A — R, fiir die
eine Folge von Treppenfunktionen ¢y € T'(A) mit beschrinkter Integralfolge existiert mit

or S f (bzw. o N\ f) fiir £ — oo.
Das Lebesgue-Integral fiir f € LE(A) bzw. f € L;(A) definieren wir dann als

/A f(x)dz = lim /A on(z)dz.

(ii) Wir definieren die Menge Lp(A) der Lebesgue-integrierbaren Borel-messbaren Funktio-
nen als die Menge aller Funktionen f : A — R, die sich als Summe f = g+h mit g € L}(A)
und h € L;(A) schreiben lésst.

Das Lebesgue-Integral fiir ein f € Lp(A) ist dann gegeben durch

/A Fa)da = /A g(x)dz + /A h(z)da,

Alle Eigenschaften des Lebesgue-Integrals in R — insbesondere die Konvergenzsétze aus
Abschnitt 16.2 — iibertragen sich damit auf das Lebesgue-Integral in R™. Beachte, dass wir
hier im Gegensatz zum Riemann-Integral auch A = R” zulassen kénnen. Allerdings haben
wir auch hier das Problem, dass wir zunéchst nur iiber Mengen A integrieren kénnen, auf
denen wir Treppenfunktionen definieren kénnen. Dieses Problem 16sen wir im folgenden
Abschnitt.

24.3 Borel-messbare Mengen

Wir erinnern zunéchst an die folgende Definition und Eigenschaft aus den Bemerkungen
15.3 und 16.12, die wir hier in den R" {ibertragen:

Eine Funktion f : A — R, A C R", heifit Borel-messbar, wenn es eine Folge von Trep-
penfunktionen ¥ € T'(A) gibt, die fast {iberall gegen f konvergiert. Die Menge dieser
Funktionen wird mit B(A) bezeichnet.

Gegeben sei eine messbare Funktion f € B(A), fiir die ein g € Lp(A) existiert mit |f] < g
fast tiberall. Dann gilt f € Lg(A).
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Definition 24.5 (i) Zu einer Menge A C R" definieren wir die charakteristische Funktion
x4 :R" — R als

1, z€A
Xa(@) = { 0, ¢ A.

ii) Eine Menge A C R™ heifit Borel-messbar, wenn ihre charakteristische Funktion x4 in
B(R™) liegt. O

Anschaulich kann man sich Borel-messbare Mengen als Vereinigung unendlich vieler (be-
liebig grofier oder kleiner) Quader vorstellen. Fiir diese Mengen gilt der folgende Satz.

Satz 24.6 Sei A C R"™ eine Borel-messbare und beschrinkte Menge. Dann ist x4 €
Lp(R™).

Beweis: Wenn A beschriankt ist, existiert ein Quader Q C R™ mit A C (. Die Treppen-
funktion mit ¢(x) = 1 auf @ und ¢(z) = 0 auf R\ Q ist dann integrierbar und erfiillt
Ixa| < ¢ auf dem ganzen R™. Folglich ist x4 integrierbar und Borel-messbar. U

Definition 24.7 Sei A C R" eine Borel-messbare Menge. Falls x4 € Lp(A) gilt, setzen
wir

Vol(A4) := /n xa(z)dz.

Andernfalls setzen wir Vol(A) := oc. O

Die Wahl “Vol(A) = oo” fiir x4 ¢ Lp(R") ist durch die folgende Beobachtung motiviert:
Fiir R > 0 betrachte die Quader Qr := [-R, R] X ... x [-R, R]. Falls A messbar ist,
ist AN Qg ebenfalls messbar (indem man die Treppenfunktionen ¥y — x4 auBlerhalb
von Qr auf 0 setzt) und Vol(A N Qr) ist endlich, weil A N Qg beschrinkt ist. Fiir eine
monoton wachsende Folge Ry — oo ist Vol(A N Qg, ) nun monoton wachsend. Wire diese
Folge beschrénkt, so wére x4 nach Satz 16.8 (den wir mit g, an Stelle von Ij in den R"
ibertragen konnen) aus Lg(R"™). Falls also x4 ¢ Lg(R") gilt, wéchst die Folge Vol(ANQr, )
unbeschrénkt fiir Ry — oo, was die Definition Vol(A) = oo rechtfertigt.

Die Integration auf beliebigen Borel-messbaren Mengen A C R" ist nun wie folgt definiert.

Definition 24.8 Sei f € Lp(D) fiir ein D C R™ und A C D eine messbare Menge. Dann
definieren wir

[t = [ @)@

mit der Konvention xa(z)f(x) := 0 fiir z ¢ D. o

Beachte, dass dieses Integral wohldefiniert ist, dass also xaf € Lp(R"™) liegt, weil das
Produkt zweier Borel-messbarer Funktionen messbar ist (was man leicht mit dem Pro-
dukt der Treppenfunktionen nachpriift) und |xaf| < g ist mit der integrierbaren Funktion
g(x) = |f(x)| fiir x € D und g(x) := 0 sonst.

Die Definition des Volumens erlaubt uns nun auch, die Nullmengen auf eine alternative
Weise zu charakterisieren.
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Satz 24.9 Eine Menge N ist genau dann eine Nullmenge, falls sie messbar ist mit Vol(IV) =
0.

Beweis: Sei N eine Nullmenge. Dann ist xn(z) = 0 fiir fast alle x € R™ und ist damit nach
Satz 16.1 fast iiberall gleich f = 0 und damit integrierbar — also insbesondere messbar —
mit

Vol(N) = /n xa(z)de = . f(z)dz = 0.

Sei umgekehrt N messbar mit Vol(IN) = 0. Dann folgt wegen xn > 0

/n XN (z)|dz = /n xn(z)dz = Vol(N) =0

und damit aus Satz 16.7, dass xn fast iiberall gleich Null ist. Folglich ist N eine Nullmen-
ge. U

24.4 Lebesgue-messbare Mengen und allgemeines Lebesgue-
Integral

Man kann die Menge an messbaren Mengen und der integrierbaren Funktionen durch die
folgende Konstruktion noch einmal deutlich vergroflern. Wir skizzieren die Vorgehensweise
hierbei nur und verweisen auf das Buch Analysis 3 von O. Forster [4] fiir Einzelheiten.

Definition 24.10 Eine Menge A C R” heifit Lebesgue-messbar, falls zwei Borel-messbare
Mengen A,, A* mit A, C A C A* existieren, so dass Vol(A* \ A,) = 0 gilt (was dquivalent
ist zu Vol(A,) = Vol(A*) ). Wir definieren dann Vol(A) := Vol(A*). a]

Man kann zeigen, dass diese Definition viel mehr Mengen umfasst als die Borel-messbaren
Mengen. Mit diesen Mengen kann man nun Treppenfunktionen auf allgemeineren Mengen
als Quadern definieren.

Definition 24.11 Sei A C R™.

(i) Eine Funktion ¢ : R” — R heifit Elementarfunktion, falls es Lebesgue-messbare Mengen
Aq,..., Ay C A und reelle Zahlen cy, ..., c, gibt mit

$(x) = crxa, (@),
k=1

(ii) Das Lebesgue-Integral einer Elementarfunktion ist gegeben durch

/ ¢(x)dz =Y Vol(Ag)ey.
A k=1



328 KAPITEL 24. DAS LEBESGUE-INTEGRAL IM RN

Mit diesen Elementarfunktionen kénnen wir nun das allgemeine Lebesgue-Integral im R™
definieren.

Definition 24.12 (Lebesgue Integral) Sei A C R™.

(i) Mit L*(A) (bzw. L~ (A)) definieren wir die Menge der Funktionen f : A — R, fiir die
eine Folge von Elementarfunktionen ¢ mit beschrinkter Integralfolge existiert mit ¢ * f
(bzw. ¢ N\ f) fiir k — oc.

Das Lebesgue-Integral fiir f € LT (A) bzw. f € L™ (A) definieren wir dann als

/A fla)d = lim /A or () da.

(ii) Wir definieren die Menge L(A) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen als die Menge
aller Funktionen f : A — R, die sich als Summe f =g+ h mit g € L*(A) und h € L™ (A)
schreiben l&sst.

Das Lebesgue-Integral fiir ein f € L(A) ist dann gegeben durch

/A f(z)dz = /A g(a)dz + /A h(z)dz,

Alle Eigenschaften des Lebesgue-Integrals fiir Borel-messbare Funktionen iibertragen sich
auf das allgemeine Lebesgue-Integral.

24.5 Der Satz von Fubini

Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, dass der Satz von Fubini nicht nur fiir steti-
ge Funktionen im Riemann-Sinne gilt (vgl. Satz 23.11) sondern auch fiir alle Lebesgue-
integrierbaren Funktionen im Lebesgue-Sinne. Der Beweis wird sich als nicht besonders
schwierig herausstellen, benotigt aber bisher noch nicht bewiesene Eigenschaften von Null-
mengen, die wir zunéchst in zwei Lemmata formulieren und beweisen.

Die erste Aussage zeigt eine Eigenschaft von Treppenfunktionen und Nullmengen.

Lemma 24.13 Sei N C R" eine Nullmenge. Dann existiert eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen ¢; € T'(R™) mit beschriankter Integralfolge und ¢ (z) — oo fiir
k — oo und jedes x € N.

Beweis: Fiir alle j € N sei {Q;1 |k € N} eine Quaderiiberdeckung von N mit Volumen-
summe < 1/27. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass die Uberdeckungen unendlich viele
Quader enthalten (falls nicht, ergéinzen wir unendlich viele hinreichend kleine Quader). Sei

Pjimymsy = U Qj k-

k=mi,....ma—1
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und Pj := Ukzo Qj k- Wir wihlen nun fiir jedes j € N Indizes mj(k), k = 1,2,3,... mit
mj(k +1) > m;(k) und

1
VOI( _]Om]( )) 2 <1 — 219) VO](Pj).

Setzen wir zusétzlich m;(0) = 0, so folgt

1 1
VOL(E;m; (k). m; (k1)) < 55 VOUE)) = 535

fir alle j, k € N. Jetzt definieren wir fiir alle k € N die Mengen

Mk—U Jym(k—j),m;(k—j+1)-

Fiir diese gilt

L k:+1
Th-tt

s
Vol(My) <> VOUPj () m; (k—j+1)
=0

1

S FTTT=F

Zudem existieren fiir jedes x € N beliebig grofle Indizes k € N mit x € My, denn fiir jedes
J € N existiert ein [ € N mit @ € P; . 1),m;+1) und damit gilt = € Mj, fir k=j+1.

Definieren wir nun induktiv Treppenfunktionen mittels ¢ := 0 und

{ 262/ (k 4+ 1), &€ My
Pk+1 =
or(x), sonst

so gilt fiir jedes © € N einerseits € My, fiir beliebig grofie £ und damit ¢g(x) — oo fiir
k — oo wegen 25/2/(k 4+ 1) — oo. Andererseits gilt

/n d:c<z vOl zk;%:zk:<;§>jgi(\%>jzzc<oo,

J=0 J=0

da diese geometrische Reihe wegen 1//2 < 1 konvergiert. Also besitzen die ¢y, eine durch
dieses C' beschréinkte Integralfolge. 1l

Die folgende Aussage zeigt, dass wir Nullmengen im R"™ = RP x R® gemifl der Zerlegung
des R™ mit = = (y, z), y € RP, z € R®, zerlegen konnen.

Lemma 24.14 Sei N C R” eine Nullmenge und p+ s = n. Dann existiert eine Nullmenge
Ny C RP, so dass die Menge

Nz(y) = {2z € R*[(y,2) € N}

fiir alle y € RP \ Ny eine Nullmenge in R? ist.
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Beweis: Betrachte die Treppenfunktionen ¢ aus Lemma 24.13. Nach Lemma 23.4(ii) sind

Y (y) = / er(y, z)dz

Treppenfunktionen auf RP, die wegen der Monotonie von ¢j, ebenfalls monoton wachsen.
Nach Lemma 23.4(iii) gilt
ey = [ prla)da,
RP n
weswegen die 1 eine beschriankte Integralfolge besitzen und damit nach dem Satz von
Beppo Levi eine Nullmenge Ny C RP existiert, so dass ¢y, fiir alle y € RP \ Ny gegen eine

Funktion f € L(RP) konvergiert.

Betrachte nun ein beliebiges y € RP \ Ny. Da ¥y (y) = [gs ¢r(y, 2)dz fiir k — oo gegen
f(y) konvergiert, besitzt die Funktion z — ¢i(y, z) also eine beschrinkte Integralfolge
und konvergiert wiederum nach dem Satz von Beppo Levi auflerhalb einer Nullmenge
N(y) C R?® gegen eine Funktion g € L(R®). Fiir alle z € R®* \ N(y) ist ¢x(y,2) also
fiir K — oo beschrinkt, weswegen (y,z) € N gilt, woraus Nz(y) C N(y) folgt. Also ist
Nz(y) fir alle y € R™\ Ny als Teilmenge der Nullmenge N (y) auch eine Nullmenge. U

Nun koénnen wir den Satz von Fubini formulieren und beweisen.

Satz 24.15 (Satz von Fubini fiir das Lebesgue-Integral) Sei A C R™ eine messbare
Menge der Form A =Y x Z mit messbaren Mengen Y C RP und Z C R*. Sei f € L(A).

Dann ist das Integral
o) = [ 10.2)a:

fiir fast alle y € Y definiert. Die dadurch definierte! Funktion erfiillt g € L(Y') und es gilt

/A f(z)dz = /Y 9(y)dy = /Y /Z 1y, 2)dzdy.

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir A = R", Y = RP und Z = R® zu beweisen, da wir
ihn dann fiir allgemeine messbare Mengen auf x4(z)f(z) = xv (y)xz(2)f(y, z) anwenden
kénnen. Ebenfalls geniigt es, den Satz fiir f € L*(A) zu beweisen, da er fiir f € L™ (A)
analog zu beweisen ist und fiir f € L(A) sofort durch Anwendung auf g und h aus der
Zerlegung f = g + h folgt.

Wir beweisen den Satz zunéchst fiir f € LE(A). Sei also f € LT (A) und seien o 7 f die
fast iiberall monoton gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen mit [, f(z)dz =
limy o0 f4 Pr(2)dx. Betrachte die Treppenfunktion ¥y (y) := [, r(y, z)dz, fiir die nach
Lemma 23.4(iii) die Gleichung

/ka(y)dyz/AsOk(w)dw

gilt. Da die ¢, monoton sind und beschrinkte Integralfolge besitzen, gilt dies auch fiir
die 9. Nach dem Satz von Beppo Levi konvergiert 1, also fiir fast alle y € Y gegen ein

g€ L+(Y) mit limg o0 fy ¢k(y)dy = fy g(y)dy

'Fir alle y € Y, fiir die das Integral in der Definition von g(y) nicht existiert, setzen wir g(y) := 0.
Beachte, dass diese y eine Nullmenge bilden, weswegen dies keinen Einfluss auf den Integralwert hat.
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Sei N C R” nun die Nullmenge, auf der die monotone Konvergenz ¢  f nicht gilt
und seien Ny und Ngz(y) die zugehorigen Mengen aus Lemma 24.14. Dann konvergiert die
Treppenfunktion z — ¢(y, z) fir alle y € Ny und fiir alle z € Nz(y) monoton gegen
z — f(y, z). Folglich ist g wie im Satz angegeben tatséichlich fast iiberall definiert. Zudem
stimmt ¢ fast iiberall auf Y mit g € LT(Y) iiberein, liegt daher ebenfalls in L*(Y") und
kann integriert werden mit

/Yg(y)dy:/Yé(y)dy:klggo/ywk(y)dy:klggo/y/chk(w)dw:/Af(w)dx

Fiir den allgemeinen Fall f € L*(A) beachte, dass jede Elementarfunktion durch eine
Funktion in L} (A) ersetzt werden kann, die sich nur auf einer Nullmenge N von f un-
terscheidet und das gleiche Lebesgue-Integral besitzt. Indem wir diese Nullmenge wieder
mittels Lemma 24.14 zerlegen, folgt, dass der Satz von Fubini fiir Elementarfunktionen
gilt. Uber die Grenzwertbildung folgt der Satz dann auch fiir f € Lt (A). U

Die Bemerkung 23.12 gilt nun ebenfalls fiir das Lebesgue-Integral und erlaubt insbesondere
die Aufteilung eines Lebesgue-Integrals im R™ in n eindimensionale Lebesgue-Integrale.
Ebenso gelten fiir die Teilintegrale die Sétze 23.16 und 23.18, indem man Satz 14.13 im
Beweis durch den Satz von Lebesgue (Satz 16.9) ersetzt. Diese Sétze gelten dann auf
beliebigen messbaren Mengen, wenn wir Lebesgue-Integrierbarkeit bzgl. x (fiir alle y) und
Stetigkeit bzw. stetige partielle Differenzierbarkeit bzgl. y (fiir alle x) voraussetzen, wobei
die Stetigkeit von f bzw. der partiellen Ableitung gleichméBig in (z,y) € A x K fir
kompakte Teilmengen K C D gelten muss.

24.6 Die Transformationsformel

Eine der wichtigsten Regeln zur Berechnung von Integralen in R ist die Substitutionsformel.
Unter den Voraussetzungen von Satz 12.10 gilt die Formel

/ F (o)) (w)de = / ((:) o

Wir geben nun — aus Zeitgriinden ohne kompletten Beweis — die entsprechende Formel
fir den R™ an, die hier ebenfalls Substitutionsformel, 6fter aber Transformationsformel
genannt wird.

Satz 24.16 (Transformationssatz) Es sei U C R" eine offene Menge und ® € C(U, R")
eine invertierbare Funktion. Sei A C U eine messbare Menge und f € L(®(A)). Dann liegt
fo®|det(DP)| € L(A) und es gilt

/f )| det(DD(x |dx_/ Fly

Die hier angegebene Version dieses Satzes findet sich so im Buch Analysis 3 von O. Forster
[4, §13]; andere Biicher geben andere Formulierungen mit zum Teil etwas anderen Vorau-
setzungen (so kann man statt der Invertierbarkeit Injektivitédt und det(D®(z)) # 0 fiir



332 KAPITEL 24. DAS LEBESGUE-INTEGRAL IM RN

alle x € U voraussetzen). Der Beweis ist im allgemeinen Fall recht kompliziert. Um aber
zumindest die Idee zu erldutern, betrachten wir den Fall n = 2, U = A = R?, f eine
Treppenfunktion aus T(R?) und ®(z) = Bz fiir eine Matrix B € R**2 mit det(B) # 0. In
diesem Fall ist ® also eine lineare Abbildung und es gilt D®(x) = B fiir alle z € R?.

Die Funktion f o ® ist dann konstant gleich ¢; auf int Py fiir die Mengen
P, :={z € R*| Bz € Q;,}

fiir die Rechtecke Qy = [ak1, bk1] X [ak1, bga] der zu f gehorigen Quaderzerlegung Q und es
folgt

q
fo®(z)dr = Z Vol(Py)ck.
R k=1

Da det(B) # 0 ist, ist B invertierbar und wir erhalten
P, := B7'Q.

Diese Menge Py ist nun ein Viereck mit den Eckpunkten
pij = B lwij,

wobei die z;;, 7, j = 1,2 die Eckpunkte von @}, sind. Dieses Viereck ist ein Parallelogramm
und besitzt daher den Flicheninhalt

det ((p21 — p11,P12 — p11)>’ = ‘ det (Bil(am —a12,a12 — an))‘
= |det(B_1)| ‘ det <(a21 — a12,a12 — an)) ‘
1
= ———Vol .
Also folgt

f o (o) det(DO(w)do = Y Vol(P| det(B)es. = 3 Vol(@u)ew = [ )y,
R2 k=1 k=1 R?

Dieser Beweis kann im R™ ganz dhnlich gefithrt werden (mit Quadern @ und Parallelotopen
Py). Fiir allgemeine Integranden f kann man diese durch Treppenfunktionen approximie-
ren. Am schwierigsten ist die Behandlung von nichtlinearen Funktionen ®. Hier muss die
Funktion ®~! auf hinreichend kleinen Quadern durch ihre Ableitung approximiert werden.
Dann kann man &hnllich wie oben vorgehen, muss dann aber zeigen, dass die summierten
Approximationsfehler immer noch hinreichend klein sind (vgl. Forster III [4], §2 und §13).

Alternativ kann man den Satz durch eine Induktion mit Hilfe des Satzes von Fubini auf
die Substitution in R zuriickfithren (Heuser II [8], Abschnitt 205).

Beispiel 24.17 Die Transformation von Polarkoordinaten auf kartesische (also die iibli-
chen) Koordinaten ist gegeben durch die Abbildung ® : (0,00) x (0,27) — R? mit
®(r, ) := (rcosp,rsinp)T. Fiir die Funktion

f@) = llzll2 = /2% + 23
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gilt also z.B.

fo®(r,p) = \/r200s2go+7“2$in2g0 =r.
Auf (0,00) x (0,27) gilt

Dd(r, ) = cosp —rsing
)= singp rcosy

und damit det(D®(r, )) = rcos? ¢ + rsin? ¢ = . Wollen wir nun z.B. das Integral von
f iiber der Kreisscheibe K := {z € R? : ||z|| < 1} berechnen, so kénnen wir diese (mit
Ausnahme der fiir die Integration unerheblichen Nullmenge {z € R"|zy = 0}) als ®(A)
mit A = (0,1] x (0,27) darstellen und es gilt mit Transformationsformel und Fubini

[ 1@z = [ 5@ onaeneeoiiv.e) = [ o= [ [ e =2

m}

24.7 [P-Raume

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einfithrung in die sogenannten LP-Riume, deren
Definition sich in natiirlicher Weise aus dem Lebesgue-Integral ergibt.

Dazu benottigen wir zunéchst den Begriff des Funktionenraums. Wir haben solche Riume
bereits mehrfach benutzt, ohne sie formal zu definieren. Dies holen wir zunéchst nach.

Definition 24.18 Ein Funktionenraum (iiber R) ist eine Menge F' von Funktionen f :
D — R, D C R", so dass fiir je zwei Funktionen f,g € F und jedes A € R auch die
Funktionen f + ¢ und Af wieder in F' liegen. a

Ein Funktionenraum ist also nichts anderes als ein Vektorraum iiber R, dessen Elemen-
te Funktionen sind. Beispiele fiir Funktionenrdume sind die Menge der differenzierbaren
Funktionen (vgl. Satz 9.8 bzw. die entsprechenden Regeln im R™), die Menge der Riemann-
integrierbaren Funktionen auf einer Menge A (vgl. Satz 13.3, der auch im R" gilt) oder die
Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen L(R™) (vgl. Satz 16.2).

Wir haben bereits in Beispiel 17.15 gesehen, dass man auch auf einem Funktionenraum Nor-
men definieren kann. Satz 18.8 hat gezeigt, dass der Raum C?([a, b], R) der stetigen Funktio-
nen mit der co-Norm sogar ein vollstéindiger normierter Vektorraum? ist. Ein solcher Raum
wird auch Banachraum genannt. Ein weiterer Banachraum ist der Raum C*([a,b], R) der
auf [a, b] stetig differenzierbaren Funktionen mit der Norm || f|| := || f|loo + || /|| cc- Beachte,
dass C([a,b],R) mit der Norm || f||so zwar ebenfalls ein normierter Raum ist, allerdings
kein vollstédndiger Raum, also kein Banachraum.

Vollstandigkeit von Funktionenrdumen erscheint zunéchst eine sehr abstrakte Eigenschaft
zu sein. Sie ist aber wesentlich fiir viele Anwendungen der Analysis. So gibt es viele Gebiete
der Analysis, in denen man Funktionen mit gewissen Eigenschaften sucht. Beispielsweise

2Ein vollstandiger metrischer Raum gemif Definition 18.6 heifit vollstandiger normierter Vektorraum,
wenn er ein Vektorraum ist und die Metrik in Definition 18.6 durch die Norm definiert ist.
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sucht man in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen Funktionen f, deren Integral
eine gewisse Gleichung erfiillt, z.B. in der Art

f@ =i+ [ " g(f(@))de.

Ein anderes Beispiel ist die Variationsrechnung. Ein typisches Problem aus diesem Gebiet
ist die Suche nach einer Funktion f, fiir die das Integral

[ ot

minimal wird (in beiden Féllen ist g eine vorgegebene Funktion und f ist gesucht). In vielen
Féllen kann man dann mit Hilfe einer iterativen Vorschrift eine Cauchy-Folge f, beziiglich
einer geeigneten Norm konstruieren, deren Elemente das gesuchte Problem ndherungsweise
und fiir wachsendes n immer besser erfiillen. Weifl man dann, dass der zu Grunde liegende
Funktionenraum gemeinsam mit der verwendeten Norm ein Banachraum ist, so folgt auf
diese Weise die Existenz der Losung des Problems. Zusétzlich kann man solche Ndherungs-
ansétze oft als Algorithmus implementieren, so dass man die Losungen auf diese Weise mit
Hilfe des Computers berechnen kann.

Wie sieht es nun im Raum der integrierbaren Funktionen mit der Vollstéandigkeit aus? Fiir
das Riemann-Integral ist gemafl Satz 14.13 sicherlich die Norm | - || “passend”, denn
die Konvergenz beziiglich dieser Norm ist gerade die gleichméflige Konvergenz und diese
stellt geméfl Satz 14.13 sicher, dass die Grenzfunktion f wieder Riemann-integrierbar ist
und auch die Integralfolge iiber die f, gegen das Integral von f konvergiert. Dies zeigt,
dass wir auf der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen eine Norm finden kénnen,
die im Sinne der Vollstindigkeit zum Riemann-Integral passt. Die Menge der Riemann-
integrierbaren Funktionen ist also mit der Norm || - ||« ein Banachraum.

Man konnte mit dieser Eigenschaft nun zufrieden sein. Allerdings ist es fiir das Lebesgue-
Integral unnétig einschrinkend, gleichméaflige Konvergenz zu verlangen. Es stellt sich daher
die Frage, welche Norm zum Lebesgue-Integral passt.

Die Antwort auf diese Frage liefert das Lebesgue-Integral selbst. Definieren wir den Funk-
tionenraum?

LY(A) = {f € M(4) : |f| € L(A)},

so kann man nachrechnen, dass

1l = /A f (@) |de

tatsichlich eine Norm auf L'(A) ist. Ein Problem dabei stellt zunichst die Tatsache dar,
dass || f]|z1 = 0 geméB Satz 16.7 nur f = 0 fast tberall aber nicht dberall impliziert. Dies
widerspricht der Forderung aus Definition 17.4(ii), dass ||f|| = 0 genau dann gelten soll,
wenn f die Nullfunktion ist, die ja als f = 0, also als f = 0 tberall definiert ist.

Dies ldsst sich aber leicht 16sen, indem man alle Funktionen mit “f = 0 fast iiberall”
als Nullfunktion auffasst. Ebenso betrachten wir zwei Funktionen f und g als gleich, wenn

3M(A) ist hier wieder die Menge der messbaren Funktionen, vgl. den Anfang von Abschnitt 24.3.
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f = g fast iiberall gilt. Formal lisst sich dies iiber sogenannte Aquivalenzklassen definieren:
Zwei Funktionen werden als dquivalent bezeichnet, wenn sie fast iiberall iibereinstimmen.
Beispielsweise ist die Funktion f aus (15.1) also dquivalent zu der Funktion g = 0. Die zu
einer Funktion f € M(A) gehorige Aquivalenzklasse [f] ist dann gerade die Menge aller zu
f dquivalenten Funktionen, also

[f] :={g € M(A)|g = f fast iiberall}.

Beachte, dass es dabei vollig egal ist, welches f als Symbol fiir die Menge [f] eingesetzt
wird, denn fiir alle g € [f] ergibt sich die gleiche Menge [g] = [f]. Offensichtlich gilt
|l = |lg|l 1 fiir alle g € [f], weswegen ||[f]||.1 einen eindeutigen Wert liefert und || - ||z
eine Norm auf der Menge der Aquivalenzklassen definiert. Definiert man dann die 0 in dieser
Menge als die Aquivalenzklasse [0] (die 0 bezeichnet hier die Funktion, die konstant gleich
0 ist), so gilt jetzt tatsichlich ||[f]||z: = 0 < [f] = [0]. Formal definiert man dann L!(A)
nicht wie oben als Menge von Funktionen sondern als Menge von Aquivalenzklassen [f]
von Funktionen. Da es in der Praxis aber iiblich ist, weiterhin f und nicht [f] zu schreiben,
werden wir es hier genauso halten und weiterhin mit der einfacheren Schreibweise arbeiten.

Aus Bemerkung 16.12 folgt, dass jede Funktion f € L'(A) auch in L(A) liegt. Umgekehrt
gilt nach Satz 16.3 fiir jede Funktion f € L(A) auch |f| € L(A). Folglich ist L'(A) nichts
anderes als L(A) selbst. Warum haben wir diesen Raum dann auf diese Weise neu definiert?
Der Grund ist, dass sich die Definition von L' wie folgt verallgemeinern lésst.

Definition 24.19 Fiir p € R mit p > 1 und eine messbare Menge A C R" definieren wir

LP(A) :={f € M(A) : |fIP € L(A)}

I fllze == (/A ]f(m)|pda:>;.

Diese Rdume sind Funktionenrdume. Um das zu beweisen, muss man zeigen, dass fir
fyg € LP(A) und XA € R auch A\f und f + g € LP(A) gilt. Fiir A\f folgt dies sofort aus der
Definition uns Satz 16.2. Fiir f + g iiberlegt man sich zuerst, dass mit f und g auch f + g,
|f + g und |f + g|P messbar sind (man betrachtet dafiir die dazu passenden Summen
der Elementarfunktionen fiir f und g¢). Aus |f + g| < 2max{|f|,|g|} folgt dann |f +
glP < 2P max{|f|?,|g|P} und weil reelle Vielfache und Maxima integrierbarer Funktionen
nach den Sidtzen 16.2 und 16.3 wieder integrierbar sind und |f[?,|g|P € L(A) gilt, ist
2P max{|f|?, |g|P} € L(A) und damit nach Bemerkung 16.12 auch |f + g|P. Also ist f+g €
LP(A). 1l
Es bleibt zu erliutern, was die LP-Riume fiir p > 1 gegeniiber dem Raum L'(A) = L(A) fiir
Vorteile bringen. Der Grund liegt zum einen in der Tatsache, dass man fiir grolere p eine
andere Menge von Funktionen erhélt. So liegt die Funktion f(z) = 1/z fir A =[1,00) C R

nicht in L!(A) (weil das Integral flb f(z)dx fir b — oo unbeschrinkt wichst), sie liegt aber
geméf Beispiel 13.8 in LP(A) fiir alle p > 2.

und
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Ein weiterer Grund liegt darin, dass fiir die unterschiedlichen LP-R&ume unterschiedliche
Abschitzungen gelten. Beispielsweise kann man die Héldersche Ungleichung

Ifgller < W fllzellglize

fir f € LP(A) und g € LY(A) mit 1/p+1/q = 1 beweisen (Heuser, Analysis II, Satz 130.2)
und die Minkowskische Ungleichung
If +gllee < fllze + llgllze

fiir f,g € LP(A) (Heuser, Analysis II, Satz 130.3) — letztere bendtigt man wie im R™ zum
Beweis der Dreiecksungleichung.

Ein letzter Grund liegt in einer besonderen Eigenschaft des Raums L?(A). Auf diesem lisst
sich ndmlich mittels

(f. 912 = /A f(2)g(x)de

ein Skalarprodukt definieren (dass diese Definition die Eigenschaften eines Skalarprodukts
erfiillt muss man natiirlich nachpriifen). Die L2-Norm ist dann ganz analog zur euklidischen

Norm im R" gegeben durch
1fllze =V {fs e

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir nun einen der wichtigsten Sitze der Theorie
der LP-Réaume.

Satz 24.20 (Satz von Fischer-Riesz) Fiir jedes p € R mit p > 1 und jede messbare
Menge A C R™ ist LP(A) ein Banachraum.

Zum Beweise dieses Satzes benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 24.21 Seien g1, ¢2,... € LP(A) so, dass der Grenzwert » -, ||lgx||z» existiert.
Dann existiert ein f € LP(A) mit

m
A |1 = 2 o =0
k=1 Lp
Beweis: Wir schreiben kurz | - || statt || - ||ze, fm := > e gr und definieren

NE

o:=) |lgxll und Ay = g1] g2l + o+ gl

T

1

Die h,, bilden dann eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen Funktionen aus
LP(A) mit ||hy] < 35ty |lgkll < 0. Also sind die Funktionen hf, eine monoton wachsende
Folge von nichtnegativen Funktionen aus L(A) mit

/ B (2)dz = [P < oP.
A
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Sie besitzen also beschrinkte Integralfolge und konvergieren damit nach dem Satz von
Beppo Levi fast iiberall monoton gegen ein v € L(A) mit

/A v(z)dz < oP.

Also konvergieren die h,, fast iiberall monoton gegen h := v'/?. Da jedes h,, messbar ist,
ist auch v messbar (man kann die dafiir benétigte Folge von Elementarfunktionen aus den
Elementarfunktionen fiir die einzelnen h,,, konstruieren). Zudem folgt aus v € L(A), dass
h € LP(A) gilt mit ||| < 0. Da fast iiberall

|fm| < him < h

gilt und die f,, (weil die h,, eine konvergente Majorante bilden) fast {iberall punktweise
konvergieren, konvergieren die f,, nach dem Satz von Lebesgue (Satz 16.9) fast iiberall
gegen eine Funktion f : A — R, die mit dem gleichen Argument wie v messbar ist und fiir
die fast iiberall |f| < h gilt. Also gilt auch |fP| < h? und damit fP € L(A) nach Bemerkung
16.12 und folglich f € LP(A). Aus f,, € L(A) und f € L(A) folgt nun |f — f| € LP(A)
und damit |f — fi,|P € L(A). Zudem gilt |f — f,|P — 0 fast tiberall und damit

1 = full? = /A (@) = fon() Pl — 0

und damit die Behauptung. U

Beweis von Satz 24.20: Wir schreiben wieder kurz || - || = || - ||ze. Sei (fx)ken eine

Cauchy-Folge von Funktionen f; € LP(A), d.h. zu jedem € > 0 existiert ein C(¢) € N mit
| fi — fmll <€ fiir alle k,m > C(e).

Wir miissen zeigen, dass eine Funktion f* € LP(A) existiert, gegen die die Folge (fi)ren

im Sinne der LP-Norm konvergiert, fiir die also || fx — f*||zr — 0 gilt fiir kK — oo.

Betrachte dazu die Indizes m; := C(1/2%) mit i € N\ {0}. Fiir diese gilt fiir alle k& > m;
die Ungleichung ‘
1fre = foms | < 1/2°.

O.B.d.A. kénnen wir die Indizes m; dabei mit m;y1 > m; wahlen. Damit folgt || fr,+1 —
fm:|l < 1/2% und folglich existiert der Grenzwert

00
Z Hfmi+1 - fmlH
1=1

Nach Lemma 24.21 existiert also ein f € LP(A), so dass

k—1

fmk - fml - Z(fmi+1 - fmz)

i=1

fiir K — oo im Sinne der LP-Norm gegen f konvergiert. Folglich konvergiert die Folge f,,
gegen die Funktion f* := f + f,,, € LP(A) und ist damit eine konvergente Teilfolge der
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Cauchy-Folge. Es bleibt zu zeigen, dass auch die gesamte Cauchy-Folge gegen f* konver-
giert. Sei dazu £ > 0 gegeben und k € N so gro8, dass my, > C'(g/2) und || fm, — f*|| < &/2
gilt. Setzen wir nun N (e) := my, so folgt fiir alle n > N (¢)

[ = N < W fn = Foi N+ i = 7 < €/2+2/2 =€,

und damit die gewiinschte Konvergenz. U

Jeder LP-Raum ist also ein Banachraum. Ein Banachraum, dessen Norm sich durch ein
Skalarprodukt definieren lisst, heifit Hilbertraum. Der Funktionenraum L?(A) ist also ein
Hilbertraum.
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