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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich als er-
sten Teil eines zweisemestrigen Zyklus im Wintersemester 2008/2009 an der Universitét
Bayreuth gehalten habe. Es ist die vollstéindig iiberarbeitete zweite Auflage eines gleich-
namigen Skripts aus dem Wintersemester 2005/2006, in der einige Tippfehler verbessert
wurden, Kapitel 5 ergénzt und Kapitel 6 vollstdndig neu geschrieben wurde.

Teile des Skriptes wurden auf Basis des Skripts [2] und des Lehrbuchs [4] erstellt, die auch
ohne explizite Erwdhnung intensiv genutzt wurden. Herzlich bedanken mochte ich mich bei

allen aufmerksamen StudentInnen, die mich auf Fehler und Ungenauigkeiten hingewiesen
haben.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehérigen Ubungs-
aufgaben finden sich im WWW unter dem Link “Lehrveranstaltungen” auf der Seite
http://www.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/.

Bayreuth, Februar 2009 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Grundbegrifle

Kontrollsysteme sind dynamische Systeme in kontinuierlicher oder diskreter Zeit, die von
einem Parameter u € R™ abhéingen, der sich — abhéingig von der Zeit und/oder vom
Zustand des Systems — verédndern kann. Dieser Parameter kann verschieden interpretiert
werden. Er kann entweder als Steuergriéfie verstanden werden, also als Grofle, die von
auflen aktiv beeinflusst werden kann (z.B. die Beschleunigung bei einem Fahrzeug, die
Investitionen in einem Unternehmen) oder auch als Stérung, die auf das System wirkt
(z.B. Straflenunebenheiten bei einem Auto, Kursschwankungen bei Wechselkursen). Fiir das
mathematische Fachgebiet, das sich mit der Analyse dieser Systeme beschéftigt, hat sich im
deutschen Sprachgebrauch der Begriff ,, Kontrolltheorie“ etabliert, wenngleich er eine etwas
missverstiandliche Ubersetzung des englischen Ausdrucks ,,control theory* darstellt, da es
hier nicht um Kontrolle im Sinne von Uberwachung sondern im Sinne von Einflussnahme
von auflen geht. Statt von Kontrolle spricht man auch von Steuerung, wenn die Parameter
u lediglich von der Zeit abhéngen und von Regelung, wenn die Parameter v vom aktuellen
Zustand abhéngen.

1.1 Lineare Kontrollsysteme

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit Kontrollsystemen beschéftigen, die in kontinuierli-
cher Zeit definiert sind und durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben werden.
Allgemein sind solche Systeme durch Differentialgleichungen der Form

w(t) = f(t x(t), u(t)) (1.1)

beschrieben. Die Variable ¢ € R werden wir hierbei stets als Zeit interpretieren und die
Notation #(t) steht kurz fiir die zeitliche Ableitung d/dt xz(t). Die Grole x(t) € R™ heifit
der Zustand und u(t) € R™ heifit die Kontrolle oder der Kontrollwert, jeweils zur Zeit t.

Die Abbildung f : R x R® x R™ — R” heifit Vektorfeld. Sowohl f als auch die Funktion
u : R — R™ miissen gewisse Regularitidtseigenschaften erfiillen, damit die Losungen von
(1.1) existieren und eindeutig sind. Wir wollen uns mit diesem allgemeinen Problem hier
aber nicht weiter beschéftigen, sondern gleich zu einem Spezialfall von Kontrollsystemen
iibergehen, mit dem wir uns in dieser Vorlesung beschéftigen wollen.

1



2 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Definition 1.1 Ein lineares zeitinvariantes Kontrollsystem ist gegeben durch die Diffe-
rentialgleichung
z(t) = Az(t) + Bu(t) (1.2)

mit A € R™*" und B € R™™, O

Diese Klasse von Kontrollsystemen ist besonders einfach, da das Vektorfeld linear in x und u
ist und zudem nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Trotzdem ist sie bereits so reichhaltig,
dass man mit ihr eine grofie Anzahl realer Prozesse z.B. fiir technische Anwendungen
brauchbar beschreiben kann. Tatséchlich werden in der technischen Praxis auch heute noch
viele lineare Modelle eingesetzt, wenn auch nicht immer in der einfachen Form (1.2) (wir
werden spéter in der Vorlesung noch eine wichtige Erweiterung kennen lernen).

Um zu veranschaulichen, warum die Klasse (1.2) oft eine brauchbare Modellierung ermog-
licht, betrachten wir ein Modell aus der Mechanik, und zwar ein auf einem Wagen befe-
stigtes umgedrehtes starres Pendel, vgl. Abb. 1.1.

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Pendels auf einem Wagen

Die Kontrolle u ist hierbei die Beschleunigung des Wagens. Mittels physikalischer Gesetze
kann ein “exaktes”! Differentialgleichungsmodell hergeleitet werden.

I t = l’g(t)

)
; = —haa(t) +gsina () +u) cosar(t) | _ f@(t), u(t)) (1.3)
)

(
(

x3(t) = x4(t)
(t) = wu

Tq(t

Hierbei besteht der Zustandsvektor 2 € R* aus 4 Komponenten: z; entspricht dem Winkel
¢ des Pendels (vg. Abb. 1.1), der entgegen dem Uhrzeigersinn zunimmt, wobei x; = 0 dem
aufgerichteten Pendel entspricht. s ist die Winkelgeschwindigkeit, x3 die Position des Wa-
gens und x4 dessen Geschwindigkeit. Die Konstante k beschreibt die Reibung des Pendels

'Das Modell (1.3) ist nicht ganz exakt, da es bereits etwas vereinfacht ist: es wurde angenommen, dass
das Pendel so leicht ist, dass es keinen Einfluss auf die Bewegung des Wagens hat. Zudem wurde eine Reihe
von Konstanten so gewihlt, dass sie sich gegeneinander aufheben.
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(je groBer k desto mehr Reibung) und die Konstante g ~ 9.81m/s? ist die Erdbeschleuni-
gung.

Sicherlich ist (1.3) von der Form (1.1). Es ist aber nicht von der Form (1.2), da sich die
nichtlinearen Funktionen sin und cos nicht mittels der Matrizen A und B darstellen lassen

(beachte, dass in A und B nur konstante Koeffizienten stehen diirfen, die Matrizen diirfen
also nicht von x abhéngen).

Trotzdem kann ein lineares Modell der Form (1.2) verwendet werden, um (1.3) in der
Nihe gewisser Punkte zu approximieren. Diese Prozedur, die man Linearisierung nennt, ist
moglich in der Ndhe von Punkten (z*,u*) € R” x R™, in denen f(x*,u*) = 0 gilt. O.B.d.A.
koénnen wir dabei annehmen, dass (z*,u*) = (0,0) gilt, da man dies ansonsten mittels der
Koordinatentransformation z ~» = — 2*, u ~ u — u* und f(z,u) ~ f(z + z*,u + u*)
erzielen kann. In unserem Beispiel (1.3) ist eine solche Transformation nicht nétig, denn
es gilt bereits f(0,0) = 0. Beachte, dass dieser Punkt im Modell dem aufrecht stehenden
Pendel mit still stehendem und unbeschleunigtem Wagen entspricht.

Gilt nun f(0,0) = 0 so erhalten wir ein System der Form (1.2), indem wir A und B
definieren als
of _of

A = %(070) und B = %(0,0)

Wenn f stetig differenzierbar ist gilt
f(z,u) = Az + Bu+ of[|[| + [[ul]),

d.h., fir x =& 0 und v ~ 0 stimmen f(z,u) und Az + Bu gut {iberein. Man kann nun
beweisen, dass sich diese Naherung auf die Losungen der Differentialgleichungen (1.1) und
(1.2) iibertrigt.?

Fiir unser Beispiel ergibt sich aus der obigen Rechnung ein System der Form (1.2) mit

0 1 00 0

g =k 00 11
A= 0 0 01 und B = 0 (1.4)

0 0 0O 1

Abbildung 1.1 zeigt einen Vergleich der Losungen von (1.3) (durchgezogen) mit den Losun-
gen von (1.2, 1.4) (gestrichelt), jeweils fir v = 0 und mit ¥ = 0.1, g = 9.81, in zwei
verschiedenen Umgebungen um die 0. Dargestellt sind hier fiir jede der zwei Gleichungen
jeweils 4 Losungskurven der Form

{ ( 28 ) ’ t € [-10, 10]} CR?.

Wiéhrend im linken Bildausschnitt mit bloflem Auge kein Unterschied zu erkennen ist,
weichen die Losungen im rechten Ausschnitt deutlich voneinander ab.

2Eine mathematisch exakte Formulierung dieser Eigenschaft fiir unkontrollierte Differentialgleichungen
findet sich z.B. als Satz 7.2 in [3].
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Abbildung 1.2: Vergleich der Losungen von (1.3) (durchgezogen) mit (1.2, 1.4) (gestrichelt)

1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Wann immer man sich mit Differentialgleichungen beschéftigt, muss man zunéchst die
Existenz und die Eindeutigkeit der Losungen klaren. Wir wollen dies zunéchst fiir das
lineare Kontrollsystem (1.2) mit v = 0 machen.

Hierzu benétigen wir zunéchst etwas Notation.

Fiir eine Matrix A € R"*" bezeichnen wir im Folgenden mit [A];; € R den Eintrag in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Fiir A € R™" und ¢t € R bezeichnen wir mit At die
komponentenweise Multiplikation, also [At]; ; = [A];;t. Fiir k € Ny ist die Matrix-Potenz
AF induktiv mittels A° = Id und A**! = AAF definiert.

Zudem benétigen wir die folgende Definition.

Definition 1.2 Fiir eine Matrix A € R™ ™ und eine reelle Zahl ¢ € R ist die Matrix-
Exponentialfunktion gegeben durch

o0 tk
At . k
e = g A o
k=0

Die Konvergenz der unendlichen Reihe in dieser Definition ist dabei als komponentenweise

Konvergenz, also als
[e.e]

tk
At k
[e™i; = Z[A H]ija n € Ny
k=0
zu verstehen. Dass die Komponenten dieser Reihe tatsédchlich konvergieren folgt aus dem
Majorantenkriterium, denn mit der Zeilensummennorm

n
a=[Ale = max Y |[A]]
1=1,...,n 4 1
j:
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gilt [[A*]55] < A% < [JA|lE, = o, also
tk

k
G =
k!

L (alt)*
k™

k _
<« il

tk
| = 14351 | -

und damit
A
[6 t]ij < ea|t\’

wobei hier auf die rechten Seite die (iibliche) skalare Exponentialfunktion steht.

Beachte, dass im Allgemeinen
[eAt]ij ;é e[At]ij

gilt, wobei elAtii die (komponentenweise angewandte) skalare Exponentialfunktion ist.

Aus der Definition der Matrix-Exponentialfunktion folgen sofort die Eigenschaften

(i) e =1Id wund (i) Ae?t =eA (1.5)

Das folgende Lemma liefert eine weitere wichtige Eigenschaft der Matrix-Exponential-
funktion.

Lemma 1.3 Fiir beliebiges A € R™" ist die Funktion ¢ — e differenzierbar und es gilt

d
%eAt — AeAt

fiir jedes t € R.
Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 1.4 Betrachte die lineare Differentialgleichung
z(t) = Ax(t) (1.6)

mit z : R — R" und einer gegebenen Matrix A € R"*".

Dann gilt: Fiir jede Anfangsbedingung der Form

l’(to) = X0 (17)

mit g € R und zp € R” existiert genau eine Losung = : R — R™ von (1.6), die (1.7) erfiillt
und die wir mit z(¢; to, zo) bezeichnen. Fiir diese Losung gilt

(t; to, mg) = eAE0) g, (1.8)

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die in (1.8) angegebene Funktion z(t) = et~z

sowohl die Differentialgleichung (1.6) als auch die Anfangsbedingung (1.7) erfiillt. Aus
Lemma 1.3 folgt

ix(t) = ieA(t*tO)acg = AeAl—t0) g, = Ax(t),
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also (1.6). Wegen (1.5)(i) gilt zudem
x(tg) = eAlto=t0) g — A0 = Tdzg = w0,

also (1.7).

Da wir damit (1.8) als Losung verifiziert haben, folgt insbesondere die Existenz.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Hierzu zeigen wir zuniichst, dass die Matrix e

invertierbar ist mit
(eA) ™l = e~ AL, (1.9)

Fiir jedes 5o € R™ 16st y(t) = e~y die Differentialgleichung (t) = —Ay(t). Nach Pro-
duktregel gilt dann

d (e—AteAt

d
= “Ab Aty 4o A L Aty oAt A —At g At

d
xg) = —e e™xg o eV'xg+e x9 =0,

dt

fAteAt

wobei wir im letzten Schritt (1.5)(ii) ausgenutzt haben. Also ist e xo konstant in t.

Damit gilt fiir alle £ € R und alle o € R”
efAteAtajo = eonera:O =IdId zg = zg,

und folglich

efAteAt

=Id = e A= (ML

Mit (1.9) kénnen wir nun die Eindeutigkeit zeigen. Es sei x(t) eine beliebige Losung von
(1.6), (1.7). Dann gilt
A=t )y = L= Alt=10) (1)) 4 e~ A1) ()
dt dt
= —Ae_A(t_tO)a:(t) + e_A(t_tO)Ax(t) = 0,

wobei wir wiederum (1.5)(ii) ausgenutzt haben. Also ist e~4(=%0)z(¢) konstant in ¢, woraus
fir allet € R
e_A(t_tO)x(t) = e_A(tO_t0)$(t0) = Idx(tg) = =g

folgt. Multiplizieren wir nun beide Seiten dieser Gleichung mit eA(!=%) und verwenden
(1.9), so ergibt sich
o(t) = eAt10) g

Da z(t) eine beliebige Losung war, folgt daraus die Eindeutigkeit. U

FEine niitzliche Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar.

Korollar 1.5 Die Matrix-Exponentialfunktion e?? ist die eindeutige Losung der Matrix-
Differentialgleichung
X(t) = AX(t) (1.10)

mit X : R — R™*™ und Anfangsbedingung

X(0) =1Id. (1.11)
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Beweis: Es bezeichne e; den j-ten Einheitsvektor im R". Eine einfache Rechnung zeigt,
dass eine matrixwertige Funktion X (¢) genau dann eine Losung von (1.10), (1.11) ist, wenn
X (t)e; eine Losung von (1.6), (1.7) mit tp = 0 und z¢ = e; ist. Mit dieser Beobachtung
folgt die Behauptung sofort aus Satz 1.4. 1l

Das folgende Lemma fasst weitere Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion zusam-
men.

Lemma 1.6 Fiir A, A1, As € R™" und s,t € R gilt:
(i) (eAt)—l — e—At

(ii) edteds = eAlt+s)
(iif) eArtedzt = (A1+A2)t falls A) Ay = Ag Ay
(iv) Fiir eine invertierbare Matrix 7' € R™*™ gilt

1 _
eT ATt =T 1€AtT.

Beweis: (i) Wurde im Beweis von Satz 1.4 gezeigt.

(ii) Mit Hilfe von (i) ergibt sich, dass sowohl eAfeA%e=4% als auch eA(+9)e=4% das Matrix-
Anfangswertproblem (1.10), (1.11) erfiillen. Da dessen Losung nach Korollar 1.5 eindeutig

ist und e~ invertierbar ist, folgt die behauptete Gleichheit.

(iii) Unter der angegebenen Bedingung A; As = A3 A; rechnet man nach, dass beide Aus-
driicke das Matrix-Anfangswertproblem (1.10), (1.11) mit A = A; + Ay erfiillen. Also
miissen die Ausdriicke wegen der Eindeutigkeit nach Korollar 1.5 {ibereinstimmen.

(iv) Man rechnet nach, dass beide Ausdriicke das Matrix-Anfangswertproblem (1.10), (1.11)
mit 7~ 'AT an Stelle von A erfiillen. Wiederum folgt daraus die Gleichheit wegen der
Eindeutigkeit der Losungen nach Korollar 1.5. U

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir nun zum linearen Kontrollsystem (1.2) zuriick. Zur
Formulierung eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes miissen wir einen geeigneten Funk-
tionenraum U fiir die Kontrollfunktion u(-) definieren. Sicherlich wéren stetige Funktionen
geeignet, diese Wahl ist aber zu einschrinkend, da wir im Verlauf dieser Vorlesung ofter
einmal Kokatenationen von Kontrollfunktionen geméfl der folgenden Definition benttigen
werden.

Definition 1.7 Fiir zwei Funktionen ui, us : R — R™ und s € R definieren wir die
Konkatenation zur Zeit s als

L Ul(t), t<s
ul&suQ(t) = { UQ(t), + Z s

Selbst wenn u; und wus stetig sind, wird u1&sus im Allgemeinen nicht stetig sein. Wir
bendtigen also einen Funktionenraum, der abgeschlossen beziiglich der Konkatenation ist.
Hier gibt es verschiedene Moglichkeiten, die einfachste ist die folgende.
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Definition 1.8 Eine Funktion u : R — R™ heif3t stiickweise stetig, falls fiir jedes kompakte

Intervall [t1, 2] eine endliche Folge von Zeiten t; = 71 < 79 < ... < 7 = to existiert, so
dass u’(n,n ) beschrinkt und stetig ist fiir alle s = 1,...,k — 1. Wir definieren U/ als den
Raum der stiickweise stetigen Funktionen von R nach R™. O

Sicherlich ist U abgeschlossen unter Konkatenation, aber auch unter Addition und Multi-
plikation (wobei wir (uj +u2)(t) := w1 (t) +ua(t) und (ug -ug)(t) := ui(t) - ue(t) definieren).
Zudem — und dies ist fiir unsere Zwecke wichtig — existiert das Riemann-Integral

/t * bt

iiber Funktionen u € U, da es in jedem kompakten Integrationsintervall nur endlich viele
Unstetigkeitsstellen gibt.?

Mit diesem Funktionenraum konnen wir nun das entsprechende Resultat formulieren.

Satz 1.9 Betrachte das lineare Kontrollsystem (1.2)
z(t) = Az(t) + Bu(t)
mit z : R — R" und gegebenen Matrizen A € R"*", B € R"*"™.
Dann gilt: Fiir jede Anfangsbedingung der Form (1.7)
(to) = o

mit tg € R, zg € R™ und jede stiickweise stetige Kontrollfunktion v € U existiert genau
eine stetige Funktion z : R — R, die (1.7) erfiillt und deren Ableitung fiir jedes ¢, in dem
u stetig ist, existiert und (1.2) erfiillt. Diese eindeutige Funktion nennen wir die Losung
von (1.2), (1.7) und bezeichnen sie mit z(t; to, xo,u). Fiir diese Losung gilt

t
(t; to, To, u) = e gy +/ eA=%) Bu(s)ds. (1.12)
to

Beweis: Wir rechnen zunichst nach, dass (1.12) tatséchlich eine Losung im angegeben
Sinne ist. In den Stetigkeitsetellen von u gilt

d t
— Al g0 4 / eA=%) Bu(s)ds
dt to

t
= deA(t_tO)aso—i—d/ eA(t_S)Bu(s)ds
dt it J,,

t
= A0 g0 4 A Bu(s)|omy + | A9 Bu(s)ds
to

=Bu(t)

t
= A (eA(ttO)xo —|—/ eA(ts)Bu(s)ds> + Bu(t),
to

3Eine Alternative zu den stiickweise stetigen Funktionen bietet der Raum der Lebesgue-messbaren Funk-
tionen, wobei das Integral dann als das Lebesgue-Integral gewahlt wird. Hauptvorteil unseres einfacheren
Ansatzes ist die Vermeidung der Lebesgue-Mafitheorie.
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also (1.2). Zudem gilt

also (1.7).
Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu betrachten wir zwei beliebige Losungen z(t),
y(t) von (1.2), (1.7) im Sinne des Satzes. Dann gilt zunéchst

H(t) = () — () = Ax(t) + Bu(t) — Ay(t) — Bu(t) = A(a(t) — y(t)) = A=(t)

fiir alle Punkte in denen u stetig ist. Da z selbst stetig ist, kann Z in den Unstetigkeitsstellen
7; von u durch 2(7;) = limy—,,, Az(t) wohldefiniert stetig fortgesetzt werden. Wir erhalten
damit eine Funktion, die die Differentialgleichung 2(t) = Az(t) fiir alle ¢ € R 16st. Da
zudem

z(to) = z(to) — y(to) = 20 — 20 =0

gilt, erfiillt z ein Anfangswertproblem der Form (1.6), (1.7), dessen nach Satz 1.4 eindeutige
Losung durch z(t) = e0 = 0 gegeben ist. Also ist z(t) = y(t) fiir alle t € R, womit die
Eindeutigkeit folgt. [l

Eine Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar.
Korollar 1.10 Fiir die Losungen von (1.2), (1.7) gelten fiir alle ¢,s € R die Gleichungen
fL'(t, th Zo, U) = ﬂf(t, S, ‘T(Sa th Zo, U), u)

und
z(t;to, xo, u) = x(t — s;tg — 8,20, u(s + -)),

wobei die Funktion u(s + -) € U mittels u(s + -)(t) = u(s + t) definiert ist.
Beweis: Folgt sofort aus der Darstellung (1.12). U

Bemerkung 1.11 Da wir uns in den folgenden Kapiteln in vielen Féllen auf die Betrach-
tung von Losungen mit der speziellen Anfangszeit tg = 0 beschrinken, schreiben wir fiir
to = 0 oft kurz z(t; g, u) = x(t; 0, xo, u). o
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Kapitel 2

Kontrollierbarkeit

2.1 Definitionen

Ein wichtiger Aspekt in der Analyse lineare Kontrollsysteme der Form (1.2) ist die Frage
der Kontrollierbarkeit. In der allgemeinsten Formulierung ist dies die Frage, fiir welche
Punkte xg, 1 € R™ und Zeiten t; eine Kontrollfunktion v € U gefunden werden kann,
so dass z(t1;xo,u) = x1 gilt, d.h., so dass die zwei Punkte durch eine Losungstrajektorie
verbunden werden. Formal definieren wir dies wie folgt.

Definition 2.1 Betrachte ein lineares Kontrollsystem (1.2).

Ein Zustand zg € R™ hei8t kontrollierbar (oder auch steuerbar) zu einem Zustand z; € R"
zur Zeit t1 > 0, falls ein u € U existiert mit

x1 = x(t1; 0, ).

Der Punkt z7 heifit dann erreichbar von xg zur Zeit ty. O

Das folgende Lemma zeigt, dass man den Fall beliebiger zg € R™ auf xg = 0 zuriickfiithren
kann.

Lemma 2.2 Ein Zustand zg € R" ist genau dann kontrollierbar zu einem Zustand x; € R”
zur Zeit t; > 0, falls der Zustand zy = 0 kontrollierbar zu dem Zustand Z; = x1 —z(¢1; x0,0)
zur Zeit t; ist.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Diese Tatsache motiviert, im Weiteren die Kontrollierbarkeit bzw. Erreichbarkeit der 0
speziell zu betrachten.

Definition 2.3 Betrachte ein lineares Kontrollsystem (1.2).

(i) Die Erreichbarkeitsmenge (reachable set) von xg = 0 zur Zeit ¢ > 0 ist gegeben durch
R(t) ={z(t;0,u) |u € U}.

11
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(ii) Die Kontrollierbarkeitsmenge (controllable set) nach x1 = 0 zur Zeit ¢t > 0 ist gegeben
durch
C(t) = {xp € R" | es existiert u € Y mit x(t; xg,u) = 0}.

Die Beziehung zwischen diesen beiden Mengen klért das folgende Lemma.

Lemma 2.4 Die Erreichbarkeitsmenge R(t) fiir (1.2) ist gerade gleich der Kontrollierbar-
keitsmenge C(t) fiir das zeitumgekehrte System

A(t) = —Az(t) — Bu(t). (2.1)

Beweis: Durch Uberpriifen des Anfangswertproblems sieht man, dass zwischen den Losun-
gen von (1.2) und (2.1) fiir alle ¢, s € R die Beziechung

x(s,0,u) = z(t — s, z(t,0,u), u(t — -)).
Wenn also z; € R(¢) fiir (1.2) ist und z(s,0,u) die zugehorige Losung, so folgt
2(0,z(t,0,u),u(t — ) = x(t,0,u) = x1 und 2(¢, z(¢,0,u),u(t —-)) = x(0,0,u) =0,

womit 1 € C(t) folgt. Umgekehrt argumentiert man genauso. U

2.2 Analyse von Kontrollierbarkeitseigenschaften

Wir wollen nun die Struktur dieser Mengen klidren. Wir leiten die technischen Zwischenre-
sultate dabei fiir R(¢) her und formulieren nur die Hauptresultate auch fir C(t).

Lemma 2.5 (i) R(t) ist fiir alle ¢ > 0 ein Untervektorraum des R".
(ii) R(t) = R(s) fiir alle s,¢ > 0.

Beweis: (i) Zu zeigen ist, dass fiir x1, z2 € R(t) und a € R auch a(z; + z2) € R(t) ist.
Fiir x1, x2 in R(t) existieren Kontrollfunktionen u;, us € U mit

t
x; = x(t;0,u;) = / eA(t_S)Bui(s)ds.
0
Also gilt fiir u = a(u; + ug2) die Gleichung

t t
z(t;0,u) = / eA=9) Bu(s)ds = / A=) Ba(uy (s) + ua(s))ds
0 0

t t
= a(/ eA(ts)Bul(s)ds—i-/ eA(tS)BuQ(s)ds> = oz + x2),

0 0
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woraus oz + x2) € R(t) folgt. Dies beweist (i).

(ii) Wir geben hier einen direkten Beweis, die Aussage folgt aber unabhingig davon auch
aus Satz 2.12.

Wir zeigen zuerst die Hilfsaussage

R(t1) € R(t2) (2.2)
fiir 0 < t; < to: Falls y € R(t1) existiert ein u € U mit

x(t1;0,u) = y.
Mit der neuen Kontrolle @ = 0&;,_¢, u(t; — t2 + -) und Korollar 1.10 ergibt sich so

x(t2;0,%) = x(to;ta — t1, x(t2 — 11;0,0), %) = x(ta;ta — t1,0,%) = x(t1;0,u) =y,
—_—

=0

weswegen y € R(ty) gilt.

Als néchstes zeigen wir, dass fiir beliebige 0 < t; < t9 aus der Gleichheit R(t1) = R(t2)
bereits die Gleichheit R(t1) = R(t) fir alle ¢ > t; folgt. Um dies zu zeigen sei =z €
R(2te — t1), es existiere also ein u € U mit x = x(2ty — t1,0,u).

Da z(t2,0,u) € R(t2) und R(t2) = R(t1), existiert ein v € Y mit z(t1,0,v) = x(t2,0,u).
Definieren wir nun eine Kontrollfunktion w = v&;, u(ta — t1 + -), so gilt mit Korollar 1.10

x(t2,0,w) = x(ta,t1,2(t1,0,v),w)
—_——

:x(t2707u)

= x(ta+ta —t1,t1 +ta —t1,x(t2,0,u), w(ts —ta + -))
—————

=u(")
= x(2ty —t1,0,u) = =

Damit gilt also x € R(t2) und folglich R(t1) = R(t2) = R(2t2 — t1) = R(2(t2 — t1) + t1).
Induktive Wiederholung dieser Konstruktion liefert R(t;) = R(2F(ty — t1) + t1) fiir alle
k € N und damit wegen (2.2) die Behauptung R(t1) = R(t) fur alle t > ;.

Nun zeigen wir die Behauptung (ii): Sei dazu s > 0 beliebig und sei 0 < sp < ... < Sp41 = §
eine aufsteigende Folge von Zeiten. Dann ist R(sp), . .., R(sp+1) nach (2.2) eine aufsteigen-
de Folge von n + 2 Unterrdumen des R™. Aus R(sg+1) 7# R(sk) folgt daher dim R(sg+1) >
dim R(sk)+ 1. Wiren also die R(sy) paarweise verschieden, so miisste dim R(sy,+1) > n+1
gelten, was ein Widerspruch zu R(s,+1) C R™ ist, weswegen mindestens zwei der R(si)
{ibereinstimmen miissen. Nach der vorhergehenden Uberlegung folgt daraus R(t) = R(s)
fiir alle t > s und da s > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 1l

Bemerkung 2.6 Da die Menge R(t) also nicht von ¢ abhéngt, schreiben wir im Folgenden
oft einfach R. a



14 KAPITEL 2. KONTROLLIERBARKEIT

Bemerkung 2.7 Die Verbindung von Lemma 2.2 und Lemma 2.5 zeigt also, dass die
Menge der von einem Punkt z; € R™ in einer Zeit ¢ > 0 erreichbaren Zusténde der affine
Unterraum

x(t;20,0) + R

ist, dessen Dimension gerade gleich der von R ist. Beachte, dass diese Menge i.A. nicht
unabhiingig von t ist, es sei denn dass R = R" gilt, da dann auch z(¢; zp,0) + R = R gilt.
In diesem Fall ist jeder Zustand zg zu jedem anderen Zustand x; kontrollierbar, weswegen
wir das System fiir R = R" wollstindig kontrollierbar nennen. o

Wie auf dem zweiten Ubungsblatt zu sehen war, kann es bereits fiir recht einfache Kon-
trollsysteme ziemlich schwierig sein, die Mengen R und C direkt auszurechnen. Wir wollen
daher jetzt eine einfache Charakterisierung dieser Mengen herleiten. Hierzu benétigen wir
etwas lineare Algebra.

Definition 2.8 (i) Ein Unterraum U C R™ heifit A-invariant fiir eine Matrix A € R™*",
falls Av € U fir alle v € U (oder kurz AU C U) gilt.

(ii) Fiir einen Unterraum V C R™ und A € R™*" bezeichne
(AlV)

den kleinsten A-invarianten Unterraum von R™, der V enthélt. m]

Beachte, dass (A|V) existiert: Einerseits existiert mit dem R™ selbst ein A-invarianter
Unterraum, der V enthélt. Andererseits ist der Schnitt zweier A-invarianter Unterriume,
die V enthalten, wieder ein A-invarianter Unterraum, der V' enthélt.

Lemma 2.9 Fiir einen Unterraum V C R™ und A € R™*" gilt

(A|V) =V 4+ AV +... + A" V.

Beweis: “O”: Wegen der A-Invarianz von (A|V) und V C (A|V) gilt
ARV C (A V)

fiir alle k € Ng und damit (A|V) DV + AV + ...+ A"~ 1V,

“C”: Es geniigt zu zeigen, dass V + AV + ... 4+ A"V A-invariant ist, da dann wegen
VCV+AV +... + AW sofort (A|V) CV + AV +...+ A"V folgt.

Zum Beweis der A-Invarianz betrachte das charakteristische Polynom von A
xa(z) =det(zld — A) = 2" + ap_12" ...+ a1z + ag.
Fiir dieses gilt nach dem Satz von Cayley-Hamilton

xa(A)=A"+ an1 A"V a1 A+ apld = 0,
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woraus

A" = —q, (A" — . — a1 A — qold
folgt. Sei also v € V 4+ AV + ...+ A"~V Dann lisst sich v darstellen als v = vy + Avy +
oo+ AV Ny, fiir vy, ..., Up—1 € V. Damit folgt

Av = Avg+ A% +...+ A",y
= Avyg+ AZUl — anflAn_l’Unfl — .. —a1Av,_1 — agUnp—1

= Do+ A0+ ...+ A" 5,4

fiir geeignete ¥, ...,0,—1 € V. Damit folgt Av € V + AV + ... + A1V, also die A-
Invarianz. [l

Wir werden nun den Spezialfall betrachten, dass V = im B das Bild der Matrix B ist. In
diesem Fall sagt Lemma 2.9, dass

(Alim B) = {Bxo+ABx1 +...+ A" 'y 1 |x0,..., 201 €ER™} =im (BAB ... A" 'B),

wobei (BAB ... A" 'B) € R™* (") gt

Definition 2.10 Die Matrix (BAB ... A" 'B) € R™ (™" heift Erreichbarkeitsmatriz
des Systems (1.2). O

Im Folgenden verwenden wir fiir £ € R die Notation
¢
W = / e " BBT (eA")Tdr.
0

Beachte, dass W; € R™*" gilt und W; damit ein linearer Operator auf dem R™ ist. W; ist
symmetrisch und positiv semidefinit, denn es gilt

t
T Wi = / 2TeA"BBT (A 2z dr > 0.
0 vV

=[BT (eA7)Tx|?

Fiir das Bild im W; dieses Operators gilt das folgende Lemma.
Lemma 2.11 Fiir alle ¢ > 0 gilt (A |im B) = im W;.

Beweis: Wir zeigen (A |im B)* = (im W;)*.
“C”: Sei x € (A|im B)*, also 2T A*B = 0 fiir alle k € Ng. Dann gilt
= thaT AR B
T Atp —
=0

und damit 27 W; = 0, also = € (im Wy)*.
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“D”: Sei x € (im Wy)* fiir ein ¢ > 0. Dann gilt
t
0=aTWia = [ BT () alPar,
0

woraus wegen der Stetigkeit des Integranden 27e4™B = (BT (eA7)Tz)T = 0 folgt.
Sukzessives Differenzieren von 27 BeA™ nach 7 liefert
2T AkeA™B =0

fiir alle k € No. Fiir 7 = 0 folgt 27 A¥B = 0, also = € (im A*B)* fiir alle k € Ny und damit
auch x € [im (BAB ... A" 1B)|* = (A]im B)*. 0

Der folgende Satz ist das Hauptresultat iiber die Struktur der Erreichbarkeits- und Kon-
trollierbarkeitsmengen.

Satz 2.12 Fiir das System (1.2) gilt fiir alle ¢ > 0

Beweis: Die Gleichheit (A |im B) = im (B AB ... A"~!B) wurde bereits in der Rechnung
vor Definition 2.10 gezeigt. Wir zeigen R(t) = (A|im B) (woraus insbesondere wiederum
die Unabhéngigkeit von R(t) von ¢ folgt). Die Aussage fiir C(t) folgt dann mit Lemma 2.4,
denn es gilt (A|im B) = (—A|im — B).

“C”: Sei x = x(t;0,u) € R(t). Nach der allgemeinen Losungsformel ist
t
r = / A7) Bu(r)dr.
0
Nun gilt fiir all 7 € [0, ¢] nach Definition von (A |im B)

0 _ \k
A7) Bu(r) = Z (t k:‘T) A¥Bu(r) € (A|im B)
k=0 '

und damit auch z € (A|im B), da die Integration iiber Elemente eines Unterraums wieder
ein Element dieses Unterraums ergibt.

“27:Sei z € (A]im B) und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert nach Lemma 2.11 ein ein z € R"
mit # = W;z. Definieren wir nun v € U durch u(r) := BT (eAt="NT2 fiir 7 € [0, 1], so gilt

t
x(t;0,u) = / A BBT (AN 2dr = Wiz =
0
und damit z € R(t). U

Korollar 2.13 (Kalman-Kriterium)
Das System (1.2) ist genau dann vollstéindig kontrollierbar, wenn

rg(BAB ... A" 'B) =n

ist. In diesem Fall nennen wir das Matrizenpaar (A, B) kontrollierbar.
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Wenn (A.B) nicht kontrollierbar ist, kann man den Zustandsraum R"™ wie folgt aufteilen,
um das Paar (A, B) in seinen kontrollierbaren und unkontrollierbaren Anteil zu zerlegen.

Lemma 2.14 Sei (A, B) nicht kontrollierbar, d.h., r := dim(A |im B) < n. Dann existiert
ein invertierbares T' € R™*", so dass A = T~'AT und B = T~ 'B die Form

o A1 A2 o Bl
(v a) 2= (%)
mit A; € R™", Ay € R™*(=7) Ag ¢ R(e=7)*(n=7) B, e R™™ hesitzen, wobei das Paar

(A1, By) kontrollierbar ist. Insbesondere hat das System nach Koordinatentransformation

mit 7" also die Form
Z1 (t) = Alzl(t) +A222(t) + Blu(t)

Z"2 (t) = Agzg(t)
mit 21 (t) € R" und 25(t) € R"™".

Beweis: Ubungsaufgabe.

Beachte, dass sich das charakteristische Polynom einer Matrix bei Koordinatentransforma-
tionen nicht verdndert. Es gilt also

xA(2z) = det(zld — A) = det(z1d — /Nl) = det(zId — A;) - det(zId — A3) = x4, (2) - x45(2)-

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.15 Wir nennen x4, den kontrollierbaren und x4, den unkontrollierbaren
Anteil des charakteristischen Polynoms x 4. a

Der folgende Satz liefert alternative Definitionen der Kontrollierbarkeit, die ohne die Be-
rechnung der Kontrollierbarkeitsmatrix auskommen. Hierbei bezeichnet (AMd — A|B) €
R™*(+m) die Matrix, die durch Nebeneinanderschreiben der Matrizen A\Id — A und B
entsteht.

Satz 2.16 (Hautus-Kriterium)
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(i) (A, B) ist kontrollierbar

(ii)) rg(AMld — A| B) = n fiir alle A € C

(iii) rg(AId — A| B) = n fiir alle Eigenwerte A € C von A
Beweis: Wir beweisen zuerst “(ii) < (iii)” und dann “(i) < (ii)”.
“(ii) = (iii)”: klar

“(ii) < (iii)”: Es sei A € C kein Eigenwert von A. Dann gilt det(AId — A) # 0, woraus
rg(Ald — A) = n folgt. Hieraus folgt (ii) wegen rg(Ald — A| B) > rg(Ald — A).
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“(i) = (ii)”: Wir nehmen an, dass (i) gilt und (ii) nicht gilt und fiithren dies zu einem
Widerspruch.

Wenn (ii) nicht gilt, existiert ein A € C mit rg(Ald — A| B) < n. Also existiert ein p € R"”,
p # 0 mit pT'(Ald — A| B) = 0, also

pTA=xp? und p" B =0.
Aus der ersten Gleichheit folgt p” A¥ = \fpT und damit insgesamt
pTA¥B = \epT'B =0

fir k =0,...,n — 1. Also gilt p? (BAB ... A" 'B) = 0, womit rg(BAB ... A" 'B) <n
sein muss. Dies ist ein Widerspruch zur Kontrollierbarkeit von (A, B).

“(i) < (i1)”: Wir nehmen an, dass (ii) gilt und (i) nicht gilt und fithren dies zu einem
Widerspruch.

Nehmen wir also an, dass (A, B) nicht kontrollierbar ist. Dann existiert die Zerlegung

~ A A ~ B
—1 1 2 —1 1
A=T AT—( 0 3), B=T B—( . )

geméfl Lemma 2.14 mit Koordinatentransformationsmatrix 7.

Sei nun A € C ein Eigenwert von Al zum Eigenvektor v. Dann gilt v (AId — A3) = 0.
Damit gilt fiir w? = (0,v7T)

~ 0T(MId — A1) 07(—Ay) ~ 07(By)
T W 1 2 _ TH _ 1)\ _
w (Ald — A) = < oT0 WO — Ag) ) = O und w" B = +T0 =0.

Mit p? = wTT=1 # 0 folgt dann
p'(AMd— A|B)=w'T7'(A\ld — A| B) = (w"(\Id — A)T~ |w"B) = 0,

was im Widerspruch zu (ii) steht. U



Kapitel 3

Stabilitit und Stabilisierung

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Problem der Stabilisierung linearer Kontrollsy-
steme beschiftigen. Bevor wir dieses Problem angehen, miissen wir zunéchst kliren, was
wir unter Stabilitét verstehen.

3.1 Definitionen

In diesem und den folgenden zwei Abschnitten werden wir wichtige Resultate der Stabi-
litdtstheorie linearer zeitinvarianter Differentialgleichungen (1.6)

() = Ax(t)

einfithren. Die Darstellung wird dabei relativ knapp gehalten; fiir eine ausfiihrlichere Be-
handlung dieses Themas siehe z.B. das Skript “Stabilitdt und Stabilisierung linearer Sy-
steme” [3]. Wir beschrénken uns hier auf die Stabilitdt von Gleichgewichten.

Definition 3.1 Eine Punkt 2* € R™ heifit Gleichgewicht (auch Ruhelage oder Equilibrium)
einer gewohnlichen Differentialgleichung, falls fiir die zugehorige Lésung

x(t;z*) = 2" fir alle t € R

gilt. a

Gleichgewichte haben wir bereits ohne formale Definition im einfithrenden Kapitel be-
trachtet. Man rechnet leicht nach, dass ein Punkt z* genau dann ein Gleichgewicht einer
allgemeinen zeitinvarianten Differentialgleichung #(t) = f(z(t)) ist, wenn f(z*) = 0 ist. Fiir
die lineare Differentialgleichung (1.6) ist daher der Punkt 2* = 0 immer ein Gleichgewicht.
Dieses Gleichgewicht x* = 0 wollen wir in der folgenden Analyse néher betrachten.

Definition 3.2 Sei z* = 0 das Gleichgewicht der linearen Differentialgleichung (1.6).

(i) Das Gleichgewicht z* = 0 heifit stabil, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
die Ungleichung
|z (t; zo)|| < e fiir alle t >0

19
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fiir alle Anfangswerte xp € R™ mit ||zo| < 0 erfiillt ist.

(ii) Das Gleichgweicht z* = 0 heifit lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und dariiber-
hinaus

lim z(t;x0) =0

gilt fiir alle Anfangswerte x( aus einer offenen Umgebung U von x* = 0.

(iii) Das Gleichgewicht z* = 0 heifit global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = R™ erfiillt

1st.

(iv) Das Gleichgewicht x* = 0 heifit lokal bzw. global exponentiell stabil, falls Konstanten
¢, o > 0 existieren, so dass die Ungleichung

llz(t; z0) || < ce 7| zol| fiir alle t >0

fiir alle zp aus einer Umgebung U von z* = 0 (mit U = R™ im globalen Fall) erfiillt ist.
O

Bemerkung 3.3 Die Stabilitéit aus (i) wird auch ,,Stabilitdt im Sinne von Ljapunov® ge-
nannt, da dieses Konzept Ende des 19. Jahrhunderts vom russischen Mathematiker Alex-
ander M. Ljapunov eingefiihrt wurde. Beachte, dass aus den Definitionen die Implikationen

(lokal/global) exponentiell stabil = (lokal/global) asymptotisch stabil = stabil

folgen. Die zweite Implikation ergibt sich direkt aus der Definition. Dass aus exponentieller

Stabilitéit die asymptotische Stabilitéit folgt, sieht man folgendermafien:

Fiir ein gegebenes ¢ folgt (i) mit 6 = ¢/c¢, denn damit gilt fiir ||zg|| < § die Ungleichung

|z (t;20)|| < ce™ 2ol < c|lxo]] < e. Die in (ii) geforderte Konvergenz ist offensichtlich.
O

3.2 Eigenwertkriterien

Der folgende Satz gibt ein Kriterium an die Matrix A, mit dem man Stabilitdt leicht
tiberpriifen kann.

Satz 3.4 Betrachte die lineare zeintinvariante Differentialgleichung (1.6) fiir eine Matrix
A € R™", Seien A\i,..., g € C, \; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matrix A, die hier
so angeordnet seien, dass jedem Eigenwert )\; ein Jordan-Block J; in der Jordan’schen
Normalform entspricht. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte )\; nichtpositiven
Realteil a; < 0 besitzen und fiir alle Eigenwerte mit Realteil a; = 0 der entsprechende
Jordan-Block J; eindimensional ist.

(ii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist lokal asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigen-
werte A\; negativen Realteil a; < 0 besitzen.
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Beweisskizze: Zunichst iiberlegt man sich, dass alle Stabilitdtseigenschaften unter li-
nearen Koordinatentransformationen mit invertierbarer Transformationsmatrix T° € R™*"
erhalten bleiben, da die Losungen y(t; yo) des transformierten Systems mittels

y(tiyo) = T~z (t; Tyo)
ineinander umgerechnet werden kénnen.

Es reicht also, die Stabilitdtseigenschaften fiir die Jordan’sche Normalform

Ji 0 ... 0
J— 0 0
0 0
0 0 Jy
mit den Jordan-Blocken der Form
N1 0 0
0 XN 1 :
=1+ o o 0 | (3.1)
. . . >\l 1
0 -+ - 0 N

j = 1,...,d, der Matrix A zu beweisen. Wir bezeichnen die zu #(t) = Jz(t) gehorigen
Losungen wiederum mit z(t; zg).

Aus den Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion folgt nun, dass die allgemeine
Losung

z(t; z0) = e’lxg
fir J die Form
et 0 ... 0
2(t: 20) = 0 o0 zo
0o . .0
0 ... 0 et
besitzt. Weiter rechnet man nach, dass
t2 tmfl
Lt 5 - oy
0 1 t
eJlt — e)\ﬂf ﬁ
2!
: . . 1 t
0 -+ -~ 0 1

ist, wobei eM? die (iibliche) skalare Exponentialfunktion ist, fiir die

— 0, a; <0
ettt = et =1, aq=0

— 00, a; >0
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fiir t — oo gilt.
Die Eintriige von e”!! sind also genau dann beschrinkt, wenn die Bedingung aus (i) erfiillt

ist. Weil zudem fiir jedes k € N und jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert mit
eUtth < celatelt, (3.2)

konvergieren die Eintréige von e/’ genau dann gegen 0, wenn (ii) erfiillt ist.

Dieses Verhalten der Matrix-Eintréige iibertrégt sich bei der Matrix-Vektor-Multiplikation
e’txy auf die Losungen, weswegen es dquivalent zur Stabilitéit bzw. asymptotischen Stabi-
litat ist. U

Der Beweis von (iii) zeigt tatsdchlich globale exponentielle Stabilitéit, da die Eintrige in
(3.2) exponentiell gegen 0 konvergieren. Die Konsequenz dieser Tatsache formulieren wir
explizit in dem folgenden Satz.

Satz 3.5 Betrachte die lineare zeintinvariante Differentialgleichung (1.6) fiir eine Matrix
A € R™™ ™, Seien Aq1,..., g € C, \; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matrix A. Dann sind die
folgenden drei Eigenschaften dquivalent.

(i) Alle Eigenwerte \; besitzen negativen Realteil a; < 0.
(ii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist lokal asymptotisch stabil.

(iii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist global exponentiell stabil, wobei die Konstante o > 0
aus Definition 3.2(iv) beliebig aus dem Intervall (0, — max;—;, . qa;) gewdhlt werden kann.

(iv) Die Norm der Matrix-Exponentialfunktion erfiillt ||e4t|| < ce™* fiir ¢ aus (iii) und
eine von ¢ abhingige Konstante ¢ > 0.

Beweis: (iii) = (ii) folgt mit Bemerkung 3.3, (ii) = (i) folgt aus Satz 3.4(iii) und (i) =
(iii) wurde im Beweis von Satz 3.4(iii) gezeigt. SchlieBlich folgt (iii) < (iv) sofort aus der
Definition der induzierten Matrix-Norm (und gilt dann fiir alle Normen auf R™*", weil
diese dquivalent sind). U

Beispiel 3.6 Wir betrachten das Pendelmodell aus Kapitel 1 fiir v = 0 und ohne Beriick-
sichtigung der Bewegung des Wagens. Die Linearisierung im unteren ( = herunterhéngen-
den) Gleichgewicht liefert
0 1
4= < -9 —k )

1 1
)\1/2 = —§]€:|: 5\/ ]{32 —4g

Hierbei ist \/k? — 4g entweder komplex oder < k, weswegen man in jedem Fall Re); 2 <0
und damit exponentielle Stabilitat erhélt.

mit Eigenwerten

Die Linearisierung im oberen ( = aufgerichteten) Gleichgewicht lautet

(5 )
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liefert. Hier erhilt man die Eigenwerte

1 1
)\1/2 - —§k':|:§\/k‘2+4 5

deren groferer wegen \/k?+4g > k immer positiv ist. Man erhilt also keine Stabi-
litét. a

3.3 Ljapunov Funktionen

In diesem Kapitel werden wir ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung asymptotisch
stabiler Differentialgleichungen behandeln, némlich die sogenannten Ljapunov Funktionen.
Asymptotische (und auch exponentielle Stabilitéit) verlangen nur, dass die Norm |[|z(t)]|
einer Losung fiir ¢ — oo abnimmt. Fiir viele Anwendungen wére es aber viel einfacher,
wenn die Norm streng monoton in ¢ fallen wiirde. Dies ist natiirlich im Allgemeinen nicht
zu erwarten. Wir konnen die strenge Monotonie aber erhalten, wenn wir die euklidische
Norm ||z(t)|| durch eine allgemeinere Funktion, ndmlich gerade die Ljapunov Funktion,
ersetzen.

Fiir lineare Systeme konnen wir uns auf sogenannte quadratische Ljapunov Funktionen
beschréanken, wie sie durch die folgende Definition gegeben sind.

Definition 3.7 Sei A € R"™ ", Eine stetig differenzierbare Funktion V : R® — R{ heifit
(quadratische) Ljapunov Funktion fiir A, falls positive reelle Konstanten ¢, ca,c3 > 0 exi-
stieren, so dass die Ungleichungen

cllz ] < V(2) < eaff||?

und
DV (x) - Az < —csjz|?

fiir alle z € R™ gelten. a

Der folgende Satz zeigt, dass die Existenz einer Ljapunov Funktion exponentielle Stabilitét
der zugehorigen Differentialgleichung impliziert.

Satz 3.8 Seien A € R™*" eine Matrix und z(¢; zg) die Losungen des zugehorigen linearen
Anfangswertproblems (1.6), (1.7). Dann gilt: Falls eine quadratische Ljapunov Funktion
mit Konstanten c1, ca, c3 > 0 existiert, so erfiillen alle Losungen die Abschitzung

o (t; o) || < ce™ |||

fiir 0 = c3/2c2 und ¢ = /¢ /cq, d.h. die Matrix A ist exponentiell stabil.

Beweis: Aus der Ableitungsbedingung fiir z = x(7, z¢) folgt

d

o V(z(t;20)) = DV (2(13520)) - &(7;20) = DV (2(7;20)) - Az (735 20) < —c3|2(7520) |

t=1
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Wegen —||z]|? < —V/(x)/cy folgt damit fiir A = c3/co die Ungleichung

%V(x(t; 70)) < =AV(x(t; 20)).

Aus dieser Differentialungleichung folgt die Ungleichung
V(x(t;20)) < e MV (o),

(siehe z.B. den Beweis von Satz 6.2 in [3]). Mit den Abschitzungen fiir V (z) erhalten wir
daraus

1 _ Cc2 _
l(t; 201 < —e MV (@) < e o]?
C1 C1
und damit durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten die Ungleichung
l(t; o) || < ce™"[|o |

fiir ¢ = \/ca/c1 und o = \/2. U

Wir wollen uns nun mit einer speziellen Klasse von Ljapunov Funktionen beschéftigen, bei
denen V durch eine Bilinearform der Form 27 Pz dargestellt wird, wobei P € R™"*™,

Wir erinnern daran, dass eine Matrix P € R™™ positiv definit heiBt, falls 27 Pz > 0
ist fiir alle x € R™ mit x # 0. Das folgende Lemma fasst zwei Eigenschaften bilinearer
Abbildungen zusammen.

Lemma 3.9 Sei P € R™*". Dann gilt: (i) Es existiert eine Konstante ca > 0, so dass
—co||z||? < 2T Pz < ¢o|z||? fiir alle z € R™.
(ii) P ist positiv definit genau dann, wenn eine Konstante ¢; > 0 existiert mit

c1||z|? < 2T Pg fiir alle 2 € R™.

Beweis: Aus der Bilinearitédt folgt fiir alle z € R™ mit « # 0 und y = z/||z|| die Gleichung
T P = ||z|*y" Py. (3.3)

Da y” Py eine stetige Abbildung in y € R™ ist, nimmt sie auf der kompakten Menge

{y e R"||ly]| = 1} ein Maximum ¢max und ein Minimum ¢, an.

(i) Die Ungleichung (i) folgt nun aus (3.3) mit co = max{cmax, —Cmin }-

(ii) Falls P positiv definit ist, ist ¢pin > 0, und (ii) folgt mit ¢; = cpin. Andererseits folgt die
positive Definitheit von P sofort aus (ii), also erhalten wir die behauptete Aquivalenz. U

Hiremit erhalten wir die folgende Aussage.

Lemma 3.10 Seien A, P € R™ " und c3 > 0 so, dass die Funktion V(z) = 27 Pz die
Ungleichung

DV (x) - Az < —cs|z|?
fiir alle x € R™ erfiillt. Dann gilt: P ist genau dann positiv definit ist, wenn A exponentiell
stabil ist. In diesem Fall ist V' eine quadratische Ljapunov Funktion.
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Beweis: Falls P positiv definit ist, folgt aus Lemma 3.9(ii) sofort, dass V' eine quadratische
Ljapunov Funktion ist, womit A exponentiell stabil ist.

Falls P nicht positiv definit ist, gibt es ein g € R™ mit xy # 0 und V(z¢) < 0. Weil sich
verschiedene Losungen der Differentialgleichung nicht schneiden kénnen, kann die Losung
x(t; o) mit zp # 0 niemals 0 werden kann. Daher folgt aus der Ableitungebedingung, dass
V(z(t; zp)) fiir alle t > 0 streng monoton féllt. Insbesondere gibt es also ein ¢ > 0, so dass
V(z(t;z0)) < —c fur alle ¢ > 1. Mit der ersten Abschétzung aus Lemma 3.9(i) folgt dann

|2 (t; 20)||? > ¢/c > 0 fiir alle ¢ > 1.
Also konvergiert x(t; xo) nicht gegen den Nullpunkt, weswegen A nicht exponentiell stabil

ist. ]

Wir kénnen das Ableitungskriterium vereinfachen, indem wir die bilineare Form der Lja-
punov Funktion ausnutzen.

Lemma 3.11 Fiir eine bilineare Ljapunov Funktion V (x) = 27 Px sind dquivalent:
(i) DV (x) - Az < —cs||z|? fiir alle z € R™ und eine Konstante ¢z > 0
(ii) Die Matrix C = —ATP — PA ist positiv definit.

Beweis: Wegen 2/ Pz = (PTz)Tz gilt nach Produktregel
DV (x)-Ax = (PTAz)T o+ (PTa) Az = 2T AT P+ 2" PAz = 27 (AT P+ PA)z = -2 Cu.
Bedingung (i) ist also dquivalent zu

2T Cx > e3|z||? fiir alle z € R™.

Wegen Lemma 3.9 (ii) ist diese Bedingung genau dann fiir ein c¢3 > 0 erfiillt, wenn C positiv
definit ist. 0

Die Gleichung in Lemma 3.11 (iii) wird auch Ljapunov Gleichung genannt. Es liegt nun
nahe, diese Gleichung zur Konstruktion von Ljapunov Funktionen zu verwenden. Die Frage
ist, wann kann man zu einer gegebenen Matrix A und einer gegebenen positiv definiten
Matrix C eine Matrix P finden, so dass AT P + PA = —C gilt? Das folgende Lemma
beantwortet diese Frage.

Lemma 3.12 Fiir eine Matrix A € R™*™ und eine positiv definite Matrix C' € R™*" hat
die Ljapunov Gleichung
ATP+ PA=-C (3.4)

genau dann eine (sogar eindeutige) positiv definite Losung P € R™ " wenn A exponentiell
stabil ist, d.h., falls die Realteile aller Eigenwerte A; von A negativ sind.

Beweis: Falls eine positiv definite Losung P von (3.4) existiert, ist die Funktion V(z) =
2T Pz wegen den Lemmas 3.11 und 3.10 eine quadratische Lyapunov Funktion, womit A
exponentiell stabil ist.
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Sei umgekehrt A exponentiell stabil und C positiv definit. Wir zeigen zunéchst, dass
(3.4) losbar ist. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass A in Jordan’scher Normalform
vorliegt, denn fiir A = TAT~! sieht man leicht, dass P (3.4) genau dann 1&st, wenn
P = (r-HTPT~! die Gleichung

AP+ PA=—(T"HTcT™!

16st. Wir konnen also annehmen, dass A von der Form

aq 51 0 . 0
0 ar [o :
A= S g 0 (3.5)
: . - ap-1 Pno1
0 - o 0 an

ist, wobei die «; gerade Eigenwerte von A sind und die §; entweder 0 oder 1 sind. Schreibt
man die Spalten von P untereinander in einen Spaltenvektor p € Rn2, und macht das gleiche
fiir die Matrix C und einen Vektor ¢, so ist (3.4) dquivalent zu einem Gleichungssystem

Ap = —c,

mit einer geeigneten Matrix A € C"*"*, Falls A in der Form (3.5) ist, sieht man durch
Nachrechnen der Koeflizienten, dass A eine untere Dreiecksmatrix ist, d.h.

ap 0 0 0
* Q2 0
A= o |-
07712—1 0
* * Q2

wobei * beliebige Werte bezeichnet, und die &; von der Form a; = A; + A, fiir Eigenwerte
der Matrix A sind. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass

(i) bei einer Dreiecksmatrix die Elemente auf der Diagonalen gerade die Eigenwerte sind
(ii) eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn alle Eigenwerte ungleich Null sind.

Da alle \; negativen Realteil haben, sind die @; alle ungleich Null, also ist die Matrix A
wegen (i) und (ii) invertierbar. Demnach gibt es genau eine Losung des Gleichungssystems
Ap = ¢ und damit genau eine Losung B der Ljapunov Gleichung (3.4).

Es bleibt zu zeigen, dass diese Losung P positiv definit ist. Wegen Lemma 3.11 erfiillt
P alle Voraussetzungen von Lemma 3.10. Da A exponentiell stabil ist, muss P also nach
Lemma 3.10 positiv definit sein. U

Der folgende Satz fasst das Hauptresultat dieses Kapitels zusammen.

Satz 3.13 Fiir A € R™*" gilt: Eine quadratische Ljapunov Funktion fiir die lineare Dif-
ferentialgleichung (1.6) existiert genau dann, wenn die Matrix A exponentiell stabil ist.
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Beweis: Sei eine quadratische Ljapunov Funktion V' gegeben. Dann ist A nach Satz 3.8
exponentiell stabil.

Sei A umgekehrt exponentiell stabil. Dann existiert nach Lemma 3.12 eine positiv defi-
nite Matrix P, die die Ljapunov Gleichung (3.4) fiir eine positiv definite Matrix C' 16st.
Wegen Lemma 3.11 und Lemma 3.10 ist V(z) = 27 Pz dann eine quadratische Ljapunov
Funktion. U

Die Existenz einer quadratischen Ljapunov Funktion ist also eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die exponentielle Stabilitdt von A und liefert damit eine Charakte-
risierung, die dquivalent zu der Eigenwertbedingung aus Satz 3.5 ist.

Beispiel 3.14 Fiir das im unteren Gleichgewicht linearisierte Pendelmodell mit

T

ist die bilineare Ljapunov Funktion zu C = Id gegeben durch die Matrix

k2+¢°+g 1

P= ( 2gk 29 > ]
1 gtl
2g 2gk

3.4 Das Stabilisierungsproblem fiir lineare Kontrollsysteme

Wir haben nun das technische Werkzeug, um uns wieder den linearen Kontrollsystemen zu
widmen. In Aufgabe 2 des 4. Ubungsblatt haben wir gesehen, dass die Vorausberechnung
einer Kontrollfunktion u(t) auf grofien Zeithorizonten i.A. nicht funktioniert, um ein System
in einen gegebenen Punkt (0.B.d.A. 0) zu steuern und dort zu halten — selbst die geringen
Fehler einer genauen numerischen Simulation reichten dort aus, um die Lésung weit von
dem gewiinschten Punkt zu entfernen.

Wir machen daher einen nun einen anderen Ansatz. Statt die Kontrolle als Steuerung —
abhéngig von ¢ — anzusetzen, wihlen wir nun eine Regelung, in der wir die Kontrollfunktion
in jedem Zeitpunkt zustandsabhéngig als u(t) = F(x(t)) fiir eine zu bestimmende Funktion
F : R" — R™ ansetzen. Eine solche Funktion, die jedem Zustand einen Kontrollwert
zuordnet, nennt man Feedback. Da unser System linear ist, liegt es nahe, die Feedback-
Funktion F' linear zu wéhlen, also v = Fz fiir ein F' € R™*™. Dies hat den Vorteil, dass
das entstehende System

#(t) = Az(t) + BFz(t) = (A + BF)z(t)

eine lineare zeitinvariante Differentialgleichung wird, auf die wir die Theorie der vorherge-
henden Abschnitte anwenden kénnen.

Um nun einen Zustand nach 0 zu steuern und ihn dort zu halten, kénnen wir das folgende
Stabilisierungsproblem l6sen.
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Definition 3.15 Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem (1.2)
z(t) = Az(t) + Bu(t)

mit Matrizen A € R"" B € R™™. Das (Feedback-) Stabilisierungsproblem fiir (1.2)
besteht darin, eine lineare Abbildung F' : R™ — R" (bzw. die dazugehérige Matrix F' €
R™*™) zu finden, so dass die lineare gewohnliche Differentialgleichung

#(t) = (A + BF)a(t)

asymptotisch stabil ist. Diese Gleichung wird als geschlossener Regelkreis oder closed loop
System bezeichnet. o

Aus unseren Kriterien fiir asymptotische Stabilitdt kann man leicht das folgende Lemma
ableiten.

Lemma 3.16 Gegeben seien zwei Matrizen A € R™ ™ und B € R™ ™. Dann 16st die
Matrix F' € R™*" das Stabilisierungsproblem, falls alle Eigenwerte der Matrix A + BF' €
R™*™ negativen Realteil haben.

Wir werden uns im weiteren Verlauf mit der Frage beschéftigen, wann — zu gegebenen
Matrizen A und B — eine solche Matrix F' existiert und wie man sie berechnen kann.

Beispiel 3.17 Als einfaches und intuitiv losbares Beispiel fiir ein Stabilisierungsproblem
betrachten wir ein (sehr einfaches) Modell fiir eine Heizungsregelung. Nehmen wir an, dass
wir wir die Temperatur x; in einem Raum an einem festgelegten Messpunkt regeln wollen.
Der Einfachheit halber sei die gewiinschte Temperatur auf 2] = 0 normiert. In dem Raum
befindet sich ein Heizkérper mit Temperatur xo, auf die wir mit der Kontrolle u Einfluss
nehmen kénnen. Die Verdnderung von zy sei durch die Differentialgleichung #2(t) = u(t)
beschrieben, d.h. die Kontrolle u regelt die Zunahme (falls v > 0) bzw. Abnahme (falls
u < 0) der Temperatur. Fiir die Temperatur z; im Messpunkt nehmen wir an, dass sie der
Differentialgleichung 1 (t) = —z1(t) + x2(t) geniigt, d.h. fiir konstante Heiztemperatur z
ergibt sich
r1(t) = e 21 (0) + (1 — e H)as.

Mit anderen Worten nehmen wir an, dass die Raumtemperatur x; im Messpunkt exponen-
tiell gegen die Temperatur des Heizkorpers konvergiert.

Aus diesem Modell erhalten wir das Kontrollsystem

ao:<‘éé>aw+<?>mw

Eine naheliegende Regelstrategie ergibt sich nun wie folgt: Falls 1 > 27 = 0 ist, so ver-
mindern wir die Temperatur in x9, d.h., wir wahlen v < 0. Im umgekehrten Fall, d.h.
falls 1 < 27 = 0 ist, erhohen wir die Temperatur und setzen v > 0. Da unser Feedback
linear sein soll, ldsst sich dies durch die Wahl F(x) = —Az; fiir ein A > 0 erreichen, oder, in
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Matrix-Schreibweise F' = (—\, 0) (beachte, dass hier n = 2 und m = 1 ist, F' also eine 1 x 2-
Matrix bzw. ein 2-dimensionaler Zeilenvektor ist). Damit erhalten wir das riickgekoppelte

System
#(t) = ( - (1) )x(t).

Berechnet man die Eigenwerte fiir A > 0, so sieht man, dass alle Realteile negativ sind. Wir
haben also (ohne es zu wollen) das Stabilisierungsproblem gelost und folglich konvergieren
x1(t) und zo(t) fiir alle beliebige Anfangswerte exponentiell schnell gegen 0, insbesondere
konvergiert z1 exponentiell schnell gegen die gewiinschte Temperatur 7 = 0. Damit ha-
ben wir bewiesen, dass unser von Hand konstruierter Regler tatséchlich das gewiinschte
Ergebnis erzielt.

Falls wir die Temperatur zo am Heizkérper messen kénnen, so konnen wir auch F(x) =
—Axg2, bzw. in Matrix-Schreibweise F' = (0, —\) setzen. Wiederum sieht man durch Be-
trachtung der Eigenwerte, dass das riickgekoppelte System fiir alle A > 0 exponentiell stabil
ist und damit das gewiinschte Verhalten erzielt wird. Das Verhalten dieses Systems mit den
zwei verschiedenen Feedbacks ist allerdings recht unterschiedlich. Wir werden dies in den
Ubungen genauer untersuchen. a

Bemerkung 3.18 In der Praxis ist der Zustand x(¢) eines Systems oft nicht vollstindig
messbar, stattdessen hat man nur Zugriff auf einen Ausgangsvektor y = Cx fiir eine Matrix
C € R¥", In diesem Fall kann ein Feedback F nur vom Ausgangsvektor y abhéingen, man
spricht von einem Ausgangsfeedback.

Tatséchlich haben wir im obigen Beispiel so etwas Ahnliches gemacht, indem wir zur Kon-
struktion von F nur die ,Information“ aus der Variablen x; bzw. x5 verwendet haben.
Wir werden im Folgenden zunéchst annehmen, dass alle Zusténde messbar sind und den
allgemeinen Fall in Kapitel 4 behandeln. a

3.5 Losung des Stabilisierungsproblems mit eindimensiona-
ler Kontrolle

In diesem Abschnitt werden wir Bedingungen untersuchen, unter denen wir eine Losung
fiir das Stabilisierungsproblems aus Definition 3.15 mit eindimensionaler Kontrolle finden
konnen. Insbesondere werden wir eine hinreichende und notwendige Bedingung an die Ma-
trizen A und B in (1.2) angeben, unter der das Problem lésbar ist. Die einzelnen Schritte der
Herleitung liefern dabei ein konstruktives Verfahren zur Berechnung eines stabilisierenden
Feedbacks.

Bei der Herleitung werden wieder einmal Koordinatentransformationen eine wichtige Rolle
spielen. Fiir eine Transformationsmatrix T' € R™*" ist das zu

z(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.6)
gehorige transformierte System

i(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.7)
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durch A = T~ AT und B = T~' B gegeben. Ein Feedback F fiir (3.6) wird mittels F' = FT
in eines fiir (3.7) transformiert; dies folgt sofort aus der Bedingung T '(A + BF)T =
A+ BF.

Wir haben in Lemma 2.14 bereits gesehen, dass man Paare (A, B) mittels einer geeigneten
Koordinatentransformation in die Form

~ (A Ay ~ [ B
=% ) 2= (%)

d.h. in ein kontrollierbares Paar (A1, B1) und einen unkontrollierbaren Rest zerlegen kann.

Wir benétigen hier noch eine zweite Koordinatentransformation, die fiir kontrollierbare
Systeme gilt, bei denen u eindimensional ist. In diesem Fall haben wir m = 1, also B €
R™*1 d.h. die Matrix B ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor.

Lemma 3.19 Sei A € R™" und B € R™*!. Dann gilt: Das Paar (A, B) ist kontrollierbar
genau dann, wenn es eine Koordinatentransformation S gibt, so dass

0 1 - 0 0
A=g5tas=| + © " und B =S 'B =
ap Qg -t Qp 1

ist, wobei die Werte o; € R gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von
A sind, d.h. xa(2) = 2" — @,2" ! — - — a2z — a.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass fiir Matrizen A der angegebenen Form die «; gerade
die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind. Dies folgt durch Induktion iiber n:
Fiir n = 1 ist die Behauptung sofort klar. Fiir den Induktionsschritt sei A, € R™*™ von
der Form des Satzes und A, € R™*" gegeben durch

0 1 -+ 0

0

An+1 = A

Qo
Entwickeln wir nun det(zIdgn+1 — A,11) nach der ersten Spalte, so ergibt sich

n n—1
XAn+1 = ZXAH(Z) — Q) =2 —0p_1%2 — - — 12 — Qp,

also nach Umnummerierung der «; gerade der gewiinschte Ausdruck.
Nehmen wir nun an, dass S existiert. Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass
0

R—(BAB.. i1B) = (3.8)

o O O

* ¥ %X =
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gilt, wobei * beliebige Werte bezeichnet. Diese Matrix hat vollen Rang, denn durch Um-
ordnung der Zeilen (dies dndert den Rang nicht) erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix
mit lauter Einsen auf der Diagonalen, welche offenbar invertierbar ist, also vollen Rang
besitzt. Daher ist (4, B) kontrollierbar und da Kontrollierbarkeit unter Koordinatentrans-
formationen erhalten bleibt, ist auch das Paar (A, B) kontrollierbar.

Sei umgekehrt (A, B) kontrollierbar. Dann ist die Matrix R = (B AB ... A" ' B) inver-
tierbar, folglich existiert R~'. Wir zeigen nun zunichst, dass R™'AR = AT ist. Dazu
reicht es zu zeigen, dass AR = RAT ist. Dies folgt (unter Verwendung des Satzes von
Cayley-Hamilton) aus der Rechnung

AR = A(BAB ... A" 'B)=(ABA?’B ... A" 'B A"B)
= (ABA’B ... A" 'B 0, A" 'B+ ...+ aB)

0 -+ 0 o
1 -+ 0 « ~

— (BAB.. A~'B)| . P | =RAT
0 - 1 ap

Mit R aus (3.8) folgt mit analoger Rechnung die Gleichung R1AR = AT und damit
A=RATR™' = RRT'ARR™.

Aus den Definitionen von R und R folgt R(1,0,..., 0)” = B und }~%(1, 0,...,0)7 = B, also
RR™'B = B. Damit ergibt sich S = RR~! als die gesuchte Transformation. U

Die durch Lemma 3.19 gegebene Form der Matrizen A und B wird auch Regelungsnormal-
form genannt. Beachte, dass sich die Koordinatentransformation S allein durch Kenntnis
von A, B und den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von A berechnen lasst.

Mit Hilfe der Regelungsnormalform kénnen wir nun die Losung des Stabilisierungsproblems
fiir u € R angehen.

Zunéchst driicken wir das Stabilisierungsproblem mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
aus. Dies konnen wir fiir beliebige Kontrolldimensionen machen.

Definition 3.20 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R"*" und B €
R™ ™. Ein Polynom x heifit vorgebbar fiir das Kontrollsystem, falls ein lineares Feedback

F € R™*™ existiert, so dass x = xa+pr ist fiir das charakteristische Polynom y a1 pp der
Matrix A + BF. a

Da wir wissen, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte
der zugehorigen Matrix sind, erhalten wir aus Lemma 3.16 sofort die folgende Charakteri-
sierung.

Lemma 3.21 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R"*" und B € R™*™.
Dann gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lésbar, falls ein vorgebbares Polynom
existiert, dessen Nullstellen iiber C alle negativen Realteil haben.
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Der folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen der Kontrollierbarkeit von (A, B) und der
Vorgebbarkeit von Polynomen.

Satz 3.22 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R®*" und B € R™*!, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften dquivalent.

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — B,2" ' — -+ — Boz — By mit By,...,H, € R ist
vorgebbar.

Beweis: (i) = (ii): Sei (A, B) kontrollierbar und sei S die Koordinatentransformation aus
Lemma 3.19. Wir setzen

F=(61—a1 fr—az ... Bn—ay) € R

Dann gilt
0 1 0 0
~ e~ S : 0
A+ BF = o o +| . [(Bi—oa fa—a ... Bn— o)
o o0 .- 1 :
a)p Qg (7% 1
0 1 0 0 0
g : +
0 O 1 0 0
ap oy o Qy Br—or Po—ax - PBp—ay
0 1 0
N 0o 0 --- 1
Br B2 - Ba

Aus der zweiten Aussage von Lemma 3.19 folgt, dass x 3 LBE = X Ist. Also ist, nach

Riicktransformation, F' = FS—1 die gesuchte Feedback Matrix, da das charakteristische
Polynom einer Matrix invariant unter Koordinatentransformationen ist.

(ii) = (i): Wir zeigen die Implikation ,nicht (i) = nicht (ii)“:

Sei (A, B) nicht kontrollierbar. Sei T die Koordinatentransformation aus Lemma 2.14.
Dann ergibt sich fiir jedes beliebige Feedback F' = (F} Fb)

g+§1§:<A1+B1F1 A2+B1F2> ~

0 As =:D.
Fiir das charakteristische Polynom dieser Matrix gilt

Xﬁ = XA1+B1F1 XA37

daher sind (beachte, dass (A1, B1) kontrollierbar ist) die vorgebbaren Polynome gerade
von der Form x = X Xu, Wobei xi ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d ist und
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Xu = XAs ist. Dies sind sicherlich weniger als die in (ii) angegebenen Polynome, weshalb
(ii) nicht gelten kann. U

Natiirlich ist es zur Stabilisierung nicht notwendig, dass jedes Polynom vorgebbar ist, wir
brauchen lediglich eines zu finden, dessen Nullstellen nur negative Realteile haben. Der
Beweis von Satz 3.22 lisst bereits erahnen, wann dies moglich ist.

Satz 3.23 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R™*" und B € R™*!, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Seien A; € R¥*4 A, e R¥x(n=d) = g, ¢ R(n—d)x(n—d) ypd
B, € R¥*! die Matrizen aus Lemma 2.14 mit der Konvention, dass A; = A und B; = B
ist, falls (A, B) kontrollierbar ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (1.2) gerade die Polynome der Form x = xxX 45,
wobei X ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und x4, das charakteristische
Polynom der Matrix As, also gerade der unkontrollierbare Anteil des charakteristischen
Polynoms x4 ist, vgl. Definition 2.15. Hierbei machen wir die Konvention x4, = 1 falls
d=n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann 16sbar, wenn alle Eigenwerte
von As negativen Realteil haben. In diesem Fall nennen wir das Paar (A, B) stabilisierbar.

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus dem zweiten Teil des Beweises von Satz
3.22. Die Aussage iiber das Stabilisierungsproblem folgt dann sofort aus Lemma 3.21. 1l

3.6 Losung des Stabilisierungsproblems mit mehrdimensio-
naler Kontrolle

Die Resultate fiir mehrdimensionale Kontrolle m > 1 sind vollig analog zu denen fiir
eindimensionale Kontrolle. Bei einer direkten Herangehensweise sind allerdings die Beweise
etwas aufwéindiger, da wir nicht direkt auf Lemma 3.19 zuriickgreifen kénnen. Wir werden
den mehrdimensionalen Fall deswegen auf den Fall m = 1 zuriickfiihren, indem wir das
folgende Lemma verwenden, das als Heymanns Lemma bezeichnet wird.

Lemma 3.24 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R™*" und B € R™*"™.
Das Paar (A, B) sei kontrollierbar. Sei v € R ein Vektor mit B = Bv # 0. Dann gibt es
eine Matrix F' € R™*", 50 dass das Kontrollsystem

i(t) = (A+ BF)x(t) + Bu(t)

mit eindimensionaler Kontrolle @(t) kontrollierbar ist.

Beweis: Mittels einer rekursiven Vorschrift konstruieren wir uns zunéchst linear unab-
héngige Vektoren x1,...,z, € R mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle I € {1,...,n}
gilt

Az, e Vifiri=1,...,0—1mit V; = (zq,...,29). (3.9)
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Setze x1 = B (wir kénnen die n x 1 Matrix B als Spaltenvektor auffassen) und beachte,
dass die Eigenschaft (3.9) fiir [ = 1 und jedes x1 # 0 trivialerweise erfiillt ist.

Fir £ € 1,...,n — 1 und gegebene linear unabhingige Vektoren zi,...,zy, die (3.9)
fir I € {1,...,k} erfiillen, konstruieren wir nun wie folgt einen Vektor zjy1, so dass
Z1,...,Tk, Tk11 linear unabhingig sind und (3.9) fiir [ € {1,...,k + 1} erfiillen:

1. Fall: Azy, & Vi: Setze ug :=0 € R™ und x4 = Axy.

2. Fall: Axy, € Vi: Wegen (3.9) folgt dann, dass Vi, A-invariant ist. Aus Kapitel 2 wissen wir,
dass (A|im B) = im R fiir die Erreichbarkeitsmatrix R = (B AB ... A""!B) der kleinste
A-invariante Unterraum ist, der das Bild von B enthélt. Da (A, B) kontrollierbar ist, ist
(A|im B) = R™. Weil V; nun ein A-invarianter Unterraum mit dimVy, = k < n ist, kann
dieser das Bild von B also nicht enthalten. Folglich gibt es ein u; € R™ mit Axy+ Buy & Vi
und wir setzen xy11 = Axy + Bug.

Wir konstruieren nun die gesuchte Abbildung F aus den Vektoren z1,...,xz,. Da die z;
linear unabhéngig sind, ist die Matrix X = (z1 ... z,) invertierbar, und wir kénnen
F:=UX"!fir U= (u1,...,u,) € R™*" definieren, wobei die u; fiir i = 1,...,n — 1 die
in der obigen Rekursion verwendeten Kontrollvektoren sind und wir u, := 0 € R™ setzen.
Damit gilt Fo; = u; und deswegen (A + BF)x; = x4 firi = 1,...,n— 1. Wegen B = 11
folgt somit
(B (A+BF)B ... (A+BF)"'B) =X,

also hat (B (A+BF)B ... (A+BF)" !B) den Rang n, weswegen das Paar (A+ BF, B)
kontrollierbar ist. U

Mit diesem Resultat lassen sich nun die Sdtze 3.22 and 3.23 leicht auf beliebige Kontroll-
dimensionen verallgemeinern.

Satz 3.25 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R™"™ und B € R™™.
Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften dquivalent.

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — B,2" ! — -+ — Boz — f1 mit B1,..., 3, € Rist
vorgebbar.

Beweis: (i) = (ii): Sei (A, B) kontrollierbar und y gegeben. Seien F' € R™*™ und B €
R™*! die Matrizen aus Lemma 3.24 fiir ein v € R™ mit Bv # 0 (beachte, dass solch ein
v € R" existiert, da (A, B) kontrollierbar ist, also B # 0 ist). Dann ist das Paar (A+BF, B)
kontrollierbar und aus Satz 3.22 folgt die Existenz eines Feedbacks Fy € R'*", so dass

XA+BF+BF, — X

ist. Wegen
A+ BF + BFy = A+ BF + By = A+ B(F +vF)

ist also F' = F + vF; das gesuchte Feedback.

(ii) = (i): Vollig analog zum Beweis von Satz 3.22. U
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Satz 3.26 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A € R™*" und B € R™™.
Seien A; € R¥*d A, ¢ Rix(n=d)  A; ¢ R(r=d)x(n—d) ypd B, € R¥™™ die Matrizen aus
Lemma 2.14 mit der Konvention, dass A; = A und By = B ist, falls (A, B) kontrollierbar
ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (1.2) gerade die Polynome der Form x = xxXa,
wobei xi ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und y, das charakteristische
Polynom der Matrix Ag ist, mit der Konvention x, = 1 falls d = n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann l6sbar, wenn alle Eigenwerte
von As negativen Realteil haben. In diesem Fall nennen wir das Paar (A, B) stabilisierbar.

Beweis: Vollig analog zum Beweis von Satz 3.23. U

Bemerkung 3.27 Satz 3.26 wird oft als Polverschiebungssatz bezeichnet, da die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms in der Regelungstechnik als “Pole* bezeichnet werden
(dies hat seine Wurzeln in alternativen Darstellungen linearer Kontrollsystems iiber so-
genannte Ubertragungsfunktionen im Frequenzbereich) und dieser Satz gerade angibt wie
man diese Nullstellen durch geeignete Wahl des Feedbacks ,,verschieben“ kann. a

Wir kénnen die wesentlichen Ergebnisse iiber das Stabilisierungsproblem wie folgt schema-
tisch darstellen:

(A, B) ist kontrollierbar

{ (Satz 3.25)

Jedes normierte Polynom vom Grad n ist vorgebbar

Es gibt ein vorgebbares o (A, B) ist
, is

Polynom, dessen Nullstellen Lemma 3.21 )
alle negativen Realteil haben ( 2 | stabilisierbar

{ (Satz 3.26)

(A, B) ist kontrollierbar
oder
(A, B) ist nicht kontrollierbar und A3 aus Lemma 2.14 hat nur
Eigenwerte mit negativem Realteil
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Kapitel 4

Beobachtbarkeit und Beobachter

Die im letzten Kapitel vorgestellte Losung des Stabilisierungsproblems geht davon aus,
dass der gesamte Vektor x(t) zur Verfiigung steht, um den Kontrollwert u(t) = Fx(t) zu
berechnen. Dies ist in der Praxis im Allgemeinen nicht der Fall. Dort kann man nur davon
ausgehen, gewisse von x(t) abhingige Werte y(t) = C(z(t)) € R¥ zu kennen, aus denen
u(t) dann berechnet werden muss. Da wir uns in dieser Vorlesung mit linearen Systemen
beschiftigen, nehmen wir wieder an, dass die Funktion C : R® — R¥ linear ist, also durch
eine Matrix C' € RFX™ gegeben ist.

Definition 4.1 Ein lineares Kontrollsystem mit Ausgang ist gegeben durch die Gleichun-
gen
z(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) (4.1)

mit A € R™", B € R™™ und C € RF*™, o
In diesem Kapitel werden wir Bedingungen herleiten, unter denen das Stabilisierungspro-

blem fiir (4.1) 16sbar ist und zeigen, wie man den Feedback-Regler in diesem Fall konstru-
ieren muss.

4.1 Beobachtbarkeit und Dualitiat

Die wichtigste Frage bei der Analyse von (4.1) ist, wie viel “Information” in dem Ausgang
y(t) = Cxz(t) enthalten ist. Dies wird durch die folgenden Definitionen formalisiert.

Definition 4.2 (i) Zwei Zusténde x1,x2 € R™ heiflen unterscheidbar, falls ein v € U und
ein t > 0 existiert mit
Cx(t,x1,u) # Cx(t, ze,u).

(ii) Das System (4.1) heiBt beobachtbar, falls alle Zusténde x1,xo € R™ mit 21 # xo unter-
scheidbar sind. O

Das folgende Lemma zeigt, dass die Unterscheidbarkeit wegen der Linearitidt des Systems
einfacher ausgedriickt werden kann.

37
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Lemma 4.3 Zwei Zustdnde z1, x5 € R" sind genau dann unterscheidbar, wenn ein ¢ > 0
existiert mit

Cx(t,x1 — x2,0) # 0.

Beweis: Aus der allgemeinen Form der Losung folgt die Gleichung
x(t,x1,u) — x(t, xe,u) = x(t, 1 — 2,0),

woraus wegen der Linearitéit von C sofort die Behauptung folgt. U

Aus diesem Lemma folgt, dass die Beobachtbarkeit von (4.1) nicht von u und damit nicht
von B abhingt. Falls das System (4.1) beobachtbar ist, nennen wir daher das Paar (A, C)
beobachtbar.

Zudem motiviert das Lemma die folgende Definition.

Definition 4.4 (i) Wir nennen xg € R" beobachtbar, falls ein ¢t > 0 existiert mit
Cx(t,x9,0) #0

und unbeobachtbar auf [0, 1], falls
Cx(s,z9,0) =0

fiir alle s € [0, t].

(ii) Wir definieren die Mengen der unbeobachtbaren Zustinde auf [0,¢] fiir ¢ > 0 durch

N (t) :={zg € R"| Cx(s,x0,0) = 0 fiir alle s € [0,¢]}

und die Menge der unbeobachtbaren Zustinde durch

N = ﬂ/\/’(t)

t>0

Das folgende Lemma zeigt die Struktur dieser Mengen auf.

Lemma 4.5 Fiir alle ¢ > 0 gilt

n—1
N =N(t) = [ ker(CA").

=0

Insbesondere ist N also ein linearer Unterraum, der zudem A-invariant ist, also AN C N
erfiillt.

Beweis: Ein Zustand zg € R” liegt genau dann in A/ (¢), wenn gilt

0 = Cx(s, 20,0) = Ce®xy fiir alle s € [0,1]. (4.2)
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Sei nun zg € ﬂ?:_ol ker(C'A?). Dann gilt mit dem Satz von Cayley-Hamilton C Alzq = 0 fiir
alle i € Ny. Aus der Reihendarstellung von e?* folgt damit Ce4%z¢ = 0 fiir alle s > 0 und
daher (4.2), also zg € N (t).

Sei umgekehrt xop € N(t). Dann gilt nach (4.2) Ce*zq = 0. Durch i-maliges Ableiten
dieses Ausdrucks in s = 0 folgt

CAil‘o =0, 1 €Ny

und damit insbesondere x¢ € ker CA%, i = 0,...,n — 1. Also folgt z¢g € N (t).
Die A-Invarianz folgt mit dem Satz von Cayley-Hamilton aus der Darstellung von N [l

Offenbar gibt es hier eine gewisse Ahnlichkeit mit der Kontrollierbarkeit, speziell mit den
Mengen R(t) und R. Wir zeigen nun, dass dies mehr als eine oberflachliche Ahnlichkeit
ist, wenn wir ein geeignetet definiertes duales System einfiihren.

Definition 4.6 Zu einem durch (A, B, () gegebenen Kontrollsystem (4.1) definieren wir
das duale System durch die Matrizen (AT, CT, BT). Ausgeschrieben lautet das duale System
zu

&(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cz(t), z(t) € R, u(t) € R™, y(t) € R

also

i(t) = ATz(t) + CTu(t), y(t)=BTz(t), () € R, u(t) € R*, y(t) € R™,

In Worten ausgedriickt erhédlt man das duale System also durch Transponieren und Ver-
tauschen von B und C, also von Eingangs- und Ausgangsmatrix.

Satz 4.7 Fiir ein durch (A, B,C) gegebenen Kontrollsystem (4.1) und das zugehorige
durch (AT, CT BT) gegebene duale System definiere

R = (AlimB) N = ' ker(CA)
RT = (AT|imCT)y NT = (7l ker(BT(AT)Y).

Dann gilt
R =N+ wnd NT =R"’.

Insbesondere gilt
(A, B,C) kontrollierbar <= (AT, T, BT) beobachtbar

(A, B, C) beobachtbar «= (AT, CT, BT) kontrollierbar.
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Beweis: Betrachte die Matrix

C
C'A.”_1
Fiir diese Matrix gilt mit Lemma 4.5 offenbar

N = ker M.

Andererseits ist

MT _ (CT ATCT o (AT)nflcT) c Rnx(nk)

gerade die Erreichbarkeitsmatrix des dualen Systems, vgl. Definition 2.10, weswegen R =
im M7 gilt. Aus der linearen Algebra ist bekannt:

im MT = (ker M)*.
Hieraus folgt die erste Behauptung wegen
RT =im MT = (ker M)t = Nt

Durch Vertauschen der beiden Systeme folgt analog R = (NT)+, woraus die zweite Aussage
wegen

RE= (W) = N7
folgt U

Wir kénnen damit alle Aussagen zur Kontrollierbarkeit auf die Beobachtbarkeit iibertragen
und formulieren dies explizit fiir Korollar 2.13 und Lemma 2.14.

Definition 4.8 Die Matrix (CT,ATCT ... (AT)»~1CT) e R™* ") heiBt Beobachtbar-
keitsmatriz des Systems (1.2). O

Korollar 4.9 Das System (4.1) ist genau dann beobachtbar, wenn
rg(CT, ATCT ... (AT"1CT) =n
ist.

Beweis: Folgt aus Korollar 2.13 angewendet auf das duale System. U

Wir formulieren nun noch das Analogon zu der Zerlegung

i A1 AQ n By
(v ) o)

aus Lemma 2.14.
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Lemma 4.10 Sei (A,C) nicht beobachtbar, d.h., dimN = [ > 0. Dann existiert ein
invertierbares T € R™ ", so dass A =T~'AT, B=T"'B und C = CT die Form

Ao(MR) 5(B), cmoe

mit 4; € R Ay € RX(=D Ag ¢ R-Dx(n=0) B, ¢ RIxm By e R(=Dxm ypd ¢y €
RF*("=)) hesitzen, wobei das Paar (As, Cy) beobachtbar ist.

Beweis: Lemma 2.14 angewendet auf das duale System (AT, CT) liefert T mit

T=1ATT — A gz Yo Ci .
0 A 0

Also folgt mit S = (T7)~!

. -
S71AS = ( %;T f% ) 0s = (clT 0).

Durch eine weitere Koordinatentransformation

. O Ianfl
Q - < Ide 0 )

folgt die behauptete Zerlegung mit 7' = SQ und

A= AL, Ay = AT, A3 = AT, Co = CT.

Als Alternative hier noch ein direkter Beweis, der ohne Lemma 2.14 auskommt:

Es sei vq,...,v; eine Basis von N, also N = (v1,...,v;), die wir durch wy, ..., w,_; zu einer Basis
des R"™ ergénzen. Definiere nun 7" := (v, ..., v, w1, ..., W,—;). Bezeichnen wir mit e; wie iiblich den
i-ten Einheitsvektor im R"™, so gilt Te; = v;, i =1,...,0, Te; = wi_y, i =1+1,...,n, T v = e,
i=1,...,0lund T 'w; =ey,,t=1,...,n—1L

Wir zeigen zunéchst die Struktur von A. Angenommen, ein Eintrag im 0-Block von A st ungleich
Null. Dann gilt B
Ae; & (er,...,e)) =T N

fiir ein 7 € {1,...,1}. Andererseits folgt aus der A-Invarianz von N’
Ae; =T 'ATe; = T ' Av; € TN,

was ein Widerspruch ist.

Die Struktur von C folgt aus

n—1
N = ﬂ ker(CAi) C ker C.
i=0
Es muss also v; € ker C' gelten und damit éei = (CTe; = Cv; = 0. Also miissen die ersten [ Spalten
von C gleich 0 sein.
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Es bleibt, die Beobachtbarkeit von (Asz, Cy) zu zeigen. Fiir jedes & € R* ! & # 0 gilt
chggzéﬁi( 0 ) CAiT( 0 )
z z

wobei wir in der ersten Gleichung die Struktur von Aund C ausgenutzt haben. Wegen

w:T<g>¢N

existiert nun ein i € {0,...,n — 1} mit CA*w # 0 und damit C2 A% # 0. Da & # 0 beliebig war,
folgt

() ker(Cu.AL) = {03,
=0

also die Beobachtbarkeit von (As, Cs). U

4.2 Asymptotische Beobachtbarkeit

Wir haben gesehen, dass vollstédndige Kontrollierbarkeit zwar hinreichend, nicht jedoch
notwendig zur Losung des Stabilisierungsproblems ist. Notwendig ist nur, dass das Paar
(A, B) stabilisierbar ist, was nach Satz 3.26 genau dann der Fall ist, wenn alle Eigenwerte
des unkontrollierbaren Anteils As der Matrix A negative Realteile besitzen.

Ahnlich verhilt es sich mit der Beobachtbarkeit. Um das Stabilisierungsproblem fiir das
System (4.1) zu l6sen, braucht man die Beobachtbarkeit nicht. Es reicht eine schwichere
Bedingung, die durch die folgende Definition gegeben ist.

Definition 4.11 Das System (4.1) heifit asymptotisch beobachtbar (oder auch entdeckbar),
falls

tlim x(t,20,0) =0 fiir alle g € V.

—00

Dies bedeutet, dass die Losungen fiir unbeobachtbare Anfangswerte und u = 0 bereits gegen
0 konvergieren. Anschaulich gesprochen wird die Information {iber diese Anfangswerte fiir
das Stabilisierungsproblem nicht benétigt, da die zugehorigen Losungen ja bereits gegen 0
konvergieren, also asymptotisch (und damit auch exponentiell) stabil sind.

Das folgende Lemma charakterisiert die asymptotische Beobachtbarkeit fiir die Zerlegung
aus Lemma 4.10.

Lemma 4.12 System (4.1) ist genau dann asymptotisch beobachtbar, wenn die Matrix Ay
aus Lemma 4.10 exponentiell stabil ist, also nur Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt.

Beweis: Beachte zunichst, dass die asymptotische Beobachtbarkeit unter Koordinaten-
wechseln erhalten bleibt, wir kénnen also alle Rechnungen in der Basis von Lemma 4.10
durchfiihren.
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In der Basis von Lemma 4.10 ist N gerade durch

1
e (). en

gegeben. Aus der Form der Matrix A folgt damit, dass alle Losungen zu Anfangswerten

zo € N als
_ Art,1
x(t, z0,0) = etltay = < ¢ 0330 >

geschrieben werden kénnen.

N:{$0€Rn

Aus der asymptotischen Beobachtbarkeit folgt nun z(t,z9,0) — 0 fiir alle z € N, also
eAlt:Ué — 0 fiir alle x(l) € R!. Dies ist nur moglich, wenn A; exponentiell stabil ist.

Umgekehrt folgt aus der exponentiellen Stabilitdt von A; die Konvergenz eAlta:(l) — 0 fiir
alle x(l) e R, also x(t, z9,0) — O fiir alle z € A und damit die asymptotische Beobachtbar-

keit. [l

Der folgende Satz zeigt, dass die asymptotische Beobachtbarkeit gerade die duale Eigen-
schaft zur Stabilisierbarkeit ist.

Satz 4.13 (A, () ist asymptotisch beobachtbar genau dann, wenn (A”, CT) stabilisierbar
ist.

Beweis: Wir bezeichnen die Komponenten der Zerlegung aus Lemma 4.10 angewendet auf
(A, C) mit Ay, A, A3, C und die Komponenten der Zerlegung aus Lemma 2.14 angewendet
auf (AT, CT) mit Al, AQ, A3, C1. Aus dem Beweis von Lemma 4.10 folgt mit dieser Notation
gerade A; = ET .

Nach Lemma 4.12 folgt, dass asymptotische Beobachtbarkeit von (A, C') gerade dquivalent
zur exponentiellen Stabilitdt von A; ist. Andererseits folgt aus Satz 3.26, dass (AT,CCS)

genau dann stabilisierbar ist, wenn As exponentiell stabil ist. Da die Eigenwerte von As
und A3 = A, iibereinstimmen, folgt die behauptete Aquivalenz. 1l

4.3 Dynamische Beobachter

Ein naheliegender Ansatz zur Losung des Stabilisierungsproblems fiir (4.1) ist die Wahl
u(t) = Fy(t). Dies kann funktionieren (vgl. Beispiel 3.17, wo wir C = (0 1) und C' = (1 0)
betrachtet haben), muss aber nicht, wie das kontrollierbare und beobachtbare System (4.1)

mit
0 1 0
A—(00>, B—<1>, und C' = (1 0)

zeigt, vgl. Aufgabe 1, 8. Ubungsblatt. Tatsichlich ist dieses System nicht einmal dann
stabilisierbar, wenn F'(y(t)) eine beliebige stetige Funktion F': R — R sein darf.

Wir wollen daher nun eine Methode zur Stabilisierung entwickeln, die immer funktioniert,
wenn (4.1) stabilisierbar und asymptotisch beobachtbar ist. Die Methode funktioniert fiir
ein durch die Matrizen (A, B, C) gegebenes System (4.1) wie folgt:
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(1) Entwerfe ein stabilisierendes lineares Feedback F fiir (A, B)

(2) Entwerfe einen Algorithmus, der aus den gemessenen Ausgéngen y(s), s € [0, t], einen
Schitzwert z(t) ~ x(t) ermittelt

(3) Regle das System (4.1) mittels u(t) = Fz(t).

Schritt (1) kénnen wir mit den Methoden aus Kapitel 3 bereits 16sen. In diesem Abschnitt
werden wir Schritt (2) betrachten und im folgenden Abschnitt dann beweisen, dass die
Methode mit den Schritten (1)—(3) tatséchlich funktioniert.

Der “Algorithmus” in Schritt (2) besteht dabei aus einem geeignet formulierten Kontroll-
system fiir z(¢), in dem neben der Kontrollfunktion u(¢) der Ausgang y(t) von (4.1) eine
weitere Eingangsfunktion bildet. Die folgende Definition formalisiert diese Idee.

Definition 4.14 Ein dynamischer Beobachter fiir (4.1) ist ein lineares Kontrollsystem der
Form

#(t) = Jz(t) + Ly(t) + Ku(t) (4.3)

mit J € R™", L € RF*" K € R™*™ 5o dass fiir alle Anfangswerte zg, zo € R” und alle
Kontrollfunktionen u € U fiir die Losungen x(t, g, u) und z(t, zp, u,y) von (4.1), (4.3) mit
y(t) = Cx(t, xo,u) die Abschétzung

Jo(t, w0, u) — (¢, 20, u, )| < ce~ o —

fiir geeignete Konstanten ¢, o > 0 gilt. o

In der Praxis kann System (4.3) z.B. numerisch gelost werden, um die Werte z(t) zu
bestimmen.

Der folgende Satz zeigt, wann ein dynamischer Beobachter existiert; im Beweis wird dieser
explizit konstruiert.

Satz 4.15 Ein dynamischer Beobachter fiir (4.1) existiert genau dann, wenn das System
asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis: “<” Da (4.1) asymptotisch beobachtbar ist, ist (AT, CT)A stabilisierbar. Wir
konnen also ein lineares Feedback F' € R¥*™ finden, so dass AT + CTF exponentiell stabil
ist. Mit G = FT ist dann auch A + GC = (AT + CTF)T exponentiell stabil.

Wir wéhlen nun in (4.3) J = A+ GC, L = —G und K = B, also
2(t) = (A+ GCO)z(t) — Gy(t) + Bu(t).

Schreiben wir kurz z(t) = (¢, xo,u), 2(t) = 2(t, 20, u,y) und e(t) = z(t) — z(t), so gilt fur
e(t) die Differentialgleichung
é(t) = 2(t) —x(t)
= ( ) — Ly(t) + Bu(t) — Az(t) — Bu(t)
= (A+GO)z LCxz(t) — Ax(t)
( )(z(t) —2(t) = (A+GCe(t)
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Aus der exponentiellen Stabilitéit von A + GC folgt damit
le@)] < ce™"[le(0)]

fiir geeignetes ¢,0 > 0, was wegen e(t) = z(t) — z(t) und e(0) = 29 — zp gerade die
gewiinschte Abschitzung liefert.

“=7 Sei xp € N, also y(t) = Cx(t,209,0) = 0 fiir alle ¢ > 0. Fiir zo = 0 gilt damit
z(t, z0,0,y) = 2(¢,0,0,0) = 0. Damit folgt aus der Eigenschaft des dynamischen Beobach-
ters

l(t, 20, 0)| = [|(t, 20, 0) — 2(t, 20,0, y)|| < ce™[|zo — 2]l = ce™"[lao| — O

fiir t — oo. Also gilt x(t,xp,0) und damit die asymptotische Beobachtbarkeit. U

4.4 Losung des Stabilisierungsproblems mit Ausgang

Wir wollen nun den Schritt (3) des im vorherigen Abschnitt angegebenen Vorgehens zur
Stabilisierung analysieren und zeigen, dass dieses Vorgehen zum Erfolg fithrt, wenn man
in Schritt (2) den dynamischen Beobachter (4.3) verwendet.

Aus den Schritten (1)—(3) unter Verwendung von (4.3) in Schritt (2) ergibt sich die Feed-
back-Gleichung

u(t) = Fz(t), 2(t) = Jz(t)+ Ly(t) + KFz(t). (4.4)
Diese Form von Feedback nennt man dynamisches Ausgangsfeedback, da u(t) aus dem

Ausgang y(t) = Cxz(t) berechnet wird und das Feedback eine “interne” Dynamik besitzt,
die gerade durch die Differentialgleichung fiir z gegeben ist!.

Definition 4.16 Ein dynamisches Ausgangsfeedback (4.4) 16st das Stabilisierungsproblem
mit Ausgang, wenn das durch Einsetzen von (4.4) entstehende System von Differential-
gleichungen

z(t) = Ax(t)+ BFz(t)
2(t) = Jz(t)+ LCx(t) + KFz(t)

mit Losungen (iég) € R?" exponentiell stabil ist. o

Satz 4.17 Gegeben sei ein Kontrollsystem (4.1) mit Matrizen (A, B,C). Dann ist das
Stabilisierungsproblem mit Ausgang genau dann im Sinne von Definition 4.16 16sbar, wenn
(A, B) stabilisierbar und (A, C') asymptotisch beobachtbar ist.

In diesem Fall ist (4.4) mit dem im Beweis von Satz 4.15 konstruierten dynamischen Beob-
achter (4.3) und einem stabilisierendes Feedback F' € R™*"™ fiir (A, B) ein stabilisierendes
dynamisches Feedback.

Im Gegensatz dazu nennt man das in Kapitel 3 behandelte Feedback u(t) = Fx(t) statisches Zustands-
feedback.
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Beweis: “<": Es sei (A, B) stabilisierbar und (A4, C) asymptotisch beobachtbar. Es sei
F € R™*™ ein stabilisierendes Feedback fiir (A4, B) und (4.3) der im Beweis von Satz 4.15
konstruierte dynamischen Beobachter. Dann ergibt sich das mittels (4.4) geregelte System

(40) - (A7) ()
(e o) (20)
(A Ye(0)
mit

Idg- O 1 Idg- O

= ( —Idgn Idg~ ) ’ = < Idg~ Idg~ )
Da die exponentielle Stabilitdt unter Koordinatentransformationen erhalten bleibt, reicht
es nun nachzuweisen, dass die Matrix in der letzten Zeile der Rechnung exponentiell stabil
ist. Fiir Blockdreiecksmatrizen sind die Eigenwerte nun aber gerade gleich den Eigenwerten
der Diagonalblocke A+ BF und A+ GC. Da A+ BF nach Wahl von F exponentiell stabil
ist und A+ GC nach Wahl von G im Beweis von Satz 4.15 ebenfalls exponentiell stabil ist,
hat obige Matrix also nur Eigenwerte mit negativem Realteil und ist damit exponentiell
stabil.

“=". Mit der Koordinatentransformation 7" aus Lemma 2.14 erhalt man fiir das transfor-
mierte System die Gleichungen

it(t) = Azt(t) + Az (t) + B1Fz(t)
i2(t) = Azz’(t)
2(t) = Jz(t) + LCx(t) + KFz(t)
z2(t)
sitzt A3 Eigenwerte mit positivem Realteil, die Gleichung #2(t) = Agzz?(t) ist also nicht

asymptotisch stabil und es gibt daher einen Anfangswert 3 mit 22(t, x3) # 0. Wihlen wir
also

mit z(t) = T (xl(t)). Nehmen wir nun an, dass (A, B) nicht stabilisierbar ist. Dann be-

1
zo=T| 23 | e R*™"

20
mit a3, zo beliebig, so gilt z(¢, 2o, F2) # 0 fiir jede Wahl des dynamischen Feedbacks. Dies

widerspricht der Tatsache, dass das Stabilisierungsproblem 16sbar ist, das Paar (A, B) ist
also stabilisierbar.

Die asymptotische Beobachtbarkeit von (A, C) folgt analog zum Beweis von “=” in Satz
4.15. U



Kapitel 5

Optimale Stabilisierung

Die in Kapitel 3 vorgestellte Methode zur Berechnung stabilisierender Feedbacks hat den
Nachteil, dass man zwar die Eigenwerte bestimmen kann, ansonsten aber relativ wenig Ein-
flussmoglichkeiten auf die Dynamik des geregelten Systems hat. So ist es z.B. oft so, dass
grofle Werte der Kontrollvariablen u nur mit groem Energieaufwand zu realisieren sind
(wie im Pendelmodell, wo u gerade die Beschleunigung des Wagens ist), weswegen man
grofie Werte vermeiden méchte. Im Heizungsmodell andererseits mochte man z.B. Uber-
schwingen (d.h. starke Schwankungen bis zum Erreichen der gewiinschten Temperatur)
vermeiden.

Wir werden deshalb in diesem Kapitel einen Ansatz verfolgen, der — zumindest implizit
— grofleren Einfluss auf das Verhalten des geregelten Systems ermdglicht, indem wir Me-
thoden der Optimierung zur Berechnung der Feedback-Matrix F' verwenden. Wir nehmen
dabei aus Vereinfachungsgriinden wieder an, dass wie in Kapitel 3 der gesamte Zustands-
vektor x fiir die Regelung zur Verfiigung steht. Zudem betrachten wir hier ausfiihrlich nur
solche Optimierungsprobleme, die direkt mit dem Stabilisierungsproblem in Zusammen-
hang stehen und werden andere Probleme nur kurz streifen.

5.1 Grundlagen der optimalen Steuerung

In diesem Abschnitt werden wir einige Grundlagen der optimalen Steuerung herleiten, die
zur Losung unseres Problems nétig sind. Da es fiir die abstrakten Resultate keinen Unter-
schied macht, ob die Dynamik linear oder nichtlinear ist, betrachten wir hier allgemeine
Kontrollsysteme der Form

o(t) = f(x(t), u(t)), (5.1)
unter der Annahme, dass f : R™ x R"™ — R" stetig ist und fiir ein L > 0 die Lipschitz-
Bedingung

1f (@1, u) = f(22, u)|| < Lijzy — 22 (5.2)
fir alle 1, xo € R™ und alle u € R™ erfiillt. Unter dieser Bedingung kann man den aus

der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen bekannten Existenz- und Eindeutig-
keitssatz so modifizieren, dass er fiir jede stiickweise stetige Kontrollfunktion u € U/ und

47
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jeden Anfangswert z die Existenz einer eindeutige Losung z(¢, xo, u) mit z(0, zo, u) = x¢
liefert.

Wir definieren nun das optimale Steuerungsproblem, mit dem wir uns im Folgenden be-
schéftigen wollen.

Definition 5.1 Fiir eine stetige nichtnegative Kostenfunktion g : R" xR — Rg definieren
wir das Funktional

o
Heo,u) = [ glaltsmn,u).ut)de.
0
Das optimale Steuerungsproblem ist damit gegeben durch das Optimierungsproblem
Minimiere J(zg,u) iiber u € U fiir jedes zg € R".

Die Funktion
V = inf J(x
($O) ieu ( 07u)

wird als optimale Wertefunktion dieses optimalen Steuerungsproblems bezeichnet. Ein Paar
(x*,u*) € R® x Y mit J(z*,u*) = V(z*) wird als optimales Paar bezeichnet. O

Als Funktionenraum U wéhlen wir hierbei wie bisher den Raum der stiickweise stetigen
Funktionen, und nehmen dabei zusétzlich an, dass jede Funktion u auf jedem kompakten
Intervall beschréankt ist und dass die Funktionen u rechtsseitig stetig sind, d.h, dass fiir
alle tp € R die Bedingung limy\ 4, u(t) = u(to) gilt. Beachte dass wir die zweite Annahme
0.B.d.A. machen koénnen, da die Lésung nicht vom dem Wert von « in der Sprungstelle
abhéngt.

Beachte, dass das Funktional J(xg,u) nicht endlich sein muss. Ebenso muss das Infimum
in der Definition von V kein Minimum sein.

Der erste Satz dieses Kapitels liefert eine Charakterisierung der Funktion V.

Satz 5.2 (Prinzip der dynamischen Programmierung oder Bellman’sches Opti-
malitétsprinzip)
(i) Fiir die optimale Wertefunktion gilt fiir jedes 7 > 0

V(xo) = 51615 {/OT g(z(t, zo,u), u(t))dt + V(z(r, xo,u))} :

(ii) Fiir ein optimales Paar (z*,u*) gilt fiir jedes 7 > 0

V(") = / g(a(t, 2", u), u*(£)dt + V (a(r, 2%, ")),
0
Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst

V(zg) < /OTg(:c(t,wo,u),u(t))dt + V(z(r, x0,u))
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fir alle w € U und alle 7 > 0. Sei dazu z, = z(7,29,u), € > 0 beliebig und u, € U so
gewdhlt, dass

J(xr,ur) <V(z,)+e
gilt. Sei @ = u&,u (- — 7) (vgl. Definition 1.7). Dann gilt
V(zg) < /0OO g(x(t, xo,w), u(t))dt
= /Tg(a:(t,xo,ﬂ),ﬂ(t))dt + /00 g(z(t, zo,u), u(t))dt
0 T
= / g(x(t, xo,u),u(t))dt +/ g( x(t,xo, ) ,u (t—7))dt
0 T

_ /OTg(:n(t,xo,u),u(t))dt—i— [ gtattr ) )

= /T g(z(t, xo,u),u(t))dt + J(zr,ur) < /T g(x(t,xo,u), u(t))dt + V(z;) + €.
0 0

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die behauptete Ungleichung.

Als zweiten Schritt zeigen wir

V(xg) > 52{{ {/OT g(z(t, zo,u), u(t))dt + V(z(r, xo,u))} .

Sei dazu wiederum e > 0 beliebig. Wir wéhlen ug so, dass V(xg) > J(zg, up) — € gilt und
schreiben x, = (T, xo, ug). Damit folgt

Vizy) > /Ooog(m(t,xo,uo),uo(t))dt e

g(e(t, 20, uo) uo(t))dt + / g((t, 20, u0), uolt))dt — ¢

T

g(x(t, xo, up), ug(t))dt + /Ooo g(z(t, z(7, x0,u0), uo(- + 7)), uo(t + 7))dt —

g(x(t, zg,up), up(t))dt + J(x(7, 20, up), up(- + 7)) — €

v

g(x(t, zo,up), up(t))dt + V(z (7, x0,u0)) — €

v

ueU

inf {/OTg(x(t, 2o, w), u(t))dt + V (a(r, xo,u))} e

woraus die Behauptung folgt, da € > 0 beliebig war.

(ii) Aus (i) folgt sofort die Ungleichung

V(z*) < /OT g(x(t,x™, u*),u*(t))dt + V(x(r,z*,u")).
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Die umgekehrte Ungleichung folgt aus
V(z*) = /000 g(x(t,x™ u),u*(t))dt
g(x(t, 2", u*),u*(t))dt + /Oo g(x(t, z*,u™),u*(t))dt
g(x(t, 2", u*),u"(t))dt + /000 g(x(t, z(r, 2", u"),u* (- + 7)), u" (t + 7))dt

glx(t,x™, u*),u* (t))dt + J(z(r, 2", u*),u* (- + 7))

v

g(z(t, ™, u™),u"(t))dt + V(z(r, 2™, u"))

Eine Folgerung dieses Prinzips liefert das folgende Korollar.

Korollar 5.3 Sei (z*,u*) ein optimales Paar. Dann ist (z(7,2*,u*),u*(- + 7)) fiir jedes
7 > 0 ein optimales Paar.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Anschaulich besagt Korollar 5.3, dass Endstiicke optimaler Trajektorien selbst wieder op-
timale Trajektorien sind.

Durch einen geschickten Grenziibergang fiir 7 — 0 kénnen wir die Gleichung aus Satz 5.2
als (partielle) Differentialgleichung ausdriicken.

Satz 5.4 (Hamilton-Jacobi-Bellman Differentialgleichung)
Es sei g stetig in z und u. Zudem sei O C R™ offen und Vo endlich.

(i) Wenn V in zg € O stetig differenzierbar ist, so folgt
DV (zo) - f(zo, u0) + g(z0,u0) = 0

fir alle ug € R™.

(ii) Wenn (z*,u*) ein optimales Paar ist und V stetig differenzierbar in z* € O ist, so folgt

min {DV (z¥) - f(z*,u) + g(z*,u)} =0, (5.3)

uER™

wobei das Minimum in »*(0) angenommen wird. Gleichung (5.3) wird Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung genannt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst fiir alle © € U die Hilfsbehauptung

T

lim - [ (ot 0, ) u(t))dt = g0, u(0)).
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Wegen der (rechtssitigen) Stetigkeit von x und w in ¢ und der Stetigkeit von ¢ in x existiert
zu e > 0 ein t; > 0 mit

|g(x(t,a:o,u), u(t)) - g($07 U(O))‘ <eg

fiir alle t € [0,¢1). Damit folgt fiir 7 € (0, ¢1]

. /Tg(x(taxo,u)au(t))dt—Q(SUO,U(O))‘ < 1 [tttz w, u(e) ~ g(ro,u(0)
0 0
< 1/ 26 = 2¢
T Jo

und damit die Aussage fiir den Limes, da € > 0 beliebig war.
Hiermit folgen nun beide Behauptungen:

(i) Aus Satz 5.2(i) folgt fiir u(t) = ug € R™
V(xg) < / g(z(t, zo,u),u(t))dt + V(z(1, x0,u))
0
und damit

DV (z0)f(z0,u(0)) = lim V(x(1,z0,u)) — V(z0)

\.0 T
1 T
> - / gl (t, w0, u), u(®)dt = —g(xo,u(0)),

also die Behauptung.

(ii) Aus (i) folgt
inf {DV(z)- f(z*,u) + g(z*,u)} > 0.

u€R™
Aus Satz 5.2(ii) folgt zudem

V(z*) = /OT g(z(t, 2™, u™),u"(t))dt + V(z(r, 2™, u")).

Damit gilt
Vv * u*)) — V(z*
DV St ut(0) =t VERTD ZVE)
\.0 T
1 T
= lim —— t,e* ut),u(t))dt = —g(z*,u*(0
tim [ gtatt,at w0 O)dr = gl 0 (0),
woraus die Existenz des Minimums in v = »*(0) und die behauptete Gleichheit folgt. U

Satz 5.4 gibt notwendige Optimalitatsbedingungen, d.h. Bedingungen die die optimale Wer-
tefunktion bzw. ein optimales Paar erfiillen muss — vorausgesetzt die optimale Wertefunk-
tion ist stetig differenzierbar. Im Allgemeinen folgt aus der Erfiilllung der angegebenen
notwendigen Bedingungen aber noch nicht, dass eine Funktion tatséchlich eine optima-
le Wertefunktion ist oder ein Paar ein optimales Paar. Hierzu braucht man hinreichende
Optimalitdtsbedingungen, die wir im Folgenden untersuchen.



52 KAPITEL 5. OPTIMALE STABILISIERUNG

Zur Herleitung der hinreichenden Bedingungen brauchen wir zusétzliche Annahmen, fiir
deren genaue Ausgestaltung es verschiedene Mo6glichkeiten gibt. Da wir die optimale Steue-
rung auf das Stabilisierungsproblem anwenden wollen, verwenden wir dazu die folgende
Definition.

Definition 5.5 Fiir das Kontrollsystem gelte f(0,0) = 0, d.h. der Nullpunkt ist ein Gleich-
gewicht fiir v = 0. Dann nennen wir das optimale Steuerungsproblem nullkontrollierend,
falls die Implikation

J(zo,u) <oco = x(t,zo,u) — 0 fiir t — oo

gilt. O
Nun koénnen wir die hinreichende Bedingung formulieren.

Satz 5.6 (Hinreichende Optimalititsbedingung)
Betrachte ein nullkontrollierendes optimales Steuerungsproblem. Es sei W : R” — R(T eine
differenzierbare Funktion, die die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

min {DW (z) f(z,u) + g(xz,u)} =0

uER™

erfiillt und fiir die W(0) = 0 gilt.

Zu gegebenem x* € R™ sei u* € U eine Kontrollfunktion, so dass fiir die zugehorige Losung
x(t,z*,u*) und alle ¢t > 0 das Minimum in der obigen Gleichung fiir x = z(¢,z*,u*) in
u = u*(t) angenommen wird.

Dann ist (z*,u*) ein optimales Paar und es gilt
V(x(t,z",u")) = W(x(t, 2", u"))

fiir alle t > 0.

Beweis: Es sei u € U und z(t) = z(t, 2", u) die zugehoérige Losungsfunktion. Wir zeigen
zunéchst die Ungleichung
J(x*,u) > W(z").

Im Falle J(z*,u) = oo ist nichts zu zeigen, es reicht also den Fall J(z*,u) < 0o zu betrach-
ten. Aus der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung folgt

%W(m(t)) = DW (2(t) f(x(t), u(t)) = —g(2(t), u(t)),

und damit mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

. T d T
W(z(T)) = W(z") = ; dtW(ﬂ«“(t))dtz—/o g(x(t), u(t))dt.
Daraus folgt

T
J(a*,u) > /0 oz (t), u(t))dt > W(z*) — W(z(T)).
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fiir alle T > 0. Da das Problem nullkontrollierend ist und J(z*, u) < oo gilt, folgt z(17') — 0
fir T'— oo und damit wegen der Stetigkeit von W und W(0) = 0 auch W (z(T')) — 0.
Dies zeigt J(z*,u) > W(z*).

SchlieBlich zeigen wir noch

J(x* u*) < W(x"),

woraus sowohl die Optimalitét von u* als auch die Gleichung V (z*) = W (z*) folgt. Fiir die
Kontrolle v* und die zugehorige Losung =* = z (¢, 2*, u*) folgt aus der Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung

d

W@ (t)) = DW(2" (1)) f(2(1), u" (1)) = —g(27(8), u"(2)),

und analog zu oben

T
J(x*u) = Tlim g(x*(t),u"(t))dt = Tlim (W(z*) = W(z(T))) < W(z"),
—0 J —00
wobei wir im letzten Schritt die Nichtnegativitat von W verwendet haben. [l

Beachte, dass beide Sétze dieses Abschnitts nur anwendbar sind, wenn V' bzw. W diffe-
renzierbar sind. Diese Annahme ist im allgemeinen nichtlinearen Fall sehr einschrinkend!.
Zudem ist es im Allgemeinen sehr schwierig, die Funktion V mittels dieser Gleichung zu
bestimmen, selbst wenn sie differenzierbar ist.

Im linearen Fall hingegen vereinfacht sich das Problem und die Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung so weit, dass eine explizite Losung moglich ist, wie wir im folgenden Abschnitt
sehen werden.

5.2 Das linear-quadratische Problem

Wir kommen nun zuriick zu unserem linearen Kontrollsystem (1.2)
z(t) = Az(t) + Bu(t) =: f(z(t),u(t)).

Um eine schone Losungstheorie zu erhalten, miissen wir auch fiir die Kostenfunktion g(z, u)
eine geeignete Struktur annehmen.

Definition 5.7 Eine quadratische Kostenfunktion g : R x R" — ]Rar ist gegeben durch

e ="y (g 0 ) (4

M
RT N
positiv definit ist. a

mit M € R™*", R € R™™™ und N € R™*"™, so dass G := < ) symmetrisch und

!Die nichtlineare Theorie dieser Gleichungen verwendet den verallgemeinerten Losungsbegriff der “Vis-
kositatslosungen”, der auch fiir nichtdifferenzierbare Funktionen V' sinnvoll ist.
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Hieraus ergibt sich der Name “linear-quadratisches” optimales Steuerungsproblem: die Dy-
namik ist linear und die Kostenfunktion ist quadratisch.

Wir zeigen zunéchst, dass dieses Problem nullkontrollierend ist.

Lemma 5.8 Das linear-quadratische Problem ist nullkontrollierend im Sinne von Defini-
tion 5.5.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Ungleichungen
gz, u) > erflz|® und g(z,u) > el f(z, u)||? (5-4)

fiir geeignete Konstanten ¢y, co > 0.

Da die Matrix G positiv definit ist, folgt aus Lemma Lemma 3.9 die Ungleichung

(%)

also die erste Abschétzung in (5.4). Wegen

=y (G, ) (0)

folgt ebenfalls aus Lemma 3.9
x
U

woraus wir mit (5.5) und ¢y = ¢1/c3 die zweite Abschitzung in (5.4) erhalten.

2
> crl2]?, (5.5)

g(z,u) = c1

2
1f (2w < e

)

Es sei nun v € Y und z(t) = z(t, xo, u) die zugehorige Losungsfunktion. Es gelte

J(xo,u) < oo.
Zu zeigen ist also, dass
lim z(t) =0
t—o00

gilt. Dazu nehmen wir an, dass z(t) /4 0. Es existiert also ein ¢ > 0 und eine Folge
t — 00, so dass ||z(tx)| > € gilt. O.B.d.A. gelte tj11 — tx > &/2. Nun wihlen wir § = ¢/4
und unterscheiden fiir jedes k € N zwei Falle:

1. Fall: ||z(t)|| > ¢/2 fiir alle ¢ € [tg, tr + ¢]. In diesem Fall erhalten wir aus (5.4) fiir diese
t die Ungleichung g(z(t), u(t)) > c1€%/4 und es folgt

tots
/ g(z(t),u(t))dt > 01(552/4 = 0153/16,

123

2. Fall: ||z(t)|| < /2 fiir ein t € [tg, tx + 0]. In diesem Fall folgt

= [lz(®) =zl = lz@)] = lz@)]| > £/2.

t f(a(r), u(r))dr
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Aus der zweiten Abschétzung in (5.4) erhalten wir

0 1w <1
ez alf@oP={ 0 LS o) - 1)

und damit

tp+6 t
/ g(z(7),u(r))dr > co t || f(z(7),u(r))|| — 1dT > ca(e/2 — 0) > coe/4.

ty

Mit v = min{c163/16, c2e/4} > 0 ergibt sich

[e'e) oo te+0 )
J(@o,u) = / gl (t), u(t)dt > Y / o (t), u(t)dt > 3y = oo,
0 k=1"tk k=1
ein Widerspruch. [l

Wir kénnen also Satz 5.6 verwenden, um die Optimalitét einer Losung des linear-quadra-
tischen Problems nachzuweisen.

Um eine Kandidatin fiir die optimale Wertefunktion zu finden, machen wir den Ansatz
W(z) = 27 Qx (5.6)

fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix @) € R™*",

A priori wissen wir nicht, ob dieser Ansatz gerechtfertigt ist — wir nehmen dies zunéchst
einfach an und untersuchen die Folgerungen dieser Annahme.

Lemma 5.9 Falls das linear-quadratische optimale Steuerungsproblem eine optimale Wer-
tefunktion der Form (5.6) besitzt, so sind die optimalen Paare von der Form (z*,u*) mit

u*(t) = Fa(t,z*, F)
und F' € R™*" gegeben durch
F=-N"YBTQ+R"),
wobei z(t, z*, F') die Losung des mittels F' geregelten Systems
#(t) = (A+ BF)z(t)
mit Anfangsbedingung z(0,z*, F') = x* bezeichnet.

Dartiiberhinaus ist das mittels F' geregelte System exponentiell stabil.

Beweis: Die optimale Wertefunktion der Form (5.6) ist stetig differenzierbar und erfiillt
W(0) = 0, weswegen sowohl Satz 5.4 als auch Satz 5.6 anwendbar ist.

Wenn W die optimale Wertefunktion ist, so folgt aus Satz 5.4(ii), dass die optimale Kon-
trolle u = w*(¢t) fir x = x(¢, 2*,u*) den Ausdruck

DW (x) - f(z,u) + g(z,u)
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minimiert. Umgekehrt folgt aus Satz 5.6, dass jede Kontrollfunktion, die diesen Ausdruck
entlang der zugehorigen Trajektorie minimiert, ein optimales Paar erzeugt. Wir miissen
also zeigen, dass das angegebene Feedback gerade solche Losungen und Kontrollfunktionen
erzeugt.

Der zu minimierende Ausdruck ist unter den gemachten Annahmen gerade gleich

= 27Q(Ax + Bu) + (Az + Bu) ' Qx + 2" Mz + 2" Ru + v RTz + T Nu
= 227Q(Az + Bu) + T Mz + 22T Ru+u' Nu =: h(u),

da @ und R symmetrisch sind. Da N wegen der positiven Definitheit von G ebenfalls
positiv definit sein muss, ist die zweite Ableitung von A nach u positiv definit, die Funktion
h ist also konvex in u. Folglich ist jede Nullstelle der Ableitung von h nach u ein globales
Minimum. Diese Nullstellen sind gerade gegeben durch

0 = Dh(u)=22TQB +22x"R+2u"N
s —2u'N = 22TQB+2z"R
& —Nu = BTQx+ Rz
& u = —NYBTQz+RTz) = Fz

was die Behauptung zeigt.
Die exponentielle Stabilitdt des geregelten Systems folgt aus der Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung. Diese impliziert wegen der positiven Definitheit von g nach Lemma 3.9

DW () - f(x, Fz) = —g(w, Fx) < —c[|(z", (Fx)")"[|* < —c|j]>
fiir ein geeignetes ¢ > 0. Da @) zudem positiv definit ist, ist das System nach Lemma 3.10
exponentiell stabil mit Lyapunov Funktion W (x). U

Wenn die optimale Wertefunktion also von der Form (5.6) ist, so erhalten wir eine beson-
ders schone Losung: Nicht nur lassen sich die optimalen Kontrollen u* explizit berechnen,
sie liegen dariiberhinaus auch in linearer Feedback-Form vor und liefern als (natiirlich
gewiinschtes) Nebenprodukt ein stabilisierendes Feedback.

Wie miissen also untersuchen, wann V' die Form (5.6) annehmen kann. Das néichste Lemma
gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass die optimale Wertefunktion diese Form
besitzt. Zudem liefert es eine Moglichkeit, ) zu berechnen.

Lemma 5.10 Wenn die Matrix @) € R™*" eine symmetrische und positiv definite Losung
der algebraischen Riccati-Gleichung?

QA+ ATQ+ M — (QB+RNYBTQ+R") =0 (5.7)

ist, so ist die optimale Wertefunktion des Problems gegeben durch V (z) = 27 Q.

Insbesondere existiert htchstens eine symmetrische und positiv definite Losung @) von (5.7).

2benannt nach Jacopo Francesco Riccati, italienischer Mathematiker, 1676-1754
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die Funktion W(x) = 27Qx die Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung (5.3) 16st.

Im Beweis von Lemma 5.9 wurde bereits die Identitét

IuIéllrjl{DW(LU) - flz,u) + g(z,u)} = DW(z) - f(z, Fx) + g(x, Fx)

fiir die Matrix ' = —N~Y(BTQ + RT) gezeigt. Mit

FI'BT'Q + FTNF + FTRT
= —(R+QB)N'BTQ+ (R+QB) N 'NNYBTQ+R") - (R+QB)N'RT =0

ergibt sich

= 2"(Q(A+ BF)+ (A+ BF)TQ+ M + RF + FTR” + FTNF)x
= 2T(QA+ATQ+ M+ (QB+R)F + FTBTQ + FTNF + FTR )z
=0

= 27(QA+ATQ+ M + (QB+ R)F)x
= 2T(QA+ATQ+ M — (QB+ RN Y(BTQ + RT))z.

Wenn die algebraische Riccati-Gleichung (5.7) erfiillt ist, so ist dieser Ausdruck gleich Null,
womit die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung erfiillt ist.

Um V(z) = W(z) zu zeigen weisen wir nun nach, dass die Voraussetzungen von Satz 5.6
erfiillt sind. Aus der positiven Definitheit von @ folgt W(x) > 0 und W (0) = 0. Wie oben
gezeigt erfiillt W (z) = 27 Qz die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung, zudem wurde die in
Lemma 5.9 mittels des Feedbacks F' angegebene optimale Kontrolle ©v* im Beweis gerade
so konstruiert, dass sie die in Satz 5.6 and u* geforderten Bedingungen erfiillt. Also folgt
die Behauptung V(z) = W (x) aus Satz 5.6.

Die Eindeutigkeit der symmetrischen und positiv definiten Losung @ folgt aus der Tatsache,
dass jede solche Losung die Gleichung V(z) = 27 Quz fiir alle x € R" erfiillt, wodurch @Q
eindeutig bestimmt ist. U

Bemerkung 5.11 Beachte, dass die Eindeutigkeitsaussage dieses Lemmas nur fiir die
symmetrischen und positiv definiten Losungen gilt. Die algebraische Riccati-Gleichung
(5.7) kann durchaus mehrere Losungen () haben, von denen dann aber hochstens eine
positiv definit sein kann. a

Die Lemmata 5.9 und 5.10 legen die folgende Strategie zur Losung des linear-quadratischen
Problems nahe:

Finde eine positiv definite Losung @ der algebraischen Riccati-Gleichung (5.7)
und berechne daraus das optimale lineare Feedback F' gem#fl Lemma 5.9.



58 KAPITEL 5. OPTIMALE STABILISIERUNG

Dies liefert ein optimales lineares Feedback, das nach Lemma 5.9 zugleich das Stabilisie-
rungsproblem 16st.

Die wichtige Frage ist nun, unter welchen Voraussetzungen man die Existenz einer po-
sitiv definiten Losung der algebraischen Riccati-Gleichung erwarten kann. Der folgende
Satz zeigt, dass dieses Vorgehen unter der schwichsten denkbaren Bedingung an A und B
funktioniert.

Satz 5.12 Fiir das linear-quadratische optimale Steuerungsproblem sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Das Paar (A, B) ist stabilisierbar.

(ii) Die algebraische Riccati-Gleichung (5.7) besitzt genau eine symmetrische und positiv
definite Losung Q.

(iii) Die optimale Wertefunktion ist von der Form (5.6).

(iv) Es existiert ein optimales lineares Feedback, welches das Kontrollsystem stabilisiert.

Beweis: “(i) = (ii)”: Betrachte die Riccati-Differentialgleichung
Qt) = QA+ ATQ(t) + M — (Q()B + R)N"1(BQ(t) + R")

mit Matrix-wertiger Losung Q(t), die die Anfangsbedingung Q(0) = 0 erfiillt. Aus der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dass die Losung Q(t) zumindest
fiir ¢ aus einem Intervall der Form [0,¢*) existiert, wobei ¢* maximal gew#hlt sei. Durch
Nachrechnen sieht man, dass auch Q(¢)? eine Losung ist, die ebenfalls Q(0)7 = 0 erfiillt.
Wegen der Eindeutigkeit muss also Q(t) = Q(¢)T sein, d.h. die Losung ist symmetrisch.

Wir wollen zunéchst zeigen, dass diese Losung fiir alle ¢ > 0 existiert, dass also t* = oo
gilt. Wir nehmen dazu an, dass t* < oo ist.

Mit analogen Rechnungen wie im Beweis von Lemma 5.9 rechnet man nach, dass die
Funktion P(t,t1, ) := 27 Q(¢t; — t) fiir alle t; — ¢ € [0,¢*) und alle u € U die Ungleichung

d d
dt dx
erfiillt. Fiir jede Losung z(t, g, u) des Kontrollsystems mit beliebigem u € U folgt daraus

d d d
pr (t,t1, 2(t, x0,u)) g (t,t17$)+dm (t,t1,x) - f(x,u) > —g(x,u)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unter Ausnutzung von P(t1,t1,2) =0
liefert nun

t1 d t1
P(0,t1,z0) = —/ $P(t,t1,x)dt < / g(x(t, xo,u), u(t))dt (5.9)
0 0
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fir t; € [0,t*). Ebenfalls analog zu Lemma 5.9 rechnet man nach, dass fir v = u* =
~N~YBTQ(t) + RT)x definierte Kontrollfunktion Gleichheit in (5.8) gilt, woraus mit ana-
loger Rechnung fiir die durch u*(t) = —N~YBTQ(t) + RT)x(t, 29, u*) definierte Kontroll-
funktion die Gleichung

i1
P(O,tl,:pg):/o g(x(t, zo,u”),u” (t))dt (5.10)

gilt. Da G positiv definit und die Losungen x (¢, zg, u*) stetig sind, ist P(0,t1,x0) > 0 fiir
xo # 0, weswegen Q(t1) positiv definit ist. Mit der speziellen Wahl u = 0 folgt aus (5.9),
dass P(0,t1,70) = 27 Q(t1)r gleichmiBig beschrinkt ist fiir alle t; € [0,*). Wegen der
Symmetrie gilt fiir die Eintréige von Q(t) die Gleichung

Q)i = €] Qt)e; = %((ei +¢)7 Q) (ei +¢j) — ef Q(t)e: — € Q(t)ey), (5.11)

weswegen also auch diese fiir ¢ € [0,t*) gleichméBig beschrinkt sind. Nun weist man nach
(fiir Details siche z.B. das Buch von Aulbach [1], Beweis von Satz 2.5.1), dass wegen der
Beschriankheit ein § > 0 existiert, so dass die Losung der Riccati-DGL fiir jede Anfangsbe-
dingung der Form (¢, Q(t)), t € [0,t*) auf dem Intervall (¢ — ¢, ¢+ J) existiert und eindeutig
ist. Fiir ¢ hinreichend nahe an t* ist t + § > t*, woraus folgt, dass die Losung auf dem
Intervall [0,¢+ ) existiert, welches echt groflier als das Interval [0,¢*) ist. Dies widerspricht
der Maximalitdt von t* und daher der Annahme t* < oo.

Die Losung Q(t) ist also eine fiir alle ¢ > 0 definierte symmetrische und positiv defini-
te matrixwertige Funktion. Zudem folgt aus (5.10) fiir alle s > ¢t und alle x € R™ die
Ungleichung

2T Q(s)x > 2T Q(t)x.

Wir zeigen nun, dass Qo := limy_.o Q(t) existiert. Dazu wihlen wir ein stabilisierendes
Feedback F' fiir das Paar (A, B) und setzen up(t) = Fx(t,zo, F'). Damit erhalten wir aus
(5.9) und der Abschitzung

g(x, Fz) < K||z|*

die Ungleichung

P(0,t1,x0) < /Olg(w(T,xo,F),UF(T))dT

IN

t1
K(Ce™"||xo||)?dt
0

o
< [ KC Tl < Dol
0

~
_KC2 _.
=5=:D<oo

Daraus folgt 7 Q(t)r < D||z|? fiir alle ¢ > 0, womit 27 Q(t)x fiir jedes feste z € R"
beschrénkt und monoton ist und damit fiir ¢ — oo konvergiert. Mit e; bezeichnen wir den
j-tem Basisvektor. Definieren wir

lij = tlirglo(ei +e)'Q(t)(ei +ej) und I; = lim ejTQ(t)ej.

t—o0
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so folgt aus (5.11)
. 1
Jim [Q@)]ij = 5 (Ui — i = y)-
Dies zeigt, dass der Limes Qoo := limy_,oo Q(t) existiert. Diese Matrix ist symmetrisch und
wegen

2T Quor > 2T Q(t)z > 0 fiir alle z # 0 und beliebiges t > 0
positiv definit.

Wir zeigen schliellich, dass Qo die algebraische Riccati-Gleichung 16st. Aus der qualita-
tiven Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass aus Q(t) — Qo
folgt, dass Qo ein Gleichgewicht der Riccati-DGL sein muss.? Daraus folgt sofort, dass
Qo die algebraische Riccati-Gleichung erfiillt, was die Existenz einer symmetrischen und
positiv definiten Losung zeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 5.10.

“(ii) = (iil)”: Folgt aus Lemma 5.10
“(iii) = (iv)”: Folgt aus Lemma 5.9.

“(iv) = (1)”: Da ein stabilisierendes Feedback existiert, ist das Paar (A, B) stabilisier-
bar. U

Bemerkung 5.13 Die im Beweis von “(i)=-(ii)” verwendete Hilfsfunktion P(tg,t1) ist
tatsdchlich die optimale Wertefunktion des optimalen Steuerungsproblems

t1
Minimiere J(to,t1, zo, u) ::/ g(x(t,to, zo, w), u(t))dt
to

auf endlichem Zeithorizont [tg, t1], wobei z(t, tg, o, u) die Losung des Kontrollsystems mit
Anfangszeit to und Anfangswert xg, also x(to, to, xo,u) = g, bezeichnet. o

Diese Beobachtung ldsst sich sogar noch verallgemeinern, was wir (ohne Beweise) kurz
skizzieren:

Fiir das linear quadratische Problem auf endlichem Zeithorizont mit Endkosten [(z) =
xT Lz fiir eine positiv definite Matrix L € R™ x n, also

t1
Minimiere J(to,t1, zo, u) ::/ g(x(t,to, zo, ), u(t))dt + l(x(t, t1, x0,u))

to

ergibt sich die optimale Wertefunktion als
P(to, t1) = 2" Q(t1 — to)a,

wobei Q(+) wie im obigen Beweis die Losung der Riccati-Differentialgleichung ist, nun aber
mit Anfangsbedingung Q(0) = L.

Das optimale Feedback ist dann analog zum unendlichen Horizont gegeben durch
F(t)=-N"YBTQ(t; —t) + RT),
hingt aber nun von der Zeit ¢ ab. Das auf [tg, 1] optimal geregelte System lautet also
&(t) = (A+ BF(t))x(t).

Beachte, dass F(t) fiir t; — oo gegen F' aus Lemma 5.9 konvergiert.

3sieche z.B. Satz 2.2 im Skript “Modellierung mit Differentialgleichungen”, www.uni-bayreuth.de/
departments/math/~1lgruene/modellierung05/
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5.3 Linear-quadratische Ausgangsregelung

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt stets vorausgesetzt, dass die Matrix G in der
Definition von g(z,u) positiv definit ist. In den Ubungsaufgaben haben wir gesehen, dass
das LQ-Problem i.A. nicht nullkontrollierend ist und dass auch das Losungsverfahren i.A.
nicht funktioniert, wenn diese Bedingung verletzt ist.

Es gibt aber trotzdem Griinde, diese Bedingung abzuschwichen. Betrachten wir wie in
Kapitel 4 ein Kontrollsystem mit Ausgang (4.1), also

&(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t),

so ist es sinnvoll, das Optimierungskriterium nur von y und nicht von z abhingig zu
machen, d.h. eine Kostenfunktion der Form g(y, u) zu betrachten. Formal wéhlt man dazu
die Teilmatrizen M und R von G von der Form

M=CTMC, R=CTR

fiir positiv definite Matrizen M und R passender Dimension. Dann gilt

gu) = (xTuT)<é\{F ]@)(i) _ (xTuT)<C;;\ZCC C’]::ﬁ)(z)
— Tu") ( 1{_1‘?; ﬁ)(z) = gy, u). (5.12)

Die Matrix G ist nun nicht mehr positiv definit. Trotzdem lassen sich die Resultate aus
dem vorhergehenden Abschnitt auf dieses neue G iibertragen. Dazu muss man betrachten,
wo und wie die positive Definitheit in den Beweisen eingeht:

(i) In Lemma 5.8 wird die positive Definitheit von G ausgenutzt, um zu zeigen, dass das
Problem nullkontrollierend ist.

(ii) In Lemma 5.9 wird die positive Definitheit der Teilmatrix N implizit ausgenutzt, da
die Inverse N~! verwendet wird.

(iii) Im Beweis von Teil “(i)=-(ii)” von Satz 5.12 wird die positive Definitheit von G
verwendet um zu zeigen, dass Q(t) positiv definit ist.

Punkt (ii) ist hierbei unproblematisch, denn N ist weiterhin positiv definit. Punkt (i) und
(iii) kldren wir im Folgenden. Wesentlich dafiir ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 5.14 Das Paar (A, C) sei beobachtbar. Dann existiert fiir jedes ¢t > 0 ein ¢ > 0,
so dass fiir g aus (5.12) die Abschétzung

t1
J(O,thxo,u):/ g(@(t; xo, u), u(t))dt > ¢f|zo|®
0

fir alle zp € R™ und alle u € U gilt.
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Beweis: Aus der allgemeinen Losungsformel
¢
z(t; xo, u) = eAlag + / A9 Bu(s)ds = (t; 0,0) + (£ 0, u)
0

folgt fiir alle a > 0 die Gleichung
x(t; axg, au) = ax(t; xo, u).
Daraus folgt fiir 2o # 0 und a = |||
J(0.t1, w0, u) = a?J (0, 81, x0/ v, u/ @) = ||zo||* T (0, 1,20/ || zol|, u/ || zo])-
Um die Behauptung zu zeigen reicht es also aus, die Existenz von ¢ > 0 mit
J(0,t1,xp,u) > ¢ fir alle g € R"™ mit ||zo|| = 1 und alle u € U (5.13)

Zu zeigen.

Um (5.13) zu zeigen, betrachten wir zunéchst

t1 t1 —~
J(0,t1,x0,0) :/ x(t; xO,O)TMx(t;xO,O)dt:/ y(t)T My(t)dt.
0 0

Da (A, C) beobachtbar ist, gilt fiir o # 0 nach Lemma 4.5 y(7) # 0 fiir ein 7 € [0,1;].
Da y(t) stetig ist, folgt y(t) # 0 auf einem Intervall um 7, woraus wegen der positiven
Definitheit von M die Ungleichung J(0, 1, xg,0) > 0 folgt. Da J(0,t1, x0,0) stetig in x ist,
existiert auf der kompakten Menge {z¢g € R" | ||zo|| = 1} das Minimum ¢y > 0, weswegen

J(0,t1,20,0) > co (5.14)

fiir alle zp € R™ mit ||zo] = 1 gilt.

Zur Abschétzung von J (0,1, z¢,u) wihlen wir nun ein beliebiges g € R™ mit ||xg|] = 1
sowie ein € > 0. Fiir Kontrollen u mit

/tl u(t)T Nu(t)dt > ¢ (5.15)
0

folgt dann sofort
J(O,tl,a:o,u) >e>0. (5.16)

Es bleibt also die Ungleichung zu zeigen fiir die Kontrollen u € & mit
t1
/ u(t)T Nu(t)dt < e. (5.17)
0
Da N positiv definit ist, folgt
lu®)|* < cru(t)” Nu(t)

fiir ein ¢; > 0 und damit

t1
/ u(t) | dt < ere.
0
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Zudem gilt
Ve, lu(®)]I* < e

lu(@)] <
lu@?/ Ve, llu@®)]? > e.

Damit folgt

| lu@de < [ max{VE (ol /VEY < [ VE+ ult)|P/VEdE = (2 + ) E.
0 0 0

Aus der allgemeinen Losungsformel folgt damit die Existenz einer Konstanten co > 0, so
dass

lz(t;0,u)|| < c2v/E (5.18)
fiir alle t € [0, ¢1] gilt. Ebenso folgt aus der Losungsformel

|(t; 20, 0)[| < es|zol| = c3 (5.19)
fiir eine geeignete Konstante ¢z > 0 und alle ¢ € [0, ¢;]. Insbesondere folgt damit
|2(t; w0, w)|| < 4 (5.20)

fiir ¢4 = co\/e + 3.

Fiir das Funktional gilt nun
t1 t1
J(0,t1, 0, u) 2/ x(t; xo,u)TMa:(t;a:O,u)dt—i—Z/ x(t; o, u)” Ru(t)dt.
0 0
Fiir den zweiten Summanden gilt dabei wegen (5.20) die Abschétzung

t1 t1
2/ o(t: 20, u)T Ru(t)dt > —2C4||R||/ ()|t > —2e4| Bl (c1 + 1) v/E = —cs /.
0 0

Aus der Abschiitzung
(1 + x2)T M (21 + 29) = 2T Mz + 2l My + 20T May > 2T Mxy + 227 May

folgt fiir den ersten Summanden mit z1(t) = z(¢; zo,0), x2(t) = z(¢;0,u) und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

t1 t1 1
/ z(t; zo, u)T Mx(t; zo,u)dt > / z1 () Mz (t) +/ 221 (t)T My (t)dt
0 0

0
t1 t1
¢ — 2|R| / o2 ()28 / lea(t) |2t
0 0
co — 2||R||es\/ticke =1 co — cg\/E.

Insgesamt ergibt sich damit mit ¢y := ¢5 + cg

Y

v

J(0,t1, 20, u) > o — crv/E.
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Wiihlen wir nun e = ¢3/(2¢7)? (womit c71/z = ¢o/2 gilt), so folgt letztendlich im Fall (5.17)
J(0,t1,x0,u) > co/2.
Zusammen der Abschétzung (5.16) fiir den Fall (5.15) erhalten wir also
J(0,t1, g, u) > max{cy/2, 2/ (4c7)?} =: ¢
und folglich (5.13). U

Nun kénnen wir die Punkte (i) und (iii) in der obigen Aufstellung kléren. Als erstes betrach-
ten wir Punkt (i), d.h. wir verallgemeinern wir Lemma 5.8 auf die neue Kostenfunktion
(5.12).

Lemma 5.15 Das Paar (A, C') sei beobachtbar. Dann ist das linear quadratische Problem
mit g aus (5.12) nullkontrollierend.

Beweis: Wir beweisen
x(t;xo,u) A0 = J(xp,u) = oc.

Gelte also z(t; 29, u) # 0. Dann existiert eine Folge von Zeiten t; — oo und ein £ > 0, so
dass ||z(tg; xo,u)|| > . O.B.d.A. gelte tg1 — tx > 1. Mit Lemma 5.14, xp = x(tg; zo, u)
und uy(-) = u(ty + -) folgt dann

tr+1 1
/ g(x(t; zo,u), u(t))dt = / g(x(t; T, ug), uk(t))dt = J(0, 1, xp, ug) > ce?.
tr 0
Damit folgt

J(zo,u) = /Ooog(x(t;xo,u),u(t))dt

o tre+1 [e%e]
> Z/ g(x(t;mo,u), u(t))dt > Y &2 = oo
k=1"tk P

O

Es bleibt Punkt (iii) nachzuweisen, also dass der Beweis “(i)=-(ii)” von Satz 5.12 auch fiir
g aus (5.12) gilt. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 5.16 Das Paar (A, C) sei beobachtbar. Dann gilt Satz 5.12 auch fiir das linear qua-
dratische Problem mit g aus (5.12).

Beweis: Mit Lemma 5.15 an Stelle von Lemma 5.8 folgen alle Beweisteile bis auf “(i)=-(ii)”
ganz analog zu Satz 5.12.

Im Beweis von “(i)=-(ii)” wird die positive Definitheit von G nur an einer Stelle benutzt,
namlich um zu zeigen dass

P(0, 11, 20) = /Olg(x(t, 20, u"), (1)) dt

in Gleichung (5.10) positiv ist fiir alle xg # 0. Dies folgt aber mit Lemma 5.14 und der Be-
obachtbarkeitsannahme ebenfalls fiir g aus (5.12). Damit 14sst sich der Beweis unveréndert
iibernehmen und die Aussage folgt. U
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Bemerkung 5.17 Die zugehorige Riccati-Gleichung lautet ausgeschrieben
QA+ ATQ+CTMC — (QB+ CTRIN"Y(BTQ + RT0)
und das optimale Feedback
F=-NYBTQ+R"0).

Beachte, dass sowohl V (z) = 27 Qx als auch Fz i.A. nicht von der Form yT@y oder F y sind.
Um F fiir ein Kontrollsystem der Form (4.1) in Abhéngigkeit von y zu implementieren,
bendétigen wir also nach wie vor einen Beobachter. a
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Kapitel 6

Der Kalman Filter

Wir haben bereits in Kapitel 4 eine Moglichkeit gesehen, wie man aus dem gemessenen
Ausgang y(t) = Cz(t) den Zustand z(t) eines Kontrollsystems mittels eines dynamischen
Beobachters z(t) rekonstruieren kann. Allerdings stand bei den dortigen Uberlegungen in
erster Linie die asymptotische Stabilitdt des geregelten Systems im Vordergrund und nicht
so sehr die Giite der Approximation z(t) ~ z(t).

Mit Hilfe der im letzten Kapitel entwickelten linear quadratischen optimalen Steuerung
wollen wir nun eine Methode entwickeln, mit der eine — in einem gewissen Sinne — optimale
Zustandsschitzung z(t) ~ z(t) erzielt werden kann.

Die Losung dieses linear quadratischen Zustandsschétzproblems wird durch den sogenann-
ten Kalman Filter (oder auch LQ-Schétzer) geliefert. Dieser Filter findet sich heutzutage
— in der ein oder anderen Variante — in unzéhligen technischen Anwendungen, vom Ra-
dargerét iiber den CD-Spieler bis zum Handy. Hier betrachten wir eine deterministische,
zeitkontinuierliche Variante auf unendlichem Zeithorizont, weil wir fiir diese Version direkt
auf den Ergebnissen des letzten Kapitels aufbauen kénnen.

6.1 Zustandsschitzung auf unendlichem Zeithorizont

Wir betrachten zunéchst das folgende, etwas anders formulierte Problem: Gegeben sei ein
Kontrollsystem mit Ausgang (4.1) mit der etwas geéinderten Notation B = D und u = v,
also

&(t) = Az(t) + Do(t), y(t) = Cx(t), (6.1)
wobei (A, C') beobachtbar sei.

Gegeben sei weiterhin eine Funktion ¥, : R — R!. Ziel ist es nun, mit Hilfe der Losungen
von (6.1) eine konstruktiv berechenbare Funktion x*(¢) zu finden, so dass y(t) = Cx*(t)
die Funktion y,,(t) gut approximiert. Die Interpretation ist, dass y,,(t) = Cx,,(t) gemes-
sene Ausgangswerte einer Losung z,, eines Kontrollsystems mit der gleichen Matrix A
wie in (6.1) sind, aus denen der Zustand x,,(t) moglichst gut geschiitzt werden soll. Diese
Anwendung werden wir im nachfolgenden Abschnitt noch genauer betrachten.
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Der Kalman-Filter, den wir in den folgenden Schritten herleiten werden, 16st dieses Pro-
blem optimal im Sinne einer “indirekten” kleinsten Quadrate-Approximation, die in zwei
Schritten vorgeht:

Im ersten Schritt wahlen wir symmetrische und positiv definite Matrizen M und N pas-
sender Dimension und berechnen fiir jedes 7 > 0 und jeden Anfangswert zo zur An-
fangszeit to = 7 eine Kontrollfunktion v : (—oo, 7] — R", so dass die zugehorige Losung
x(t) = x(t; 7, 20, v) das Funktional

Jr(z0,v) := /T (Czr(t) — ym ()T M (Cr () — ym (1)) + v(t)T No(t)dt (6.2)

minimiert. Wir nehmen dabei an, dass die optimale Wertefunktion
P (xg) := 516115 Jr(zo,v)

endlich ist.

Im zweiten Schritt wéhlen wir dann x*(7) so, dass Pr(z*(7)) minimal wird, d.h. dass

P-(z*(7)) = min Pr(xg)

zgER™
gilt.

Der Ansatz mag auf den ersten Blick etwas umsténdlich erscheinen. Er fiihrt aber auf eine
sehr einfach zu implementierende Losung, die wir nun herleiten wollen.

Zunichst einmal transformieren wir die Zeit so, dass das Integral in (6.2) von 0 bis co lduft,
wie dies in unserem iiblichen linear-quadratischen Problem der Fall ist.

Dazu setzen wir x7 (t;xg,v) = z(7 — t;20,v) und y7 (t) = Ym(7 — t). Dann gilt mit der
Abkiirzung x7 (t) = 2" (t; 2o, v) fiir

Jr (zo,0) := /OOO(CSU_(t) — g ()" M(Ca(t) =y (1)) + 0(t) " No(t)de (6.3)

die Gleichheit J~ (zg,v) = J-(xo,v(—7 — -)) und damit insbesondere

P ;= inf J~ = P; .
- (%0) := inf J-(x0,v) (o)

Beachte, dass z7 (t; zo, v) Losung des Kontrollsystems
7 (t) = —Ax"(t) — Dv(T — t)

ist. Mit einer weiteren Transformation kénnen wir (6.3) nun (fast) auf die Form unseres
linear quadratischen Ausgangsregelungsproblems gemifl Definition 5.1 mit g aus (5.12)
bringen:

Dazu erweitern wir den Zustand = € R™ des Systems um eine Komponente x,,41(t) = const,
also Zp,4+1(t) = 0. Dies erreichen wir durch die Wahl

_ T — -A 0 — -D
x._<$n+l>,A._< ; O) undD._< / )
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Definieren wir nun

—yn(OTMC y, ()T My, (1)

m

M0 ::< CTMC —OT My (t) )

und g(t,Z,v) := &7 M, (t)Z + v’ Nv so folgt fiir z7 = (27,1)
g(t,7,v) = (Cz — y,7 ()" M(Cx — y,7(£)) + v(t)" Nu(t)dt.

Folglich gilt fiir zf = (27, 1)

J- (zo,v) = /Ooog(t,x(t; x0,v),v(t))dt =: J(ZTo,v).

Mit P, bezeichnen wir wie iiblich die optimale Wertefunktion. Dieses Problem ist von der
iiblichen LQ-Form mit Ausnahme der Tatsache, dass g nun explizit von der Zeit abhéngt.
Tatséchlich sind aber die im Beweis von Satz 5.12 verwendeten Gleichungen weiterhin
giiltig, wenn wir die Zeit in M (t) passend beriicksichtigen. Genauer gilt (was wir hier aus
Zeitgriinden nicht beweisen):

Betrachte fiir ¢ € [0, 0] die Losung der Riccati-Differentialgleichung

Qro) = Qry(VA+A"Q (1) + Mo (0 —t) = Q,,()DN"'D'Q, ,(t)  (6.4)

mit Anfangsbedingung @TJ (0) = 0. Dann gilt die Konvergenz

P.(z) := lim {Z‘TQTJ(U)ZZ‘.

ag—00

Nun zerlegen wir Q. ,(t) passend zur Definition von A: Schreiben wir

)= < Qrolt)  aro(?) >

dr.o (t) Qr o (t)

<l

so folgt aus der Form der Matrizen A und D, dass Q(t) die Gleichung

Qro(t) = —Qro(t)A— ATQ. o (t) + CTMC — Qo (t) DN 'DTQ, ,(t)

erfiillt. Dies ist aber genau die Riccati-Differentialgleichung aus dem Beweis von Satz 5.12.
Zudem sind alle Daten und damit auch Q- (t) = Q(t) unabhéngig von 7 und o. Es folgt
also

lim Qo) = Q,

ag—00

wobei @) die algebraische Riccati-Gleichung

—QA—-ATQ+C"MC -QDN'DTQ =0 (6.5)
16st.
Damit erhalten wir mit 2 = (28, 1) und ¢, = limy—00 Gro(0), @r = limy—00 7.0 ()

PT(:EO) = FT(i‘O) = UILII;O jg@‘r,o(a)jo = $§Ql‘0 + 2xEQT + ar.
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Der im zweiten Schritt des Ansatzes gesuchte Wert 2*(7) ergibt sich damit (durch Ableiten
des Ausdrucks und Umstellen nach x) zu

.Z'*(T) = _Qil%' = —95¢r.

fir S := Q~!. Durch Multiplikation von (6.5) mit S von links und rechts sowie mit —1
folgt, dass S die sogenannte duale Riccati-Gleichung

AS + SAT — scTMCS + DN7'DT =0 (6.6)
lost.

Es bleibt ¢, zu berechnen. Aus der Riccati-Differentialgleichung (6.4) folgt fiir ¢, () die
Differentialgleichung

Gra(t) = = A qr6(t) = Q)DN ' D g1 g (t) = C" My (r — o + 1)
mit Anfangsbedingung ¢, »(0) = 0. Hieraus folgt
Griso+s(t) = Gro(t)
und da diese beiden Lésungen fiir ¢ = 0 iibereinstimmen, folgt
Urts,o+s(t) = dro(t).
Damit folgt

d

s o QT+S,0+S(U +s5) = QT,U(U)

= —ATq,(0) — Q(0)DN ™D g, 5 (o) — CT Myp()

und folglich mit ¢ — oo

d 3 —
EQT = _ATQT - QDN 1DT(]T - CTMym(T)'
Damit erhalten wir schlielich mit (6.6)
d
x s,
& (7) 7.

= SATq, + DN D¢, + SCTMym(T)
—SATS z*(r) = DN~'DT S '2*() + SCT My (7)
(—SAT — DN7'DT)S a* (1) + SCT My, ()
= (AS — SCTMCS)S 'a*(r) + SCT My (7)
= Az*(r) — SCTM(Cz*(7) — ym (7))
= Az*(7) 4+ L(Cx™(T) — ym(T))
mit L = —SCTM.
Diese Differentialgleichung ist der sogenannte Kalman-Filter. Seine Anwendung ist wie
folgt: Ist x*(t) bekannt, so kann 2*(s), s > ¢, durch Losen der Differentialgleichung auf

dem Intervall [t,s] (analytisch oder numerisch) aus den Daten yy,|[,s berechnet werden.
Der Kalman-Filter eignet sich also zur rekursiven Online-Implementierung.

Zwei Eigenschaften des Kalman-Filters wollen wir hier noch explizit festhalten:
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(i) Die Matrix L héngt nicht von y,, ab. Um L zu berechnen, muss lediglich eine der
beiden Riccati-Gleichungen (6.5) oder (6.6) gelost werden.

(ii) Die Matrix A + LC ist asymptotisch stabil. Die Matrix LT ist nimlich das LQ-
optimale Feedback des zur dualen Riccati-Gleichung (6.6) gehorigen dualen optimalen
Steuerungsproblems ist. Daher ist AT + CTLT asymptotisch stabil und folglich auch
A+LC = (AT+CT LT weil diese beiden Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen.

6.2 Der Kalman-Filter als Beobachter

Wir wollen den Kalman-Filter nun fiir das in der Einfiihrung dieses Kapitels skizzierte
Beobachterproblem anwenden.

Gegeben sei dazu ein Kontrollsystem mit Ausgang (4.1), also
B(t) = Ax(t) + Bu(t),  y(t) = Ca(t),

mit beobachtbarem Paar (A, C'). Gegeben seien weiterhin ein unbekannter Anfangswert xg
sowie eine bekannte Kontrollfunktion u(t), ¢ > 0, die zugehorigen Ausgangswerte y(t) =
Cx(t;xg,u), t > 0, sowie eine Schétzung zp des Anfangswerts xg. Gesucht ist nun eine
Kurve z(t), t > 0, mit z(0) = 2, fiir die der Schitzfehler z(t) ~ x(t) in einem geeigneten
Sinne moglichst gut wird und so, dass z(t) nur von y|jg abhéingt (also aus den zur Zeit ¢
bekannten Daten berechenbar ist).

Zur Losung des Problems machen wir den Ansatz
2(t) = Az(t) + Bu(t) + v(t), (6.7)

wobei v : R — R™ so bestimmt werden soll, dass z(¢) eine moglichst gute Schiitzung ist.
Um den Term Bu(t) aus der Gleichung zu eleminieren, definieren wir den Schdtzfehler
e(t) := z(t) — z(t). Dieser erfiillt die Gleichung

&(t) = Ae(t) +v(t), (6.8)

d.h. wir haben hier ein Kontrollsystem (6.1) mit D = Id und = = e. Die Grofle y,, fiir e
muss nun, damit die Probleme fiir z und e dquivalent sind, die Gleichung

Ce(t) —ym(t) = Cz(t) —y(t) < ym(t) = y(t) + Ce(t) — Cz(t) (6.9)

erfiillen, woraus y,, (t) = Cx(t) + Ce(t) — Cz(t) = 0 folgt.

Berechnen wir nun geméfl dem vorhergehenden Abschnitt das Feedback L fiir den Kalman-
Filter fiir (6.8), so ergibt sich die Filtergleichung wegen y,, = 0 zu

e*(t) = (A+ LC)e*(t).
Dies ist dquivalent zu

2(t) = Az(t) + Bu(t) + L(Cz(t) — y(t)) (6.10)
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und liefert damit eine online implementierbare Beobachtergleichung (beachte die struktu-
relle Ahnlichkeit zum dynamischen Beobachter in Kapitel 4) zur Berechnung von z(t), die
nur noch (analytisch oder numerisch) gelost werden muss.

Nachdem wir hier keine Messwerte y(t) fiir ¢ < 0 gegeben haben, kénnen wir den optimalen
Startwert €*(0) hier nicht wie im vorhergehenden Abschnitt berechnen. Aber selbst wenn
wir es konnten, wiirde uns dies nichts niitzen, denn fiir (6.10) miissten wir dann ja z(0) =
e*(0) + z¢ verwenden — der Wert zg ist aber unbekannt. Es liegt also nahe, in (6.10)
den Schitzwert zg =~ x¢ als Anfangswert zu verwenden. Weil A — LC asymptotisch stabil
ist, konvergiert der Schitzfehler e*(t) fiir ¢ — oo gegen 0, d.h. die Approximation z(t) ~
x(t) wird mit wachsendem t immer besser. Da unserem Ansatz aber ein LQ-optimales
Steuerungsproblem zu Grunde liegt, kann man erwarten, dass die Schétzung z(t) ausgehend
von z(0) = zp in einem gewissen Sinne optimal ist.

Um zu sehen, welcher Art diese Optimalitét ist, setzen wir y(¢) fiir ¢ < 0 so fort, dass sich
e*(0) = zg — xo und damit z(0) = zp als Losung des Kalman-Filters ergibt. Dies ist gerade
dann der Fall, wenn wir y(¢) mittels

_ | Ca(t;2,0), t<0
0= { Cx(t;xo,u), t>0 (6.11)

aus der Vorwirtslosung von (4.1) fiir zp und w und der Riickwértslosung fiir zp und v =0
zusammensetzen: Fiir v = 0 gilt dann ndmlich wegen der linken Gleichung in (6.9) und der
Tatsache, dass (4.1) und (6.7) fiir u = v = 0 iibereinstimmen

Ce(t; 20 — 20,0) = ym = Cz(t; 20,0,0) = y(t) = C(t; 20,0) — y(t) = 0

fiir alle ¢ < 0. Damit gilt Jo(z0 — x0,0) = 0 fiir das Optimalitétskriterium (6.2), folglich
auch Py(zg — x9) = 0 und wir erhalten e*(0) = zg — xg.

Der aus dem Anfangswert zg berechnete Approximationswert z(t) ist also gerade der End-
wert derjenigen Losung von (6.7), welche die zusammengesetzte Kurve (6.11) im Sinne von
(6.2) am Besten approximiert.

Der groie Vorteil des Kalman-Filters ist es, dass er auch bei ungenauen Daten y(t) ~ y(t)
gute Approximtionen liefert. Dies kann mit stochastischen Methoden mathematisch rigoros
formuliert und bewiesen werden.
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