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Kapitel 1

Grundbegriffe

Kontrollsysteme sind dynamische Systeme in kontinuierlicher oder diskreter Zeit, die von
einem Parameter u ∈ Rm abhängen, der sich — abhängig von der Zeit und/oder vom
Zustand des Systems — verändern kann. Dieser Parameter kann verschieden interpretiert
werden. Er kann entweder als Steuergröße verstanden werden, also als Größe, die von
außen aktiv beeinflusst werden kann (z.B. die Beschleunigung bei einem Fahrzeug, die
Investitionen in einem Unternehmen) oder auch als Störung, die auf das System wirkt
(z.B. Straßenunebenheiten bei einem Auto, Kursschwankungen bei Wechselkursen). Für das
mathematische Fachgebiet, das sich mit der Analyse dieser Systeme beschäftigt, hat sich im
deutschen Sprachgebrauch der Begriff ”Kontrolltheorie“ etabliert, wenngleich er eine etwas
missverständliche Übersetzung des englischen Ausdrucks ”control theory“ darstellt, da es
hier nicht um Kontrolle im Sinne von Überwachung sondern im Sinne von Einflussnahme
von außen geht. Statt von Kontrolle spricht man auch von Steuerung, wenn die Parameter
u lediglich von der Zeit abhängen und von Regelung, wenn die Parameter u vom aktuellen
Zustand abhängen.

1.1 Lineare Kontrollsysteme

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit Kontrollsystemen beschäftigen, die in kontinuierli-
cher Zeit definiert sind und durch gewöhnliche Differentialgleichungen beschrieben werden.
Allgemein sind solche Systeme durch Differentialgleichungen der Form

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.1)

beschrieben. Die Variable t ∈ R werden wir hierbei stets als Zeit interpretieren und die
Notation ẋ(t) steht kurz für die zeitliche Ableitung d/dt x(t). Die Größe x(t) ∈ Rn heißt
der Zustand und u(t) ∈ Rm heißt die Kontrolle oder der Kontrollwert, jeweils zur Zeit t.

Die Abbildung f : R × Rn × Rm → Rn heißt Vektorfeld. Sowohl f als auch die Funktion
u : R → Rm müssen gewisse Regularitätseigenschaften erfüllen, damit die Lösungen von
(1.1) existieren und eindeutig sind. Wir wollen uns mit diesem allgemeinen Problem hier
aber nicht weiter beschäftigen, sondern gleich zu einem Spezialfall von Kontrollsystemen
übergehen, mit dem wir uns in dieser Vorlesung beschäftigen wollen.

1



2 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Definition 1.1 Ein lineares zeitinvariantes Kontrollsystem ist gegeben durch die Diffe-
rentialgleichung

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.2)

mit A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m.

Diese Klasse von Kontrollsystemen ist besonders einfach, da das Vektorfeld linear in x und u
ist und zudem nicht explizit von der Zeit t abhängt. Trotzdem ist sie bereits so reichhaltig,
dass man mit ihr eine große Anzahl realer Prozesse z.B. für technische Anwendungen
brauchbar beschreiben kann. Tatsächlich werden in der technischen Praxis auch heute noch
viele lineare Modelle eingesetzt, wenn auch nicht immer in der einfachen Form (1.2) (wir
werden später in der Vorlesung noch eine wichtige Erweiterung kennen lernen).

Um zu veranschaulichen, warum die Klasse (1.2) oft eine brauchbare Modellierung ermög-
licht, betrachten wir ein Modell aus der Mechanik, und zwar ein auf einem Wagen befe-
stigtes umgedrehtes starres Pendel, vgl. Abb. 1.1.
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Pendels auf einem Wagen

Die Kontrolle u ist hierbei die Beschleunigung des Wagens. Mittels physikalischer Gesetze
kann ein “exaktes”1 Differentialgleichungsmodell hergeleitet werden.

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −kx2(t) + g sinx1(t) + u(t) cos x1(t)

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = u

 =: f(x(t), u(t)) (1.3)

Hierbei besteht der Zustandsvektor x ∈ R4 aus 4 Komponenten: x1 entspricht dem Winkel
φ des Pendels (vg. Abb. 1.1), der entgegen dem Uhrzeigersinn zunimmt, wobei x1 = 0 dem
aufgerichteten Pendel entspricht. x2 ist die Winkelgeschwindigkeit, x3 die Position des Wa-
gens und x4 dessen Geschwindigkeit. Die Konstante k beschreibt die Reibung des Pendels

1Das Modell (1.3) ist nicht ganz exakt, da es bereits etwas vereinfacht ist: es wurde angenommen, dass
das Pendel so leicht ist, dass es keinen Einfluss auf die Bewegung des Wagens hat. Zudem wurde eine Reihe
von Konstanten so gewählt, dass sie sich gegeneinander aufheben.
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(je größer k desto mehr Reibung) und die Konstante g ≈ 9.81m/s2 ist die Erdbeschleuni-
gung.

Sicherlich ist (1.3) von der Form (1.1). Es ist aber nicht von der Form (1.2), da sich die
nichtlinearen Funktionen sin und cos nicht mittels der Matrizen A und B darstellen lassen
(beachte, dass in A und B nur konstante Koeffizienten stehen dürfen, die Matrizen dürfen
also nicht von x abhängen).

Trotzdem kann ein lineares Modell der Form (1.2) verwendet werden, um (1.3) in der
Nähe gewisser Punkte zu approximieren. Diese Prozedur, die man Linearisierung nennt, ist
möglich in der Nähe von Punkten (x∗, u∗) ∈ Rn×Rm, in denen f(x∗, u∗) = 0 gilt. O.B.d.A.
können wir dabei annehmen, dass (x∗, u∗) = (0, 0) gilt, da man dies ansonsten mittels der
Koordinatentransformation x  x − x∗, u  u − u∗ und f(x, u)  f(x + x∗, u + u∗)
erzielen kann. In unserem Beispiel (1.3) ist eine solche Transformation nicht nötig, denn
es gilt bereits f(0, 0) = 0. Beachte, dass dieser Punkt im Modell dem aufrecht stehenden
Pendel mit still stehendem und unbeschleunigtem Wagen entspricht.

Gilt nun f(0, 0) = 0 so erhalten wir ein System der Form (1.2), indem wir A und B
definieren als

A :=
∂f

∂x
(0, 0) und B :=

∂f

∂u
(0, 0).

Wenn f stetig differenzierbar ist gilt

f(x, u) = Ax + Bu + o(‖x‖+ ‖u‖),

d.h., für x ≈ 0 und u ≈ 0 stimmen f(x, u) und Ax + Bu gut überein. Man kann nun
beweisen, dass sich diese Näherung auf die Lösungen der Differentialgleichungen (1.1) und
(1.2) überträgt.2

Für unser Beispiel ergibt sich aus der obigen Rechnung ein System der Form (1.2) mit

A =


0 1 0 0
g −k 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 und B =


0
1
0
1

 (1.4)

Abbildung 1.1 zeigt einen Vergleich der Lösungen von (1.3) (durchgezogen) mit den Lösun-
gen von (1.2, 1.4) (gestrichelt), jeweils für u ≡ 0 und mit k = 0.1, g = 9.81, in zwei
verschiedenen Umgebungen um die 0. Dargestellt sind hier für jede der zwei Gleichungen
jeweils 4 Lösungskurven der Form{(

x1(t)
x2(t)

) ∣∣∣∣ t ∈ [−10, 10]
}
⊂ R2.

Während im linken Bildausschnitt mit bloßem Auge kein Unterschied zu erkennen ist,
weichen die Lösungen im rechten Ausschnitt deutlich voneinander ab.

2Eine mathematisch exakte Formulierung dieser Eigenschaft für unkontrollierte Differentialgleichungen
findet sich z.B. als Satz 7.2 in [3].
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Abbildung 1.2: Vergleich der Lösungen von (1.3) (durchgezogen) mit (1.2, 1.4) (gestrichelt)

1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Wann immer man sich mit Differentialgleichungen beschäftigt, muss man zunächst die
Existenz und die Eindeutigkeit der Lösungen klären. Wir wollen dies zunächst für das
lineare Kontrollsystem (1.2) mit u ≡ 0 machen.

Hierzu benötigen wir zunächst etwas Notation.

Für eine Matrix A ∈ Rn×n bezeichnen wir im Folgenden mit [A]ij ∈ R den Eintrag in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Für A ∈ Rn×n und t ∈ R bezeichnen wir mit At die
komponentenweise Multiplikation, also [At]i,j = [A]ijt. Für k ∈ N0 ist die Matrix-Potenz
Ak induktiv mittels A0 = Id und Ak+1 = AAk definiert.

Zudem benötigen wir die folgende Definition.

Definition 1.2 Für eine Matrix A ∈ Rn×n und eine reelle Zahl t ∈ R ist die Matrix-
Exponentialfunktion gegeben durch

eAt :=
∞∑

k=0

Ak tk

k!
.

Die Konvergenz der unendlichen Reihe in dieser Definition ist dabei als komponentenweise
Konvergenz, also als

[eAt]ij =
∞∑

k=0

[Ak tk

k!
]ij , n ∈ N0

zu verstehen. Dass die Komponenten dieser Reihe tatsächlich konvergieren folgt aus dem
Majorantenkriterium, denn mit der Zeilensummennorm

α = ‖A‖∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|[A]ij |
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gilt |[Ak]ij | ≤ ‖Ak‖∞ ≤ ‖A‖k
∞ = αk, also∣∣∣∣[Ak tk

k!
]ij

∣∣∣∣ = |[Ak]ij |
∣∣∣∣ tkk!

∣∣∣∣ ≤ αk

∣∣∣∣ tkk!

∣∣∣∣ = (α|t|)k

k!

und damit
[eAt]ij ≤ eα|t|,

wobei hier auf die rechten Seite die (übliche) skalare Exponentialfunktion steht.

Beachte, dass im Allgemeinen
[eAt]ij 6= e[At]ij

gilt, wobei e[At]ij die (komponentenweise angewandte) skalare Exponentialfunktion ist.

Aus der Definition der Matrix-Exponentialfunktion folgen sofort die Eigenschaften

(i) eA0 = Id und (ii) AeAt = eAtA (1.5)

Das folgende Lemma liefert eine weitere wichtige Eigenschaft der Matrix-Exponential-
funktion.

Lemma 1.3 Für beliebiges A ∈ Rn×n ist die Funktion t 7→ eAt differenzierbar und es gilt

d

dt
eAt = AeAt

für jedes t ∈ R.

Beweis: Übungsaufgabe.

Satz 1.4 Betrachte die lineare Differentialgleichung

ẋ(t) = Ax(t) (1.6)

mit x : R → Rn und einer gegebenen Matrix A ∈ Rn×n.

Dann gilt: Für jede Anfangsbedingung der Form

x(t0) = x0 (1.7)

mit t0 ∈ R und x0 ∈ Rn existiert genau eine Lösung x : R → Rn von (1.6), die (1.7) erfüllt
und die wir mit x(t; t0, x0) bezeichnen. Für diese Lösung gilt

x(t; t0, x0) = eA(t−t0)x0. (1.8)

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass die in (1.8) angegebene Funktion x(t) = eA(t−t0)x0

sowohl die Differentialgleichung (1.6) als auch die Anfangsbedingung (1.7) erfüllt. Aus
Lemma 1.3 folgt

d

dt
x(t) =

d

dt
eA(t−t0)x0 = AeA(t−t0)x0 = Ax(t),
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also (1.6). Wegen (1.5)(i) gilt zudem

x(t0) = eA(t0−t0)x0 = eA0x0 = Idx0 = x0,

also (1.7).

Da wir damit (1.8) als Lösung verifiziert haben, folgt insbesondere die Existenz.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Hierzu zeigen wir zunächst, dass die Matrix eAt

invertierbar ist mit
(eAt)−1 = e−At. (1.9)

Für jedes y0 ∈ Rn löst y(t) = e−Aty0 die Differentialgleichung ẏ(t) = −Ay(t). Nach Pro-
duktregel gilt dann

d

dt
(e−AteAtx0) =

d

dt
e−At(eAtx0) + e−At d

dt
eAtx0 = −Ae−AteAtx0 + e−AtAeAtx0 = 0,

wobei wir im letzten Schritt (1.5)(ii) ausgenutzt haben. Also ist e−AteAtx0 konstant in t.
Damit gilt für alle t ∈ R und alle x0 ∈ Rn

e−AteAtx0 = e−A0eA0x0 = Id Idx0 = x0,

und folglich
e−AteAt = Id ⇒ e−At = (eAt)−1.

Mit (1.9) können wir nun die Eindeutigkeit zeigen. Es sei x(t) eine beliebige Lösung von
(1.6), (1.7). Dann gilt

d

dt
(e−A(t−t0)x(t)) =

d

dt
e−A(t−t0)(x(t)) + e−A(t−t0)ẋ(t)

= −Ae−A(t−t0)x(t) + e−A(t−t0)Ax(t) = 0,

wobei wir wiederum (1.5)(ii) ausgenutzt haben. Also ist e−A(t−t0)x(t) konstant in t, woraus
für alle t ∈ R

e−A(t−t0)x(t) = e−A(t0−t0)x(t0) = Idx(t0) = x0

folgt. Multiplizieren wir nun beide Seiten dieser Gleichung mit eA(t−t0) und verwenden
(1.9), so ergibt sich

x(t) = eA(t−t0)x0.

Da x(t) eine beliebige Lösung war, folgt daraus die Eindeutigkeit.

Eine nützliche Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar.

Korollar 1.5 Die Matrix-Exponentialfunktion eAt ist die eindeutige Lösung der Matrix-
Differentialgleichung

Ẋ(t) = AX(t) (1.10)

mit X : R → Rn×n und Anfangsbedingung

X(0) = Id. (1.11)
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Beweis: Es bezeichne ej den j-ten Einheitsvektor im Rn. Eine einfache Rechnung zeigt,
dass eine matrixwertige Funktion X(t) genau dann eine Lösung von (1.10), (1.11) ist, wenn
X(t)ej eine Lösung von (1.6), (1.7) mit t0 = 0 und x0 = ej ist. Mit dieser Beobachtung
folgt die Behauptung sofort aus Satz 1.4.

Das folgende Lemma fasst weitere Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion zusam-
men.

Lemma 1.6 Für A,A1, A2 ∈ Rn×n und s, t ∈ R gilt:

(i) (eAt)−1 = e−At

(ii) eAteAs = eA(t+s)

(iii) eA1teA2t = e(A1+A2)t falls A1A2 = A2A1

(iv) Für eine invertierbare Matrix T ∈ Rn×n gilt

eT−1ATt = T−1eAtT.

Beweis: (i) Wurde im Beweis von Satz 1.4 gezeigt.

(ii) Mit Hilfe von (i) ergibt sich, dass sowohl eAteAse−As als auch eA(t+s)e−As das Matrix-
Anfangswertproblem (1.10), (1.11) erfüllen. Da dessen Lösung nach Korollar 1.5 eindeutig
ist und e−As invertierbar ist, folgt die behauptete Gleichheit.

(iii) Unter der angegebenen Bedingung A1A2 = A2A1 rechnet man nach, dass beide Aus-
drücke das Matrix-Anfangswertproblem (1.10), (1.11) mit A = A1 + A2 erfüllen. Also
müssen die Ausdrücke wegen der Eindeutigkeit nach Korollar 1.5 übereinstimmen.

(iv) Man rechnet nach, dass beide Ausdrücke das Matrix-Anfangswertproblem (1.10), (1.11)
mit T−1AT an Stelle von A erfüllen. Wiederum folgt daraus die Gleichheit wegen der
Eindeutigkeit der Lösungen nach Korollar 1.5.

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir nun zum linearen Kontrollsystem (1.2) zurück. Zur
Formulierung eines Existenz- und Eindeutigkeitssatzes müssen wir einen geeigneten Funk-
tionenraum U für die Kontrollfunktion u(·) definieren. Sicherlich wären stetige Funktionen
geeignet, diese Wahl ist aber zu einschränkend, da wir im Verlauf dieser Vorlesung öfter
einmal Kokatenationen von Kontrollfunktionen gemäß der folgenden Definition benötigen
werden.

Definition 1.7 Für zwei Funktionen u1, u2 : R → Rm und s ∈ R definieren wir die
Konkatenation zur Zeit s als

u1&su2(t) :=
{

u1(t), t < s
u2(t), t ≥ s

Selbst wenn u1 und u2 stetig sind, wird u1&su2 im Allgemeinen nicht stetig sein. Wir
benötigen also einen Funktionenraum, der abgeschlossen bezüglich der Konkatenation ist.
Hier gibt es verschiedene Möglichkeiten, die einfachste ist die folgende.
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Definition 1.8 Eine Funktion u : R → Rm heißt stückweise stetig, falls für jedes kompakte
Intervall [t1, t2] eine endliche Folge von Zeiten t1 = τ1 < τ2 < . . . < τk = t2 existiert, so
dass u|(τi,τi+1) beschränkt und stetig ist für alle i = 1, . . . , k − 1. Wir definieren U als den
Raum der stückweise stetigen Funktionen von R nach Rm.

Sicherlich ist U abgeschlossen unter Konkatenation, aber auch unter Addition und Multi-
plikation (wobei wir (u1 +u2)(t) := u1(t)+u2(t) und (u1 ·u2)(t) := u1(t) ·u2(t) definieren).
Zudem — und dies ist für unsere Zwecke wichtig — existiert das Riemann-Integral∫ t2

t1

u(t)dt

über Funktionen u ∈ U , da es in jedem kompakten Integrationsintervall nur endlich viele
Unstetigkeitsstellen gibt.3

Mit diesem Funktionenraum können wir nun das entsprechende Resultat formulieren.

Satz 1.9 Betrachte das lineare Kontrollsystem (1.2)

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

mit x : R → Rn und gegebenen Matrizen A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m.

Dann gilt: Für jede Anfangsbedingung der Form (1.7)

x(t0) = x0

mit t0 ∈ R, x0 ∈ Rn und jede stückweise stetige Kontrollfunktion u ∈ U existiert genau
eine stetige Funktion x : R → Rn, die (1.7) erfüllt und deren Ableitung für jedes t, in dem
u stetig ist, existiert und (1.2) erfüllt. Diese eindeutige Funktion nennen wir die Lösung
von (1.2), (1.7) und bezeichnen sie mit x(t; t0, x0, u). Für diese Lösung gilt

x(t; t0, x0, u) = eA(t−t0)x0 +
∫ t

t0

eA(t−s)Bu(s)ds. (1.12)

Beweis: Wir rechnen zunächst nach, dass (1.12) tatsächlich eine Lösung im angegeben
Sinne ist. In den Stetigkeitsetellen von u gilt

d

dt
eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)Bu(s)ds

=
d

dt
eA(t−t0)x0 +

d

dt

∫ t

t0

eA(t−s)Bu(s)ds

= AeA(t−t0)x0 + eA(t−s)Bu(s)|s=t︸ ︷︷ ︸
=Bu(t)

+
∫ t

t0

AeA(t−s)Bu(s)ds

= A

(
eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)Bu(s)ds

)
+ Bu(t),

3Eine Alternative zu den stückweise stetigen Funktionen bietet der Raum der Lebesgue-messbaren Funk-
tionen, wobei das Integral dann als das Lebesgue-Integral gewählt wird. Hauptvorteil unseres einfacheren
Ansatzes ist die Vermeidung der Lebesgue-Maßtheorie.
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also (1.2). Zudem gilt

eA(t0−t0)︸ ︷︷ ︸
=Id

x0 +
∫ t0

t0

eA(t0−s)Bu(s)ds︸ ︷︷ ︸
=0

= x0,

also (1.7).

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu betrachten wir zwei beliebige Lösungen x(t),
y(t) von (1.2), (1.7) im Sinne des Satzes. Dann gilt zunächst

ż(t) = ẋ(t)− ẏ(t) = Ax(t) + Bu(t)−Ay(t)−Bu(t) = A(x(t)− y(t)) = Az(t)

für alle Punkte in denen u stetig ist. Da z selbst stetig ist, kann ż in den Unstetigkeitsstellen
τi von u durch ż(τi) = limt→τi Az(t) wohldefiniert stetig fortgesetzt werden. Wir erhalten
damit eine Funktion, die die Differentialgleichung ż(t) = Az(t) für alle t ∈ R löst. Da
zudem

z(t0) = x(t0)− y(t0) = x0 − x0 = 0

gilt, erfüllt z ein Anfangswertproblem der Form (1.6), (1.7), dessen nach Satz 1.4 eindeutige
Lösung durch z(t) = eAt0 = 0 gegeben ist. Also ist x(t) = y(t) für alle t ∈ R, womit die
Eindeutigkeit folgt.

Eine Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar.

Korollar 1.10 Für die Lösungen von (1.2), (1.7) gelten für alle t, s ∈ R die Gleichungen

x(t; t0, x0, u) = x(t; s, x(s; t0, x0, u), u)

und
x(t; t0, x0, u) = x(t− s; t0 − s, x0, u(s + ·)),

wobei die Funktion u(s + ·) ∈ U mittels u(s + ·)(t) = u(s + t) definiert ist.

Beweis: Folgt sofort aus der Darstellung (1.12).

Bemerkung 1.11 Da wir uns in den folgenden Kapiteln in vielen Fällen auf die Betrach-
tung von Lösungen mit der speziellen Anfangszeit t0 = 0 beschränken, schreiben wir für
t0 = 0 oft kurz x(t;x0, u) = x(t; 0, x0, u).
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Kapitel 2

Kontrollierbarkeit

2.1 Definitionen

Ein wichtiger Aspekt in der Analyse lineare Kontrollsysteme der Form (1.2) ist die Frage
der Kontrollierbarkeit. In der allgemeinsten Formulierung ist dies die Frage, für welche
Punkte x0, x1 ∈ Rn und Zeiten t1 eine Kontrollfunktion u ∈ U gefunden werden kann,
so dass x(t1;x0, u) = x1 gilt, d.h., so dass die zwei Punkte durch eine Lösungstrajektorie
verbunden werden. Formal definieren wir dies wie folgt.

Definition 2.1 Betrachte ein lineares Kontrollsystem (1.2).

Ein Zustand x0 ∈ Rn heißt kontrollierbar (oder auch steuerbar) zu einem Zustand x1 ∈ Rn

zur Zeit t1 > 0, falls ein u ∈ U existiert mit

x1 = x(t1;x0, u).

Der Punkt x1 heißt dann erreichbar von x0 zur Zeit t1.

Das folgende Lemma zeigt, dass man den Fall beliebiger x0 ∈ Rn auf x0 = 0 zurückführen
kann.

Lemma 2.2 Ein Zustand x0 ∈ Rn ist genau dann kontrollierbar zu einem Zustand x1 ∈ Rn

zur Zeit t1 > 0, falls der Zustand x̃0 = 0 kontrollierbar zu dem Zustand x̃1 = x1−x(t1;x0, 0)
zur Zeit t1 ist.

Beweis: Übungsaufgabe.

Diese Tatsache motiviert, im Weiteren die Kontrollierbarkeit bzw. Erreichbarkeit der 0
speziell zu betrachten.

Definition 2.3 Betrachte ein lineares Kontrollsystem (1.2).

(i) Die Erreichbarkeitsmenge (reachable set) von x0 = 0 zur Zeit t ≥ 0 ist gegeben durch

R(t) = {x(t; 0, u) |u ∈ U}.

11
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(ii) Die Kontrollierbarkeitsmenge (controllable set) nach x1 = 0 zur Zeit t ≥ 0 ist gegeben
durch

C(t) = {x0 ∈ Rn | es existiert u ∈ U mit x(t;x0, u) = 0}.

Die Beziehung zwischen diesen beiden Mengen klärt das folgende Lemma.

Lemma 2.4 Die Erreichbarkeitsmenge R(t) für (1.2) ist gerade gleich der Kontrollierbar-
keitsmenge C(t) für das zeitumgekehrte System

ż(t) = −Az(t)−Bu(t). (2.1)

Beweis: Durch Überprüfen des Anfangswertproblems sieht man, dass zwischen den Lösun-
gen von (1.2) und (2.1) für alle t, s ∈ R die Beziehung

x(s, 0, u) = z(t− s, x(t, 0, u), u(t− ·)).

Wenn also x1 ∈ R(t) für (1.2) ist und x(s, 0, u) die zugehörige Lösung, so folgt

z(0, x(t, 0, u), u(t− ·)) = x(t, 0, u) = x1 und z(t, x(t, 0, u), u(t− ·)) = x(0, 0, u) = 0,

womit x1 ∈ C(t) folgt. Umgekehrt argumentiert man genauso.

2.2 Analyse von Kontrollierbarkeitseigenschaften

Wir wollen nun die Struktur dieser Mengen klären. Wir leiten die technischen Zwischenre-
sultate dabei für R(t) her und formulieren nur die Hauptresultate auch für C(t).

Lemma 2.5 (i) R(t) ist für alle t ≥ 0 ein Untervektorraum des Rn.

(ii) R(t) = R(s) für alle s, t > 0.

Beweis: (i) Zu zeigen ist, dass für x1, x2 ∈ R(t) und α ∈ R auch α(x1 + x2) ∈ R(t) ist.
Für x1, x2 in R(t) existieren Kontrollfunktionen u1, u2 ∈ U mit

xi = x(t; 0, ui) =
∫ t

0
eA(t−s)Bui(s)ds.

Also gilt für u = α(u1 + u2) die Gleichung

x(t; 0, u) =
∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds =

∫ t

0
eA(t−s)Bα(u1(s) + u2(s))ds

= α

(∫ t

0
eA(t−s)Bu1(s)ds +

∫ t

0
eA(t−s)Bu2(s)ds

)
= α(x1 + x2),
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woraus α(x1 + x2) ∈ R(t) folgt. Dies beweist (i).

(ii) Wir geben hier einen direkten Beweis, die Aussage folgt aber unabhängig davon auch
aus Satz 2.12.

Wir zeigen zuerst die Hilfsaussage

R(t1) ⊆ R(t2) (2.2)

für 0 < t1 < t2: Falls y ∈ R(t1) existiert ein u ∈ U mit

x(t1; 0, u) = y.

Mit der neuen Kontrolle ũ = 0&t2−t1u(t1 − t2 + ·) und Korollar 1.10 ergibt sich so

x(t2; 0, ũ) = x(t2; t2 − t1, x(t2 − t1; 0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

, ũ) = x(t2; t2 − t1, 0, ũ) = x(t1; 0, u) = y,

weswegen y ∈ R(t2) gilt.

Als nächstes zeigen wir, dass für beliebige 0 < t1 < t2 aus der Gleichheit R(t1) = R(t2)
bereits die Gleichheit R(t1) = R(t) für alle t ≥ t1 folgt. Um dies zu zeigen sei x ∈
R(2t2 − t1), es existiere also ein u ∈ U mit x = x(2t2 − t1, 0, u).

Da x(t2, 0, u) ∈ R(t2) und R(t2) = R(t1), existiert ein v ∈ U mit x(t1, 0, v) = x(t2, 0, u).
Definieren wir nun eine Kontrollfunktion w = v&t1u(t2 − t1 + ·), so gilt mit Korollar 1.10

x(t2, 0, w) = x(t2, t1, x(t1, 0, v)︸ ︷︷ ︸
=x(t2,0,u)

, w)

= x(t2 + t2 − t1, t1 + t2 − t1, x(t2, 0, u), w(t1 − t2 + ·)︸ ︷︷ ︸
=u(·)

)

= x(2t2 − t1, 0, u) = x.

Damit gilt also x ∈ R(t2) und folglich R(t1) = R(t2) = R(2t2 − t1) = R(2(t2 − t1) + t1).
Induktive Wiederholung dieser Konstruktion liefert R(t1) = R(2k(t2 − t1) + t1) für alle
k ∈ N und damit wegen (2.2) die Behauptung R(t1) = R(t) für alle t ≥ t1.

Nun zeigen wir die Behauptung (ii): Sei dazu s > 0 beliebig und sei 0 < s0 < . . . < sn+1 = s
eine aufsteigende Folge von Zeiten. Dann ist R(s0), . . . ,R(sn+1) nach (2.2) eine aufsteigen-
de Folge von n + 2 Unterräumen des Rn. Aus R(sk+1) 6= R(sk) folgt daher dimR(sk+1) ≥
dimR(sk)+1. Wären also die R(sk) paarweise verschieden, so müsste dimR(sn+1) ≥ n+1
gelten, was ein Widerspruch zu R(sn+1) ⊆ Rn ist, weswegen mindestens zwei der R(sk)
übereinstimmen müssen. Nach der vorhergehenden Überlegung folgt daraus R(t) = R(s)
für alle t ≥ s und da s > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.6 Da die Menge R(t) also nicht von t abhängt, schreiben wir im Folgenden
oft einfach R.
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Bemerkung 2.7 Die Verbindung von Lemma 2.2 und Lemma 2.5 zeigt also, dass die
Menge der von einem Punkt x1 ∈ Rn in einer Zeit t > 0 erreichbaren Zustände der affine
Unterraum

x(t;x0, 0) +R

ist, dessen Dimension gerade gleich der von R ist. Beachte, dass diese Menge i.A. nicht
unabhängig von t ist, es sei denn dass R = Rn gilt, da dann auch x(t;x0, 0) +R = Rn gilt.
In diesem Fall ist jeder Zustand x0 zu jedem anderen Zustand x1 kontrollierbar, weswegen
wir das System für R = Rn vollständig kontrollierbar nennen.

Wie auf dem zweiten Übungsblatt zu sehen war, kann es bereits für recht einfache Kon-
trollsysteme ziemlich schwierig sein, die Mengen R und C direkt auszurechnen. Wir wollen
daher jetzt eine einfache Charakterisierung dieser Mengen herleiten. Hierzu benötigen wir
etwas lineare Algebra.

Definition 2.8 (i) Ein Unterraum U ⊆ Rn heißt A-invariant für eine Matrix A ∈ Rn×n,
falls Av ∈ U für alle v ∈ U (oder kurz AU ⊆ U) gilt.

(ii) Für einen Unterraum V ⊆ Rn und A ∈ Rn×n bezeichne

〈A |V 〉

den kleinsten A-invarianten Unterraum von Rn, der V enthält.

Beachte, dass 〈A |V 〉 existiert: Einerseits existiert mit dem Rn selbst ein A-invarianter
Unterraum, der V enthält. Andererseits ist der Schnitt zweier A-invarianter Unterräume,
die V enthalten, wieder ein A-invarianter Unterraum, der V enthält.

Lemma 2.9 Für einen Unterraum V ⊆ Rn und A ∈ Rn×n gilt

〈A |V 〉 = V + AV + . . . + An−1V.

Beweis: “⊇”: Wegen der A-Invarianz von 〈A |V 〉 und V ⊆ 〈A |V 〉 gilt

AkV ⊆ 〈A |V 〉

für alle k ∈ N0 und damit 〈A |V 〉 ⊇ V + AV + . . . + An−1V .

“⊆”: Es genügt zu zeigen, dass V + AV + . . . + An−1V A-invariant ist, da dann wegen
V ⊆ V + AV + . . . + An−1V sofort 〈A |V 〉 ⊆ V + AV + . . . + An−1V folgt.

Zum Beweis der A-Invarianz betrachte das charakteristische Polynom von A

χA(z) = det(zId−A) = zn + an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0.

Für dieses gilt nach dem Satz von Cayley-Hamilton

χA(A) = An + an−1A
n−1 + . . . + a1A + a0Id = 0,
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woraus
An = −an−1A

n−1 − . . .− a1A− a0Id

folgt. Sei also v ∈ V + AV + . . . + An−1V . Dann lässt sich v darstellen als v = v0 + Av1 +
. . . + An−1vn−1 für v0, . . . , vn−1 ∈ V . Damit folgt

Av = Av0 + A2v1 + . . . + Anvn−1

= Av0 + A2v1 − an−1A
n−1vn−1 − . . .− a1Avn−1 − a0vn−1

= ṽ0 + Aṽ1 + . . . + An−1ṽn−1

für geeignete ṽ0, . . . , ṽn−1 ∈ V . Damit folgt Av ∈ V + AV + . . . + An−1V , also die A-
Invarianz.

Wir werden nun den Spezialfall betrachten, dass V = im B das Bild der Matrix B ist. In
diesem Fall sagt Lemma 2.9, dass

〈A | im B〉 = {Bx0 +ABx1 + . . .+An−1xn−1 |x0, . . . , xn−1 ∈ Rm} = im (B AB . . . An−1B),

wobei (B AB . . . An−1B) ∈ Rn×(m·n) ist.

Definition 2.10 Die Matrix (B AB . . . An−1B) ∈ Rn×(m·n) heißt Erreichbarkeitsmatrix
des Systems (1.2).

Im Folgenden verwenden wir für t ∈ R die Notation

Wt :=
∫ t

0
eAτBBT (eAτ )T dτ.

Beachte, dass Wt ∈ Rn×n gilt und Wt damit ein linearer Operator auf dem Rn ist. Wt ist
symmetrisch und positiv semidefinit, denn es gilt

xT Wtx =
∫ t

0
xT eAτBBT (eAτ )T x︸ ︷︷ ︸

=‖BT (eAτ )T x‖2

dτ ≥ 0.

Für das Bild im Wt dieses Operators gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.11 Für alle t > 0 gilt 〈A | im B〉 = im Wt.

Beweis: Wir zeigen 〈A | im B〉⊥ = (im Wt)⊥.

“⊆”: Sei x ∈ 〈A | im B〉⊥, also xT AkB = 0 für alle k ∈ N0. Dann gilt

xT eAtB =
∞∑

k=0

tkxT AkB

k!
= 0

und damit xT Wt = 0, also x ∈ (im Wt)⊥.
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“⊇”: Sei x ∈ (im Wt)⊥ für ein t > 0. Dann gilt

0 = xT Wtx =
∫ t

0
‖BT (eAτ )T x‖2dτ,

woraus wegen der Stetigkeit des Integranden xT eAτB = (BT (eAτ )T x)T = 0 folgt.

Sukzessives Differenzieren von xT BeAτ nach τ liefert

xT AkeAτB = 0

für alle k ∈ N0. Für τ = 0 folgt xT AkB = 0, also x ∈ (im AkB)⊥ für alle k ∈ N0 und damit
auch x ∈ [im (B AB . . . An−1B)]⊥ = 〈A | im B〉⊥.

Der folgende Satz ist das Hauptresultat über die Struktur der Erreichbarkeits- und Kon-
trollierbarkeitsmengen.

Satz 2.12 Für das System (1.2) gilt für alle t > 0

R(t) = C(t) = 〈A | im B〉 = im (B AB . . . An−1B).

Beweis: Die Gleichheit 〈A | im B〉 = im (B AB . . . An−1B) wurde bereits in der Rechnung
vor Definition 2.10 gezeigt. Wir zeigen R(t) = 〈A | im B〉 (woraus insbesondere wiederum
die Unabhängigkeit von R(t) von t folgt). Die Aussage für C(t) folgt dann mit Lemma 2.4,
denn es gilt 〈A | im B〉 = 〈−A | im −B〉.
“⊆”: Sei x = x(t; 0, u) ∈ R(t). Nach der allgemeinen Lösungsformel ist

x =
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ.

Nun gilt für all τ ∈ [0, t] nach Definition von 〈A | im B〉

eA(t−τ)Bu(τ) =
∞∑

k=0

(t− τ)k

k!
AkBu(τ) ∈ 〈A | im B〉

und damit auch x ∈ 〈A | im B〉, da die Integration über Elemente eines Unterraums wieder
ein Element dieses Unterraums ergibt.

“⊇”: Sei x ∈ 〈A | im B〉 und t > 0 beliebig. Dann existiert nach Lemma 2.11 ein ein z ∈ Rn

mit x = Wtz. Definieren wir nun u ∈ U durch u(τ) := BT (eA(t−τ))T z für τ ∈ [0, t], so gilt

x(t; 0, u) =
∫ t

0
eA(t−τ)BBT (eA(t−τ))T zdτ = Wtz = x,

und damit x ∈ R(t).

Korollar 2.13 (Kalman-Kriterium)
Das System (1.2) ist genau dann vollständig kontrollierbar, wenn

rg(B AB . . . An−1B) = n

ist. In diesem Fall nennen wir das Matrizenpaar (A,B) kontrollierbar.
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Wenn (A.B) nicht kontrollierbar ist, kann man den Zustandsraum Rn wie folgt aufteilen,
um das Paar (A,B) in seinen kontrollierbaren und unkontrollierbaren Anteil zu zerlegen.

Lemma 2.14 Sei (A,B) nicht kontrollierbar, d.h., r := dim〈A | im B〉 < n. Dann existiert
ein invertierbares T ∈ Rn×n, so dass Ã = T−1AT und B̃ = T−1B die Form

Ã =
(

A1 A2

0 A3

)
, B̃ =

(
B1

0

)
mit A1 ∈ Rr×r, A2 ∈ Rr×(n−r), A3 ∈ R(n−r)×(n−r), B1 ∈ Rr×m besitzen, wobei das Paar
(A1, B1) kontrollierbar ist. Insbesondere hat das System nach Koordinatentransformation
mit T also die Form

ż1(t) = A1z1(t) +A2z2(t) + B1u(t)

ż2(t) = A3z2(t)

mit z1(t) ∈ Rr und z2(t) ∈ Rn−r.

Beweis: Übungsaufgabe.

Beachte, dass sich das charakteristische Polynom einer Matrix bei Koordinatentransforma-
tionen nicht verändert. Es gilt also

χA(z) = det(zId−A) = det(zId− Ã) = det(zId−A1) · det(zId−A3) = χA1(z) · χA3(z).

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.15 Wir nennen χA1 den kontrollierbaren und χA3 den unkontrollierbaren
Anteil des charakteristischen Polynoms χA.

Der folgende Satz liefert alternative Definitionen der Kontrollierbarkeit, die ohne die Be-
rechnung der Kontrollierbarkeitsmatrix auskommen. Hierbei bezeichnet (λId − A |B) ∈
Rn×(n+m) die Matrix, die durch Nebeneinanderschreiben der Matrizen λId − A und B
entsteht.

Satz 2.16 (Hautus-Kriterium)
Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:

(i) (A,B) ist kontrollierbar

(ii) rg(λId−A |B) = n für alle λ ∈ C

(iii) rg(λId−A |B) = n für alle Eigenwerte λ ∈ C von A

Beweis: Wir beweisen zuerst “(ii) ⇔ (iii)” und dann “(i) ⇔ (ii)”.

“(ii) ⇒ (iii)”: klar

“(ii) ⇐ (iii)”: Es sei λ ∈ C kein Eigenwert von A. Dann gilt det(λId − A) 6= 0, woraus
rg(λId−A) = n folgt. Hieraus folgt (ii) wegen rg(λId−A |B) ≥ rg(λId−A).
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“(i) ⇒ (ii)”: Wir nehmen an, dass (i) gilt und (ii) nicht gilt und führen dies zu einem
Widerspruch.

Wenn (ii) nicht gilt, existiert ein λ ∈ C mit rg(λId−A |B) < n. Also existiert ein p ∈ Rn,
p 6= 0 mit pT (λId−A |B) = 0, also

pT A = λpT und pT B = 0.

Aus der ersten Gleichheit folgt pT Ak = λkpT und damit insgesamt

pT AkB = λkpT B = 0

für k = 0, . . . , n− 1. Also gilt pT (B AB . . . An−1B) = 0, womit rg(B AB . . . An−1B) < n
sein muss. Dies ist ein Widerspruch zur Kontrollierbarkeit von (A,B).

“(i) ⇐ (ii)”: Wir nehmen an, dass (ii) gilt und (i) nicht gilt und führen dies zu einem
Widerspruch.

Nehmen wir also an, dass (A,B) nicht kontrollierbar ist. Dann existiert die Zerlegung

Ã = T−1AT =
(

A1 A2

0 A3

)
, B̃ = T−1B =

(
B1

0

)
gemäß Lemma 2.14 mit Koordinatentransformationsmatrix T .

Sei nun λ ∈ C ein Eigenwert von AT
3 zum Eigenvektor v. Dann gilt vT (λId − A3) = 0.

Damit gilt für wT = (0, vT )

wT (λId− Ã) =
(

0T (λId−A1) 0T (−A2)
vT 0 vT (λId−A3)

)
= 0 und wT B̃ =

(
0T (B1)

vT 0

)
= 0.

Mit pT = wT T−1 6= 0 folgt dann

pT (λId−A |B) = wT T−1(λId−A |B) = (wT (λId− Ã)T−1 |wT B̃) = 0,

was im Widerspruch zu (ii) steht.



Kapitel 3

Stabilität und Stabilisierung

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Problem der Stabilisierung linearer Kontrollsy-
steme beschäftigen. Bevor wir dieses Problem angehen, müssen wir zunächst klären, was
wir unter Stabilität verstehen.

3.1 Definitionen

In diesem und den folgenden zwei Abschnitten werden wir wichtige Resultate der Stabi-
litätstheorie linearer zeitinvarianter Differentialgleichungen (1.6)

ẋ(t) = Ax(t)

einführen. Die Darstellung wird dabei relativ knapp gehalten; für eine ausführlichere Be-
handlung dieses Themas siehe z.B. das Skript “Stabilität und Stabilisierung linearer Sy-
steme” [3]. Wir beschränken uns hier auf die Stabilität von Gleichgewichten.

Definition 3.1 Eine Punkt x∗ ∈ Rn heißt Gleichgewicht (auch Ruhelage oder Equilibrium)
einer gewöhnlichen Differentialgleichung, falls für die zugehörige Lösung

x(t;x∗) = x∗ für alle t ∈ R

gilt.

Gleichgewichte haben wir bereits ohne formale Definition im einführenden Kapitel be-
trachtet. Man rechnet leicht nach, dass ein Punkt x∗ genau dann ein Gleichgewicht einer
allgemeinen zeitinvarianten Differentialgleichung ẋ(t) = f(x(t)) ist, wenn f(x∗) = 0 ist. Für
die lineare Differentialgleichung (1.6) ist daher der Punkt x∗ = 0 immer ein Gleichgewicht.
Dieses Gleichgewicht x∗ = 0 wollen wir in der folgenden Analyse näher betrachten.

Definition 3.2 Sei x∗ = 0 das Gleichgewicht der linearen Differentialgleichung (1.6).

(i) Das Gleichgewicht x∗ = 0 heißt stabil, falls für jedes ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass
die Ungleichung

‖x(t;x0)‖ ≤ ε für alle t ≥ 0

19
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für alle Anfangswerte x0 ∈ Rn mit ‖x0‖ ≤ δ erfüllt ist.

(ii) Das Gleichgweicht x∗ = 0 heißt lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und darüber-
hinaus

lim
t→∞

x(t;x0) = 0

gilt für alle Anfangswerte x0 aus einer offenen Umgebung U von x∗ = 0.

(iii) Das Gleichgewicht x∗ = 0 heißt global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = Rn erfüllt
ist.

(iv) Das Gleichgewicht x∗ = 0 heißt lokal bzw. global exponentiell stabil, falls Konstanten
c, σ > 0 existieren, so dass die Ungleichung

‖x(t;x0)‖ ≤ ce−σt‖x0‖ für alle t ≥ 0

für alle x0 aus einer Umgebung U von x∗ = 0 (mit U = Rn im globalen Fall) erfüllt ist.

Bemerkung 3.3 Die Stabilität aus (i) wird auch ”Stabilität im Sinne von Ljapunov“ ge-
nannt, da dieses Konzept Ende des 19. Jahrhunderts vom russischen Mathematiker Alex-
ander M. Ljapunov eingeführt wurde. Beachte, dass aus den Definitionen die Implikationen

(lokal/global) exponentiell stabil ⇒ (lokal/global) asymptotisch stabil ⇒ stabil

folgen. Die zweite Implikation ergibt sich direkt aus der Definition. Dass aus exponentieller
Stabilität die asymptotische Stabilität folgt, sieht man folgendermaßen:
Für ein gegebenes ε folgt (i) mit δ = ε/c, denn damit gilt für ‖x0‖ ≤ δ die Ungleichung
‖x(t;x0)‖ ≤ ce−σt‖x0‖ ≤ c‖x0‖ ≤ ε. Die in (ii) geforderte Konvergenz ist offensichtlich.

3.2 Eigenwertkriterien

Der folgende Satz gibt ein Kriterium an die Matrix A, mit dem man Stabilität leicht
überprüfen kann.

Satz 3.4 Betrachte die lineare zeintinvariante Differentialgleichung (1.6) für eine Matrix
A ∈ Rn×n. Seien λ1, . . . , λd ∈ C, λl = al + ibl, die Eigenwerte der Matrix A, die hier
so angeordnet seien, dass jedem Eigenwert λl ein Jordan-Block Jl in der Jordan’schen
Normalform entspricht. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht x∗ = 0 ist stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte λl nichtpositiven
Realteil al ≤ 0 besitzen und für alle Eigenwerte mit Realteil al = 0 der entsprechende
Jordan-Block Jl eindimensional ist.

(ii) Das Gleichgewicht x∗ = 0 ist lokal asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigen-
werte λl negativen Realteil al < 0 besitzen.
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Beweisskizze: Zunächst überlegt man sich, dass alle Stabilitätseigenschaften unter li-
nearen Koordinatentransformationen mit invertierbarer Transformationsmatrix T ∈ Rn×n

erhalten bleiben, da die Lösungen y(t; y0) des transformierten Systems mittels

y(t; y0) = T−1x(t;Ty0)

ineinander umgerechnet werden können.

Es reicht also, die Stabilitätseigenschaften für die Jordan’sche Normalform

J =


J1 0 . . . 0

0
. . . . . . 0

0
. . . . . . 0

0 . . . 0 Jd


mit den Jordan-Blöcken der Form

Jl =



λl 1 0 · · · 0

0 λl 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . λl 1
0 · · · · · · 0 λl


, (3.1)

j = 1, . . . , d, der Matrix A zu beweisen. Wir bezeichnen die zu ẋ(t) = Jx(t) gehörigen
Lösungen wiederum mit x(t;x0).

Aus den Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion folgt nun, dass die allgemeine
Lösung

x(t;x0) = eJtx0

für J die Form

x(t;x0) =


eJ1t 0 . . . 0

0
. . . . . . 0

0
. . . . . . 0

0 . . . 0 eJdt

x0

besitzt. Weiter rechnet man nach, dass

eJlt = eλlt



1 t t2

2! · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t
. . .

...
...

. . . . . . . . . t2

2!
...

. . . . . . 1 t
0 · · · · · · 0 1


ist, wobei eλlt die (übliche) skalare Exponentialfunktion ist, für die

|eλlt| = ealt


→ 0, al < 0
≡ 1, al = 0
→∞, al > 0
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für t →∞ gilt.

Die Einträge von eJlt sind also genau dann beschränkt, wenn die Bedingung aus (i) erfüllt
ist. Weil zudem für jedes k ∈ N und jedes ε > 0 ein c > 0 existiert mit

ealttk ≤ ce(al+ε)t, (3.2)

konvergieren die Einträge von eJlt genau dann gegen 0, wenn (ii) erfüllt ist.

Dieses Verhalten der Matrix-Einträge überträgt sich bei der Matrix-Vektor-Multiplikation
eJtx0 auf die Lösungen, weswegen es äquivalent zur Stabilität bzw. asymptotischen Stabi-
lität ist.

Der Beweis von (iii) zeigt tatsächlich globale exponentielle Stabilität, da die Einträge in
(3.2) exponentiell gegen 0 konvergieren. Die Konsequenz dieser Tatsache formulieren wir
explizit in dem folgenden Satz.

Satz 3.5 Betrachte die lineare zeintinvariante Differentialgleichung (1.6) für eine Matrix
A ∈ Rn×n. Seien λ1, . . . , λd ∈ C, λl = al + ibl, die Eigenwerte der Matrix A. Dann sind die
folgenden drei Eigenschaften äquivalent.

(i) Alle Eigenwerte λl besitzen negativen Realteil al < 0.

(ii) Das Gleichgewicht x∗ = 0 ist lokal asymptotisch stabil.

(iii) Das Gleichgewicht x∗ = 0 ist global exponentiell stabil, wobei die Konstante σ > 0
aus Definition 3.2(iv) beliebig aus dem Intervall (0,−maxl=1,...,d al) gewählt werden kann.

(iv) Die Norm der Matrix-Exponentialfunktion erfüllt ‖eAt‖ ≤ ce−σt für σ aus (iii) und
eine von σ abhängige Konstante c > 0.

Beweis: (iii) ⇒ (ii) folgt mit Bemerkung 3.3, (ii) ⇒ (i) folgt aus Satz 3.4(iii) und (i) ⇒
(iii) wurde im Beweis von Satz 3.4(iii) gezeigt. Schließlich folgt (iii) ⇔ (iv) sofort aus der
Definition der induzierten Matrix-Norm (und gilt dann für alle Normen auf Rn×n, weil
diese äquivalent sind).

Beispiel 3.6 Wir betrachten das Pendelmodell aus Kapitel 1 für u ≡ 0 und ohne Berück-
sichtigung der Bewegung des Wagens. Die Linearisierung im unteren ( = herunterhängen-
den) Gleichgewicht liefert

A =
(

0 1
−g −k

)
mit Eigenwerten

λ1/2 = −1
2
k ± 1

2

√
k2 − 4g.

Hierbei ist
√

k2 − 4g entweder komplex oder < k, weswegen man in jedem Fall Reλ1/2 < 0
und damit exponentielle Stabilität erhält.

Die Linearisierung im oberen ( = aufgerichteten) Gleichgewicht lautet

A =
(

0 1
g −k

)
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liefert. Hier erhält man die Eigenwerte

λ1/2 = −1
2
k ± 1

2

√
k2 + 4g,

deren größerer wegen
√

k2 + 4g > k immer positiv ist. Man erhält also keine Stabi-
lität.

3.3 Ljapunov Funktionen

In diesem Kapitel werden wir ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung asymptotisch
stabiler Differentialgleichungen behandeln, nämlich die sogenannten Ljapunov Funktionen.
Asymptotische (und auch exponentielle Stabilität) verlangen nur, dass die Norm ‖x(t)‖
einer Lösung für t → ∞ abnimmt. Für viele Anwendungen wäre es aber viel einfacher,
wenn die Norm streng monoton in t fallen würde. Dies ist natürlich im Allgemeinen nicht
zu erwarten. Wir können die strenge Monotonie aber erhalten, wenn wir die euklidische
Norm ‖x(t)‖ durch eine allgemeinere Funktion, nämlich gerade die Ljapunov Funktion,
ersetzen.

Für lineare Systeme können wir uns auf sogenannte quadratische Ljapunov Funktionen
beschränken, wie sie durch die folgende Definition gegeben sind.

Definition 3.7 Sei A ∈ Rn×n. Eine stetig differenzierbare Funktion V : Rn → R+
0 heißt

(quadratische) Ljapunov Funktion für A, falls positive reelle Konstanten c1, c2, c3 > 0 exi-
stieren, so dass die Ungleichungen

c1‖x‖2 ≤ V (x) ≤ c2‖x‖2

und
DV (x) ·Ax ≤ −c3‖x‖2

für alle x ∈ Rn gelten.

Der folgende Satz zeigt, dass die Existenz einer Ljapunov Funktion exponentielle Stabilität
der zugehörigen Differentialgleichung impliziert.

Satz 3.8 Seien A ∈ Rn×n eine Matrix und x(t;x0) die Lösungen des zugehörigen linearen
Anfangswertproblems (1.6), (1.7). Dann gilt: Falls eine quadratische Ljapunov Funktion
mit Konstanten c1, c2, c3 > 0 existiert, so erfüllen alle Lösungen die Abschätzung

‖x(t;x0)‖ ≤ ce−σt‖x0‖

für σ = c3/2c2 und c =
√

c2/c1, d.h. die Matrix A ist exponentiell stabil.

Beweis: Aus der Ableitungsbedingung für x = x(τ, x0) folgt

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

V (x(t;x0)) = DV (x(τ ;x0)) · ẋ(τ ;x0) = DV (x(τ ;x0)) ·Ax(τ ;x0) ≤ −c3‖x(τ ;x0)‖2
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Wegen −‖x‖2 ≤ −V (x)/c2 folgt damit für λ = c3/c2 die Ungleichung

d

dt
V (x(t;x0)) ≤ −λV (x(t;x0)).

Aus dieser Differentialungleichung folgt die Ungleichung

V (x(t;x0)) ≤ e−λtV (x0),

(siehe z.B. den Beweis von Satz 6.2 in [3]). Mit den Abschätzungen für V (x) erhalten wir
daraus

‖x(t;x0)‖2 ≤ 1
c1

e−λtV (x0) ≤
c2

c1
e−λt‖x0‖2

und damit durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten die Ungleichung

‖x(t;x0)‖ ≤ ce−σt‖x0‖

für c =
√

c2/c1 und σ = λ/2.

Wir wollen uns nun mit einer speziellen Klasse von Ljapunov Funktionen beschäftigen, bei
denen V durch eine Bilinearform der Form xT Px dargestellt wird, wobei P ∈ Rn×n.

Wir erinnern daran, dass eine Matrix P ∈ Rn×n positiv definit heißt, falls xT Px > 0
ist für alle x ∈ Rn mit x 6= 0. Das folgende Lemma fasst zwei Eigenschaften bilinearer
Abbildungen zusammen.

Lemma 3.9 Sei P ∈ Rn×n. Dann gilt: (i) Es existiert eine Konstante c2 > 0, so dass

−c2‖x‖2 ≤ xT Px ≤ c2‖x‖2 für alle x ∈ Rn.

(ii) P ist positiv definit genau dann, wenn eine Konstante c1 > 0 existiert mit

c1‖x‖2 ≤ xT Px für alle x ∈ Rn.

Beweis: Aus der Bilinearität folgt für alle x ∈ Rn mit x 6= 0 und y = x/‖x‖ die Gleichung

xT Px = ‖x‖2yT Py. (3.3)

Da yT Py eine stetige Abbildung in y ∈ Rn ist, nimmt sie auf der kompakten Menge
{y ∈ Rn | ‖y‖ = 1} ein Maximum cmax und ein Minimum cmin an.

(i) Die Ungleichung (i) folgt nun aus (3.3) mit c2 = max{cmax,−cmin}.
(ii) Falls P positiv definit ist, ist cmin > 0, und (ii) folgt mit c1 = cmin. Andererseits folgt die
positive Definitheit von P sofort aus (ii), also erhalten wir die behauptete Äquivalenz.

Hiremit erhalten wir die folgende Aussage.

Lemma 3.10 Seien A, P ∈ Rn×n und c3 > 0 so, dass die Funktion V (x) = xT Px die
Ungleichung

DV (x) ·Ax ≤ −c3‖x‖2

für alle x ∈ Rn erfüllt. Dann gilt: P ist genau dann positiv definit ist, wenn A exponentiell
stabil ist. In diesem Fall ist V eine quadratische Ljapunov Funktion.
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Beweis: Falls P positiv definit ist, folgt aus Lemma 3.9(ii) sofort, dass V eine quadratische
Ljapunov Funktion ist, womit A exponentiell stabil ist.

Falls P nicht positiv definit ist, gibt es ein x0 ∈ Rn mit x0 6= 0 und V (x0) ≤ 0. Weil sich
verschiedene Lösungen der Differentialgleichung nicht schneiden können, kann die Lösung
x(t;x0) mit x0 6= 0 niemals 0 werden kann. Daher folgt aus der Ableitungebedingung, dass
V (x(t;x0)) für alle t ≥ 0 streng monoton fällt. Insbesondere gibt es also ein c > 0, so dass
V (x(t;x0)) ≤ −c für alle t ≥ 1. Mit der ersten Abschätzung aus Lemma 3.9(i) folgt dann

‖x(t;x0)‖2 ≥ c/c2 > 0 für alle t ≥ 1.

Also konvergiert x(t;x0) nicht gegen den Nullpunkt, weswegen A nicht exponentiell stabil
ist.

Wir können das Ableitungskriterium vereinfachen, indem wir die bilineare Form der Lja-
punov Funktion ausnutzen.

Lemma 3.11 Für eine bilineare Ljapunov Funktion V (x) = xT Px sind äquivalent:

(i) DV (x) ·Ax ≤ −c3‖x‖2 für alle x ∈ Rn und eine Konstante c3 > 0

(ii) Die Matrix C = −AT P − PA ist positiv definit.

Beweis: Wegen xT Px = (P T x)T x gilt nach Produktregel

DV (x) ·Ax = (P T Ax)T x+(P T x)T Ax = xT AT Px+xT PAx = xT (AT P +PA)x = −xT Cx.

Bedingung (i) ist also äquivalent zu

xT Cx ≥ c3‖x‖2 für alle x ∈ Rn.

Wegen Lemma 3.9 (ii) ist diese Bedingung genau dann für ein c3 > 0 erfüllt, wenn C positiv
definit ist.

Die Gleichung in Lemma 3.11 (iii) wird auch Ljapunov Gleichung genannt. Es liegt nun
nahe, diese Gleichung zur Konstruktion von Ljapunov Funktionen zu verwenden. Die Frage
ist, wann kann man zu einer gegebenen Matrix A und einer gegebenen positiv definiten
Matrix C eine Matrix P finden, so dass AT P + PA = −C gilt? Das folgende Lemma
beantwortet diese Frage.

Lemma 3.12 Für eine Matrix A ∈ Rn×n und eine positiv definite Matrix C ∈ Rn×n hat
die Ljapunov Gleichung

AT P + PA = −C (3.4)

genau dann eine (sogar eindeutige) positiv definite Lösung P ∈ Rn×n, wenn A exponentiell
stabil ist, d.h., falls die Realteile aller Eigenwerte λi von A negativ sind.

Beweis: Falls eine positiv definite Lösung P von (3.4) existiert, ist die Funktion V (x) =
xT Px wegen den Lemmas 3.11 und 3.10 eine quadratische Lyapunov Funktion, womit A
exponentiell stabil ist.
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Sei umgekehrt A exponentiell stabil und C positiv definit. Wir zeigen zunächst, dass
(3.4) lösbar ist. O.B.d.A. können wir annehmen, dass A in Jordan’scher Normalform
vorliegt, denn für Ã = TAT−1 sieht man leicht, dass P (3.4) genau dann löst, wenn
P̃ = (T−1)T PT−1 die Gleichung

ÃT P̃ + P̃ Ã = −(T−1)T CT−1

löst. Wir können also annehmen, dass A von der Form

A =



α1 β1 0 · · · 0

0 α2 β2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . αn−1 βn−1

0 · · · · · · 0 αn


(3.5)

ist, wobei die αi gerade Eigenwerte von A sind und die βi entweder 0 oder 1 sind. Schreibt
man die Spalten von P untereinander in einen Spaltenvektor p ∈ Rn2

, und macht das gleiche
für die Matrix C und einen Vektor c, so ist (3.4) äquivalent zu einem Gleichungssystem

Ap = −c,

mit einer geeigneten Matrix A ∈ Cn2×n2
. Falls A in der Form (3.5) ist, sieht man durch

Nachrechnen der Koeffizienten, dass A eine untere Dreiecksmatrix ist, d.h.

A =



ᾱ1 0 0 · · · 0

∗ ᾱ2 0
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . ᾱn2−1 0
∗ · · · · · · ∗ ᾱn2


,

wobei ∗ beliebige Werte bezeichnet, und die ᾱi von der Form ᾱi = λj + λk für Eigenwerte
der Matrix A sind. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass

(i) bei einer Dreiecksmatrix die Elemente auf der Diagonalen gerade die Eigenwerte sind

(ii) eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn alle Eigenwerte ungleich Null sind.

Da alle λi negativen Realteil haben, sind die āi alle ungleich Null, also ist die Matrix A
wegen (i) und (ii) invertierbar. Demnach gibt es genau eine Lösung des Gleichungssystems
Ap = c und damit genau eine Lösung B der Ljapunov Gleichung (3.4).

Es bleibt zu zeigen, dass diese Lösung P positiv definit ist. Wegen Lemma 3.11 erfüllt
P alle Voraussetzungen von Lemma 3.10. Da A exponentiell stabil ist, muss P also nach
Lemma 3.10 positiv definit sein.

Der folgende Satz fasst das Hauptresultat dieses Kapitels zusammen.

Satz 3.13 Für A ∈ Rn×n gilt: Eine quadratische Ljapunov Funktion für die lineare Dif-
ferentialgleichung (1.6) existiert genau dann, wenn die Matrix A exponentiell stabil ist.
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Beweis: Sei eine quadratische Ljapunov Funktion V gegeben. Dann ist A nach Satz 3.8
exponentiell stabil.

Sei A umgekehrt exponentiell stabil. Dann existiert nach Lemma 3.12 eine positiv defi-
nite Matrix P , die die Ljapunov Gleichung (3.4) für eine positiv definite Matrix C löst.
Wegen Lemma 3.11 und Lemma 3.10 ist V (x) = xT Px dann eine quadratische Ljapunov
Funktion.

Die Existenz einer quadratischen Ljapunov Funktion ist also eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung für die exponentielle Stabilität von A und liefert damit eine Charakte-
risierung, die äquivalent zu der Eigenwertbedingung aus Satz 3.5 ist.

Beispiel 3.14 Für das im unteren Gleichgewicht linearisierte Pendelmodell mit

A =
(

0 1
−g −k

)
ist die bilineare Ljapunov Funktion zu C = Id gegeben durch die Matrix

P =

(
k2+g2+g

2gk
1
2g

1
2g

g+1
2gk

)
.

3.4 Das Stabilisierungsproblem für lineare Kontrollsysteme

Wir haben nun das technische Werkzeug, um uns wieder den linearen Kontrollsystemen zu
widmen. In Aufgabe 2 des 4. Übungsblatt haben wir gesehen, dass die Vorausberechnung
einer Kontrollfunktion u(t) auf großen Zeithorizonten i.A. nicht funktioniert, um ein System
in einen gegebenen Punkt (o.B.d.A. 0) zu steuern und dort zu halten – selbst die geringen
Fehler einer genauen numerischen Simulation reichten dort aus, um die Lösung weit von
dem gewünschten Punkt zu entfernen.

Wir machen daher einen nun einen anderen Ansatz. Statt die Kontrolle als Steuerung –
abhängig von t – anzusetzen, wählen wir nun eine Regelung, in der wir die Kontrollfunktion
in jedem Zeitpunkt zustandsabhängig als u(t) = F (x(t)) für eine zu bestimmende Funktion
F : Rn → Rm ansetzen. Eine solche Funktion, die jedem Zustand einen Kontrollwert
zuordnet, nennt man Feedback. Da unser System linear ist, liegt es nahe, die Feedback-
Funktion F linear zu wählen, also u = Fx für ein F ∈ Rm×n. Dies hat den Vorteil, dass
das entstehende System

ẋ(t) = Ax(t) + BFx(t) = (A + BF )x(t)

eine lineare zeitinvariante Differentialgleichung wird, auf die wir die Theorie der vorherge-
henden Abschnitte anwenden können.

Um nun einen Zustand nach 0 zu steuern und ihn dort zu halten, können wir das folgende
Stabilisierungsproblem lösen.
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Definition 3.15 Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem (1.2)

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

mit Matrizen A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m. Das (Feedback-) Stabilisierungsproblem für (1.2)
besteht darin, eine lineare Abbildung F : Rm → Rn (bzw. die dazugehörige Matrix F ∈
Rm×n) zu finden, so dass die lineare gewöhnliche Differentialgleichung

ẋ(t) = (A + BF )x(t)

asymptotisch stabil ist. Diese Gleichung wird als geschlossener Regelkreis oder closed loop
System bezeichnet.

Aus unseren Kriterien für asymptotische Stabilität kann man leicht das folgende Lemma
ableiten.

Lemma 3.16 Gegeben seien zwei Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m. Dann löst die
Matrix F ∈ Rm×n das Stabilisierungsproblem, falls alle Eigenwerte der Matrix A + BF ∈
Rn×n negativen Realteil haben.

Wir werden uns im weiteren Verlauf mit der Frage beschäftigen, wann – zu gegebenen
Matrizen A und B – eine solche Matrix F existiert und wie man sie berechnen kann.

Beispiel 3.17 Als einfaches und intuitiv lösbares Beispiel für ein Stabilisierungsproblem
betrachten wir ein (sehr einfaches) Modell für eine Heizungsregelung. Nehmen wir an, dass
wir wir die Temperatur x1 in einem Raum an einem festgelegten Messpunkt regeln wollen.
Der Einfachheit halber sei die gewünschte Temperatur auf x∗1 = 0 normiert. In dem Raum
befindet sich ein Heizkörper mit Temperatur x2, auf die wir mit der Kontrolle u Einfluss
nehmen können. Die Veränderung von x2 sei durch die Differentialgleichung ẋ2(t) = u(t)
beschrieben, d.h. die Kontrolle u regelt die Zunahme (falls u > 0) bzw. Abnahme (falls
u < 0) der Temperatur. Für die Temperatur x1 im Messpunkt nehmen wir an, dass sie der
Differentialgleichung ẋ1(t) = −x1(t) + x2(t) genügt, d.h. für konstante Heiztemperatur x2

ergibt sich
x1(t) = e−tx1(0) + (1− e−t)x2.

Mit anderen Worten nehmen wir an, dass die Raumtemperatur x1 im Messpunkt exponen-
tiell gegen die Temperatur des Heizkörpers konvergiert.

Aus diesem Modell erhalten wir das Kontrollsystem

ẋ(t) =
(
−1 1

0 0

)
x(t) +

(
0
1

)
u(t).

Eine naheliegende Regelstrategie ergibt sich nun wie folgt: Falls x1 > x∗1 = 0 ist, so ver-
mindern wir die Temperatur in x2, d.h., wir wählen u < 0. Im umgekehrten Fall, d.h.
falls x1 < x∗1 = 0 ist, erhöhen wir die Temperatur und setzen u > 0. Da unser Feedback
linear sein soll, lässt sich dies durch die Wahl F (x) = −λx1 für ein λ > 0 erreichen, oder, in
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Matrix-Schreibweise F = (−λ, 0) (beachte, dass hier n = 2 und m = 1 ist, F also eine 1×2-
Matrix bzw. ein 2-dimensionaler Zeilenvektor ist). Damit erhalten wir das rückgekoppelte
System

ẋ(t) =
(
−1 1
−λ 0

)
x(t).

Berechnet man die Eigenwerte für λ > 0, so sieht man, dass alle Realteile negativ sind. Wir
haben also (ohne es zu wollen) das Stabilisierungsproblem gelöst und folglich konvergieren
x1(t) und x2(t) für alle beliebige Anfangswerte exponentiell schnell gegen 0, insbesondere
konvergiert x1 exponentiell schnell gegen die gewünschte Temperatur x∗1 = 0. Damit ha-
ben wir bewiesen, dass unser von Hand konstruierter Regler tatsächlich das gewünschte
Ergebnis erzielt.

Falls wir die Temperatur x2 am Heizkörper messen können, so können wir auch F (x) =
−λx2, bzw. in Matrix-Schreibweise F = (0, −λ) setzen. Wiederum sieht man durch Be-
trachtung der Eigenwerte, dass das rückgekoppelte System für alle λ > 0 exponentiell stabil
ist und damit das gewünschte Verhalten erzielt wird. Das Verhalten dieses Systems mit den
zwei verschiedenen Feedbacks ist allerdings recht unterschiedlich. Wir werden dies in den
Übungen genauer untersuchen.

Bemerkung 3.18 In der Praxis ist der Zustand x(t) eines Systems oft nicht vollständig
messbar, stattdessen hat man nur Zugriff auf einen Ausgangsvektor y = Cx für eine Matrix
C ∈ Rd×n. In diesem Fall kann ein Feedback F nur vom Ausgangsvektor y abhängen, man
spricht von einem Ausgangsfeedback.

Tatsächlich haben wir im obigen Beispiel so etwas Ähnliches gemacht, indem wir zur Kon-
struktion von F nur die ”Information“ aus der Variablen x1 bzw. x2 verwendet haben.
Wir werden im Folgenden zunächst annehmen, dass alle Zustände messbar sind und den
allgemeinen Fall in Kapitel 4 behandeln.

3.5 Lösung des Stabilisierungsproblems mit eindimensiona-
ler Kontrolle

In diesem Abschnitt werden wir Bedingungen untersuchen, unter denen wir eine Lösung
für das Stabilisierungsproblems aus Definition 3.15 mit eindimensionaler Kontrolle finden
können. Insbesondere werden wir eine hinreichende und notwendige Bedingung an die Ma-
trizen A und B in (1.2) angeben, unter der das Problem lösbar ist. Die einzelnen Schritte der
Herleitung liefern dabei ein konstruktives Verfahren zur Berechnung eines stabilisierenden
Feedbacks.

Bei der Herleitung werden wieder einmal Koordinatentransformationen eine wichtige Rolle
spielen. Für eine Transformationsmatrix T ∈ Rn×n ist das zu

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.6)

gehörige transformierte System

ẋ(t) = Ãx(t) + B̃u(t) (3.7)



30 KAPITEL 3. STABILITÄT UND STABILISIERUNG

durch Ã = T−1AT und B̃ = T−1B gegeben. Ein Feedback F für (3.6) wird mittels F̃ = FT
in eines für (3.7) transformiert; dies folgt sofort aus der Bedingung T−1(A + BF )T =
Ã + B̃F̃ .

Wir haben in Lemma 2.14 bereits gesehen, dass man Paare (A,B) mittels einer geeigneten
Koordinatentransformation in die Form

Ã =
(

A1 A2

0 A3

)
, B̃ =

(
B1

0

)
,

d.h. in ein kontrollierbares Paar (A1, B1) und einen unkontrollierbaren Rest zerlegen kann.

Wir benötigen hier noch eine zweite Koordinatentransformation, die für kontrollierbare
Systeme gilt, bei denen u eindimensional ist. In diesem Fall haben wir m = 1, also B ∈
Rn×1, d.h. die Matrix B ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor.

Lemma 3.19 Sei A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×1. Dann gilt: Das Paar (A,B) ist kontrollierbar
genau dann, wenn es eine Koordinatentransformation S gibt, so dass

Ã = S−1AS =


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
α1 α2 · · · αn

 und B̃ = S−1B =


0
...
0
1


ist, wobei die Werte αi ∈ R gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von
A sind, d.h. χA(z) = zn − αnzn−1 − · · · − α2z − α1.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass für Matrizen Ã der angegebenen Form die αi gerade
die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind. Dies folgt durch Induktion über n:
Für n = 1 ist die Behauptung sofort klar. Für den Induktionsschritt sei An ∈ Rn×n von
der Form des Satzes und An+1 ∈ Rn×n gegeben durch

An+1 =


0 1 · · · 0
0
... An

α0

 .

Entwickeln wir nun det(zIdRn+1 −An+1) nach der ersten Spalte, so ergibt sich

χAn+1 = zχAn(z)− α0 = zn − αn−1z
n−1 − · · · − α1z − α0,

also nach Umnummerierung der αi gerade der gewünschte Ausdruck.

Nehmen wir nun an, dass S existiert. Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass

R̃ = (B̃ ÃB̃ . . . Ãn−1B̃) =


0 · · · 0 1
0 · · · . · ˙ ∗
0 1 ∗ ∗
1 ∗ · · · ∗

 (3.8)
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gilt, wobei ∗ beliebige Werte bezeichnet. Diese Matrix hat vollen Rang, denn durch Um-
ordnung der Zeilen (dies ändert den Rang nicht) erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix
mit lauter Einsen auf der Diagonalen, welche offenbar invertierbar ist, also vollen Rang
besitzt. Daher ist (Ã, B̃) kontrollierbar und da Kontrollierbarkeit unter Koordinatentrans-
formationen erhalten bleibt, ist auch das Paar (A,B) kontrollierbar.

Sei umgekehrt (A,B) kontrollierbar. Dann ist die Matrix R = (B AB . . . An−1B) inver-
tierbar, folglich existiert R−1. Wir zeigen nun zunächst, dass R−1AR = ÃT ist. Dazu
reicht es zu zeigen, dass AR = RÃT ist. Dies folgt (unter Verwendung des Satzes von
Cayley-Hamilton) aus der Rechnung

AR = A(B AB . . . An−1B) = (AB A2B . . . An−1B AnB)
= (AB A2B . . . An−1B αnAn−1B + · · ·+ α1B)

= (B AB . . . An−1B)


0 · · · 0 α1

1 · · · 0 α2
...

. . .
...

...
0 · · · 1 αn

 = RÃT

Mit R̃ aus (3.8) folgt mit analoger Rechnung die Gleichung R̃−1ÃR̃ = ÃT und damit

Ã = R̃ÃT R̃−1 = R̃R−1ARR̃−1.

Aus den Definitionen von R und R̃ folgt R(1, 0, . . . , 0)T = B und R̃(1, 0, . . . , 0)T = B̃, also
RR̃−1B̃ = B. Damit ergibt sich S = RR̃−1 als die gesuchte Transformation.

Die durch Lemma 3.19 gegebene Form der Matrizen A und B wird auch Regelungsnormal-
form genannt. Beachte, dass sich die Koordinatentransformation S allein durch Kenntnis
von A, B und den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von A berechnen lässt.

Mit Hilfe der Regelungsnormalform können wir nun die Lösung des Stabilisierungsproblems
für u ∈ R angehen.

Zunächst drücken wir das Stabilisierungsproblem mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
aus. Dies können wir für beliebige Kontrolldimensionen machen.

Definition 3.20 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈
Rn×m. Ein Polynom χ heißt vorgebbar für das Kontrollsystem, falls ein lineares Feedback
F ∈ Rm×n existiert, so dass χ = χA+BF ist für das charakteristische Polynom χA+BF der
Matrix A + BF .

Da wir wissen, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte
der zugehörigen Matrix sind, erhalten wir aus Lemma 3.16 sofort die folgende Charakteri-
sierung.

Lemma 3.21 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m.
Dann gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lösbar, falls ein vorgebbares Polynom
existiert, dessen Nullstellen über C alle negativen Realteil haben.
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Der folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen der Kontrollierbarkeit von (A,B) und der
Vorgebbarkeit von Polynomen.

Satz 3.22 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×1, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften äquivalent.

(i) Das Paar (A,B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form χ(z) = zn − βnzn−1 − · · · − β2z − β1 mit β1, . . . , βn ∈ R ist
vorgebbar.

Beweis: (i) ⇒ (ii): Sei (A,B) kontrollierbar und sei S die Koordinatentransformation aus
Lemma 3.19. Wir setzen

F̃ = (β1 − α1 β2 − α2 . . . βn − αn) ∈ R1×n.

Dann gilt

Ã + B̃F̃ =


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
α1 α2 · · · αn

+


0
0
...
1

 (β1 − α1 β2 − α2 . . . βn − αn)

=


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
α1 α2 · · · αn

+


0 · · · · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · 0

β1 − α1 β2 − α2 · · · βn − αn



=


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
β1 β2 · · · βn

 .

Aus der zweiten Aussage von Lemma 3.19 folgt, dass χ eA+ eB eF = χ ist. Also ist, nach
Rücktransformation, F = F̃S−1 die gesuchte Feedback Matrix, da das charakteristische
Polynom einer Matrix invariant unter Koordinatentransformationen ist.

(ii) ⇒ (i): Wir zeigen die Implikation ”nicht (i) ⇒ nicht (ii)“:

Sei (A,B) nicht kontrollierbar. Sei T die Koordinatentransformation aus Lemma 2.14.
Dann ergibt sich für jedes beliebige Feedback F̃ = (F1 F2)

Ã + B̃F̃ =
(

A1 + B1F1 A2 + B1F2

0 A3

)
=: D̃.

Für das charakteristische Polynom dieser Matrix gilt

χ eD = χA1+B1F1χA3 ,

daher sind (beachte, dass (A1, B1) kontrollierbar ist) die vorgebbaren Polynome gerade
von der Form χ = χkχu, wobei χk ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d ist und
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χu = χA3 ist. Dies sind sicherlich weniger als die in (ii) angegebenen Polynome, weshalb
(ii) nicht gelten kann.

Natürlich ist es zur Stabilisierung nicht notwendig, dass jedes Polynom vorgebbar ist, wir
brauchen lediglich eines zu finden, dessen Nullstellen nur negative Realteile haben. Der
Beweis von Satz 3.22 lässt bereits erahnen, wann dies möglich ist.

Satz 3.23 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×1, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Seien A1 ∈ Rd×d, A2 ∈ Rd×(n−d), A3 ∈ R(n−d)×(n−d) und
B1 ∈ Rd×1 die Matrizen aus Lemma 2.14 mit der Konvention, dass A1 = A und B1 = B
ist, falls (A,B) kontrollierbar ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (1.2) gerade die Polynome der Form χ = χkχA3 ,
wobei χk ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und χA3 das charakteristische
Polynom der Matrix A3, also gerade der unkontrollierbare Anteil des charakteristischen
Polynoms χA ist, vgl. Definition 2.15. Hierbei machen wir die Konvention χA3 = 1 falls
d = n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lösbar, wenn alle Eigenwerte
von A3 negativen Realteil haben. In diesem Fall nennen wir das Paar (A,B) stabilisierbar.

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus dem zweiten Teil des Beweises von Satz
3.22. Die Aussage über das Stabilisierungsproblem folgt dann sofort aus Lemma 3.21.

3.6 Lösung des Stabilisierungsproblems mit mehrdimensio-
naler Kontrolle

Die Resultate für mehrdimensionale Kontrolle m > 1 sind völlig analog zu denen für
eindimensionale Kontrolle. Bei einer direkten Herangehensweise sind allerdings die Beweise
etwas aufwändiger, da wir nicht direkt auf Lemma 3.19 zurückgreifen können. Wir werden
den mehrdimensionalen Fall deswegen auf den Fall m = 1 zurückführen, indem wir das
folgende Lemma verwenden, das als Heymanns Lemma bezeichnet wird.

Lemma 3.24 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m.
Das Paar (A,B) sei kontrollierbar. Sei v ∈ Rm ein Vektor mit B = Bv 6= 0. Dann gibt es
eine Matrix F ∈ Rm×n, so dass das Kontrollsystem

ẋ(t) = (A + BF )x(t) + Bū(t)

mit eindimensionaler Kontrolle ū(t) kontrollierbar ist.

Beweis: Mittels einer rekursiven Vorschrift konstruieren wir uns zunächst linear unab-
hängige Vektoren x1, . . . , xn ∈ Rn mit der folgenden Eigenschaft: Für alle l ∈ {1, . . . , n}
gilt

Axi ∈ Vl für i = 1, . . . , l − 1 mit Vl = 〈x1, . . . , xl〉. (3.9)
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Setze x1 = B (wir können die n × 1 Matrix B als Spaltenvektor auffassen) und beachte,
dass die Eigenschaft (3.9) für l = 1 und jedes x1 6= 0 trivialerweise erfüllt ist.

Für k ∈ 1, . . . , n − 1 und gegebene linear unabhängige Vektoren x1, . . . , xk, die (3.9)
für l ∈ {1, . . . , k} erfüllen, konstruieren wir nun wie folgt einen Vektor xk+1, so dass
x1, . . . , xk, xk+1 linear unabhängig sind und (3.9) für l ∈ {1, . . . , k + 1} erfüllen:

1. Fall: Axk 6∈ Vk: Setze uk := 0 ∈ Rm und xk+1 = Axk.

2. Fall: Axk ∈ Vk: Wegen (3.9) folgt dann, dass Vk A-invariant ist. Aus Kapitel 2 wissen wir,
dass 〈A | im B〉 = im R für die Erreichbarkeitsmatrix R = (B AB . . . An−1B) der kleinste
A-invariante Unterraum ist, der das Bild von B enthält. Da (A,B) kontrollierbar ist, ist
〈A | im B〉 = Rn. Weil Vk nun ein A-invarianter Unterraum mit dimVk = k < n ist, kann
dieser das Bild von B also nicht enthalten. Folglich gibt es ein uk ∈ Rm mit Axk+Buk 6∈ Vk

und wir setzen xk+1 = Axk + Buk.

Wir konstruieren nun die gesuchte Abbildung F aus den Vektoren x1, . . . , xn. Da die xi

linear unabhängig sind, ist die Matrix X = (x1 . . . xn) invertierbar, und wir können
F := UX−1 für U = (u1, . . . , un) ∈ Rm×n definieren, wobei die ui für i = 1, . . . , n − 1 die
in der obigen Rekursion verwendeten Kontrollvektoren sind und wir un := 0 ∈ Rm setzen.
Damit gilt Fxi = ui und deswegen (A + BF )xi = xi+1 für i = 1, . . . , n− 1. Wegen B = x1

folgt somit
(B (A + BF )B . . . (A + BF )n−1B) = X,

also hat (B (A+BF )B . . . (A+BF )n−1B) den Rang n, weswegen das Paar (A+BF,B)
kontrollierbar ist.

Mit diesem Resultat lassen sich nun die Sätze 3.22 and 3.23 leicht auf beliebige Kontroll-
dimensionen verallgemeinern.

Satz 3.25 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m.
Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften äquivalent.

(i) Das Paar (A,B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form χ(z) = zn − βnzn−1 − · · · − β2z − β1 mit β1, . . . , βn ∈ R ist
vorgebbar.

Beweis: (i) ⇒ (ii): Sei (A,B) kontrollierbar und χ gegeben. Seien F ∈ Rn×m und B ∈
Rn×1 die Matrizen aus Lemma 3.24 für ein v ∈ Rm mit Bv 6= 0 (beachte, dass solch ein
v ∈ Rn existiert, da (A,B) kontrollierbar ist, also B 6= 0 ist). Dann ist das Paar (A+BF,B)
kontrollierbar und aus Satz 3.22 folgt die Existenz eines Feedbacks F1 ∈ R1×n, so dass

χA+BF+BF1
= χ

ist. Wegen
A + BF + BF1 = A + BF + BvF1 = A + B(F + vF1)

ist also F = F + vF1 das gesuchte Feedback.

(ii) ⇒ (i): Völlig analog zum Beweis von Satz 3.22.
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Satz 3.26 Betrachte ein Kontrollsystem (1.2) mit Matrizen A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m.
Seien A1 ∈ Rd×d, A2 ∈ Rd×(n−d), A3 ∈ R(n−d)×(n−d) und B1 ∈ Rd×m die Matrizen aus
Lemma 2.14 mit der Konvention, dass A1 = A und B1 = B ist, falls (A,B) kontrollierbar
ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (1.2) gerade die Polynome der Form χ = χkχu,
wobei χk ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und χu das charakteristische
Polynom der Matrix A3 ist, mit der Konvention χu = 1 falls d = n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lösbar, wenn alle Eigenwerte
von A3 negativen Realteil haben. In diesem Fall nennen wir das Paar (A,B) stabilisierbar.

Beweis: Völlig analog zum Beweis von Satz 3.23.

Bemerkung 3.27 Satz 3.26 wird oft als Polverschiebungssatz bezeichnet, da die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms in der Regelungstechnik als “Pole“ bezeichnet werden
(dies hat seine Wurzeln in alternativen Darstellungen linearer Kontrollsystems über so-
genannte Übertragungsfunktionen im Frequenzbereich) und dieser Satz gerade angibt wie
man diese Nullstellen durch geeignete Wahl des Feedbacks ”verschieben“ kann.

Wir können die wesentlichen Ergebnisse über das Stabilisierungsproblem wie folgt schema-
tisch darstellen:

(A,B) ist kontrollierbar

m (Satz 3.25)

Jedes normierte Polynom vom Grad n ist vorgebbar

⇓

Es gibt ein vorgebbares
Polynom, dessen Nullstellen
alle negativen Realteil haben

⇔
(Lemma 3.21)

(A,B) ist
stabilisierbar

m (Satz 3.26)

(A,B) ist kontrollierbar
oder

(A,B) ist nicht kontrollierbar und A3 aus Lemma 2.14 hat nur
Eigenwerte mit negativem Realteil
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Kapitel 4

Beobachtbarkeit und Beobachter

Die im letzten Kapitel vorgestellte Lösung des Stabilisierungsproblems geht davon aus,
dass der gesamte Vektor x(t) zur Verfügung steht, um den Kontrollwert u(t) = Fx(t) zu
berechnen. Dies ist in der Praxis im Allgemeinen nicht der Fall. Dort kann man nur davon
ausgehen, gewisse von x(t) abhängige Werte y(t) = C(x(t)) ∈ Rk zu kennen, aus denen
u(t) dann berechnet werden muss. Da wir uns in dieser Vorlesung mit linearen Systemen
beschäftigen, nehmen wir wieder an, dass die Funktion C : Rn → Rk linear ist, also durch
eine Matrix C ∈ Rk×n gegeben ist.

Definition 4.1 Ein lineares Kontrollsystem mit Ausgang ist gegeben durch die Gleichun-
gen

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) (4.1)

mit A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m und C ∈ Rk×n.

In diesem Kapitel werden wir Bedingungen herleiten, unter denen das Stabilisierungspro-
blem für (4.1) lösbar ist und zeigen, wie man den Feedback-Regler in diesem Fall konstru-
ieren muss.

4.1 Beobachtbarkeit und Dualität

Die wichtigste Frage bei der Analyse von (4.1) ist, wie viel “Information” in dem Ausgang
y(t) = Cx(t) enthalten ist. Dies wird durch die folgenden Definitionen formalisiert.

Definition 4.2 (i) Zwei Zustände x1, x2 ∈ Rn heißen unterscheidbar, falls ein u ∈ U und
ein t ≥ 0 existiert mit

Cx(t, x1, u) 6= Cx(t, x2, u).

(ii) Das System (4.1) heißt beobachtbar, falls alle Zustände x1, x2 ∈ Rn mit x1 6= x2 unter-
scheidbar sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Unterscheidbarkeit wegen der Linearität des Systems
einfacher ausgedrückt werden kann.

37
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Lemma 4.3 Zwei Zustände x1, x2 ∈ Rn sind genau dann unterscheidbar, wenn ein t ≥ 0
existiert mit

Cx(t, x1 − x2, 0) 6= 0.

Beweis: Aus der allgemeinen Form der Lösung folgt die Gleichung

x(t, x1, u)− x(t, x2, u) = x(t, x1 − x2, 0),

woraus wegen der Linearität von C sofort die Behauptung folgt.

Aus diesem Lemma folgt, dass die Beobachtbarkeit von (4.1) nicht von u und damit nicht
von B abhängt. Falls das System (4.1) beobachtbar ist, nennen wir daher das Paar (A,C)
beobachtbar.

Zudem motiviert das Lemma die folgende Definition.

Definition 4.4 (i) Wir nennen x0 ∈ Rn beobachtbar, falls ein t ≥ 0 existiert mit

Cx(t, x0, 0) 6= 0

und unbeobachtbar auf [0, t], falls

Cx(s, x0, 0) = 0

für alle s ∈ [0, t].

(ii) Wir definieren die Mengen der unbeobachtbaren Zustände auf [0, t] für t > 0 durch

N (t) := {x0 ∈ Rn |Cx(s, x0, 0) = 0 für alle s ∈ [0, t]}

und die Menge der unbeobachtbaren Zustände durch

N :=
⋂
t>0

N (t).

Das folgende Lemma zeigt die Struktur dieser Mengen auf.

Lemma 4.5 Für alle t > 0 gilt

N = N (t) =
n−1⋂
i=0

ker(CAi).

Insbesondere ist N also ein linearer Unterraum, der zudem A-invariant ist, also AN ⊆ N
erfüllt.

Beweis: Ein Zustand x0 ∈ Rn liegt genau dann in N (t), wenn gilt

0 = Cx(s, x0, 0) = CeAsx0 für alle s ∈ [0, t]. (4.2)
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Sei nun x0 ∈
⋂n−1

i=0 ker(CAi). Dann gilt mit dem Satz von Cayley-Hamilton CAix0 = 0 für
alle i ∈ N0. Aus der Reihendarstellung von eAs folgt damit CeAsx0 = 0 für alle s ≥ 0 und
daher (4.2), also x0 ∈ N (t).

Sei umgekehrt x0 ∈ N (t). Dann gilt nach (4.2) CeAsx0 = 0. Durch i-maliges Ableiten
dieses Ausdrucks in s = 0 folgt

CAix0 = 0, i ∈ N0

und damit insbesondere x0 ∈ ker CAi, i = 0, . . . , n− 1. Also folgt x0 ∈ N (t).

Die A-Invarianz folgt mit dem Satz von Cayley-Hamilton aus der Darstellung von N .

Offenbar gibt es hier eine gewisse Ähnlichkeit mit der Kontrollierbarkeit, speziell mit den
Mengen R(t) und R. Wir zeigen nun, dass dies mehr als eine oberflächliche Ähnlichkeit
ist, wenn wir ein geeignetet definiertes duales System einführen.

Definition 4.6 Zu einem durch (A,B, C) gegebenen Kontrollsystem (4.1) definieren wir
das duale System durch die Matrizen (AT , CT , BT ). Ausgeschrieben lautet das duale System
zu

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ Rk

also

ẋ(t) = AT x(t) + CT u(t), y(t) = BT x(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rk, y(t) ∈ Rm.

In Worten ausgedrückt erhält man das duale System also durch Transponieren und Ver-
tauschen von B und C, also von Eingangs- und Ausgangsmatrix.

Satz 4.7 Für ein durch (A,B, C) gegebenen Kontrollsystem (4.1) und das zugehörige
durch (AT , CT , BT ) gegebene duale System definiere

R = 〈A | im B〉 N =
⋂n−1

i=0 ker(CAi)

RT = 〈AT | im CT 〉 N T =
⋂n−1

i=0 ker(BT (AT )i).

Dann gilt
RT = N⊥ und N T = R⊥.

Insbesondere gilt

(A,B, C) kontrollierbar ⇐⇒ (AT , CT , BT ) beobachtbar

(A,B, C) beobachtbar ⇐⇒ (AT , CT , BT ) kontrollierbar.
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Beweis: Betrachte die Matrix

M =


C

CA
...

CAn−1

 ∈ R(n·k)×n.

Für diese Matrix gilt mit Lemma 4.5 offenbar

N = kerM.

Andererseits ist
MT = (CT AT CT . . . (AT )n−1CT ) ∈ Rn×(n·k)

gerade die Erreichbarkeitsmatrix des dualen Systems, vgl. Definition 2.10, weswegen R =
im MT gilt. Aus der linearen Algebra ist bekannt:

im MT = (kerM)⊥.

Hieraus folgt die erste Behauptung wegen

RT = im MT = (kerM)⊥ = N⊥.

Durch Vertauschen der beiden Systeme folgt analogR = (N T )⊥, woraus die zweite Aussage
wegen

R⊥ =
(
(N T )⊥

)⊥
= N T

folgt

Wir können damit alle Aussagen zur Kontrollierbarkeit auf die Beobachtbarkeit übertragen
und formulieren dies explizit für Korollar 2.13 und Lemma 2.14.

Definition 4.8 Die Matrix (CT , AT CT . . . (AT )n−1CT ) ∈ Rn×(k·n) heißt Beobachtbar-
keitsmatrix des Systems (1.2).

Korollar 4.9 Das System (4.1) ist genau dann beobachtbar, wenn

rg(CT , AT CT . . . (AT )n−1CT ) = n

ist.

Beweis: Folgt aus Korollar 2.13 angewendet auf das duale System.

Wir formulieren nun noch das Analogon zu der Zerlegung

Ã =
(

A1 A2

0 A3

)
, B̃ =

(
B1

0

)
aus Lemma 2.14.
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Lemma 4.10 Sei (A,C) nicht beobachtbar, d.h., dimN = l > 0. Dann existiert ein
invertierbares T ∈ Rn×n, so dass Ã = T−1AT , B̃ = T−1B und C̃ = CT die Form

Ã =
(

A1 A2

0 A3

)
, B̃ =

(
B1

B2

)
, C̃ = (0 C2)

mit A1 ∈ Rl×l, A2 ∈ Rl×(n−l), A3 ∈ R(n−l)×(n−l), B1 ∈ Rl×m, B2 ∈ R(n−l)×m und C2 ∈
Rk×(n−l) besitzen, wobei das Paar (A3, C2) beobachtbar ist.

Beweis: Lemma 2.14 angewendet auf das duale System (AT , CT ) liefert T̂ mit

T̂−1AT T̂ =

(
Â1 Â2

0 Â3

)
, T̂−1CT =

(
Ĉ1

0

)
.

Also folgt mit S = (T T )−1

S−1AS =

(
ÂT

1 0
ÂT

2 ÂT
3

)
, ĈS =

(
ĈT

1 0
)

.

Durch eine weitere Koordinatentransformation

Q =
(

0 IdRn−l

IdRl 0

)
folgt die behauptete Zerlegung mit T = SQ und

A1 = ÂT
3 , A2 = ÂT

2 , A3 = ÂT
1 , C2 = ĈT

1 .

Als Alternative hier noch ein direkter Beweis, der ohne Lemma 2.14 auskommt:

Es sei v1, . . . , vl eine Basis von N , also N = 〈v1, . . . , vl〉, die wir durch w1, . . . , wn−l zu einer Basis
des Rn ergänzen. Definiere nun T := (v1, . . . , vl, w1, . . . , wn−l). Bezeichnen wir mit ei wie üblich den
i-ten Einheitsvektor im Rn, so gilt Tei = vi, i = 1, . . . , l, Tei = wi−l, i = l + 1, . . . , n, T−1vi = ei,
i = 1, . . . , l und T−1wi = ei+l, i = 1, . . . , n− l.

Wir zeigen zunächst die Struktur von Ã. Angenommen, ein Eintrag im 0-Block von Ã ist ungleich
Null. Dann gilt

Ãei 6∈ 〈e1, . . . , el〉 = T−1N

für ein i ∈ {1, . . . , l}. Andererseits folgt aus der A-Invarianz von N

Ãei = T−1ATei = T−1Avi ∈ T−1N ,

was ein Widerspruch ist.

Die Struktur von C̃ folgt aus

N =
n−1⋂
i=0

ker(CAi) ⊆ ker C.

Es muss also vi ∈ ker C gelten und damit C̃ei = CTei = Cvi = 0. Also müssen die ersten l Spalten
von C̃ gleich 0 sein.
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Es bleibt, die Beobachtbarkeit von (A3, C2) zu zeigen. Für jedes x̃ ∈ Rn−l, x̃ 6= 0 gilt

C2A
i
3x̃ = C̃Ãi

(
0
x̃

)
= CAiT

(
0
x̃

)
,

wobei wir in der ersten Gleichung die Struktur von Ã und C̃ ausgenutzt haben. Wegen

w := T

(
0
x̃

)
/∈ N

existiert nun ein i ∈ {0, . . . , n − 1} mit CAiw 6= 0 und damit C2A
i
3x̃ 6= 0. Da x̃ 6= 0 beliebig war,

folgt
n−1⋂
i=0

ker(C2A
i
3) = {0},

also die Beobachtbarkeit von (A3, C2).

4.2 Asymptotische Beobachtbarkeit

Wir haben gesehen, dass vollständige Kontrollierbarkeit zwar hinreichend, nicht jedoch
notwendig zur Lösung des Stabilisierungsproblems ist. Notwendig ist nur, dass das Paar
(A,B) stabilisierbar ist, was nach Satz 3.26 genau dann der Fall ist, wenn alle Eigenwerte
des unkontrollierbaren Anteils A3 der Matrix A negative Realteile besitzen.

Ähnlich verhält es sich mit der Beobachtbarkeit. Um das Stabilisierungsproblem für das
System (4.1) zu lösen, braucht man die Beobachtbarkeit nicht. Es reicht eine schwächere
Bedingung, die durch die folgende Definition gegeben ist.

Definition 4.11 Das System (4.1) heißt asymptotisch beobachtbar (oder auch entdeckbar),
falls

lim
t→∞

x(t, x0, 0) = 0 für alle x0 ∈ N .

Dies bedeutet, dass die Lösungen für unbeobachtbare Anfangswerte und u ≡ 0 bereits gegen
0 konvergieren. Anschaulich gesprochen wird die Information über diese Anfangswerte für
das Stabilisierungsproblem nicht benötigt, da die zugehörigen Lösungen ja bereits gegen 0
konvergieren, also asymptotisch (und damit auch exponentiell) stabil sind.

Das folgende Lemma charakterisiert die asymptotische Beobachtbarkeit für die Zerlegung
aus Lemma 4.10.

Lemma 4.12 System (4.1) ist genau dann asymptotisch beobachtbar, wenn die Matrix A1

aus Lemma 4.10 exponentiell stabil ist, also nur Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt.

Beweis: Beachte zunächst, dass die asymptotische Beobachtbarkeit unter Koordinaten-
wechseln erhalten bleibt, wir können also alle Rechnungen in der Basis von Lemma 4.10
durchführen.
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In der Basis von Lemma 4.10 ist N gerade durch

N =
{

x0 ∈ Rn

∣∣∣∣x0 =
(

x1
0

0

)
, x1

0 ∈ Rl

}
gegeben. Aus der Form der Matrix Ã folgt damit, dass alle Lösungen zu Anfangswerten
x0 ∈ N als

x(t, x0, 0) = e
eAtx0 =

(
eA1tx1

0

0

)
geschrieben werden können.

Aus der asymptotischen Beobachtbarkeit folgt nun x(t, x0, 0) → 0 für alle x ∈ N , also
eA1tx1

0 → 0 für alle x1
0 ∈ Rl. Dies ist nur möglich, wenn A1 exponentiell stabil ist.

Umgekehrt folgt aus der exponentiellen Stabilität von A1 die Konvergenz eA1tx1
0 → 0 für

alle x1
0 ∈ Rl, also x(t, x0, 0) → 0 für alle x ∈ N und damit die asymptotische Beobachtbar-

keit.

Der folgende Satz zeigt, dass die asymptotische Beobachtbarkeit gerade die duale Eigen-
schaft zur Stabilisierbarkeit ist.

Satz 4.13 (A,C) ist asymptotisch beobachtbar genau dann, wenn (AT , CT ) stabilisierbar
ist.

Beweis: Wir bezeichnen die Komponenten der Zerlegung aus Lemma 4.10 angewendet auf
(A,C) mit A1, A2, A3, C2 und die Komponenten der Zerlegung aus Lemma 2.14 angewendet
auf (AT , CT ) mit Â1, Â2, Â3, Ĉ1. Aus dem Beweis von Lemma 4.10 folgt mit dieser Notation
gerade A1 = ÂT

3 .

Nach Lemma 4.12 folgt, dass asymptotische Beobachtbarkeit von (A,C) gerade äquivalent
zur exponentiellen Stabilität von A1 ist. Andererseits folgt aus Satz 3.26, dass (AT , CT )
genau dann stabilisierbar ist, wenn Â3 exponentiell stabil ist. Da die Eigenwerte von Â3

und ÂT
3 = A1 übereinstimmen, folgt die behauptete Äquivalenz.

4.3 Dynamische Beobachter

Ein naheliegender Ansatz zur Lösung des Stabilisierungsproblems für (4.1) ist die Wahl
u(t) = Fy(t). Dies kann funktionieren (vgl. Beispiel 3.17, wo wir C = (0 1) und C = (1 0)
betrachtet haben), muss aber nicht, wie das kontrollierbare und beobachtbare System (4.1)
mit

A =
(

0 1
0 0

)
, B =

(
0
1

)
, und C = (1 0)

zeigt, vgl. Aufgabe 1, 8. Übungsblatt. Tatsächlich ist dieses System nicht einmal dann
stabilisierbar, wenn F (y(t)) eine beliebige stetige Funktion F : R → R sein darf.

Wir wollen daher nun eine Methode zur Stabilisierung entwickeln, die immer funktioniert,
wenn (4.1) stabilisierbar und asymptotisch beobachtbar ist. Die Methode funktioniert für
ein durch die Matrizen (A,B, C) gegebenes System (4.1) wie folgt:
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(1) Entwerfe ein stabilisierendes lineares Feedback F für (A,B)

(2) Entwerfe einen Algorithmus, der aus den gemessenen Ausgängen y(s), s ∈ [0, t], einen
Schätzwert z(t) ≈ x(t) ermittelt

(3) Regle das System (4.1) mittels u(t) = Fz(t).

Schritt (1) können wir mit den Methoden aus Kapitel 3 bereits lösen. In diesem Abschnitt
werden wir Schritt (2) betrachten und im folgenden Abschnitt dann beweisen, dass die
Methode mit den Schritten (1)–(3) tatsächlich funktioniert.

Der “Algorithmus” in Schritt (2) besteht dabei aus einem geeignet formulierten Kontroll-
system für z(t), in dem neben der Kontrollfunktion u(t) der Ausgang y(t) von (4.1) eine
weitere Eingangsfunktion bildet. Die folgende Definition formalisiert diese Idee.

Definition 4.14 Ein dynamischer Beobachter für (4.1) ist ein lineares Kontrollsystem der
Form

ż(t) = Jz(t) + Ly(t) + Ku(t) (4.3)

mit J ∈ Rn×n, L ∈ Rk×n, K ∈ Rm×n, so dass für alle Anfangswerte x0, z0 ∈ Rn und alle
Kontrollfunktionen u ∈ U für die Lösungen x(t, x0, u) und z(t, z0, u, y) von (4.1), (4.3) mit
y(t) = Cx(t, x0, u) die Abschätzung

‖x(t, x0, u)− z(t, z0, u, y)‖ ≤ ce−σt‖x0 − z0‖

für geeignete Konstanten c, σ > 0 gilt.

In der Praxis kann System (4.3) z.B. numerisch gelöst werden, um die Werte z(t) zu
bestimmen.

Der folgende Satz zeigt, wann ein dynamischer Beobachter existiert; im Beweis wird dieser
explizit konstruiert.

Satz 4.15 Ein dynamischer Beobachter für (4.1) existiert genau dann, wenn das System
asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis: “⇐” Da (4.1) asymptotisch beobachtbar ist, ist (AT , CT ) stabilisierbar. Wir
können also ein lineares Feedback F̂ ∈ Rk×n finden, so dass AT + CT F̂ exponentiell stabil
ist. Mit G = F̂ T ist dann auch A + GC = (AT + CT F̂ )T exponentiell stabil.

Wir wählen nun in (4.3) J = A + GC, L = −G und K = B, also

ż(t) = (A + GC)z(t)−Gy(t) + Bu(t).

Schreiben wir kurz x(t) = x(t, x0, u), z(t) = z(t, z0, u, y) und e(t) = z(t)− x(t), so gilt für
e(t) die Differentialgleichung

ė(t) = ż(t)− ẋ(t)
= (A + GC)z(t)− Ly(t) + Bu(t)−Ax(t)−Bu(t)
= (A + GC)z(t)− LCx(t)−Ax(t)
= (A + GC)(z(t)− x(t)) = (A + GC)e(t)
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Aus der exponentiellen Stabilität von A + GC folgt damit

‖e(t)‖ ≤ ce−σt‖e(0)‖

für geeignetes c, σ > 0, was wegen e(t) = z(t) − x(t) und e(0) = z0 − x0 gerade die
gewünschte Abschätzung liefert.

“⇒” Sei x0 ∈ N , also y(t) = Cx(t, x0, 0) = 0 für alle t ≥ 0. Für z0 = 0 gilt damit
z(t, z0, 0, y) = z(t, 0, 0, 0) = 0. Damit folgt aus der Eigenschaft des dynamischen Beobach-
ters

‖x(t, x0, 0)‖ = ‖x(t, x0, 0)− z(t, z0, 0, y)‖ ≤ ce−σt‖x0 − z0‖ = ce−σt‖x0‖ → 0

für t →∞. Also gilt x(t, x0, 0) und damit die asymptotische Beobachtbarkeit.

4.4 Lösung des Stabilisierungsproblems mit Ausgang

Wir wollen nun den Schritt (3) des im vorherigen Abschnitt angegebenen Vorgehens zur
Stabilisierung analysieren und zeigen, dass dieses Vorgehen zum Erfolg führt, wenn man
in Schritt (2) den dynamischen Beobachter (4.3) verwendet.

Aus den Schritten (1)–(3) unter Verwendung von (4.3) in Schritt (2) ergibt sich die Feed-
back-Gleichung

u(t) = Fz(t), ż(t) = Jz(t) + Ly(t) + KFz(t). (4.4)

Diese Form von Feedback nennt man dynamisches Ausgangsfeedback, da u(t) aus dem
Ausgang y(t) = Cx(t) berechnet wird und das Feedback eine “interne” Dynamik besitzt,
die gerade durch die Differentialgleichung für z gegeben ist1.

Definition 4.16 Ein dynamisches Ausgangsfeedback (4.4) löst das Stabilisierungsproblem
mit Ausgang, wenn das durch Einsetzen von (4.4) entstehende System von Differential-
gleichungen

ẋ(t) = Ax(t) + BFz(t)
ż(t) = Jz(t) + LCx(t) + KFz(t)

mit Lösungen
(

x(t)
z(t)

)
∈ R2n exponentiell stabil ist.

Satz 4.17 Gegeben sei ein Kontrollsystem (4.1) mit Matrizen (A,B, C). Dann ist das
Stabilisierungsproblem mit Ausgang genau dann im Sinne von Definition 4.16 lösbar, wenn
(A,B) stabilisierbar und (A,C) asymptotisch beobachtbar ist.

In diesem Fall ist (4.4) mit dem im Beweis von Satz 4.15 konstruierten dynamischen Beob-
achter (4.3) und einem stabilisierendes Feedback F ∈ Rm×n für (A,B) ein stabilisierendes
dynamisches Feedback.

1Im Gegensatz dazu nennt man das in Kapitel 3 behandelte Feedback u(t) = Fx(t) statisches Zustands-
feedback.
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Beweis: “⇐”: Es sei (A,B) stabilisierbar und (A,C) asymptotisch beobachtbar. Es sei
F ∈ Rm×n ein stabilisierendes Feedback für (A,B) und (4.3) der im Beweis von Satz 4.15
konstruierte dynamischen Beobachter. Dann ergibt sich das mittels (4.4) geregelte System
zu (

ẋ(t)
ż(t)

)
=

(
A BF

LC J + KF

)(
x(t)
z(t)

)

=
(

A BF
−GC A + GC + BF

)(
x(t)
z(t)

)

= T−1

(
A + BF BF

0 A + GC

)
T

(
x(t)
z(t)

)
.

mit

T =
(

IdRn 0
−IdRn IdRn

)
, T−1 =

(
IdRn 0
IdRn IdRn

)
Da die exponentielle Stabilität unter Koordinatentransformationen erhalten bleibt, reicht
es nun nachzuweisen, dass die Matrix in der letzten Zeile der Rechnung exponentiell stabil
ist. Für Blockdreiecksmatrizen sind die Eigenwerte nun aber gerade gleich den Eigenwerten
der Diagonalblöcke A+BF und A+GC. Da A+BF nach Wahl von F exponentiell stabil
ist und A+GC nach Wahl von G im Beweis von Satz 4.15 ebenfalls exponentiell stabil ist,
hat obige Matrix also nur Eigenwerte mit negativem Realteil und ist damit exponentiell
stabil.

“⇒”: Mit der Koordinatentransformation T aus Lemma 2.14 erhält man für das transfor-
mierte System die Gleichungen

ẋ1(t) = A1x
1(t) + A2x

2(t) + B1Fz(t)

ẋ2(t) = A3x
2(t)

ż(t) = Jz(t) + LCx(t) + KFz(t)

mit x(t) = T
(

x1(t)
x2(t)

)
. Nehmen wir nun an, dass (A,B) nicht stabilisierbar ist. Dann be-

sitzt A3 Eigenwerte mit positivem Realteil, die Gleichung ẋ2(t) = A3x
2(t) ist also nicht

asymptotisch stabil und es gibt daher einen Anfangswert x2
0 mit x2(t, x2

0) 6→ 0. Wählen wir
also

x0 = T

 x1
0

x2
0

z0

 ∈ R2n

mit x1
0, z0 beliebig, so gilt x(t, x0, F z) 6→ 0 für jede Wahl des dynamischen Feedbacks. Dies

widerspricht der Tatsache, dass das Stabilisierungsproblem lösbar ist, das Paar (A,B) ist
also stabilisierbar.

Die asymptotische Beobachtbarkeit von (A,C) folgt analog zum Beweis von “⇒” in Satz
4.15.



Kapitel 5

Optimale Stabilisierung

Die in Kapitel 3 vorgestellte Methode zur Berechnung stabilisierender Feedbacks hat den
Nachteil, dass man zwar die Eigenwerte bestimmen kann, ansonsten aber relativ wenig Ein-
flussmöglichkeiten auf die Dynamik des geregelten Systems hat. So ist es z.B. oft so, dass
große Werte der Kontrollvariablen u nur mit großem Energieaufwand zu realisieren sind
(wie im Pendelmodell, wo u gerade die Beschleunigung des Wagens ist), weswegen man
große Werte vermeiden möchte. Im Heizungsmodell andererseits möchte man z.B. Über-
schwingen (d.h. starke Schwankungen bis zum Erreichen der gewünschten Temperatur)
vermeiden.

Wir werden deshalb in diesem Kapitel einen Ansatz verfolgen, der — zumindest implizit
— größeren Einfluss auf das Verhalten des geregelten Systems ermöglicht, indem wir Me-
thoden der Optimierung zur Berechnung der Feedback-Matrix F verwenden. Wir nehmen
dabei aus Vereinfachungsgründen wieder an, dass wie in Kapitel 3 der gesamte Zustands-
vektor x für die Regelung zur Verfügung steht. Zudem betrachten wir hier ausführlich nur
solche Optimierungsprobleme, die direkt mit dem Stabilisierungsproblem in Zusammen-
hang stehen und werden andere Probleme nur kurz streifen.

5.1 Grundlagen der optimalen Steuerung

In diesem Abschnitt werden wir einige Grundlagen der optimalen Steuerung herleiten, die
zur Lösung unseres Problems nötig sind. Da es für die abstrakten Resultate keinen Unter-
schied macht, ob die Dynamik linear oder nichtlinear ist, betrachten wir hier allgemeine
Kontrollsysteme der Form

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (5.1)

unter der Annahme, dass f : Rn × Rm → Rn stetig ist und für ein L > 0 die Lipschitz-
Bedingung

‖f(x1, u)− f(x2, u)‖ ≤ L‖x1 − x2‖ (5.2)

für alle x1, x2 ∈ Rn und alle u ∈ Rm erfüllt. Unter dieser Bedingung kann man den aus
der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen bekannten Existenz- und Eindeutig-
keitssatz so modifizieren, dass er für jede stückweise stetige Kontrollfunktion u ∈ U und
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jeden Anfangswert x0 die Existenz einer eindeutige Lösung x(t, x0, u) mit x(0, x0, u) = x0

liefert.

Wir definieren nun das optimale Steuerungsproblem, mit dem wir uns im Folgenden be-
schäftigen wollen.

Definition 5.1 Für eine stetige nichtnegative Kostenfunktion g : Rn×Rm → R+
0 definieren

wir das Funktional

J(x0, u) :=
∫ ∞

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt.

Das optimale Steuerungsproblem ist damit gegeben durch das Optimierungsproblem

Minimiere J(x0, u) über u ∈ U für jedes x0 ∈ Rn.

Die Funktion
V (x0) := inf

u∈U
J(x0, u)

wird als optimale Wertefunktion dieses optimalen Steuerungsproblems bezeichnet. Ein Paar
(x∗, u∗) ∈ Rn × U mit J(x∗, u∗) = V (x∗) wird als optimales Paar bezeichnet.

Als Funktionenraum U wählen wir hierbei wie bisher den Raum der stückweise stetigen
Funktionen, und nehmen dabei zusätzlich an, dass jede Funktion u auf jedem kompakten
Intervall beschränkt ist und dass die Funktionen u rechtsseitig stetig sind, d.h, dass für
alle t0 ∈ R die Bedingung limt↘t0 u(t) = u(t0) gilt. Beachte dass wir die zweite Annahme
o.B.d.A. machen können, da die Lösung nicht vom dem Wert von u in der Sprungstelle
abhängt.

Beachte, dass das Funktional J(x0, u) nicht endlich sein muss. Ebenso muss das Infimum
in der Definition von V kein Minimum sein.

Der erste Satz dieses Kapitels liefert eine Charakterisierung der Funktion V .

Satz 5.2 (Prinzip der dynamischen Programmierung oder Bellman’sches Opti-
malitätsprinzip)
(i) Für die optimale Wertefunktion gilt für jedes τ > 0

V (x0) = inf
u∈U

{∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (x(τ, x0, u))

}
.

(ii) Für ein optimales Paar (x∗, u∗) gilt für jedes τ > 0

V (x∗) =
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u), u∗(t))dt + V (x(τ, x∗, u∗)).

Beweis: (i) Wir zeigen zunächst

V (x0) ≤
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (x(τ, x0, u))
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für alle u ∈ U und alle τ > 0. Sei dazu xτ = x(τ, x0, u), ε > 0 beliebig und uτ ∈ U so
gewählt, dass

J(xτ , uτ ) ≤ V (xτ ) + ε

gilt. Sei ũ = u&τuτ (· − τ) (vgl. Definition 1.7). Dann gilt

V (x0) ≤
∫ ∞

0
g(x(t, x0, ũ), ũ(t))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, ũ), ũ(t))dt +

∫ ∞

τ
g(x(t, x0, ũ), ũ(t))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt +

∫ ∞

τ
g( x(t, x0, ũ)︸ ︷︷ ︸

=x(t−τ,xτ ,uτ )

, uτ (t− τ))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt +

∫ ∞

0
g(x(t, xτ , uτ ), uτ (t))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + J(xτ , uτ ) ≤

∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (xτ ) + ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die behauptete Ungleichung.

Als zweiten Schritt zeigen wir

V (x0) ≥ inf
u∈U

{∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (x(τ, x0, u))

}
.

Sei dazu wiederum ε > 0 beliebig. Wir wählen u0 so, dass V (x0) ≥ J(x0, u0) − ε gilt und
schreiben xτ = x(τ, x0, u0). Damit folgt

V (x0) ≥
∫ ∞

0
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt− ε

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt +

∫ ∞

τ
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt− ε

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt +

∫ ∞

0
g(x(t, x(τ, x0, u0), u0(·+ τ)), u0(t + τ))dt− ε

=
∫ τ

0
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt + J(x(τ, x0, u0), u0(·+ τ))− ε

≥
∫ τ

0
g(x(t, x0, u0), u0(t))dt + V (x(τ, x0, u0))− ε

≥ inf
u∈U

{∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (x(τ, x0, u))

}
− ε

woraus die Behauptung folgt, da ε > 0 beliebig war.

(ii) Aus (i) folgt sofort die Ungleichung

V (x∗) ≤
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt + V (x(τ, x∗, u∗)).
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Die umgekehrte Ungleichung folgt aus

V (x∗) =
∫ ∞

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt +

∫ ∞

τ
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt +

∫ ∞

0
g(x(t, x(τ, x∗, u∗), u∗(·+ τ)), u∗(t + τ))dt

=
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt + J(x(τ, x∗, u∗), u∗(·+ τ))

≥
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt + V (x(τ, x∗, u∗))

Eine Folgerung dieses Prinzips liefert das folgende Korollar.

Korollar 5.3 Sei (x∗, u∗) ein optimales Paar. Dann ist (x(τ, x∗, u∗), u∗(· + τ)) für jedes
τ > 0 ein optimales Paar.

Beweis: Übungsaufgabe.

Anschaulich besagt Korollar 5.3, dass Endstücke optimaler Trajektorien selbst wieder op-
timale Trajektorien sind.

Durch einen geschickten Grenzübergang für τ → 0 können wir die Gleichung aus Satz 5.2
als (partielle) Differentialgleichung ausdrücken.

Satz 5.4 (Hamilton-Jacobi-Bellman Differentialgleichung)
Es sei g stetig in x und u. Zudem sei O ⊆ Rn offen und V |O endlich.

(i) Wenn V in x0 ∈ O stetig differenzierbar ist, so folgt

DV (x0) · f(x0, u0) + g(x0, u0) ≥ 0

für alle u0 ∈ Rm.

(ii) Wenn (x∗, u∗) ein optimales Paar ist und V stetig differenzierbar in x∗ ∈ O ist, so folgt

min
u∈Rm

{DV (x∗) · f(x∗, u) + g(x∗, u)} = 0, (5.3)

wobei das Minimum in u∗(0) angenommen wird. Gleichung (5.3) wird Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung genannt.

Beweis: Wir zeigen zunächst für alle u ∈ U die Hilfsbehauptung

lim
τ↘0

1
τ

∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt = g(x0, u(0)).
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Wegen der (rechtssitigen) Stetigkeit von x und u in t und der Stetigkeit von g in x existiert
zu ε > 0 ein t1 > 0 mit

|g(x(t, x0, u), u(t))− g(x0, u(0))| ≤ ε

für alle t ∈ [0, t1). Damit folgt für τ ∈ (0, t1]∣∣∣∣1τ
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt− g(x0, u(0))

∣∣∣∣ ≤ 1
τ

∫ τ

0
|g(x(t, x0, u), u(t))− g(x0, u(0))|dt

≤ 1
τ

∫ τ

0
2ε = 2ε

und damit die Aussage für den Limes, da ε > 0 beliebig war.

Hiermit folgen nun beide Behauptungen:

(i) Aus Satz 5.2(i) folgt für u(t) ≡ u0 ∈ Rm

V (x0) ≤
∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt + V (x(τ, x0, u))

und damit

DV (x0)f(x0, u(0)) = lim
τ↘0

V (x(τ, x0, u))− V (x0)
τ

≥ lim
τ↘0

−1
τ

∫ τ

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt = −g(x0, u(0)),

also die Behauptung.

(ii) Aus (i) folgt
inf

u∈Rm
{DV (x) · f(x∗, u) + g(x∗, u)} ≥ 0.

Aus Satz 5.2(ii) folgt zudem

V (x∗) =
∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt + V (x(τ, x∗, u∗)).

Damit gilt

DV (x∗)f(x∗, u∗(0)) = lim
τ↘0

V (x(τ, x∗, u∗))− V (x∗)
τ

= lim
τ↘0

−1
τ

∫ τ

0
g(x(t, x∗, u∗), u∗(t))dt = −g(x∗, u∗(0)),

woraus die Existenz des Minimums in u = u∗(0) und die behauptete Gleichheit folgt.

Satz 5.4 gibt notwendige Optimalitätsbedingungen, d.h. Bedingungen die die optimale Wer-
tefunktion bzw. ein optimales Paar erfüllen muss — vorausgesetzt die optimale Wertefunk-
tion ist stetig differenzierbar. Im Allgemeinen folgt aus der Erfüllung der angegebenen
notwendigen Bedingungen aber noch nicht, dass eine Funktion tatsächlich eine optima-
le Wertefunktion ist oder ein Paar ein optimales Paar. Hierzu braucht man hinreichende
Optimalitätsbedingungen, die wir im Folgenden untersuchen.
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Zur Herleitung der hinreichenden Bedingungen brauchen wir zusätzliche Annahmen, für
deren genaue Ausgestaltung es verschiedene Möglichkeiten gibt. Da wir die optimale Steue-
rung auf das Stabilisierungsproblem anwenden wollen, verwenden wir dazu die folgende
Definition.

Definition 5.5 Für das Kontrollsystem gelte f(0, 0) = 0, d.h. der Nullpunkt ist ein Gleich-
gewicht für u = 0. Dann nennen wir das optimale Steuerungsproblem nullkontrollierend,
falls die Implikation

J(x0, u) < ∞ ⇒ x(t, x0, u) → 0 für t →∞

gilt.

Nun können wir die hinreichende Bedingung formulieren.

Satz 5.6 (Hinreichende Optimalitätsbedingung)
Betrachte ein nullkontrollierendes optimales Steuerungsproblem. Es sei W : Rn → R+

0 eine
differenzierbare Funktion, die die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

min
u∈Rm

{DW (x)f(x, u) + g(x, u)} = 0

erfüllt und für die W (0) = 0 gilt.

Zu gegebenem x∗ ∈ Rn sei u∗ ∈ U eine Kontrollfunktion, so dass für die zugehörige Lösung
x(t, x∗, u∗) und alle t ≥ 0 das Minimum in der obigen Gleichung für x = x(t, x∗, u∗) in
u = u∗(t) angenommen wird.

Dann ist (x∗, u∗) ein optimales Paar und es gilt

V (x(t, x∗, u∗)) = W (x(t, x∗, u∗))

für alle t ≥ 0.

Beweis: Es sei u ∈ U und x(t) = x(t, x∗, u) die zugehörige Lösungsfunktion. Wir zeigen
zunächst die Ungleichung

J(x∗, u) ≥ W (x∗).

Im Falle J(x∗, u) = ∞ ist nichts zu zeigen, es reicht also den Fall J(x∗, u) < ∞ zu betrach-
ten. Aus der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung folgt

d

dt
W (x(t)) = DW (x(t))f(x(t), u(t)) ≥ −g(x(t), u(t)),

und damit mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

W (x(T ))−W (x∗) =
∫ T

0

d

dt
W (x(t))dt ≥ −

∫ T

0
g(x(t), u(t))dt.

Daraus folgt

J(x∗, u) ≥
∫ T

0
g(x(t), u(t))dt ≥ W (x∗)−W (x(T )).
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für alle T > 0. Da das Problem nullkontrollierend ist und J(x∗, u) < ∞ gilt, folgt x(T ) → 0
für T → ∞ und damit wegen der Stetigkeit von W und W (0) = 0 auch W (x(T )) → 0.
Dies zeigt J(x∗, u) ≥ W (x∗).

Schließlich zeigen wir noch
J(x∗, u∗) ≤ W (x∗),

woraus sowohl die Optimalität von u∗ als auch die Gleichung V (x∗) = W (x∗) folgt. Für die
Kontrolle u∗ und die zugehörige Lösung x∗ = x(t, x∗, u∗) folgt aus der Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung

d

dt
W (x∗(t)) = DW (x∗(t))f(x∗(t), u∗(t)) = −g(x∗(t), u∗(t)),

und analog zu oben

J(x∗, u) = lim
T→∞

∫ T

0
g(x∗(t), u∗(t))dt = lim

T→∞
(W (x∗)−W (x(T ))) ≤ W (x∗),

wobei wir im letzten Schritt die Nichtnegativität von W verwendet haben.

Beachte, dass beide Sätze dieses Abschnitts nur anwendbar sind, wenn V bzw. W diffe-
renzierbar sind. Diese Annahme ist im allgemeinen nichtlinearen Fall sehr einschränkend1.
Zudem ist es im Allgemeinen sehr schwierig, die Funktion V mittels dieser Gleichung zu
bestimmen, selbst wenn sie differenzierbar ist.

Im linearen Fall hingegen vereinfacht sich das Problem und die Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung so weit, dass eine explizite Lösung möglich ist, wie wir im folgenden Abschnitt
sehen werden.

5.2 Das linear-quadratische Problem

Wir kommen nun zurück zu unserem linearen Kontrollsystem (1.2)

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) =: f(x(t), u(t)).

Um eine schöne Lösungstheorie zu erhalten, müssen wir auch für die Kostenfunktion g(x, u)
eine geeignete Struktur annehmen.

Definition 5.7 Eine quadratische Kostenfunktion g : Rn × Rn → R+
0 ist gegeben durch

g(x, u) = (xT uT )
(

M R
RT N

)(
x
u

)

mit M ∈ Rn×n, R ∈ Rn×m und N ∈ Rm×m, so dass G :=
(

M R
RT N

)
symmetrisch und

positiv definit ist.
1Die nichtlineare Theorie dieser Gleichungen verwendet den verallgemeinerten Lösungsbegriff der “Vis-

kositätslösungen”, der auch für nichtdifferenzierbare Funktionen V sinnvoll ist.
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Hieraus ergibt sich der Name “linear-quadratisches” optimales Steuerungsproblem: die Dy-
namik ist linear und die Kostenfunktion ist quadratisch.

Wir zeigen zunächst, dass dieses Problem nullkontrollierend ist.

Lemma 5.8 Das linear-quadratische Problem ist nullkontrollierend im Sinne von Defini-
tion 5.5.

Beweis: Wir zeigen zunächst die Ungleichungen

g(x, u) ≥ c1‖x‖2 und g(x, u) ≥ c2‖f(x, u)‖2 (5.4)

für geeignete Konstanten c1, c2 > 0.

Da die Matrix G positiv definit ist, folgt aus Lemma Lemma 3.9 die Ungleichung

g(x, u) ≥ c1

∥∥∥∥( x
u

)∥∥∥∥2

≥ c1‖x‖2, (5.5)

also die erste Abschätzung in (5.4). Wegen

‖f(x, u)‖2 = (xT , uT )
(

A AT B
BT A B

)(
x
u

)
folgt ebenfalls aus Lemma 3.9

‖f(x, u)‖2 ≤ c3

∥∥∥∥( x
u

)∥∥∥∥2

,

woraus wir mit (5.5) und c2 = c1/c3 die zweite Abschätzung in (5.4) erhalten.

Es sei nun u ∈ U und x(t) = x(t, x0, u) die zugehörige Lösungsfunktion. Es gelte

J(x0, u) < ∞.

Zu zeigen ist also, dass
lim
t→∞

x(t) = 0

gilt. Dazu nehmen wir an, dass x(t) 6→ 0. Es existiert also ein ε > 0 und eine Folge
tk →∞, so dass ‖x(tk)‖ ≥ ε gilt. O.B.d.A. gelte tk+1 − tk ≥ ε/2. Nun wählen wir δ = ε/4
und unterscheiden für jedes k ∈ N zwei Fälle:

1. Fall: ‖x(t)‖ ≥ ε/2 für alle t ∈ [tk, tk + δ]. In diesem Fall erhalten wir aus (5.4) für diese
t die Ungleichung g(x(t), u(t)) ≥ c1ε

2/4 und es folgt∫ tk+δ

tk

g(x(t), u(t))dt ≥ c1δε
2/4 = c1ε

3/16.

2. Fall: ‖x(t)‖ < ε/2 für ein t ∈ [tk, tk + δ]. In diesem Fall folgt∥∥∥∥∫ t

tk

f(x(τ), u(τ))dτ

∥∥∥∥ = ‖x(t)− x(tk)‖ ≥ ‖x(t)‖ − ‖x(tk)‖ ≥ ε/2.
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Aus der zweiten Abschätzung in (5.4) erhalten wir

g(x, u) ≥ c2‖f(x, u)‖2 ≥
{

0, ‖f(x, u)‖ ≤ 1
c2‖f(x, u)‖, ‖f(x, u)‖ > 1

}
≥ c2(‖f(x, u)‖ − 1)

und damit∫ tk+δ

tk

g(x(τ), u(τ))dτ ≥ c2

∫ t

tk

‖f(x(τ), u(τ))‖ − 1dτ ≥ c2(ε/2− δ) ≥ c2ε/4.

Mit γ = min{c1ε
3/16, c2ε/4} > 0 ergibt sich

J(x0, u) =
∫ ∞

0
g(x(t), u(t))dt ≥

∞∑
k=1

∫ tk+δ

tk

g(x(t), u(t))dt ≥
∞∑

k=1

γ = ∞,

ein Widerspruch.

Wir können also Satz 5.6 verwenden, um die Optimalität einer Lösung des linear-quadra-
tischen Problems nachzuweisen.

Um eine Kandidatin für die optimale Wertefunktion zu finden, machen wir den Ansatz

W (x) = xT Qx (5.6)

für eine symmetrische und positiv definite Matrix Q ∈ Rn×n.

A priori wissen wir nicht, ob dieser Ansatz gerechtfertigt ist – wir nehmen dies zunächst
einfach an und untersuchen die Folgerungen dieser Annahme.

Lemma 5.9 Falls das linear-quadratische optimale Steuerungsproblem eine optimale Wer-
tefunktion der Form (5.6) besitzt, so sind die optimalen Paare von der Form (x∗, u∗) mit

u∗(t) = Fx(t, x∗, F )

und F ∈ Rm×n gegeben durch

F = −N−1(BT Q + RT ),

wobei x(t, x∗, F ) die Lösung des mittels F geregelten Systems

ẋ(t) = (A + BF )x(t)

mit Anfangsbedingung x(0, x∗, F ) = x∗ bezeichnet.

Darüberhinaus ist das mittels F geregelte System exponentiell stabil.

Beweis: Die optimale Wertefunktion der Form (5.6) ist stetig differenzierbar und erfüllt
W (0) = 0, weswegen sowohl Satz 5.4 als auch Satz 5.6 anwendbar ist.

Wenn W die optimale Wertefunktion ist, so folgt aus Satz 5.4(ii), dass die optimale Kon-
trolle u = u∗(t) für x = x(t, x∗, u∗) den Ausdruck

DW (x) · f(x, u) + g(x, u)
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minimiert. Umgekehrt folgt aus Satz 5.6, dass jede Kontrollfunktion, die diesen Ausdruck
entlang der zugehörigen Trajektorie minimiert, ein optimales Paar erzeugt. Wir müssen
also zeigen, dass das angegebene Feedback gerade solche Lösungen und Kontrollfunktionen
erzeugt.

Der zu minimierende Ausdruck ist unter den gemachten Annahmen gerade gleich

DW (x) · f(x, u) + g(x, u)
= xT Q(Ax + Bu) + (Ax + Bu)T Qx + xT Mx + xT Ru + uT RT x + uT Nu

= 2xT Q(Ax + Bu) + xT Mx + 2xT Ru + uT Nu =: h(u),

da Q und R symmetrisch sind. Da N wegen der positiven Definitheit von G ebenfalls
positiv definit sein muss, ist die zweite Ableitung von h nach u positiv definit, die Funktion
h ist also konvex in u. Folglich ist jede Nullstelle der Ableitung von h nach u ein globales
Minimum. Diese Nullstellen sind gerade gegeben durch

0 = Dh(u) = 2xT QB + 2xT R + 2uT N
⇔ −2uT N = 2xT QB + 2xT R
⇔ −Nu = BT Qx + RT x
⇔ u = −N−1(BT Qx + RT x) = Fx

was die Behauptung zeigt.

Die exponentielle Stabilität des geregelten Systems folgt aus der Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung. Diese impliziert wegen der positiven Definitheit von g nach Lemma 3.9

DW (x) · f(x, Fx) = −g(x, Fx) ≤ −c‖(xT , (Fx)T )T ‖2 ≤ −c‖x‖2

für ein geeignetes c > 0. Da Q zudem positiv definit ist, ist das System nach Lemma 3.10
exponentiell stabil mit Lyapunov Funktion W (x).

Wenn die optimale Wertefunktion also von der Form (5.6) ist, so erhalten wir eine beson-
ders schöne Lösung: Nicht nur lassen sich die optimalen Kontrollen u∗ explizit berechnen,
sie liegen darüberhinaus auch in linearer Feedback-Form vor und liefern als (natürlich
gewünschtes) Nebenprodukt ein stabilisierendes Feedback.

Wie müssen also untersuchen, wann V die Form (5.6) annehmen kann. Das nächste Lemma
gibt eine hinreichende Bedingung dafür an, dass die optimale Wertefunktion diese Form
besitzt. Zudem liefert es eine Möglichkeit, Q zu berechnen.

Lemma 5.10 Wenn die Matrix Q ∈ Rn×n eine symmetrische und positiv definite Lösung
der algebraischen Riccati-Gleichung2

QA + AT Q + M − (QB + R)N−1(BT Q + RT ) = 0 (5.7)

ist, so ist die optimale Wertefunktion des Problems gegeben durch V (x) = xT Qx.

Insbesondere existiert höchstens eine symmetrische und positiv definite Lösung Q von (5.7).

2benannt nach Jacopo Francesco Riccati, italienischer Mathematiker, 1676–1754
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Beweis: Wir zeigen zunächst, dass die Funktion W (x) = xT Qx die Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung (5.3) löst.

Im Beweis von Lemma 5.9 wurde bereits die Identität

min
u∈U

{DW (x) · f(x, u) + g(x, u)} = DW (x) · f(x, Fx) + g(x, Fx)

für die Matrix F = −N−1(BT Q + RT ) gezeigt. Mit

F T BT Q + F T NF + F T RT

= −(R + QB)N−1BT Q + (R + QB)N−1NN−1(BT Q + RT )− (R + QB)N−1RT = 0

ergibt sich

DW (x) · f(x, Fx) + g(x, Fx)
= xT (Q(A + BF ) + (A + BF )T Q + M + RF + F T RT + F T NF )x
= xT (QA + AT Q + M + (QB + R)F + F T BT Q + F T NF + F T RT︸ ︷︷ ︸

=0

)x

= xT (QA + AT Q + M + (QB + R)F )x
= xT (QA + AT Q + M − (QB + R)N−1(BT Q + RT ))x.

Wenn die algebraische Riccati-Gleichung (5.7) erfüllt ist, so ist dieser Ausdruck gleich Null,
womit die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung erfüllt ist.

Um V (x) = W (x) zu zeigen weisen wir nun nach, dass die Voraussetzungen von Satz 5.6
erfüllt sind. Aus der positiven Definitheit von Q folgt W (x) ≥ 0 und W (0) = 0. Wie oben
gezeigt erfüllt W (x) = xT Qx die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung, zudem wurde die in
Lemma 5.9 mittels des Feedbacks F angegebene optimale Kontrolle u∗ im Beweis gerade
so konstruiert, dass sie die in Satz 5.6 and u∗ geforderten Bedingungen erfüllt. Also folgt
die Behauptung V (x) = W (x) aus Satz 5.6.

Die Eindeutigkeit der symmetrischen und positiv definiten Lösung Q folgt aus der Tatsache,
dass jede solche Lösung die Gleichung V (x) = xT Qx für alle x ∈ Rn erfüllt, wodurch Q
eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung 5.11 Beachte, dass die Eindeutigkeitsaussage dieses Lemmas nur für die
symmetrischen und positiv definiten Lösungen gilt. Die algebraische Riccati-Gleichung
(5.7) kann durchaus mehrere Lösungen Q haben, von denen dann aber höchstens eine
positiv definit sein kann.

Die Lemmata 5.9 und 5.10 legen die folgende Strategie zur Lösung des linear-quadratischen
Problems nahe:

Finde eine positiv definite Lösung Q der algebraischen Riccati-Gleichung (5.7)
und berechne daraus das optimale lineare Feedback F gemäß Lemma 5.9.
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Dies liefert ein optimales lineares Feedback, das nach Lemma 5.9 zugleich das Stabilisie-
rungsproblem löst.

Die wichtige Frage ist nun, unter welchen Voraussetzungen man die Existenz einer po-
sitiv definiten Lösung der algebraischen Riccati-Gleichung erwarten kann. Der folgende
Satz zeigt, dass dieses Vorgehen unter der schwächsten denkbaren Bedingung an A und B
funktioniert.

Satz 5.12 Für das linear-quadratische optimale Steuerungsproblem sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) Das Paar (A,B) ist stabilisierbar.

(ii) Die algebraische Riccati-Gleichung (5.7) besitzt genau eine symmetrische und positiv
definite Lösung Q.

(iii) Die optimale Wertefunktion ist von der Form (5.6).

(iv) Es existiert ein optimales lineares Feedback, welches das Kontrollsystem stabilisiert.

Beweis: “(i) ⇒ (ii)”: Betrachte die Riccati-Differentialgleichung

Q̇(t) = Q(t)A + AT Q(t) + M − (Q(t)B + R)N−1(BT Q(t) + RT )

mit Matrix-wertiger Lösung Q(t), die die Anfangsbedingung Q(0) = 0 erfüllt. Aus der
Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen folgt, dass die Lösung Q(t) zumindest
für t aus einem Intervall der Form [0, t∗) existiert, wobei t∗ maximal gewählt sei. Durch
Nachrechnen sieht man, dass auch Q(t)T eine Lösung ist, die ebenfalls Q(0)T = 0 erfüllt.
Wegen der Eindeutigkeit muss also Q(t) = Q(t)T sein, d.h. die Lösung ist symmetrisch.

Wir wollen zunächst zeigen, dass diese Lösung für alle t ≥ 0 existiert, dass also t∗ = ∞
gilt. Wir nehmen dazu an, dass t∗ < ∞ ist.

Mit analogen Rechnungen wie im Beweis von Lemma 5.9 rechnet man nach, dass die
Funktion P (t, t1, x) := xT Q(t1 − t)x für alle t1 − t ∈ [0, t∗) und alle u ∈ U die Ungleichung

d

dt
P (t, t1, x) +

d

dx
P (t, t1, x) · f(x, u) + g(x, u) ≥ 0 (5.8)

erfüllt. Für jede Lösung x(t, x0, u) des Kontrollsystems mit beliebigem u ∈ U folgt daraus

d

dt
P (t, t1, x(t, x0, u)) =

d

dt
P (t, t1, x) +

d

dx
P (t, t1, x) · f(x, u) ≥ −g(x, u).

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unter Ausnutzung von P (t1, t1, x) = 0
liefert nun

P (0, t1, x0) = −
∫ t1

0

d

dt
P (t, t1, x)dt ≤

∫ t1

0
g(x(t, x0, u), u(t))dt (5.9)
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für t1 ∈ [0, t∗). Ebenfalls analog zu Lemma 5.9 rechnet man nach, dass für u = u∗ =
−N−1(BT Q(t)+RT )x definierte Kontrollfunktion Gleichheit in (5.8) gilt, woraus mit ana-
loger Rechnung für die durch u∗(t) = −N−1(BT Q(t) + RT )x(t, x0, u

∗) definierte Kontroll-
funktion die Gleichung

P (0, t1, x0) =
∫ t1

0
g(x(t, x0, u

∗), u∗(t))dt (5.10)

gilt. Da G positiv definit und die Lösungen x(t, x0, u
∗) stetig sind, ist P (0, t1, x0) > 0 für

x0 6= 0, weswegen Q(t1) positiv definit ist. Mit der speziellen Wahl u ≡ 0 folgt aus (5.9),
dass P (0, t1, x0) = xT Q(t1)x gleichmäßig beschränkt ist für alle t1 ∈ [0, t∗). Wegen der
Symmetrie gilt für die Einträge von Q(t) die Gleichung

[Q(t)]ij = eT
i Q(t)ej =

1
2
((ei + ej)T Q(t)(ei + ej)− eT

i Q(t)ei − eT
j Q(t)ej), (5.11)

weswegen also auch diese für t ∈ [0, t∗) gleichmäßig beschränkt sind. Nun weist man nach
(für Details siehe z.B. das Buch von Aulbach [1], Beweis von Satz 2.5.1), dass wegen der
Beschränkheit ein δ > 0 existiert, so dass die Lösung der Riccati-DGL für jede Anfangsbe-
dingung der Form (t, Q(t)), t ∈ [0, t∗) auf dem Intervall (t− δ, t+ δ) existiert und eindeutig
ist. Für t hinreichend nahe an t∗ ist t + δ > t∗, woraus folgt, dass die Lösung auf dem
Intervall [0, t+ δ) existiert, welches echt größer als das Interval [0, t∗) ist. Dies widerspricht
der Maximalität von t∗ und daher der Annahme t∗ < ∞.

Die Lösung Q(t) ist also eine für alle t ≥ 0 definierte symmetrische und positiv defini-
te matrixwertige Funktion. Zudem folgt aus (5.10) für alle s ≥ t und alle x ∈ Rn die
Ungleichung

xT Q(s)x ≥ xT Q(t)x.

Wir zeigen nun, dass Q∞ := limt→∞Q(t) existiert. Dazu wählen wir ein stabilisierendes
Feedback F für das Paar (A,B) und setzen uF (t) = Fx(t, x0, F ). Damit erhalten wir aus
(5.9) und der Abschätzung

g(x, Fx) ≤ K‖x‖2

die Ungleichung

P (0, t1, x0) ≤
∫ t1

0
g(x(τ, x0, F ), uF (τ))dτ

≤
∫ t1

0
K(Ce−σt‖x0‖)2dt

≤
∫ ∞

0
KC2e−2σtdt︸ ︷︷ ︸

=KC2

2σ
=:D<∞

‖x0‖2 ≤ D‖x0‖2.

Daraus folgt xT Q(t)x ≤ D‖x‖2 für alle t ≥ 0, womit xT Q(t)x für jedes feste x ∈ Rn

beschränkt und monoton ist und damit für t →∞ konvergiert. Mit ej bezeichnen wir den
j-tem Basisvektor. Definieren wir

lij = lim
t→∞

(ei + ej)T Q(t)(ei + ej) und lj = lim
t→∞

eT
j Q(t)ej .
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so folgt aus (5.11)

lim
t→∞

[Q(t)]ij =
1
2
(lij − li − lj).

Dies zeigt, dass der Limes Q∞ := limt→∞Q(t) existiert. Diese Matrix ist symmetrisch und
wegen

xT Q∞x ≥ xT Q(t)x > 0 für alle x 6= 0 und beliebiges t > 0

positiv definit.

Wir zeigen schließlich, dass Q∞ die algebraische Riccati-Gleichung löst. Aus der qualita-
tiven Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass aus Q(t) → Q∞
folgt, dass Q∞ ein Gleichgewicht der Riccati-DGL sein muss.3 Daraus folgt sofort, dass
Q∞ die algebraische Riccati-Gleichung erfüllt, was die Existenz einer symmetrischen und
positiv definiten Lösung zeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 5.10.

“(ii) ⇒ (iii)”: Folgt aus Lemma 5.10

“(iii) ⇒ (iv)”: Folgt aus Lemma 5.9.

“(iv) ⇒ (i)”: Da ein stabilisierendes Feedback existiert, ist das Paar (A,B) stabilisier-
bar.

Bemerkung 5.13 Die im Beweis von “(i)⇒(ii)” verwendete Hilfsfunktion P (t0, t1) ist
tatsächlich die optimale Wertefunktion des optimalen Steuerungsproblems

Minimiere J(t0, t1, x0, u) :=
∫ t1

t0

g(x(t, t0, x0, u), u(t))dt

auf endlichem Zeithorizont [t0, t1], wobei x(t, t0, x0, u) die Lösung des Kontrollsystems mit
Anfangszeit t0 und Anfangswert x0, also x(t0, t0, x0, u) = x0, bezeichnet.

Diese Beobachtung lässt sich sogar noch verallgemeinern, was wir (ohne Beweise) kurz
skizzieren:

Für das linear quadratische Problem auf endlichem Zeithorizont mit Endkosten l(x) =
xT Lx für eine positiv definite Matrix L ∈ Rn × n, also

Minimiere J(t0, t1, x0, u) :=
∫ t1

t0

g(x(t, t0, x0, u), u(t))dt + l(x(t, t1, x0, u))

ergibt sich die optimale Wertefunktion als

P (t0, t1) = xT Q(t1 − t0)x,

wobei Q(·) wie im obigen Beweis die Lösung der Riccati-Differentialgleichung ist, nun aber
mit Anfangsbedingung Q(0) = L.

Das optimale Feedback ist dann analog zum unendlichen Horizont gegeben durch

F (t) = −N−1(BT Q(t1 − t) + RT ),

hängt aber nun von der Zeit t ab. Das auf [t0, t1] optimal geregelte System lautet also

ẋ(t) = (A + BF (t))x(t).

Beachte, dass F (t) für t1 →∞ gegen F aus Lemma 5.9 konvergiert.
3siehe z.B. Satz 2.2 im Skript “Modellierung mit Differentialgleichungen”, www.uni-bayreuth.de/

departments/math/∼lgruene/modellierung05/
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5.3 Linear-quadratische Ausgangsregelung

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt stets vorausgesetzt, dass die Matrix G in der
Definition von g(x, u) positiv definit ist. In den Übungsaufgaben haben wir gesehen, dass
das LQ-Problem i.A. nicht nullkontrollierend ist und dass auch das Lösungsverfahren i.A.
nicht funktioniert, wenn diese Bedingung verletzt ist.

Es gibt aber trotzdem Gründe, diese Bedingung abzuschwächen. Betrachten wir wie in
Kapitel 4 ein Kontrollsystem mit Ausgang (4.1), also

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t),

so ist es sinnvoll, das Optimierungskriterium nur von y und nicht von x abhängig zu
machen, d.h. eine Kostenfunktion der Form g̃(y, u) zu betrachten. Formal wählt man dazu
die Teilmatrizen M und R von G von der Form

M = CT M̃C, R = CT R̃

für positiv definite Matrizen M̃ und R̃ passender Dimension. Dann gilt

g(x, u) = (xT uT )
(

M R
RT N

)(
x
u

)
= (xT uT )

(
CT M̃C CT R̃

R̃T C N

)(
x
u

)

= (yT uT )

(
M̃ R̃

R̃T N

)(
y
u

)
=: g̃(y, u). (5.12)

Die Matrix G ist nun nicht mehr positiv definit. Trotzdem lassen sich die Resultate aus
dem vorhergehenden Abschnitt auf dieses neue G übertragen. Dazu muss man betrachten,
wo und wie die positive Definitheit in den Beweisen eingeht:

(i) In Lemma 5.8 wird die positive Definitheit von G ausgenutzt, um zu zeigen, dass das
Problem nullkontrollierend ist.

(ii) In Lemma 5.9 wird die positive Definitheit der Teilmatrix N implizit ausgenutzt, da
die Inverse N−1 verwendet wird.

(iii) Im Beweis von Teil “(i)⇒(ii)” von Satz 5.12 wird die positive Definitheit von G
verwendet um zu zeigen, dass Q(t) positiv definit ist.

Punkt (ii) ist hierbei unproblematisch, denn N ist weiterhin positiv definit. Punkt (i) und
(iii) klären wir im Folgenden. Wesentlich dafür ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 5.14 Das Paar (A,C) sei beobachtbar. Dann existiert für jedes t1 > 0 ein c > 0,
so dass für g aus (5.12) die Abschätzung

J(0, t1, x0, u) =
∫ t1

0
g(x(t;x0, u), u(t))dt ≥ c‖x0‖2

für alle x0 ∈ Rn und alle u ∈ U gilt.
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Beweis: Aus der allgemeinen Lösungsformel

x(t;x0, u) = eAtx0 +
∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds = x(t;x0, 0) + x(t; 0, u)

folgt für alle α > 0 die Gleichung

x(t;αx0, αu) = αx(t;x0, u).

Daraus folgt für x0 6= 0 und α = ‖x0‖

J(0, t1, x0, u) = α2J(0, t1, x0/α, u/α) = ‖x0‖2J(0, t1, x0/‖x0‖, u/‖x0‖).

Um die Behauptung zu zeigen reicht es also aus, die Existenz von c > 0 mit

J(0, t1, x0, u) ≥ c für alle x0 ∈ Rn mit ‖x0‖ = 1 und alle u ∈ U (5.13)

zu zeigen.

Um (5.13) zu zeigen, betrachten wir zunächst

J(0, t1, x0, 0) =
∫ t1

0
x(t;x0, 0)T Mx(t;x0, 0)dt =

∫ t1

0
y(t)T M̃y(t)dt.

Da (A,C) beobachtbar ist, gilt für x0 6= 0 nach Lemma 4.5 y(τ) 6= 0 für ein τ ∈ [0, t1].
Da y(t) stetig ist, folgt y(t) 6= 0 auf einem Intervall um τ , woraus wegen der positiven
Definitheit von M̃ die Ungleichung J(0, t1, x0, 0) > 0 folgt. Da J(0, t1, x0, 0) stetig in x0 ist,
existiert auf der kompakten Menge {x0 ∈ Rn | ‖x0‖ = 1} das Minimum c0 > 0, weswegen

J(0, t1, x0, 0) ≥ c0 (5.14)

für alle x0 ∈ Rn mit ‖x0‖ = 1 gilt.

Zur Abschätzung von J(0, t1, x0, u) wählen wir nun ein beliebiges x0 ∈ Rn mit ‖x0‖ = 1
sowie ein ε > 0. Für Kontrollen u mit∫ t1

0
u(t)T Nu(t)dt > ε (5.15)

folgt dann sofort
J(0, t1, x0, u) > ε > 0. (5.16)

Es bleibt also die Ungleichung zu zeigen für die Kontrollen u ∈ U mit∫ t1

0
u(t)T Nu(t)dt ≤ ε. (5.17)

Da N positiv definit ist, folgt

‖u(t)‖2 ≤ c1u(t)T Nu(t)

für ein c1 > 0 und damit ∫ t1

0
‖u(t)‖2dt ≤ c1ε.
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Zudem gilt

‖u(t)‖ ≤


√

ε, ‖u(t)‖2 ≤ ε

‖u(t)‖2/
√

ε, ‖u(t)‖2 > ε.

Damit folgt∫ t1

0
‖u(t)‖dt ≤

∫ t1

0
max{

√
ε, ‖u(t)‖2/

√
ε}dt ≤

∫ t1

0

√
ε + ‖u(t)‖2/

√
εdt = (c1 + t1)

√
ε.

Aus der allgemeinen Lösungsformel folgt damit die Existenz einer Konstanten c2 > 0, so
dass

‖x(t; 0, u)‖ ≤ c2

√
ε (5.18)

für alle t ∈ [0, t1] gilt. Ebenso folgt aus der Lösungsformel

‖x(t;x0, 0)‖ ≤ c3‖x0‖ = c3 (5.19)

für eine geeignete Konstante c3 > 0 und alle t ∈ [0, t1]. Insbesondere folgt damit

‖x(t;x0, u)‖ ≤ c4 (5.20)

für c4 = c2
√

ε + c3.

Für das Funktional gilt nun

J(0, t1, x0, u) ≥
∫ t1

0
x(t;x0, u)T Mx(t;x0, u)dt + 2

∫ t1

0
x(t;x0, u)T Ru(t)dt.

Für den zweiten Summanden gilt dabei wegen (5.20) die Abschätzung

2
∫ t1

0
x(t;x0, u)T Ru(t)dt ≥ −2c4‖R‖

∫ t1

0
‖u(t)‖dt ≥ −2c4‖R‖(c1 + t1)

√
ε =: −c5

√
ε.

Aus der Abschätzung

(x1 + x2)T M(x1 + x2) = xT
1 Mx1 + xT

2 Mx2 + 2xT
1 Mx2 ≥ xT

1 Mx1 + 2xT
1 Mx2

folgt für den ersten Summanden mit x1(t) = x(t;x0, 0), x2(t) = x(t; 0, u) und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung∫ t1

0
x(t;x0, u)T Mx(t;x0, u)dt ≥

∫ t1

0
x1(t)T Mx1(t) +

∫ t1

0
2x1(t)T Mx2(t)dt

≥ c0 − 2‖R‖

√∫ t1

0
‖x1(t)‖2dt

√∫ t1

0
‖x2(t)‖2dt

≥ c0 − 2‖R‖c3

√
t1c2

2ε =: c0 − c6

√
ε.

Insgesamt ergibt sich damit mit c7 := c5 + c6

J(0, t1, x0, u) ≥ c0 − c7

√
ε.



64 KAPITEL 5. OPTIMALE STABILISIERUNG

Wählen wir nun ε = c2
0/(2c7)2 (womit c7

√
ε = c0/2 gilt), so folgt letztendlich im Fall (5.17)

J(0, t1, x0, u) ≥ c0/2.

Zusammen der Abschätzung (5.16) für den Fall (5.15) erhalten wir also

J(0, t1, x0, u) ≥ max{c0/2, c2
0/(4c7)2} =: c

und folglich (5.13).

Nun können wir die Punkte (i) und (iii) in der obigen Aufstellung klären. Als erstes betrach-
ten wir Punkt (i), d.h. wir verallgemeinern wir Lemma 5.8 auf die neue Kostenfunktion
(5.12).

Lemma 5.15 Das Paar (A,C) sei beobachtbar. Dann ist das linear quadratische Problem
mit g aus (5.12) nullkontrollierend.

Beweis: Wir beweisen
x(t;x0, u) 6→ 0 ⇒ J(x0, u) = ∞.

Gelte also x(t;x0, u) 6→ 0. Dann existiert eine Folge von Zeiten tk → ∞ und ein ε > 0, so
dass ‖x(tk;x0, u)‖ ≥ ε. O.B.d.A. gelte tk+1 − tk ≥ 1. Mit Lemma 5.14, xk = x(tk;x0, u)
und uk(·) = u(tk + ·) folgt dann∫ tk+1

tk

g(x(t;x0, u), u(t))dt =
∫ 1

0
g(x(t;xk, uk), uk(t))dt = J(0, 1, xk, uk) ≥ cε2.

Damit folgt

J(x0, u) =
∫ ∞

0
g(x(t;x0, u), u(t))dt

≥
∞∑

k=1

∫ tk+1

tk

g(x(t;x0, u), u(t))dt ≥
∞∑

k=1

ε2 = ∞.

Es bleibt Punkt (iii) nachzuweisen, also dass der Beweis “(i)⇒(ii)” von Satz 5.12 auch für
g aus (5.12) gilt. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 5.16 Das Paar (A,C) sei beobachtbar. Dann gilt Satz 5.12 auch für das linear qua-
dratische Problem mit g aus (5.12).

Beweis: Mit Lemma 5.15 an Stelle von Lemma 5.8 folgen alle Beweisteile bis auf “(i)⇒(ii)”
ganz analog zu Satz 5.12.

Im Beweis von “(i)⇒(ii)” wird die positive Definitheit von G nur an einer Stelle benutzt,
nämlich um zu zeigen dass

P (0, t1, x0) =
∫ t1

0
g(x(t, x0, u

∗), u∗(t))dt

in Gleichung (5.10) positiv ist für alle x0 6= 0. Dies folgt aber mit Lemma 5.14 und der Be-
obachtbarkeitsannahme ebenfalls für g aus (5.12). Damit lässt sich der Beweis unverändert
übernehmen und die Aussage folgt.
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Bemerkung 5.17 Die zugehörige Riccati-Gleichung lautet ausgeschrieben

QA + AT Q + CT M̃C − (QB + CT R̃)N−1(BT Q + R̃T C)

und das optimale Feedback

F = −N−1(BT Q + RT C).

Beachte, dass sowohl V (x) = xT Qx als auch Fx i.A. nicht von der Form yT Q̃y oder F̃ y sind.
Um F für ein Kontrollsystem der Form (4.1) in Abhängigkeit von y zu implementieren,
benötigen wir also nach wie vor einen Beobachter.
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Kapitel 6

Der Kalman Filter

Wir haben bereits in Kapitel 4 eine Möglichkeit gesehen, wie man aus dem gemessenen
Ausgang y(t) = Cx(t) den Zustand x(t) eines Kontrollsystems mittels eines dynamischen
Beobachters z(t) rekonstruieren kann. Allerdings stand bei den dortigen Überlegungen in
erster Linie die asymptotische Stabilität des geregelten Systems im Vordergrund und nicht
so sehr die Güte der Approximation z(t) ≈ x(t).

Mit Hilfe der im letzten Kapitel entwickelten linear quadratischen optimalen Steuerung
wollen wir nun eine Methode entwickeln, mit der eine – in einem gewissen Sinne – optimale
Zustandsschätzung z(t) ≈ x(t) erzielt werden kann.

Die Lösung dieses linear quadratischen Zustandsschätzproblems wird durch den sogenann-
ten Kalman Filter (oder auch LQ-Schätzer) geliefert. Dieser Filter findet sich heutzutage
– in der ein oder anderen Variante – in unzähligen technischen Anwendungen, vom Ra-
dargerät über den CD-Spieler bis zum Handy. Hier betrachten wir eine deterministische,
zeitkontinuierliche Variante auf unendlichem Zeithorizont, weil wir für diese Version direkt
auf den Ergebnissen des letzten Kapitels aufbauen können.

6.1 Zustandsschätzung auf unendlichem Zeithorizont

Wir betrachten zunächst das folgende, etwas anders formulierte Problem: Gegeben sei ein
Kontrollsystem mit Ausgang (4.1) mit der etwas geänderten Notation B = D und u = v,
also

ẋ(t) = Ax(t) + Dv(t), y(t) = Cx(t), (6.1)

wobei (A,C) beobachtbar sei.

Gegeben sei weiterhin eine Funktion ym : R → Rl. Ziel ist es nun, mit Hilfe der Lösungen
von (6.1) eine konstruktiv berechenbare Funktion x∗(t) zu finden, so dass y(t) = Cx∗(t)
die Funktion ym(t) gut approximiert. Die Interpretation ist, dass ym(t) = Cxm(t) gemes-
sene Ausgangswerte einer Lösung xm eines Kontrollsystems mit der gleichen Matrix A
wie in (6.1) sind, aus denen der Zustand xm(t) möglichst gut geschätzt werden soll. Diese
Anwendung werden wir im nachfolgenden Abschnitt noch genauer betrachten.
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Der Kalman-Filter, den wir in den folgenden Schritten herleiten werden, löst dieses Pro-
blem optimal im Sinne einer “indirekten” kleinsten Quadrate-Approximation, die in zwei
Schritten vorgeht:

Im ersten Schritt wählen wir symmetrische und positiv definite Matrizen M̃ und N pas-
sender Dimension und berechnen für jedes τ ≥ 0 und jeden Anfangswert x0 zur An-
fangszeit t0 = τ eine Kontrollfunktion v : (−∞, τ ] → Rn, so dass die zugehörige Lösung
xτ (t) = x(t; τ, x0, v) das Funktional

Jτ (x0, v) :=
∫ τ

−∞
(Cxτ (t)− ym(t))T M̃(Cxτ (t)− ym(t)) + v(t)T Nv(t)dt (6.2)

minimiert. Wir nehmen dabei an, dass die optimale Wertefunktion

Pτ (x0) := inf
v∈U

Jτ (x0, v)

endlich ist.

Im zweiten Schritt wählen wir dann x∗(τ) so, dass Pτ (x∗(τ)) minimal wird, d.h. dass

Pτ (x∗(τ)) = min
x0∈Rn

Pτ (x0)

gilt.

Der Ansatz mag auf den ersten Blick etwas umständlich erscheinen. Er führt aber auf eine
sehr einfach zu implementierende Lösung, die wir nun herleiten wollen.

Zunächst einmal transformieren wir die Zeit so, dass das Integral in (6.2) von 0 bis ∞ läuft,
wie dies in unserem üblichen linear-quadratischen Problem der Fall ist.

Dazu setzen wir xτ (t;x0, v) := x(τ − t;x0, v) und yτ
m(t) = ym(τ − t). Dann gilt mit der

Abkürzung xτ (t) = xτ (t;x0, v) für

J−τ (x0, v) :=
∫ ∞

0
(Cx−(t)− y−τ

m (t))T M̃(Cx(t)− y−τ
m (t)) + v(t)T Nv(t)dt (6.3)

die Gleichheit J−τ (x0, v) = Jτ (x0, v(−τ − ·)) und damit insbesondere

P−
τ (x0) := inf

v∈U
J−τ (x0, v) = Pτ (x0).

Beachte, dass xτ (t;x0, v) Lösung des Kontrollsystems

ẋτ (t) = −Axτ (t)−Dv(τ − t)

ist. Mit einer weiteren Transformation können wir (6.3) nun (fast) auf die Form unseres
linear quadratischen Ausgangsregelungsproblems gemäß Definition 5.1 mit g aus (5.12)
bringen:

Dazu erweitern wir den Zustand x ∈ Rn des Systems um eine Komponente xn+1(t) ≡ const,
also ẋn+1(t) ≡ 0. Dies erreichen wir durch die Wahl

x̄ :=
(

x
xn+1

)
, A :=

(
−A 0
0 0

)
und D :=

(
−D
0

)
.
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Definieren wir nun

M τ (t) :=

(
CT M̃C −CT M̃yτ

m(t)
−yτ

m(t)T M̃C yτ
m(t)T M̃y−τ

m (t)

)

und g(t, x̄, v) := x̄T M τ (t)x̄ + vT Nv so folgt für x̄T = (xT , 1)

g(t, x̄, v) = (Cx− y−τ
m (t))T M̃(Cx− y−τ

m (t)) + v(t)T Nv(t)dt.

Folglich gilt für x̄T
0 = (xT

0 , 1)

J−τ (x0, v) =
∫ ∞

0
g(t, x̄(t;x0, v), v(t))dt =: Jτ (x̄0, v).

Mit P τ bezeichnen wir wie üblich die optimale Wertefunktion. Dieses Problem ist von der
üblichen LQ-Form mit Ausnahme der Tatsache, dass g nun explizit von der Zeit abhängt.
Tatsächlich sind aber die im Beweis von Satz 5.12 verwendeten Gleichungen weiterhin
gültig, wenn wir die Zeit in M(t) passend berücksichtigen. Genauer gilt (was wir hier aus
Zeitgründen nicht beweisen):

Betrachte für t ∈ [0, σ] die Lösung der Riccati-Differentialgleichung

Q̇τ,σ(t) = Qτ,σ(t)A + A
T
Qτ (t) + M τ (σ − t)−Qτ,σ(t)DN−1D

T
Qτ,σ(t) (6.4)

mit Anfangsbedingung Qτ,σ(0) = 0. Dann gilt die Konvergenz

Pτ (x̄) := lim
σ→∞

x̄T Qτ,σ(σ)x̄.

Nun zerlegen wir Qτ,σ(t) passend zur Definition von A: Schreiben wir

Qτ,σ(t) =
(

Qτ,σ(t) qτ,σ(t)
qτ,σ(t)T ατ,σ(t)

)
,

so folgt aus der Form der Matrizen A und D, dass Qτ,σ(t) die Gleichung

Q̇τ,σ(t) = −Qτ,σ(t)A−AT Qτ,σ(t) + CT M̃C −Qτ,σ(t)DN−1DT Qτ,σ(t)

erfüllt. Dies ist aber genau die Riccati-Differentialgleichung aus dem Beweis von Satz 5.12.
Zudem sind alle Daten und damit auch Qτ,σ(t) = Q(t) unabhängig von τ und σ. Es folgt
also

lim
σ→∞

Q(σ) = Q,

wobei Q die algebraische Riccati-Gleichung

−QA−AT Q + CT M̃C −QDN−1DT Q = 0 (6.5)

löst.

Damit erhalten wir mit x̄T
0 = (xT

0 , 1) und qτ = limσ→∞ qτ,σ(σ), ατ = limσ→∞ ατ,σ(σ)

Pτ (x0) = P τ (x̄0) = lim
σ→∞

x̄T
0 Qτ,σ(σ)x̄0 = xT

0 Qx0 + 2xT
0 qτ + ατ .
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Der im zweiten Schritt des Ansatzes gesuchte Wert x∗(τ) ergibt sich damit (durch Ableiten
des Ausdrucks und Umstellen nach x0) zu

x∗(τ) = −Q−1qτ = −Sqτ .

für S := Q−1. Durch Multiplikation von (6.5) mit S von links und rechts sowie mit −1
folgt, dass S die sogenannte duale Riccati-Gleichung

AS + SAT − SCT M̃CS + DN−1DT = 0 (6.6)

löst.

Es bleibt qτ zu berechnen. Aus der Riccati-Differentialgleichung (6.4) folgt für qτ,σ(t) die
Differentialgleichung

q̇τ,σ(t) = −AT qτ,σ(t)−Q(t)DN−1DT qτ,σ(t)− CT M̃ym(τ − σ + t)

mit Anfangsbedingung qτ,σ(0) = 0. Hieraus folgt

q̇τ+s,σ+s(t) = q̇τ,σ(t)

und da diese beiden Lösungen für t = 0 übereinstimmen, folgt

qτ+s,σ+s(t) = qτ,σ(t).

Damit folgt

d

ds

∣∣∣∣
s=0

qτ+s,σ+s(σ + s) = q̇τ,σ(σ)

= −AT qτ,σ(σ)−Q(σ)DN−1DT qτ,σ(σ)− CT M̃ym(τ)

und folglich mit σ →∞
d

dτ
qτ = −AT qτ −QDN−1DT qτ − CT M̃ym(τ).

Damit erhalten wir schließlich mit (6.6)

ẋ∗(τ) = −S
d

dτ
qτ

= SAT qτ + DN−1DT qτ + SCT M̃ym(τ)

= −SAT S−1x∗(τ)−DN−1DT S−1x∗(τ) + SCT M̃ym(τ)

= (−SAT −DN−1DT )S−1x∗(τ) + SCT M̃ym(τ)

= (AS − SCT M̃CS)S−1x∗(τ) + SCT M̃ym(τ)

= Ax∗(τ)− SCT M̃(Cx∗(τ)− ym(τ))
= Ax∗(τ) + L(Cx∗(τ)− ym(τ))

mit L = −SCT M̃ .

Diese Differentialgleichung ist der sogenannte Kalman-Filter. Seine Anwendung ist wie
folgt: Ist x∗(t) bekannt, so kann x∗(s), s > t, durch Lösen der Differentialgleichung auf
dem Intervall [t, s] (analytisch oder numerisch) aus den Daten ym|[t,s] berechnet werden.
Der Kalman-Filter eignet sich also zur rekursiven Online-Implementierung.

Zwei Eigenschaften des Kalman-Filters wollen wir hier noch explizit festhalten:
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(i) Die Matrix L hängt nicht von ym ab. Um L zu berechnen, muss lediglich eine der
beiden Riccati-Gleichungen (6.5) oder (6.6) gelöst werden.

(ii) Die Matrix A + LC ist asymptotisch stabil. Die Matrix LT ist nämlich das LQ-
optimale Feedback des zur dualen Riccati-Gleichung (6.6) gehörigen dualen optimalen
Steuerungsproblems ist. Daher ist AT + CT LT asymptotisch stabil und folglich auch
A+LC = (AT +CT LT )T , weil diese beiden Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen.

6.2 Der Kalman-Filter als Beobachter

Wir wollen den Kalman-Filter nun für das in der Einführung dieses Kapitels skizzierte
Beobachterproblem anwenden.

Gegeben sei dazu ein Kontrollsystem mit Ausgang (4.1), also

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t),

mit beobachtbarem Paar (A,C). Gegeben seien weiterhin ein unbekannter Anfangswert x0

sowie eine bekannte Kontrollfunktion u(t), t ≥ 0, die zugehörigen Ausgangswerte y(t) =
Cx(t;x0, u), t ≥ 0, sowie eine Schätzung z0 des Anfangswerts x0. Gesucht ist nun eine
Kurve z(t), t ≥ 0, mit z(0) = z0, für die der Schätzfehler z(t) ≈ x(t) in einem geeigneten
Sinne möglichst gut wird und so, dass z(t) nur von y|[0,t] abhängt (also aus den zur Zeit t
bekannten Daten berechenbar ist).

Zur Lösung des Problems machen wir den Ansatz

ż(t) = Az(t) + Bu(t) + v(t), (6.7)

wobei v : R → Rn so bestimmt werden soll, dass z(t) eine möglichst gute Schätzung ist.
Um den Term Bu(t) aus der Gleichung zu eleminieren, definieren wir den Schätzfehler
e(t) := z(t)− x(t). Dieser erfüllt die Gleichung

ė(t) = Ae(t) + v(t), (6.8)

d.h. wir haben hier ein Kontrollsystem (6.1) mit D = Id und x = e. Die Größe ym für e
muss nun, damit die Probleme für z und e äquivalent sind, die Gleichung

Ce(t)− ym(t) = Cz(t)− y(t) ⇔ ym(t) = y(t) + Ce(t)− Cz(t) (6.9)

erfüllen, woraus ym(t) = Cx(t) + Ce(t)− Cz(t) = 0 folgt.

Berechnen wir nun gemäß dem vorhergehenden Abschnitt das Feedback L für den Kalman-
Filter für (6.8), so ergibt sich die Filtergleichung wegen ym ≡ 0 zu

ė∗(t) = (A + LC)e∗(t).

Dies ist äquivalent zu

ż(t) = Az(t) + Bu(t) + L(Cz(t)− y(t)) (6.10)
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und liefert damit eine online implementierbare Beobachtergleichung (beachte die struktu-
relle Ähnlichkeit zum dynamischen Beobachter in Kapitel 4) zur Berechnung von z(t), die
nur noch (analytisch oder numerisch) gelöst werden muss.

Nachdem wir hier keine Messwerte y(t) für t < 0 gegeben haben, können wir den optimalen
Startwert e∗(0) hier nicht wie im vorhergehenden Abschnitt berechnen. Aber selbst wenn
wir es könnten, würde uns dies nichts nützen, denn für (6.10) müssten wir dann ja z(0) =
e∗(0) + x0 verwenden — der Wert x0 ist aber unbekannt. Es liegt also nahe, in (6.10)
den Schätzwert z0 ≈ x0 als Anfangswert zu verwenden. Weil A − LC asymptotisch stabil
ist, konvergiert der Schätzfehler e∗(t) für t → ∞ gegen 0, d.h. die Approximation z(t) ≈
x(t) wird mit wachsendem t immer besser. Da unserem Ansatz aber ein LQ-optimales
Steuerungsproblem zu Grunde liegt, kann man erwarten, dass die Schätzung z(t) ausgehend
von z(0) = z0 in einem gewissen Sinne optimal ist.

Um zu sehen, welcher Art diese Optimalität ist, setzen wir y(t) für t < 0 so fort, dass sich
e∗(0) = z0 − x0 und damit z(0) = z0 als Lösung des Kalman-Filters ergibt. Dies ist gerade
dann der Fall, wenn wir y(t) mittels

y(t) =
{

Cx(t; z0, 0), t < 0
Cx(t;x0, u), t ≥ 0

(6.11)

aus der Vorwärtslösung von (4.1) für x0 und u und der Rückwärtslösung für z0 und u ≡ 0
zusammensetzen: Für v ≡ 0 gilt dann nämlich wegen der linken Gleichung in (6.9) und der
Tatsache, dass (4.1) und (6.7) für u = v = 0 übereinstimmen

Ce(t; z0 − x0, 0)− ym = Cz(t; z0, 0, 0)− y(t) = Cx(t; z0, 0)− y(t) = 0

für alle t < 0. Damit gilt J0(z0 − x0, 0) = 0 für das Optimalitätskriterium (6.2), folglich
auch P0(z0 − x0) = 0 und wir erhalten e∗(0) = z0 − x0.

Der aus dem Anfangswert z0 berechnete Approximationswert z(t) ist also gerade der End-
wert derjenigen Lösung von (6.7), welche die zusammengesetzte Kurve (6.11) im Sinne von
(6.2) am Besten approximiert.

Der große Vorteil des Kalman-Filters ist es, dass er auch bei ungenauen Daten ỹ(t) ≈ y(t)
gute Approximtionen liefert. Dies kann mit stochastischen Methoden mathematisch rigoros
formuliert und bewiesen werden.
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