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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Sommer-
semester 2008 an der Universitit Bayreuth gehalten habe. Es ist die dritte Auflage eines
Skriptes, das zuerst im Sommersemester 2003 erstellt wurde. Ich mdchte mich an dieser Stel-
le bei all den StudentInnen bedanken, die mit zum Teil sehr ausfithrlichen Fehlerkorrektu-
ren zur Verbesserung dieser dritten Auflage beigetragen haben. Neben der Verbesserungen
von Fehlern wurde gegeniiber der zweiten Auflage ein Abschnitt iiber Randwertprobleme
erganzt und der Beweis und die Diskussion von Satz 2.4 ausfiihrlicher formuliert.

Uber das Hauptthema der Vorlesung — die Numerik fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen — hinaus geben zwei einfithrende Kapitel {iber stochastische gewohnliche Differenti-
algleichungen und die Finite Elemente Methode fiir partielle Differentialgleichungen erste
Einblicke in weitere Themen.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis verschiedener Lehrbiicher und Mo-
nographien erstellt. Im Hauptabschnitt iiber gewohnliche Differentialgleichungen wurde
insbesondere das Buch von Deuflhard und Bornemann [2] verwendet, allerdings wurden
sowohl in Aufbau und Notation als auch bei einer Reihe von Beweisen Anderungen vor-
genommen. Der Abschnitt iiber stochastische Differentialgleichungen wurde auf Basis der
Biicher von Kloeden und Platen [4] sowie Kloeden, Platen und Schurz [5] erstellt und im
Abschnitt tiber die Warmeleitungsgleichung wurden einige Passagen aus Stoffel [6] benutzt.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehorigen Ubungs-
aufgaben finden sich im WWW unter dem Link “Lehrveranstaltungen” auf der Seite
http://www.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/.

Bayreuth, August 2008 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Ubersicht

In dieser Vorlesung werden wir uns mit numerischen Methoden zur Lésung von Differen-
tialgleichungen beschéftigen. Dieses Teilgebiet der numerischen Mathematik ist so grof3,
dass wir uns nur mit einer Auswahl von Themen befassen kénnen; speziell werden wir drei
Bereiche behandeln:

Besonders ausfiihrlich werden wir uns mit Anfangswertproblemen gewohnlicher Differenti-
algleichungen beschiftigen. Dies hat mehrere Griinde: Gewdhnliche Differentialgleichungen
gehoren seit Jahrhunderten zum Standardwerkzeug der mathematischen Modellierung und
ihre numerische Behandlung ist ein Gebiet, das zum Basiswissen eines Mathematikstudi-
ums gehodren sollte. Die Theorie der numerischen Verfahren ist dabei so ausgereift, dass
sie eine umfassende und geschlossene Darstellung ermdoglicht. Zudem koénnen an diesem
Gebiet grundlegende Prinzipien der numerischen Behandlung von Differentialgleichungen
erkldrt und eingeiibt werden, die sich auch bei anderen Typen von Gleichungen wieder
finden. Wir werden hier die gebrauchlichsten Verfahren (Einschrittverfahren, Mehrschritt-
verfahren, Extrapolationsverfahren, Schrittweitensteuerung. . .) betrachten und auch einen
ersten Einblick in das Gebiet der numerischen Dynamik geben, das im kommenden Win-
tersemester Thema einer eigenen Vorlesung sein wird.

Als weitere Bereiche werden wir numerische Verfahren fiir stochastische (gewohnliche) Dif-
ferentialgleichungen und fiir partielle Differentialgleichungen betrachten. Erstere bilden eine
Erweiterung der im ersten Teil ausfiihrlich behandelten gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen, die in vielen Anwendungen — z.B. in der Finanzmathematik — wichtig sind. Dement-
sprechend sind auch die Verfahren denen aus dem ersten Teil &hnlich; es gibt allerdings
einige fundamentale Unterschiede, auf die wir speziell eingehen werden. Partielle Differen-
tialgleichungen spielen in praktisch allen Anwendungsgebieten der Mathematik eine Rolle
und ihre Numerik ist seit mehr als drei Jahrzehnten ein aktuelles Forschungsthema. Beide
Themen werden wir nur anreiflen konnen, ohne tief in die Details einzusteigen; in erster Li-
nie sollen diese Kapitel Grundkenntnisse vermitteln und als Einfithrungen in weiterfithrende
Seminare und Spezialvorlesungen dienen.
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Kapitel 2

GewosOhnliche
Differentialgleichungen

Im Rahmen unserer numerischen Betrachtungen werden wir die benotigten theoretischen
Resultate dort einfithren, wo wir sie verwenden. Bevor wir mit der Numerik beginnen
konnen, benttigen wir aber zumindest ein theoretisches Grundgeriist mit einigen Basisdefi-
nitionen und Resultaten zu den gewohnlichen Differentialgleichungen, das der nun folgende
Abschnitt bereit stellt.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Gleichungen definieren, mit denen wir
uns im ersten Teil dieser Vorlesung beschéftigen wollen und einige ihrer Eigenschaften be-
trachten. Zudem werden wir zwei verschiedene grafische Darstellungsmoglichkeiten fiir die
Losungen kennen lernen. Fiir weitergehende Informationen iiber gewohnliche Differential-
gleichungen kann z.B. das einfithrende Lehrbuch [1] empfohlen werden.

2.1.1 Definition

Eine gewohnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 2.1 Ein gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

La(t) = f(t,2(1)), (21)
wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R ist.

Eine Lésung von (2.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R”, die (2.1)
erfiillt. O
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Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

e Die unabhéngige Variable ¢ werden wir {iblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéngig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

o Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).
e Die Losungsfunktion z(t) nennen wir auch Lisungskurve oder (Lisungs—)Trajektorie.

e Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also @(t) = f(x(t)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

2.1.2 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = z, also

mit z(t) € R. Betrachte die Funktion x(¢) = Ce! mit beliebigem C' € R. Dann gilt

i) = %C’et _ et = a(t).

Fiir jedes feste C 16st Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 2.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewdhnliche Differentialgleichung (2.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und zp € R" eine Losungsfunktion z(t) zu finden, die
(2.1) erfiillt und fiir die dariiberhinaus die Gleichung

z(to) = xo (2.2)

gilt. i

Notation und Sprechweisen:

o Fiir die Losung (t), die (2.1) und (2.2) erfiillt, schreiben wir (¢; to, z¢). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz x(t; z¢) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert zy € R" als Anfangs-
wert. Das Paar (tg, x¢) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (2.2) Anfangsbedingunyg.
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Bemerkung 2.3 Eine stetig differenzierbare Funktion = : I — R"™ 16st das Anfangswert-
problem (2.1), (2.2) fiir ein ¢ty € I und ein xy € R™ genau dann, wenn sie fiir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) = zp + t f(r,z(r))dr (2.3)

erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (2.1) bzgl. ¢ bzw. durch Differenzieren von
(2.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Beachte dabei, dass eine stetige Funktion z, die (2.3) erfiillt, ,automatisch® stetig diffe-
renzierbar ist, da aus der Stetigkeit von a sofort die stetige Differenzierbarkeit der rechten
Seite in (2.3) und damit wegen der Gleichhet auch fiir x selbst folgt. o

2.1.3 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Unter geeigneten Bedingungen an f kénnen wir einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz
fiir Anfangswertprobleme der Form (2.1), (2.2) erhalten.

Satz 2.4 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (2.1) fiir ein f : D — R”™ mit
D C R x R” offen. Das Vektorfeld f sei stetig, dariiberhinaus sei f Lipschitz—stetig im
zweiten Argument im folgenden Sinne: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiere eine
Konstante L > 0, so dass die Ungleichung

1f(t,z) = f(ty)ll < Lilz -y
gilt fiir alle t € R und =,y € R"” mit (¢, z), (t,y) € K.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (to,z¢) € D genau eine Losung xz(t; to, xo) des
Anfangswertproblems (2.1), (2.2). Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen
Existenzintervall Iy, ,, € R mit tg € Iy, z,-

Beweis: Teil 1: Wir zeigen zuniichst, dass es fiir jede Anfangsbedingung (¢, z¢) € D ein
abgeschlossenes Intervall J um Ty gibt, auf dem die Losung existiert und eindeutig ist.

Dazu wéhlen wir ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall I um ¢y und ein € > 0, so dass
die kompakte Umgebung U = I x B.(xg) von (to, 7o) in D liegt (dies ist moglich, da D
eine offene Menge ist). Da f stetig ist und U kompakt ist, existiert eine Konstante M, so
dass || f(t,x)|| < M fiir alle (t,z) € U gilt. Wir wéhlen nun J = [tg — J, to + ] wobei 6 > 0
so gewahlt ist, dass J C I gilt und L < 1 sowie MJ < ¢ erfiillt ist, wobei L die Lipschitz-
Konstante von f fiir K = U ist. Alle somit konstruierten Mengen sind in Abbildung 2.1
dargestellt.

Nun verwenden wir zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf J den
Banachschen Fixpunktsatz auf dem Banachraum C(J,R?) mit der Norm

[2]|oo = sup [|z(£)]-
teJ
Auf C(J,RY) definieren wir die Abbildung

T:C(J,RY) — C(J,RY), T(x)(t) := =z + /tf(T,x(T))dT.

to
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To -

to

Abbildung 2.1: Mengen im Beweis von Teil 1

Beachte, dass fiir jedes t € J und jedes = € B := C(J, B<()) die Ungleichung

t
< / 1f(r.z()| dr
to S————

<M, weil (1,x(1))eU

7)) — =\

/t: f(r,z(T))dr

< M < ¢

gilt, weswegen T' die Menge B in sich selbst abbildet.

Um den Banachschen Fixpunktsatz auf dieser Menge anzuwenden, miissen wir zeigen, dass
T : B — B eine Kontraktion ist, also dass

1T(z) = T(y)lloo < Ellz = ylleo

gilt fiir alle x,y € B und ein k < 1. Diese Eigenschaft folgt fiir £k = L§ < 1 aus

IT(2) =T(y)lloc = sup
teJ

t fra(m))dr — [ f(ry(7))dr

to

IN

mpLWuw@ﬁ»fwyhmmT

teJ

<Ll|e()~y ()| <Lllz—yloc
< supt —to|Ll|lz —yllo = L]z = yllco-
teJ

Also sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen T' einen
eindeutigen Fixpunkt x € B, also eine ,,Fixpunktfunktion“, besitzt. Da diese Fixpunktfunk-
tion x nach Konstruktion von T' die Integralgleichung (2.3) erfiillt, ist sie nach Bemerkung
2.3 eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.

Es bleibt zu zeigen, dass diese eindeutig ist, dass also kein weiterer Fixpunkt y € C(J, R%)
existiert. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt bereits, dass in B = C/(J, Bc(z0)) kein
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weiterer Fixpunkt von T liegt. Zum Beweis der Eindeutigkeit reicht es also zu zeigen,
dass auflerhalb von B kein Fixpunkt y liegen kann. Wir beweisen dies per Widerspruch:
Angenommen, es existiert eine Fixpunktfunktion y ¢ B von T, d.h. es gilt ||y(t) — zo|| > ¢
fiir ein ¢t € J, fiir das wir 0.B.d.A. t > ty annehmen. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden
ein t* € J mit [|y(t*) — xo|| = € und y(s) € B:(xo) fiir s € [to, t*]. Damit folgt

t*

)
Il

ly(t") — ol = fs,y(s))ds| < /tt 1/ (s, y(s))llds

0

to
< (t*—to)M < OM,

was wegen 0M < e ein Widerspruch ist. Daher liegt jeder mogliche Fixpunkt y € C(J,R%)
von T bereits in B, womit die Eindeutigkeit folgt.

Zusammenfassend liefert uns Teil 1 des Beweises also, dass lokal — also auf einem kleinen
Intervall J um ¢y — eine eindeutige Losung x(t) = x(¢; to, xo) existiert. Dies ist die Aussage
des Satzes von Picard-Lindeldf', der in vielen Biichern als eigenstéindiger Satz formuliert
ist.

Teil 2: Wir zeigen als néchstes die Eindeutigkeit der Losung auf beliebig groflen Intervallen
1. Seien dazu z und y zwei auf einem Intervall I definierte Losungen des Anfangswertpro-
blems. Wir beweisen z(t) = y(t) fiir alle t € I per Widerspruch und nehmen dazu an, dass
ein ¢t € I existiert, in dem die beiden Losungen nicht iibereinstimmen, also z(t) # y(t).
0.b.d.A. sei t > ty. Da beide Losungen nach Teil 1 auf J iibereinstimmen und stetig sind,
existieren to > t1 > tg, so dass

xz(t1) = y(t1) und x(t) # y(t) fir alle ¢t € (¢1,12) (2.4)

gilt. Offenbar 16sen beide Funktionen das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
(t1,7(t1)) € D. Aus Teil 1 des Beweises folgt die Eindeutigkeit der Losungen dieses Pro-
blems auf einem Intervall J um ¢, also

z(t) = y(t) fiir alle ¢ € J.

Da J als Intervall um #; einen Punkt ¢ mit ¢ < ¢ < to enthilt, widerspricht dies (2.4),
weswegen = und y fiir alle ¢ € I iibereinstimmen miissen.
Teil 3: Schlielich zeigen wir die Existenz des maximalen Existenzintervalls. Fiir J aus
Teil 1 definieren wir dazu

tT := sup{s > to | es existiert eine Losung auf J U [tg, s)}
sowie

t™ :=inf{s < to | es existiert eine Losung auf J U (s, to]}

und setzen I, o, = (t7,t1). Sowohl ¢~ als auch t* existieren, da die Mengen, iiber die das
Supremum bzw. Infimum genommen wird, nichtleer sind, da sie alle s € J enthalten. Per
Definition von ¢+ bzw. ¢~ kann es keine Losung auf einem groferen Intervall I D I 4
geben, also ist dies das maximale Existenzintervall.

0

!Charles Picard, franzosischer Mathematiker, 1856-1941
Ernst Lindeldf, finnischer Mathematiker, 1870-1946
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Am Rand des maximalen Existenzintervalls Iy, ,, = (¢7,t") hort die Losung auf zu existie-
ren. Ist das Intervall in einer Zeitrichtung beschriankt, so kann dies nur zwei verschiedene
Ursachen haben: Entweder die Losung divergiert, oder sie konvergiert gegen einen Rand-
punkt von D. Formal ausgedriickt:

Falls ¢+ < oo ist und die Losung x(t; tg, 2o) fiir t /' tT gegen ein 2+ € RY konvergiert, so
muss (tT,27) € D gelten. Analog gilt die Aussage fiir ¢ \, t~. Hierbei steht ¢t ¢ kurz
firt —tTund t <t und t \ ¢t~ firt — ¢t und t >t".

Anschaulich sind die zwei Moglichkeiten in Abbildung 2.2 dargestellt.

o

W t

0
]to,wo

[tou'vo

Abbildung 2.2: Losungsverhalten am Rand des Existenzintervalls fiir eine beschrankte
(links) und eine unbeschrénkte Definitionsmenge D (rechts)

Die Begriindung fiir dieses Verhalten ist wie folgt:

Wenn z(t; tg, zo) fiir t /' tF, gegen 2+ € RY mit (t+,2F) € D konvergiert, so existiert eine
Losung z(t; t+, 2 1) auf einem offenen Intervall I,+ 2+ um t*. Dann ist die zusammengesetzte
Losung

y(t) _ .’L‘(t;to,xo), t e Ito,ﬂﬁo
z(t;tt,ah), te Lo+ \ Tigao

stetig und erfiillt fiir alle ¢ € Iy, 4, U Ij+ 4+ die Integralgleichung (2.3), damit nach Bemer-
kung 2.3 auch das Anfangswertproblem und ist folglich eine Losung, die iiber t* hinaus
definiert ist: ein Widerspruch zur Definition von ¢7.

Im Fall D = R x R? gilt daher fiir tT < 0o bzw. t~ > —oo insbesondere, dass die Losung
x(t;to, o) fiir t /¢ bzw. t \, t~ divergieren muss, da eine Konvergenz gegen (¢, 27) ¢ D
bzw. (t~,2) ¢ D nicht moglich ist. Beachte, dass dieser Fall tatséchlich auftreten kann:
eine unbeschriankte Definitionsmenge D von f bedeutet nicht, dass auch die Lésungen auf
einem unbeschrénkten Intervall Iy, ,, = R existieren, wie das letzte der drei folgenden
Beispiele zeigt.

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die Annahmen von Satz 2.4 erfiillt sind,
auch ohne dies explizit zu erwihnen. Auch werden wir oft Mengen der Form [t1,¢2] x K
mit K C R™ betrachten, bei denen wir — ebenfalls ohne dies immer explizit zu erwihnen
— annehmen, dass alle Losungen x(¢; tg, xg) mit zg € K fir alle g, t € [t1, t2] existieren.



2.1. GRUNDLAGEN 9

Eine einfache Konsequenz aus Satz 2.4 ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der Losun-
gen, die fiir (tg,z9) € D und zwei Zeiten t1,t € R gegeben ist durch

x(t; to, xo) = x(t; t1, z(t1; to, o)), (2.5)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle hier auftretenden Losungen zu den angegebenen Zeiten
auch existieren. Zum Beweis rechnet man nach, dass der linke Ausdruck in (2.5) das An-
fangswertproblem (2.1), (2.2) zur Anfangsbedingung (¢1,x(t1;to,x0)) lost. Da der rechte
dies ebenfalls tut, miissen beide iibereinstimmen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 ist die Losungsabbildung z(t; tg, ¢) zudem stetig
in all ihren Variablen, also in £, tp und xg.

2.1.4 Grafische Darstellung der Losungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

0= (1))

mit 2(t) = (z1(¢), z2(t))T und Anfangsbedingung (0) = (1,1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(t) der Losung in Abhéngigkeit von t darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 2.3 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wihrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

(0 und x,()

Abbildung 2.3: Darstellung von x(t) mittels Graphen (z;(¢) durchgezogen, x2(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei—- und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit ty als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 2.4.
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Abbildung 2.4: Darstellung von z(t) als Kurve

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so dass
man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wieder
zuriick erhélt. Ein MATLAB M-File, das sowohl die Abbildungen 2.3 und 2.4 sowie eine
animierte Version von Abbildung 2.4 erstellt, findet sich auf der Vorlesungs-Homepage?
unter dem Namen “darstellung.m”.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Losungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhédngen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir die Anfangszeiten tg und tg + t; die Beziehung

x(t; to + tl,xo) = x(t —t1; to,xo) (26)

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der t—Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 2.4 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich.

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/numerik05/
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2.2 Allgemeine Theorie der Einschrittverfahren

In diesem Abschnitt werden wir eine wichtige Klasse von Verfahren zur Losung gewthnli-
cher Differentialgleichungen einfiihren und analysieren, die Finschrittverfahren.

2.2.1 Diskrete Approximationen

In der Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen wollen wir eine Approximation an
die Losungsfunktion x(¢;¢g, z¢) fiir t € [tp,T] berechnen (wir nehmen hier immer an, dass
die Losungen auf den angegebenen Intervallen existieren). In der folgenden Definition de-
finieren wir die Art von Approximationen, die wir betrachten wollen und einen Begriff der
Konvergenzordnung.

Definition 2.5 (i) Eine Menge 7 = {t¢,t1,...,tn} von Zeiten mit tg < t1 < ... <ty =T
heifit Gitter auf dem Intervall [to, T]. Die Werte

hi =tiv1 —t;
heiflen Schrittweiten, der Wert
h= max h;
i=0,...,N—1
heiit mazximale Schrittweite. Im Fall dquidistanter Schrittweiten hg = h1 = ... = hy_1

schreiben wir zumeist h statt h;.
(ii) Eine Funktion Z : 7 — R™ heifit Gitterfunktion.

(iii) Eine Familie von Gitterfunktionen &;, j € N, auf Gittern 7; auf dem Intervall [to, T] C
Ity 2, mit maximalen Schrittweiten h; heifit (diskrete) Approxzimation der Losung z(t; to, zo)
von (2.1), falls

max 12 (t:) — 2 (ti; to, zo)|| — O
fiir h; — 0. Eine von der Anfangsbedingung (to, zo) abhingige Familie von Gitterfunktio-
nen Z;(-;to, xo), j € N, hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge
K C D und alle T > 0 mit [tg, T| C Iy, 4, fiir alle (tp, zo) € K ein C > 0 existiert, so dass

max ”i’j(ti; to, .iL'o) — :L'(ti; t(), xo) H S C;LZ;

i€75
gilt fiir alle (to,z9) € K und alle hinreichend feinen Gitter 7; auf [to,T]. In diesem Fall
schreiben wir auch &;(t; : to, v0) = x(ti; to, z0) + O(RY). o

Bemerkung 2.6 Wir haben in der Numerik I verschiedene Methoden kennen gelernt, mit
denen man Funktionen numerisch darstellen kann, z.B. Polynom— oder Splineinterpolation.
Jede Gitterfunktion geméafl Definition 2.5 kann natiirlich mit diesen Methoden zu einer
“echten” Funktion erweitert werden. a

Ein FEinschrittverfahren ist nun gegeben durch eine numerisch auswertbare Funktion &,
mittels derer wir eine Gitterfunktion zu einem gegebenen Gitter berechnen kénnen. Formal
ist dies wie folgt definiert.
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Definition 2.7 Ein Finschrittverfahren ist gegeben durch eine stetige Abbildung
d:RxR*"xR—R",
mit der zu jedem Gitter 7 und jedem Anfangswert xg mittels
Z(to) = wo, Z(tiz1) = ®(t;,Z(t;), h;) firi =0,1,...,N -1

rekursiv eine Gitterfunktion definiert werden kann.

Wenn die so erzeugten Gitterfunktionen die Bedingung aus Definition 2.5 (iii) erfiillen, so
nennen wir das Einschrittverfahren konvergent bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p.
O

Der Name FEinschrittverfahren ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass der Wert Z(t;41)
nur aus dem direkten Vorgéngerwert Z(t;) berechnet wird. Wir werden spéter auch Mehr-
schrittverfahren kennen lernen, bei denen Z(¢;41) aus (t;—), Z(ti—k+1), - - - , T(t;) berechnet
wird.

2.2.2 Erste einfache Einschrittverfahren

Bevor wir in die Konvergenztheorie einsteigen und mathematisch untersuchen, welche Be-
dingungen & erfiillen muss, damit die erzeugte Gitterfunktion eine Approximation darstellt,
wollen wir in diesem Abschnitt zwei Einschrittverfahren heuristisch betrachten.

Die Idee der Verfahren erschlieft sich am einfachsten iiber die Integralgleichung (2.3). Die
exakte Losung erfiillt ja gerade

2(tinn) = a(ts) + /t " e ()

Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch berechen-
bar ist, wenn wir z(7) fiir 7 > ¢; nicht kennen. Die einfachste Approximation ist die
Rechteck—Regel (oder Newton—Cotes Formel mit n = 0, die wir in der Numerik I wegen
ihrer Einfachheit gar nicht betrachtet haben)

| Hraoyde & (b =00 a(6) = hef (). (2.7
Setzen wir also
O(t,z,7) =x+ hf(t, ), (2.8)

so gilt
T(tiv1) = @i, T(ti), i) = T(ti) + ha f (8, T(t:))

und wenn wir Z(¢;) ~ z(t;) annehmen, so kénnen wir fortfahren

~alt) +huf () ~at) + [ ()
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Da Z(tp) = xo = x(to) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass Z(¢;+1) eine Approximation
von z(t;41) ist. Wir werden dies im néchsten Abschnitt mathematisch prézisieren.

Das durch (2.8) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heifit Eu-
ler’sche Polygonzugmethode oder einfach Euler—Verfahren. Es hat eine einfache geometri-
sche Interpretation: In jedem Punkt Z(¢;) berechnen wir die Steigung der exakten Losung
durch diesen Punkt (das ist gerade f(¢;, Z(¢;))) und folgen der dadurch definierten Geraden
bis zum néchsten Zeitschritt. Das Prinzip ist in Abbildung 2.5 grafisch dargestellt.

X

Abbildung 2.5: Grafische Veranschaulichung des Euler—Verfahrens

Das Euler—Verfahren liefert nur eine recht grobe Approximation der Losung. Bessere Ver-
fahren kann man erhalten, wenn man statt (2.7) eine genauere Approximation verwendet.
Eine bessere Moglichkeit ist z.B.

h;

/t. - f(r,z(r))dr ~ 5 (f(tivx(ti)) + f<ti+1v$(ti) + hif(ti’$(ti)))> ' (2:9)

Dies ist nichts anderes als die Trapez—Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 1), bei
der wir den unbekannten Wert x(¢;1+1) durch die Euler-Approximation x(t;+1) =~ z(t;) +
hif(ti,z(t;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

O(t,x,h) :x—l-Z(f(t,:c)+f(t—|—h,x+hf(t,x)>>

und hei3t Heun—Verfahren. Es ist tatséchlich schon deutlich besser als das Euler—Verfahren.

Man kann sich leicht vorstellen, dass weitere bessere Verfahren sehr komplizierte Formeln
bendtigen. Wir werden deshalb spéter einen Formalismus kennen lernen, mit dem man
auch sehr komplizierte Verfahren einfach aufschreiben und implementieren kann.

Ein Grundalgorithmus zur Approximation einer Losung x(¢; to, zg) auf [tg, T] mittels eines
Einschrittverfahrens ® lédsst sich nun leicht angeben. Wir beschrénken uns hierbei zunéchst
auf Gitter mit konstanter Schrittweite, also h; = h fiir alle ¢ = 0,1,2,..., N, wobei wir N
als Parameter vorgeben.
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Algorithmus 2.8 (L8sung eines Anfangswertproblems mit Einschrittverfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (g, z¢), Endzeit T', Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —t9)/N, Tp = xo

(2) Berechne t; 11 = t; + h, Tj+1 := ®(t;, T, h) firi =0,...,N — 1.

Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in to,...,tN o

2.2.3 Konvergenztheorie

Die Grundidee der Konvergenztheorie fiir numerische Methoden fiir Differentialgleichun-
gen liegt in einem geschickten Trick, mit dem verschiedene Fehlerquellen separiert werden
konnen. Wir schreiben hier kurz z(t) = z(¢; to, z0). Um nun den Fehler

1Z(t;) — 2(t) || = [|®(ti1, T(tiz1), hi1) — x(t)]|
abzuschétzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgrofie
P(ti—1,x(ti—1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (2.5) die Abschétzung
[Z(t:) —z(@) < [ ®(ti—1, 2(ti-1), him1) — ®(tim1, 2 (ti=1), hi-1)||
+ [[@(ti—1, x(tiz1), hi—1) — x(t)||
= || ®(ti—1,Z(ti—1), hi—1) — ®(ti1, x(ti=1), hi—1)]|
+ || @(tim1, 2(tic1), hio1) — 2(tisti—1, 2i—1)||

Statt also direkt den Fehler zur Zeit ¢; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme

(a) [|P(ti—1,Z(ti—1), hi—1) — P(ti—1,2(hi—1), hi—1)||, also die Auswirkung des Fehlers bis
zur Zeit t;_1 in @

(b) [|®(ti—1,x(ti—1), hi—1) — x(ti;ti—1,xi—1)||, also den lokalen Fehler beim Schritt von
x(ti—1) nach z(t;)

Die folgende Definition gibt die bendtigten Eigenschaften an ® an, mit denen diese Fehler
abgeschétzt werden koénnen.

Definition 2.9 (i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung (oder Stabilitits-
bedingung), falls fiir jede kompakte Menge K C D des Definitionsbereiches der Differential-
gleichung ein L > 0 existiert, so dass fiir alle Paare (to, x1), (to, x2) € K und alle hinreichend
kleinen A > 0 die Abschéitzung

1®(to, 21, h) — B(to, 22, h)|| < (1 + Lh)|z1 — 2 (2.10)
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gilt.

(ii) Ein Einschrittverfahren ® heifit konsistent, falls fiir jede kompakte Menge K C D
des Definitionsbereiches der Differentialgleichung eine Funktion £(h) mit limp_ge(h) = 0
existiert, so dass fiir alle (fg,z9) € K und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung

H‘I’(to,l‘o, h) - x(to + h;to, .%'Q)H < hé‘(h) (2.11)

gilt. O.B.d.A. nehmen wir dabei an, dass £(h) monoton ist, ansonsten konnen wir ¢(h)
durch supy,cpo ) €(h) ersetzen.

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge K C D
ein £ > 0 existiert, so dass e(h) = EhP gewihlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir
auch ®(to, zo, h) = z(to + h;to, x0) + O(RPT1). o

Offenbar garantiert (2.10), dass der Fehlerterm (a) nicht zu grofl wird, wéhrend (2.11) dazu
dient, den Term (b) abzuschétzen. Der formale Beweis folgt in Satz 2.11. Bevor wir diesen
formulieren, wollen wir uns noch {iiberlegen, ob die im vorherigen Abschnitt definierten
Verfahren diese Bedingungen erfiillen.

Man rechnet leicht nach, dass das Euler— und das Heun—Verfahren die Lipschitzbedingung
erfiillen. Die Konsistenzbedingung (2.11) ist allerdings nicht so leicht nachzupriifen, da sie
mit Hilfe der (unbekannten) Losungen x(t; to, zo) formuliert ist. Das folgende Lemma stellt
eine alternative und leichter nachpriifbare Formulierung der Bedingung vor.

Lemma 2.10 Gegeben sei ein Einschrittverfahren ® der Form
(I)(ta z, h) =T+ h(p(t, z, h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R"™. Dann ist das Verfahren genau dann
konsistent, falls fiir alle (¢,x) € D die Bedingung

o(t,z,0) = f(t,x) (2.12)

gilt.

Beweis: Wir schreiben wieder kurz x(t) = x(t; to, xo). Es gilt

(I)(to, xQ, h) — ﬂj(to + h)

h
to+h
= % <(I>(t0,x0, h) —xo — /to f(T,iC(T))dT>
to+h to+h to+h
_ % (‘I)(to,xo, h) — xq — /to f(to, zo)dr + /to f(to, wo)dr — /to f(Tam(T))m')
to+h toth
= % <h90(to,xo, h) — /to f(t07330)d7-> * % </to Jlto.20) = f(77x(7—))d7—>

[ st a5 s

to

= @(to, xo, h) — f(to, z0) + 7 <
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Sei nun K C D gegeben. Die Funktion f(to + s, x(to + s;to, o)) ist stetig in s, tp und xo,
also gleichméBig stetig fiir (s, tg,zo) € [0, h] x K fiir hinreichend kleines h > 0 (so klein,
dass die Losungen x(tg + s;tg, zo)) fiir s € [0, h] existieren), da diese Menge kompakt ist.
Also existiert eine Funktion £1(h) — 0 mit

1f(r,2(7)) — f(to, z(t0))|| < e1(h)

fiir 7 =to+ s € [to, to + h] und damit

to+h
<o [ It — el < (). (213

to+h
/t f(to,x0) — f(r,x(r))dr

1
h
Wir nehmen nun an, dass (2.12) gilt. Ebenfalls wegen gleichméfBiger Stetigkeit und wegen
(2.12) existiert eine Funktion e2(h) — 0 mit

le(to, zo, h) — f(to, mo)|| < e2(h).
Damit folgt
| (0, z0, h) — x(to + h)||
h
also (2.11) mit e(h) = e1(h) + 2(h).
Gelte umgekehrt (2.11). Sei (z,t) € D gegeben und sei [t1,ts] und K so gewéhlt, dass
(x,t) € [t1,t2] x K gilt. Wiederum mit (2.13) folgt

< 82(h) +€1(h),

¢ (to, xo, h) — f(to, zo)|| < e(h) +e1(h),

also
lim [l (to, 0, h) — f (to, o) = 0

und damit (2.12) wegen der Stetigkeit von . U

Mit Hilfe der Bedingung (2.12) priift man leicht nach, dass das Euler— und das Heun—
Verfahren konsistent sind. Die Konsistenzordnung kann man aus (2.12) allerdings nicht
ableiten, da die Abschiitzung von e(h) mittels e1(h) und e5(h) dafiir zu grob ist, denn falls
f # 0ist, gilt €1(h) > O(h), so dass man maximal die Konsistenzordnung p = 1 nachweisen
konnte. Wir werden spéter sehen, wie man die Konsistenzordnung berechnen kann.

Wir kommen nun zu unserem ersten wichtigen Satz, der besagt, dass Lipschitzbedingung
und Konsistenz tatséchlich ausreichend fiir die Konvergenz sind.

Satz 2.11 Betrachte ein Einschrittverfahren @, das die Lipschitzbedingung erfiillt und
konsistent ist. Dann ist das Verfahren konvergent. Falls das Verfahren dabei die Konsisten-
zordnung p besitzt, so besitzt es auch die Konvergenzordnung p.

Beweis: Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 2.5(iii) nachpriifen. Sei dazu eine
kompakte Menge K C D und ein T' > 0 mit [tg,T] C Iy, 4, fir alle (to,z0) € K gegeben.
Die Menge

Ki = {(t,x(t;to,ﬂfo)) ’ (to,.’Eo) e K,te [to,T]}
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ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wéihlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge

Ky:= |J {t} xBs(a).

(t,x)eK1

Die Menge K3 ist also genau die Menge aller Punkte (¢,x), deren x—Komponente einen
Abstand < ¢ von einer Losung z(t; o, zg) mit o € K hat. Fiir hinreichend kleines 6 > 0
ist Ko Teilmenge des Definitionsbereiches D von f, da D offen ist und K; C D gilt. Das
betrachtete Einschrittverfahren ist deswegen konsistent auf Ky mit einer Funktion e(h),
wobei €(h) = EhP im Falle der Konsistenzordnung p ist. Ebenfalls erfillt & auf K, die
Lipschitzbedingung mit einer Konstanten L > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giiltigkeit

wir spéter beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangswerte xg € K
gilt fiir die geméaf Definition 2.7 erzeugte Gitterfunktion  die Beziehung (2.14)
(tz‘,fﬁ(ti)) € Ky fiir alle t; € 7.

Zum Beweis der Konvergenz wahlen wir einen Anfangswert xq € K und schreiben wieder
kurz x(t) = z(t;tg, o). Mit & bezeichnen wir die zugehdrige numerisch approximierende
Gitterfunktion und mit

e(ti) := [|2(t:) — x(t:)|

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit ¢; € 7. Dann gilt nach den Voriiberlegungen am Anfang
dieses Abschnitts

e(ty) = l2t:) —z)ll < [®(Ei-1, Z(tim1),Tio1) — P(imr, 2(tio1), Ti-1)]]
+ | ®(ti—1, 2(ti-1), hi1) — x(ti)||
= @1, Z(ti-1), hi-1) = @1, (1), hi1)|
+ N ®(ti—1, ®(tiz1), him1) — @(tis timy, w(tiz1)) |
< (L4 Lhio)[[#(tim1) — 2(tim)| + hic1e(hio1)
— (14 Lhi)e(tior) + hiore(hio)

wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz sowie die Tat-
sache, dass (t;_1,Z(t;i—1)) € Ks liegt, ausgenutzt haben. Wir erhalten also fiir den Fehler
e(t;) die rekursive Gleichung

e(ti) < (1 + Lhi—l)e(ti—l) + hi—15(hi—l)
gemeinsam mit der “Anfangsbedingung” e(to) = 0, da Z(tg) = xo = x(to) ist.
Mittels Induktion zeigen wir nun, dass daraus die Abschitzung

e(t:) < () 7 (exp(L{ti ~ o)) ~ 1)
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folgt. Fiir ¢ = 0 ist die Abschéiitzung klar. Fiir ¢ — 1 — ¢ verwenden wir

L?h?
21 +...> 14 Lh;

exp(Lh;) =1+ Lh; +
und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (14 Lhj—1)e(ti—1) + hi—1e(hi—1)

< (1 + Lhi_l)EGL)%(eXp(L(ti_l — to)) — 1)+ hi €(hi_1)

=
- %( i—1L + (1+ Lhi_1)(exp(L(ti—1 —to)) — 1))
_ %( 1L+ (14 Dhist) exp(L(ti — t)) — 1 — Lhi_l)
_ %( L+ Lhioy) exp(L{tiy —10)) ~ 1)
< %(exp Lhi 1) exp(L(ti1 — 1)) ~ 1)
= <) (exp(Llti — o)) 1)

Damit folgt die Konvergenz und im Falle von £(h) < EhP auch die Konvergenzordnung
mit C = E(exp(L(T —t9)) — 1)/L.

Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (2.14) tatséchlich erfiillt ist. Wir
zeigen, dass (2.14) fiir alle Gitter 7 gilt, deren maximale Schrittweite h die Ungleichung

_ oL
) S T ) 1

erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung Z mit Anfangswert xy € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir Z(t() ist wegen Z(to) = o nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt ¢ — 1 — i sei (tg, Z(tg)) € Ky fiir k = 0,1,...,7 — 1. Wir miissen zeigen, dass
(ti, Z(t;)) € Ko liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschatzung

e(ti) < (ﬁ) (exp(L(T —to)) — 1)

bereits gilt, falls (tx,Z(tx)) € Ky liegt fir £ = 0,1,...,7 — 1. Mit der Wahl von h folgt
damit e(t;) < 4, also

[Z(t:) — = (t:) ]| < 6.
Da (t;,z(t;)) € K liegt, folgt (t;,#(t;)) € {t;} x Bs(z(t;)) C Ko, also die gewiinschte
Beziehung. U

Bemerkung 2.12 (i) Schematisch dargestellt besagt Satz 2.11 das Folgende:

Lipschitzbedingung 4+ Konsistenz = Konvergenz
Lipschitzbedingung + Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p
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(ii) Die Schranke fiir e(T") wichst — sogar sehr schnell — wenn die Intervallgrofie T —
to wichst. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschitzung keinerlei Aussagen iiber das
Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iiber Grenzwerte Z(t;) fir t; — oo.
Tatséchlich kann es passieren, dass der “numerische Grenzwert” von z(t;) fiir ¢; — oo fiir
beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatsdchlichen Grenzwert der exakten Losung z(t)
entfernt ist. Wir werden spéter genauer auf dieses Problem eingehen.

(iii) Der Konsistenzfehler e(h)h wird auch als lokaler Fehler bezeichnet, wéhrend der im
Beweis abgeschitzte Fehler e(t) als globaler Fehler bezeichnet wird. Im Falle der Konsisten-
zordnung p gilt e(h)h = O(hPT!) und e(t) = O(hP). Man “verliert” also eine Ordnung beim
Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler. Dies lisst sich anschaulich wie folgt erkléren:
Bis zur Zeit ¢ muss man (bei dquidistantem Gitter) gerade ca. N(t) = (¢t — to)/h Schrit-
te machen, weswegen sich N(t) lokale Fehler aufsummieren, was zu dem globalen Fehler
O(RPTHYN(t) = O(hPT1)/h = O(hP) fiihrt. o

2.2.4 Kondition

Wie bei allen numerischen Problemen sollte auch hier die Kondition des Problems “Berech-
ne eine Losung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2)” betrachtet werden. Eine detaillierte
Darstellung der hierfiir nétigen Theorie wiirde den Rahmen dieser Vorlesung leider spren-
gen. Wir werden hier nur kurz (ohne Beweise) beschreiben, wie sich die Kondition bzgl.
Storungen Axg im Anfangswert xy berechnen lisst, d.h., wir wollen eine Abschétzung fiir
den Ausdruck

= —x(t; tg, x9) A
" AxoeRI}},ﬁion:l 8$0x( 0 x()) 0
berechnen. Dazu betrachtet man das Anfangswertproblem
y(t) = falt, z(t;to, z0))y(t), y(to) = Az, (2.15)

wobei fy(t,x) = 8%f(t,al:) € R™™ und x(t;t9,z9) die Losung von (2.1), (2.2) ist. Die
Losung von (2.15) ldsst sich in der Form

y(t;to, Azg) = W (t;to) Axg

mit einer Matrix W (t;tg) € R™*"™ schreiben. Dieses W ist dann gerade gleich der obigen
Ableitung %x(t; to, To), die Matrix-Norm ||[W (¢;t9)|| gibt also gerade die Kondition  an.

Als Beispiel betrachte die eindimensionale DGL
z(t) = Ax(t)
fiir A € R. Fiir diese Gleichung ist f(t,z) = Az, also f,(t,2) = A, weswegen (2.15) die Form

y(t) = Ay(?)

hat. Die Losungen sind durch y(t; to, Azg) = %) Azq gegeben, es gilt also W (t;tg) =
eMt=t0)  Die Matrixnorm dieser 1 x 1-Matrix ist gerade der Betrag, da e*(*=%0) positiv ist,
gilt also

K = eMt—to),
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Fiir t >> tp und A > 0 ist das Problem also schlecht konditioniert (x wird sehr grof}),
wéhrend das Problem fiir ¢ >> tg und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da x ~ 0 ist.

Fine ausfiihrliche Diskussion der Kondition fiir gew6hnliche Differentialgleichungen findet
sich im Kapitel 3 des Buches [2].
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2.3 Taylor—Verfahren

Wir werden in diesem Abschnitt eine spezielle Klasse von Einschrittverfahren einfiihren,
die in der numerischen Praxis zwar eher selten verwendet werden (wir werden spéter sehen,
wieso), fiir das Verstandnis der weiteren Einschrittverfahren aber sehr niitzlich sind.

Die Taylor—Verfahren haben ihren Namen von der zu Grunde liegenden Taylor—Formel und
gehen in direkter Weise aus diesen hervor. Allerdings wird die Taylor—Formel in zun#chst
etwas ungewohnt erscheinender Weise angewendet: Wir verwenden den Differentialoperator
L’, i € N, der fiir (hinreichend oft differenzierbare) Funktionen f, g : D — R™ mit D C
]R x R™ mittels

0 0 i ;
Lhg(t.) = g(t.a),  Liglt.a) == 51(6a) + 5 (La)f(ta), Ly glt,e) = LpLyg(t,2)

definiert ist. Beachte, dass L’J}g wieder eine Funktion von D nach R” ist. Der folgende Satz
stellt die hier benotigte Version der Taylor—Formel vor.

Satz 2.13 Gegeben sei eine Differentialgleichung (2.1) mit p—mal stetig differenzierbarem
Vektorfeld f. Sei x(t) = x(t; to, xo) eine Losung dieser Differentialgleichung. Dann gilt

= m0+z LZ L f(to, ) + O((t — to)PH1),

wobei das O—Symbol im Sinne von Definition 2.5(iii) verwendet wird.

Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die
Losung z(t) unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeitsbedingung an f p+ 1-mal stetig
differenzierbar nach t ist. Nach der aus der Analysis bekannten Taylor—Formel fiir Funk-
tionen von R nach R" gilt demnach

— (t — to)’ — )Pt
=20+ Z il dt’ to) + O((t t()) ).

Zum Beweis des Satzes werden wir nun nachweisen, dass

e R 0) (2.16)

ist, denn dann folgt die Behauptung aus

dil' i—
02 t0) = L F (10, 2(10)) = L™ Flto, o).
Wir zeigen (2.16) per Induktion iiber 7. Fiir i = 1 gilt

%(to) = f(to, x(to)) = f(to, o) = L} [(to, z0).



22 KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Fiir ¢ — 7 + 1 beachte, dass fiir je zwei differenzierbare Funktionen g : D — R™ und
z: R — R" die Gleichung

@ gtt,2(0)) = 2 (1,2(0) + 22 (1,2(0)) ()

gilt (man nennt dies auch die totale Ableitung von g entlang der Funktion x(t)). Mit
g(t,x) = L}_lf(t, x) gilt damit

i+, i .
P = L0~ Lpean) = Lot
dg dg d
= E(t,a:(t)) + %(t,x(t))%x(ﬂ
_0Og Jg
= 5, (L) + o= (6 x(6) (L2 (1))

= Lig(t,z(t) = LpLy ' f(tz(t) = Lif(ta(1),

also gerade (2.16). U

Die Idee der Taylor—Verfahren ist nun denkbar einfach: Wir verwenden die Taylor—Formel
und lassen den Restterm weg.

Definition 2.14 Das Taylor—Verfahren der Ordnung p € N ist gegeben durch

b
e
O(t,z,h)=z+ Y FL}_lf(t, z).
i=1

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der Taylor—Verfahren an.

Satz 2.15 Gegeben sei eine Differentialgleichung mit p—mal stetig differenzierbarem Vek-
torfeld f: D — R™. Dann erfiillt das Taylor—Verfahren der Ordnung p die Lipschitzbedin-
gung und ist konsistent mit Konsistenzordnung p.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Lipschitzbedingung. Beachte, dass in der Formulierung
der Taylor—Verfahren partielle Ableitungen von f bis zur Ordnung p—1 auftreten. Jede der
auftretenden Funktionen L% ! f ist also ein weiteres mal stetig differenzierbar, woraus (mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung) folgt, dass fiir jede kompakte Menge K C D
Lipschitz—Konstanten L; > 0 existieren, so dass Ljfl f Lipschitz in x mit dieser Konstante
ist. Fiir die Funktion @ gilt also fiir alle h < 1 die Abschétzung

.
hl
1@, 21, k) — @(t, 29, h)| < oy — 2l + ) Lz — 22

=1

p
o1 = 2ol + > hLillas — x2]| = (1+ Lh)|zy — 2|
=1

IN
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mit
P

L= ZL
=1

Dies ist gerade die gewiinschte Lipschitz—Bedingung.

Die Konsistenz sowie die behauptete Konsistenzordnung folgt direkt aus Satz 2.13. 1l

Bemerkung 2.16 Wenn alle auftretenden Ableitungen auf ganz D beschriankt sind, so
sind auch die Konstanten in den Lipschitz— und Konsistenzabschéitzungen unabhéngig von
K giiltig, man erhélt also globale Fehlerabschitzungen. a

Beachte, dass das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 durch
O(t,x,h) =+ hL(}f(t,x) =z +hf(t, z).

gegeben ist, also gerade das Euler—Verfahren ist. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Ko-
rollar.

Korollar 2.17 Falls f einmal stetig differenzierbar ist, so ist das Euler—Verfahren konsi-
stent mit Konsistenzordnung p = 1.

Beweis: Das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 ist gerade das Euler—Verfahren, das
also nach Satz 2.15 die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. U

Bemerkung 2.18 Mit einem direkten Beweis kann man die Konsistenzordnung p = 1
fiir das Euler—Verfahren auch beweisen, wenn f nur Lipschitz—stetig (in « und t) ist. Die
Beweisidee geht wie folgt: Zunéchst zeigt man, dass ||z(t+h)—x(t)|| < Ci|h| fir ein C; > 0
und alle hinreichend kleinen h ist; dies verwendet man dann, um

t+h
/t |f(r.2(r)) — (b 2(t))[ldr < Coh

fir ein Cy > 0 zu beweisen. Damit kann man schliellich die Konsistenzordnung zei-
gen. O

Das Euler—Verfahren ist das einzige Taylor—Verfahren, bei dem keine Ableitungen des Vek-
torfeldes f auftreten. Das Auftreten der Ableitungen ist tatséchlich der Hauptgrund dafiir,
dass Taylor—Verfahren in der Praxis eher selten verwendet werden, da man dort Verfahren
bevorzugt, die ohne explizite Verwendung der Ableitung funktionieren (auch wenn symbo-
lische Mathematikprogramme wie z.B. MAPLE heutzutage zur automatischen Berechnung
der benétigten Ableitungen verwendet werden koénnen). Trotzdem gibt es Spezialanwen-
dungen, in denen Taylor—Verfahren verwendet werden: Fiir hochgenaue Numerik, bei der
Verfahren sehr hoher Ordnung (p > 15) benétigt werden, sind Taylor—Verfahren niitz-
lich, da sie systematisch fiir beliebige Konsistenzordnungen hergeleitet werden kénnen und
die auftretenden Konstanten (in der Lipschitzbedingung und der Konsistenzabschitzung)
durch genaue Analyse der Ableitungen und Restterme exakt abgeschitzt werden koénnen.

Eine der Hauptanwendungen der Taylor—Verfahren bzw. der Taylor—-Entwicklung aus Satz
2.13 ist die Konsistenzanalyse beliebiger Einschrittverfahren. Hier gilt der folgende Satz.
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Satz 2.19 Sei f: D — R” p—mal stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Einschrittverfah-
ren ® : R x R® x R, das p + 1-mal stetig differenzierbar ist. Dann besitzt ® genau dann
die Konsistenzordnung p € N, wenn die Bedingungen

t m,O):L’f_lf(t,x) firi=1,...,p (2.17)

(t,z,0) =2 un 8h’(’

fiir alle (t,z) € D gelten.

Beweis: Es bezeichne ® ), das Taylor-Verfahren der Ordnung p. Die Taylor-Entwicklung
von ® nach der Variablen h in h = 0 ist gegeben durch

O(t,z,h) = D(t,z,0) —I—Zh‘ gh’ t,x,0) + O(hPT1).

Sei nun (2.17) erfiillt. Dann liefert der Koeffizientenvergleich mit ®7,,
®(t,xz,h) = O, (t,z,h) + O(hPH1)
Aus Satz (2.15) folgt daher
z(t+ ht,x) = Op (L, @, h) + O(hPTY) = &(t, z,h) + O(WPT),

was die Konsistenz zeigt.

Falls (2.17) nicht erfiillt ist, so gibt es (t,z) € D, so dass entweder ®(¢,x,0) # x gilt (in
diesem Fall setzen wir i* = 0) oder

02 100) # L5 (1.0)
fiir ein i* € {1, ..., p} gilt. Wenn wir ¢* minimal mit dieser Eigenschaft wéhlen, so folgt aus

dem Koeffizientenvergleich mit ®7 ,, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend
kleinen A > 0 die Ungleichung

1@ (t, 2, h) = Dr,p(t 2, h)| > Ch”
gilt. Mit Satz (2.15) erhalten wir daher
|z(t + h,t,z) — (¢, x, h)|| > Ch' — O(RP+Y) > ChY

fiir geeignetes 0 < C' < C und alle hinreichend kleinen h > 0, was der Konsistenz wider-
spricht. Also folgt die behauptete Aquivalenz. U

Mit diesem Satz konnen wir die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren iiber-
priifen. Beachte, dass die Aussage iiber die Ordnung nur stimmt, wenn das Vektorfeld f
hinreichend oft differenzierbar ist. Verfahren mit hoher Konsistenzordnung verlieren diese
typischerweise, wenn das Vektorfeld der zu 16sendenden DGL nicht die nétige Differenzier-
barkeit besitzt!

Ein wesentlicher Nachteil dieses Satzes ist, dass die Ausdriicke L} f(t,z) fiir groe i sehr
umfangreich und kompliziert werden. Hier konnen — wie bereits erwihnt — symbolische
Mathematikprogramme wie MAPLE bei den Rechnungen helfen. Das folgende MAPLE Pro-
gramm berechnet die Ableitungen L° wf (t,x) fiir i = 0,...,p. (Vor der Ausfithrung muss
der Variablen p natiirlich ein Wert zugew1esen werden.)
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L[i]
od;

vV V V V

L[0]:=£f(t,x);
for i from 1 to p do

simplify(diff(L[i-1],t) + diff(L[i-1],x)*f(t,x));

Die Ausgabe fiir p:=3 ist

Ly

Ly

Loy

f(t, x)

d o
(57 £t @) + (5 (1 2)) (1, @)
2 2
(%f(t, x)) +2 (% f(t, x)) f(t, x) + (a% f(t, z)) (% f(t, z))
2

+ (aaxzf(t, x)) f(t, z)? + f(t, ) (;xf(t’ z))?

3 3 ?
(% f(t, z)) + 3 (ﬁ f(t, x)) f(t, ) + 3 (% f(t, x)) (g f(t, z))

t
2 3
+ (;;f(t, z)) (gtzf(t, x)) +3 (miatf(t, ) f(t, 2)?
2
F3( 1, )0, 2) (o8t ) + (o1, 2)) (o6t 2))°
2 3

+51(t, 2) (ai f(t, z)) (aiat f(t, z)) + (§x3f
62

P D) 2 (o (1, ) + 10 2) (10, 2)°

(t, x)) (¢, x)3

Diese Ausdriicke gelten fiir den skalaren Fall z € R, fiir hohere Dimensionen muss das
MAPLE-Programm erweitert werden.

Bemerkung 2.20 Man sieht, dass die Ausdriicke tatsédchlich sehr uniibersichtlich werden;
ebenso ist das natiirlich bei den entsprechenden Termen der Einschrittverfahren. Eine Hilfe
hierfiir bietet ein Formalismus, der von dem neuseeldndischen Mathematiker J.C. Butcher
in den 1960er Jahren entwickelt wurde, und bei dem die auftretenden Ableitungen mittels
einer grafischen Reprisentierung in einer Baumstruktur iibersichtlich strukturiert werden.

a
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2.4 Explizite Runge—Kutta—Verfahren

In diesem Abschnitt kommen wir zu einer der wichtigsten Klassen von Einschrittverfahren,
zu denen z.B. das Euler— und das Heun—Verfahren gehoren.

Bei der Konstruktion des Heun—Verfahrens haben wir das Euler—Verfahren verwendet, um
einen Schétzwert fiir den unbekannten Wert x(t;11) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese
Methode systematisch rekursiv anzuwenden, um zu Verfahren hoherer Konsistenzordnung
zu gelangen. Genau dies ist die Grundidee der Runge-Kutta—Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren {ibersichtlich zu schreiben, bendétigen wir einen ge-
eigneten Formalismus. Wir erldutern diesen am Beispiel des Heun—Verfahrens

O(t,x,h) :x—i-;l<f(t,:c)—l—f(t—i—h,x—i—hf(t,:c))).

Wir schreiben dieses nun als

kl = f(tVT)

1{22 = f(t+h,l‘+hk‘1)
1 1
O(t,z,h) = z+h <2k1 + 2k‘2>

Was zunichst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich als
sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;—Terme hinzufiigen will. Dies ist gerade
die Schreibweise der expliziten Runge-Kutta—Verfahren.

Definition 2.21 FEin s-stufiges explizites Runge—Kutta—Verfahren ist gegeben durch

i1
ki = f t—i—Cz‘h,x—i-hZaijkj firi=1,...,s
j=1
O(t,