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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Sommer-
semester 2008 an der Universitit Bayreuth gehalten habe. Es ist die dritte Auflage eines
Skriptes, das zuerst im Sommersemester 2003 erstellt wurde. Ich mdchte mich an dieser Stel-
le bei all den StudentInnen bedanken, die mit zum Teil sehr ausfithrlichen Fehlerkorrektu-
ren zur Verbesserung dieser dritten Auflage beigetragen haben. Neben der Verbesserungen
von Fehlern wurde gegeniiber der zweiten Auflage ein Abschnitt iiber Randwertprobleme
erganzt und der Beweis und die Diskussion von Satz 2.4 ausfiihrlicher formuliert.

Uber das Hauptthema der Vorlesung — die Numerik fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen — hinaus geben zwei einfithrende Kapitel {iber stochastische gewohnliche Differenti-
algleichungen und die Finite Elemente Methode fiir partielle Differentialgleichungen erste
Einblicke in weitere Themen.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis verschiedener Lehrbiicher und Mo-
nographien erstellt. Im Hauptabschnitt iiber gewohnliche Differentialgleichungen wurde
insbesondere das Buch von Deuflhard und Bornemann [2] verwendet, allerdings wurden
sowohl in Aufbau und Notation als auch bei einer Reihe von Beweisen Anderungen vor-
genommen. Der Abschnitt iiber stochastische Differentialgleichungen wurde auf Basis der
Biicher von Kloeden und Platen [4] sowie Kloeden, Platen und Schurz [5] erstellt und im
Abschnitt tiber die Warmeleitungsgleichung wurden einige Passagen aus Stoffel [6] benutzt.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehorigen Ubungs-
aufgaben finden sich im WWW unter dem Link “Lehrveranstaltungen” auf der Seite
http://www.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/.

Bayreuth, August 2008 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Ubersicht

In dieser Vorlesung werden wir uns mit numerischen Methoden zur Lésung von Differen-
tialgleichungen beschéftigen. Dieses Teilgebiet der numerischen Mathematik ist so grof3,
dass wir uns nur mit einer Auswahl von Themen befassen kénnen; speziell werden wir drei
Bereiche behandeln:

Besonders ausfiihrlich werden wir uns mit Anfangswertproblemen gewohnlicher Differenti-
algleichungen beschiftigen. Dies hat mehrere Griinde: Gewdhnliche Differentialgleichungen
gehoren seit Jahrhunderten zum Standardwerkzeug der mathematischen Modellierung und
ihre numerische Behandlung ist ein Gebiet, das zum Basiswissen eines Mathematikstudi-
ums gehodren sollte. Die Theorie der numerischen Verfahren ist dabei so ausgereift, dass
sie eine umfassende und geschlossene Darstellung ermdoglicht. Zudem koénnen an diesem
Gebiet grundlegende Prinzipien der numerischen Behandlung von Differentialgleichungen
erkldrt und eingeiibt werden, die sich auch bei anderen Typen von Gleichungen wieder
finden. Wir werden hier die gebrauchlichsten Verfahren (Einschrittverfahren, Mehrschritt-
verfahren, Extrapolationsverfahren, Schrittweitensteuerung. . .) betrachten und auch einen
ersten Einblick in das Gebiet der numerischen Dynamik geben, das im kommenden Win-
tersemester Thema einer eigenen Vorlesung sein wird.

Als weitere Bereiche werden wir numerische Verfahren fiir stochastische (gewohnliche) Dif-
ferentialgleichungen und fiir partielle Differentialgleichungen betrachten. Erstere bilden eine
Erweiterung der im ersten Teil ausfiihrlich behandelten gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen, die in vielen Anwendungen — z.B. in der Finanzmathematik — wichtig sind. Dement-
sprechend sind auch die Verfahren denen aus dem ersten Teil &hnlich; es gibt allerdings
einige fundamentale Unterschiede, auf die wir speziell eingehen werden. Partielle Differen-
tialgleichungen spielen in praktisch allen Anwendungsgebieten der Mathematik eine Rolle
und ihre Numerik ist seit mehr als drei Jahrzehnten ein aktuelles Forschungsthema. Beide
Themen werden wir nur anreiflen konnen, ohne tief in die Details einzusteigen; in erster Li-
nie sollen diese Kapitel Grundkenntnisse vermitteln und als Einfithrungen in weiterfithrende
Seminare und Spezialvorlesungen dienen.
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Kapitel 2

GewosOhnliche
Differentialgleichungen

Im Rahmen unserer numerischen Betrachtungen werden wir die benotigten theoretischen
Resultate dort einfithren, wo wir sie verwenden. Bevor wir mit der Numerik beginnen
konnen, benttigen wir aber zumindest ein theoretisches Grundgeriist mit einigen Basisdefi-
nitionen und Resultaten zu den gewohnlichen Differentialgleichungen, das der nun folgende
Abschnitt bereit stellt.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Gleichungen definieren, mit denen wir
uns im ersten Teil dieser Vorlesung beschéftigen wollen und einige ihrer Eigenschaften be-
trachten. Zudem werden wir zwei verschiedene grafische Darstellungsmoglichkeiten fiir die
Losungen kennen lernen. Fiir weitergehende Informationen iiber gewohnliche Differential-
gleichungen kann z.B. das einfithrende Lehrbuch [1] empfohlen werden.

2.1.1 Definition

Eine gewohnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 2.1 Ein gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

La(t) = f(t,2(1)), (21)
wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R ist.

Eine Lésung von (2.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R”, die (2.1)
erfiillt. O
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Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

e Die unabhéngige Variable ¢ werden wir {iblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéngig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

o Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).
e Die Losungsfunktion z(t) nennen wir auch Lisungskurve oder (Lisungs—)Trajektorie.

e Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also @(t) = f(x(t)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

2.1.2 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = z, also

mit z(t) € R. Betrachte die Funktion x(¢) = Ce! mit beliebigem C' € R. Dann gilt

i) = %C’et _ et = a(t).

Fiir jedes feste C 16st Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 2.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewdhnliche Differentialgleichung (2.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und zp € R" eine Losungsfunktion z(t) zu finden, die
(2.1) erfiillt und fiir die dariiberhinaus die Gleichung

z(to) = xo (2.2)

gilt. i

Notation und Sprechweisen:

o Fiir die Losung (t), die (2.1) und (2.2) erfiillt, schreiben wir (¢; to, z¢). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz x(t; z¢) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert zy € R" als Anfangs-
wert. Das Paar (tg, x¢) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (2.2) Anfangsbedingunyg.



2.1. GRUNDLAGEN )

Bemerkung 2.3 Eine stetig differenzierbare Funktion = : I — R"™ 16st das Anfangswert-
problem (2.1), (2.2) fiir ein ¢ty € I und ein xy € R™ genau dann, wenn sie fiir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) = zp + t f(r,z(r))dr (2.3)

erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (2.1) bzgl. ¢ bzw. durch Differenzieren von
(2.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Beachte dabei, dass eine stetige Funktion z, die (2.3) erfiillt, ,automatisch® stetig diffe-
renzierbar ist, da aus der Stetigkeit von a sofort die stetige Differenzierbarkeit der rechten
Seite in (2.3) und damit wegen der Gleichhet auch fiir x selbst folgt. o

2.1.3 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Unter geeigneten Bedingungen an f kénnen wir einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz
fiir Anfangswertprobleme der Form (2.1), (2.2) erhalten.

Satz 2.4 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (2.1) fiir ein f : D — R”™ mit
D C R x R” offen. Das Vektorfeld f sei stetig, dariiberhinaus sei f Lipschitz—stetig im
zweiten Argument im folgenden Sinne: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiere eine
Konstante L > 0, so dass die Ungleichung

1f(t,z) = f(ty)ll < Lilz -y
gilt fiir alle t € R und =,y € R"” mit (¢, z), (t,y) € K.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (to,z¢) € D genau eine Losung xz(t; to, xo) des
Anfangswertproblems (2.1), (2.2). Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen
Existenzintervall Iy, ,, € R mit tg € Iy, z,-

Beweis: Teil 1: Wir zeigen zuniichst, dass es fiir jede Anfangsbedingung (¢, z¢) € D ein
abgeschlossenes Intervall J um Ty gibt, auf dem die Losung existiert und eindeutig ist.

Dazu wéhlen wir ein beschrianktes abgeschlossenes Intervall I um ¢y und ein € > 0, so dass
die kompakte Umgebung U = I x B.(xg) von (to, 7o) in D liegt (dies ist moglich, da D
eine offene Menge ist). Da f stetig ist und U kompakt ist, existiert eine Konstante M, so
dass || f(t,x)|| < M fiir alle (t,z) € U gilt. Wir wéhlen nun J = [tg — J, to + ] wobei 6 > 0
so gewahlt ist, dass J C I gilt und L < 1 sowie MJ < ¢ erfiillt ist, wobei L die Lipschitz-
Konstante von f fiir K = U ist. Alle somit konstruierten Mengen sind in Abbildung 2.1
dargestellt.

Nun verwenden wir zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf J den
Banachschen Fixpunktsatz auf dem Banachraum C(J,R?) mit der Norm

[2]|oo = sup [|z(£)]-
teJ
Auf C(J,RY) definieren wir die Abbildung

T:C(J,RY) — C(J,RY), T(x)(t) := =z + /tf(T,x(T))dT.

to
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To -

to

Abbildung 2.1: Mengen im Beweis von Teil 1

Beachte, dass fiir jedes t € J und jedes = € B := C(J, B<()) die Ungleichung

t
< / 1f(r.z()| dr
to S————

<M, weil (1,x(1))eU

7)) — =\

/t: f(r,z(T))dr

< M < ¢

gilt, weswegen T' die Menge B in sich selbst abbildet.

Um den Banachschen Fixpunktsatz auf dieser Menge anzuwenden, miissen wir zeigen, dass
T : B — B eine Kontraktion ist, also dass

1T(z) = T(y)lloo < Ellz = ylleo

gilt fiir alle x,y € B und ein k < 1. Diese Eigenschaft folgt fiir £k = L§ < 1 aus

IT(2) =T(y)lloc = sup
teJ

t fra(m))dr — [ f(ry(7))dr

to

IN

mpLWuw@ﬁ»fwyhmmT

teJ

<Ll|e()~y ()| <Lllz—yloc
< supt —to|Ll|lz —yllo = L]z = yllco-
teJ

Also sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen T' einen
eindeutigen Fixpunkt x € B, also eine ,,Fixpunktfunktion“, besitzt. Da diese Fixpunktfunk-
tion x nach Konstruktion von T' die Integralgleichung (2.3) erfiillt, ist sie nach Bemerkung
2.3 eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.

Es bleibt zu zeigen, dass diese eindeutig ist, dass also kein weiterer Fixpunkt y € C(J, R%)
existiert. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt bereits, dass in B = C/(J, Bc(z0)) kein
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weiterer Fixpunkt von T liegt. Zum Beweis der Eindeutigkeit reicht es also zu zeigen,
dass auflerhalb von B kein Fixpunkt y liegen kann. Wir beweisen dies per Widerspruch:
Angenommen, es existiert eine Fixpunktfunktion y ¢ B von T, d.h. es gilt ||y(t) — zo|| > ¢
fiir ein ¢t € J, fiir das wir 0.B.d.A. t > ty annehmen. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden
ein t* € J mit [|y(t*) — xo|| = € und y(s) € B:(xo) fiir s € [to, t*]. Damit folgt

t*

)
Il

ly(t") — ol = fs,y(s))ds| < /tt 1/ (s, y(s))llds

0

to
< (t*—to)M < OM,

was wegen 0M < e ein Widerspruch ist. Daher liegt jeder mogliche Fixpunkt y € C(J,R%)
von T bereits in B, womit die Eindeutigkeit folgt.

Zusammenfassend liefert uns Teil 1 des Beweises also, dass lokal — also auf einem kleinen
Intervall J um ¢y — eine eindeutige Losung x(t) = x(¢; to, xo) existiert. Dies ist die Aussage
des Satzes von Picard-Lindeldf', der in vielen Biichern als eigenstéindiger Satz formuliert
ist.

Teil 2: Wir zeigen als néchstes die Eindeutigkeit der Losung auf beliebig groflen Intervallen
1. Seien dazu z und y zwei auf einem Intervall I definierte Losungen des Anfangswertpro-
blems. Wir beweisen z(t) = y(t) fiir alle t € I per Widerspruch und nehmen dazu an, dass
ein ¢t € I existiert, in dem die beiden Losungen nicht iibereinstimmen, also z(t) # y(t).
0.b.d.A. sei t > ty. Da beide Losungen nach Teil 1 auf J iibereinstimmen und stetig sind,
existieren to > t1 > tg, so dass

xz(t1) = y(t1) und x(t) # y(t) fir alle ¢t € (¢1,12) (2.4)

gilt. Offenbar 16sen beide Funktionen das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
(t1,7(t1)) € D. Aus Teil 1 des Beweises folgt die Eindeutigkeit der Losungen dieses Pro-
blems auf einem Intervall J um ¢, also

z(t) = y(t) fiir alle ¢ € J.

Da J als Intervall um #; einen Punkt ¢ mit ¢ < ¢ < to enthilt, widerspricht dies (2.4),
weswegen = und y fiir alle ¢ € I iibereinstimmen miissen.
Teil 3: Schlielich zeigen wir die Existenz des maximalen Existenzintervalls. Fiir J aus
Teil 1 definieren wir dazu

tT := sup{s > to | es existiert eine Losung auf J U [tg, s)}
sowie

t™ :=inf{s < to | es existiert eine Losung auf J U (s, to]}

und setzen I, o, = (t7,t1). Sowohl ¢~ als auch t* existieren, da die Mengen, iiber die das
Supremum bzw. Infimum genommen wird, nichtleer sind, da sie alle s € J enthalten. Per
Definition von ¢+ bzw. ¢~ kann es keine Losung auf einem groferen Intervall I D I 4
geben, also ist dies das maximale Existenzintervall.

0

!Charles Picard, franzosischer Mathematiker, 1856-1941
Ernst Lindeldf, finnischer Mathematiker, 1870-1946
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Am Rand des maximalen Existenzintervalls Iy, ,, = (¢7,t") hort die Losung auf zu existie-
ren. Ist das Intervall in einer Zeitrichtung beschriankt, so kann dies nur zwei verschiedene
Ursachen haben: Entweder die Losung divergiert, oder sie konvergiert gegen einen Rand-
punkt von D. Formal ausgedriickt:

Falls ¢+ < oo ist und die Losung x(t; tg, 2o) fiir t /' tT gegen ein 2+ € RY konvergiert, so
muss (tT,27) € D gelten. Analog gilt die Aussage fiir ¢ \, t~. Hierbei steht ¢t ¢ kurz
firt —tTund t <t und t \ ¢t~ firt — ¢t und t >t".

Anschaulich sind die zwei Moglichkeiten in Abbildung 2.2 dargestellt.

o

W t

0
]to,wo

[tou'vo

Abbildung 2.2: Losungsverhalten am Rand des Existenzintervalls fiir eine beschrankte
(links) und eine unbeschrénkte Definitionsmenge D (rechts)

Die Begriindung fiir dieses Verhalten ist wie folgt:

Wenn z(t; tg, zo) fiir t /' tF, gegen 2+ € RY mit (t+,2F) € D konvergiert, so existiert eine
Losung z(t; t+, 2 1) auf einem offenen Intervall I,+ 2+ um t*. Dann ist die zusammengesetzte
Losung

y(t) _ .’L‘(t;to,xo), t e Ito,ﬂﬁo
z(t;tt,ah), te Lo+ \ Tigao

stetig und erfiillt fiir alle ¢ € Iy, 4, U Ij+ 4+ die Integralgleichung (2.3), damit nach Bemer-
kung 2.3 auch das Anfangswertproblem und ist folglich eine Losung, die iiber t* hinaus
definiert ist: ein Widerspruch zur Definition von ¢7.

Im Fall D = R x R? gilt daher fiir tT < 0o bzw. t~ > —oo insbesondere, dass die Losung
x(t;to, o) fiir t /¢ bzw. t \, t~ divergieren muss, da eine Konvergenz gegen (¢, 27) ¢ D
bzw. (t~,2) ¢ D nicht moglich ist. Beachte, dass dieser Fall tatséchlich auftreten kann:
eine unbeschriankte Definitionsmenge D von f bedeutet nicht, dass auch die Lésungen auf
einem unbeschrénkten Intervall Iy, ,, = R existieren, wie das letzte der drei folgenden
Beispiele zeigt.

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die Annahmen von Satz 2.4 erfiillt sind,
auch ohne dies explizit zu erwihnen. Auch werden wir oft Mengen der Form [t1,¢2] x K
mit K C R™ betrachten, bei denen wir — ebenfalls ohne dies immer explizit zu erwihnen
— annehmen, dass alle Losungen x(¢; tg, xg) mit zg € K fir alle g, t € [t1, t2] existieren.
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Eine einfache Konsequenz aus Satz 2.4 ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der Losun-
gen, die fiir (tg,z9) € D und zwei Zeiten t1,t € R gegeben ist durch

x(t; to, xo) = x(t; t1, z(t1; to, o)), (2.5)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle hier auftretenden Losungen zu den angegebenen Zeiten
auch existieren. Zum Beweis rechnet man nach, dass der linke Ausdruck in (2.5) das An-
fangswertproblem (2.1), (2.2) zur Anfangsbedingung (¢1,x(t1;to,x0)) lost. Da der rechte
dies ebenfalls tut, miissen beide iibereinstimmen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 ist die Losungsabbildung z(t; tg, ¢) zudem stetig
in all ihren Variablen, also in £, tp und xg.

2.1.4 Grafische Darstellung der Losungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

0= (1))

mit 2(t) = (z1(¢), z2(t))T und Anfangsbedingung (0) = (1,1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(t) der Losung in Abhéngigkeit von t darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 2.3 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wihrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

(0 und x,()

Abbildung 2.3: Darstellung von x(t) mittels Graphen (z;(¢) durchgezogen, x2(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei—- und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit ty als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 2.4.
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Abbildung 2.4: Darstellung von z(t) als Kurve

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so dass
man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wieder
zuriick erhélt. Ein MATLAB M-File, das sowohl die Abbildungen 2.3 und 2.4 sowie eine
animierte Version von Abbildung 2.4 erstellt, findet sich auf der Vorlesungs-Homepage?
unter dem Namen “darstellung.m”.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Losungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhédngen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir die Anfangszeiten tg und tg + t; die Beziehung

x(t; to + tl,xo) = x(t —t1; to,xo) (26)

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der t—Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 2.4 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich.

http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/numerik05/
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2.2 Allgemeine Theorie der Einschrittverfahren

In diesem Abschnitt werden wir eine wichtige Klasse von Verfahren zur Losung gewthnli-
cher Differentialgleichungen einfiihren und analysieren, die Finschrittverfahren.

2.2.1 Diskrete Approximationen

In der Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen wollen wir eine Approximation an
die Losungsfunktion x(¢;¢g, z¢) fiir t € [tp,T] berechnen (wir nehmen hier immer an, dass
die Losungen auf den angegebenen Intervallen existieren). In der folgenden Definition de-
finieren wir die Art von Approximationen, die wir betrachten wollen und einen Begriff der
Konvergenzordnung.

Definition 2.5 (i) Eine Menge 7 = {t¢,t1,...,tn} von Zeiten mit tg < t1 < ... <ty =T
heifit Gitter auf dem Intervall [to, T]. Die Werte

hi =tiv1 —t;
heiflen Schrittweiten, der Wert
h= max h;
i=0,...,N—1
heiit mazximale Schrittweite. Im Fall dquidistanter Schrittweiten hg = h1 = ... = hy_1

schreiben wir zumeist h statt h;.
(ii) Eine Funktion Z : 7 — R™ heifit Gitterfunktion.

(iii) Eine Familie von Gitterfunktionen &;, j € N, auf Gittern 7; auf dem Intervall [to, T] C
Ity 2, mit maximalen Schrittweiten h; heifit (diskrete) Approxzimation der Losung z(t; to, zo)
von (2.1), falls

max 12 (t:) — 2 (ti; to, zo)|| — O
fiir h; — 0. Eine von der Anfangsbedingung (to, zo) abhingige Familie von Gitterfunktio-
nen Z;(-;to, xo), j € N, hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge
K C D und alle T > 0 mit [tg, T| C Iy, 4, fiir alle (tp, zo) € K ein C > 0 existiert, so dass

max ”i’j(ti; to, .iL'o) — :L'(ti; t(), xo) H S C;LZ;

i€75
gilt fiir alle (to,z9) € K und alle hinreichend feinen Gitter 7; auf [to,T]. In diesem Fall
schreiben wir auch &;(t; : to, v0) = x(ti; to, z0) + O(RY). o

Bemerkung 2.6 Wir haben in der Numerik I verschiedene Methoden kennen gelernt, mit
denen man Funktionen numerisch darstellen kann, z.B. Polynom— oder Splineinterpolation.
Jede Gitterfunktion geméafl Definition 2.5 kann natiirlich mit diesen Methoden zu einer
“echten” Funktion erweitert werden. a

Ein FEinschrittverfahren ist nun gegeben durch eine numerisch auswertbare Funktion &,
mittels derer wir eine Gitterfunktion zu einem gegebenen Gitter berechnen kénnen. Formal
ist dies wie folgt definiert.
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Definition 2.7 Ein Finschrittverfahren ist gegeben durch eine stetige Abbildung
d:RxR*"xR—R",
mit der zu jedem Gitter 7 und jedem Anfangswert xg mittels
Z(to) = wo, Z(tiz1) = ®(t;,Z(t;), h;) firi =0,1,...,N -1

rekursiv eine Gitterfunktion definiert werden kann.

Wenn die so erzeugten Gitterfunktionen die Bedingung aus Definition 2.5 (iii) erfiillen, so
nennen wir das Einschrittverfahren konvergent bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p.
O

Der Name FEinschrittverfahren ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass der Wert Z(t;41)
nur aus dem direkten Vorgéngerwert Z(t;) berechnet wird. Wir werden spéter auch Mehr-
schrittverfahren kennen lernen, bei denen Z(¢;41) aus (t;—), Z(ti—k+1), - - - , T(t;) berechnet
wird.

2.2.2 Erste einfache Einschrittverfahren

Bevor wir in die Konvergenztheorie einsteigen und mathematisch untersuchen, welche Be-
dingungen & erfiillen muss, damit die erzeugte Gitterfunktion eine Approximation darstellt,
wollen wir in diesem Abschnitt zwei Einschrittverfahren heuristisch betrachten.

Die Idee der Verfahren erschlieft sich am einfachsten iiber die Integralgleichung (2.3). Die
exakte Losung erfiillt ja gerade

2(tinn) = a(ts) + /t " e ()

Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch berechen-
bar ist, wenn wir z(7) fiir 7 > ¢; nicht kennen. Die einfachste Approximation ist die
Rechteck—Regel (oder Newton—Cotes Formel mit n = 0, die wir in der Numerik I wegen
ihrer Einfachheit gar nicht betrachtet haben)

| Hraoyde & (b =00 a(6) = hef (). (2.7
Setzen wir also
O(t,z,7) =x+ hf(t, ), (2.8)

so gilt
T(tiv1) = @i, T(ti), i) = T(ti) + ha f (8, T(t:))

und wenn wir Z(¢;) ~ z(t;) annehmen, so kénnen wir fortfahren

~alt) +huf () ~at) + [ ()
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Da Z(tp) = xo = x(to) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass Z(¢;+1) eine Approximation
von z(t;41) ist. Wir werden dies im néchsten Abschnitt mathematisch prézisieren.

Das durch (2.8) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heifit Eu-
ler’sche Polygonzugmethode oder einfach Euler—Verfahren. Es hat eine einfache geometri-
sche Interpretation: In jedem Punkt Z(¢;) berechnen wir die Steigung der exakten Losung
durch diesen Punkt (das ist gerade f(¢;, Z(¢;))) und folgen der dadurch definierten Geraden
bis zum néchsten Zeitschritt. Das Prinzip ist in Abbildung 2.5 grafisch dargestellt.

X

Abbildung 2.5: Grafische Veranschaulichung des Euler—Verfahrens

Das Euler—Verfahren liefert nur eine recht grobe Approximation der Losung. Bessere Ver-
fahren kann man erhalten, wenn man statt (2.7) eine genauere Approximation verwendet.
Eine bessere Moglichkeit ist z.B.

h;

/t. - f(r,z(r))dr ~ 5 (f(tivx(ti)) + f<ti+1v$(ti) + hif(ti’$(ti)))> ' (2:9)

Dies ist nichts anderes als die Trapez—Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 1), bei
der wir den unbekannten Wert x(¢;1+1) durch die Euler-Approximation x(t;+1) =~ z(t;) +
hif(ti,z(t;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

O(t,x,h) :x—l-Z(f(t,:c)+f(t—|—h,x+hf(t,x)>>

und hei3t Heun—Verfahren. Es ist tatséchlich schon deutlich besser als das Euler—Verfahren.

Man kann sich leicht vorstellen, dass weitere bessere Verfahren sehr komplizierte Formeln
bendtigen. Wir werden deshalb spéter einen Formalismus kennen lernen, mit dem man
auch sehr komplizierte Verfahren einfach aufschreiben und implementieren kann.

Ein Grundalgorithmus zur Approximation einer Losung x(¢; to, zg) auf [tg, T] mittels eines
Einschrittverfahrens ® lédsst sich nun leicht angeben. Wir beschrénken uns hierbei zunéchst
auf Gitter mit konstanter Schrittweite, also h; = h fiir alle ¢ = 0,1,2,..., N, wobei wir N
als Parameter vorgeben.
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Algorithmus 2.8 (L8sung eines Anfangswertproblems mit Einschrittverfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (g, z¢), Endzeit T', Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —t9)/N, Tp = xo

(2) Berechne t; 11 = t; + h, Tj+1 := ®(t;, T, h) firi =0,...,N — 1.

Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in to,...,tN o

2.2.3 Konvergenztheorie

Die Grundidee der Konvergenztheorie fiir numerische Methoden fiir Differentialgleichun-
gen liegt in einem geschickten Trick, mit dem verschiedene Fehlerquellen separiert werden
konnen. Wir schreiben hier kurz z(t) = z(¢; to, z0). Um nun den Fehler

1Z(t;) — 2(t) || = [|®(ti1, T(tiz1), hi1) — x(t)]|
abzuschétzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgrofie
P(ti—1,x(ti—1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (2.5) die Abschétzung
[Z(t:) —z(@) < [ ®(ti—1, 2(ti-1), him1) — ®(tim1, 2 (ti=1), hi-1)||
+ [[@(ti—1, x(tiz1), hi—1) — x(t)||
= || ®(ti—1,Z(ti—1), hi—1) — ®(ti1, x(ti=1), hi—1)]|
+ || @(tim1, 2(tic1), hio1) — 2(tisti—1, 2i—1)||

Statt also direkt den Fehler zur Zeit ¢; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme

(a) [|P(ti—1,Z(ti—1), hi—1) — P(ti—1,2(hi—1), hi—1)||, also die Auswirkung des Fehlers bis
zur Zeit t;_1 in @

(b) [|®(ti—1,x(ti—1), hi—1) — x(ti;ti—1,xi—1)||, also den lokalen Fehler beim Schritt von
x(ti—1) nach z(t;)

Die folgende Definition gibt die bendtigten Eigenschaften an ® an, mit denen diese Fehler
abgeschétzt werden koénnen.

Definition 2.9 (i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung (oder Stabilitits-
bedingung), falls fiir jede kompakte Menge K C D des Definitionsbereiches der Differential-
gleichung ein L > 0 existiert, so dass fiir alle Paare (to, x1), (to, x2) € K und alle hinreichend
kleinen A > 0 die Abschéitzung

1®(to, 21, h) — B(to, 22, h)|| < (1 + Lh)|z1 — 2 (2.10)
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gilt.

(ii) Ein Einschrittverfahren ® heifit konsistent, falls fiir jede kompakte Menge K C D
des Definitionsbereiches der Differentialgleichung eine Funktion £(h) mit limp_ge(h) = 0
existiert, so dass fiir alle (fg,z9) € K und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung

H‘I’(to,l‘o, h) - x(to + h;to, .%'Q)H < hé‘(h) (2.11)

gilt. O.B.d.A. nehmen wir dabei an, dass £(h) monoton ist, ansonsten konnen wir ¢(h)
durch supy,cpo ) €(h) ersetzen.

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge K C D
ein £ > 0 existiert, so dass e(h) = EhP gewihlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir
auch ®(to, zo, h) = z(to + h;to, x0) + O(RPT1). o

Offenbar garantiert (2.10), dass der Fehlerterm (a) nicht zu grofl wird, wéhrend (2.11) dazu
dient, den Term (b) abzuschétzen. Der formale Beweis folgt in Satz 2.11. Bevor wir diesen
formulieren, wollen wir uns noch {iiberlegen, ob die im vorherigen Abschnitt definierten
Verfahren diese Bedingungen erfiillen.

Man rechnet leicht nach, dass das Euler— und das Heun—Verfahren die Lipschitzbedingung
erfiillen. Die Konsistenzbedingung (2.11) ist allerdings nicht so leicht nachzupriifen, da sie
mit Hilfe der (unbekannten) Losungen x(t; to, zo) formuliert ist. Das folgende Lemma stellt
eine alternative und leichter nachpriifbare Formulierung der Bedingung vor.

Lemma 2.10 Gegeben sei ein Einschrittverfahren ® der Form
(I)(ta z, h) =T+ h(p(t, z, h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R"™. Dann ist das Verfahren genau dann
konsistent, falls fiir alle (¢,x) € D die Bedingung

o(t,z,0) = f(t,x) (2.12)

gilt.

Beweis: Wir schreiben wieder kurz x(t) = x(t; to, xo). Es gilt

(I)(to, xQ, h) — ﬂj(to + h)

h
to+h
= % <(I>(t0,x0, h) —xo — /to f(T,iC(T))dT>
to+h to+h to+h
_ % (‘I)(to,xo, h) — xq — /to f(to, zo)dr + /to f(to, wo)dr — /to f(Tam(T))m')
to+h toth
= % <h90(to,xo, h) — /to f(t07330)d7-> * % </to Jlto.20) = f(77x(7—))d7—>

[ st a5 s

to

= @(to, xo, h) — f(to, z0) + 7 <
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Sei nun K C D gegeben. Die Funktion f(to + s, x(to + s;to, o)) ist stetig in s, tp und xo,
also gleichméBig stetig fiir (s, tg,zo) € [0, h] x K fiir hinreichend kleines h > 0 (so klein,
dass die Losungen x(tg + s;tg, zo)) fiir s € [0, h] existieren), da diese Menge kompakt ist.
Also existiert eine Funktion £1(h) — 0 mit

1f(r,2(7)) — f(to, z(t0))|| < e1(h)

fiir 7 =to+ s € [to, to + h] und damit

to+h
<o [ It — el < (). (213

to+h
/t f(to,x0) — f(r,x(r))dr

1
h
Wir nehmen nun an, dass (2.12) gilt. Ebenfalls wegen gleichméfBiger Stetigkeit und wegen
(2.12) existiert eine Funktion e2(h) — 0 mit

le(to, zo, h) — f(to, mo)|| < e2(h).
Damit folgt
| (0, z0, h) — x(to + h)||
h
also (2.11) mit e(h) = e1(h) + 2(h).
Gelte umgekehrt (2.11). Sei (z,t) € D gegeben und sei [t1,ts] und K so gewéhlt, dass
(x,t) € [t1,t2] x K gilt. Wiederum mit (2.13) folgt

< 82(h) +€1(h),

¢ (to, xo, h) — f(to, zo)|| < e(h) +e1(h),

also
lim [l (to, 0, h) — f (to, o) = 0

und damit (2.12) wegen der Stetigkeit von . U

Mit Hilfe der Bedingung (2.12) priift man leicht nach, dass das Euler— und das Heun—
Verfahren konsistent sind. Die Konsistenzordnung kann man aus (2.12) allerdings nicht
ableiten, da die Abschiitzung von e(h) mittels e1(h) und e5(h) dafiir zu grob ist, denn falls
f # 0ist, gilt €1(h) > O(h), so dass man maximal die Konsistenzordnung p = 1 nachweisen
konnte. Wir werden spéter sehen, wie man die Konsistenzordnung berechnen kann.

Wir kommen nun zu unserem ersten wichtigen Satz, der besagt, dass Lipschitzbedingung
und Konsistenz tatséchlich ausreichend fiir die Konvergenz sind.

Satz 2.11 Betrachte ein Einschrittverfahren @, das die Lipschitzbedingung erfiillt und
konsistent ist. Dann ist das Verfahren konvergent. Falls das Verfahren dabei die Konsisten-
zordnung p besitzt, so besitzt es auch die Konvergenzordnung p.

Beweis: Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 2.5(iii) nachpriifen. Sei dazu eine
kompakte Menge K C D und ein T' > 0 mit [tg,T] C Iy, 4, fir alle (to,z0) € K gegeben.
Die Menge

Ki = {(t,x(t;to,ﬂfo)) ’ (to,.’Eo) e K,te [to,T]}
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ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wéihlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge

Ky:= |J {t} xBs(a).

(t,x)eK1

Die Menge K3 ist also genau die Menge aller Punkte (¢,x), deren x—Komponente einen
Abstand < ¢ von einer Losung z(t; o, zg) mit o € K hat. Fiir hinreichend kleines 6 > 0
ist Ko Teilmenge des Definitionsbereiches D von f, da D offen ist und K; C D gilt. Das
betrachtete Einschrittverfahren ist deswegen konsistent auf Ky mit einer Funktion e(h),
wobei €(h) = EhP im Falle der Konsistenzordnung p ist. Ebenfalls erfillt & auf K, die
Lipschitzbedingung mit einer Konstanten L > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giiltigkeit

wir spéter beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangswerte xg € K
gilt fiir die geméaf Definition 2.7 erzeugte Gitterfunktion  die Beziehung (2.14)
(tz‘,fﬁ(ti)) € Ky fiir alle t; € 7.

Zum Beweis der Konvergenz wahlen wir einen Anfangswert xq € K und schreiben wieder
kurz x(t) = z(t;tg, o). Mit & bezeichnen wir die zugehdrige numerisch approximierende
Gitterfunktion und mit

e(ti) := [|2(t:) — x(t:)|

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit ¢; € 7. Dann gilt nach den Voriiberlegungen am Anfang
dieses Abschnitts

e(ty) = l2t:) —z)ll < [®(Ei-1, Z(tim1),Tio1) — P(imr, 2(tio1), Ti-1)]]
+ | ®(ti—1, 2(ti-1), hi1) — x(ti)||
= @1, Z(ti-1), hi-1) = @1, (1), hi1)|
+ N ®(ti—1, ®(tiz1), him1) — @(tis timy, w(tiz1)) |
< (L4 Lhio)[[#(tim1) — 2(tim)| + hic1e(hio1)
— (14 Lhi)e(tior) + hiore(hio)

wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz sowie die Tat-
sache, dass (t;_1,Z(t;i—1)) € Ks liegt, ausgenutzt haben. Wir erhalten also fiir den Fehler
e(t;) die rekursive Gleichung

e(ti) < (1 + Lhi—l)e(ti—l) + hi—15(hi—l)
gemeinsam mit der “Anfangsbedingung” e(to) = 0, da Z(tg) = xo = x(to) ist.
Mittels Induktion zeigen wir nun, dass daraus die Abschitzung

e(t:) < () 7 (exp(L{ti ~ o)) ~ 1)
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folgt. Fiir ¢ = 0 ist die Abschéiitzung klar. Fiir ¢ — 1 — ¢ verwenden wir

L?h?
21 +...> 14 Lh;

exp(Lh;) =1+ Lh; +
und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (14 Lhj—1)e(ti—1) + hi—1e(hi—1)

< (1 + Lhi_l)EGL)%(eXp(L(ti_l — to)) — 1)+ hi €(hi_1)

=
- %( i—1L + (1+ Lhi_1)(exp(L(ti—1 —to)) — 1))
_ %( 1L+ (14 Dhist) exp(L(ti — t)) — 1 — Lhi_l)
_ %( L+ Lhioy) exp(L{tiy —10)) ~ 1)
< %(exp Lhi 1) exp(L(ti1 — 1)) ~ 1)
= <) (exp(Llti — o)) 1)

Damit folgt die Konvergenz und im Falle von £(h) < EhP auch die Konvergenzordnung
mit C = E(exp(L(T —t9)) — 1)/L.

Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (2.14) tatséchlich erfiillt ist. Wir
zeigen, dass (2.14) fiir alle Gitter 7 gilt, deren maximale Schrittweite h die Ungleichung

_ oL
) S T ) 1

erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung Z mit Anfangswert xy € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir Z(t() ist wegen Z(to) = o nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt ¢ — 1 — i sei (tg, Z(tg)) € Ky fiir k = 0,1,...,7 — 1. Wir miissen zeigen, dass
(ti, Z(t;)) € Ko liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschatzung

e(ti) < (ﬁ) (exp(L(T —to)) — 1)

bereits gilt, falls (tx,Z(tx)) € Ky liegt fir £ = 0,1,...,7 — 1. Mit der Wahl von h folgt
damit e(t;) < 4, also

[Z(t:) — = (t:) ]| < 6.
Da (t;,z(t;)) € K liegt, folgt (t;,#(t;)) € {t;} x Bs(z(t;)) C Ko, also die gewiinschte
Beziehung. U

Bemerkung 2.12 (i) Schematisch dargestellt besagt Satz 2.11 das Folgende:

Lipschitzbedingung 4+ Konsistenz = Konvergenz
Lipschitzbedingung + Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p
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(ii) Die Schranke fiir e(T") wichst — sogar sehr schnell — wenn die Intervallgrofie T —
to wichst. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschitzung keinerlei Aussagen iiber das
Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iiber Grenzwerte Z(t;) fir t; — oo.
Tatséchlich kann es passieren, dass der “numerische Grenzwert” von z(t;) fiir ¢; — oo fiir
beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatsdchlichen Grenzwert der exakten Losung z(t)
entfernt ist. Wir werden spéter genauer auf dieses Problem eingehen.

(iii) Der Konsistenzfehler e(h)h wird auch als lokaler Fehler bezeichnet, wéhrend der im
Beweis abgeschitzte Fehler e(t) als globaler Fehler bezeichnet wird. Im Falle der Konsisten-
zordnung p gilt e(h)h = O(hPT!) und e(t) = O(hP). Man “verliert” also eine Ordnung beim
Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler. Dies lisst sich anschaulich wie folgt erkléren:
Bis zur Zeit ¢ muss man (bei dquidistantem Gitter) gerade ca. N(t) = (¢t — to)/h Schrit-
te machen, weswegen sich N(t) lokale Fehler aufsummieren, was zu dem globalen Fehler
O(RPTHYN(t) = O(hPT1)/h = O(hP) fiihrt. o

2.2.4 Kondition

Wie bei allen numerischen Problemen sollte auch hier die Kondition des Problems “Berech-
ne eine Losung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2)” betrachtet werden. Eine detaillierte
Darstellung der hierfiir nétigen Theorie wiirde den Rahmen dieser Vorlesung leider spren-
gen. Wir werden hier nur kurz (ohne Beweise) beschreiben, wie sich die Kondition bzgl.
Storungen Axg im Anfangswert xy berechnen lisst, d.h., wir wollen eine Abschétzung fiir
den Ausdruck

= —x(t; tg, x9) A
" AxoeRI}},ﬁion:l 8$0x( 0 x()) 0
berechnen. Dazu betrachtet man das Anfangswertproblem
y(t) = falt, z(t;to, z0))y(t), y(to) = Az, (2.15)

wobei fy(t,x) = 8%f(t,al:) € R™™ und x(t;t9,z9) die Losung von (2.1), (2.2) ist. Die
Losung von (2.15) ldsst sich in der Form

y(t;to, Azg) = W (t;to) Axg

mit einer Matrix W (t;tg) € R™*"™ schreiben. Dieses W ist dann gerade gleich der obigen
Ableitung %x(t; to, To), die Matrix-Norm ||[W (¢;t9)|| gibt also gerade die Kondition  an.

Als Beispiel betrachte die eindimensionale DGL
z(t) = Ax(t)
fiir A € R. Fiir diese Gleichung ist f(t,z) = Az, also f,(t,2) = A, weswegen (2.15) die Form

y(t) = Ay(?)

hat. Die Losungen sind durch y(t; to, Azg) = %) Azq gegeben, es gilt also W (t;tg) =
eMt=t0)  Die Matrixnorm dieser 1 x 1-Matrix ist gerade der Betrag, da e*(*=%0) positiv ist,
gilt also

K = eMt—to),
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Fiir t >> tp und A > 0 ist das Problem also schlecht konditioniert (x wird sehr grof}),
wéhrend das Problem fiir ¢ >> tg und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da x ~ 0 ist.

Fine ausfiihrliche Diskussion der Kondition fiir gew6hnliche Differentialgleichungen findet
sich im Kapitel 3 des Buches [2].
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2.3 Taylor—Verfahren

Wir werden in diesem Abschnitt eine spezielle Klasse von Einschrittverfahren einfiihren,
die in der numerischen Praxis zwar eher selten verwendet werden (wir werden spéter sehen,
wieso), fiir das Verstandnis der weiteren Einschrittverfahren aber sehr niitzlich sind.

Die Taylor—Verfahren haben ihren Namen von der zu Grunde liegenden Taylor—Formel und
gehen in direkter Weise aus diesen hervor. Allerdings wird die Taylor—Formel in zun#chst
etwas ungewohnt erscheinender Weise angewendet: Wir verwenden den Differentialoperator
L’, i € N, der fiir (hinreichend oft differenzierbare) Funktionen f, g : D — R™ mit D C
]R x R™ mittels

0 0 i ;
Lhg(t.) = g(t.a),  Liglt.a) == 51(6a) + 5 (La)f(ta), Ly glt,e) = LpLyg(t,2)

definiert ist. Beachte, dass L’J}g wieder eine Funktion von D nach R” ist. Der folgende Satz
stellt die hier benotigte Version der Taylor—Formel vor.

Satz 2.13 Gegeben sei eine Differentialgleichung (2.1) mit p—mal stetig differenzierbarem
Vektorfeld f. Sei x(t) = x(t; to, xo) eine Losung dieser Differentialgleichung. Dann gilt

= m0+z LZ L f(to, ) + O((t — to)PH1),

wobei das O—Symbol im Sinne von Definition 2.5(iii) verwendet wird.

Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die
Losung z(t) unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeitsbedingung an f p+ 1-mal stetig
differenzierbar nach t ist. Nach der aus der Analysis bekannten Taylor—Formel fiir Funk-
tionen von R nach R" gilt demnach

— (t — to)’ — )Pt
=20+ Z il dt’ to) + O((t t()) ).

Zum Beweis des Satzes werden wir nun nachweisen, dass

e R 0) (2.16)

ist, denn dann folgt die Behauptung aus

dil' i—
02 t0) = L F (10, 2(10)) = L™ Flto, o).
Wir zeigen (2.16) per Induktion iiber 7. Fiir i = 1 gilt

%(to) = f(to, x(to)) = f(to, o) = L} [(to, z0).
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Fiir ¢ — 7 + 1 beachte, dass fiir je zwei differenzierbare Funktionen g : D — R™ und
z: R — R" die Gleichung

@ gtt,2(0)) = 2 (1,2(0) + 22 (1,2(0)) ()

gilt (man nennt dies auch die totale Ableitung von g entlang der Funktion x(t)). Mit
g(t,x) = L}_lf(t, x) gilt damit

i+, i .
P = L0~ Lpean) = Lot
dg dg d
= E(t,a:(t)) + %(t,x(t))%x(ﬂ
_0Og Jg
= 5, (L) + o= (6 x(6) (L2 (1))

= Lig(t,z(t) = LpLy ' f(tz(t) = Lif(ta(1),

also gerade (2.16). U

Die Idee der Taylor—Verfahren ist nun denkbar einfach: Wir verwenden die Taylor—Formel
und lassen den Restterm weg.

Definition 2.14 Das Taylor—Verfahren der Ordnung p € N ist gegeben durch

b
e
O(t,z,h)=z+ Y FL}_lf(t, z).
i=1

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der Taylor—Verfahren an.

Satz 2.15 Gegeben sei eine Differentialgleichung mit p—mal stetig differenzierbarem Vek-
torfeld f: D — R™. Dann erfiillt das Taylor—Verfahren der Ordnung p die Lipschitzbedin-
gung und ist konsistent mit Konsistenzordnung p.

Beweis: Wir zeigen zunichst die Lipschitzbedingung. Beachte, dass in der Formulierung
der Taylor—Verfahren partielle Ableitungen von f bis zur Ordnung p—1 auftreten. Jede der
auftretenden Funktionen L% ! f ist also ein weiteres mal stetig differenzierbar, woraus (mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung) folgt, dass fiir jede kompakte Menge K C D
Lipschitz—Konstanten L; > 0 existieren, so dass Ljfl f Lipschitz in x mit dieser Konstante
ist. Fiir die Funktion @ gilt also fiir alle h < 1 die Abschétzung

.
hl
1@, 21, k) — @(t, 29, h)| < oy — 2l + ) Lz — 22

=1

p
o1 = 2ol + > hLillas — x2]| = (1+ Lh)|zy — 2|
=1

IN
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mit
P

L= ZL
=1

Dies ist gerade die gewiinschte Lipschitz—Bedingung.

Die Konsistenz sowie die behauptete Konsistenzordnung folgt direkt aus Satz 2.13. 1l

Bemerkung 2.16 Wenn alle auftretenden Ableitungen auf ganz D beschriankt sind, so
sind auch die Konstanten in den Lipschitz— und Konsistenzabschéitzungen unabhéngig von
K giiltig, man erhélt also globale Fehlerabschitzungen. a

Beachte, dass das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 durch
O(t,x,h) =+ hL(}f(t,x) =z +hf(t, z).

gegeben ist, also gerade das Euler—Verfahren ist. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Ko-
rollar.

Korollar 2.17 Falls f einmal stetig differenzierbar ist, so ist das Euler—Verfahren konsi-
stent mit Konsistenzordnung p = 1.

Beweis: Das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 ist gerade das Euler—Verfahren, das
also nach Satz 2.15 die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. U

Bemerkung 2.18 Mit einem direkten Beweis kann man die Konsistenzordnung p = 1
fiir das Euler—Verfahren auch beweisen, wenn f nur Lipschitz—stetig (in « und t) ist. Die
Beweisidee geht wie folgt: Zunéchst zeigt man, dass ||z(t+h)—x(t)|| < Ci|h| fir ein C; > 0
und alle hinreichend kleinen h ist; dies verwendet man dann, um

t+h
/t |f(r.2(r)) — (b 2(t))[ldr < Coh

fir ein Cy > 0 zu beweisen. Damit kann man schliellich die Konsistenzordnung zei-
gen. O

Das Euler—Verfahren ist das einzige Taylor—Verfahren, bei dem keine Ableitungen des Vek-
torfeldes f auftreten. Das Auftreten der Ableitungen ist tatséchlich der Hauptgrund dafiir,
dass Taylor—Verfahren in der Praxis eher selten verwendet werden, da man dort Verfahren
bevorzugt, die ohne explizite Verwendung der Ableitung funktionieren (auch wenn symbo-
lische Mathematikprogramme wie z.B. MAPLE heutzutage zur automatischen Berechnung
der benétigten Ableitungen verwendet werden koénnen). Trotzdem gibt es Spezialanwen-
dungen, in denen Taylor—Verfahren verwendet werden: Fiir hochgenaue Numerik, bei der
Verfahren sehr hoher Ordnung (p > 15) benétigt werden, sind Taylor—Verfahren niitz-
lich, da sie systematisch fiir beliebige Konsistenzordnungen hergeleitet werden kénnen und
die auftretenden Konstanten (in der Lipschitzbedingung und der Konsistenzabschitzung)
durch genaue Analyse der Ableitungen und Restterme exakt abgeschitzt werden koénnen.

Eine der Hauptanwendungen der Taylor—Verfahren bzw. der Taylor—-Entwicklung aus Satz
2.13 ist die Konsistenzanalyse beliebiger Einschrittverfahren. Hier gilt der folgende Satz.
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Satz 2.19 Sei f: D — R” p—mal stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Einschrittverfah-
ren ® : R x R® x R, das p + 1-mal stetig differenzierbar ist. Dann besitzt ® genau dann
die Konsistenzordnung p € N, wenn die Bedingungen

t m,O):L’f_lf(t,x) firi=1,...,p (2.17)

(t,z,0) =2 un 8h’(’

fiir alle (t,z) € D gelten.

Beweis: Es bezeichne ® ), das Taylor-Verfahren der Ordnung p. Die Taylor-Entwicklung
von ® nach der Variablen h in h = 0 ist gegeben durch

O(t,z,h) = D(t,z,0) —I—Zh‘ gh’ t,x,0) + O(hPT1).

Sei nun (2.17) erfiillt. Dann liefert der Koeffizientenvergleich mit ®7,,
®(t,xz,h) = O, (t,z,h) + O(hPH1)
Aus Satz (2.15) folgt daher
z(t+ ht,x) = Op (L, @, h) + O(hPTY) = &(t, z,h) + O(WPT),

was die Konsistenz zeigt.

Falls (2.17) nicht erfiillt ist, so gibt es (t,z) € D, so dass entweder ®(¢,x,0) # x gilt (in
diesem Fall setzen wir i* = 0) oder

02 100) # L5 (1.0)
fiir ein i* € {1, ..., p} gilt. Wenn wir ¢* minimal mit dieser Eigenschaft wéhlen, so folgt aus

dem Koeffizientenvergleich mit ®7 ,, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend
kleinen A > 0 die Ungleichung

1@ (t, 2, h) = Dr,p(t 2, h)| > Ch”
gilt. Mit Satz (2.15) erhalten wir daher
|z(t + h,t,z) — (¢, x, h)|| > Ch' — O(RP+Y) > ChY

fiir geeignetes 0 < C' < C und alle hinreichend kleinen h > 0, was der Konsistenz wider-
spricht. Also folgt die behauptete Aquivalenz. U

Mit diesem Satz konnen wir die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren iiber-
priifen. Beachte, dass die Aussage iiber die Ordnung nur stimmt, wenn das Vektorfeld f
hinreichend oft differenzierbar ist. Verfahren mit hoher Konsistenzordnung verlieren diese
typischerweise, wenn das Vektorfeld der zu 16sendenden DGL nicht die nétige Differenzier-
barkeit besitzt!

Ein wesentlicher Nachteil dieses Satzes ist, dass die Ausdriicke L} f(t,z) fiir groe i sehr
umfangreich und kompliziert werden. Hier konnen — wie bereits erwihnt — symbolische
Mathematikprogramme wie MAPLE bei den Rechnungen helfen. Das folgende MAPLE Pro-
gramm berechnet die Ableitungen L° wf (t,x) fiir i = 0,...,p. (Vor der Ausfithrung muss
der Variablen p natiirlich ein Wert zugew1esen werden.)
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L[i]
od;

vV V V V

L[0]:=£f(t,x);
for i from 1 to p do

simplify(diff(L[i-1],t) + diff(L[i-1],x)*f(t,x));

Die Ausgabe fiir p:=3 ist

Ly

Ly

Loy

f(t, x)

d o
(57 £t @) + (5 (1 2)) (1, @)
2 2
(%f(t, x)) +2 (% f(t, x)) f(t, x) + (a% f(t, z)) (% f(t, z))
2

+ (aaxzf(t, x)) f(t, z)? + f(t, ) (;xf(t’ z))?

3 3 ?
(% f(t, z)) + 3 (ﬁ f(t, x)) f(t, ) + 3 (% f(t, x)) (g f(t, z))

t
2 3
+ (;;f(t, z)) (gtzf(t, x)) +3 (miatf(t, ) f(t, 2)?
2
F3( 1, )0, 2) (o8t ) + (o1, 2)) (o6t 2))°
2 3

+51(t, 2) (ai f(t, z)) (aiat f(t, z)) + (§x3f
62

P D) 2 (o (1, ) + 10 2) (10, 2)°

(t, x)) (¢, x)3

Diese Ausdriicke gelten fiir den skalaren Fall z € R, fiir hohere Dimensionen muss das
MAPLE-Programm erweitert werden.

Bemerkung 2.20 Man sieht, dass die Ausdriicke tatsédchlich sehr uniibersichtlich werden;
ebenso ist das natiirlich bei den entsprechenden Termen der Einschrittverfahren. Eine Hilfe
hierfiir bietet ein Formalismus, der von dem neuseeldndischen Mathematiker J.C. Butcher
in den 1960er Jahren entwickelt wurde, und bei dem die auftretenden Ableitungen mittels
einer grafischen Reprisentierung in einer Baumstruktur iibersichtlich strukturiert werden.

a
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2.4 Explizite Runge—Kutta—Verfahren

In diesem Abschnitt kommen wir zu einer der wichtigsten Klassen von Einschrittverfahren,
zu denen z.B. das Euler— und das Heun—Verfahren gehoren.

Bei der Konstruktion des Heun—Verfahrens haben wir das Euler—Verfahren verwendet, um
einen Schétzwert fiir den unbekannten Wert x(t;11) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese
Methode systematisch rekursiv anzuwenden, um zu Verfahren hoherer Konsistenzordnung
zu gelangen. Genau dies ist die Grundidee der Runge-Kutta—Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren {ibersichtlich zu schreiben, bendétigen wir einen ge-
eigneten Formalismus. Wir erldutern diesen am Beispiel des Heun—Verfahrens

O(t,x,h) :x—i-;l<f(t,:c)—l—f(t—i—h,x—i—hf(t,:c))).

Wir schreiben dieses nun als

kl = f(tVT)

1{22 = f(t+h,l‘+hk‘1)
1 1
O(t,z,h) = z+h <2k1 + 2k‘2>

Was zunichst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich als
sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;—Terme hinzufiigen will. Dies ist gerade
die Schreibweise der expliziten Runge-Kutta—Verfahren.

Definition 2.21 FEin s-stufiges explizites Runge—Kutta—Verfahren ist gegeben durch

i1
ki = f t—i—Cz‘h,x—i-hZaijkj firi=1,...,s
j=1
O(t,x,h) = z+hY biki.
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. O

Die Koeffizienten eines Runge-Kutta—Verfahrens kénnen wir mittels

b1 c1 0
bo c2 a1 0

b= bs eR® c¢= C3 eR’, A= az1 azz O c RS%S

bs Cs sy - 0 Ogs—1 0
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kompakt schreiben. Konkrete Verfahren werden meist in Form des Butcher-Tableaus (oder
Butcher—Schemas)
C1
C2 | a21
€3 | az1 as2

Cs | Gs1 Qs2 -+ QGgs—1

bl b2 o 65,1 bs

geschrieben, das wiederum auf J.C. Butcher zuriickgeht.

Einfache Beispiele solcher Verfahren sind das Euler—Verfahren (s = 1), das Heun—Verfahren
(s = 2) und das sogenannte klassische Runge—Kutta—Verfahren (s = 4), das von C. Run-
ge3 und M. Kutta? entwickelt wurde, und dem die ganze Verfahrensklasse ihren Namen
verdankt. Diese Verfahren sind (von links nach rechts) gegeben durch die Butcher-Tableaus

0
1)1
2| 2
1 1
0 210 3
0| 11 1[0 0 1
1 1 1 2 2 1
‘1 ‘55 5 6 6 ©

Beachte, dass das Euler—Verfahren sowohl das einfachste Runge-Kutta—Verfahren als auch
das einfachste Taylor—Verfahren ist; es ist das einzige Verfahren, das in beiden Klassen
liegt, da alle Runge-Kutta—Verfahren per Definition ohne Ableitungen von f auskommen,
was gegeniiber den Taylor—Verfahren einen groflen Vorteil darstellt.

Es ist in diesem Zusammenhang interessant, den Aufwand des Heun—Verfahrens und des
Taylor—Verfahrens der Ordnung 2 z.B. fiir z € R zu vergleichen, die ja die gleiche Kon-
sistenzordnung besitzen. Beim Taylor—Verfahren der Ordnung 2 miissen in jedem Schritt
Lgcf(t,x) = f(t,z) und

of of

1 —

Lff(tax) - a(tv .’IJ) + %(t,iﬁ)f(t,l')

ausgewertet werden, also 3 Funktionsauswertungen; beim Heun Verfahren miissen k1 =
f(t,xz) und f(t + h,x + hki), also 2 Funktionen ausgewertet werden. Der Aufwand ist
folglich nur 2/3 so grof3. Dieser geringere Aufwand, der bei hoherer Konsistenzordnung noch
deutlicher ausfillt, ist typisch fiir Runge-Kutta—Verfahren, ein weiterer Vorteil gegeniiber

den Taylor—Verfahren.

Beachte, dass Runge-Kutta—Verfahren immer die Lipschitz—Bedingung erfiillen, wenn das
Vektorfeld f Lipschitz—stetig im Sinne des Eindeutigkeitssatzes 2.4 ist: Mittels Induktion

3deutscher Mathematiker, 1856-1927
4deutscher Mathematiker und Ingenieur, 18671944
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sieht man leicht, dass jede Stufe k; Lipschitz—stetig ist. Damit gilt dies auch fiir ihre Summe,
weswegen ¢ die gewiinschte Bedingung erfiillt.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Konsistenzeigenschaften der Runge-Kutta—Ver-
fahren iiber ihre Koeffizienten auszudriicken lassen. Das erste wichtige Resultat ist das
folgende Lemma.

Lemma 2.22 FEin explizites Runge-Kutta—Verfahren ist genau dann konsistent, wenn die
Bedingung

S

Zbizl

i=1
erfiillt ist.

Beweis: Beachte, dass ein Runge-Kutta—Verfahren von der Form
(I)(t7 €L, h’) =x+ hg@(t, x, h)
mit

o(t, z, h) Zbktxh

ist. Nach Lemma 2.10 ist das Verfahren also genau dann konsistent, wenn

o(t,z,0) Zbkmo f(t, )

ist. Aus Definition 2.21 folgt sofort, dass k;(¢,x,0) = f(t,z), also ist das Verfahren genau
dann konsistent, falls > 7, b; f(t,z) = f(t, ), was fiir beliebige f dann und nur dann der
Fall ist, wenn » ;_, b; = 1 ist. g

Etwas schwieriger wird die Sache, wenn wir Aussagen iiber die Konsistenzordnung machen
wollen. Zunéchst wollen wir eine obere Schranke fiir die Konsistenz beweisen.

Lemma 2.23 Fiir ein s—stufiges explizites Runge-Kutta—Verfahren ® mit Konsistenzord-
nung p gilt die Ungleichung p < s, d.h. die Konsistenzordnung ist maximal so grofl3 wie die
Stufenzahl.

Beweis: Wir wenden das Verfahren auf das Anfangswertproblem

an. Fiir die exakte Losung gilt hier

x(h;0 1):eh:1+h+h72+...+E+LH+O(h8+2)'
- 2! sl (s+ 1)

Andererseits sieht man durch Induktion iiber 4, dass k;(0, 1,) € P;_1 ist, also ein Polynom
vom Grad < ¢—11in h ist. Also ist ®(0,1,-) € Ps, weswegen in ®(0,1,h) kein Term der
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Form ah®t! auftreten kann. Daher gilt fiir alle hinreichend kleinen A und eine geeignete
Konstante C' > 0 die Abschéitzung

s+1
h;0,1) — ®(0,1,h)|| > —— — O(h*?) > Ch*H!
Jo(4:0,1) = @0, 1, W) = g = O(h™*?) = Oh**,
weswegen die Konsistenzordnung maximal s sein kann, also p < s gilt. U

Um nun genauere Aussagen iiber die Konsistenzordnung zu machen, empfiehlt es sich, die
zu betrachtenden Differentialgleichungen etwas zu vereinfachen: Wir wollen uns auf auto-
nome DGL einschrianken. Damit wir trotzdem Aussagen fiir allgemeine Probleme erhalten
konnen, iiberlegen wir uns zuerst, dass dies keine echte Einschrankung ist. Tatséchlich kann
man aus jeder Differentialgleichung

a(t) = f(t,z(), a(to) = o (2.18)

= (). fo= (1)

(mit s € R) eine autonome Differentialgleichung

mittels

i = Fue). vt == 5°) (2.19)

machen, fiir deren Losungen die Beziehung

y(t; to, yo) = ( x(t;tf’%) ) (2.20)

gilt. Die urspriingliche Losung x(¢;to, xp) von (2.18) findet sich also gerade in den ersten
n Komponenten der n + 1-dimensionalen Losung y(¢;to,y0) der autonomen Gleichung
(2.19) wieder. Mit anderen Worten kann jede DGL im R” in eine autonome DGL im R"*!
umgewandelt werden, dieses Verfahren nennt man Autonomisierung. Beachte, dass die neue
DGL die Bedingungen des Eindeutigkeitssatzes nur dann erfiillt, wenn f Lipschitz—stetig
beziiglich  und t ist, was eine stérkere Forderung als die Lipschitz—Stetigkeit bzgl. x ist.
Da wir diese Bedingung fiir unsere numerischen Aussagen aber sowieso immer benéttigen
(meist nehmen wir ja sogar Differenzierbarkeit von f bzgl. x und ¢ an), stellt diese Annahme
fiir unsere numerischen Untersuchungen keine Einschrinkung dar.

Wir betrachten nun die von einem Runge-Kutta—Verfahren & erzeugten approximativen
Losungen Z(t;) und g(t;) der Gleichungen (2.18) und (2.19). Unser Ziel ist es, uns bei der
folgenden Konsistenzordnungsanalyse auf autonome Gleichungen einzuschridnken. Damit
wir dabei trotzdem Resultate fiir allgemeine nichtautonome Gleichungen erhalten kénnen,
also die fur (2.19) giiltigen Resultate auf (2.18) {ibertragen konnen, muss hier die zu (2.20)

analoge Beziehung
- Z(t;
g(t:) = ( (ti) > (2.21)

gelten. Ein Runge-Kutta—Verfahren, das (2.21) erfiillt, wird invariant unter Autonomisie-
rung genannt. Nicht jedes Runge-Kutta—Verfahren ist aber invariant unter Autonomisie-
rung. Das folgende Lemma gibt die dafiir notwendige und hinreichende Bedingung an.
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Lemma 2.24 Ein explizites Runge-Kutta—Verfahren ist genau dann invarant unter Au-
tonomisierung, wenn es konsistent ist und die Bedingung

i—1
C; = Zalj
j=1
firi =1,...,s erfillt ist.

Beweis: Wir bezeichnen das Verfahren fiir (2.18) mit ® und das Verfahren fiir (2.19) mit
®, die zugehorigen Stufen bezeichnen wir mit k; und K; = = (k;,0;)T. Das Verfahren ist
genau dann invariant unter Autonomisierung, wenn

% _( ®@x,h)
B(t,x, h) = ( o > (2.22)
gilt, da sich (2.21) dann mittels Induktion iiber i ergibt. Wegen

x+hY5 bik; )

und ®(t,z,h)=x+h b;k;
t+hd>;_ 1 bib; ( ) Z

i=1

O(t,z, h) = (

gilt (2.22) genau dann, wenn

ki=ki wnd t+h) bifi=t+h (2.23)
=1

erfiillt ist. Fiir k; und 6; gilt gerade

(k > _ ( f<t+h2§ a6y, @+ h Y agk; ) )

0; 1

Wegen k; = f (t + cih, x + hz 1 aijk ) und 6; = 1 ergibt sich, dass die erste Gleichung

in (2.23) genau dann gilt, wenn ¢; = E 1 ai; gilt. Wegen 6; = 1 gilt die zweite Gleichung
in (2.23) genau dann, wenn ¢ +hy ;| b; =t + h erfiillt ist, also wenn >, b; = 1 ist, was
gerade dquivalent zur Konsistenz ist. U

Auf Basis dieses Lemmas konnen wir uns also im Folgenden auf autonome DGL ein-
schranken, wenn wir Verfahren betrachten, die die Bedingung von Lemma 2.24 erfiillen.
Dies hat den Vorteil, dass sich der Differentialoperator L} §2u

Lhala) = ( f9()) £@)

vereinfacht, was die Taylorentwicklung deutlich iibersichtlicher macht. Dies wird im folgen-
den Satz ausgenutzt.

Satz 2.25 Betrachte ein Runge-Kutta—Verfahren, das die Bedingung aus Lemma 2.24
erfiillt. Dann gilt:
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(i) Das Verfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 1, wenn die Gleichung

Zbizl

(2

gilt.
(ii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusétzlich zu (i) die Glei-
chung
Z bici =1 / 2
(2
gilt.
(iii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusétzlich zu (i), (ii) die
Gleichungen
D bk =1/3, > biage; =1/6
i ij
gelten.

(iv) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusétzlich zu (i)—(iii) die
Gleichungen

Zbic? = 1/4, Zbiaijcicj = 1/8
7 i

Zbiaijcjz» = 1/12, Zbiaijajkck = 1/24
ij

ijk
gelten.
Hierbei laufen die Summations—Indizes in den Grenzen i = 1,...,s, 7 =1,...,2— 1 und
k=1,...,5—1.

Beweis: Die Gleichung ergeben sich aus der Bedingung (2.17), wobei die fiir p € N ange-
gebenen Gleichungen gerade dquivalent zu der Bedingung

orde 1

W(%O) =LY f(x) (2.24)
aus (2.17) sind. Fiir p = 1 ergibt sich die angegebene Gleichung dabei aus den gleichen
Rechnungen wie im Beweis von Lemma 2.22.

Wir zeigen die Behauptung hier exemplarisch fiir p = 2, die hoheren Ordnungen folgen mit
der gleichen Beweistechnik, allerdings mit aufwéndigeren Rechnungen.

Wir zeigen also, dass die in (ii) angegebene Gleichung dquivalent zu (2.24) fiir p = 2 ist.
Die zweite Ableitung von ® = = 4+ he nach h ist gerade

Po 00 D0
on? ~ onon T T an \P T Tan®
0? 0 0?
= a T e T et Mo
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In h = 0 ergibt sich damit

82@ 8 S i—1 d
i 20) = 257420 =23 03 (/@) f@)

Andererseits ist die Ableitung L} f(x) gerade durch

L@ = (4:.1@) flo)

gegeben ist. Damit diese Ausdriicke fiir alle f(z) iibereinstimmen, muss also gerade

s i—1
QZbZZaU =1

i=1  j=1

elten, was wegen der angenommen Autonomieinvarianzbedingun
b
i—1
C; = E al-j
j=1

genau dann der Fall ist, wenn die Gleichung aus (ii) erfiillt ist. U

Diese Gleichungen an die Koeffizienten werden Bedingungsgleichungen genannt. Wie kom-
plex das Problem des Aufstellens der Bedingungsgleichungen fiir grofie p wird, zeigt die
folgende Tabelle, die die Anzahl der Gleichungen fiir gegebenes p angibt.

Konsistenzordnung p ‘

1 2 4 5 6 7 8 9 10 20
1 2 8

3
Anzahl Bedingungsgl’en ‘ 4 17 37 85 200 486 1205 20247374
Nicht nur das Aufstellen, auch das Losen dieser (nichtlinearen!) Gleichungssysteme wird
ziemlich komplex. Hier kommt wieder das in Bemerkung 2.20 bereits erwihnte grafische
Verfahren von Butcher ins Spiel. Mit diesem Verfahren kénnen die einzelnen Terme der
Llj} f—Ableitungen ebenso wie die Terme der Ableitungen von ¢ mittels einer Baumstruktur
grafisch dargestellt werden. Dieses Verfahren erlaubt eine Einsicht in die Struktur dieser
riesigen nichtlinearen Gleichungssysteme, womit es gelungen ist, die Gleichungen bis p = 10
(ohne Computerhilfe) zu 16sen. Eine wichtige Rolle spielt dabei natiirlich die Stufenzahl
s der betrachtetem Verfahren. Insbesondere ist hierbei wichtig, wie viele Stufen s man
zur Realisierung einer gegebenen Konsistenzordnung p benotigt. Die folgende Tabelle gibt
die ebenfalls durch Butcher (in den Jahren 1964-1985) berechneten bekannten minimalen
Schranken an.

Konsistenzordnung p ‘

1 2 3 45 6 7 8 >9
minimale Stufenzahl s [1 2 3 4 6 7 9 11 >p+3
Der Eintrag fiir p > 9 bedeutet nicht, dass fiir jedes p > 9 ein Verfahren mit s = p + 3
Stufen bekannt ist, sondern dass es kein Verfahren mit weniger Stufen geben kann. Fiir
p = 10 wurde 1978 von E. Hairer ein Verfahren mit s = 17 Stufen angegeben, das sich
im Guinness—Buch der Rekorde findet. Moglichst wenig Stufen zu verwenden ist allerdings
nicht das einzige Qualitdtsmerkmal fiir Runge-Kutta—Verfahren, oftmals spielen andere

Kriterien eine wichtigere Rolle. Wir kommen spéter darauf zuriick.



2.5. IMPLIZITE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN 33

2.5 Implizite Runge—Kutta—Verfahren

Bisher haben wir Runge-Kutta—Verfahren betrachtet, bei denen die Koeffizientenmatrix

die Form
0
asi 0
A= azg1 azz O c RS%s
a/sl PEEEY “ e a’s’871 0

hatte. Es stellt sich nun die Frage, was passiert, wenn wir hier “volle” Matrizen der Form

aixp -+ QAails
A= : : € R%*®
as1 -+ Qgs

zulassen. Zunéchst einmal konnen wir auch mit solchen Koeffizienten ganz formal durch
Erweiterung von Definition 2.21 wieder Runge—Kutta—Verfahren definieren.

Definition 2.26 Ein s—stufiges implizites Runge—Kutta—Verfahren ist gegeben durch

ki = f t+Cih,x+hZaijkj firte=1,...,s

j=1
O(t,a,h) = x+hy bk
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. o

Der Grund fiir den Namen ¢mplizites Verfahren liegt darin, dass die Definition der k; nun
keine “Zuweisung” mehr ist, sondern ein s—dimensionales nichtlineares Gleichungssystem
bildet, dessen Losung gerade der Vektor kT = (kI',... kI) € R®™ ist. Die Werte k; € R"
sind also implizit definiert.

Das einfachste Verfahren dieser Klasse ist durch das Butcher—Tableau

111
1
gegeben. Ausgeschrieben lautet es

kq :f(t—l—h,x—i-hkl), (I)(t,l',h) =x + hkq,
die dadurch erzeugt Gitterfunktion ist rekursiv gegeben durch
T(tiv1) = T(t:) + ha f (L1, T(tiv))-

Dieses Verfahren heifit implizites Fuler—Verfahren und besitzt genau wie sein explizites
Gegenstiick die Konsistenzordnung p = 1. Beachte, dass hier tatsdchlich in jedem Schritt
ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden muss. Implizite Runge-Kutta—Verfahren
mit Konsistenzordnung p = 2 sind z.B. die implizite Mittelpunktregel oder die implizite
Trapezregel, die durch
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gegeben sind.

Wir werden spéter sehen, dass implizite Verfahren fiir manche Differentialgleichungen ge-
geniiber den expliziten Verfahren deutliche Vorteile besitzen. Zunéchst wollen wir uns aber
Gedanken dariiber machen, wie solch ein implizites Verfahren implementiert werden kann,
d.h., wie wir das nichtlineare Gleichungssystem zur Berechnung der k; 16sen kénnen.

Zunéchst einmal gibt es manchmal die Moglichkeit, die entstehenden Gleichungen per Hand
in explizite Form zu bringen. Betrachten wir z.B. das implizite Euler—Verfahren angewendet
auf die eindimensionale DGL

z(t) = Ax(t),

so erhalten wir

woraus fiir hinreichend kleine h die Gleichung

AT

ki =
Y71 2h

folgt.

Oft kommt man mit dieser Strategie aber nicht weiter, wir miissen das entstehende Glei-
chungssystem

k= F(k)
mit
k1 f <t+c1h, r+hyi aljkj)
k= : €R*™ und F(k)= :
ks f (t +esh, z+hY 5, asjkj>

also numerisch 16sen.

FEine einfache Moglichkeit hierzu beruht auf der Tatsache, dass f nach Voraussetzung
Lipschitz—stetig mit Konstante L ist. Hieraus folgt sofort, dass auch die Abbildung F
Lipschitz—stetig mit Konstante hL ist. Falls h =: K < 1 ist, folgt damit

IF (k') — F(R*)|| < K[k — K]

so dass F' eine Kontraktion ist, weswegen der Vektor k mittels der aus der Numerik 1
bekannten Fixpunktiteration A '
kUH) = P(EO)) (2.25)

berechnet werden kann. Als Startwert fiir diese Iteration empfiehlt es sich, im ersten Schritt
kl-(o) = f(t+c;h,z) und in den folgenden Schritten den Wert von k aus dem vorhergehenden
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Schritt zu verwenden. Ein geeignetes Abbruchkriterium ergibt sich wie in der Numerik 1
diskutiert aus dem Banach’schen Fixpunktsatz: Die Iteration wird so lange durchgefiihrt,
bis

1KUY — k)| < e

fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ ist, damit ist dann die Genauigkeit

hL
1-hLt

IR — k7)) <

garantiert, wobei k* die exakte Losung bezeichnet. Als Letztes miissen wir uns noch iiber-
legen, wie € gewéhlt werden sollte. Damit das Verfahren

O(t,x,h) =z +h_ bk
=1

den Konsistenzfehler O(hPT!) einhilt, sollte ||kU+1) — k*|| < goh? fiir ein g9 > 0 gelten.
Damit diese Schranke eingehalten wird, muss

hL
1—-hL

e < goh?

gelten, was fiir kleine h gerade durch die Wahl ¢ = ggh?~! garantiert wird. Das Abbruch-
kriterium héngt fiir p > 2 also von der Schrittweite h ab.

Die Iteration (2.25) wird auch Gesamtschrittiteration genannt. Eine einfache Modifikation
dieser Iteration ist die Einzelschrittiteration, die durch die Vorschrift

i—1 s
k;z(ﬁl) =f (t +cih, T + hZaukl(]H) + hz ailkl(])> ;o i=1,....s (2.26)
=1 I=i

gegeben ist. Dies ist ein dhnlicher Trick, wie wir ihn in der Numerik 1 beim Ubergang
vom Jacobi— zum Gauf3—Seidel-Verfahren angewendet haben: Wir verwenden die bereits
bekannten Werte k{“, ey k:ffll der j 4+ 1-ten Iteration bei der Berechnung von kf 1 Im
Allgemeinen konvergiert die Einzelschrittiteration (2.26) etwas schneller als die Gesamt-

schrittiteration (2.25).

Falls die Lipschitz—Konstante L des Vektorfeldes grof ist, werden bei diesen Fixpunkt-
iterationen sehr kleine Zeitschrittweiten h > 0 benoétigt, um die Kontraktionsbedingung
K = hL < 1 sicher zu stellen. In diesem Falle konnen andere Verfahren vorteilhaft sein.
So kann man das Problem k = F'(k) in ein geeignetes Nullstellenproblem umwandeln, z.B.
mittels 0 = G(k) := k — F(k) (es gibt weitere, u.U. numerisch giinstigere dquivalente Null-
stellenprobleme, vgl. [2], Abschnitt 6.2.2). Wenn man nun die Ableitung DG ausrechnen
kann, die sich aus der Ableitung 0/0x f(x) ergibt, so ist das Newton—Verfahren sehr gut
geeignet, da man mit k& aus dem vorhergehenden Schritt bzw. mit k; = f(¢t + ¢;, ) einen
guten Startwert fiir das (ja nur lokal konvergente) Newton—Verfahren besitzt.

Zusammenfassend fiihrt dies auf den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 2.27 (Ldsung eines Anfangswertproblems mit implizitem Runge—
Kutta—Verfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (o, z¢), Endzeit T, Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —to)/N, Tp = xo
(2) Fir¢=0,...,N —1:
(2a) Berechne t;11 = t; + h und 16se das nichtlineare Gleichungssystem k = F(k)
(2b) Berechne Z;y1 := ®(t;,%;,h) = T; + h2§:1 bik;
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,tN o

Die Analyse impliziter Runge-Kutta—Verfahren ist im Vergleich zu den expliziten Verfahren
komplizierter, da die Ableitungen von ® (mit denen man sowohl die Konsistenz gemif} Satz
2.19 als auch die Lipschitz—Bedingung iiber die Ableitung nach x iiberpriifen kann) mit
Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen berechnet werden miissen. Die Grundideen der
Beweise sind aber vollig identisch, weswegen wir die technischen Details hier nicht vertiefen
wollen.

Bemerkung 2.28 Fiir explizite Runge—Kutta—Verfahren haben wir in Lemma 2.23 gese-
hen, dass die Stufenanzahl s eine obere Schranke fiir die Konsistenzordnung p bildet, also
immer p < s gilt. Fiir implizite Verfahren ist die Schranke nicht ganz so strikt: Fiir ein
s—stufiges implizites Runge-Kutta—Verfahren ® mit Konsistenzordnung p gilt die Unglei-
chung p < 2s, d.h. die Konsistenzordnung ist maximal zwei mal so grofl wie die Stufenzahl.
Zum Beweis dieser Aussage wenden wir das Verfahren wieder auf das Anfangswertproblem

mit exakter Losung ef an. Man kann nun zeigen, dass die numerische Lésung von der Form

®(0,1,h) = P(h)/Q(h)

fiir zwei Polynome P,Q € P, mit Q # 0 ist. Falls nun ®(0,1,h) — e? = O(h?*2) gilt,
so folgt auch P(h) — Q(h)e" = O(h?*2). Mittels Induktion iiber s zeigt man dann, dass
dies nur fir P = @ = 0 gelten kann, was ein Widerspruch zu @ # 0 ist. Also kann
®(0,1,h) — e = O(h?*2) nicht gelten, weswegen im besten Fall ®(0, 1, k) — e = O(h?+1)
sein kann, also p < 2s. m|

Wihrend es bei expliziten Runge-Kutta—Verfahren sehr schwierig ist, Verfahren fiir grofle
p zu konstruieren, lédsst sich die maximale Konsistenzordnung p = 2s bei impliziten Ver-
fahren relativ leicht realisieren. Wiederum auf Butcher geht nédmlich die Familie der Gaujf§—
Verfahren zuriick, bei denen sich die die Koeffizienten durch Nullstellen der Legendre—
Polynome (&hnlich wie bei der Gaufi-Quadratur) ermitteln lassen und die eine Familie von
impliziten Verfahren mit p = 2s bildet.
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2.6 Steife Differentialgleichungen

Steife Differentialgleichungen sind eine Klasse von Differentialgleichungen, die mit expli-
ziten Verfahren nur schwer zu 16sen sind. Sie bilden die Hauptmotivation dafiir, implizite
Verfahren zu betrachten und zu verwenden. Leider ist es nicht ganz leicht, einer Differenti-
algleichung anzusehen, ob sie “steif” ist; es ist nicht einmal leicht, diese Eigenschaft formal
zu definieren. Vielleicht ist die informelle Beschreibung “mit expliziten Verfahren schwer
zu losen” bereits die beste mogliche Definition. Wir wollen aber trotzdem versuchen, diese
Eigenschaft etwas zu formalisieren und gewisse Kriterien herausarbeiten, an denen man
erkennen kann, ob man es mit einer steifen DGL zu tun hat.

Wir wollen dazu zunéchst den Begriff “schwer zu losen” etwas genauer fassen. Aus Satz
2.11 wissen wir, dass fiir allgemeine Einschrittverfahren mit Konvergenzordnung p > 0 die
Abschétzung der Form

1Z(ti) — =(t:)]| < CERP

fiir alle hinreichend kleinen h > 0 gilt, wobei E > 0 aus der Konsistenzbedingung stammt
und

C= %(GXP(L(E —t9)) — 1)

von der Konstanten L der Lipschitzbedingung sowie von der Grofle des Zeitintervalls T'—tg
abhéngt. Eine Differentialgleichung ist nun schwer zu lésen, wenn CFE eine sehr grofle
Konstante ist oder wenn die Abschitzung fir ||Z(¢;) — x(¢;)|| nur fiir sehr kleine A > 0
gilt. Was “sehr groff” bzw. “sehr klein” in diesem Zusammenhang bedeutet, hingt im
Wesentlichen davon ab, wieviel Zeit man in die Berechnung der Losung investieren méchte
und wie kleine Zeitschritte man noch zulassen mochte. Eine genaue Schranke kann man —
dhnlich wie bei der Frage “wann ist ein Problem schlecht konditioniert?” — nicht angeben.

Sicherlich muss man damit rechnen, dass eine Differentialgleichung schwer zu lésen ist,
wenn sie schlecht konditioniert ist. Steife Differentialgleichungen zeichnen sich nun dadurch
aus, dass sie mit expliziten Verfahren schwer zu l6sen sind, obwohl sie gut konditioniert
sind. Dass dies tatséchlich passieren kann, wollen wir an einem bereits bekannten Beispiel
illustrieren: Wir betrachten wieder die 1d DGL

(t) = Az(t)

mit A € R. Fiir diese Gleichung hatten wir gesehen, dass sie die Kondition

K — e)\(t—to) .

besitzt und deswegen fiir ¢ >> tg und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da x ~ 0 ist. Wir
wollen die exakte Losung z(t; zo) = eMag dieser Gleichung fiir A << 0 mit der numerischen
Approximation durch das Euler—Verfahren vergleichen. Diese Approximation ist gegeben
durch

.CZ'(ti_H) = ii'(tl) + h)\.f(tz) = (1 + h)\)iﬁ(il)

Durch Induktion sieht man leicht, dass die Euler—Losung fiir ¢; = hi damit gerade durch
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gegeben ist. Fiir kleine A < 0 konvergiert die exakte Losung z.B. mit Anfangswert xyp = 1
sehr schnell gegen 0. Damit die Euler-Losung eine verniinftige Approximation darstellt,
sollte diese also auch gegen Null streben. Damit dies passiert, muss |1 + hA| < 1 sein, was
fiir negative A genau dann der Fall ist, wenn |h\| < 2, also

h < 2/|A

ist. Z.B. fiir A = —10000 miissen wir den Zeitschritt h < 1/5000 wéhlen, um iiberhaupt
eine halbwegs sinnvolle Approximation zu erhalten und das, obwohl die Gleichung sehr gut
konditioniert ist.

Zum Vergleich betrachten wir nun das implizite Fuler—Verfahren, das durch

T (t;)

j(ti_;,_l) = f(t,) + h)\i‘(ti_H) =4 j(ti-i-l) = -7

gegeben ist. Die approximierte Losung ist also

1
(ti) = mxo.

z

Hier strebt die Losung genau dann gegen Null, wenn [1/(1 — h\)| < 1 ist, also wenn
|1 — hA| > 1 ist. Da A < 0 ist, ist diese Bedingung fiir sémtliche Zeitschritte h > 0
erfiillt, die Losung konvergiert also fiir alle Zeitschritte gegen Null und stellt damit eine
sinnvolle Approximation dar. Abbildung 2.6 zeigt die exakte Losung sowie die numerischen
Approximationen fiir A = —100 fiir verschiedene Zeitschritte.

2.6.1 Stabilitét

Fiir die 1d-Gleichung #(t) = Az(t) konnen wir also sagen, dass sie steif ist, wenn A < 0 und
|A| grof ist. Wir wollen dieses Kriterium auf eine grofiere Klasse von Differentialgleichungen
verallgemeinern.

Wir betrachten dazu die Klasse der linearen zeitinvarianten DGL, die gegeben ist durch
z(t) = Ax(t), (2.27)

wobei z(t) € R™ und A € R™"™ ist. Die Idee, diese Klasse von Differentialgleichungen zu
betrachten, geht auf Germund Dahlquist® zuriick. Fiir solche Gleichungen sind die durch
ein Runge-Kutta—Verfahren erzeugten approximativen Losungen stets von der Form

F(tig1) = AZ(t;) (2.28)

fiir ein A € R™". Wir beschréinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall dquidistanter
Zeitschritte h; = h und ¢y = 0, woraus sich ¢; = hi ergibt. Eine Gleichung der Form (2.28)
wird lineare zeitinvariante Differenzengleichung genannt. Wir bezeichnen die Lésungen von
(2.28) mit z(0) = xp mit Z(¢; zo), wobei t € R ein Vielfaches von h ist. Offenbar gilt gerade
@ (hi; z0) = Alay.

Fiir das explizite Euler—Verfahren gilt z.B. A=Id+ hA, wahrend fiir das implizite Euler—
Verfahren A = (Id — hA)™! gilt, wobei Id € R"™*" die Einheitsmatrix bezeichnet. Genauer

beschreibt das folgende Lemma, wie A und A zusammenhéngen.

Sschwedischer Mathematiker, 1925-2005
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Abbildung 2.6: Exakte Losung (durchgezogen), explizite Euler-Losung (gepunktet) und
implizite Euler-Losung (gestrichelt) fir @(t) = A\z(t), z(0) =1, A = =100

Lemma 2.29 Fiir jedes s-stufige Runge-Kutta—Verfahren lisst sich die Matrix A in (2.28)

als B
A= R(hA)

schreiben, wobei R eine von h unabhéngige Funktion ist. Fiir explizite Runge-Kutta—
Verfahren ist R ein Polynom vom Grad < s, fiir implizite Verfahren ist R eine rationale
Funktion, d.h. eine Funktion der Form R(z) = P(2)Q(z)~!, wobei P und @ wieder Poly-
nome vom Grad < s sind.

Beweis: Es seien a;; und b; die Koeffizienten des Verfahrens. Dann gilt fiir die Stufen k;
bei Anwendung auf (2.27) die Beziehung

hki = hAz + ) ahAhk;

J=1

wobei wir beim expliziten Verfahren die Konvention a;; = 0 fiir j > 4 machen. Im expliziten
Fall folgt per Induktion, dass jedes hk; ein Polynom in hA vom Grad < ¢ ist und linear in
x ist. Damit ist ®(¢t,x,h) = = + Y b;hk; ein Polynom vom Grad < s in hA und linear in
x, also gerade von der behaupteten Form.
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Im impliziten Fall erhalten wir

hki = aijhAhk; | = hAx
j=1

firi = 1,...,s. Der n-s-dimensionale Vektor k = (k7 ,..., k)T ist also gerade die Losung
eines n - s—dimensionalen linearen Gleichungssystems, dessen Matrix affin linear von A und
dessen rechte Seite linear von A und z abhéngt. Durch Auflésen dieses Gleichungssystems
sieht man (nach lénglicher Rechnung, die wir hier nicht durchfithren wollen), dass sich die
k; als

hki = Py(hA)Q(hA) 'z

schreiben lassen, wobei die P, und ) Polynome vom Grad < s sind. Damit ist auch ®
wegen
O(t,z,h) = x+ > bihk
= z+ ) biP(hA)QhA) x
= (QUhA)+ 3 biPi(hA)) QhA)
= P(hA)Q(hA) 'z

von der behaupteten Form. U

Bemerkung 2.30 Aus dem Gleichungssystem des Beweises kann man eine explizite For-
mel fiir R(hA) berechnen, die aber recht kompliziert ist. Wir werden allerdings spéter
sehen, dass es fiir unsere Zwecke ausreicht, die Funktion R fiir komplexwertige Argumente
z € C explizit zu kennen. Wenn wir die Koeffizienten des Verfahrens mit A = (a;;)i j=1,...s
und b = (by,...,bs)T bezeichnen, so kann man hierfiir den expliziten Ausdruck

R(z) =1+ 2bT(I1d — zA) e
mit e = (1,...,1)T € R® berechnen. Fiir komplexe Argumente wird die Funktion R als

Stabilititsfunktion des Verfahrens bezeichnet.

Z.B. ergeben sich fiir das explizite Euler—Verfahren R(z) = 1 + z, fiir das implizite Euler—
Verfahren R(z) = (1 — z)~! und fiir die implizite Trapezregel aus Abschnitt (2.5) R(z) =

(1+2/2)/(1 - 2/2). .

Wie im obigen eindimensionalen Fall wollen wir speziell Lésungen betrachten, die gegen
Null streben und untersuchen, fiir welche Zeitschritte die numerische Approximation dieses
Verhalten widerspiegelt. Dazu verwenden wir die folgende Definition.

Definition 2.31 Eine Differentialgleichung (2.27) bzw. eine Differenzengleichung (2.28)
heifit (global) exponentiell stabil, falls Konstanten ¢,o > 0 existieren, so dass fiir alle An-
fangswerte x¢p € R™ die Ungleichung

llz(t; z0) || < ce 7| zol| fiir alle t >0
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bzw.
Z(t; z0) || < ce"|xo]| fiir alle t = ih >0

gilt. a

Fiir die obigen Gleichungstypen (2.27) und (2.28) kann man zeigen, dass sie genau dann
exponentiell stabil sind, wenn alle Losungen gegen Null konvergieren. Die spezielle expo-
nentielle Abschéitzung ergibt sich dann aus der Linearitidt der Gleichungen.

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir eine exponentiell stabile Differential-
gleichung der Form (2.27) steif, wenn fiir explizite Verfahren ein sehr kleiner Zeitschritt
notig ist, damit die durch das Verfahren erzeugte Differenzengleichung (2.28) ebenfalls
exponentiell stabil ist.

Um nun zu sehen, wie man anhand der Matrix A die Steifheit erkennen kann und zu verste-
hen, warum implizite Verfahren hier Vorteile haben, brauchen wir ein geeignetes Kriterium
fiir exponentielle Stabilitét. Gliicklicherweise muss man nicht alle Losungen kennen, um zu
entscheiden, ob exponentielle Stabilitdt vorliegt; man kann diese Eigenschaft anhand der
Matrizen A bzw. A erkennen, wie der folgende Satz zeigt. Hierbei bezeichnet R(z) = a den
Realteil und |z| = va? + b? den Betrag einer komplexen Zahl z = a 4 ib € C.

Satz 2.32 (i) Die Differentialgleichung (2.27) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir
alle Eigenwerte A\; von A die Ungleichung R(\;) < 0 gilt.

(ii) Die Differenzengleichung (2.28) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir alle Eigen-
werte \; von A die Ungleichung |\;| < 1 gilt.

Beweisskizze: Wir beweisen Teil (ii) unter der Annahme, dass A diagonalisierbar ist (der
Beweis von (ii) im nicht-diagonalisierbaren Fall funktioniert genauso, ist aber technischer;
der Beweis von (i) ist dhnlich, verlangt aber weitere Kenntnisse iiber die Losungsstruktur
von (2.27), auf die wir hier nicht eingehen kénnen).

Falls A diagonalisierbar ist, so existiert eine Koordinatentransformationsmatrix 7' € R™*",

so dass
A1

~ ~ A
TVAT = R = ’
An
ist, wobei die \; gerade die Eigenwerte von A sind. Fiir die Losung Z(hi;zo) gilt dann
gerade

i(ih;my) = Alxg
= (TAT Yz
TAT .
Sei nun o = max; |\;| < 1. Wenn wir y = (y1, ..., yn)T = T~ '2¢ setzen, so folgt
5‘ﬁyl
Ny=1
XoYn
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und damit ||A%y|| < a’|ly||. Mit o = —In(a)/h > 0 und t = hi folgt
IA%y]| < eIyl
und damit
1Z(t; zo) | < 1Tl T wo|| < e ITNIT~ | loll = ce™"|laol|

mit ¢ = ||T[[|771].

Sei umgekehrt \5\]] > 1 fiir ein j und sei 2y ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
1Z(t; zo) | = [|A%o0]| = [N l|zoll = [l

fiir alle t = ih > 0, weswegen (2.28) nicht exponentiell stabil ist. U

Wir bezeichnen mit
Y(A) = { ;| A ist Eigenwert von A}

die Menge aller Eigenwerte, das sogenannte Spektrum von A.

Fiir die Differentialgleichung muss damit gerade
Y(A)cC :={z€C|R(z) <0}

gelten, damit exponentielle Stabilitéit vorliegt. Ein Eigenwert A\; € C~ wird dabei als stabiler
Figenwert bezeichnet. Analog muss fiir die numerische Approximation (2.28)

Y(A) C Bi1(0) :={z€C]||z| < 1}
gelten, damit exponentielle Stabilitéat vorliegt.

Zu kléren bleibt die Frage, welche Bedingung A aus (2.27) erfiillen muss, damit (2.28)
fiir die Matrix A = R(hA) exponentiell stabil ist. Sicherlich hingt dies vom verwendeten
Verfahren und vom Zeitschritt ab. Hierzu verwenden wir die folgende Definition. Beachte
dabei, dass

Y(A)cC < X(hA)CC firalleh>0

gilt, da A\; genau dann ein Eigenwert von A ist, wenn h\; ein Eigenwert von hA ist.
Definition 2.33 (i) Das Stabilititsgebiet S C C eines Runge-Kutta—Verfahrens mit Sta-
bilitatsfunktion R ist definiert als die maximale Teilmenge der komplexen Zahlen, fiir die

die Folgerung
Y(hA) Cc S = X(R(hA)) C Bi(0)

gilt. Mit anderen Worten ist S gerade die Menge von Eigenwerten \;, die hA aus (2.27)
annehmen darf, damit (2.28) mit A = R(hA) exponentiell stabil ist.

(ii) Ein Runge-Kutta—Verfahren heifit A-stabil, falls
cCcS
gilt bzw., dquivalent dazu, falls die Folgerung
Y(hA) c CT = X(R(hA)) C B1(0)

gilt. O
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Die Interpretation von (i) ist wie folgt: Zur korrekten numerischen Approximation einer
exponentiell stabilen Gleichung muss die Schrittweite h > 0 so gewédhlt werden, dass die
Eigenwerte von hA in S liegen. Je besser S die Menge C~ ausschopft, desto geringer
sind die Anforderungen an die Schrittweite; im Falle der A—Stabilitdt gibt es {iberhaupt
keine Einschrinkungen der Schrittweite, die exponentielle Stabilitdt von (2.27) wird fiir
alle Zeitschritte h > 0 von (2.28) “geerbt”.

Das folgende Lemma zeigt, wie der Stabilitéitsbereich S berechnet werden kann.

Lemma 2.34 Gegeben sei ein Runge-Kutta—Verfahren mit Stabilitédtsfunktion R aus Be-
merkung 2.30. Dann ist der Stabilitdtsbereich gegeben durch

S=1{zeC||R()| < 1}.

Beweis: Sei B = hA mit beliebigem A € R™*"™ und h > 0. Zum Beweis der Behauptung
zeigen wir, dass \; € C genau dann ein Eigenwert von B ist, wenn R()\;) ein Eigenwert von
R(B) ist.

Sei C' € R™™™ eine beliebige Matrix mit Eigenwerten X\;, ¢ = 1,...,p < n. Fiir ein Polynom
PC)=ald+a1C+...+...a,C?

sind die Eigenwerte von P(C') gerade die Eigenwerte P();) von C, was man am einfachsten
sieht, indem man P auf die Jordan—Normalform J von C' anwendet. Ein Jordanblock J;
zum Eigenwert A; wird dabei auf eine obere Dreiecksmatrix mit P(});) in der Diagonalen
abgebildet, die genau den einzigen Eigenwert P();) besitzt (lediglich die Vielfachheiten
konnen sich u.U. &ndern). Hierbei sind Eigenvektoren von C wieder Eigenvektoren von
P(C).

Fiir die Inverse C~1 ist sind die Eigenwerte gerade 1/); und fiir ein Produkt zweier Matrizen
mit gleichen Eigenvektoren sind die Eigenwerte gerade die Produkte der Eigenwerte.

Also folgt, dass die Eigenwerte von R(B) = P(B)Q(B)~! gerade die Produkte der Eigen-
werte P()\;) und Q(\;)~1, also P(\;)Q()\;)~! sind. U

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die Stabilitéitsbereiche nun bestimmen. Fiir das explizite
Euler—Verfahren mit R(z) = 1+ z gilt

R()| <1 & [1+2]<1

alsoist S = {z € C||1+z| < 1} = Bi(—1), also gerade der offene Ball mit Radius 1 um —1.
Der Zeitschritt muss also so klein gewéhlt werden, dass fiir alle Eigenwerte die Bedingung
h\; € By(—1) erfiillt ist.

Abbildung 2.7 zeigt die Stabilitdtsbereiche einiger expliziter Runge—Kutta—Verfahren mit
den Ordnungen p = 1,...,4. Man sieht, dass der Stabilititsbereich S fiir wachsende Kon-
sistenz grofler wird, allerdings die Menge C~ bei weitem nicht ausschopft. Im Falle be-
tragsméBig grofler Eigenwerte \; erhélt man fiir all diese Verfahren starke Einschrinkungen
bei der Wahl der Zeitschritte.

Beachte, dass bei mehrdimensionalen Problemen nicht unbedingt der Realteil eines Eigen-
wertes betragsmiflig grol werden muss, damit der Betrag des Eigenwertes grofl wird. Das
folgende Beispiel illustriert dies.
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Abbildung 2.7: Stabilitétsbereiche expliziter Runge—Kutta—Verfahren, entnommen aus [2]

Betrachte die zweidimensionale lineare DGL

#(t) = ( _i - >x(t). (2.29)
Die zugehorige Matrix besitzt die Eigenwerte Aj; = —1 + ic. Hier haben Realteil und
Imaginérteil eine geometrische Bedeutung fiir die Losung: Der Realteil gibt an, wie schnell
die Losung gegen Null konvergiert (diese Grofle ist hier konstant gleich —1), wihrend der
Imaginérteil angibt, wie schnell die Losung sich dabei dreht. Abbildung (2.8) zeigt die
exakten Losungen fiir « = 0, 1, 10 sowie die zugehotrigen Euler-Lésungen mit A = 0.02.
Man sieht: Wenn der Eigenwert betragsméfig grofler wird, weil der Imaginérteil wéchst,
dann wird die Euler-Losung instabil.

Wie verhalten sich nun implizite Verfahren? Fiir das implizite Fuler—Verfahren z.B. be-
rechnet man

IR(z)|<1 & 1/|[1—z|<1 & [1—-z|>1 <« R(z)<0.
Folglich gilt C~ C S, das Verfahren ist also A—stabil.

Viele implizite Verfahren sind A—stabil, und von denjenigen, die es nicht sind, besitzen viele
einen Stabilitétsbereich, der deutlich grofer ist als bei expliziten Verfahren. Eine Ubersicht
iiber die Stabilitdtsbereiche einiger impliziter Verfahren findet sich z.B. im Abschnitt IV.3
des Buchs [3].

Eine lineare DGL (2.27) kann auch dann steif sein, wenn sie nicht exponentiell stabil
ist, aber zumindest einige stabile FKigenwerte besitzt, also solche mit negativem Realteil.
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Abbildung 2.8: Exakte und Euler-Losungen von (2.29) mit o = 0, 1, 10, h = 0.02

Die Losungskomponenten in den zugehérigen Eigenrdumen (man nennt deren Vereinigung
stabilen Unterraum) verhalten sich dann wie bei einer exponentiell stabilen Gleichung.
Folglich treten bei betragsmifig grofien stabilen Eigenwerten exakt die gleichen Probleme
auf, auch wenn die Gleichung insgesamt nicht exponentiell stabil ist. Dies fithrt uns auf die
folgende Charakterisierung.

Bemerkung 2.35 Eine lineare zeitinvariante Differentialgleichung ist steif, falls die zu-
gehorige Matrix A betragsméifig grofie stabile Eigenwerte besitzt. a

Fiir nichtlineare DGL @(t) = f(t,z(t)) gibt es viele weitere Phinomene, die zur Steifheit
fithren; meistens kann man diese nicht so einfach am Vektorfeld f ablesen. Im einfachsten
Fall ist f autonom und besitzt ein Gleichgewicht z*, in dem f stetig differenzierbar ist.
In diesem Fall kann man A = D f(z*) betrachten; wenn diese Matrix betragsméBig grofie
stabile Eigenwerte besitzt, so wird auch die nichtlineare DGL typischerweise steif sein.
Steitheit kann aber auch auftreten, wenn kein Gleichgewicht vorliegt, z.B. wenn die DGL
eine exponentiell stabile periodische Losung besitzt (also eine periodische Losung, gegen
die alle Losungen exponentiell konvergieren, zumindest fiir nahe liegende Anfangswerte).
In diesem Fall kann die Gleichung steif sein, wenn die anderen Lésungen sehr schnell gegen
die periodische Losung streben (dies entspricht betragsméBig grofien negativen Realteilen
im linearen Fall) oder wenn sich die periodische Losung sehr schnell bewegt (dies entspricht
den groflen Imaginérteilen.)

Bemerkung 2.36 Der Begriff der A—Stabilitit wurde von G. Dahlquist in den 1960er
Jahren eingefithrt. A—Stabilitdt ist fiir sich genommen weder eine positive noch eine ne-
gative Eigenschaft: Zwar ist es zur numerischen Losung steifer DGL vorteilhaft, wenn die
exponentielle Stabilitdt von der numerischen Approximation geerbt wird. Allerdings kann
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es andererseits auch passieren, dass die numerische Approximation exponentiell stabil ist,
obwohl die exakte Gleichung diese Eigenschaft nicht besitzt, was zu falschen Riickschliissen
auf das Verhalten der exakten Losungen fithren kann. Eine stérkere Eigenschaft ist die
Erhaltung der Isometrie, die verlangt, dass S = C~ ist, d.h. die numerische Approxima-
tion ist exponentiell stabil genau dann, wenn die exakte Gleichung exponentiell stabil ist.
Diese Eigenschaft besitzen nur sehr wenige Verfahren, z.B. die bereits erwahnten Gauf3—
Verfahren.

Auch dies bietet jedoch keine endgiiltige Losung des Problems: Zum einen ist es u.U. sinn-
voll, Verfahren zu verwenden, die andere KenngréBen der DGL erhalten (vgl. Ubungsblatt
5, Aufgabe 17) und die die Erhaltung der Isometrie u.U. ausschlieflen. Zum anderen gibt
es bei nichtlinearen DGL viele andere Langzeitphdnomene, die auch von isometrieerhal-
tenden Verfahren i.A. nicht korrekt erfasst werden. Mit diesen Problemen beschéftigt sich
die Numerik dynamischer Systeme. Eine Vorlesung zu diesem Thema wird im kommenden
Wintersemester angeboten. o
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2.7 Schrittweitensteuerung

Nach den eher theoretischen Uberlegungen des letzten Abschnittes wollen wir uns jetzt
wieder algorithmischen Aspekten widmen. Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die
Schrittweiten h; gegeben sind, meistens haben wir sie als konstant h; = h angenommen.
In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, wie man die Schrittweiten automatisch so
steuern kann, so dass dort, wo es notig ist, kleine Schrittweiten gew#hlt werden, damit eine
gewiinschte Genauigkeit eingehalten wird und dort, wo es ohne Genauigkeitsverlust moglich
ist, grofle Schrittweiten erlaubt werden, die eine schnellere Rechnung ermoglichen. Wir
nehmen dabei durchgehend an, dass das Vektorfeld der betrachteten DGL hinreichend oft
differenzierbar ist, so dass die Konsistenzordnungen der betrachteten Verfahren tatséchlich
realisiert werden.

2.7.1 Fehlerschitzung

Zur Entscheidung dariiber, ob die Schrittweite grof3 oder klein gewihlt werden soll, ist es
notig, den Fehler zu kennen, den wir im aktuellen Schritt machen. Wir wollen uns zuerst
iiberlegen, welcher Fehler hierfiir wichtig ist. Hierbei miissen wir zunéchst iiberlegen, wie
wir die Schrittweite steuern wollen. Wie in der numerischen Praxis iiblich wollen wir uns
hier darauf beschrianken, zur Zeit t; eine gute Schrittweite h; fiir den Schritt von ¢; nach
ti+1 = t; + h; zu bestimmen und dabei auch einen “Schrittweitenvorschlag” h;4; fiir den
néchsten Schritt zu machen. Wir wollen aber nicht zum Zeitpunkt ¢; die Schrittweiten in
vorhergehenden Schritten ¢; fiir j < ¢ nachtréglich korrigieren, da die dadurch anfallenden
Neuberechnungen algorithmisch sehr ineffizient wéren.

Um ein gutes h; zu bestimmen, miissen wir den Fehleranteil kennen, der durch den Schritt
von t; nach t; 1 hervorgerufen wird. Dieser Fehleranteil wird lokaler Fehler genannt. Wir
haben in der Konvergenzanalyse in Abschnitt 2.2.3 verwendet, dass sich der Fehler zur Zeit
t;+1 mittels

[Z(tit1) —z(tir ) < NP, 2(8), hi) — (s, z(t:), hi) |
+ [|®(ti, w(ti), hi) — @ (tiva; ti, 2(t)) ||

zerlegen lisst. Diese Zerlegung war fiir unsere theoretischen Uberlegungen niitzlich, hier
ist sie nicht so giinstig, da wir den in diesem Schritt hinzukommeden Fehleranteil

1@ (8, 2(t;), hi) — 2(tigas i, ()|

nicht berechnen koénnen, da wir x(¢;) nicht kennen. Statt also in der Dreiecksungleichung
den Term ®(t;, z(t;), h;) einzuschieben, schieben wir den Term x(¢;41; t;, Z(¢;)) und erhalten
S0

[Z(tiv1) — 2l < 9, 2(8), hi) — z(tiv1, i, T(8)) |
+ Nz(tiv, ti, T(t) — (it ti, z(t:)) ||

Der zweite Fehlerterm héngt hierbei im Wesentlichen von dem bis zum Zeitpunkt ¢; ge-
machten Fehler ab, den wir nur durch Anderung der Zeitschritte h; fiir j < ¢ beeinflussen
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kénnen, was wir gerade nicht machen wollen. Der Fehlerterm, den wir mit der Wahl von
h; wirklich beeinflussen koénnen, ist der erste.

Die Idee der Schrittweitensteuerung (man sagt auch “adaptive Wahl der Schrittweite”)
liegt nun darin, h; so grof} zu wihlen, dass die Fehlerbedingung

[@(ti, £(ti), hi) — (g1, i, T(L:))|| < tol

fiir eine vorgegebene Grofle tol > 0 gerade eingehalten wird. Dies ist natiirlich so nicht
moglich, da wir dafiir die exakte Losung x(¢;+1, Z(¢;),t;) kennen miissten. Um dieses Pro-
blem zu l6sen, verwendet man einen sogenannten Fehlerschdtzer, den wir bereits in der
Numerik I bei der adaptiven Integration kennen gelernt haben. Wir wiederholen die Defi-
nition.

Definition 2.37 Eine numerisch berechenbare Grofle € heiflit Fehlerschditzer fiir den tat-
séchlichen Fehler ¢ eines numerischen Verfahrens, falls von £ und € unabhéngige Konstanten
K1, ko > 0 existieren, so dass die Abschitzung

k1€ < € < Rae
gilt. i
Wie konnen wir nun fiir unsere Einschrittverfahren einen solchen Fehlerschatzer bekom-

men? Die Idee besteht darin, den Schritt von ¢ nach t;41 = t; + h; mit zwei Verfahren P
und ® verschiedener Konsistenzordnung p und p zu berechnen. Fiir

fi = ®(ti, #(t;), hi) — 2 (tigr, ti, 5(t:)) und ;o= ®(t;, #(t;), hi) — 2 (tisr, ti, B (t:))

gilt damit o
o= |1l < ERPTY und e = |mil| < ERPT (2.30)

Wir nehmen hierbei an, dass p > p + 1 gilt und dass p die maximale (oder echte) Konsi-
stenzordnung von @ ist. Damit ist ® das genauere Verfahren, weswegen fiir alle hinreichend
kleinen h; > 0 die Ungleichung ¢; < &; bzw.

h=="<1 (2.31)
)
gilt, da 8 — 0 strebt, wenn h; — 0 geht.
Wir definieren den Fehlerschitzer nun als
g:=|n|| mit 7= @(ti,f(ti),hi) — O(t;, Z(t;), hi). (2.32)

Der folgende Satz zeigt, dass diese Grofle tatséichlich ein Fehlerschitzer im Sinne von De-
finition 2.37 ist.

Satz 2.38 Betrachte zwei Einschrittverfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und p
mit p > p+ 1. Dann ist die Grofie € aus (2.32) fiir alle hinreichend kleinen Schrittweiten
hi; > 0 ein Fehlerschétzer fiir £; aus (2.30).
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Beweis: Wir wihlen h; so klein, dass die Abschitzung (2.31) gilt und 6 < 6y < 1 ist. Aus
der Definition von 7 folgt = 7%; — n;, also

lic =l _ Il _ =i _,

Al il &

Damit ergibt sich

. . 9 =2l | - . L o
(1=0)& =1 -0)[nl = (1 — =) 19l = %l = |I9: — all <7l = ¢,
anH ——
2|17 |[—l7l]

also die untere Abschitzung mit k1 = 1 — 6y und

e X S 17 =7l . .
e = lall < N9l + 9 — 7l = (1 + Illﬁ'H 17:ll = (L+ )17l = (1 + 0)és,
7

also die obere Abschéitzung mit ko = 1 + 6. U

Beachte, dass die Giiltigkeit des Fehlerschétzers entscheidend von (2.31) abhéngt, also nur
fiir bereits hinreichend kleine Schrittweiten gilt.

2.7.2 Schrittweitenberechnung und adaptiver Algorithmus

Wir wollen nun untersuchen, wie man aus dem geschétzten Fehler effektiv eine neue Schritt-
weite berechnen kann. Hierzu benétigen wir eine weitere Annahme, ndmlich dass der Fehler

¢; fur kleine h; von der Form A
& ~ chP (2.33)

ist. Fiir Runge-Kutta—Verfahren ist dies erfiillt, falls f p + 2-mal stetig differenzierbar ist,
wobei sich die ¢; gerade aus dem zu h? + gehorigen Koeflizienten der Taylor—Entwicklung
ergeben. Allerdings ist der exakte Wert von ¢; unbekannt bzw. kann nur mit unverh&lt-
nisméaBig grofem Aufwand berechnet werden.

Sei nun eine Fehlerschranke ¢ol > 0 fiir den lokalen Fehler vorgegeben. Wir fiihren jeweils
einen Schritt mit beiden Verfahren ® und ® zum Zeitschritt h; durch. Sei € der gemés$ (2.32)
berechnete Fehlerschiitzer. Fiir kleine Schrittweiten gilt k1 = ko & 1, also € = &; ~ cihf L

Hieraus konnen wir einen Schitzwert

S
Y
hi

Ci

fiir ¢; berechnen. Die gewiinschte Fehlertoleranz wird damit (approximativ) fiir diejenige
Schrittweite h; pe, eingehalten, fiir die die Gleichung

hﬁ-f-l _ € ptl
i,neu hﬁ+1 i,neu
i

hnew = ﬁ+\1/ @h
9

tol = ¢;

bzw.
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gilt. Da diese Gleichungen (wegen der verschiedenen “~”) nur naherungsweise gelten, fiihrt
man in der Praxis noch einen “Sicherheitsfaktor” fac € (0,1) ein, um die Fehlerquellen bei
der Fehlerschitzung zu kompensieren: man setzt

ey tol
hi,neu =" fac??hi'

FEine typische Wahl hierfiir ist fac = 0.9.

Nach der Durchfithrung eines Schrittes mit Schrittweite h; und der Schétzung des Fehlers
€ konnen nun zwei Félle auftreten:

(i) € > tol:

In diesem Fall wird der Schritt mit h; = hjpey erneut durchgefiithrt (“zuriickweisen und
wiederholen”).

(ii) € < tol:

In diesem Fall wurde die gewiinschte Genauigkeit tol erreicht. Der Schritt wird akzep-

tiert und die neue Schrittweite h; e, wird als Schrittweite h;y1 fiir den néchsten Schritt
verwendet (“akzeptieren”).

Beachte, dass die Schrittweite in Schritt (i) immer verkleinert wird. Die Wahl von h; pey
als Schrittweitenvorschlag fiir h;11 in (ii) ist also ein notwendiger Schritt, damit auch Ver-
groferungen der Schrittweite ermdglicht werden und darf daher auf keinen Fall weggelassen
werden.

Formal lassen sich unsere Uberlegungen in dem folgenden Grundalgorithmus zusammen-
fassen.

Algorithmus 2.39 (Einschrittverfahren mit Schrittweitensteuerung)

Eingabe: Anfangsbedingung (to, o), Endzeit T, Toleranz tol > 0, Sicherheitsfaktor fac,
Einschrittverfahren ® und ® mit unterschiedlichen Kosistenzordnungen p > p+ 1, Schritt-
weitenvorschlag hg fiir den ersten Schritt

(1) Setze Tog = xg,1=0
(2) Falls t; = T, beende den Algorithmus; falls ¢t; + h; > T, setze hy =T — ;.

(3) Berechne t;11 = t; + hy, ‘%il—i-l = (I)(ti,i‘i, hl), j‘?+1 = (/I\)(ti,.fi, hl), den Fehlerschéitzer &
und den Schrittweitenvorschlag h; neqy

(4) Falls € > tol setze hj = hj pey und gehe zu (3)

(5) Falls &€ < tol setze Z;11 := i"ilﬂ, hi+1 = hineu, © =1+ 1 und gehe zu (2)
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,txy =T, o

Beachte, dass wir in (5) die genauere Losung 7} 1 zum Weiterrechnen und fiir die Ausgabe
verwenden. Diese Praxis wurde frither (und zum Teil noch heute) abgelehnt, da der Feh-
lerschéitzer ja den Fehler in 77 1 misst. Da das gesamte Verfahren aber auf der Annahme
(2.31) beruht, die gerade besagt, dass ® (also 7} 41) eine genauere Approximation ist, ist
es durchaus gerechtfertigt, diesen Wert zu verwenden.

In der Praxis wird der Algorithmus in mehreren Punkten verfeinert:
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(i) Statt in der euklidischen Norm wird £ in der Maximumsnorm

berechnet, da diese schneller auszuwerten ist.

(ii) Der Bruch tol/¢ in der Berechnung der neuen Schrittweite wird durch einen Wert
ersetzt, in dem der absolute und der relative Fehler eingeht. Z.B. verwendet man
statt tol /& den Wert 1/err mit

_ 17;
err = max =
J=L.n atol + | @] - rtol

fiir absolute und relative Fehlertoleranzen atol und rtol > 0; das Fehlerkriterium & <
tol wird dabei zu err < 1. Damit wird bei betragsméfig grolen Losungskomponenten
|&>]] ein groferer Fehler erlaubt, was Probleme mit Rundungsfehlern vermeidet, die
bei sehr groflen Komponenten ebenfalls grol werden kdnnen, weswegen eine rein
absolute Fehlertoleranz in diesem Fall nicht einzuhalten wiére.

(iii) Die erlaubte Schrittweite wird durch Schranken h,,;, und A4, nach unten und oben
beschrankt. Falls fiir die berechnete Schrittweite hpey < Amin gilt, so wird eine War-
nung ausgegeben oder mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

(iv) Der Variationsfaktor der Schrittweite, der durch

5 tol ; 1
ey facg bzw. allgemeiner durch ”*{/ fac—
5 err

gegeben ist, wird durch Schranken facp, und facme, nach unten und oben be-
schrankt. Dadurch werden starke Schwankungen der Schrittweite vermieden.

(v) Im Falle eines Fehlberg—Verfahrens (vgl. Abschnitt 2.7.3) setzt man in Schritt (5)
hiy1 = h; falls h; pey =~ h;. Damit kann man Zwischenergebnisse aus dem i-ten
Schritt effizient im ¢ + 1-ten Schritt verwenden.

Einige dieser Punkte werden in der Programmieraufgabe auf dem aktuellen Ubungsblatt
beriicksichtigt; dort ist auch der oben angegebene Algorithmus noch einmal in etwas anderer
Form dargestellt.

Abbildung 2.9 zeigt die Anwendung dieses Algorithmus auf das aus den Ubungen bekannte
restringierte Dreikérperproblem (Satellitenlaufbahn). Die Gitterpunkte ¢; sind auf der in
Kurvenform dargestellten Losung markiert. Das Beispiel wurde mit der Routine ode45 in
MATLAB mit atol = rtol = 10~7 gerechnet; die Routine verwendet zwei Runge-Kutta—
Verfahren der Konsistenzordnung 4 und 5.

2.7.3 Eingebettete Verfahren

Die in vielen Beispielen sehr effiziente Schrittweitensteuerung hat den Nachteil, dass man
zur Berechnung des Fehlerschétzers zwei Einschrittverfahren ® und @ in jedem Schritt
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Abbildung 2.9: Adaptive Schrittweitensteuerung an einem Beispiel

auswerten muss. Der Aufwand dieser Auswertungen kann allerdings betrichtlich reduziert
werden, wenn man hierfiir geschickt gewihlte Verfahren verwendet, die sogenannten ein-
gebetteten Runge—Kutta—Verfahren.

Wir betrachten zur Erlauterung zwei Verfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und
p > p+ 1. Bezeichnen wir die Stufen der Verfahren mit k; bzw. ki, so besteht die Idee
der Einbettung einfach darin, dass die Verfahren so konstruiert werden, dass IQ:Z = k; fir
i=1,...,s gilt. Fiir die Koeffizienten der Verfahren muss also a;; = a;; und ¢; = ¢; gelten,
weswegen wir bei den alten Bezeichnugen a;; und ¢; bleiben. Lediglich b; und b; unterschei-
den sich. Ein solches Paar (®, ®) eingebetteter Verfahren wird mit RKp(p) bezeichnet. Sie
werden in einem Butcher—Tableau der Form

C1

C2 | G21

€3 | a3z1 as2

Cs | Gs1 G52+ Oss—1
bl b2 to bs—l bs
l;l 62 e Bsfl Bs

dargestellt. Um zu zeigen, dass eine solche Einbettung nicht ganz trivial ist, betrachten wir
das klassische Runge-Kutta—Verfahren mit Ordnung 4, das durch die Koeffizienten

0

11

21 2

1 1

210 3

110 0 1
12 2 1
6 6 6 6

gegeben ist. Wir wollen dieses als Verfahren ¢ der Ordnung p = 4 verwenden und versuchen,
Koeffizienten b = (b1, ba, b3, bs) zu finden, so dass

4
EI\)(t,JJ, h) =x+ hZi)zkz
=1
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cin Verfahren ® der Ordnung p = 3 ergibt, womit wir ein RK4(3)—Verfahren erhalten
wiirden. Wenn man die Bedingungsgleichungen aus Satz 2.25 (iii) 16st, so stellt man fest,
dass die einzige Losung durch b7 = (1/6,1/3,1/3,1/6) gegeben ist. Wir erhalten damit
d = ®, was keine sinnvolle Losung ist, da sich die zwei Verfahren in der Konsistenzordnung
echt unterscheiden miissen. So paradox es erscheinen mag: Um ein Verfahren niedrigerer
Konsistenzordnung zu erhalten, miissen wir eine Stufe hinzunehmen, also s um 1 erhéhen.

Um die Berechnung der nétigen weiteren Stufe (nun wieder mit ks bezeichnet) moglichst
effizient zu gestalten, hilft ein Trick, den E. Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelt hat:
Wir wihlen die letze Stufe gerade so, dass

ks = K (2.34)

gilt, wobei k] die erste Stufe des néchsten Schritts des Verfahrens bezeichnet. Damit muss
man trotzdem eine Stufe mehr berechnen, kann diese aber speichern und im néchsten
Schritt des Verfahrens verwenden, wenn die Schrittweite h;.1 = h; gewdhlt werden kann
(vgl. Punkt (v) in den praktischen Anmerkungen zu Algorithmus 2.39). Ein s—stufiges
Verfahren mit diesem Trick ist also effektiv ein s — 1-stufiges Verfahren.

Der Fehlberg—Trick liasst sich in Bedingungen an die Koeffizienten der letzten Stufe s aus-
driicken. Wegen Konsistenz und Autonomieinvarianz gilt ky = f(t,z), also kj = f(t +
h,®(t,z,h)). Damit ergibt sich (2.34) zu

s—1 s
ft+csha+ 7Y agh)) = f(t+ha+hY bik;),
j=1 Jj=1
=ks =k1

was gerade dann der Fall ist, wenn fiir die Koeffizienten der s—ten Stufe die Bedingungen
cs=1, bs=0, ay=0b; firj=1,...,5-1 (2.35)

gelten. Beachte dass es keine Garantie gibt, dass dieser Trick wirklich auf eine sinnvolle
Losung fiir b fithrt; wenn dies aber gelingt, so liefert er eine sehr effiziente Losung.

Wir wollen diesen Trick auf das klassische Runge—Kutta—Verfahren anwenden. Dazu miissen
wir die unbestimmten Koeffizienten in dem Butcher—Tableau

0
1)1
2 | 2
1| n 1
21 0 3
1o o 1

bestimmen. Aus (2.35) erhalten wir

cs =1, (51 =050 = ¢, G52 =053 = 3
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und aus den Bedingungsgleichungen von Satz 2.25 (iii) erhélt man die Lésungen
b" = (1/6,1/3,1/3,1/6,0) und b" = (1/6,1/3,1/3,0,1/6).

Die erste fithrt wiederum auf ® = ®, die zweite hingegen fiihrt tatséchlich auf ein Verfahren
mit maximaler Konsistenzordnung 3. Zusammenfassend erhalten wir

0

1)1

2|1 2

1 1

210 3

110 0 1

1112 2 1
6 6 6 6
1 2 2 1
5 6 6 6 0
1 2 2 1
5 6 6 U 3

Dieses von Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelte Verfahren ist fiir anspruchsvolle
numerische DGL-Probleme durchaus schon zu gebrauchen.

Die heutzutage gebriuchlichsten eingebetteten Runge-Kutta—Verfahren wurden allerdings
erst Anfang der 1980er Jahren von J.R. Dormand und P.J. Prince entwickelt. Es handelt
sich um ein effektiv 6-stufiges RK5(4)-Verfahren mit den Koeffizienten

0

1 1

5 5

3 3 9

10| 40 10

4 44 _ 56 32

5 15 5 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1| Q01T 355 46732 49  _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 1 g
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

sowie um ein 13-stufiges RK8(7)—Verfahren, das sich z.B. im Abschnitt 5.4 des Buches von
Deuflhard/Bornemann findet. Diese Verfahren sind deswegen besonders gut, weil der von
f unabhéngige Anteil der Konstanten F in der Konsistenzabschitzung fiir ® sehr klein im
Vergleich zu anderen Verfahren ist. Das Dormand-Prince-RK5(4)—Verfahren ist MATLABS
“Standard—Loser” und ist dort unter dem Namen ode45 implementiert. Im Internet finden
sich MATLAB Implementierungen des RK8(7)-Verfahrens unter dem Namen ode87.m (zu
finden unter http://www.mathworks.com/matlabcentral/files/3616/0de87.m oder mit
Google mit dem Suchbegriff 0de87 matlab).



2.8. EXTRAPOLATIONSVERFAHREN 95

2.8 Extrapolationsverfahren

Die Konstruktion von Runge—Kutta—Verfahren iiber die in Satz 2.25 angegebenen Bedin-
gungsgleichungen an die Koeffizienten ist i.A. kompliziert und fiir Konsistenzordnungen
p > 10 kaum durchfithrbar. Als Alternative gibt es Einschrittverfahren, die mit anderen
Methoden hergeleitet und implementiert werden. Ein Beispiel hierfiir sind die expliziten Ex-
trapolationsverfahren, die wir in diesem Abschnitt betrachten werden®. Tatséchlich liefert
die Extrapolationsidee aber nicht etwa eine neue Verfahrensklasse, sondern wieder Runge-
Kutta-Verfahren, die allerdings ganz anders implementiert werden. Der Zusammenhang
wird auf dem aktuellen Ubungsblatt genauer untersucht.

2.8.1 Theoretische Grundlagen

Die Extrapolationsverfahren fiir DGL beruhen auf der gleichen Idee wie die in der Numerik
I behandelten Extrapolationsverfahren zur numerischen Integration. Die Grundlage der
Verfahren bildet der folgende Satz von Gragg (bewiesen im Jahre 1964, eine frithere Version
wurde 1962 von Henrici bewiesen).

Satz 2.40 Betrachte ein Einschrittverfahren ® mit Konvergenzordnung p. Wir bezeichnen
die zugehorige approximative Losung mit Anfangsbedingung (o, zo) und #quidistantem
Zeitschritt h > 0 zur Zeit ¢ > to als Z5(t). Dann gilt: Falls das Vektorfeld f und die Abbil-
dung ® mindestens p+k—mal stetig differenzierbar sind, so existieren stetig differenzierbare
Funktionen eg,...,ex_1 : R — R"”, so dass die asymptotische Entwicklung

i‘h(t> = .%'(t; to, 1‘0) + eo(t)hp + ...+ ekfl(t)thrkfl + O(thrk) (2.36)
gilt.

Der Beweis, der auf einer geschickt gewéhlten Taylor—Entwicklung beruht, findet sich in
[2, Satz 4.37].

Bemerkung 2.41 Diese Entwicklung muss fiir & — oo nicht konvergieren, selbst wenn f
und @ analytisch sind. Fiir unsere Zwecke sind wir allerdings auch nicht am Verhalten fiir
k — oo, sondern am Verhalten fiir festes k¥ und h — 0 interessiert. a

Wir werden uns bei der Beschreibung der Extrapolation auf einen Spezialfall von (2.36)
einschrianken, bei dem die Konstruktion besonders einfach wird. Wir nehmen dazu an, dass
das Verfahren eine asymptotische Entwicklung der Form

En(t) = 2(t;to, w0) + eo()hP + ep(Dh™ + ... + epmn) (WA + O(WP™)  (2.37)

besitzt. Diese Form folgt unter geeigneten Bedingungen aus (2.36), z.B. wenn p = 1 ist
oder wenn e; = 0 gilt fiir alle ¢ mit ¢ # Ip fiir alle | € N. Gleichung (2.37) gilt fiir das

5Ein anderes Beispiel sind die impliziten Kollokationsverfahren, die auf dem aktuellen Ubungsblatt
behandelt werden.
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Euler-Verfahren mit p = 1; andere Verfahren, die diese Bedingung erfiillen, diskutieren wir
am Ende dieses Abschnitts.

Die Idee der Extrapolation ist nun, aus einem weniger genauen Verfahren ¢ und der asym-
ptotischen Entwicklung (2.37) eine genauere Approximation zu erhalten. Die Grundidee
verlduft dabei wie folgt:

o Fiir ein Verfahren ® berechnen wir approximative Losungen %, () fiir z(t; to, xo) zur
Zeit t > tg und verschiedenen Schrittweiten hy > ... > hgy1 > 0 und erhalten so
Wertepaare (h?, &, (1)), i =1,...,k+ 1.

e Durch diese Werte legen wir ein Interpolationspolynom P(hP) und werten dieses in
h? = 0 aus. Da h? = 0 auferhalb der Stiitzstellen hY, ..., hiﬂ des Polynoms liegt,
spricht man von Fxtrapolation.

Der folgende Satz zeigt, dass dieses Vorgehen tatséchlich eine Approximation hoherer Ge-
nauigkeit liefert.

Satz 2.42 Betrachte ein Einschrittverfahren mit Konvergenzordnung p und asymptoti-
scher Entwicklung (2.37). Dann liefert die oben beschriebene Extrapolation mit k = m — 1
eine Approximation P(0) von z(t;t, zo) der Ordnung O(h]").

Beweis: Wir betrachten zwei Interpolationspolynome

Q(z) = ao + a1z + asx® + ... + apa”
Q(ZL’) = 6~10+6~11$+(~121‘2+...+(~lkxk

zu Daten (z;, f;) und (z;, ﬁ), 1=0,...,k Aus den Lagrange—Darstellungen

sieht man durch Ausmultiplizieren, dass die Koeffizienten a; und a; die Abschéitzung
]ai - 6~11'| < C ‘max ’f] — f]|
7=0,....k

fiir eine von den L; abhéingige Konstante C' > 0 erfiillen.

Wir betrachten nun das durch die Daten (hY, Zp,(t)), ¢ = 1,...,m definierte Interpolati-
onspolynom
P(RP) = ap + a1h? + ag(hp)2 4+ ...+ am_l(hp)m—l

und vergleichen dieses mit dem durch Abschneiden von (2.37) gewonnenen Polynom

P(WP) = o+ aih? + ag(hP)> + ... + Gy (RP)™ 1
= a(t;to, 20) + eo(t)? + ep(t)h* + ... + epim_y ()P,
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An den Stiitzstellen h? unterscheiden sich die Werte dieser Polynome (komponentenweise
betrachtet, da f; € R™) um O(h;""), weswegen sich auch die Komponenten der (vektorwer-
tigen) Koeffizienten ag und a¢ um hochstens

C max O(h;") = O(h™)

Jj=1,....m
unterscheiden. Damit folgt
P(0) = ag = ag + O(h]"") = z(t; to, zo) + O(R]™),

also die Behauptung. 1l

2.8.2 Algorithmische Umsetzung

Die im vorherigen Abschnitt skizzierte Extrapolationsidee kann ganz analog zur Integration
in der Numerik I als Diagonalschema implementiert werden. Dieses Schema erméglicht die
iterative Berechnung von P(0) fiir eine wachsende Anzahl von Stiitzstellen, ohne dass wir
diese Polynome explizit aufstellen miissen.

Wir wihlen dazu eine aufsteigende Folge n; € N und setzen h; = (t — tg)/n;. Wir bezeich-
nen die mit dem Verfahren ® zur Anfangsbedingung (g, z¢) und Zeitschritt h; erhaltenen
Losungen mit T; 1 = Zp, (t). Mit

P,k (hP)

bezeichnen wir die durch die Stiitzstellen (h}_, 1, Tj_g11,1),- - -, (B}, Ti1) definierten Inter-
polationspolynome in h? und mit T;; = P;;(0) ihre Werte in h” = 0. Geméf Satz 2.42
liefern die Diagonalwerte T}, also eine Approximation der Ordnung O(hlfp ) fiir die Losung
x(t; to, xg) zur Zeit t. Das folgende Lemma zeigt, wie die Werte T;j, iterativ berechnet

werden konnen.

Lemma 2.43 Fiir die Werte T; ;. gilt die Rekursionsformel

Tig—1—Ti—1kx—1
(hz—k+1>p e
h;

Beweis: Durch Nachpriifen der Interpolationseigenschaft sieht man leicht, dass fiir die
Interpolationspolynome P; j, die Gleichung

Tip =Tik—1+

)

k=23, i=kk+1,...

(B} _ps1 = WP)Pip—1(hP) — (] — hP) Py g1 (WP)

D D
hifk+1 - hi

Py (hP) =

gilt, die auch als Lemma von Aitken bekannt ist. Damit folgt die oben angegebene Formel
durch Auswerten in h? = 0 und Kiirzen des Bruchs mit AL 1l

Die Berechnung, die als Fxtrapolationsschema bezeichnet wird, ldsst sich ganz analog zur
Integration in der Numerik I grafisch darstellen, siehe Abb. 2.10 (vgl. auch Abb. 5.1 im
Skript zur Vorlesung Numerik I).
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Th1
N
To1 — Too
N N\
Ts1 — T32 — Ti3
N\ N N
— — Ty3 — Tyu

Abbildung 2.10: Tllustration des Extrapolationsschemas

In der Praxis verwendet man zur Berechnung der h; oft die naheliegendste Folge n; =
(1,2,3,4,5,6,...). Eine weitere Moglichkeit ist die Halbierung der Schrittweite, also die
Folge n; = (1,2,4,8,16,...).

Natiirlich will man auch mit Extrapolationsverfahren i.A. nicht nur einen Wert z(t) son-
dern eine Gitterfunktion Z(t;) auf einem Zeitgitter (¢;);en auf [to,T] berechnen. Wenn
wir eine gewlinschte Extrapolationsordnung kp fixieren und das Verfahren mit ¢t = h
anwenden, so kann man mittels ®g(to,zo,h) := T} ein neues Einschrittverfahren de-
finieren, mit dem sich in {iblicher Form die gewiinschte Gitterfunktion berechnen lisst.
Die Schrittweitensteuerung ist hier besonders effizient zu implementieren, da man mit
Ty k—1 und Tj_q x—1 gleich zwei Approximation niedrigerer Ordnung zur Verfiigung hat,
ohne weitere Berechnungen durchfiihren zu miissen. In der Praxis wihlt man iiblicher-
weise ® e(to, o, h) := T 1 fiir die Fehlerschétzung, da dieser Ausdruck eine genauere
Approximation liefert (vgl. auch die Diskussion der adaptiven Romberg—Quadratur).

Wir wollen abschlielend untersuchen, welche Einschrittverfahren sich als Basisverfahren ®
der Extrapolation eignen. Betrachtet man die zu Grunde liegende asymptotische Entwick-
lung (2.37), so sieht man (aus Satz 2.40), dass das Euler—Verfahren die Voraussetzung fiir
p = 1 erfiillt. Dieses Verfahren kann also als Basis der Extrapolation verwendet werden.

Effizienter wire es aber sicherlich, wenn wir ein Verfahren ® verwendeten, welches (2.37)
fir p > 1 erfiillt, da wir mit jedem Extrapolationsschritt die Ordnung um den Faktor p
erhohen. Leider kann man nachweisen, dass es kein explizites Runge-Kutta—Verfahren &
gibt, fiir das dieses gilt.

Wir wollen den Fall p = 2 genauer untersuchen. Hier lisst sich ein Kriterium angeben,
unter dem (2.37) gilt, wobei wir annehmen, dass das betrachtete Einschrittverfahren von
der Form ®(t,z,h) = = + hp(t,x,h) ist, vgl. Lemma 2.10.

Satz 2.44 Falls das Einschrittverfahren reversibel ist, d.h. die Bedingung
O(t+ h,®(t,z,h),—h) ==z (2.38)

erfiillt und die Konsistenz— und Konvergenzordnung p = 2 besitzt, so existiert fiir hinrei-
chend glattes Vektorfeld f eine asymptotische Entwicklung der Form (2.37) mit p = 2.
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Beweisskizze: Betrachte die exakte Losung x(t) und die e;(t), i = 0, 1,2, ... aus Satz 2.40.
Fiir ein beliebiges k € N definieren wir

¥ (t) = 2(t) + eg(t)h? + e1 ()R> + ... + ep_ (t)hZTEL,

Mittels Taylor—Entwicklung von ®(¢, 2*(t), h) nach z und h im Punkt (¢, z(t),0) sieht man,
dass dann eine differenzierbare Funktion dj(t) existiert, so dass die Gleichungen

¥ (t+h) — Ot x*(t),h) = dp()R*F 4 O(R?>THF2)
x*(t) = ®(t+ h,z*(t+ h),—h) = di(t+ h)(—h)2+k+1 i O(h2+k+2)

gelten. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man dabei die Gleichung
di(t) = ex(t),
wobei e der Koeflizient aus Satz 2.40 fiir k = 7 ist. Da d;, differenzierbar ist, folgt
dip(t + h)RPTH = d (H)RPHHT 4 O(RPHHH2)
und da & differenzierbar ist auch

D(t + h,x*(t + h) + dy ()R> —h)
= g;*(t + h) + dk(t)hQ-i-k-i-l . h(p(t + h,m*(t + h) + dk(t)h2+k+l, —h)
= x*(t + h) + dk(t)h2+k+1 _ h(p(t + h,l‘*(t + h), —h) + O(h2+k+2).

Aus der Reversibilitdt von ¢ folgt damit

zt(t) = @(t,®(t,27(t),h), —h)
— B (E+ ) — de(DR2HEL £ O(R2HEY2) )
= B (E+ ), —h) — dp (D2 4 O(R2HE)
=2 (1) — di(t + B)(=h) PP — @ ()RIHETL 4 O(R2TRH)
=2 () + (=1)%F — D)d ()2 £ O(R2HRH2).

Da dies fiir alle h > 0 gelten muss, folgt ((—1)2t% — 1)dg(t)h?>+*+1 = 0. Falls k ungerade
ist, folgt damit dy = 0, also ex(t) = 0. Damit erhalten wir (2.37) fiir p = 2. U

Leider ist Reversibilitéit eine Eigenschaft, die kein explizites Runge-Kutta—Verfahren be-
sitzt. Wir haben im Beweis von Lemma 2.23 gesehen, dass jede explizite Runge-Kutta—
Approximation der Gleichung #(t) = z(t) mit x(0) = z¢ fiir alle ¢ € R von der Form
O (t,x0, h) = P(h)zo fiir ein Polynom in & ist. Die Bedingung (2.38) wiirde P(h)P(—h) =1
erzwingen, was fiir nichtkonstante Polynome unmoglich ist.

Als Ausweg miissen wir eine andere Klasse von Verfahren betrachten. Hier kann man
z.B. ein Verfahren ® verwenden, das als explizite Mittelpunktregel bekannt ist und fiir
dquidistante Stiitzstellen h; = h durch

T(tiva) = T(ti) + 2hf(tiv1, T(tit1))

gegeben ist. Dieses Verfahren ist reversibel, wenn man es als Abbildung von Z(¢;) nach
Z(t;y2) auffasst.
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Allerdings ist dies kein Einschrittverfahren, da die rechte Seite von Z(t;+1) und Z(t;)
abhéngt. Wir haben es hier mit einem sogenannten Mehrschrittverfahren zu tun, einer
Klasse von Verfahren, die wir im Folgenden systematisch untersuchen wollen. Um das
Verfahren zu starten, bendtigen wir neben dem Anfangswert Z(tg) = zp noch den Wert
Z(t1), der (um die Konvergenzordnung p = 2 zu erhalten) mindestens mit Genauigkeit
O(h?) bestimmt werden muss. Dies kann durch einen einfachen Euler—Schritt, also mittels

Z(t1) = xo + hf(to, o) geschehen.
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2.9 Mehrschrittverfahren

Die Mehrschrittverfahren unterscheiden sich von den Einschrittverfahren dadurch, dass
der Wert Z(t;41) nicht nur von Z(¢;) sondern von einer ganzen Reihe von Vorgéingerwer-
ten Z(ti—g+1),...,2(t;) abhidngt. Wie schon bei den Einschrittverfahren gibt es explizite
und implizite Mehsrchrittverfahren; erstere geben einen expliziten Ausdruck fiir Z(¢;41),
wéihrend bei letzteren noch eine Fixpunktgleichung zu 16sen ist. Man hofft dabei, dass man
— da ja durch die groflere Anzahl von Punkten mehr Information zur Verfiigung steht —
im Vergleich zu Einschrittverfahren gleicher Konsistenzordnung mit weniger Auswertungen
von f pro Schritt auskommt. Tatséchlich werden wir sehen, dass diese Hoffnung berechtigt
ist.

Zur Motivation betrachten wir wieder Verfahren, die wir heuristisch aus numerischen In-
tegrationsformeln ableiten. Wir nehmen dabei konstante Schrittweite h; = h an. Wenn wir
in der Integralgleichung

tit1
otion) =altio) + [ (e a0)de
ti—1
das Integral durch die Mittelpunktregel
tit1
| a0yt~ 2n s, (e)
ti—1

ersetzen, so erhalten wir die im letzten Abschnitt bereits betrachtete explizite Mittelpunkt-
regel
T(tiv1) = Z(ti—1) + 2hf (i, 2(:)).

Wiéhlen wir die Simpson—Regel

/t. . f(t, z(t))dt ~ g(f(ti—i-l,l’(ti—&-l)) +4f(ti,x(t:)) + f(ti_l’m(ti_l>))’

so erhalten wir das (implizite) Milne—Simpson—Verfahren
s - h - s -
T(tip1) = 2(ti-1) + g(f(ti+1, T(tiv1)) +4f (i, 2(t:)) + f(tim1, Z(ti-1)))-

Eine Verallgemeinerung, die diese beiden Verfahren umfasst, ist die folgende Klasse der
linearen Mehrschrittverfahren (MSV).

Definition 2.45 Ein k-stufiges lineares Mehrschrittverfahren (MSV) ist gegeben durch
die Gleichung

arpZ(tivk) + ap—1Z(tisk—1) + ... + aoZ(t;)
_ _ _ (2.39)
= h<bkf(tz‘+k) o1 f(tigh—) +... + bof(tz'))

mit der Abkiirzung f(t;) = f(t;, Z(t;)), wobei aj, # 0 ist o
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Mit dieser Klasse von Verfahren wollen wir uns schwerpunktméflig beschéiftigen. Wenn
by = 0 ist, so ist das Verfahren explizit, da es direkt nach Z(¢;1%) aufgelost werden kann.
Falls by # 0 ist, so kann man die entstehenden Gleichungen analog zu den impliziten
Einschrittverfahren 16sen (algebraisch, Fixpunkt—Iteration, Newton—Verfahren,...). Wir
beschrinken uns zunéchst auf den Fall dquidistanter Schrittweiten h; = h und gehen am
Schluss dieses Abschnittes (kurz) auf variable Schrittweiten und Schrittweitensteuerung
ein.

Bemerkung 2.46 (i) Zum Start eines Mehrschrittverfahrens benétigt man neben dem
Anfangswert Z(tp) noch die Werte Z(¢1), ..., Z(tx_1). Diese werden iiblicherweise durch ein
geeignetes Einschrittverfahren bestimmt. Details dazu besprechen wir etwas spéter.

(i) Wenn man die f—Werte eines Schrittes zwischenspeichert, so muss in jedem Schritt
lediglich der Wert f (ti+k—1) neu berechnet werden. Ein explizites lineares MSV kommt
also mit einer f—Auswertung pro Schritt aus. O

Zur Analyse von MSV hat sich der folgende (aus der Theorie der dynamischen Systeme
stammende) Formalismus als sehr geeignet erwiesen.

Definition 2.47 Auf dem Raum der Gitterfunktionen Az := {f : 7 — R"} definieren
wir den Shift—Operator E : A7 — A7 mittels

E(f)(ti) = f(ti+1).

Hierbei erweitern wir unser Gitter formal zu einem Gitter mit unendlich vielen Gitterpunk-
ten’]':{tg,tl,tg,...}. O

Beispiel 2.48 Fiir eine Gitterfunktion mit f(¢;) = a; mit a; = (2,4,8,16,32,...) gilt
also E(f) = f mit f(tl) = a; mit a; = (4,8,16,32,64,...). Die Wertefolge wird also um
eine Stelle nach links verschoben, woraus sich der Name Shift-Operator (manchmal auch
'Linksshift’ genannt) ergibt. o

Der Shift-Operator erlaubt die folgende, sehr kompakte Schreibweise von Mehrschrittver-
fahren: Mit den Polynomen

P,(z) = ap+ a1z + ...+ apz*
Py(z) = bo+biz+...+b2"
kann man (2.39) als )
Pa(E)(Z)(t:) = hPy(E)(f)(t:) (2.40)

schreiben, wobei die Potenz E7 des Shift-Operators die j-malige Hintereinanderausfiihrung
des Operators bedeutet.

Wir wollen nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren untersuchen und dabei das fiir die
Einschrittverfahren bewiesene Resultat “Konsistenz + Lipschitzbedingung = Konvergenz”
verallgemeinern. Wir beginnen mit der Konsistenz.
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2.9.1 Konsistenz

Bei der Untersuchung der Konsistenz bei Einschrittverfahren haben wir mittels
e:=|[®@t, x,h) — z(t + hit, z)||

den Konsistenzfehler durch Vergleich des numerischen Verfahrens mit der exakten Losung
erhalten. Die Grofle e lisst sich aber auch anders interpretieren:
Fiir die numerisch berechnete Gitterfunktion gilt gerade die Gleichung

0 = [|Z(tir1) — P(ts, 2(t:), b
Setzen wir hier nun die exakte Losungsfunktion z(t) = x(t;to, ) ein, so erhalten wir
[z (tiva) — D(ti, 2(t:), h)|| = €,
also gerade wieder unseren Konsistenzfehler fiir © = x(¢;). Beachte, dass jede Funktion

x @ [to, T] — R™ auch eine Gitterfunktion auf den in [to, 7] liegenden Gitterpunkten ist.

Dieses Verfahren “Einsetzen der exakten Losung in die numerische Gleichung” lésst sich
auf viele numerische Verfahren anwenden, z.B. auf unsere Mehrschrittverfahren. In der
kompakten Schreibweise (2.40) miissen wir also die Norm des Konsistenzfehlers

L(z,t,h) = Po(E)(x)(t) — hB(E)(f)(t) = Pa(E)(x)(t) — hBy(E)(2) (%)

bestimmen. Beachte, dass der Parameter x hier eine Funktion x : [tg, 7] — R™ und dass L
nur fiir solche Parametertripel (x,¢, h) definiert ist, fiir die [t,t + hk] C [to, T gilt.

Definition 2.49 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p, falls
fiir jede p + 1-mal stetig differenzierbare Losung z : [to, 7] — R™ der Differentialgleichung
(2.1) die Abschétzung

L(z,t,h) = O(RP*)

gleichméBig in ¢ gilt fiir alle ¢, h, in denen L(x,t, h) definiert ist. a

Interessanterweise hiangt die Definition des Konsistenzfehlers L nicht von f ab, da wir die
auftretenden Werte des Vektorfeldes f durch die Ableitungen & ersetzt haben. Dies nutzt
der folgende Satz aus, der Bedingungen angibt, anhand derer man die Konsistenzordnung
eines Mehrschrittverfahrens iiberpriifen kann.

Satz 2.50 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung
p € N, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

(i) Fiir jede beliebige p + 1-mal stetig differenzierbare Funktion z : [tg, T] — R™ gilt die
Abschitzung
L(z,t,h) = O(RPTh)

gleichméBig in ¢ fiir alle ¢, h, in denen L(z,t, h) definert ist.
(ii) L(Q,0,h) = 0 fiir alle Polynome @ € Pp.
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(iii) Es gilt
k k k
daj=0, Y ajit=1> bt irl=1,...,p
=0 j=0 i=0

mit der Konvention 0° = 1.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz durch die Implikationen
(i) = Konsistenzordnung p = (ii) = (i) = (iii) = (i)

“(i) = Konsistenzordnung p”: Dies folgt direkt, da mit jeder beliebigen Funktion auch jede
Losung die behauptete Abschitzung erfiillt.

“Konsistenzordnung p = (ii)”: Gegeben sei ein beliebiges Polynom @ € P,. Mit f(¢,z) =

Q(t) erhalten wir eine “triviale” Differentialgleichung, deren Losung @ ist. Nach Definition
der Konsistenzordnung folgt also

L(Q,0,h) = O(RPT).

Da @ ein Polynom vom Grad < p ist, muss auch L(Q,0,h) ein Polynom vom Grad < p in
h sein, weswegen L(Q,0,h) = 0 sein muss.

“(ii) = (i)”: Sei z eine beliebige p + 1-mal differenzierbare Funktion und sei Sei Q) € P,
das Polynom, das durch die ersten p Terme der Taylorentwicklung von x in ¢* definiert ist.
Dann gilt

z(t) = Q(t) + O(hP™) fiir alle t € [t* — h,t* + h].

Aus der Struktur von L folgt damit sofort die Abschitzung
L(z,t,h) = L(Q,t, h) + O(RP™).

Diese Abschitzung ist gleichmiBig in t € [t, T], da das den O(hPT!)-Term bestimmende
Taylor—Restglied gleichméfBig beschrénkt auf kompakten Intervallen ist. Aus (ii) wissen wir,
dass L(Q,0,h) = 0 gilt, woraus (durch “Verschieben” des Polynoms) auch L(Q,t,h) =0
folgt, was schliefflich die Behauptung liefert.

“(i) = (iii)”: Die Implikation aus (i) gilt insbesondere fiir konstante Funktionen = = ¢. Fiir
diese gilt
k
O(hP™) = L(x,0,h) = P,(E)x(t) — hPy(E)i(t) = a;c.
Da die rechte Seite unabhingig von h ist, kann dies nur gelten, wenn die Summe der a;
gleich Null ist, was die erste Gleichung in (iii) zeigt.

Fiir die weiteren Gleichungen in (iii) betrachten wir (i) mit x(¢) = exp(t). Wegen
. . d
E’(exp)(0) = exp(jh) = exp(h)? und 7 exp(t) = exp(t)

folgt
L(exp,0,h) = Py(exp(h)) — hPy(exp(h))
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Wir betrachten die Taylorentwicklung dieses Ausdrucks in A = 0. Diese lautet

p k
L(exp,0,h) = Z l—l' Z a;jh Z Z bij h! T 4 O(hPHY).
' Jj=

Aus (i) wissen wir L(exp, 0, h) = O(hP1), weswegen

p—1

P k
Z%Z‘W Z ‘Zbﬂlhl—&-l O(h+)

=0 j=0 1=0

sein muss. Dieser Summenausdruck ist ein Polynom vom Grad < p in h, und kann daher
nur von der Ordnung O(hPT1) sein, wenn er bereits Null ist. Dies wiederum kann nur dann
gelten, wenn sich die Koeffizienten zu gleichen Potenzen von h zu Null addieren, also

1< 1 &
Al e

gilt. Dies sind gerade die weiteren Gleichungen aus (iii).

“(iii) = (1)”: Die Taylorentwicklung von L fiir allgemeine z in h = 0 lautet

P k
1 .
L(x,t,h) = E ﬁi ajjlhla:(l)(t)
" j=0
p—ll k
— h =3 bigthla () | + ot

Wenn die Gleichungen aus (iii) gelten, so fallen alle diese Summanden weg, so dass nur
O(hPT1) iibrig bleibt. Diese Abschiitzung ist wegen der gleichmiifligen Beschrinktheit des
Taylor—Restgliedes gleichmiBig in ¢ € [tg, T], weswegen (i) folgt. [l

Bemerkung 2.51 Der Fall p = 1 ist hierbei besonders interessant, da er die Frage beant-
wortet, wann ein Verfahren iiberhaupt konsistent ist. Fiir p = 1 erhalten wir aus (iii) die
Bedingungen

k k k
ZCL]’ZO und Zajj:ij.
j=0 Jj=0 Jj=0

Beide Bedingungen lassen sich mit Hilfe der Polynome P, und P, ausdriicken, sie sind
gerade dquivalent zu
P,(1)=0 und Pi(1) = Py(1).

Diese Bedingungen entsprechen der Bedingung Y b; = 1 bei den Runge—Kutta—Verfahren.
Insbesondere muss fiir konsistente Verfahren die 1 eine Nullstelle von P, sein. Wir werden
im néchsten Teilabschnitt sehen, dass auch die weiteren Nullstellen von P, eine wichtige
Rolle bei der Konvergenzanalyse von Mehrschrittverfahren spielen. a
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2.9.2 Stabilitat

Wir wollen nun ein geeignetes Analogon der Lipschitzbedingung fiir Einschrittverfahren
entwickeln. In der Konvergenztheorie der Einschrittverfahren haben wir diese Bedingung
verwendet, um sicher zu stellen, dass sich die in vergangenen Schritten gemachten Fehler
im aktuellen Schritt nicht zu sehr verstérken.

Sicherlich sollte die rechte Seite unseres Mehrschrittverfahrens (2.39) eine dhnliche Lip-
schitzbedingung erfiillen, diese erhalten wir aber “geschenkt”, da wir ja nur Lipschitz—
stetige Vektorfelder f betrachten. Leider reicht es aber nicht aus, wenn f Lipschitz—stetig
ist. Diese Bedingung besagt ja nur, dass sich kleine Fehler in den vergangenen Z in der
rechten Seite unseres Verfahrens wenig auswirken. Wir benétigen zusétzlich noch eine Be-
dingung, die uns garantiert, dass kleine Fehler auf der linken Seite von (2.39) auch nur
kleine Fehler in Z(¢;4%) hervorrufen.

Um zu sehen, dass dies ein nichttriviales Problem ist, betrachten wir zwei Mehrschrittver-
fahren, die wir auf das Anfangswertproblem

i) =0, 2(0)=0 (2.41)

anwenden. Da die rechte Seite in (2.39) wegen f = 0 verschwindet, reicht es, die Koeffizi-
enten a; anzugeben. Wir betrachten nun die Verfahren mit

as = 1, a; = —3, ag = 2 und C~L2 == 1, C~l1 == —3/2, C~L0 == 1/2 (242)

Man sieht leicht, dass beide Verfahren wegen > a; = 0 bzw. ) a; = 0 konsistent sind. Fiir
die DGL (2.41) ergeben sich daraus die Iterationsvorschriften

i(ti_;,_l) = —ali:(ti) - a():i’(ti_l) = 3@(151) — 253(151‘_1) (2.43)

und
Z(tiy1) = —a1x(t;) — apZ(ti—1) = 3/22(t;) — 1/22(ti—1). (2.44)
Man sieht leicht, dass beide Verfahren fiir exakte Startwerte Z(tg) = Z(t1) = 0 die exakte
Losung Z(t;) = 0 liefern. Wenn wir in den Startwert Z(t1) allerdings leicht stéren, so

unterscheidet sich das Verhalten der beiden Verfahren erheblich. Abbildung 2.11 zeigt das
unterschiedliche Verhalten fiir Z(¢9) = 0 und den (nur ganz leicht gestérten Wert) Z(t1) =
10712,

Offenbar reproduziert das zweite Verfahren die exakte konstante Losung trotz der kleinen
Stérung in Z(t1) gut, wihrend das erste Verfahren nach nur etwa 35 Schritten riesige Fehler
produziert.

Wir wollen nun untersuchen, warum dies so ist und wie man erkennen kann, ob ein Mehr-
schrittverfahren stabil gegeniiber solchen kleinen Fehlern ist. Wegen der Linearitédt der
linken Seite des Verfahrens geniigt es, dazu das einfache Anfangswertproblem (2.41) zu be-
trachten (spéter im Beweis der Konvergenz werden wir genauer sehen, warum). Aus (2.39)
folgt sofort, dass fiir (2.41) mit Z(tg) = ... = Z(tx—1) = 0 die Gleichung Z = 0 gilt, d.h.
die exakte Losung wird ohne Fehler reproduziert, falls die Startwerte exakt sind. Wie im
obigen Beispiel betrachten wir nun den Fall, dass die bis zum Schritt i* € N erhaltenen
Werte Z(t;), ¢ = 0,...,7* durch Rechenfehler etwas gestort sind, wobei ||Z(;)|| < € gelte.
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Abbildung 2.11: MSV (2.43) (links) und (2.44) (rechts) mit Z(tg) = 0, #(t;) = 10712

Fiir kleines € > 0 sollten nun auch die nachfolgenden Werte Z(t;), j > ¢* nur leicht gestort
werden. Sicherlich kann man das nicht fiir alle Zeiten verlangen, aber doch zumindest auf
vorgegebenen kompakten Zeitintervallen. Eine verniinftige Bedingung an das Verfahren fiir
f =0 wére also

[2(t)[| <efiiri=0,....,i" = [2(¢)] < Ce fiir alle t; € [t;+, T].

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass zwar die Werte £ unabhéngig von der Schritt-
weite h sind (dies ist gerade der entscheidende Unterschied zwischen der linken und der
rechten Seite von (2.39)), nicht aber die Bedingung ¢; € [t;«,T], die im Gegenteil stark
von h abhingt: Je kleiner h wird, desto mehr Gitterpunkte ¢; liegen in diesem Intervall.
Da h beliebig klein werden kann, wird jeder ¢;-Wert also fiir geeignetes h in [t;+, T liegen,
weswegen man die Schranke ||Z(t;)|| < Ce tatséchlich fiir alle j > ¢* fordern muss. Dies
fithrt auf die folgende Definition, in der wir die jeweils die k Werte, die im Verfahren in
Schritt ¢ verwendet werden, gemeinsam betrachten.

Definition 2.52 Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit stabil, falls ein C > 0 existiert,
so dass fiir jeden Vektor 0 := (Z(to),...,Z(tx_1))? von (reellen) Anfangswerten und alle
i € N die Ungleichung

()
<Oz
T(tivk-1)

gilt. Hierbei ist die Folge Z(t;) durch (2.39) bzw. (2.40) mit f(t;) = 0 definiert, also kompakt
geschrieben als

Po(E)(Z)(ti) =0 (2.45)
oder explizit ausgeschrieben als
- Qk—1 . ag .
B(tigk) = ———@(tippo1) — ... — —&(t). (2.46)
ag ag
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Wir werden nun ein einfaches Kriterium herleiten, das uns sagt, ob ein gegebenes Verfahren
stabil ist. Hierzu stellen wir die Gleichung (2.46) zunéchst in etwas anderer Form dar. Wir
erinnern dazu an die linearen Differenzengleichungen (2.28), die durch eine Iterationsvor-
schrift der Form

2(tiv1) = Ax(t;)

mit einer Matrix A € R¥*F gegeben sind. Eine solche Gleichung heifit stabil, falls die
Ungleichung
()] < Cllz(to)|

fiir ein C' > 0 und alle ¢ € N gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie sich (2.46) als eine
Matrix—Differenzengleichung schreiben lésst.

Lemma 2.53 Betrachte die lineare Differenzengleichung

.’L‘(ti_;,_l) = Aa;(tz) (2.47)
mit
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A= : T : c kak.
0 0 1 0
0 0 1
_% _a _ a2 _Gk-1
ax an ar e an

Dann gilt fiir die Losungen von (2.46) mit 2% = z(¢y) die Gleichung

T(tiyr—1)

Insbesondere ist das Mehrschrittverfahren genau dann stabil, wenn (2.47) stabil ist.

Beweis: Ausschreiben der Differenzengleichung (2.47) liefert fiir alle i € Ny die Gleichun-
gen
zj(tiv1) =xjp(ty) fir j=1,... k-1

und

ao G
xk<ti+1) = —;kxl(ti) — .= lxk(ti)

Hiermit folgt die Behauptung per Induktion {iber i. U

Um ein Stabilitdtskriterium fiir (2.39) zu erhalten, geniigt uns also ein Stabilitétskriterium
fiir (2.47). Hier hilft der folgende Satz, der eine Erweiterung von Satz 2.32(ii) darstellt.

Hierbei nennen wir einen Eigenwert halbeinfach, wenn seine algebraische und geometrische
Vielfachheit tibereinstimmen. Dies ist genau dann der Fall ist, wenn er eine einfache Null-
stelle des Minimalpolynoms m 4 ist. Das Minimalpolynom m 4 ist dabei das Polynom mit
minimalem Grad p > 1, fiir das m4(A) = 0 gilt. Das Minimalpolynom m 4 teilt immer das
charakteristische Polynom x 4.
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Satz 2.54 Eine lineare Differenzengleichung x(t;+1) = Axz(t;) ist genau dann stabil, wenn
alle Eigenwerte \; von A die Bedingung |\;| < 1 erfiillen und alle Eigenwerte A; mit [A\;| =1
halbeinfach sind.

Beweis: Wir nummerieren die Eigenwerte geméfi der Ordnung |A1| > [A2] > ... > |A4|. Sei
J die Jordan’sche Normalform von A mit Transformationsmatrix 7', also T~'AT = J. Wir
schreiben kurz z; = z(t;) und erinnern an die explizite Losungsdarstellung z; = Algy =
TJ' T 1z. Wir schreiben yo = T~ 'zg und y; = Jiyp.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Eigenwertbedingung erfiillt ist. Der Vektor yg ldsst sich
zerlegen in yo = y§ + y& mit y& = (y1,...,¥p,0...,0)7 und 2 = (0...,0,yps1,- .., yk)"
wobei [A\,| = 1 und [A,11| < 1 gilt. Mit £y = (eq,...,ep) und Ey = (ept1, ..., ) bezeichen
wir die zugehorigen Unterrdume. Fiir den Vektor y; gilt nun

9

yi = Jyo = J'(ys +v5) = J'yg + Ty -
~—~

~—~—

Beachte, dass yz-l € Fj und y? € FEs liegt. Da die Einschrinkung von J auf den Unterraum
E5 die Bedingung von Satz 2.32(ii) erfiillt (alle Eigenwerte im Betrag kleiner als 1), folgt
die Existenz von C7 > 0 und ¢ > 0 mit

2]l < Ch %) gl < Cullggll.
<1

Fir yl1 gilt A
lyi 1| < 1790l = llyoll;

wobei die letze Gleichung aus der Eigenwertstruktur folgt, denn J° eingeschrinkt auf £
ist wegen der Halbeinfachheit der Eigenwerte eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen

Ai mit [A\;| = 1. Zusammen folgt also unter Verwendung der Definition der euklidischen
Norm
il < NTMwsll = 17Uy |+ 171D < ITNCallyg ]+ lvoll)
< (Cr+DITwoll < (Cr+DITIHT Hlllzoll = Cllzol

fiir die Konstante C' = (Cy + 1)||T|||T 1]
Sei umgekehrt die Eigenwertbedingung nicht erfiillt. Falls ein Eigenwert A; mit |\;| > 1
existiert, so gilt fiir den zugehorigen Eigenvektor xg

| Afzoll = [\ lleoll — oo fir i — oo,

was der Stabilitdt widerspricht. Falls ein nicht halbeinfacher Eigenwert \; mit |A;| = 1
existiert, so gibt es einen Eigenvektor zy sowie einen verallgemeinerten Eigenvektor xy, fiir
die die Gleichungen

Ax() = )\j.’L’O und Al‘l =0+ )\jafl

gelten (dies folgt, da das Jordan-Késtchen zu dem nicht halbeinfachen Eigenwert A; eine
1 iiber der Diagonale besitzt). Per Induktion ergibt sich

Atz = ’L')\;ilxo + )\;.Tl



70 KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Da [\ ol = [|lzol| und [|Xizy|| = |21 (wegen [A;] = 1), folgt
[A%@1 || = il|zol| — [l1]| — oo fiir i — oo,
was wiederum der Stabilitdt widerspricht. U

Zur Bestimmung der Stabilitét geniigt es also, die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen.
Dies ist aber recht einfach, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.55 Die Eigenwerte von A aus (2.47) sind genau die Nullstellen des Polynoms
P, aus (2.40). Ihre Vielfachheit im Minimalpolynom stimmt dabei mit ihrer Vielfachheit
in P, iiberein.

Beweis: Man rechnet nach, dass das charakteristische Polynom von A gerade durch

G a a
xA(2) A T
ag Qg ag

gegeben ist. Da die ersten Zeilen von A, A%, ..., A¥=! linear unabhingig sind (was aus der

Verteilung der 0—Eintréige leicht zu sehen ist), muss dies auch das Minimalpolynom m 4
sein. Da ay # 0 ist, stimmen die Nullstellen und Vielfachheiten von x4 mit denen von

P,(z)=ay+a1z+...+ a2’ = arxa(z)

iiberein. U

Unsere Uberlegungen fithren nun direkt auf den folgenden Satz.

Satz 2.56 Ein lineares Mehrschrittverfahren (2.39) ist genau dann stabil, wenn alle Null-
stellen \; von P, die Bedingung |A;| < 1 erfiillen und alle Nullstellen \; von P, mit [A\;| =1
einfache Nullstellen sind.

Beweis: Folgt sofort aus den vorangegangenen Aussagen.

Beachte, dass das Polynom P, nach Bemerkung 2.51 fiir jedes konsistente Mehrschrittver-
fahren die Nullstelle 1 besitzen muss, also mindestens eine Nullstelle mit |A\;] = 1 besitzt.
Falls dies die einzige Nullstelle mit |)\;] = 1 ist, nennt man das Verfahren strikt stabil.
Falls es weitere Nullstellen \; mit |[\;] = 1 gibt, so heifit das Verfahren marginal stabil oder
schwach stabil. Obwohl sie theoretisch stabil sind, kénnen solche Verfahren fiir bestimmte
Differentialgleichungen numerische Instabilitdten aufweisen, die z.B. durch Rundungsfehler
hervorgerufen werden (vgl. das aktuelle Ubungsblatt).

Fiir die explizite Mittelpunktregel z.B. berechnet man P,(z) = 22 — 1, das Polynom besitzt
also die Nullstellen 2q/5 = £1 und ist damit stabil, genauer marginal stabil.

Fiir Einschrittverfahren, die als Spezialfall der Mehrschrittverfahren aufgefasst werden
konnen, muss das Polynom P, vom Grad k£ = 1 sein, denn nur z;; und z; treten auf.
Wegen P,(1) = 0 kommt also nur P,(z) = z — 1 in Frage, das als einzige Nullstelle A = 1
besitzt. Also sind alle Einschrittverfahren stabil, weswegen wir die Stabilitdt dort nicht
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betrachten mussten. Dies ist auch der Grund, warum wir die Lipschitzbedingung fiir Ein-
schrittverfahren nicht (wie in vielen Lehrbiichern) als Stabilitédtsbedingung bezeichnet ha-
ben: Die Bedingungen bezeichnen verschiedene Sachverhalte, auch wenn sie den gleichen
Zweck im Konvergenzbeweis erfiillen, ndmlich zu garantieren, dass sich die in jedem Schritt
gemachten lokalen Fehler nicht aufschaukeln kénnen.

Auf Basis von Satz 2.56 konnen wir nun auch verstehen, warum die zwei Mehrschrittver-
fahren in dem einfithrenden Beispiel (2.42) so unterschiedliches Verhalten aufweisen. Fiir
das Verfahren mit den Koeffizienten a; ist das zugehorige Polynom P,(z) = 22 — 3z +2 =
(z—1)(z—2), das gerade die Nullstellen 1 und 2 besitzt und das deswegen instabil ist. Fiir
das zweite Verfahren mit den Koeffizienten a; gilt P;(2) = 22—3/22+1/2 = (z—1)(2—1/2).
Dieses Polynom hat die Nullstellen 1 und 1/2, weswegen das Verfahren stabil ist.

2.9.3 Konvergenz

Ganz analog zu den Einschrittverfahren werden wir in diesem Abschnitt unser Hauptkon-
vergenzresultat

“Konsistenz (mit Ordnung p) + Stabilitit = Konvergenz (mit Ordnung p)”

formulieren und beweisen.

Zur Vorbereitung des Konvergenzsatzes benttigen wir noch ein Resultat iiber Lésungen
von Differenzengleichungen, das im folgenden Lemma bereitgestellt wird.

Lemma 2.57 Betrachte die aus (2.45) hervorgehende inhomogene Gleichung

Pu(E)(y)(t:) = c(ti)

fiir eine Gitterfunktion ¢ : 7 — R und ein stabiles Mehrschrittverfahren. Dann erfiillen die
Losungen dieser Gleichung die Abschéitzung

ly(tik)| < C ( max |y(t)|+ ) |C(tl)|>

1=0,.... k—1

fiir eine geeignete Konstante C' > 0.

Beweis: Fiir die vektorwertige Funktion é(t;) = (0,...,0,c(t;)/ax)?’ kann man die Glei-
chung in Matrixform

$(ti+1) = Am(tz) + é(tﬂ
mit der Matrix A aus (2.47) und
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schreiben. Fiir diese Gleichung kann man die allgemeine Losung per Induktion als

i—1
(ti) = A'w(to) + > APe(tip_1)
k=0

berechnen. Da A stabil ist, folgt aus der Definition der Matrixnorm sofort || A*||s < C fiir
alle k£ € N fiir ein C' > 0. Damit ergibt sich

y(tirr)l < ztic) e < Clla(to)loo +C Y llé(tior)lloo
k=0

= Clla(to)lloo +C Y le(tiok)/a]
k=0

y(t)| + Clar 3 le(t)],
k=0

C max |
1=0,... . k—1

also die Behauptung mit C' = max{C, C/ay}. U

Wir kommen nun zum Konvergenzsatz. Wir formulieren das Resultat hier etwas schwicher
als im Satz 2.11, da wir keine kompakte Menge von Anfangswerten, sondern nur einen ein-
zelnen Anfangswert betrachten. Dies dient lediglich der Vermeidung allzu technischer For-
mulierungen in der Aussage und im Beweis des Satzes und hat keine prinzipiellen Griinde.

Satz 2.58 Gegeben sei ein Anfangswertproblem (2.1), (2.2) mit Anfangsbedingung (o, o)
und p—mal stetig differenzierbarem Vektorfeld f. Gegeben seien weiterhin ein k—stufiges
stabiles und konsistentes lineares Mehrschrittverfahren mit Ordnung p € N und Nihe-
rungswerte Z(t1),. .., Z(tx—1) mit

1Z(t:) — x(tisto, vo)|| < eo fir i=1,....k—1.

Dann gilt fiir die durch das Verfahren auf dem Gitter ¢; = tg + hi zur Schrittweite h
erzeugte Gitterfunktion Z(¢;) fiir alle Zeiten t; € [to, 7] und alle hinreichend kleinen h > 0
die Abschitzung

[2(t:) — (5 to, xo)|| < Cleo + hP)

fiir eine geeignete Konstante C > 0.

Beweis: Wir bezeichnen die exakte Losung kurz mit z(t) und wihlen eine kompakte Um-
gebung K C R x R™ des exakten Losungsgraphen {(¢,z(t)) |t € [to, T]}. Dann existiert ein
dx > 0, so dass fir alle ¢ € [tg,T] die Folgerung ||z — z(t)|| < 0x = (t,z) € K gilt. Zudem
existiert eine Konstante L > 0, so dass f auf K Lipschitz—stetig in « mit Konstante L ist.
Mit N bezeichnen wir die grofite ganze Zahl mit N < (T — tg)/h.

Wie im Beweis von Satz 2.11 nehmen wir zunéchst an, dass die numerische Losung fiir alle
ti € [to,T] in K verlduft. Wir definieren den vektorwertigen Fehler als

Sh(ti) = I‘(tl) — i(tl)
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Aus der Definition des Konsistenzfehlers folgt
Po(E)(x)(ti) = L(z, ti, h) + hPy(E) () (t:) = L(z, ti, h) + hPy(E)(f)(t:)

(wiederum mit der Abkiirzung f(t;) = f(t;,x(t;))). Von dieser Gleichung subtrahieren wir
die Gleichung (2.40)

P(E)(F)(t:) = hBy(E)(f)(t:).
Dies ergibt
Pu(B)(en)(t:) = Lz, ti, h) + hRy(E) (f(t:) — f(t3)).

Dies ist eine inhomogene (vektorwertige) Gleichung fiir ;. Indem wir Lemma 2.57 auf
die einzelnen Komponenten von &y (t;) anwenden und ||ex(¢;)| < go fur j =0,...,k—1
ausnutzen, erhalten wir

lenttirs)llso < € (eo b3 Lot Wl + | (£ - Fe) \L) o (248)
=0

fir alle s =0,..., N — k. Aus der Konsistenz folgt nun die Abschéitzung
IL(z, 11, h) |0 < CphPH

und aus der Lipschitz—Stetigkeit und der Definition von P, und E folgt

[P (£ = Fn)|_ <z 5 ool len(t o
m=0

Setzen wir diese beiden Ungleichungen in (2.48) ein, so folgt

IN

i % k
len(tivn)lloo Cleot D G +hY LY |bwlllen(tiom)l
1=0 =0 m=0

———
<NCphPt1<(T—to)CphP

i+k
Cieo + Cob? + hCs > llen(t)oo
=0

IN

fiir geeignete Konstanten 6(1 > 0. Beschriinken wir nun die Schrittweite durch h < 1/(2C3),
so konnen wir nach ||ep,(¢iyr)||co auflésen und erhalten mit j = i + k die Ungleichung

j—1
len(t)lloo < Creo + Col? +hC3 Y llen(t) ]l
=0
mit Cy = 2@1. Beachte, dass diese Ungleichung auch fiir j = 1,...,k — 1 stimmt wenn wir

0.B.d.A. C1 > 1 annehmen.

Per Induktion (wie im Beweis von Satz 2.11) ergibt sich daraus die Abschéitzung

len(t)]loo < (Creo 4+ CohP)el"Cs = (Ceg 4 CohP)elti=t0)Cs,
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also die gewiinschte Behauptung.

Der induktive Beweis, dass die numerische Losung fiir hinreichend kleine h > 0 tatséchlich
in K liegt, verlduft fiir explizite Verfahren ganz analog zum Beweis von Satz 2.11. Fiir
implizite Verfahren muss dieser Beweis in jedem Schritt um ein Fixpunktargument erweitert
werden, das wir hier aber nicht ausfithren wollen. U

Bemerkung 2.59 (i) Das Konvergenzresultat zeigt insbesondere, wie die Startwerte Z(t1),
..., T(tg—1) bestimmt werden miissen. Um fiir das Mehrschrittverfahren die Konvergen-
zordnung p zu garantieren, miissen diese ebenfalls mit der Genauigkeit O(h?) bestimmt
werden. Da es sich hier nur um endlich viele Werte handelt, deren Anzahl unabhéngig von
h ist, geniigt es dazu, ein Einschrittverfahren mit Konsistenzordnung p — 1 zu verwenden.
Der Beweis von Satz 2.11 zeigt namlich, dass die ersten k& Werte durch ein solches Ver-
fahren immer die Genauigkeit O(hP) besitzen, falls & unabhingig von h ist. Der “Verlust”
einer Ordnung beim Ubergang von der Konsistenz— zur Konvergenzordnung ergibt sich erst
dadurch, dass die Anzahl der nétigen Schritte von h abhéngt.

(ii) Eine genauere Analyse zeigt, dass sogar die stéirkere Aussage
Konsistenz + Stabilitédt < Konvergenz

gilt. Konsistenz und Stabilitdt sind also notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz
eines Verfahrens. o

2.9.4 Verfahren in der Praxis

In der Praxis haben sich zwei Klassen von Mehrschrittverfahren durchgsetzt. Beide Klassen
haben gewisse Eigenschaften, die sie fiir gewisse Problemklassen besonders auszeichnen.

Die Adams—Verfahren

Historisch haben sich die Adams—Verfahren aus Quadraturformeln zur numerischen In-
tegration entwickelt. Wir motivieren die Herleitung hier allerdings aus ihrer besonderen
Eigenschaft, die ihre Vorteile in der Praxis begriindet.

Wir haben gesehen, dass das Polynom P, eines Mehrschrittfervahrens stabil sein muss, also
— abgesehen von einer Nullstelle = 1 — nur Nullstellen mit Betrag |A;| < 1 besitzen darf.
Je kleiner die Eigenwerte dabei im Betrag sind, desto “stabiler” wird das Verfahren. Bei
den Adams—Verfahren wihlt man P, deswegen so, dass neben der A\; = 1 nur Nullstellen
A; = 0 auftreten, also

Pyz) =2F"Yz—1) = 2F - 2F!

ist. Beachte, dass damit auf der linken Seite von (2.39) nur die Werte Z(t; 1) und Z(t;1x—1)
stehen bleiben.

Fiir jede beliebige Stufenanzahl k liefert Satz 2.50(iii) nun ein Gleichungssystem mit genau
zwei Losungen, namlich
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e genau ein explizites Adams—Verfahren der Konsistenzordnung p = k
(auch Adams—Bashforth—Verfahren genannt)

e genau ein implizites Adams—Verfahren der Konsistenzordnung p = k + 1
(auch Adams—Moulton—Verfahren genannt)

Z.B. lauten die Polynome P, der ersten vier expliziten Adams—Verfahren

k=1: Py(z) = 1

k=2: Py(2) (3z2—1)/2

E=3: Pyz) = (2322 -162+5)/12
k=4: Pyz) = (552° —592%+372—9)/24

Interessanterweise ist das explizite Adams—Verfahren fiir £ = 1 gerade das explizite Euler—
Verfahren.

Fiir diese Verfahren hat sich ein Algorithmus durchgsetzt, der als Prddiktor—Korrektor—
Verfahren bezeichnet wird. Ein Schritt dieses Algorithmus verlduft wie folgt:

Algorithmus 2.60 Priddiktor—Korrektor—Verfahren Gegeben seien das explizite und
das implizite Adams—Verfahren der Stufe k.

1) Préadiktor—Schritt: Berechne Z(¢;41) mit dem expliziten Adams—Verfahren

2) Korrektor—Schritt: Fiihre einen Schritt der Fixpunktiteration zur Losung des impli-
ziten Verfahrens mit Startwert Z(¢; 1) durch. o

Der Pridiktor-Schritt liefert hierbei eine Approximation mit Konsistenzfehler O(RF*1).
Fiir hinreichend kleine Schrittweite h ist die Kontraktionskonstante der Fixpunktiteration
gleich C'h fiir ein C' > 0. Also liefert der eine Iterationsschritt eine Approximation mit dem

Konsistenzfehler
Ch

1—-Ch
Das Pradiktor—Korrektor—Verfahren besitzt also die Konsistenzordnung & + 1.

O(hk—i-l) _ O(hk+2).

BDF—Verfahren

Obwohl die Familie der Adams—Verfahren implizite Verfahren enthélt, sind diese (wegen
ihrer recht kleinen Stabilitdtsgebiete S) schlecht fiir steife DGL geeignet.

Tatséchlich kann man beweisen, dass kein Mehrschrittverfahren der Ordnung p > 2 A-
stabil ist. Die zur Losung steifer DGL so niitzliche Eigenschaft C~ C S lésst sich also nicht
erreichen. Es gibt allerdings eine Klasse impliziter Mehrschrittverfahren, die zumindest
unendlich grofle Stabilitdtsgebiete S besitzt, und die deswegen zur Losung steifer DGL
recht gut geeignet sind.

Dies ist die Klasse der BDF—Verfahren (BDF="backwards difference”). Hier wird gefordert,
dass ein Kegel der Form {a +ib € C™ | |b] < c|al} fiir ein ¢ > 0 in S liegt. Dies fiithrt auf
die Bedingung

Py(z) = 2~
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Wiederum mit Satz 2.50(iii) erh&lt man dann Bedingungen, nun an die Koeffizienten von
P,, die die Konstruktion von Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung p = k ermégli-
chen. Die ersten vier Polynome lauten hier

E=1: P(z) = z-1

3 1
E=2: Pz = 5z2—2z+5
11 3 1
k:?): Pa<2) = €23—322+§Z—§
25 4 1
=4: Pz) = =242 4+32— 2+~
k 2 (2) 27 2%+ 3z 3z—|—4

Fir £k = 1 ergibt sich gerade das implizite Euler—Verfahren. Die BDF—Verfahren sind
allerdings nur bis p = k = 6 praktikabel, da die Verfahren fiir hohere Stufenzahlen instabil
werden (beachte, dass die Bedingungen aus 2.50(iii) nur die Konsistenz, nicht aber die
Stabilitét sicher stellen).

Schrittweitensteuerung

Zuletzt wollen wir ganz kurz die Schrittweitensteuerung fiir Mehrschrittverfahren diskutie-
ren. Sicherlich kann man die Fehlerschétzertheorie fiir Einschrittverfahren eins zu eins auf
Mehrschrittverfahren iibertragen und ebenso wie dort neue Schrittweiten berechnen und
damit die Schrittweite adaptiv steuern.

Es ergibt sich aber ein technisches Problem, da die Schrittweite im aktuellen Schritt mit den
Schrittweiten der k£ — 1 vorangegangenen Schritten iibereinstimmen muss, weil ansonsten
die definierende Gleichung (2.39) nicht sinnvoll ausgewertet werden kann.

Abhilfe schafft hier eine alternative Darstellung, die wir fiir die Adams—Verfahren illu-

strieren: Wenn die Werte Z(t;),...,Z(t;+x—1) eine Approximation der Ordnung p an die
differenzierbare Funktion z(t) in den Punkten ¢;, ..., ¢, ;1 darstellen, so ist das durch die
Daten

(tis @(ti))s - (bivh—1, Z(tivn—1))
definierte Interpolationspolynom ¢(t) eine Approximation der Ordnung p an z(t), und zwar

fiir alle t aus einem vorgegebenen kompakten Intervall.

Fiir die Adams—Verfahren kann man nachrechnen, dass die Verfahren mit diesem Interpo-
lationspolynom ¢ gerade als

tivk
Z(titk) = T(tivk—1) +/ q(t)dt
litk—1
gegeben sind (zum Beweis betrachtet man die Lagrange—Polynomdarstellung von ¢ und
integriert). Diese Gleichung ist nun unabhéingig von der zur Berechnung von ¢ verwendeten
Schrittweite und kann daher fiir variable Schrittweiten ausgewertet werden.

Fiir die BDF—Verfahren ist ein dhnlicher Trick moglich, so dass auch hier die Schrittwei-
tensteuerung anwendbar ist.

In MATLAB finden sich schrittweitengesteuerte Adams—Verfahren unter dem Namen ode113
und BDF-Verfahren unter dem Namen ode15s.
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2.10 Randwertprobleme

Bisher haben wir uns ausschliefilich mit der Losung von Anfangswertproblemen

x(t) = f(tvx(t»? x(tU) = X0

beschéftigt. In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Problemstellung bei gewthnli-
chen Differentialgleichungen betrachten, ndmlich die sogenannten Randwertprobleme. Zur
Einfiihrung soll das folgende Beispiel dienen:

Beispiel 2.61 Betrachte die zweidimensionale Gleichung

( 28 > - < —kxg(t;JQ—(ts)inml(t) ) ’

die die Bewegung eines Pendels beschreibt, bei dem z; den Winkel des Pendels und zo die
Winkelgeschwindigkeit des Pendels beschreibt. Die Konstante & > 0 gibt die Stérke der
Reibung an, der das Pendel unterliegt.

Bei einem Anfangswertproblem gibt man nun eine Zeit ¢y und eine Anfangsbedingung
Ty = (:c(l],xg)T vor, was bedeutet, dass man Position und Geschwindigkeit des Pendels
im Zeitpunkt ¢y festlegt und dann errechnet, wie sich das Pendel ausgehend von diese

Anfangsbedingung in der Zukunft bewegt.

Bei einem Randwertproblem ist die Problemstellung anders: Hier gibt man sich zwei Zeit-
punkte tg < t1 vor, einen Anfangs- und einen Endzeitpunkt, und stellt zu beiden Zeitpunk-
ten Bedingungen an die Losung. Im Pendelmodell kénnte man also zum Beispiel Winkel
und x1 vorgeben und nun eine Losung x*(t) = (2% (t), z5(t))? der Pendelgleichung berech-
nen wollen, fiir die 23 (¢9) = 2§ und % (¢1) = 1 gilt. Gesucht ist also eine Pendelbewegung,
die im Zeitpunkt ¢y den Winkel 2{ und im Zeitpunkt ¢; den Winkel z1 annimmt. Die zu-
gehorigen Geschwindigkeiten sind nicht festgelegt, sondern spielen hier vielmehr die Rolle
freier Parameter, die wihrend der numerischen Losung so bestimmt werden miissen, dass
die zugehorige Losung die geforderten Bedingungen auch erfiillt. a

Allgemein formulieren wir das Randwertproblem wie folgt.

Definition 2.62 Ein Randwertproblem fiir eine gewthnliche Differentialgleichung (2.1) im
R™ besteht darin, eine Losung z*(t) der Gleichung zu finden, die fiir Zeiten ¢ty < ¢; und
eine Funktion r(z,y), r : R” x R” — R" die Bedingung

r(z*(to), 2" (t1)) =0

erfillt. o

Fiir unser Pendelbeispiel 2.61 kénnten wir die Funktion r z.B. als

0
r1 — I
r(z,y) = ( n — ol )

definieren.
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2.10.1 Losbarkeit des Problems

Ob ein gegebenes Randwertproblem tatséichlich 16sbar ist, ist im Allgemeinen sehr schwer
zu iiberpriifen. Wir beschrdnken uns daher hier auf einen Existenzsatz fiir den speziellen
Fall linearer Differentialgleichungen und beweisen im allgemeinen nichtlinearen Fall nur
einen lokalen Eindeutigkeitssatz.

Aus der Theorie der Differentialgleichungen ist bekannt, dass die Losungen linearer homo-
gener Differentialgleichungen der Form

#(t) = A@)x(t) (2.49)

als
x(t;to, xo) = P(1,t0)wo

geschrieben werden kénnen, wobei die sogenannte Fundamentalmatriz ®(t;ty) € R™*™ eine
Losung des matrixwertigen Anfangswertproblems

d(t) = A(t)D(t),  D(tp) =1d (2.50)

ist. Bezeichnet man die i-te Spalte dieser Matrix mit ®;(¢; ), so sieht man leicht, dass ®;
Losung des Anfangswertproblems

(I)Z(t) = A(t)q)i(t), (I)Z'(t()) =€

ist, bei dem e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Auf diese Weise kann man die Spalten
der Matrix ®(t;t9) auch numerisch berechnen.

Satz 2.63 Gegeben sei eine inhomogene lineare Differentialgleichung der Form

x(t) = A(t)z(t) + b(t) (2.51)
und eine Randbedingung der Form

r(z,y) = Bx+Cy+d

fiir Matrizen A(t), B, C' € R™™" und Vektoren b(t),d € R™. Es sei ® die Fundamentalmatrix
der zugehorigen homogenen Gleichung (2.49) und xz(t;tg, z¢) eine Losung von (2.51) mit
beliebigem Anfangswert g € R™. Dann ist

2 (t) = x(t; to, xp)

genau dann eine Losung des Randwertproblems, wenn der Anfangswert z* eine Losung des
linearen Gleichungssystems

(B + C(I)(tht()))(xé — x()) = —(B.T() + Cﬂ?(tl;to,xo) + d) (2.52)

ist. Insbesondere existiert also genau dann eine eindeutige Losung des Randwertproblems,
wenn die Matrix B + C®(t1,to) vollen Rang besitzt.
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Beweis: Fiir zwei beliebige Anfangswerte xg, 2j; € R" gilt fiir die Differenz der zugehorigen
Loésungen von (2.51)

%(x(t; to, xy) — x(t;to, ko)) = A(t)x(t;to, ) + b(t) — A(t)x(t; to, xo) — b(t)
= A(t)(z(t; to, x5) — z(t;to, o))
und damit

l'(t,to,.%'g) - .’E(t, t(],.’IfO) = ‘I’(tato)(fﬁg - .1‘0)

und folglich auch
x(t; to, xg) = x(t; to, xo) + (¢, t0) (x5 — o).

Einsetzen in die Randbedingung ergibt
0 = Bux(to;to, zp) + Ca(ty;to, ) +d
— Bui+ C’(x(tl; to, 20) + B(t1, to) (s — xo)) +d
- (B +OD(t, to)) (zf — 20) + Bao + Ca(ty; to, wo) + d
Die Randbedingung ist also genau dann erfiillt, wenn zj eine Losung des linearen Glei-

chungssystems (2.52) ist. U

Beachte, dass sich das Gleichungsystem (2.52) deutlich vereinfacht, wenn wir zo = 0
wéihlen. Wir werden spéter sehen, warum es dennoch niitzlich ist, den Satz fiir allgemeine
zo € R™ zu formulieren.

Beispiel 2.64 Wenn wir die Pendelgleichung aus Beispiel 2.61 durch die lineare Pendel-

gleichung |
(220 ) = ( ket Yt )

ersetzen, so erhalten wir ein Problem der Form aus Satz 2.63 mit

(0 1 B (10 (00 =l
A_<_1 _k>,b_0,B_<OO>,C_<O1>undd_(_x%>.

Fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen ist ein solcher Satz nicht beweisbar. Wir
konnen aber, wenn wir annehmen, dass eine Losung z*(t) des Randwertproblems existiert,
zumindest Bedingungen fiir die lokale Eindeutigkeit der Losung angeben und beweisen.

Dazu — aber auch fiir die numerische Lésung des Problems im néchsten Abschnitt —
benotigen wir die partielle Ableitung

a_ ta 9
81:03:( x0, T0)
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der Losung eines Anfangswertproblems. Wir hatten bereits im Abschnitt 2.2.4 iiber die
Kondition verwendet, dass diese Ableitung iiber die sogenannte Variationsgleichung

. of

y(t) = AMy(t),  Alt) = 57t (s to, 20)) (2.53)
berechnet werden kann. Genauer gilt, dass die Fundamentalmatrix ®(¢,tp) (vgl. (2.50)) der
Variationsgleichung (2.53) gerade die (matrixwertige) Ableitung nach dem Anfangswert ist:
Es gilt

0
. — P(t: )
amofﬁ(t,xo,ﬂﬁo) (t;to)

Diesen Zusammenhang nutzen wir in dem folgenden Satz.

Satz 2.65 Es sei z* : [tg, 1] — R" eine Losung des Randwertproblems aus Definition 2.62
mit f € CY(R x R",R") und r € C'(R™ x R", R"). Es sei ®*(¢, () die Fundamentalmatrix
(2.50) der Variationsgleichung (2.53) mit xz(¢) = x*(¢t). Zudem definieren wir die n x n-
Matrizen

B = g ta), (1) und € i= (o (1), " (1)

iiber die Ableitungen der Randwertfunktion r(x,y).

Dann gilt: Fall die Sensitivitdtsmatrix
E*(t) := B*®*(to,t) + C*®*(t1,1)

fiir ein ¢ = 79 € [to,?1] vollen Rang besitzt, so besitzt sie fiir alle ¢ € [to, 1] vollen Rang
und x* ist eine lokal eindeutige Losung des Randwertproblems.

Beweis: Wir zeigen zuniichst die lokale Eindeutigkeit. Definieren wir fiir eine beliebige
Losung z(t; 19, z9) und die Randbedingungsfunktion r die Funktion

F(z0) = r(x(to; 10, z0), z(t1; 70, Z0)),

so ist eine beliebige Losung x(t) der Differentialgleichung genau dann eine Losung des
Randwertproblems, wenn
F(z(m)) =0 (2.54)

gilt. Um die lokale Eindeutigkeit der Lésung zu zeigen, miissen wir also beweisen, dass eine
Umgebung U um x*(7) existiert, so dass

F(z) #0 fiir alle z € U \ z*(79)

gilt.

Gleichung (2.54) ist ein nichtlineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbe-
kannten. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es genau dann eine lokal eindeutige
Losung, wenn die Jacobi-Matrix

DF(x*(19))
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vollen Rang besitzt. Diese ist aber fiir g = z*(79) gerade gegeben durch

d
DF(J}(]) = Tmr($(t0;To,l‘o),$(t1;7‘0,$0))
or

= %(x(to%Toa$0)793(t1570,$0))
or

+ @(x(to;7’07950),55(751;7'0@0))

= B*(I)*(to,’ro) + C*(I)(tl,’To)

i:U(t 70, T0)
837(] 0570540

873013(751770,%))

und besitzt daher vollen Rang. Daraus folgt die lokale Eindeutigkeit.

Wiirde nun ein 71 € [tg, t1] existieren, fiir dass die Sensitivitdtsmatrix keinen vollen Rang
besitzt, so wiirden nach dem Satz iiber implizite Funktionen Werte xg beliebige nahe an
x*(t) existieren, so dass xz(t;71,29) das Randwertproblem 16st. Damit hétten wir Werte
x(70; 71, x0) gefunden, die in beliebig kleinen Umgebungen von z*(7y) liegen und (2.54)
16sen, was ein Widerspruch zur lokalen Eindeutigkeit ist. [l

Auch wenn die Bedingungen dieses Satzes i.A. schwer zu iiberpriifen sind, so liefert er doch
die Begriindung dafiir, dass eine numerische Berechnung der Losung des Randwertproblems
moglich ist, da das Problem zumindest lokal eine eindeutige Losung besitzt und damit
wohldefiniert ist. Zudem liefert er eine wichtige Einsicht in die Struktur des Problems, die
wir im folgenden Abschnitt numerisch nutzen werden.

2.10.2 Schief3verfahren

Der Beweis von Satz 2.65 zeigt bereits die Richtung auf, die wir bei der numerischen Losung
des Problems einschlagen kénnen. Das Problem, eine Losungsfunktion zu finden, die zwei
vorgegebene Punkte verbindet, wurde dort reduziert auf das Problem, einen Anfangswert
zo € R™ zu finden, der das n-dimensionale nichtlineare Gleichungssystem (2.54) 16st. Die
dort definierte Abbildung F' vereinfacht sich fiir 79 = ¢y zu

F(zo) = r(zo, z(t1; to, 20))- (2.55)

Diese Form wollen wir im Folgenden verwenden.

Unser Ziel ist nun, das Problem zu 16sen, indem wir das Nullstellenproblem (2.55) numerisch
16sen. Dieses Vorgehen — also die Losung eines Randwertproblems durch die Losung eines
durch ein Anfangswertproblem bestimmtes Gleichungssystem — wird als Schieflverfahren
bezeichnet. Ursprung dieses etwas martialischen Namens ist tatsichlich das Schieflen im
militérischen Sinne, genauer die Artillerie. Auch hier hat man eine Endbedingung gegeben
(ndmlich ein zu treffendes Ziel) und variiert die Anfangsbedingung (Winkel des Geschiitzes
oder Schussstérke), um die Endbedingung zu erfiillen.

Algorithmen zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme kennen wir aus der Numerik I,
némlich die Fixpunktiteration und das Newton-Verfahren. Wiahrend erstere nur unter re-
lativ einschréinkenden Bedingungen funktioniert (die wir hier realistischerweise nicht unbe-
dingt annehmen kénnen), funktioniert die zweite lokal immer, bendtigt aber die Information
iiber die Ableitung von F'. Hier kommt als weitere Schwierigkeit hinzu, dass die Definition
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von F' neben der — gegebenen — Abbildung r auch die — im Allgemeinen unbekannte
— Losung z(t1;tg, xo) enthélt. Wie konnen F' und die Ableitung DF aber numerisch aus-
werten, denn da x(t1; o, zo) und ®(t1,tp) ja gerade die Losung von Anfangswertproblemen
sind, konnen wir diese mit jedem der bisher behandelten Algorithmen berechnen.

Zunichst erinnern wir an das Newton-Verfahren im R", vgl. Algorithmus 6.14 im Skript
zur Numerik I:

Gegeben sei eine Funktion F' : R™ — R" ihre Ableitung DF : R" — R™" sowie ein
Startwert z(9) € R" und eine gewiinschte Genauigkeit ¢ > 0. Setze i = 0.

(1) Lose das lineare Gleichungssystem DF (z®)Az() = F(z(®)
und berechne (1) = (0 — Ag(®)

(2) Falls [|Az|| < ¢, beende den Algorithmus,
ansonsten setze ¢ = ¢ + 1 und gehe zu (1)

Um dies auf unser Problem anzuwenden, miissen wir nun kléren, wie wir F und DF
numerisch berechnen.

Die Berechnung von F' aus (2.55) stellt dabei kein gréfieres Problem dar: Fiir gegebenes
2@ berechnen wir numerisch die Losung & = x(t1; to, x(i)) mittels eines Ein- oder Mehr-
schrittverfahrens und berechnen damit

F(z®) ~ r(zW, &)

Komplizierter ist die Berechnung von DF'. Zunéchst gilt nach der Rechnung im Beweis von
Satz 2.65 mit 7 =ty ‘
DF(z9) = B+ C®(t1, o)

mit Matrizen B und C gegeben durch

_or

B=5:

(x(i),x(t; to,a:(i))) und C = —(x(i),:c(t; to,x(i)))

fiir die Randwertfunktion r(x,y). Die i-te Spalte der Matrix ®(t1,tg) ist nun gerade die
Losung des Anfangswertproblems

. 0 i
(1) = 2L 1,2t to, 2 O)u0), wilto) = e
wobei e; der i-te Einheitsvektor ist.

Die numerische Berechnung von F' und DF kann also wie folgt geschehen. Vorab berechnen
wir (analytisch) die Ableitungen

of or or

Lt — — .

81:( "f)? 8$ ($’y)? 8y(1"’y)

In jedem Schritt des Newton-Verfahrens approximieren wir dann numerisch die Losung
z(t1) des n(n + 1)-dimensionalen Anfangswertproblems

() = g(t, 2(t),  =2(to) = 20
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mit
x(t)
t
2(t) = yl,( )
Yn(t)
und
ft,z(t)) 2
0
o (L2 (t))ya () €1
glt,z(t) = | * C o=
GL(t, x(1)yn(t) €n
Mit Hilfe der numerischen Approximation
z
y
s=| T~ )
Yn

berechnen wir dann die Approximationen

F(z9) ~ r(29, )

und
DF(:L‘(Z)) %é—l—é%(tl,to)
mit
~  Or, (y . or, oy -~ ~ N N
B = %(x(l),x), C= a—y(ac( ). %) und D(ty,t0) = (yl,...,yn).

Damit kann das Newton-Verfahren nun vollstéindig implementiert werden.

In Beispiel 2.61 lautet das zu lésende Differentialgleichungssystem also

0 2y
—kzo(t) —(sin(zl (1)) l’g)

co z4(t . o 1
D= () — cos(z(®)za(e) | ™ Fl)=z0=1
Zﬁ(t) 0

—kzg(t) — cos(z1(t))z5(t) 1

Interessant ist, was im Falle eines linearen Problems im Sinne von Satz 2.63 passiert. In
diesem Fall ist ein Newton-Schritt ausgehend von einem beliebigen Startwert z(9) gerade
dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem (2.52). Wir erhalten die (bis auf numeri-
sche Diskretisierungsfehler) exakte Losung des Randwertproblems also nach genau einem
Schritt des Newton-Verfahrens. Auf die genauen Auswirkungen der Diskretisierungsfehler
im Linearen und im Nichtlinearen kénnen wir hier aus Zeitgriinden nicht genauer eingehen.
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2.10.3 Mehrzielmethode

Die oben beschriebene Methode funktioniert theoretisch gut, hat aber in der Praxis den
nicht zu unterschéitzenden Nachteil, dass die Losung x(¢1; g, z¢) in vielen Beispielen sehr
sensitiv vom Anfangswert xg abhéngt.

Als Beispiel betrachten wir das Randwertproblem
it)=2% 1t =0t =1, r(zx,y) =y —9.

Gesucht ist also eine Losung z*(t) dieser Gleichung mit z(1) = 9. Da die allgemeine Losung
hier leicht als

o
t; 0, =
1’( 330) 1— xot
ausgerechnet werden kann, sieht man, dass die gesuchte Losung gerade
0.9

z*(t)

lautet. Liegen wir mit unserem Anfangswert nur um 10% oberhalb dieses Wertes, also
zo = 0.99, so erhalten wir

T o9y s° x*(0) =0.9

2(1;0,0.99) =99 und damit 7(0.9,2(1;0,0.99)) = 90.

Fiir g = 1 ist die Sache noch schlimmer, da die Losung dann zum Zeitpunkt t; = 1 gar
nicht mehr existiert.

Die Schiitzlosung (@, z(t1; to, 2(?)) im Newton-Verfahren kann also selbst bei einer re-
lativ guten Startschiitzung z(©) ~ 2*(to) weit von r(z*(to),z*(t1)) = 0 abweichen oder
sogar undefiniert sein. Es ist leicht einzusehen, dass dies groie numerische Konvergenzpro-
bleme im Newton-Verfahren nach sich zieht und der Bereich der lokalen Konvergenz des
Verfahrens dadurch sehr klein wird.

FEine Abhilfe ist die in den 1960er Jahren zuerst vorgeschlagene und in den 1970er Jah-
ren vor allem durch Roland Bulirsch” weiterentwickelte Mehrzielmethode (auch Mehrfach-
schiefverfahren). Die Idee dabei ist, das Intervall [to,¢;] in d € N Teilintervalle [, 7;41] zu
zerlegen mit

to=T0<T1 <...<7Tq=11.

Statt die Losung x(to; t1, zo) fiir einen Anfangswert xg auf dem gesamten Intervall [tg, ¢1] zu
berechnen, wihlt man nun d Anfangswerte zg, . . ., z4_1 und berechnet separat die Lésungen

(Th; The1, Tp—1), k=1,...,d

auf den Teilintervallen [7;_1,7;]. Damit sich diese Losungen zu einer Gesamtlosung auf
dem Intervall [tg,t1] zusammensetzen lassen, miissen die Stetigkeitsbedingungen

o(Tg; Th—1, Th—1) = Tpy1, k=1,...,d—2

gelten und damit diese Gesamtlosung eine Losung des Randwertproblems ist, muss zusétz-
lich noch die urspriingliche Randbedingung

(o, (74; Ta—1,T4—1)) = 0

"deutscher Mathematiker, geb. 1932
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gelten.

Definieren wir nun eine neue Randbedingungsfunktion R : R?%" — R mittels
xo — ()

/ / :
R(xo, 20, .., Td—1,Ty_1) = , )
Ld—1 — Lq_q

r(zo,zy_1)
so liefert die Losung des Nullstellenproblems
F(xg,...,24-1) =0
mit F : R™ — R% definiert durch

F(xg,...,x4-1) = R(xo, (71570, 20), 1, ©(T2; T1, 1)y« -+, Td—1, T(Td; Td—1, Td—1)

eine Losung des urspriinglichen Randwertproblems. Da die Losungen der Differentialglei-
chung hier nur auf kurzen Intervallen [7j_1, 7] berechnet werden miissen, sind sie deutlich
weniger sensitiv gegeniiber Anderungen in den Anfangswerten. Dies iibertriigt sich auf die
Randwertfunktion, weswegen die Mehrzielmethode einen deutlich gréfieren Konvergenzbe-
reich besitzt.

Der Preis dafiir ist natiirlich die Erhchung der Dimension des Nullstellenproblems von n
auf dn, die sich insbesondere bei der Losung der linearen Gleichungssysteme im Newton-
Verfahren bemerkbar macht (beachte, dass die numerische Berechnung der héheren Anzahl
von Differentialgleichungslésungen i.A. kaum mehr Aufwand verursacht, weil diese auf ent-
sprechend kiirzeren Intervallen zu l6sen sind). Hier kann insbesondere durch Ausnutzen
der speziellen Bandstruktur der entstehenden Gleichungssysteme viel Rechenzeit gespart
werden, fiir Details der algorithmischen Umsetzung verweisen wir z.B. auf das Buch von
Deuflhard und Bornemann [2, Abschnitt 8.2.2].
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Kapitel 3

Stochastische
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der numerischen Lésung von gewohnlichen
Differentialgleichungen, die von einer zufilligen Funktion abhéingen. Informell kann man
diese Gleichungen in Erweiterung von (2.1) als

%X(t) = a(t, X(t)) + b(t, X (t))g(t,w)

schreiben, wobei die Vektorfelder a,b: R x R™ — R"™ “gewohnliche” (also deterministische)
Funktionen sind, wihrend die Funktion g : R x £ — R von einem zufilligen Parame-
ter w € Q abhéngt. Solche zufilligen Gleichungen treten iiberall dort auf, wo man nicht
geniigend Informationen fiir ein exaktes deterministisches Modell besitzt und die bestehen-
den Unsicherheiten (z.B. unbekannte Umwelteinfliisse, unsichere zukiinftige Entwicklung,
unbekannte variierende Parameter ... ) stochastisch modelliert, z.B. in der Biologie, in der
Ingenieurmathematik oder in der Finanzmathematik.

Eine typische Aufgabe der Numerik stochastischer Differentialgleichungen besteht nun dar-

in, dass man eine grofle Anzahl zufilliger Losungen X (t;to,xo,w1), ..., X(t;to, To,wnr)

numerisch berechnet und daraus gewisse statistische Gréflen wie z.B. den FErwartungswert
M

1
E{X(tto, z0,w)} ~ 7 > X(t;to, xo,w;)
i=1

berechnet. Hierzu ist es i.A. nicht nétig, jede Funktion z(¢;to, o, w;) moglichst genau zu

berechnen (was sich im Ubrigen als sehr schwierig herausstellen wird); es geniigt, dass der
Fehler “im Mittel” klein wird.

Um dies etwas préziser zu machen und zu zeigen, wie man geeignete zuféllige Funktionen
definiert und am Computer erzeugt, beginnen wir mit einigen Grundlagen.

3.1 Zufallsvariablen und Zufallszahlen

Die Grundobjekte, die man benétigt, um den Zufall in der Mathematik zu formalisieren,
sind der Wahrscheinlichkeitsraum und die Zufallsvariable. Der Wahrscheinlichkeitsraum

87
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bestehe aus einer (endlichen oder unendlichen) Menge 2 von Ereignissen, aus dem man
zufillig Elemente w € (), die Elementarereignisse ziehen kann. Diese Ereignisse gehorchen
einer gewissen Verteilung, die durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P gegeben ist. Das Maf
P ist dabei eine Abbildung von P () (der Menge aller Teilmengen von )* nach [0, 1]. Fiir
eine gegebene Teilmenge A C 2 gibt P(A) gerade die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein
zufillig gezogenes Ereignis w in A liegt.

Beispiel 3.1 Fiir ein Modell eines idealen Wiirfels setzt man Q = {1,2,3,4,5,6}. Das
Wahrscheinlichkeitsmafl P kann man dann mittels

1
P{w}) := g fiir alle w € Q

und
P(B):= ) P({w})
weB
fiir beliebige Teilmengen B C 2 definiert werden. o

Schwieriger wird die Sache, wenn wir es mit unendlichen Mengen €2 zu tun haben, da eine
solche direkte Definition dann nicht mehr méglich ist, wir uns genau {iberlegen miissen, wel-
che Mengen A hier iiberhaupt zuléssig sein sollen etc. Wir wollen uns mit diesen technischen
Feinheiten hier nicht néher aufhalten, da wir nicht direkt mit Wahrscheinlichkeitsrdumen,
sondern mit Zufallsvariablen arbeiten werden.

3.1.1 Zufallsvariablen

Anstelle der Wahrscheinlichkeitsraume werden wir hier die Zufallsvariablen X : @ — R
in den Mittelpunkt stellen. Wie die Schreibweise bereits andeutet, sind Zufallsvariablen
keine Variablen, sondern Abbildungen von der Ereignismenge €2 in die reellen Zahlen. Das
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 induziert dann eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Px fiir
X: Fiir jede Teilmenge B C R gibt

Px(B) :=P({w € Q| X () € B})

gerade die Wahrscheinlichkeit an, dass sich eine Realisierung X (w) von X, also der Wert
X (w) fiir ein zufillig gezogenes w € ) in B befindet.

Im Prinzip kann man Px durch die obige Formel definieren. In der Praxis geht man aller-
dings meist anders vor, indem man eine geeignete Formel fiir Px angibt. Dies hat mehrere
Vorteile: Zum einen befinden wir uns im Wertebereich von X auf den reellen Zahlen, al-
so auf analytisch “sicherem Boden”, zum anderen brauchen wir in diesem Fall weder die
genaue Abbildung X : 2 — R noch das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
Q zu kennen (wir miissen aber immer im Hinterkopf behalten, dass eine Menge €2 und ein
Maf} P existieren).

Hier werden wir uns mit zwei verschiedenen Verteilungen von Zufallsvariablen beschéftigen.
Die erste ist die gleichverteilte Zufallsvariable. Hier muss man zwischen Zufallsvariablen

!Tatsichlich ist das MaB i.A. nur auf einer Teilmenge von P(Q) definiert, einer sogenannten Sigma-
Algebra. Fiir genaue Definitionen verweisen wir auf die einfithrende Stochastik-Vorlesung.
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unterscheiden, die nur endlich viele Werte annehmen kénnen und solchen, die unendlich
viele Werte annehmen konnen.

Wir betrachten zunéchst den endlichen Fall. Hier kann X (w) gerade N verschiedene Werte
r1,...,xy annehmen. Gleichverteilt bedeutet nun, dass

1
Px({z;}) := N firi=1,...,N

und

N
Px(B):= Y Px({z:}) = > xp(z:)Px({z:})
z,€EB =1
ist, wobei
1, € B

XB(x):{Q ¢ B

die sogenannte charakteristische Funktion der Menge B ist. Jeder Wert x; wird also mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen.

Falls X (€2) unendlich viele verschiedene Werte annehmen kann, so versagt diese Konstruk-
tion, da sie fiir NV = oo keine sinnvolle Definition liefert. Wir betrachten hier nur den Fall,
dass X (€2) genau die Werte in einem kompakten Intervall [a,b] annimmt. Dann ldsst sich
Px fiir Teilintervalle [c,d] C [a,b] als

Px(le,d]) = (d—¢)/(b—a)

angeben, die Wahrscheinlichkeit ist also linear proportional zur Intervallgréfle. Dies kann
man auch als

d
Px(lc,d]) = / pl()dz = /R Xio)(2)p(z)dz

schreiben, wobei

[ 1/(b—a), z€]a,l]
p(x)—{o’ z & |a,b]

ist und Dichtefunktion heiflt. Diese komplizerte Schreibweise lasst sich mittels

b
Py (B) = / x5 (@)p(z)dz (3.1)

auf beliebige Mengen verallgemeinern. Natiirlich kann B nicht vollig beliebig sein, denn das
Integral sollte natiirlich existieren. In der Stochastik verwendet man dabei das Lebesgue—
Integral, die Funktion y p muss also Lebesgue—messbar sein. Folglich nennen wir eine Menge
B C R Lebesgue—messbar, falls ihre charakteristische Funktion xp Lebesgue—messbar ist.

Viele Verteilungen von Zufallsvariablen lassen sich durch Dichtefunktionen p : R — R
beschreiben. Auch die zweite Klasse von Zufallsvariablen, die wir betrachten werden und
die fiir die stochastischen DGL von zentraler Bedeutung ist, lisst sich so beschreiben. Dies
ist die Klasse der Gaufi—verteilten Zufallsvariablen, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung

durch (3.1) mit )
p(z) = ! exp <M> : (3.2)

o2no 202
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gegeben ist. Diese Dichtefunktion hiangt von zwei Parametern 4 € R und ¢ > 0 ab. Fiir
GauB—verteilte (auch normalverteilte oder kurz Gauf$’sche) Zufallsvariablen X schreibt
man oft X ~ N(u,o?). Eine Zufallsvariable X ~ N(0,1) heiit standard—normalverteilt.
Abbildung 3.1 zeigt die Dichtefunktion p fiir die Standard—Normalverteilung.

Abbildung 3.1: Dichtefunktion der Gaufy’schen Zufallsvariablen fiir 4 =0 und o =1

Die Gauf’sche Zufallsvariable kann also Werte in ganz R annehmen (p ist nirgends gleich
0), allerdings ist die Wahrscheinlichkeit betragsmifiig groer Werte sehr gering, da p fiir
grofie |z| sehr klein wird.

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum koénnen viele Zufallsvariablen X, Xo, ... gleichzeitig
definiert sein. Wichtig ist in diesem Zusammenhang das Prinzip der Unabhdngigkeit: Zwei
auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definierte Zufallsvariablen X; : € — R und
Xo :  — R heiflen unabhdngig, wenn eine Realisierung X (w) von X; keine Informationen
iiber die Realisierung Xs(w) von X (fiir das gleiche w) enthélt, und umgekehrt. Auf die
mathematisch prézise Beschreibung dieser informellen Definition wollen wir hier verzichten;
wir wollen sie aber an einem Beispiel erldutern.

Beispiel 3.2 Betrachte einen Wahrscheinlichkeitsraum, der das (gleichzeitige) Wiirfeln
mit zwei Wiirfeln beschreibt. Jedes Elementarereignis ist also ein Paar w = (w1, w2) von
Wiirfelwerten, wobei die erste Komponente w; das Ergebnis des ersten Wiirfels und ws das
Ergebnis des zweiten Wiirfels beschreibt (wir nehmen an, dass die zwei Wiirfel unterscheid-
bar sind). Dies fiihrt zu Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)} C N2. Offenbar ist (fiir ideale Wiirfel)
P({w}) = 1/36 fiir jedes Element w € Q, da {2 gerade 36 = 6 x6 Elementarereignisse enthilt,
die alle gleich wahrscheinlich sind. Wir betrachten nun drei Zufallsvariablen, die als Wert
das Ergebnis des ersten Wiirfels, des zweiten Wiirfels und die Summe der Wiirfelwerte
ausgeben, also X;(w) = wi, X2(w) = we und X3(w) = w; + we. Jede Realisierung dieser
Variablen entspricht nun einem (simultanen) Wurf der zwei Wiirfel. Offenbar kann man
aus dem Ergebnis des ersten Wiirfels keinerlei Riickschliisse auf das Ergebnis des zweiten
Wiirfels ziehen: Unabhéingig davon, was beim ersten Wiirfel herauskam, ist beim zweiten
Wiirfel jeder Wert 1, ..., 6 weiterhin gleich wahrscheinlich. Die Zufallsvariablen X; und X»
sind also unabhdngig. Wenn wir aber X; und X3 betrachten, so &ndert sich die Situation:
Die Wahrscheinlichkeit, dass X3(w) den Wert 12 annimmt, ist gerade 1/36 (von den 36
moglichen Wiirfelkombinationen liefert gerade eine die Summe 12). Wenn wir aber wissen,
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dass die Realisierung X;(w) = w; = 1 ist, so kann die Summe X3(w) = w1 +wa = 1 + wo
hochstens den Wert 7 annehmen; die Wahrscheinlichkeit fiir X3(w) = 12 ist unter dieser
Vorinformation also gleich 0. Diese Wahrscheinlichkeit unter zusétzlicher Vorinformation
nennt man bedingte Wahrscheinlichkeit. Da sich nun die bedingte Wahrscheinlichkeit der
Zufallsvariablen X3 unter Vorinformation aus X; von der unbedingten Wahrscheinlichkeit
unterscheidet, ist hier gerade der Fall nicht unabhdingiger Zufallsvariablen gegeben. a

Fiir eine Folge X; von Zufallsvariablen mit identischer Verteilung lésst sich die Dichtefunk-
tion grafisch wie folgt approximieren: Man teilt die reellen Zahlen in dquidistante Intervalle
I; = [jh,(j + 1)h], j € Z, h > 0 ein und betrachtet eine grofie Zahl N von Realisierun-
gen Xq(w), Xa(w), ... und zdhlt die Haufigkeiten n;, mit denen diese Werte im Intervall
n; liegen. Stellt man die Haufigkeiten n;/N dann in einem Balkendiagramm dar (man
spricht von einem Histogramm), so erhélt man eine grafische Approximation des Graphen
der Dichtefunktion p.

3.1.2 Zufallszahlen

Am Rechner koénnen wir numerische Approximationen von Zufallsvariablen mit dem Zu-
fallsgenerator erzeugen. Alle htheren Programmiersprachen besitzen zumindest einen ein-
fachen Zufallsgenerator, der eine Folge von (approximativ) unabhéingigen gleichverteilten
(Pseudo—)Zufallszahlen erzeugt.

Das w aus der theoretischen Definition entspricht dabei dem Seed (“Samenkorn”) des Zu-
fallsgenerators, den man als BenutzerIn mit einem entsprechenden Befehl selbst auswéhlen
kann. Nachdem der Seed gesetzt wurde (was iiblicherweise beim Booten des Rechners oder
dem Starten der entsprechenden Software automatisch geschieht), liefert jeder Aufruf des
Zufallsgenerators eine Realisierung einer neuen unabhéngigen Pseudo—Zufallsvariablen. In
C, z.B. lautet der Befehl zum Setzen des Seed srand(seed), wobei seed eine nichtnegative
ganze Zahl ist. Zur Generierung von Zufallszahlen dient die Funktion rand, die gleichver-
teilte Integer—Zufallszahlen zwischen O und RAND_MAX liefert. Andere Programmiersprachen
liefern Gleitkomma—Zufallszahlen zwischen 0 und 1, z.B. MATLAB, wo der Befehl zur Zufalls-
zahlenerzeugung rand (1) lautet und der Seed durch rand(’state’,seed) gesetzt wird.
Die Beispiel-Aufruffolge

srand(20); xl=rand(); x2=rand();...
liefert in der mathematischen Notation gerade
w=20, rl =X(w), 22 = Xao(w),...

Abhéngig von w werden also Realisierungen einer Folge unabhéngiger Zufallsvariablen er-
zeugt.

Tatséchlich kann man bei einer gegebenen Zufallszahlenfolge aber gar nicht unterscheiden,
ob diese von einer Folge unabhingiger Zufallsvariablen X; stammen oder von einer Zufalls-
variablen X, die fiir verschiedene unabhéngig gezogene w; ausgewertet wird. Die Folge x;
lésst sich daher auch als

w1 =20, x1 ZX(wl), x2 :X(W2)v---
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oder auch als
w; =20, 1 =X1(w1),..., oy = Xny(w1), ...2N41 = Xi(w2), ...

interpretieren. Bei diesen Interpretationen ist allerdings etwas Vorsicht geboten, da das
Computermodell nicht ganz mit dem mathematischen Modell iiberein stimmt. Die vom
Rechner erzeugten w;—Werte sind nidmlich nur pseudo—zufillig sind: Sie liefern zwar (ap-
proximativ) die richtigen statistischen Eigenschaften, hdngen aber deterministisch von w;
ab. Um “echten” Zufall zu erzielen, muss man also auch den Wert w; zufillig wihlen, z.B.
indem man den Seed abhingig von der internen Uhr des Rechners setzt. Aufgrund der obi-
gen Interpretation geniigt es dabei, den Seed einmal beim Start des Programms bzw. beim
Start einer Berechnung zu setzen. Beim Testen eines Programms empfiehlt es sich iibri-
gens, den Seed bei Programmbeginn auf einen festen Wert zu setzen. Damit erhélt man
bei jedem Durchlauf die gleiche Zufallszahlenfolge, womit die Ergebnisse reproduzierbar
werden, was z.B. bei der Fehlersuche eine sehr wichtige Eigenschaft ist.

Wir haben bereits erwihnt, dass die Gau3—verteilten Zufallsvariablen fiir uns besonders
wichtig sind. Um aus den gleichverteilten Zufallszahlen z; zu Gaufl—verteilten Zufallszahlen
zu kommen, benttigt man eine geeignete Transformation. Zunéchst transformieren wir die
Zahlen mittels

u; = x;/RAND_MAX

auf das Intervall [0,1]. Um nun Gaufi’sche Zufallszahlen zu erzeugen, muss man jeweils
zwei gleichverteilte u; verwenden und diese mittels

Yi = u+ o/ —21In(u;) cos(2muir1),  Yir1 = p+ o/ —21In(u;) sin(2wui41),

fir ¢ = 1,3,5,7,... transformieren. Diese Transformation heifit Boz—Muller—Methode und
liefert eine Folge von N (u;o?)-verteilten Zufallszahlen y1, y2, 3, - . ..

3.1.3 Der approximative Wiener—Prozess

Um stochastische Differentialgleichungen numerisch 16sen zu kénnen, miissen wir nicht nur
einzelne Zufallsvariablen, sondern auch geeignete zufillige Funktionen im Rechner erzeugen
konnen. Eine zufillige Funktion ist dabei nichts anderes als eine Funktion X : Ra' xQ — R,
so dass X (t,-): Q — R fiir jedes t € Rg eine Zufallsvariable ist. Eine solche zeitabhéngige
Zufallsvariable heifit stochastischer Prozess, eine “Funktionsrealisierung” X (-,w): R — R
heifit Pfad des Prozesses. Der fiir uns wichtige Prozess ist dabei der sogenannte Wiener—
Prozess, der mit W (t,w) bezeichnet wird und den wir etwas spéter prizise definieren wer-
den. Hier wollen wir allerdings bereits einen Algorithmus bereit stellen, mit dem man einen
solchen Wiener—Prozess auf einem Gitter approximieren kann.

Algorithmus 3.3 Approximation des Wiener—Prozesses durch Gitterfunktion
Gegeben: Schrittweite h, Gitter 7 = {t¢,...,ty} mit t; = ih
Gesucht: M approximative Pfade W (t;,w1), ..., W(t;,was) des Wiener Prozesses auf 7.
(1) Fir j=1,..., M:

(2a) Erzeuge N (0, h)-verteilte Zufallszahlen AW;(w;) fir i =0,...,N — 1
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(2b) Erzeuge Gitterfunktionen W(ti, wj) fiir mittels der Rekursion

W(to,a)j) =0, W(tiﬂ,wj) = W(ti,a)j) + AWi(wj), fir i=0,...,N—1

(3) Ende der j—Schleife o

3.1.4 Erwartungswert und Varianz

Ausgehend von ihren Verteilungen kann man eine Reihe von Kenngréfien fiir X definieren;
zwei davon sind fiir uns wichtig.

Die erste wichtige Grofle ist der Erwartungswert von X, der mit E{X} bezeichnet wird.
Anschaulich ist dies nichts anderes als der Mittelwert, den man erhilt, wenn man iiber alle
moglichen Realisierungen X (w) von X beziiglich ihrer Wahrscheinlichkeit mittelt, fiir eine
Folge X (w1), X (w2), ... von Realisierungen also

E{X}:= lim % > X (wi). (3.3)
=1

Formal kann man den Erwartungwert auch iiber die Dichtefunktion erklaren, ndmlich als

E{X}:= Y xPx(z) (3.4)

IzeX(Q)

fiir diskrete und, analog,
[e.@]
E{X} := / xp(z)dz, (3.5)
—0o
fiir kontinuierlichne Zufallsvariablen, wobei wir voraussetzen, dass dieses Integral existiert.
Fiir die Gaui—Verteilung errechnet man E{X } = u. Es ist iibrigens nicht trivial zu bewei-
sen, dass diese beiden Definitionen von E{X} iibereinstimmen.

Wir betrachten einige Rechenregeln fiir den Erwartungswert. Aus den Integrationsregeln
und der Definition der Dichtefunktion kann man errechnen, dass fiir eine Funktion g : R —
R und eine Zufallsvariable X der Erwartungswert von g(X) durch

B(9(X) = [ " g@)p(a)dz

gegeben ist. Aus (3.3) sieht man leicht, dass der Erwartungswert linear in X ist, d.h. fiir zwei
Zufallsvariablen X7 und X5 und ag,as € R gilt E{a; X1 + asXo} = e E{X 1} + awE{ X5 }.
Beachte hierbei, dass Summen, Differenzen und reelle Vielfache von Zufallsvariablen X3
und Xs wieder Zufallsvariablen sind, speziell sind Summen von Gaufi—verteilten Zufallsva-
riablen wieder Gaufl—verteilte Zufallsvariablen. Falls fiir X; und X5 dabei Dichtefunktionen
p1 und po existieren, so existieren fiir die kombinierten Zufallsvariablen wiederum Dich-
tefunktionen. Diese sind i.A. nicht leicht zu berechnen, aber allein die Tatsache, dass sie
existieren, ist oft hilfreich.

Eine weitere i.A. nur schwer berechenbare Grofle ist der Erwartungswert des Produktes
X1Xo, es sei denn, X; und X sind unabhingige Zufallsvariablen. In diesem Fall gilt die
einfache Gleichung

E{X1 X5} = E{X1}E{X>}, (3.6)



94 KAPITEL 3. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

die fiir beliebige Zufallsvariablen im Allgemeinen nicht gilt.

Die zweite wichtige Grofle ist die Varianz von X, geschrieben Var(X). Sie gibt an, wie weit
sich die einzelnen Realisierungen im Mittel vom Erwartungswert entfernen kénnen, man
sagt auch, wie weit die Werte “streuen”. Mit p = E{X} ist sie definiert durch

Var(X) = E{(X — )?}.
FEine einfache Rechnung ergibt

Var(X) = E{(X — n)*} = B{X” — 2uX + p°} = BE{X?} — 2uE{X} + i = B{X"} — 1/°.

Fiir die GauB—Verteilung errechnet man Var(X) = o.

Erwartungswert und Varianz stellen zwei wesentliche charakteristische Groéflen von Zu-
fallsvariablen dar. In unseren Betrachtungen wollen wir uns deswegen auf die numerische
Berechnung dieser Grofien konzentrieren.

3.1.5 Der Wiener—Prozess

Mit Hilfe des Erwartungswertes und der Varianz kann man nun den Wiener—Prozess formal
definieren. Dieser wird iiblicherweise mit W bezeichnet wird und ist fiir ¢ > 0 definiert. Die
Definition des Wiener Prozesses ergibt sich aus der von N. Wiener? eingefiihrten mathema-
tischen Beschreibung der Brown’schen Bewegung, die in der Physik die zufillige Bewegung
eines auf einer Wasseroberflache schwimmenden Teilchens beschreibt. Formal verlangt man
die folgenden Bedingungen:

(i) W(t,-) ist eine GauB—verteilte Zufallsvariable mit E{W (¢, )} = 0 und
Var(W (t,-)) = t, also W(t,-) ~ N(0,t)

(ii) Fiirte > t1 > 0sind die Inkremente W (ta, -)—W (t1, -) Gaufi—verteilte Zufallsvariablen
mit E{W (tq, ) — W(t1,-} = 0 und Var(W (ta, ) — W(ty1,-))) = ta — t1, also W (ta,-) —
W(t1,-) ~ N(0,t2 — t1)

(iii) Fir s > s1 > tg > t; > 0 sind die Inkremente W (ta,-) — W(t1,-) und Wi(sg,-) —
W (s1,-) unabhéngige Zufallsvariablen.

Beachte, dass wir oben die Gau3—Verteilung nur fiir ¢ > 0 definiert haben. Hier erhalten
wir fiir t = 0 die Bedingung Var(W(0)) = 0, womit einfach Py (o) () = 1 gemeint ist. Mit
anderen Worten ist die Zufallsvariable W (0) hier also konstant gleich u, hier also gleich
w=0.

Man kann beweisen, dass der approximative Wiener—Prozess aus Algorithmus 3.3 die obigen
Bedingungen an allen Gitterpunkten ¢; erfiillt ((i) und (ii) sind Ubungsaufgabe, (iii) folgt
aus der Unabhéngigkeit der Zufallszahlen in Algorithmus 3.3). Die Approximation ist also
an den Gitterpunkten tatsichlich exakt, lediglich zwischen den Gitterpunkten stimmen die
Approximation und der exakte Prozess nicht iiberein.

2US-amerikanischer Mathematiker, 1894-1964
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3.2 Konvergenz— und Approximationsbegriffe

In der Einleitung wurde bereits erwdhnt, dass wir bei der numerischen Lésung stochasti-
scher DGL i.A. nicht benétigen, dass jeder Losungspfad X (t,w) = X (t, to, o, w) moglichst
genau numerisch approximiert wird. Statt dessen geniigt es uns iiblicherweise, dass gewisse
statistische Groflen mit hinreichend hoher Genauigkeit widergegeben werden.

Je nachdem, welche Groflen man ausrechnen mochte, ben6tigt man verschiedene Konver-
genzbegriffe. Tatséichlich gibt es in der stochastischen Numerik eine riesige Menge von Kon-
vergenzbegriffen, von denen wir hier nur zwei herausheben wollen, die fiir unsere Zwecke
besonders wichtig sind.

Wir betrachten dabei einen reellwertigen® stochastischen Prozess X auf dem Intervall
[0,T]. Dieser soll durch eine Folge numerischer Approximationen X; auf Gittern 7; =
{0, hi, 2R, ..., N;h;} mit Schrittweiten h; = T//N; (also N;h; = T') approximiert werden
mit N; — oo fiir i — oo. Wir schreiben kurz X (7') = X (T,w) und X;(T") = X;(T,w).

Definition 3.4 (i) Die Folge X; von stochastischen Prozessen heift starke Approzimation
fiir X zur Zeit T bzgl. einer Funktion ¢ : R — R, wenn die Bedingung

lim E{lg(X(T)) — g(K(T)]} =0
gilt. Sie heifit starke Approzimation mit Ordnung v > 0, falls fiir alle i > iy zusétzlich die

Abschétzung N
E{lg(X(T)) — g(Xi(T))|} < Ch{

fiir ein C' > 0 gilt.

(ii) Die Folge )?Z von stochastischen Prozessen heifit schwache Approximation fir X zur
Zeit T bzgl. einer Funktion g : R — R, wenn die Bedingung

lim [E{g(X(T))} - E{g(Xi(T))}| = 0

gilt. Sie heift schwache Approximation mit Ordnung § > 0, falls fiir alle i > i zusétzlich
die Abschitzung N
[E{g(X(T))} — E{g(Xs(T))}| < Ch]

fiir ein C' > 0 gilt. O

Eine starke Approximation liefert also eine Approximation der Pfade, bei denen zwar u.U.
nicht jeder Pfad gut approximiert wird, der Fehler aber zumindest im Mittel klein werden
muss. Dies ist die natiirliche Verallgemeinerung der deterministischen Approximation.

Bei einer schwachen Approximation hingegen (die sich, wie wir sehen werden, mit deutlich
geringerem numerischen Aufwand berechnen lésst), konnen die einzelnen Pfade ganz anders
aussehen, wichtig ist hier nur, dass die beziiglich g ermittelten statistischen Eigenschaften
gleich sind.

3Natiirlich lisst sich dies auf vektorwertige Prozesse verallgemeinern, wir wollen die Definition aber
technisch einfach halten.
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Kurz gesagt konnen wir festhalten: Eine starke Approximation liefert eine Approximation
der Pfade von X wihrend eine schwache Approximation eine Approximation der statisti-
schen Figenschaften von X liefert, jeweils gemessen bzgl. g.

Das folgende Beispiel zeigt typische Anwendungen starker und schwacher Approximationen.

Beispiel 3.5 (i) Wenn wir den Erwartungswert E{X(7")} numerisch berechnen wollen,
geniigt eine schwache Approximation bzgl. g(x) = x, denn dafiir gilt

lim [E{X(T))} -~ E{%(T)} =0,

und damit B

lim E{X,(T)} = E{X(D)}.

1—00
(ii) Wenn wir die Varianz Var(X (7)) numerisch berechnen wollen, geniigt eine schwache
Approximation bzgl. g(r) = z und g(z) = 2? (Ubungsaufgabe).
(iii) Fiir kompliziertere Berechnungen reichen schwache Approximationen allerdings i.A.
nicht mehr aus. Wenn wir z.B. fiir einen Wert ¢ € R die “minimale Uberschreitungszeit”

t(w) :==inf{t > 0| X(¢,w) > ¢}

fiir ein vorgegebenes ¢ € R definieren, so erhalten wir eine weitere Zufallsvariable t(w).
Dies konnte z.B. die (zufillige) Zeit des Ausfalls einer Maschine in einem mechanischen
Modell oder die Uberschreitung eines vorgegebenen Kursniveaus in der Finanzmathematik
bedeuten.

Ziel einer numerischen Berechnung kénnte es nun sein, die mittlere Zeit E{¢t(w)} zu ermit-
teln. Da sich diese Grofie nicht als E{g(X (7"))} schreiben lésst, geniigt hier eine schwache
Approximation nicht mehr. |

Neben der oben definierten Approximationen gibt es noch weitere Approximationsbegriffe,
z.B. die (starke) Quadratmittel-Approzimation

lim E{|X(T) — X;(T)|*} = 0.

—00
Man kann zeigen, dass hieraus die starke Approximation bzgl. g(x) = x und die schwache
Approximation bzgl. g(x) = z? folgt.

Die Namen “stark” und “schwach” legen nahe, dass (i) eine stéirkere Eigenschaft als (ii)
ist. Das folgende Lemma zeigt, dass dies tatséichlich stimmt.

Lemma 3.6 Wenn X;(T)) cine starke Approximation von X (T) bzgl. g ist, so ist X;(T)
auch eine schwache Approximation bzgl. g. Hierbei bleibt die Konvergenzordnung erhalten,
d.h. es gilt § > ~.

Beweis: Aus der Stochastik weifl man, dass eine Dichtefunktion py mit der Eigenschaft

E{g(q(X (1))} — E{g(q(X:(T)))} = /_OO q(@)py(z)dz
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fiir alle reellen integrierbaren Funktionen ¢ existiert. Nach Dreiecksungleichung gilt damit
B0} ~BlEmM = | [~ myfwio
S

—0o0

— E{|g(X(T)) — g(X:(T))[}.

Hieraus folgt die Behauptung. [l

Fiir den approximativen Wiener—Prozess aus Algorithmus 3.3 haben wir gesehen, dass
er an den Stiitzstellen gerade die Definition des exakten Wiener—Prozesses erfiillt. Daher
kann man jedem Pfad W (-,w) des approximierten Wiener—Prozesses gerade einen Pfad des
exakten Prozesses W (-,w) mit V[N/(ti,w) = W(t;,w) fiir jedes t; € T zuordnen, so dass die
Approximation fiir jedes g : R — R und jeden Gitterpunkt 7' € 7 die Bedingung

E{|g(W(T,w)) — g(W(T,w))|} =0

erfiillt. Es handelt sich also um eine “besonders starke” Form der starken Konvergenz.

3.2.1 Schwache Approximation des Wiener—Prozesses

Wir wollen nun untersuchen, wie man eine schwache Approximation des Wiener—Prozesses
erhalten kann — in der Hoffnung, dass sich der Algorithmus dabei vereinfacht. Der folgende
Algorithmus zeigt, wie dies geht. Wir bendtigen eine spezielle Form von gleichverteilten
diskreten Zufallsvariablen, namlich die durch

X(Q) ={z1, 22}, Px({z1}) =Px({a2}) = %

definierte zweipunktverteilte Zufallsvariable mit den zwei Werten {x1, x2}.

Algorithmus 3.7 Schwache Approximation des Wiener—Prozesses durch Gitter-
funktion

Gegeben: Schrittweite h, Gitter 7 = {tg,...,ty} mit t; = ih

Gesucht: M schwach approximierende Pfade W(T JW1), e W(T, wyr) des Wiener Prozes-
ses.

(1) Fir j =1,..., M:

(2a) Erzeuge zweipunktverteilte Zufallszahlen AW;(w;) fir ¢ =0,..., N — 1 mit
1 = —Vh, 29 = Vh.

(2b) Erzeuge Gitterfunktionen W(ti, wj) fiir mittels der Rekursion

W(to,w;) =0, W(tis1,w;) = W(ts,w;) + AW;(w;), fiir i=0,...,N—1

(3) Ende der j—Schleife O
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Der groie Unterschied in der Konstruktion besteht darin, dass wir hier in jedem Schritt
nur endlich viele (némlich gerade 2) Moglichkeiten fiir AW;(w;) haben. Die Anzahl der
moglichen Pfade ist demnach endlich, weswegen man hier tatséchlich alle moglichen Pfade
mitsamt der Wahrscheinlichkeiten ihres Auftretens berechnet.

Abbildung 3.2 zeigt einen Pfad des Wienerprozesses (durchgezogen) sowie seine schwache
Approximation (gestrichelt). Man sieht, dass die Pfade erheblich voneinander abweichen
konnen.

2.5

. . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.2: Schwache Approximation (- -) eines Pfades eines Wiener—Prozesses (—)

Dass dieser Algorithmus trotzdem die richtigen statistischen Eigenschaften besitzt, zeigt
das folgende Lemma.

Lemma 3.8 Der Algorithmus 3.7 liefert eine schwache Approximation fiir den Wiener—
Prozess bzgl. g(z) = = und g(z) = 22 fiir jeden Gitterpunkt T' = ;.
Beweis: Fiir die zweipunktverteilten Zufallszahlen AW; berechnet man
E{AW; (1)} = —Vh/2 4+ Vh/2 = 0 und E{AW;(:)2} = h/2 4+ h/2 = h.
Aus der Definition folgt

i—1
W(t,w) =Y AWi(w).
k=0

Also ergibt sich
i—1

E{W (t:, )} = Y E{AWL()} = 0 = E{W (t;,")}

k=0

und, indem wir die Unabhéngigkeit der Zufallszahlen und (3.6) ausnutzen, auch
- i—1 2
E{W(t,)’} = E (Z Am(-))
k=0

i—1
= EQD AWK+ AWR()AW;()
k=0 k#j



3.3. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 99

= Y E{AWL()’} + ) E{AW()JE{AW;(-)}
k=1

—h k#j -0
= hi = t; = E{W(t,")?},

denn es gilt

E{W (ti,)*} = E{W (t:,)*} = E{W (t;,)}* = Var(W (t;, )) = t:.

=0

3.3 Stochastische Differentialgleichungen

Wir werden nun die stochastischen Differentialgleichungen, die wir spéter numerisch 16sen
wollen, prizise definieren. Als zufillige Funktion auf der rechten Seite der SDG wollen wir
dabei den Wiener—Prozess bzw. von ihm abgeleitete Grofien erlauben.

Zur Erlauterung der dabei auftretenden Schwierigkeiten und des nétigen Losungskonzeptes
wollen wir zunéchst versuchen, eine SDG aufzustellen, deren Losung gerade der Wiener—
Prozess ist.

Zunichst einige Anmerkungen zur Notation: Da die Losung einer SDG iiber den einge-
henden Wiener Prozess wieder eine zufiillige Funktion — also ein stochastischer Prozess
— ist, verwenden wir hier fiir den gesuchten unbekannten Prozess die grofl geschriebene
Bezeichnung X (t), bzw. mit Anfangswert Xy € R™ und Anfangszeit ty € R die Schreibweise
X (t;tg, Xo). Wir erlauben hierbei, dass X vektorwertig, also aus dem R" ist, was einfach
bedeutet, dass X = (X1, Xo,..., X,)7 ist, wobei die X; reellwertige stochastische Prozesse
im oben eingefiihrten Sinne sind. Zu jedem Pfad W (¢,w) des eingehenden Wiener Prozesses
gehort dann ein Losungspfad des X—Prozesses, den wir mit X (¢;¢o, Xo,w) bezeichnen.

Die technische Hauptschwierigkeit in der mathematischen Formulierung stochastischer Dif-
ferentialgleichungen zeigt sich nun bereits bei einer scheinbar trivialen Aufgabe, ndmlich
dem Problem, eine stochastische Differentialgleichung aufzustellen, deren Losung gerade
der Wiener Prozess ist. Scheinbar trivial ist die Aufgabe deswegen, weil wir ja den Wiener
Prozess als gegeben voraussetzen und in der Formulierung verwenden diirfen, weswegen es
nahe liegt, einfach die Differentialgleichung

d d

—X({t)==—W(t 3.7
SX ()= LW () (37)
mit Anfangsbedingung Xy = W(0) zur Anfangszeit ty = 0 zu verwenden. Das Problem
ist jetzt aber: Was verstehen wir unter “%W(t)”? Man wiirde vielleicht versuchen, die
Ableitung pfadweise auffassen, d.h., wir berechnen die Ableitung fiir jeden Pfad W (¢, w).
Nur ist ein typischer Pfad W (t,w), wie oben erwihnt, nirgends differenzierbar.

Zunichst einmal bietet es sich an, die Gleichung (3.7) analog zu (2.3) in Integralform

t
d
X(t)=X —Wi(r)d
(0)=Xo+ | ZW(rar
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zu schreiben. Jetzt konnten wir formal integrieren, was uns aber bei der Frage “was ist
%W(t)?” nicht weiter bringt. Fiir das obige sogenannte stochastische Integral hat sich in
der Literatur die kiirzere Schreibweise
¢
/ dW (T)
0

eingebiirgert, die wir hier iibernehmen wollen. Dies zeigt die Richtung auf, die wir zur
Losung unseres Problems einschlagen wollen: Anstatt die Ableitung %W(t) zu betrachten,
werden wir versuchen, diesem stochastischen Integral eine mathematische Definition zu
geben, die

(i) wohldefiniert ist, obwohl 4TV (¢) nicht existiert
(ii) das gewiinschte Ergebnis, ndmlich X (t) = W (t), liefert
(iii) sich auf allgemeinere Integrale der Form

17y = [ Faw (3.8)

to
verallgemeinern lésst, damit wir auch kompliziertere SDGs formulieren kénnen. Hier-

bei ist I’ wiederum ein stochastischer Prozess, der auf demselben Wahrscheinlichkeits-
raum wie W definiert ist.

Wir wollen dieses Konzept nun fiir Integrale der Form (3.8) angeben. Die hier vorgestellte
Losung geht auf Kiyosi Ito* zuriick und wurde in den 1940er Jahren entwickelt. Die Idee
besteht darin, das Integral (3.8) fiir jedes Paar von Pfaden F'(t,w) und W (t,w) durch den
Limes einer geeigneten Summe zu approximieren. Wir wahlen dazu ein N € N und eine

Folge von Zeiten Ti(N), 1=20,1,..., N mit

t():TéN) <7'1(N) < ... <7'](VN) =1
und definieren fiir jedes w € 2
N-1
IMEFE)w) =Y P o)W (), w) - WV, w)).
i=0

Das Integral (3.8) wird nun iiber den Limes dieser Summe definiert. Betrachte eine Familie

von Folgen Ti(N) fir N € N mit limy_.oc 6(N) = 0, wobei §(N) := max;—1,_. N Ti(N) — Ti(ivl)
ist. Dann definieren wir
I(F) := lim I™(F). (3.9)

N—oo

Diese Definition wirft zunéchst eine Reihe von Fragen auf, denn da die Pfade des Wie-
ner Prozesses sehr unangenehme Funktionen sein kénnen, ist nicht garantiert, dass dieser
Limes fiir jedes w iiberhaupt existiert. Tatséchlich lag der Haupttrick von Ito darin, zu
definieren, was der Limes in (3.9) eigentlich bedeuten soll. Dieser Limes ist ndmlich nicht

4japanischer Mathematiker, *1915, oft auch It geschrieben
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pfadweise zu verstehen (in dem Sinne, dass wir limy oo I™)(F)(w) fiir jedes w € Q bil-
den), sondern man muss die Werte I)(F) ebenso wie das Integral I(F) wieder als Zu-
fallsvariablen I™)(F) : Q — R bzw. I(F) : Q — R auffassen. Fiir Zufallsvariablen gibt
es verschiedene Konvergenzbegriffe und der hier geeignete ist der oben bereits definierte
Begriff der Quadratmittel-Konvergenz, der hier wie folgt verwendet wird: Eine Folge von
Zufallsvariablen Xy : £ — R konvergiert im Quadratmittel-Sinne gegen eine Zufallsvaria-
ble X : Q — R, falls

lim E(|Xy — X[*) =0
N—o0

gilt. Mit diesem Konvergenzbegriff kann man zeigen, dass die Folge I(N)(F) (unter ge-
eigneten Bedingungen an F') tatséchlich konvergiert und (3.9) also wohldefiniert ist. Das
resultierende Integral wird Ito—Integral genannt und es besitzt tatsdchlich die oben auf-
gefiihrten gewiinschten Eigenschaften (i)—(iii). Insbesondere gilt die Eigenschaft

/t2 AW (1) = /tQ AW (1) — /tl AW (1) = W (ts) — W (t1). (3.10)

t1 to to

Mit Hilfe des Ito—Integrals konnen wir die informelle Schreibweise aus der Einleitung dieses
Kapitels mathematisch prézise schreiben. Statt der {iblichen Differentialgleichungsschreib-
weise schreibt man Ito—stochastische Differentialgleichungen namlich als

dX (1) = a(t, X (£))dt + b(t, X (£))dW (t). (3.11)

Dies ist nur eine symbolische Schreibweise; was mit (3.11) tatséchlich gemeint ist, ist die
langere Integralschreibweise

t

X(t) :X(to)—i—/ta(t,X(t))dt—ir/ b(t, X (£))dW (1),

to to

bei der das zweite Integral gerade das Ito—Integral ist. Diese Definition liefert eine mathe-
matisch fundierte und brauchbare Definition stochastischer Differentialgleichungen. Falls
b(t,x) = 0 ist, also kein stochastischer Anteil vorhanden ist, reduziert sich (3.11) auf

X (1) :X(to)—i—/tta(t,X(t))dt — %X(t):a(t,X(t)),

also auf die wohlbekannte deterministische gewthnliche Differentialgleichung. Der determi-
nistische Anteil a(¢, x) wird auch “Drift” genannt, wiahrend der stochastische Anteil b(¢, x)
oft als “Diffusion” bezeichnet wird.

Natiirlich lasst sich (3.11) in vielfacher Hinsicht erweitern, z.B. kann man statt nur einem
W mehrere unabhiingige Wiener Prozesse W1, ..., W™ eingehen lassen, was zur Gleichung

dX(t) = a(t, X (t))dt + i bj(t, X (t)dW (t)
j=1

fiihrt.
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Bemerkung 3.9 Es sollte hier erwdhnt werden, dass es eine weitere sinnvolle stochastische
Integraldefinition gibt, die auf R. Stratonovich® zuriick geht. Das Stratonovich-Integral

/ Y P 0 W (1)

wird iiber eine @hnliche Limes—Bildung wie das Ito—Integral definiert und liefert ebenfalls
eine mathematisch fundierte Definition stochastischer DGLs. Die beiden Integrale unter-
scheiden sich allerdings in den Rechenregeln ebenso wie in der Form der Losungen. Die
zugehorigen Stratonovich—-SDGs werden in der Form

dX(t) = a(t, X(£))dt + b(t, X (t)) o AW (t)

geschrieben. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf diese zweite Definition und auf die Gemein-
samkeiten und Unterschiede zum Ito—Integral hier nicht néher eingehen. o

3.4 Numerische Verfahren

3.4.1 Das stochastische Euler—Verfahren

Das stochastische Euler—Verfahren lésst sich genau wie sein deterministisches Gegenstiick
heuristisch herleiten:

Fiir die Losung zur Zeit ¢ + h gilt die Integralgleichung
t+h t+h
X(t+h)=X(t)+ / a(t, X (7))dr + / b(r, X (7))dW (1),
t t

fiir die mit a(7, X (7)) =~ a(t, X (t)), b(1, X (7)) ~ b(t, X (t)) und (3.10) die Approximation
~ X(t) + ha(t, X (t)) + AW (t)b(t, X (t))
mit AW(t) = W(t+ h) — W (t) gilt.
Dies fiihrt auf das stochastische Euler—Verfahren
O(t, X, h,W,w) = X(w) + ha(t, X (w)) + AW (t,w)b(t, X (w)). (3.12)
Dies ist das einfachste Beispiel eines stochastischen Einschrittverfahrens, deren Anwendung

wir als Algorithmus formulieren wollen.

Algorithmus 3.10 (Losung einer SDG mit stoch. Einschritt—Verfahren)
Gegeben: Schrittweite h, Gitter 7 = {to,...,txy} mit ¢; = ih

Gesucht: M approximative Pfade X (-,w1), ..., X(-,wp) fiir die SDG (3.11) auf 7 mit
X(to, wj) = 2.

(0) Erzeuge M approximative Pfade W(-,wj) des Wiener—Prozesses auf 7

(1) Firj=1,...,M:

Srussischer Mathematiker, 1930-1997
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(2) Erzeuge Gitterfunktionen X (t;,w;) mittels der Rekursion X (to, wj) = xo,

X(ti+17wj) - q)(tza)}:(t’uwj)a h, vaj)

fiir s =0,...,N — 1
(3) Ende der j—Schleife o

Natiirlich kann man die Implementierung noch optimieren, statt z.B. die Pfade W(, wj) im
Voraus zu berechnen, kann man die im Euler—Verfahren benétigten Zufallszahlen AW auch
direkt an der Stelle per Zufallsgenerator erzeugen, an der man sie benéotigt. Der Algorithmus
3.10 soll in erster Linie den prinzipiellen Ablauf einer solchen Simulation verdeutlichen.

3.4.2 Die stochastische Taylor—Entwicklung

Um die Konvergenzordnung dieses Verfahrens zu untersuchen, bendtigen wir noch et-
was Vorbereitung. Wie im deterministischen Fall werden wir die Taylor—-Entwicklung der
Losung X betrachten, wobei wir uns auf den eindimensionalen Fall beschrinken werden, da
die hoherdimensionalen Versionen einen sehr grofien technischen Aufwand bei der Notation
bedeuten.

Um die Taylor-Entwicklung herzuleiten, benotigen wir zunéchst eine geeignete Kettenregel.
Zur Erinnerung: Im deterministischen Fall, haben wir die aus der Kettenregel folgende
Gleichung ; 5 5

9(ta() = SLta) + L (ta(O)] (1,2 (1)
verwendet, um die Taylor-Entwicklung entlang von Lésungen herzuleiten (vgl. den Beweis
von Satz 2.13).

Man kann diese Gleichung als gewohnliche Differentialgleichung fiir die Funktion y(t) =
g(t, z(t)) interpretieren, und in diesem Sinne ldsst sich die Gleichung auf den stochastischen
Fall verallgemeinern, wie das folgende Lemma zeigt, das als [to-Lemma bekannt ist.

Lemma 3.11 Sei £ : R x R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und sei
X(t) die Losung einer reellwertigen Ito-SDG vom Typ (3.11). Dann erfiillt k(¢, X (¢)) die
Gleichung

2
dk(t, X (1)) @;(M (6) + o (1, X ()alt, X(0) + 2 5 5b(t, X “))2> «
N g’;(t, X(£))b(t, X (£)dW (2),

wobei W hier gerade der Wiener Prozess aus der SDG ist, die X (¢) erfiillt. Diese Formel
wird auch Ito—Formel genannt.

Beweisidee: Wir werden hier keinen vollstédndigen Beweis betrachten, wollen aber be-
grilnden, warum die (im Vergleich zur deterministischen Formel ungewohnliche) zweite
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Ableitung von k nach x hier auftritt. Wir betrachten dazu zwei Zeitpunkte ¢ und ¢ + At.
Dann gilt X (¢t + At) = X (t) + AX () mit

t+At t+AL
AX(H) = /t a(s, X (s))ds + /t b(s, X (5))dW,s

~ a(t, X(1)At+b(t, X (1) AW (1), (3.13)

wobei AW (t) = W(t + At) — W(t) ist. Die Approximation (3.13) folgt hierbei aus der
Limes—Definition des Ito—Integrals, wenn wir 7,41 — 7; = At setzen. Wir betrachten nun
die Grofle

AY = k(t+ At, X (t) + AX (b)) — k(t, X(¢)).

Aus der Taylor—-Entwicklung von & folgt

AY ~ %AX + %At + ;gi’;(AX)?
~ i(a(t,X(t))At—i— b(t,X(t))AW(t)> + ?Zm
+;gi’; ((alt, X ()2 (A1) + 2a(t, X (1))b(t, X (£) ALAW (£) + (b(t, X (£) AW (£))?),

wobei alle Ableitungen in (¢, X (t)) ausgewertet werden. Aus den (hier nicht néher behan-
delten) Rechenregeln fiir die stochastischen Integrale folgt, dass man zur Berechnung des
Limes

dk(t,z(t)) = AliIilO AY

gerade alle Terme der Ordnung O(At) beriicksichtigen muss. Wéren alle Grolen determi-
nistisch, so blieben hier gerade die Terme mit den ersten Ableitungen von k stehen. Im
stochastischen Fall ist aber auch (AW (¢))? ein Term der Ordnung O(At), denn es gilt

E((AW(5)?) = E(AW ()%) — E(AW(£)) = Var(AW (1)) = Var(W (¢ + At) — W (1)) = At.

——
=0
Der Term o
1 0%
— = b(t, X ()2 (AW (t))?
St X (0) AW (1))
muss also mit beriicksichtigt werden. Fiihrt man nun den Grenziibergang fiir At — 0 im
richtigen stochastischen Sinne durch, so erhélt man gerade die behauptete Formel. U

Analog zum deterministischen Fall fithren wir nun geeignete Differentialoperatoren ein.
Zunéchst definieren wir

ok ok 1 &k
0 _ 9k oK 2 20°F
L™Vk(t, x) 5 (12) Talt,z) 5 (8 2) + Sb(t, 2) 55 (1, 2)
LWkt z) = b(t,x)%(t,a:)

ox

Die Ito—Formel lasst sich damit kurz als

dik(t, ) = LOk(t, z)dt + LOk(t, z)dW ()
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schreiben.

Fiir die Taylor—Formel benétigen wir iterierte Anwendungen dieser Operatoren, allerdings
nicht nur fiir jeden der zwei Operatoren, sondern auch fiir gemischte Iterierte. Dazu defi-
nieren wir fiir einen Multiindex—Vektor o = (o, ..., o) mit o; € {0,1} den Operator

LY .= (e (a2) . pler)

Mit [(«) bezeichnen wir dabei die Linge von o und mit n(«) die Anzahl der Null-Eintrige,
also z.B. 1((0,0,1)) = 3, n((0,0,1)) = 2. Die Menge aller solchen Multiindizes bezeichnen
wir mit M.

Zusétzlich zu den Differentialoperatoren benttigen wir geeignete von o abhéingige Integral-
ausdriicke, die definiert sind durch

t1 S S92
Ia[t(]:tl] = / / / 1dval(31)"'dval_l(Slfl)d’Ual(Sl)
to to to

mit v%(s;) = s; und v!(s;) = W(s;). Fiir a = (0, 1) erhalten wir also z.B.

t1
to,tl / / 1d31dW 82
to to

(die Integrationsvariablen zédhlen “von innen nach auen”). Statt fiir die “1” kann man dies
auch fiir beliebige reellwertige Funktionen definieren, was wir fiir unsere Zwecke aber nicht
bendtigen. Beachte, dass fiir o = (0, ...,0) mit {(«) = [ gerade die Gleichung

1
I°fto, 1] = 5t — to)!
gilt. Dies sind gerade die Integrale, die in der deterministischen Taylor—Entwicklung auf-
treten.

Mit Hilfe des Ito—Lemmas kann man nun die folgenden stochastischen Taylor—Approxima-
tionen beweisen. Hierbei nehmen wir an, dass a und b jeweils hinreichend oft differenzierbar
sind, durch eine lineare Schranke beschrinkt sind und ihre Ableitungen durch Polynome
beschriankt sind.

Satz 3.12 (i) Fiir jedes v = 0.5, 1, 1.5, 2,... ist der stochastische Prozess

Ty(h) :=Xo+ Y I%[to,to+ h]Lk(to, Xo)
aeA:@yta'rk
mit
.Ait‘"’k ={a e M|l(a) +n(a) <2y oder l(a) =n(a) =v+1/2}

fiir die Funktion k(¢,z) = x eine starke Approximation von X (to + h;tp, Xo) der Ordnung
O(R?*1) im Quadratmittel-Sinne.

(ii) Fiir jedes 5 € N ist der stochastische Prozess

Sp(h) :=Xo+ Y I”[to,to + hLk(to, Xo)

schwach
€AY
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mit
Aghwoch .= {o e M|l(ar) < B}

fiir die Funktion k(¢, x) = x eine schwache Approximation von X (to+h; tg, Xo) der Ordnung
O(RP*1) bzgl. jedes Polynoms g : R — R.

Der Ausdruck L%k(to, Xo) ist hierbei wie folgt zu verstehen: Wir wenden den oben defi-
nierten Operator L* auf die Funktion k(¢,z) = x an und werten die entstehende Funktion
L in (t,x) = (to, Xo) aus.

Wir wollen diesen Satz nicht beweisen; er beruht auf einer mittels der Ito—Formel hergelei-
teten Taylor—Entwicklung fiir die Integranden der Gleichung

t+h t+h
X(t+h):X(t)+/ a(t,X(t))dt+/ b(t, X (£))dW (t),

bei der die Restterme der geeigneten Ordnung weggelassen werden. Die Mehrfachintegrale
treten dabei deswegen auf, weil wir die Integranden durch approximative Integralformeln
ersetzen.

3.4.3 Stochastische Taylor—Verfahren

Aus den Taylor—Approximationen kann man direkt die sogenannten stochastischen Taylor—
Verfahren erhalten, indem wir

O(t, X, h, W,w) = X + Y I°[t,t + BLk(t, X)
acA

fiir die jeweilige Indexmenge A setzen, also gerade die Prozesse T, bzw. Sz aus Satz 3.12 mit
to = tund X (t9) = X verwenden. Die Anwendung der Verfahren auf gegebene stochastische
Differentialgleichungen erfolgt gemafi Algorithmus 3.10.

Fiir diese Verfahren gilt der folgende Konvergenzsatz.

Satz 3.13 Unter geeigneten Lipschitz— und Differenzierbarkeitsbedingungen an a und b
gelten die folgenden Aussagen.

(i) Das auf der starken Taylor-Approximation T, beruhende Taylor—Verfahren liefert eine
starke Approximation bzgl. g(z) = x mit der Ordnung 7.

(ii) Das auf der schwachen Taylor-Approximation Sg beruhende Taylor—Verfahren liefert
eine schwache Approximation bzgl. jedes Polynoms g : R — R mit der Ordnung S.

Beweisidee: Der Beweis beruht auf einer iterativen Anwendung von Satz 3.12, der hier
die Rolle der Konsistenz bei den deterministischen Verfahren spielt.

Aus den (hier nicht ndher ausgefiithrten) Lipschitz—Bedingungen erhilt man eine geeig-
nete Lipschitz—Eigenschaft von ® in z, die es erlaubt, Satz 3.12 analog zur Konsistenz-
abschétzung im deterministischen Fall iterativ anzuwenden.
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Genau wie dort “verliert” man dabei durch die Aufsummierung von ~ 1/h Summanden eine
Ordnung, so dass man im schwachen Fall gerade die behauptete Approximationsordnung
(G erhélt.

Im starken Fall erhélt man damit zunéichst eine Quadratmittel-Approximation der Ord-
nung O(h?Y), woraus man mit Rechenregeln fiir den Erwartungswert fiir ein geeignetes
C > 0 die Ordnung C+/O(h?Y)) = O(h") fiir die starke Approximation bzgl. g(z) = =
berechnet. 1l

Als Beispiel betrachten wir die Fille v = 0.5, v = 1 und 8 = 1. Die Indexmengen sind
dabei gegeben durch

AE* = {(0), (1)}
Afet = {(0), (1), (1, 1)}
Ajeheach = {(0), (1)} = AjE"™

Damit erhalten wir fiir ¢ = ¢y und X = X (¢y) die Approximationen

Tos=S1 = X +ha(t,X)+ AW ()b(t, X)

T = X+ ha(t,X) + AW (Dbt X) + = (AW (E))? — h)b(t, X )V (£, X)

N

wobei b = 9b/0x ist (Ubungsaufgabe).

Wir sehen, dass Ty 5 = S gerade unser stochastisches Euler—Verfahren ist. Dieses Verfahren
besitzt also die starke Ordnung v = 0.5 und die schwache Ordnung 3 = 1.

Das Verfahren fiir 77 ist ein neues Verfahren, das sogenannte Milstein—Verfahren. Es ist
das einfachste Verfahren mit starker Ordnung v = 1. Wegen

T = 51+ (AW — b(t, XV (1, X)

sieht man hier deutlich, welcher Term beim Euler—Verfahren ergéinzt werden muss, um die
starke Ordnung 1 zu erhalten.

Bei diesem Verfahren kann man geeignete Rechenregeln fiir das Integral 7)) ausnutzen,
um dieses mittels AW auszudriicken. Fiir hohere gemischte Mehrfachintegrale ist dies i.A.
nicht mehr moglich, so dass man die hierbei auftretenden Integrale u.U. geeignet approxi-
mieren muss.

Bemerkung 3.14 Bei den schwachen Taylor—Verfahren geniigt es, den eingehenden Wie-
ner—Prozess durch eine schwache Approximation numerisch zu bestimmen, wobei sich aus
dem Konvergenzbeweis allerdings gewisse Bedingungen ergeben, die von AW erfiillt werden
miissen. Die schwache Approximation aus Algorithmus 3.7 z.B. ist fiir das Euler—Verfahren
S1 geeignet, allerdings nicht mehr fiir das Verfahren Sy, da hierfiir die schwache Approxi-
mation von W bzgl. weiterer Funktionen g (zusétzlich zu g(z) = x und g(x) = 2?) benétigt
wird. a
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3.4.4 Verfahren vom Runge-Kutta—Typ

Wie bereits bei den deterministischen Differentialgleichungen ist es auch bei den stochasti-
schen Gleichungen i.A. unpraktisch, wenn die Ableitungen der Funktionen ¢ und b in den
numerischen Schemata auftauchen.

In diesem abschlielenden Abschnitt wollen wir daher kurz erldutern, wie man die Ableitun-
gen in den Taylor—Verfahren durch nur von a und b abhéngige Ausdriicke ersetzen kann.
Wiéhrend die Runge-Kutta—Verfahren fiir deterministische Differentialgleichungen weitge-
hend unabhéngig von den Taylor—Verfahren entwickelt wurden, verlief die Entwicklung bei
den stochastischen DGL ungekehrt: Die ableitungsfreien “stochastischen Runge-Kutta—
Verfahren” werden aus den entsprechenden Taylor—Verfahren abgeleitet.

Die Idee ist dabei denkbar einfach: Die Ableitungen in den Taylor—Approximationen werden
durch geeignete Differenzenquotienten so approximiert, dass die allgemeine Konvergenzord-
nung erhalten bleibt.

Wir wollen dies am Beispiel des Milstein—Verfahrens erldutern, das durch
1
O(t, X, h,W) = X +ha(t,X)+ AW (t)b(t, X) + 5((AW(7§))2 —h)b(t, X)b'(t, X)

gegeben ist.

Der Term mit der Ableitung bb’ kann alternativ als b’'b geschrieben werden, was gerade
die Richtungsableitung von b in Richtung von b darstellt. Durch (deterministische) Taylor—
Entwicklung von b(t, X + 7b(t, X)) in 7 sieht man, dass

V(t, X)b(t, X) = dd

T

b(t, X + rb(t, X)) = %(b(r, X 4 7b(t, X)) — b(r, X)) + O(7)

gilt. Mit 7 = V'l kénnen wir so das Verfahren

X, = b(Vh, X+ Vhb(t, X))
1

_ a b 2 _ _
Ot X, hW) = X+h (t,X)AW(t)b(t,X)+2\/E(AW(t) h) (X1 — b(t, X))

definieren. Wegen des Vorfaktors vor dem abgeéinderten Term bb’ unterscheiden sich die
zwei Verfahren um O(h!'*®), woraus folgt, dass sie sich im Quadratmittel-Sinne gerade um
O(h3) unterscheiden. Deswegen gilt Satz 3.12 und damit auch Satz 3.13 fiir v = 1, womit
das ableitungsfreie Verfahren eine starke Approximation der Ordnung v = 1 darstellt.

Auf diese Art und Weise kann man ableitungsfreie Schemata aus den Taylor—-Schemata
konstruieren, wobei auch hier anzumerken ist, dass dieses Verfahren fiir grofe Ordnungen
sehr aufwéndig wird, da die Anzahl der Terme des Taylor—Verfahrens exponentiell mit der
Ordnung wichst.

3.4.5 Abschlielende Bemerkungen

Abschlieflend sollte angemerkt werden, dass viele weitere Themen, die wir bei den determi-
nistischen DGL angesprochen haben, auch bei den stochastischen Differentielgleichungen
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eine Rolle spielen: So gibt es z.B. implizite Verfahren fiir steife Gleichungen, Mehrschritt-
verfahren, Schrittweitensteuerung und viele weitere Aspekte, auf die wir in unserer kurzen
Einfiihrung nicht ndher eingehen kénnen, da sie den Rahmen einer einfithrenden Numerik—
Vorlesung bei weitem sprengen wiirden.
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Kapitel 4

Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen unterscheiden sich von den bisher betrachteten Gleichun-
gen dadurch, dass hier Ableitungen nach mehr als einer eindimensionalen Variablen auf-
treten.

Im Vergleich zu gewthnlichen Differentialgleichungen gibt es also viel mehr Moéglichkeiten,
Ableitungen einzufithren, weswegen es nicht tiberraschend ist, dass hier keine schone abge-
schlossene Theorie existiert, weder z.B. fiir Existenz— und Eindeutigkeitsresultate noch fiir
die numerische Behandlung.

Speziell die numerische Herangehensweise hingt ganz entscheidend davon ab, was fiir Ab-
leitungen mit welchen Koeflizienten in der Gleichung auftreten. Gleichungen mit zweiten
Ableitungen werden i.A. ganz anders behandelt als Gleichungen, in denen nur erste Ablei-
tungen auftreten, und wenn zweite Ableitungen auftreten, kommt es auf die Struktur der
zugehorigen Koeffizienten an, welchen numerischen Ansatz man verfolgt.

Eine genaue Klassifizierung verschiedener PDGen und die Diskussion geeigneter numeri-
scher Verfahren wire Thema einer (u.U. sogar mehrsemestrigen) Vorlesung und kann nicht
in den wenigen uns zur Verfiigung stehenden Wochen durchgefiihrt werden.

Statt also einen Uberblick iiber verschiedene Gleichungstypen und numerische Verfahren
zu geben, werden wir uns hier auf eine Gleichung und ein Verfahren beschrénken, dieses
aber genauer besprechen und herleiten.

4.1 Die Wirmeleitungsgleichung

Unsere “Prototypgleichung” ist dabei die aus der Physik stammende Widirmeleitungsglei-
chung, die wir hier im R? betrachten wollen. Man kann sich dabei z.B. eine Platte aus
Metall vorstellen, die an einer oder mehreren Stellen erhitzt wird. Im Laufe der Zeit wird
sich die Temperatur in der Platte verteilen und gegen eine Endverteilung konvergieren, den
stationdren Zustand.

Wir wollen uns hier mit diesem stationdren Problem beschéftigen, d.h. die Frage beant-
worten, welche Temperaturverteilung sich nach einer langen Zeit in der Platte einstellen
wird.

111
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Wir wollen uns hier aus Zeitgriinden nicht genauer mit der mathematischen Modellierung
beschéftigen, sondern gleich die den stationdren Zustand beschreibende Gleichung angeben.
Dazu benétigen wir allerdings einige eingehende Funktionen. Ganz allgemein suchen wir
fiir eine Menge 2 C R? eine Funktion u : Q — R, die uns in jedem Punkt (z,y) € R? die
Endtemperatur u(x, y) beschreibt. Diese Temperatur hingt von der Wirmeleitfihigkeit des
Materials ab, die in jedem Punkt (z,y) € £ unterschiedlich sein kann und mit A(z,y) >0
beschrieben wird: Je grofler A ist, desto besser ist die Warmeleitfahigkeit. Aulerdem miissen
wir die Wérmequellen beschreiben, was durch eine Funktion g : @ — R geschieht. Die
Funktion g heifit spezifische Ergiebigkeit der Wirmequelle, in der Literatur findet man
hierfiir meist die Schreibweise g = ¢., die aber etwas unschon ist, weswegen wir sie durch
das neutralere g ersetzen. Der Wert g(x,y) gibt an, wie stark die Platte im Punkt (z,y)
durch die Warmequelle erwérmt wird.

Mit diesen Groflen erfiillt die stationdre Wéarmeverteilung u(z, y) die Differentialgleichung

;E (A(:p,y)gz(x,y)> + aay <A(x,y)?;($,y)> +g(z,y) =0 (4.1)

oder, in der oft {iblichen Kurzschreibweise ohne Argumente

0 ou 0 ou

— | A= — (A= =0. 4.2

3$(5$)+3y<5y>+g “2)
Diese Gleichung allein liefert allerdings noch keine brauchbare Losung des Problems. Wenn
wir die Gleichung numerisch 16sen wollen, miissen wir uns nédmlich auf ein beschréinktes
Gebiet Q C R? einschrinken (auch fiir die Modellierung realer Werkstiicke ist dies natiirlich
notig). Genauso, wie wir bei den gewohnlichen Differentialgleichungen einen Anfangswert

zur Zeit tg festlegen miissen, miissen wir hier eine Bedingung am Rand von €2 definieren,
um eine eindeutige Losung zu erhalten.

Wir werden den Rand 02 hier in zwei Teile C, und C aufteilen, in denen wir unterschied-
liche Randbedingungen festlegen wollen.

Dirichlet—Randbedingung:

Von den gewohlichen Differentialgleichungen kommend wird zunéchst die sogenannte Di-
richlet-Randbedingung als natiirliche Wahl erscheinen. Bei dieser wird eine Funktion v(z, y)
vorgegeben, und es wird verlangt, dass auf dem Rand von 2 die Bedingung

u(@,y) = v(z,y) (4.3)

gilt. Diese Bedingung werden wir auf C'; annehmen.

Neumann—Randbedingung:

Die zweite Randbedingung, die wir betrachten wollen, macht eine Annahme iiber den
Wiérmestrom am Rand, also die “Flussrichtung” der Temperatur. In gewissen physikali-
schen Situationen kann man annehmen, dass diese parallel zum Rand verlduft, also kein
Wirmeaustausch iiber den Rand hinweg stattfindet. Mathematisch wird dies durch die
Bedingung

0 = )" Vi) = ol ) G 9) + 1y, ) 3 20 (4.4
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beschrieben, wobei n = (ng,ny)T der nach aufien zeigende Normalenvektor des Rand-
punktes (z,y) ist. Hierbei muss man natiirlich annehmen, dass der Rand im Punkte (x,y)
durch eine differenzierbare Kurve beschrieben wird. Diese Bedingung werden wir auf CY
annehmen.

Man kann beweisen, dass die Gleichung (4.2) zusammen mit den Randbedingungen (4.3)
und (4.4) eine eindeutige zweimal stetig differenzierbare Losung u : 2 — R besitzt, also u €
C?(2,R), wenn die eingehenden Funktionen geeignete Regularititseigenschaften besitzen,
auf die wir hier nicht ndher eingehen wollen.

Beispiel 4.1 (Wiarmedimmung am Fenster)

auBen: —14° C
gy

D

innen: +20° C

Abbildung 4.1: Beispiel: Warmeddmmung am Fenster

In Abbildung 4.1 ist ein Problem der Warmeddmmung an einem Fenster illustriert. Hier
gibt es verschiedene Materialien mit verschiedenen Wirmeleitfahigkeiten: Das Fenster (hell
gepunktet), das Mauerwerk (dunkler gepunktet) sowie zwei Démmmaterialien (schraffiert
bzw. ganz dunkel gepunktet). An den “realen” Auflen— und Innenréndern (also den Rand-
abschnitten zwischen C' und D bzw. A und B) w#hlt man in diesem Modell Dirichlet—
Randbedingungen, wihrend man an den “unechten” Réndern (also den Randabschnitten
zwischen A und D und zwischen B und C') Neumann—Randbedingungen wéhlen kann, die
die physikalische Realitét hier zumindest approximativ gut modellieren, da die Warme vom
Innen— zum Auflenrand fliefit, also parallel zu den unechten Réndern.

Beachte, dass sich die Wirmeleitfihigkeit hier an den Ubergéingen der unterschiedlichen
Materialien unstetig dndert, was typisch fiir Warmeleitungsprobleme mit verschiedenen
Materialien ist. In diesem Fall kann man keine globale C?-Losung v mehr erwarten, aller-
dings immer noch eine global stetige Losung, die auf jedem Teilgebiet C? ist. a

Bemerkung 4.2 Die Warmeleitungsgleichung ist deswegen ein guter Prototyp einer PDG,
weil viele weitere partielle Differentialgleichungen aus ganz unterschiedlichen Anwendungs-
gebieten der Mathematik eine dhnliche Struktur besitzen und mit dhnlichen numerischen
Methoden gelost werden koénnen. a

4.2 Finite Elemente

Das numerische Losungsverfahren, welches wir hier betrachten wollen, ist die Methode der
Finiten Elemente. Diese Methode stammt urspriinglich aus den Ingenieurwissenschaften,
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wo sie etwa seit den 1960er Jahren zur numerischen Losung vieler angewandter Phénome-
ne verwendet wurde. Die mathematische Theorie der Finiten Elemente wurde erst etwas
spéter, etwa ab den 1970er Jahren systematisch entwickelt.

Mathematisch gesehen kann die Methode der finiten Elemente als eine sehr allgemeine In-
terpolationsmethode auf n—dimensionalen Gebieten interpretiert werden. Wie auch die in
der Numerik I behandelte Polynominterpolation eignet sie sich gut zur Lésung von Integra-
tionsproblemen. Hierdurch wird der Zusammenhang zur numerischen Lésung von partiellen
Differentialgleichungen hergestellt, denn auch diese kénnen — wie wir im folgenden Ab-
schnitt sehen werden — als geeignete Integralgleichungen formuliert werden.

Wir wollen die Methode der finiten Elemente am Beispiel n = 2 nun etwas genauer darstel-
len. Wir beschrinken uns dabei auf die einfachste Klasse der linearen Finiten Elemente.

Zur Einfithrung wiederholen wir kurz einige Tatsachen aus der Numerik 1:

Wir betrachten eine Funktion f : [a,b] — R sowie Stiitzstellen a = zp < ;1 < ... <
xy, = b. Mit Hilfe dieser Stiitzstellen konnten wir die Funktion f mittels Interpolation der
Daten (x;, f;) mit f; = f(z;) durch ein Polynom P € P,, approximieren. Auf Basis dieser
Polynominterpolation haben wir dann numerische Integrationsformeln (die Newton—Cotes—
Formeln) entwickelt, wobei wir gesehen haben, dass es i.A. nicht sinnvoll ist, Polynome sehr
hohen Grades zu verwenden. Statt dessen haben wir das Integrationsintervall in kleine
Teilintervalle mit je m Stiitzstellen zerlegt und auf diesen Teilintervallen das Interpola-
tionspolynom erzeugt.

Im einfachsten Fall wahlen wir dabei m = 2 und koénnen dabei f auf jedem Intervall
E; = [zi,xi41] durch ein lineares Polynom der Form
T —x;

—(fi1 — 1)

Pi(z) = fi +
Ti+1 — 5

approximieren. Die zugehorige Integrationsregel
b 1 n—1
[ @ 53 @i - a0 (£ + Flain))
a 2 i=0
ist gerade die Trapezregel.

Wir wollen nun versuchen, diese Technik auf Funktionen f : @ — R fiir Q C R? zu
verallgemeinern. Hierzu nehmen wir an, dass sich das Gebiet €2 durch eine Vereinigung
endlich vieler Dreiecke darstellen lidsst. Dies wird nicht immer der Fall sein (z.B. wenn
Q eine Kreisscheibe ist), weswegen man die Menge € oft zunichst durch eine einfachere
Menge approximieren muss (im Falle der Kreisscheibe z.B. durch ein approximierendes M—
Eck). Abbildung 4.2 zeigt eine mogliche Zerlegung eines einfachen Rechteckgebietes. Eine
solche Zerlegung wird als Triangulierung bezeichnet.

Jedes Dreieck in diesem Gitter wird nun als ein Element bezeichnet. Da es offenbar nur
endlich viele davon gibt (im Gegensatz zu den unendlich vielen Punkten in ), wird die
Menge der Elemente (und damit das Verfahren) als Finite Elemente bezeichnet. Wir be-
zeichnen die Eckpunkte der Dreiecke nun als die Knoten des Gitters und bezeichnen ihre
Koordinaten mit (z;, y;).

Betrachten wir nun eine Funktion f : 2 — R. Analog zur obigen Interpolation durch
lineare Polynome wollen wir diese Funktion durch eine Funktion approximieren, die auf
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Abbildung 4.2: Triangulierung eines Rechtecks

jedem Element linear ist und an den Knotenpunkten mit f(x;,y;) iibereinstimmt. Wir
betrachten dazu zunéchst ein Element F mit den Eckpunkten (z;,v;),i=1,...,3.

Lemma 4.3 Jeder Punkt (z,y) € E lisst sich als
x > Z;
( y ) ;” ( i )
mit eindeutigen Koeflizienten p; mit p; > 0 und Zf’zl w; = 1 schreiben.

Beweis: Beachte, dass ein Dreiecks—Element gerade die konvexe Hiille seiner Eckpunkte
ist, also gerade durch

= (1)

gegeben ist. Hieraus folgt, dass u; mit der angegebenen Eigenschaft existieren.

3
Zuizl, mzo,¢:1,2,3}

i=1

Um zu zeigen, dass sie eindeutig sind, betrachten wir das lineare Gleichungssystem

r1 T2 I3 251 x
Yyr Y2 Y3 K2 = Yy
1 1 1 U3 1

Da die Punkte (z;,y;) ein Dreieck bilden, ist die Matrix invertierbar (denn je zwei Seiten-
kanten des Dreiecks definieren linear unabhéngige Vektoren). Also existiert eine eindeutige

Losung fi1, po, s g
Mit Hilfe dieser Koordinaten u;, die baryzentrische Koordinaten genannt werden, kénnen
wir nun auf jedem Element eine lineare Approximation von f konstruieren: Fiir jeden

Punkt (z,y) € E mit baryzentrischen Koordinaten p; definieren wir die approximierende
Funktion P : F — R als

3
P(x,y) = > pif (i, ;) (4.5)
im1
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Lemma 4.4 (i) Die mittels (4.5) definierte Funktion P : £ — R ist affin linear in (x,y)
und erfiillt P(z;,y;) = f(z;,y;) fir j =1,...,3.

(i) Falls f aus C?(E,R) ist, so gilt die Abschiitzung
wobei C' von der zweiten Ableitung von f abhéngt und k(F) den maximalen Euklidischen

Abstand zweier Punkte in E bezeichnet.

(iii) Falls f aus C?(FE,R) ist, so gelten die Abschitzungen

o)~ Gotew)| < CeBWE) wd (e, - Tl < cetpymE) (41

fiir alle (x,y) € E. Hierbei sind C und k(E) wie in (ii), wihrend die Konstante ¢(E) von
den Winkeln des Dreieckselementes £/ abhéngt.

Beweis: (i) Zum Beweis der Linearitét miissen wir nachweisen, dass sich P(x,y) = ap +
a1x + aoy schreiben lidsst. Wenn wir das lineare Gleichungssystem aus dem Beweis von
Lemma 4.3 als Au = b schreiben, so ergibt sich 1 = A~1b. Wenn wir A=! = (ajj) schreiben,
also

i = QT + apy + ajs.

Damit folgt

3 3 3
i=1 i=1 i=1

J/

=a1 =aso =ag

also die gewiinschte Form. Fiir (z,y) = (xj,y;) sieht man leicht, dass p; =1 und p; =0
fiir ¢ # j sein muss. Also folgt

P(zj,y;) = i f(z5,95) = f(25,9;)
(ii) Sei (z,y) € E beliebig und (z;,y;) ein beliebiger Eckpunkt. Die Taylor-Entwicklung
von f liefert

of

) = Fai) + o = 20) G i) + (0 = ) G (0. 0) + OG(EP),

Wihlen wir nun einen beliebigen Punkt (z*,y*) € E, so folgt aus der Lipschitz—Stetigkeit
der ersten Ableitungen die Abschéitzung

(=) 3L wip0) = (0= 2) 52 (0%, 47) + (o = 2)O(E)) = (o = 2) 5L (0%, 5) +O(K(E)

und analog fiir df/0dy.
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Damit folgt fiir die zu (x,y) gehorigen baryzentrischen Koordinaten p; die Gleichung

3
Z,Uif(xay)
= Zﬂz 'Tuyz +ZM1 f(xuyz +ZM1 y yz)gi(x27yz)+0(k(E)2)
= me(iﬂi,yi) + Zm(l‘ - 113@')%(55*’1/*) + Zuz(y - yi)gzjj(f, y*) + O(k(E)?)
=1 i=1 i=1

3
= Y wif(ziy) + O(k(E)?) = Pa,y) + Ok(E)?),

i=1

denn es gilt
3

3
Z,ui(:r—a:i)::n—z,uixi:x—xzo
i=1

=1

und analog fiir (y — ;). Beachte, dass der O(k(E)?)-Term hier von der Form Ck(FE)? ist,
wobei C' durch das Maximum der Norm der zweiten Ableitung bestimmt ist.

(iii) Wir zeigen die Behauptung fiir die Ableitung nach z. Betrachte die Eckpunkte (z;, y;),
die hier 0.B.d.A. nach ihrer y—Komponente aufsteigend nummeriert seien. Dann gibt es
fiir den Eckpunkt (z2,y2) ein d, > 0, so dass entweder (z2 + 0, y2) oder (x2 — d;,y2) ein
Randpunkt des Dreiecks ist, vgl. Abbildung 4.3.

(%2 ¥ (X2t 3y Yo)

Abbildung 4.3: Punkte (z2,y2) und (2 + 5, y2) im Beweis von Lemma 4.4(iii)

Abhéngig von den Winkeln des Dreiecks existiert nun eine Konstante ¢(E) > 0, so dass die
Ungleichung , > k(E)/é(E) gilt. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt
nun
f($2+5xay2)_f(x2ay2) o 8f *
—(z
Oy ox

fiir einen Punkt (z,y) auf der Verbindungsgeraden von (x2,y2) nach (x2 + dz, y2).

Andererseits gilt wegen der affinen Linearitidt von P (die Ableitung ist konstant) fiir jeden
Punkt (z,y) € E, also insbesondere fiir den obigen Punkt (z*,y*) die Gleichung

P(xg +5x,y2) - P($2ay2) opP _ or x %
5, =g Y = 5 )
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Also folgt mit (ii) die Abschitzung

Of oy 0P | |f(m2 4 dw2,y0) — P(w2 + 0w2,10)|
Ck(E)?
Oy

< < C&E)k(E)

Da f eine C? Funktion ist, ist die erste Ableitung Lipschitz-stetig mit einer Konstanten
C, die wiederum durch die maximale Norm der zweiten Ableitung bestimmt ist. Fiir einen
beliebigen Punkt (z,y) € E gilt damit

af 0P af

or of

of
v < * %) * ok YJ Yok
Lwn - G| < [t - G|+ e - Ge
< C¢E)k(E)+ Ck(E),
also die Behauptung mit ¢(E) = é(E) + 1. U

Bemerkung 4.5 Beachte, dass die Konstante ¢(E) in (iii) um so gréfier wird, je kleinere
Winkel im Dreieck E auftreten. Fiir eine gute Approximation der ersten Ableitungen von
f sollte man daher Elemente mit kleinen Winkeln vermeiden. i

Unser Ziel ist die Integration auf den Finiten Elementen, weswegen wir uns im néchsten
Schritt iiberlegen wollen, wie man das Integral der Funktion P auf einem Element F
berechnet und welchen Fehler man dabei gegeniiber der Integration von f auf F macht.

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass wir zur numerischen Losung von (4.2) zwei
Integrale 16sen miissen, ndmlich zum einen

E//f(:c,y) dz dy (4.8)

g«i(%y) "y Zf(a:,y) ey, (4.9)
A Yy

Beide Integrale sollen dabei durch Integration von P anstelle von f numerisch approximiert
werden.

und zum anderen

Wir beginnen mit (4.8). Wir miissen dazu das Integral

//P(:):,y) dx dy ::/ / P(z,y)dx dy
% yEE JxeE>(y)

auf einem Element E berechnen, wobei

E,={yeR|(z,y) € E fur ein x € R} und Es(y) = {zr € R|(z,y) € E}
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abgeschlossene Intervalle sind. Um auf eine einfache Formel zu kommen, betrachten wir
zunéchst die Flache des Elementes F, die durch

1 _ _
A(E) = ~ det T2 —T1 Y2 — Y1
2 T3 —x1 Y3 — Y1

gegeben ist, wobei wir die Konvention machen, dass die Ecken von E entgegen dem Uhr-
zeigersinn nummeriert sind. Beachte, dass wir fiir k(E) aus Lemma 4.4 die Abschétzung
|z; — zj] < k(F) und |y; — y;| < k(E) erhalten, weswegen

A(E) < ~k(E)? (4.10)

gilt, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn das Dreieck rechtwinklig und gleichschenklig
ist.

Das gesuchte Integral gibt nun gerade das Volumen des dreidimensionalen Kérpers an, der
als Grundfldche das Dreieckselement besitzt und nach oben durch die Funktion P(z,y)
begrenzt ist. Dieses wiederum ist gerade durch die Formel

3 (P 90) + Ples, o) + Ples,3s)) A(E)

gegeben, was damit die Verallgemeinerung der oben angegebenen Trapezregel darstellt.

Der folgende Satz fasst dies zusammen.

Satz 4.6 Betrachte ein Dreieckselement E mit Eckpunkten (x;,v;), ¢ = 1,2,3 und eine
Funktion f aus C?(E,R). Dann gilt die Abschitzung

[t dedy — G(Frm) + Saae) + Floa, 1) AE)| <
E

wobei A(E) die Fliche von E und k(E) den maximalen Abstand zweier Punkte aus F
bezeichnet und C' die Konstante aus Lemma 4.4(ii) ist.

Beweis: Es sei P die lineare Approximation von f auf E aus Lemma 4.4. Nach den obigen
Uberlegungen gilt dann

[Pzt = SP@L0)+ Pes) + Pl AE)
E

- %(f(xhyl) + f($2,y2) + f(x3793))A(E)~

Es bleibt also zu zeigen, dass

[ P - s dnay] < jonee)!
E
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ist. Diese Ungleichung folgt unter Verwendung von Lemma 4.4 und Abschétzung (4.10) aus

P(z,y) — f(z,y)dedy| < |P(x,y) — f(z,y)|dxdy
// //
E
< E/Ck(E)M:Udy - C’k:(E)QE//d:cdy

= CEk(E)YAE) < %Ck(E)‘*.

Wir betrachten nun (4.9). Hierzu iiberlegen wir uns zunichst, wie das Integral

J () () o

numerisch gelost werden kann. In der Schreibweise
P(z,y) = ap + a1z + agy

ist dies leicht, denn es gilt 9P/0x = a1 und IP/Jy = as und damit

// <g];(x,y))2 - (g];(””’”)z dr dy = (af + a3) A(E).
E

Fiir P gilt nun

ap + a1z +ayr = fi
ap +a1x2 +ay2 = fo
ap + a1xz +ays = f3

mit f; = f(zi,y;) = P(x;,yi), woraus man durch Losen mit der Cramer’schen Regel und
einigen Umformungen die Losung
aj 1
= B
( az ) 2A(FE) /

B:<m—% Yys — Y1 w—w) (411)
T3 — T2 X1 — T3 T2 —T1

mit

berechnet. Also ergibt sich

J (L) + (L) drdy = Amat +ad = b 5755
E

Diese Berechnungen fithren auf den folgenden Satz.
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Satz 4.7 Betrachte ein Dreieckselement E mit Eckpunkten (x;,v;), ¢ = 1,2,3 und eine
Funktion f aus C?(E,R). Dann gilt die Abschitzung

// <§£($,y))2 + (g;(x,y))Q dx dy — 4A1E) fTBTBF| < De(E)h(E).
E

Hierbei sind A(FE) die Fliche von E und k(F) den maximalen Abstand zweier Eckpunkte
von B, f = (f(z1,y1), f(z2,y2), f(x3,93))T, B die Matrix aus (4.11), ¢(E) die von den
Winkeln von E abhingige Konstante aus Lemma 4.4(iii) und D eine von den Ableitungen
von f abhéngige Konstante.

Beweis: Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von Satz 4.6, wobei wir am Ende

das Integral iiber den Fehler
AN
-2
abschétzen miissen. Dieser Ausdruck lasst sich mittels
AN
a2 ()]

ar\? of\?
2 _ (9] 2 _ (9]
i-(a) |+ (5)
und mit Lemma 4.4(iii) weiter durch

a? — <2£>2 = <a1 + gi) (al - gi) < Dc(E)k(E)

(G- 2) - )

fiir ein geeignetes D > 0 abschétzen. Integration iiber £ analog zum Beweis von Satz 4.6
liefert dann die Aussage. [l

<

und

Bemerkung 4.8 Wenn wir das Integral auf ganz {2 auf diese Weise durch Summierung
iiber die einzelnen Elemente approximieren wollen, so ergibt sich der Fehler der Ordnung
O(ME*) fiir (4.8) bzw. O(ME?) fiir (4.9), wobei k das Maximum von k(E) iiber alle Ele-
mente F ist und M die Anzahl der Elemente ist. Man iiberlegt sich leicht, dass man z.B. bei
einem Quadrat mit der Fliche A und bei einer Triangulierung wie in Abbildung 4.2 gerade
M = 4A/k? Dreiecks—Elemente benétigt, um die Grofie k(E) < k fiir jedes Element E
sicher zu stellen. Allgemein benétigt man M ~ 1/k? Elemente um diese GroBenbedingung
zu garantieren, weswegen man fiir die Gesamtintegrale einen Fehler der Ordnung O(k?) fiir
(4.8) und O(k) fiir (4.9) erhélt.

Beachte, dass diese Abschétzungen auch dann giiltig sind, wenn die Funktion f nur auf
den Elementen E, aber nicht global C? ist. Auf den Réindern der Elemente braucht die
Funktion nur stetig zu sein. a
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4.3 Die Wirmeleitungsgleichung als Integralgleichung

Wir wollen nun eine Integralgleichung angeben, die #quivalent zur PDG (4.2) ist. Hierfiir
gibt es viele verschiedene Moglichkeiten; wir wollen hier eine Variante verwenden, die gerade
so gewdhlt ist, dass die zweiten Ableitungen in (4.2) verschwinden. Dafiir miissen wir
allerdings einen Preis zahlen, denn wir werden keine Integralgleichung erhalten, die von u
erfiillt wird, sondern eine Integralgleichung, die von w minimiert wird.

Satz 4.9 Die eindeutige Losung u von (4.2) ist das eindeutige Minimum des Funktionals

o= 1[5 2) 3 ()]

wobei alle im Integranden auftretenden Funktionen, also A, u und g, von (x,y) abhéngen.

Hierbei wird das Minimum iiber alle stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen u ge-
bildet, die auf C, der Dirichlet-Randbedingung v = v geniigen. Die Losung erfiillt dabei
auf Cy, = 9Q \ C, die Neumann—Randbedingungen.

Stiickweise stetig differenzierbar bedeutet hierbei, dass wir eine feste Zerlegung von €2 in
Teilgebiete mit 1-dimensionalen Réndern betrachten, auf denen die betrachteten Funktio-
nen C' sind. Die Rénder der Teilgebiete, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist,
lassen wir dabei bei der Integration wegfallen; da diese eine niedrigere Dimension besitzen,
andert dies nichts am Integralwert. Die resultierende minimierende Funktion w von J ist
dann “automatisch” zwei mal stetig differenzierbar (zumindest dort, wo A und g stetig
sind).

Diese Art von Integralgleichungen nennt man Variationsformulierung der PDG. Sie l&sst
sich fiir eine grofle Klasse von PDGen, die sogenannten elliptischen PDGen erhalten.

Der Name “Variationsformulierung” ergibt sich aus dem Beweis des Satzes, von dem wir
hier nur die Idee angeben wollen: Man betrachtet Variationen u + cw der Funktion v und
zeigt, dass die Ableitung von J gerade durch (4.2) gegeben ist. Ein Minimum von J muss
also Losung von (4.2) sein. Umgekehrt analysiert man, dass jeder Extremalpunkt von J
ein Minimum sein muss, woraus man die Aquivalenz erhlt.

Fiir die Wéarmeleitungsgleichung kann man diese Gleichung auch physikalisch interpre-
tieren. Das Funktional J(u) misst gerade die Wérmeenergie, die im stationéren Zustand
minimal wird.

4.4 Approximation auf den Finiten Elementen

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass eine Triangulierung des Gebietes ) vorgegeben
ist. Diese Triangulierung bestehe aus M Elementen Ej, j = 1,..., M mit insgesamt N
Knotenpunkten (x;,v;), i = 1,..., N. Mit k sei die Grofle des maximalen Elementes be-
zeichnet und die Eckpunkte des Elementes E; seien mit (i, ,,¥i; 1), (Ti; 5, Yi;5), (Ti; 5, Yi;5)
bezeichnet.
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Das Integral J(u) kénnen wir nun zunéchst auf die Elemente E; “aufteilen”, es gilt

M
) =3 Jj(u)
j=1

5w = // HOR (R

Auf jedem Element E; approximieren wir nun A und g durch Konstanten A; und g;.
Wenn wir z.B. hierfiir den Wert in einem beliebigen Punkt (z,y) des Elementes verwenden,
und annehmen, dass A und ¢g auf jedem Element Lipschitz—stetig sind, so machen wir
dabei einen Fehler der Ordnung O(k) unter dem Integral, also der Ordnung O(k?) in der
Integralberechnung.

Nun verwenden wir die Integralapproximation auf den finiten Elementen. Wir schreiben
dabei u; = u(z;,y;) fiir den Wert von v im i-ten Knotenpunkt. Auf einem Element E; mit
den Eckpunkten (z;,y;) mit Indizes i = i;1,%;2,4;3 erhalten wir damit

A (Ou\? X [ou)?
Ji(u) = //2 <8x> +§ <3y> da:dy—//gudxdy
E E

J

s ) 2 o 2 -
= 3 (5) < (5) o [Jracarow)
I E

J

Iyt
27 4A(E;j)

3
1
u?BfBjuj — §A(Ej)gj Z u,-jﬂk + O(k3)
k=1

i e . . . \T 3
mit uj = (ui;;, Ui; 5, Ui, 5)" € RO

Mit den Kurzschreibweisen

1
Sj = 4A(]Ej)Bj Bj und b; = 2 A(E;j)g; 1

konnen wir diese Approximation kurz als
1 T T
Jj(u) = JW Siu; — bTu; + O(k?)

schreiben. Auf ganz 2 gilt daher — unter der Annahme M ~ 1/k? — die Abschiitzung

Moy M
J(u) = Z §u]TSjuj - Zb?Uj + O(k).
J=1 J=1
Wenn wir den Vektor u := (uj,ug,...,u N)T definieren, so kann man Matrizen §j mittels

1Sy iz = [Silka
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und Vektoren Bj mittels 3
[b5]i;,, = [bjlk
firj=1,...,M und k,l = 1,...,3 definieren. Damit ergibt sich

Tg.. _ . TGa. T _ 3T
u; Sju; =u’ Sju und b u; = bju,

also
Mo M Mo M 1
Z iujTSjuj - Z bjTuj = Z guTSju — Z bJTu = §uTSu +b"u
j=1 j=1 j=1 j=1

mit

Definieren wir schliefilich ]
Japp() 1= iuTSu — b, (4.12)

so erhalten wir eine Approximation von J der Form
J(u) = Jgpp(u) + O(k). (4.13)

Die Matrix S wird hierbei Steifigkeitsmatriz genannt; dieser Ausdruck stammt aus der Mo-
dellierung mechanischer Objekte durch finite Elemente, bei der diese Matrix von gewissen
Materialeigenschaften — eben der Steifigkeit — abhéngt. Man sieht leicht, dass die Matrix
S symmetrisch ist, da ihre Komponenten aus Produkten der Form BJTB]- stammen.

Statt J iiber Funktionen u : 2 — R zu minimieren, werden wir jetzt Jg,, iiber Vektoren
u € RY minimieren. Wir wollen uns zunichst iiberlegen, ob das Problem eine eindeutige
Losung besitzt. Um die Funktion J,p, zu minimieren, kann man wie gewohnt vorgehen:
Ableiten von J,p, nach u und Null-setzen liefert

0= VJyp(u) =Su—b.

Falls wir eine Losung dieses linearen Gleichungssystems finden, so ist dies ein Minimum,
falls
d2
du?
positiv definit ist. In diesem Fall folgt auch gleich, dass das obige Gleichungssystem Su = b
eine eindeutige Losung besitzt, da positiv definite Matrizen invertierbar sind.

Japp(“) =S

Tatséchlich ist die Matrix S positiv semidefinit, denn fiir jeden Vektor u # 0 stellt u” Su
gerade das Integral iiber (OP/0x)? + (OP/dy)? dar, wobei P die Interpolierende der Kno-
tenwerte u ist. Sie ist aber nicht positiv definit, denn wenn alle Eintrége in u den gleichen
Wert besitzen, ist die Funktion P konstant, weswegen alle Ableitungen und damit das
Integral gleich Null sind.

Der Grund dafiir liegt in der Tatsache, dass wir noch keine Dirichlet—Randbedingunen
beriicksichtigt haben. Ohne die Festlegung von zumindest einem Punkt am Rand besitzt
die Gleichung (4.2) keine eindeutige Losung, weswegen wir das auch nicht von unserer
Diskretisierung erwarten kénnen. Wir wollen dies nun nachholen.
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O.B.d.A. seien die Knoten dabei so nummeriert, dass die Dirichlet—Randbedingungen ge-
rade die letzten N — K Knoten festlegen, d.h. die Werte ug1,...,un sind gerade durch
die Randbedingungen w; = v(z;,¥), i = K +1,..., N, festgelegt. Wir zerlegen den Vek-
tor u nun in die freien Knotenwerte uy = (u1,...,ux)’ und die “randbedingten” Werte
u, = (g1, ..,uy)’. Passend dazu zerlegen wir die Matrix S in Teilmatrizen

_( Sr Spr
S_<S?r ST)

mit Sy € REXK ynd passenden Dimensionen fiir die restlichen Matrizen, sowie den Vektor
bin by € RE und b, € RVN-K,

Dann gilt
1 1
Japp(U1) = 5u?Sfuf + uZS?ruf + §UZSTUT — b?uf —blu,.

Mit der Abkiirzung d = —Sy,u,+by und e = %qurur—bfur (beachte, dass diese Werte nur
von den durch die Dirichlet—-Randbedingung festgelegten Werten in u, abhéngen) erhalten
wir

Japp(u) =J/

1
app(uf) = iu?Sfqu — dTlIf + e.

Wie oben miissen wir nun zur Losung des Minimierungproblems min,, . cgx J({pp(uf) das
lineare Gleichungssystem
Spup =d (4.14)

16sen, dessen Losung ein eindeutiges Minimum liefert, falls Sy positiv definit ist.

Wir zeigen nun, dass Sy positiv definit ist. Betrachte dazu einen beliebigen Vektor uy € RE
mit uy # 0. Wir ergéinzen diesen durch Anhéngen von N — K Null-Eintrégen zu einem
Vektor u € RY. Die zugehdérige interpolierende Funktion P ist dann nicht-konstant, weil
es mindestens ein Element gibt, das sowohl Knotenwerte % 0 als auch Knotenwerte = 0
besitzt. Folglich ist u” Su > 0, da dies gerade das Integral iiber (9P/0x)? + (OP/dy)? ist.
Da die Eintrage u; fiir ¢ > K + 1 gleich Null sind, gilt uJTeS fup = u’’Su > 0, was gerade
die Bedingung fiir die positive Definitheit von Sy ist.

Wir fassen das bisher hergeleitete in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 4.10 Das Minimierungsproblem

min Japp(w) it Jopp(w) = w? Sw — bTw
weR

mit der Dirichlet-Randbedingung w; = v(z;,y;) fir i = K +1,...,N fiir ein K < N
besitzt genau eine Losung u € RY. Diese ist gegeben durch u? = (u?, ul) mit uy € RF
und u, € RN"K wobei u, = (ug+1,--.,un) durch die Dirichlet—-Randbedingung festgelegt
ist und uy die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

Sfllf =d

mit der oben eingefiihrten symmetrischen Matrix Sy € REXK und dem Vektor d € R¥ ist.
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Da Sy symmetrisch und positiv definit ist, kommen eine ganze Reihe numerischer Verfahren
zur Losung dieses Gleichungssystems in Frage, z.B. das Choleski—Verfahren, falls die freie
Knotenanzahl K nicht zu gro8 ist. Falls K gro8 ist, kommen iterative Verfahren wie Gauf—
Seidel oder das CG—Verfahren in Frage. Beachte, dass Sy schwach besetzt ist, also in jeder
Zeile nur wenige Eintrége # 0 enthilt, weswegen iterative Verfahren hier besonders effizient
sind.

Wir werden spéter noch eine Abschétzung fiir die positive Definitheit von Sy benétigen,
die wir nun angeben wollen.

Lemma 4.11 Es existiert eine vom Gitter unabhéngige Konstante C > 0, fiir die die
Abschitzung

T [y ®
S >(C— 4.15

gilt.

Beweis: Betrachte einen Vektor uy mit |[us|| =: ¢ > 0. Dann gilt S w2 = ¢, folglich
gibt es mindestens einen Eintrag u; in uy mit u? > ¢2/K, also |u;| > ¢/VK. Mit u;
bezeichnen wir den betragsméflig maximalen Eintrag von uy, 0.B.d.A. sei u;+ > 0. Wie
oben erginzen wir den Vektor mit Null-Eintrégen zu einem Vektor u € R,

Die zugehorige Interpolierende P besitzt also ein Maximum (z*,y*) mit P(z*,y*) =: ¢ >
¢/VK sowie einen Punkt (2°,%°) mit P(z°y°) = 0. Wir definieren Az = 2* — 2° und
Ay =y* —y°.

Wir betrachten nun alle auf den Elementen stiickweisen C'-Funktionen w : Q — R”, fiir
die w(z*,y*) = é und w(z®,y°) = 0 gilt. Unter all diesen Funktionen minimieren gerade
die Funktionen mit stiickweise konstanter Ableitung das Integral

o [ ()]

denn fiir diese gilt ja gerade J(w) = 0, weil die zweiten Ableitungen auf jedem Element
verschwinden. Insbesondere wird J also fiir jede global lineare Funktion w(z,y) = ag +
a1 + azy minimiert. Wir wihlen nun die a; so dass, w(z*,y*) = & und w(z?,y%) = 0 gilt.

Da unser P in der Menge der Funktionen liegt, {iber die wir minimiert haben, gilt dann

u;";Sfuf =u’'Su = Jy,(P) = J(P) > J(w).

Damit w die Bedingungen in (2*,4*) und (2°,4°) erfiillt, muss die Gleichung

é=w(z*y*) — w2y’ = Vu(z,y)" < iz > = (a1, az) < ﬁ“; )

e (3) =12

gelten, woraus wegen
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2., 2 _ ay
o= ()

folgt. Also ergibt sich

die Ungleichung

2 . .
& o
=2

> —
- Az \ |17 Az + Ay?
Ay
é

T _ 2 2
ujSpuyp > J(w) = //@1 Faydedy = A TR
Q

Da Axz? + Ay? durch die Gréfe von Q nach oben beschrinkt ist, erhalten wir

[y ?
K b
also die behauptete Abschitzung. U

2

T ~2 c
S >Cer>C—==C

uf fllf_ c = K

4.5 Konvergenzbeweis

Wir wollen in diesem abschlieBenden Abschnitt den Konvergenzbeweis fiir unsere Finite
Elemente Approximation betrachten.

Wie schon bei den Mehrschrittverfahren wird sich die Konvergenz aus den zwei Eigenschaf-
ten Konsistenz und Stabilitit ableiten. Wir beginnen mit der Konsistenz.

Satz 4.12 Betrachte eine Familie von Dreiecksgittern auf €2, fiir die die Winkel der Ele-
mente gleichméBig von Null wegbeschrinkt sind (d.h. es existiert ein # > 0, so dass alle
auftretenden Dreiecke durch # nach unten beschrinkte Winkel besitzen).

Es sei u : Q — R die Losung der Wirmeleitungsgleichung (4.2) und ue, € RY der zu-
gehorige Vektor der Knotenwerte, also ey = u(z4,yi), @ = 1,..., N. Dann existiert eine

von k unabhéngige Konstante C' > 0, so dass fiir J({pp die Abschéitzung
Jf

app

(w) + Ck

; f
(Wea,f) < wnelﬁg}( Japp

gilt, wobei k£ die maximale Grofle eines Dreieckselementes im Gitter ist.
Beweis: Aus Gleichung (4.13) folgt

C
i < mi f =
AR T = i Tl 5 0

da wir jedem Vektor w € R durch Interpolation unter Beriicksichtigung der Dirichlet—
Randbedingungen eine stiickweise C'-Funktion v : @ — R zuordnen kénnen und umge-
kehrt. Aus Satz 4.9 folgt, dass J(u) gerade minimal ist, also

C C
/ 1k — mi = i /
Japp(Uez f) < J(u) + 5 k= min, J)+ =k < min 3 pp(w) + Chk,

d.h. die Behauptung, wobei die erste Ungleichung wiederum aus (4.13) folgt. 1l
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Bemerkung 4.13 Beachte, dass in der hier verwendeten Abschétzung (4.13) die Kon-
stante ¢(FE) eingeht, weswegen wir hier explizit verlangt haben, dass die Winkel und damit
¢(E) fiir alle auftretenden Dreiecke E gleichméBig beschrinkt sind. m

Dies ist tatséchlich genau die gleiche Art und Weise, wie wir die Konsistenz auch fiir
Mehrschrittverfahren definiert haben: Wir setzen die exakte Losung in das numerische
Schema ein und messen die Abweichung (auch Residuum genannt) bzgl. der numerischen
Losung.

Als zweite Zutat des Konvergenzresultates bendtigen wir eine geeignete Stabilitédtseigen-
schaft. Genauer benotigen wir die Tatsache, dass zwei Funktionen dann nahe beieinander
liegen, wenn sie das Minimierungsproblem approximativ 16sen. Dies wird ziemlich einfach,
wenn man den richtigen Begriff fiir “nahe beieinander” verwendet, also die richtige Norm
fiir den Funktionenraum. Wir machen uns die Sache hier etwas einfacher und vermeiden
die Definition auf dem Funktionenraum, stattdessen verwenden wir eine geeignete Norm
auf dem Vektorraum RX und zeigen, in welchem Sinne die Vektoren der Knotenwerte nahe
beieinander liegen.

Satz 4.14 Es sei u € RV die numerische Losung gemif Satz 4.10. Dann gilt fiir jeden
Vektor v € R, fiir den die Ungleichung

Tpp(v) < JL(up) + ¢

gilt, die Ungleichung
v —uyl| < KVE Ve

fiir eine vom Gitter unabhéingige Konstante x > 0.

Beweis: Die quadratische Funktion J(fpp beschreibt gerade einen Paraboloid im R¥*+1. Mit
der Koordinatenverschiebung (w, ijp(w)) — (w—uy, JC{pp(w) - JC{pp(u £)) kénnen wir das

Minimum des Paraboloiden in den Punkt 0 € RE+! verschieben. Die optimale Losung u ¥
verschiebt sich damit in den Nullpunkt, ebenso wie das Minimum von J{p,,. In den neuen
Koordinaten mit w = w — uy gilt dann

Tt (@) = Jlp(w) = T () = T, (@ +ug) = Jf,(uy)

app app app app app

1
= 5(11) + uf)TSf(ﬁ) +uy) — dT(ﬁ) +uy)+e— JL{pp(uf)

1 1
= 'Sy —(d" —ujSp) i+ jufSpuy —dTus+ e —Jl, (uy)
—
=0
:Jc]chp(uf)
1

fir alle w € R¥. Die Bedingung an v bedeutet mittels Jd;;geu ausgedriickt gerade

ng’)ge“(v —uy) <e.
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Aus (4.15) erhalten wir nun die Ungleichung

C
e > Il (v —up) > v —uyl,

also

o — ] < “fg\/é

und damit die Behauptung. 1l

Aus diesen zwei Sdtzen kénnen wir nun unseren Konvergenzsatz erhalten.

Satz 4.15 Betrachte die numerische Losung u geméfl Satz 4.10 und die Knotenwerte ue,
der exakten Losung der Warmeleitungsgleichung auf den finiten Elementen. Dann gilt fiir
alle Gitter mit NV ~ 1/k? Knoten und gleichmiifiig von Null wegbeschrinkten Winkeln die
Abschétzung

1
o= v < CrVE

fiir eine von k unabhingige Konstante C.

Beweis: Aus Satz 4.12 folgt

Jf

app

(w) + C1k = JJ

(Uez ) < min Jf app

werk PP

(Uf) + Cik.

Aus Satz 4.14 folgt damit
| < k/CIVEVE < 1/ C1 VNV,

da die Vektoren in den durch die Dirichlet—-Randbedingung festgelegten Knoten iiberein-
stimmen. Also folgt

[u = || = fluy — ver

%Hu | < /@\/Cl\/\/% < CkvE.
0

Wir koénnen also erwarten, dass der gemittelte Fehler iiber alle Knoten superlinear gegen
Null konvergiert, wobei es vorkommen kann, dass in einzelnen Knoten durchaus sehr grofe
Fehler auftreten.

Bemerkung 4.16 Mit einer feineren Abschétzung des Fehlers bei der numerischen Ap-
proximation des quadratischen Integralanteils von J kann man zeigen, dass der Fehler
tatsiichlich < Ck? ist. Diese genauere Analyse benétigt allerdings tiefere Kenntnisse der
Funktionalanalysis, die wir hier nicht voraussetzen oder einfithren wollten. a
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