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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2015 an der Universitit Bayreuth gehalten habe. Es ist die sechste Auflage
eines Skriptes, das zuerst im Sommersemester 2003 erstellt wurde. Ich mdchte mich an
dieser Stelle wie stets bei all den StudentInnen bedanken, die mit zum Teil sehr ausfiihrli-
chen Fehlerkorrekturen zur Verbesserung dieser dritten Auflage beigetragen haben. Neben
der Verbesserungen von Fehlern wurden gegeniiber der fiinften Auflage die Kapitel 9-11
erganzt, womit die Behandlung impliziter Verfahren ausgeweitet und Grundlagen geome-
trischer Integration in die Vorlesung aufgenommen wurden.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis verschiedener Lehrbiicher und Mono-
graphien erstellt. Dabei wurden insbesondere die Biicher von Deuflhard und Bornemann
[2] und das Buch von Hairer, Lubich und Wanner [4] verwendet, allerdings wurden sowohl
in Aufbau und Notation als auch bei einer Reihe von Beweisen Anderungen vorgenommen.

Eine elektronische Version dieses Skripts findet sich im WWW auf der Seite
num.math.uni-bayreuth.de/en/team/Gruene Lars/lecture notes/.

Bayreuth, Juli 2015 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Im Rahmen unserer numerischen Betrachtungen werden wir die benotigten theoretischen
Resultate dort einfithren, wo wir sie verwenden. Bevor wir mit der Numerik beginnen
konnen, benttigen wir aber zumindest ein theoretisches Grundgeriist mit einigen Basisdefi-
nitionen und Resultaten zu den gewohnlichen Differentialgleichungen, das der nun folgende
Abschnitt bereit stellt.

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Gleichungen definieren, mit denen wir
uns im ersten Teil dieser Vorlesung beschiftigen wollen und einige ihrer Eigenschaften be-
trachten. Zudem werden wir zwei verschiedene grafische Darstellungsmdoglichkeiten fiir die
Losungen kennen lernen. Fiir weitergehende Informationen iiber gewthnliche Differential-
gleichungen konnen z.B. die einfithrenden Lehrbiicher [1] oder [3] empfohlen werden.

1.1 Definition

Eine gewohnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 1.1 Ein gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

d
2t = f(t2()), (1.1)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R™ ist.

Eine Losung von (1.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R”, die (1.1)
erfiillt. -

Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

1



2 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die unabhéingige Variable ¢ werden wir iiblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéingig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).

e Die Losungsfunktion x(¢) nennen wir auch Ldsungskurve oder (Ldsungs—)Trajektorie.

Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also ©(t) = f(x(¢)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

1.2 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = x, also

2(t) = x(t)
mit x(¢) € R. Betrachte die Funktion z(¢) = Ce’ mit beliebigem C € R. Dann gilt

d
x(t) = aCet = Ce' = z(t).
Fiir jedes feste C 16st Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 1.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewdhnliche Differentialgleichung (1.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und zp € R" eine Losungsfunktion z(t) zu finden, die
(1.1) erfiillt und fiir die dariiberhinaus die Gleichung

:L‘(to) = X0 (1'2)

gilt. O

Notation und Sprechweisen:

o Fiir die Losung (t), die (1.1) und (1.2) erfiillt, schreiben wir x(¢; to, ). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz x(t; z) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert xo € R™ als Anfangs-
wert. Das Paar (tg, o) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (1.2) Anfangsbedingunyg.

Bemerkung 1.3 Eine stetig differenzierbare Funktion = : I — R" 16st das Anfangswert-
problem (1.1), (1.2) fiir ein ¢y € I und ein xy € R™ genau dann, wenn sie fiir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) =z + t flr,z(r))dr (1.3)
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erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (1.1) bzgl. ¢t bzw. durch Differenzieren von
(1.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Beachte dabei, dass eine stetige Funktion z, die (1.3) erfiillt, ,automatisch® stetig diffe-
renzierbar ist, da aus der Stetigkeit von x sofort die stetige Differenzierbarkeit der rechten
Seite in (1.3) und damit wegen der Gleichhet auch fiir = selbst folgt. O

1.3 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Unter geeigneten Bedingungen an f kénnen wir einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz
fiir Anfangswertprobleme der Form (1.1), (1.2) erhalten.

Satz 1.4 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (1.1) fiir ein f : D — R”™ mit
D C R x R” offen. Das Vektorfeld f sei stetig, dariiberhinaus sei f Lipschitz—stetig im
zweiten Argument im folgenden Sinne: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiere eine
Konstante L > 0, so dass die Ungleichung

(8 z) = f(t )l < Lilz -y
gilt fiir alle t € R und z,y € R mit (¢, z), (t,y) € K.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (tg,z¢) € D genau eine Losung x(t;tg, xg) des
Anfangswertproblems (1.1), (1.2). Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen
Existenzintervall Iy, o, € R mit tg € Iy 4.

Beweis: Teil 1: Wir zeigen zuniichst, dass es fiir jede Anfangsbedingung (¢, z¢) € D ein
abgeschlossenes Intervall J um ¢ gibt, auf dem die Losung existiert und eindeutig ist.

Dazu wihlen wir ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall I um ¢y und ein € > 0, so dass
die kompakte Umgebung U = I x B.(xg) von (to,x¢) in D liegt (dies ist méglich, da D
eine offene Menge ist). Da f stetig ist und U kompakt ist, existiert eine Konstante M, so
dass || f(t,x)|| < M fir alle (¢,x) € U gilt. Wir wéhlen nun J = [ty — 0, to + ] wobei 6 > 0
so gewdhlt ist, dass J C I gilt und L < 1 sowie MJ < ¢ erfiillt ist, wobei L die Lipschitz-
Konstante von f fiir K = U ist. Alle somit konstruierten Mengen sind in Abbildung 1.1
dargestellt.

Nun verwenden wir zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf J den
Banachschen Fixpunktsatz auf dem Banachraum C(J,R™) mit der Norm

[2]|oo = sup [lz(£)]-
teJ
Auf C(J,RY) definieren wir die Abbildung
t
T:C(J,RY) — C(J,RY), T(x)(t):=zo+ [ f(r,z(r))dr.
to
Beachte, dass fiir jedes t € J und jedes z € B := C(J, B<(z0)) die Ungleichung

t

IN

/ VF(ra ()] dr
—_——

to

1T (2)(t) — ol =

<M, weil (1,z(7))€U
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To -

to

Abbildung 1.1: Mengen im Beweis von Teil 1

gilt, weswegen 1" die Menge B in sich selbst abbildet.

Um den Banachschen Fixpunktsatz auf dieser Menge anzuwenden, miissen wir zeigen, dass
T : B — B eine Kontraktion ist, also dass

IT(2) = T(W)lloo < Ellz = ylloo

gilt fiir alle z,y € B und ein k < 1. Diese Eigenschaft folgt fiir kK = Ld < 1 aus

t t
| fma(m))dr = | f(ry(m))dr

to

IT(x) =Tyl = Sup

IN

sup / IS (ra(r)) - Fru(r)] dr

teJ
<Llz(r)—y(MI<Llz—ylloo

< suplt —to|L]|z —yllw = OL[lz = yllco-
teJ

Also sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen T' einen
eindeutigen Fixpunkt x € B, also eine ,,Fixpunktfunktion*, besitzt. Da diese Fixpunktfunk-
tion 2 nach Konstruktion von 7' die Integralgleichung (1.3) erfiillt, ist sie nach Bemerkung
1.3 eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.

Es bleibt zu zeigen, dass diese eindeutig ist, dass also kein weiterer Fixpunkt y € C(J, R%)
existiert. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt bereits, dass in B = C(J, B<(z0)) kein
weiterer Fixpunkt von 7' liegt. Zum Beweis der Eindeutigkeit reicht es also zu zeigen,
dass auflerhalb von B kein Fixpunkt y liegen kann. Wir beweisen dies per Widerspruch:
Angenommen, es existiert eine Fixpunktfunktion y ¢ B von T, d.h. es gilt ||y(t) — xo|| > ¢
fiir ein ¢ € J, fiir das wir 0.B.d.A. ¢ > ty annehmen. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden
ein t* € J mit |Jy(t*) — zo|| = ¢ und y(s) € B:(wo) fiir s € [to,t*]. Damit folgt

-

f(s,y(s))ds

to

e = |y&) ol =

.
< / 1 (s y(s)) | ds

to
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< (" —to)M < &M,

was wegen M < ¢ ein Widerspruch ist. Daher liegt jeder mégliche Fixpunkt y € C(J, RY)
von T bereits in B, womit die Eindeutigkeit folgt.

Zusammenfassend liefert uns Teil 1 des Beweises also, dass lokal — also auf einem kleinen
Intervall J um ¢y — eine eindeutige Losung x(t) = x(t; to, xo) existiert. Dies ist die Aussage
des Satzes von Picard-Lindeldf!, der in vielen Biichern als eigenstindiger Satz formuliert
ist.

Teil 2: Wir zeigen als ndchstes die Eindeutigkeit der Losung auf beliebig grofien Intervallen
1. Seien dazu x und y zwei auf einem Intervall I definierte Losungen des Anfangswertpro-
blems. Wir beweisen x(t) = y(t) fur alle ¢t € I per Widerspruch und nehmen dazu an, dass
ein t € I existiert, in dem die beiden Losungen nicht iibereinstimmen, also z(t) # y(t).
O.b.d.A. sei t > ty. Da beide Losungen nach Teil 1 auf J tibereinstimmen und stetig sind,
existieren to > t1 > tg, so dass

z(t1) =y(t1) und x(t) # y(t) fiir alle ¢t € (¢1,t2) (1.4)

gilt. Offenbar losen beide Funktionen das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
(t1,7(t1)) € D. Aus Teil 1 des Beweises folgt die Eindeutigkeit der Losungen dieses Pro-
blems auf einem Intervall J um ¢, also

z(t) = y(t) fiir alle t € J.

Da J als Intervall um #; einen Punkt ¢ mit &1 < ¢ < to enthilt, widerspricht dies (1.4),
weswegen z und y fiir alle ¢ € I iibereinstimmen miissen.

Teil 3: Schlielich zeigen wir die Existenz des maximalen Existenzintervalls. Fiir J aus
Teil 1 definieren wir dazu

tT 1= sup{s > to | es existiert eine Losung auf J U [tg, s)}
sowie

t” :=inf{s < to | es existiert eine Losung auf J U (s, o]}

und setzen Iy, », = (t7,¢"). Sowohl ¢~ als auch ¢ existieren, da die Mengen, iiber die das
Supremum bzw. Infimum genommen wird, nichtleer sind, da sie alle s € J enthalten. Per
Definition von ¢* bzw. ¢~ kann es keine Losung auf einem groSeren Intervall I D I 4
geben, also ist dies das maximale Existenzintervall.

U

Am Rand des maximalen Existenzintervalls I, ,, = (¢7,¢") hort die Losung auf zu existie-
ren. Ist das Intervall in einer Zeitrichtung beschriankt, so kann dies nur zwei verschiedene
Ursachen haben: Entweder die Losung divergiert, oder sie konvergiert gegen einen Rand-
punkt von D. Formal ausgedriickt:

Falls tT < oo ist und die Losung z(t; to, 2o) fiir t ¢t gegen ein 2+ € R? konvergiert, so
muss (t7,27) € D gelten. Analog gilt die Aussage fiir ¢ \, ¢~. Hierbei steht ¢ ¢ kurz
fir t = ¢t und ¢t <t und ¢t \ ¢t~ fiir t - ¢~ und t > t".
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T r
D
Zo o
| T(t; Lo, 7o)
\ZrY\J t to t
0 Ifr(wm

Ito‘.vo

Abbildung 1.2: Losungsverhalten am Rand des Existenzintervalls fiir eine beschrankte
(links) und eine unbeschrénkte Definitionsmenge D (rechts)

Anschaulich sind die zwei Moglichkeiten in Abbildung 1.2 dargestellt.
Die Begriindung fiir dieses Verhalten ist wie folgt:

Wenn z(t; tg, zo) fiir t S tF, gegen 2+ € RY mit (t+,2F) € D konvergiert, so existiert eine
Losung z(t; ¢+, 21) auf einem offenen Intervall I+ ,+ um ¢*. Dann ist die zusammengesetzte
Losung

y(t) _ .%'(t;to, .730), t e Ito,:ﬂo
l'(t;t+,£t?+), te It+,x+ \Ito,xo

stetig und erfiillt fiir alle ¢ € Iy, 4, U Ij+ 4+ die Integralgleichung (1.3), damit nach Bemer-
kung 1.3 auch das Anfangswertproblem und ist folglich eine Losung, die iiber ™ hinaus
definiert ist: ein Widerspruch zur Definition von ¢7.

Im Fall D = R x R? gilt daher fiir tT < 0o bzw. t~ > —oo insbesondere, dass die Losung
x(t;to, xo) fiir t S tT bzw. t N\t~ divergieren muss, da eine Konvergenz gegen (t*,z7) ¢ D
bzw. (t~,2) ¢ D nicht moglich ist. Beachte, dass dieser Fall tatséchlich auftreten kann:
eine unbeschriankte Definitionsmenge D von f bedeutet nicht, dass auch die Losungen auf
einem unbeschrankten Intervall I3, ,, = R existieren. Ein Beispiel dafiir ist die Differenti-
algleichung (t) = z(t)? mit 2(t) € R. Diese besitzt fiir Anfangsbedingung z(0) = 1 die
Losung z(t) = 1/(1 — t), die fiir t — 1 gegen unendlich strebt. Es gilt also t* = 1, obwohl
D =R x R unbeschrénkt ist.

Zu beachten ist weiterhin, dass die Divergenz nicht wie im rechten Bild in Abbildung 1.2
skizziert bedeuten muss, dass die Losung gegen unendlich (oder minus unendlich) strebt.
Ein Beispiel dafiir ist #(t) = — cos(1/t)/t? mit D = R\ {0} x R. Fiir die Anfangsbedingung
x(—1) = sin(—1) erhélt man hier die Losung x(t) = sin(1/t). Fiir t — t* = 0, ¢ < 0
konvergiert diese Losung nicht, weil sie immer schneller zwischen —1 und —1 oszilliert; sie
ist aber fiir alle ¢ < 0 nach oben und unten beschrinkt.

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die Annahmen von Satz 1.4 erfiillt sind,
auch ohne dies explizit zu erwiihnen. Auch werden wir oft Mengen der Form [t1,%2] x K

!Charles Picard, franzosischer Mathematiker, 1856-1941
Ernst Lindeldf, finnischer Mathematiker, 1870-1946
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mit K C R™ betrachten, bei denen wir — ebenfalls ohne dies immer explizit zu erwihnen
— annehmen, dass alle Losungen x(¢; to, xo) mit xg € K fiir alle ¢, t € [t1, t2] existieren.

Eine einfache Konsequenz aus Satz 1.4 ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der Losun-
gen, die fiir (fg,z9) € D und zwei Zeiten ¢1,t € R gegeben ist durch

x(t;to, xo) = x(t; ty, 2(t1; to, 20)), (1.5)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle hier auftretenden Losungen zu den angegebenen Zeiten
auch existieren. Zum Beweis rechnet man nach, dass der linke Ausdruck in (1.5) das An-
fangswertproblem (1.1), (1.2) zur Anfangsbedingung (t1,x(¢1;t0,z9)) 16st. Da der rechte
dies ebenfalls tut, miissen beide tibereinstimmen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.4 ist die Losungsabbildung z(t; tg, ¢) zudem stetig
in all ihren Variablen, also in ¢, tp und xg.

1.4 Grafische Darstellung der Lésungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

0= (1 o))

mit 2(t) = (x1(t), z2(t))” und Anfangsbedingung z(0) = (1,1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(¢t) der Losung in Abhéngigkeit von ¢ darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 1.3 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wéhrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

Abbildung 1.3: Darstellung von z(t) mittels Graphen (x1(t) durchgezogen, z2(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei— und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit to als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
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Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 1.4.

Abbildung 1.4: Darstellung von z(t) als Kurve

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so dass
man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wieder
zuriick erhélt. Ein MATLAB M-File, das sowohl die Abbildungen 1.3 und 1.4 sowie eine
animierte Version von Abbildung 1.4 erstellt, findet sich auf der Vorlesungs-Homepage?
unter dem Namen “darstellung.m”.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Losungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhédngen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir die Anfangszeiten tg und tg + t; die Beziehung

x(t; t0+t1,$0) :l’(t—tl;to,xo) (16)

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der ¢t—Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 1.4 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich.

http:/ /www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/numerik05/



Kapitel 2

Allgemeine Theorie der
Einschrittverfahren

In diesem Kapitel werden wir eine wichtige Klasse von Verfahren zur Losung gewthnlicher
Differentialgleichungen einfithren und analysieren, die Einschrittverfahren.

2.1 Diskrete Approximationen

In der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen wollen wir eine Approximation an
die Losungsfunktion x(¢; g, z¢) fiir t € [tg, 1] berechnen (wir nehmen hier immer an, dass
die Losungen auf den angegebenen Intervallen existieren). In der folgenden Definition de-
finieren wir die Art von Approximationen, die wir betrachten wollen und einen Begriff der
Konvergenzordnung.

Definition 2.1 (i) Eine Menge 7 = {to,t1,...,tn} von Zeiten mit to < t; < ... <ty =T
heifit Gitter auf dem Intervall [tg, T]. Die Werte

hi =tit1 =t
heilen Schrittweiten, der Wert
h= max h;
i=0,..,N—1
heiit mazximale Schrittweite. Im Fall dquidistanter Schrittweiten hg = h1 = ... = hy_1

schreiben wir zumeist h statt h;.
(ii) Eine Funktion Z : 7 — R"™ heif8t Gitterfunktion.

(iii) Es seien Z7 Gitterfunktionen zu Gittern 7 auf dem Intervall [tg,T] C Iy, 4, mit
maximalen Schrittweiten h7. Die Gitterfunktionen #7 bilden eine (diskrete) Approzimation
der Losung x(t;to, xo) von (1.1), falls fiir jede kompakte Menge K C D mit [to,T] C It
fir alle (to,z¢) € K eine Funktion p(h) mit p(h) — 0 fiir b — 0 existiert mit

max [|27(ti) — z(ti; to, 20)| < p(hT).
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Die diskrete Approximation hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte
Menge K C D und alle T' > 0 mit [tg,T] C Iy, 4, fiir alle (to,z0) € K ein C > 0 existiert,
so dass

p(h) = Ch?

gewihlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir kurz Z(t;; to, o) = x(ts; to, xo) + O(hP).
o

Bemerkung 2.2 Wir haben in der Einfithrung in die Numerik verschiedene Methoden
kennen gelernt, mit denen man Funktionen numerisch darstellen kann, z.B. Polynom— oder
Splineinterpolation. Jede Gitterfunktion gemé&fl Definition 2.1 kann natiirlich mit diesen
Methoden zu einer “echten” Funktion erweitert werden. o

Ein Einschrittverfahren ist nun gegeben durch eine numerisch auswertbare Funktion &,
mittels derer wir eine Gitterfunktion zu einem gegebenen Gitter berechnen kénnen. Formal
ist dies wie folgt definiert.

Definition 2.3 Ein FEinschrittverfahren ist gegeben durch eine stetige Abbildung
O:RxR*"xR—R",
mit der zu jedem Gitter 7 und jedem Anfangswert xg mittels
Z(to) = xo, Z(tit1) = P(t;, Z(t;), h;) firi =0,1,...,N -1

rekursiv eine Gitterfunktion definiert werden kann.

Wenn die so erzeugten Gitterfunktionen die Bedingung aus Definition 2.1 (iii) erfiillen, so
nennen wir das Einschrittverfahren konvergent bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p.
O

Der Name FEinschrittverfahren ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass der Wert Z(¢;41)
nur aus dem direkten Vorgingerwert Z(t;) berechnet wird. Wir werden spéter auch Mehr-
schrittverfahren kennen lernen, bei denen Z(t;41) aus Z(t;—x), Z(t;i—k+1), - - - , Z(t;) berechnet
wird.

2.2 EFErste einfache Einschrittverfahren

Bevor wir in die Konvergenztheorie einsteigen und mathematisch untersuchen, welche Be-
dingungen & erfiillen muss, damit die erzeugte Gitterfunktion eine Approximation darstellt,
wollen wir in diesem Abschnitt zwei Einschrittverfahren heuristisch betrachten.

Die Idee der Verfahren erschlieft sich am einfachsten iiber die Integralgleichung (1.3). Die
exakte Losung erfiillt ja gerade

w(tipn) = o(t:) + /t " pr (.
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Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch berechenbar
ist, wenn wir z(7) fiir 7 > ¢; nicht kennen. Die einfachste Approximation ist die Rechteck—
Regel (oder Newton—Cotes Formel mit n = 0, die wir in der Einfiihrung in die Numerik
wegen ihrer Einfachheit gar nicht betrachtet haben)

/ T f () dr & (i — 8 F (b2 (t) = hif (t 2(t)). (2.1)

t;
Setzen wir also
(I)(t,fl,‘,h) :l'+hf(t,$), (22)
so gilt
T(tiv1) = (i, T(ti), he) = T(ti) + hif(ti, 2(t:))

und wenn wir Z(t;) ~ z(t;) annehmen, so kénnen wir fortfahren

)+ hif (b)) ~a(t) + [ fna(m)r,

Da Z(tp) = xo = x(to) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass Z(¢;+1) eine Approximation
von x(tit+1) ist. Wir werden dies im néchsten Abschnitt mathematisch prézisieren.

Das durch (2.2) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heifit Fu-
ler’sche Polygonzugmethode oder einfach FEuler—Verfahren. Es hat eine einfache geometri-
sche Interpretation: In jedem Punkt Z(¢;) berechnen wir die Steigung der exakten Losung
durch diesen Punkt (das ist gerade f(¢;, Z(¢;))) und folgen der dadurch definierten Geraden
bis zum néchsten Zeitschritt. Das Prinzip ist in Abbildung 2.1 grafisch dargestellt.

X

Abbildung 2.1: Grafische Veranschaulichung des Euler—Verfahrens

Das FEuler—Verfahren liefert nur eine recht grobe Approximation der Losung. Bessere Ver-
fahren kann man erhalten, wenn man statt (2.1) eine genauere Approximation verwendet.
Eine bessere Moglichkeit ist z.B.

h;

/t. - f(r,z(r))dr ~ 5 (f(ti,fﬂ(ti)) + f<ti+1v~’“(ti) + hif(ti’$(ti))>> ' (2:3)
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Dies ist nichts anderes als die Trapez—Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 1), bei
der wir den unbekannten Wert z(¢;+1) durch die Euler—-Approximation x(t;4+1) ~ x(t;) +
hif(ti,x(t;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

o(t, 2, h) ::c+Z(f(t,a:)+f(t+h,:c+hf(t,a:))>

und heifit Heun—Verfahren. Es ist tatséchlich schon deutlich besser als das Euler—Verfahren.

Man kann sich leicht vorstellen, dass weitere bessere Verfahren sehr komplizierte Formeln
beno6tigen. Wir werden deshalb spéter einen Formalismus kennen lernen, mit dem man
auch sehr komplizierte Verfahren einfach aufschreiben und implementieren kann.

Ein Grundalgorithmus zur Approximation einer Losung x(t; to, xo) auf [tg, 7] mittels eines
Einschrittverfahrens @ lésst sich nun leicht angeben. Wir beschréanken uns hierbei zunéchst
auf Gitter mit konstanter Schrittweite, also h; = h fiir alle ¢ = 0,1,2,..., N, wobei wir N
als Parameter vorgeben.

Algorithmus 2.4 (Losung eines Anfangswertproblems mit Einschrittverfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (o, z¢), Endzeit T, Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —tg)/N, To = xo

(2) Berechne t; 11 = t; + h, Tj+1 := ®(t;, T3, h) firi =0,..., N — 1.

Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,tN O

2.3 Konvergenztheorie

Die Grundidee der Konvergenztheorie fiir numerische Methoden fiir Differentialgleichun-
gen liegt in einem geschickten Trick, mit dem verschiedene Fehlerquellen separiert werden
kénnen. Wir schreiben hier kurz x(t) = x(¢;tp, o). Um nun den Fehler

[2(t:) — x(ts)|| = ([P (i1, Z(tiz1), hi—1) — 2(t:)||
abzuschétzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgrofie
D(ti—1, 2(ti-1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (1.5) die Abschétzung
[2(t:) — 2@ < (-1, 2(ti-1), hio1) — ®(tio1, 2(ti-1), hi-1)]]
+ 1 2(tim1, @(tiz1), hi1) — x(t:)]]
= [|®(ti—1,Z(ti-1), hi-1) — P(ti1, 2(ti-1), hi-1)]|
+ || ®(tim1, 2(tiz1), him1) — 2(tisti—1, zi—1)||

Statt also direkt den Fehler zur Zeit ¢; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme



2.3. KONVERGENZTHEORIE 13

(a) [|®(tim1,Z(tiz1), hi—1) — P(ti—1,x(hi—1), hi—1)||, also die Auswirkung des Fehlers bis
zur Zeit t;_1 in @

(b) [|®(ti—1,x(ti—1), hi—1) — x(ti;ti—1,xi—1)]||, also den lokalen Fehler beim Schritt von
:E(ti_l) nach SL‘(tl)

Die folgende Definition gibt die benttigten Eigenschaften an ® an, mit denen diese Fehler
abgeschitzt werden konnen.

Definition 2.5 (i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung (oder Stabilitiits-
bedingung), falls fiir jede kompakte Menge K C D des Definitionsbereiches der Differential-
gleichung ein L > 0 existiert, so dass fiir alle Paare (¢, x1), (to, z2) € K und alle hinreichend
kleinen h > 0 die Abschétzung

1@ (to, w1, h) — @(to, 22, )| < (1 + Lh)llxy — 22| (2.4)

gilt.

(ii) Ein Einschrittverfahren ® heifit konsistent, falls fiir jede kompakte Menge K C D
des Definitionsbereiches der Differentialgleichung eine Funktion £(h) mit limp_,ge(h) = 0
existiert, so dass fiir alle (tg,z9) € K und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung

[ (0, x0, h) — (to + hsto, zo) || < he(h) (2.5)

gilt. O.B.d.A. nehmen wir dabei an, dass £(h) monoton ist, ansonsten kénnen wir e(h)
durch supy,cpo ) €(h) ersetzen.

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge K C D
ein F > 0 existiert, so dass e(h) = FhP gewéhlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir
auch ®(to, zo, h) = z(to + h;to, x0) + O(RPT1). o

Offenbar garantiert (2.4), dass der Fehlerterm (a) nicht zu gro wird, wihrend (2.5) dazu
dient, den Term (b) abzuschétzen. Der formale Beweis folgt in Satz 2.7. Bevor wir diesen
formulieren, wollen wir uns noch iiberlegen, ob die im vorherigen Abschnitt definierten
Verfahren diese Bedingungen erfiillen.

Man rechnet leicht nach, dass das Euler— und das Heun—Verfahren die Lipschitzbedingung
erfiillen. Die Konsistenzbedingung (2.5) ist allerdings nicht so leicht nachzupriifen, da sie
mit Hilfe der (unbekannten) Losungen x(t; to, zo) formuliert ist. Das folgende Lemma stellt
eine alternative und leichter nachpriifbare Formulierung der Bedingung vor.

Lemma 2.6 Gegeben sei ein Einschrittverfahren ® der Form
q)(ta xz, h) =T+ h(p(ta Zz, h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R"™. Dann ist das Verfahren genau dann
konsistent, falls fiir alle (¢,2) € D die Bedingung

o(t,z,0) = f(t,z) (2.6)

gilt.
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Beweis: Wir schreiben wieder kurz x(t) = z(t; to, xo). Es gilt

O (tg, o, h) — x(to + h)
h

to+h
-1 (q><t0,xo, B — 20— / F(r,(r))dr
to+h to+h to+h
- % (@(to,xo,h) —xo — /tO f(to, xo)dT + /to f(to, xo)dr — /to f(ﬂiL’(T))dT)
to+h tot+h
- (hso(to,xo,h) - /t f(to,a:o>d7> 4 </t flto, o) = 1 (T’x(de)

[ stz - 56 ()

to

= (p(to,l‘o, h) - f(th fL'O) + E <
Sei nun K C D gegeben. Die Funktion f(to + s, z(to + s;to,z0)) ist stetig in s, tp und xg,
also gleichmafig stetig fiir (s,to, o) € [0,h] x K fiir hinreichend kleines h > 0 (so klein,
dass die Losungen x(tg + s;to, zo)) fiir s € [0, h] existieren), da diese Menge kompakt ist.
Also existiert eine Funktion £1(h) — 0 mit

£ (7, 2(7)) = f(to, z(to))[| < e1(h)
fiir 7 =ty + s € [to, to + h] und damit
to+h
H <i [ Wttom) - fra(m)ldr < ai(w). (@0

to

to+h
/ f(to,z0) — f(r,2(r))dr

to

h

Wir nehmen nun an, dass (2.6) gilt. Ebenfalls wegen gleichméBiger Stetigkeit und wegen
(2.6) existiert eine Funktion e3(h) — 0 mit

l¢(to, 2o, h) — f(to, o) || < e2(h).
Damit folgt
| (to, x0, ) — x(to + h)||
h
also (2.5) mit e(h) = e1(h) + e2(h).
Gelte umgekehrt (2.5). Sei (t,z) € D gegeben und sei K = {(t,z)} C D. Mit (2.5) und
(2.7), angewendet mit (to, o) = (¢, z), folgt aus der Gleichung vom Anfang des Beweises

le(t, @, h) — f(t,2)|| < e(h) +e1(h),

< ey(h) +e1(h),

also
}LiHl HSO(t7$a h’) - f(twr)H 0
—0

und damit (2.6) wegen der Stetigkeit von . U

Mit Hilfe der Bedingung (2.6) priift man leicht nach, dass das Euler- und das Heun—
Verfahren konsistent sind. Die Konsistenzordnung kann man aus (2.6) allerdings nicht
ableiten, da die Abschétzung von e(h) mittels £1(h) und e2(h) dafiir zu grob ist, denn falls
f # 0ist, gilt e1(h) > O(h), so dass man maximal die Konsistenzordnung p = 1 nachweisen
konnte. Wir werden spéter sehen, wie man die Konsistenzordnung berechnen kann.

Wir kommen nun zu unserem ersten wichtigen Satz, der besagt, dass Lipschitzbedingung
und Konsistenz tatséchlich ausreichend fiir die Konvergenz sind.
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Satz 2.7 Betrachte ein Einschrittverfahren @, das die Lipschitzbedingung erfiillt und kon-
sistent ist. Dann ist das Verfahren konvergent. Falls das Verfahren dabei die Konsistenz-
ordnung p besitzt, so besitzt es auch die Konvergenzordnung p.

Beweis: Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 2.1(iii) nachpriifen. Sei dazu eine
kompakte Menge K C D und ein T' > 0 mit [tg, 7] C Iy, 4, fiir alle (to,z0) € K gegeben.
Die Menge

Ky = {(t,z(t;t0, 20)) | (to, x0) € K, t € [to, T}

ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wahlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge

Ky= |J {t} xBs(a).

(t,x)eKy

Die Menge K3 ist also genau die Menge aller Punkte (¢,x), deren x—Komponente einen
Abstand < ¢ von einer Losung x(t;tp, zo) mit xg € K hat. Fiir hinreichend kleines 6 > 0
ist Ko Teilmenge des Definitionsbereiches D von f, da D offen ist und Ky C D gilt. Das
betrachtete Einschrittverfahren ist deswegen konsistent auf Ky mit einer Funktion e(h),
wobei e(h) = EhP im Falle der Konsistenzordnung p ist. Ebenfalls erfiillt ® auf Ky die
Lipschitzbedingung mit einer Konstanten L > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giiltigkeit
wir spéter beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangsbedingungen
(to, zo) € K gilt fur die gemaf Definition 2.3 erzeugte Gitterfunktion (2.8)
die Beziehung (t;,Z(t;)) € Ky fir alle t; € T.

Zum Beweis der Konvergenz wihlen wir eine Anfangsbedingung (¢g, x¢g) € K und schreiben
wieder kurz z(t) = x(t; tg, z9). Mit & bezeichnen wir die zugehdrige numerisch approximie-
rende Gitterfunktion und mit

e(ti) == [|&(ti) — (i)

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit ¢; € 7. Dann gilt nach den Voriiberlegungen am Anfang
dieses Abschnitts

e(ts) = [[2(t:) —z(t)l < NP1, E(tiz1), Tim1) — Ptiz1, z(tiz1), Ti1) |
+ (i1, 2(ti1), him1) — ()]
= [[®(ti—1, Z(tim1), him1) — (i1, @(ti1), hi1)|
+ ([ @@i-1, x(ti1), him1) — @(ts; tioy, 2(tiz1))]|
< (14 Lhi—)||Z(tiz1) — x(ti—1)|| + hi—1e(hi—1)

= (1 + Lhi—l)e(tifl) + hi716(hi71)
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wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz sowie die Tat-
sache, dass (t;—1,Z(t;—1)) € Ko liegt, ausgenutzt haben. Wir erhalten also fiir den Fehler
e(t;) die rekursive Gleichung

e(ti) < (1+ Lhj—1)e(ti—1) + hi—1e(hi-1)
gemeinsam mit der “Anfangsbedingung” e(tp) = 0, da Z(tg) = xo = x(to) ist.

Mittels Induktion zeigen wir nun, dass daraus die Abschitzung

e(t:) < 5(h)%

folgt. Fiir ¢ = 0 ist die Abschéitzung klar. Fiir i — 1 — ¢ verwenden wir

(exp(L(ti —to)) — 1)

22

exp(Lh;) =1+ Lh; +
und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (14 Lhi—1)e(ti—1) + hi—1e(hi—1)

< (U Lhi)=(h) L (exp(Lltioy — t0)) = 1)+ iy bis)
<e(h)

= ()7 (her L+ (4 L) (exp(L(tir — o) ~ 1))

_ %( i L+ (14 Lhi_1) exp(L(ti-y —to)) — 1 — Lhi_l)

_ %( 1+ Lhi_1) exp(L(ti_1 — to)) — 1)

< %(exp Lhi_1) exp(L(ti1 1)) — 1)

= ()7 (exp(Liti o)) ~ 1)

Damit folgt die Konvergenz und im Falle von e(h) < EhP auch die Konvergenzordnung
mit C = E(exp(L(T —t9)) — 1)/L.

Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (2.8) tatséchlich erfiillt ist. Wir
zeigen, dass (2.8) fiir alle Gitter 7 gilt, deren maximale Schrittweite h die Ungleichung

_ oL
) S T ) -1

erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung & mit Anfangswert xg € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir Z(tp) ist wegen Z(tg) = xo nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt ¢ — 1 — 4 sei (tx, Z(tg)) € Ko fur k = 0,1,...,i — 1. Wir miissen zeigen, dass
(ti, Z(t;)) € Ko liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschatzung

e(ti) < e(h)~

< =(h) 7 (exp(L(T — t0)) — 1)
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bereits gilt, falls (tx, Z(tx)) € Ko liegt fir kK = 0,1,...,7 — 1. Mit der Wahl von h folgt
damit e(t;) < 0, also

[2(t:) = x(ts)[| < 0.

Da (t;,z(t;)) € K liegt, folgt (¢;,%(t;)) € {t;} x Bs(z(t;)) C Kz, also die gewiinschte
Beziehung. 0

Bemerkung 2.8 (i) Schematisch dargestellt besagt Satz 2.7 das Folgende:

Lipschitzbedingung + Konsistenz = Konvergenz
Lipschitzbedingung + Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p

(ii) Die Schranke fiir e(T") wéchst — sogar sehr schnell — wenn die Intervallgrofie T —
to wichst. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschitzung keinerlei Aussagen iiber das
Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iber Grenzwerte Z(t;) fir ¢; — oo.
Tatséchlich kann es passieren, dass der “numerische Grenzwert” von z(t;) fiir ¢; — oo fiir
beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatsichlichen Grenzwert der exakten Losung z(t)
entfernt ist. Wir werden spéter genauer auf dieses Problem eingehen.

(iii) Der Konsistenzfehler e(h)h wird auch als lokaler Fehler bezeichnet, wihrend der im
Beweis abgeschitzte Fehler e(t) als globaler Fehler bezeichnet wird. Im Falle der Konsisten-
zordnung p gilt e(h)h = O(hP*1) und e(t) = O(hP). Man “verliert” also eine Ordnung beim
Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler. Dies lisst sich anschaulich wie folgt erkléren:
Bis zur Zeit ¢ muss man (bei dquidistantem Gitter) gerade ca. N(t) = (¢t — to)/h Schrit-
te machen, weswegen sich N(t) lokale Fehler aufsummieren, was zu dem globalen Fehler
O(RPH)N(t) = O(hP*Y) /h = O(hP) fiihrt. o

2.4 Kondition

Wie bei allen numerischen Problemen sollte auch hier die Kondition des Problems “Berech-
ne eine Losung des Anfangswertproblems (1.1), (1.2)” betrachtet werden. Eine detaillierte
Darstellung der hierfiir nétigen Theorie wiirde den Rahmen dieser Vorlesung leider spren-
gen. Wir werden hier nur kurz (ohne Beweise) beschreiben, wie sich die Kondition bzgl.
Storungen Az im Anfangswert xg berechnen ldsst, d.h., wir wollen eine Abschétzung fiir
den Ausdruck

0
. t:to, 20)A
: AwoeRITI},ﬁXxO”:l &E x(t; o, 70) Ao
berechnen. Dazu betrachtet man das Anfangswertproblem
§(0) = Folt 2l to,20))y(t),  y(to) = Aao, (2.9)

wobei f,(t,x) = a%f(t,x) € R™™ und x(¢;t9,20) die Losung von (1.1), (1.2) ist. Die
Losung von (2.9) ldsst sich in der Form

y(t;to, Axg) = W (t;to) Axg

mit einer Matrix W (t;tg) € R™*"™ schreiben. Dieses W ist dann gerade gleich der obigen
Ableitung %x(t; to, To), die Matrix—Norm ||W (¢;to)|| gibt also gerade die Kondition « an.
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Als Beispiel betrachte die eindimensionale DGL
z(t) = \x(t)
fiir A € R. Fiir diese Gleichung ist f(¢,z) = Az, also fy(t,x) = A\, weswegen (2.9) die Form

y(t) = y(t)

hat. Die Losungen sind durch y(t;tg, Azg) = e*t~10) Az gegeben, es gilt also W (t;tg) =

eMt=10)  Die Matrixnorm dieser 1 x 1-Matrix ist gerade der Betrag, da e %) positiv ist,
gilt also

Kk = eMt—to),
Fiir t >> tp und A > 0 ist das Problem also schlecht konditioniert (x wird sehr grof}),
wéihrend das Problem fiir ¢ >> tg und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da k =~ 0 ist.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Kondition fiir gewohnliche Differentialgleichungen findet
sich im Kapitel 3 des Buches [2].



Kapitel 3

Taylor—Verfahren

Wir werden in diesem Kapitel eine spezielle Klasse von Einschrittverfahren einfithren, die
in der numerischen Praxis zwar eher selten verwendet werden (wir werden spéter sehen,
wieso), fiir das Versténdnis der weiteren Einschrittverfahren aber sehr niitzlich sind.

3.1 Definition

Die Taylor—Verfahren haben ihren Namen von der zu Grunde liegenden Taylor—Formel und
gehen in direkter Weise aus diesen hervor. Allerdings wird die Taylor—Formel in zunéchst
etwas ungewohnt erscheinender Weise angewendet: Wir verwenden den Differentialoperator
L’]}, i € N, der fiir (hinreichend oft differenzierbare) Funktionen f, g : D — R™ mit D C
R x R™ mittels

0 0 ) .
Lhg(t.) = g(t.a),  Liglt.a) == 51(62) + 5 (o) f(La). L glt,a) = LpLyg(t,2)

definiert ist. Beachte, dass sz}g wieder eine Funktion von D nach R ist. Der folgende Satz
stellt die hier bendtigte Version der Taylor—Formel vor.

Satz 3.1 Gegeben sei eine Differentialgleichung (1.1) mit p—mal stetig differenzierbarem
Vektorfeld f. Sei z(t) = x(¢;tg, zo) eine Losung dieser Differentialgleichung. Dann gilt

» 4
(t—to)" ;_
w(t) =m0+ Yy —a Ly L f(to, o) + O((t — to)P*H),
i=1
wobei das O-Symbol im Sinne von Definition 2.1(iii) verwendet wird.
Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die
Losung x(t) unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeitsbedingung an f p+ 1-mal stetig

differenzierbar nach ¢ ist. Nach der aus der Analysis bekannten Taylor—Formel fiir Funk-
tionen von R nach R” gilt demnach

z(t) =20+ Y (tzltoyfg (to) + O((t — to)P™h).
i=1 )

19
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Zum Beweis des Satzes werden wir nun nachweisen, dass

T2 1) = L 70, 20)

ist fiir alle t € Iy »,, denn dann folgt die Behauptung aus

02 (t0) = Lir fto,2(t0) = L f(to,0)

Wir zeigen (3.1) per Induktion iiber i. Fiir i = 1 gilt

dx

L) ft,00)) = L300,

Fir ¢ — 7 + 1 beachte, dass fiir je zwei differenzierbare Funktionen g : D — R™ und

z : R — R" die Gleichung

dg dg d

dt

St w(t) = S0 a(0) + 2 (1, w(6)) ()

gilt (man nennt dies auch die totale Ableitung von g entlang der Funktion x(t)). Mit

g(t,x) = L}_lf(t, x) gilt damit

d*ty d dix d ;4 d
di+1¢ (t) - % dit (t) - %Lf f(t,l‘(t)) - %g(ta'%(t))
dg 0g d

= E(t,x(t)) + %(t,x(t))%x(t)

_0Og Jg
= 5 (b)) + 5= (L w(t) f (¢, x(1))
= Lig(t,x(t) = LIL7'f(tz(t) =

also gerade (3.1).

L

i

f

f(t,2(t),

0

Die Idee der Taylor—Verfahren ist nun denkbar einfach: Wir verwenden die Taylor—Formel

und lassen den Restterm weg.

Definition 3.2 Das Taylor—Verfahren der Ordnung p € N ist gegeben durch

p i
Otz h) =+ ) %L}’lf(t, ).
i=1

3.2 Eigenschaften

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der Taylor—Verfahren an.
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Satz 3.3 Gegeben sei eine Differentialgleichung mit p—mal stetig differenzierbarem Vektor-
feld f : D — R™. Dann erfiillt das Taylor—Verfahren der Ordnung p die Lipschitzbedingung
und ist konsistent mit Konsistenzordnung p.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Lipschitzbedingung. Beachte, dass in der Formulierung
der Taylor—Verfahren partielle Ableitungen von f bis zur Ordnung p—1 auftreten. Jede der
auftretenden Funktionen L% ! f ist also ein weiteres mal stetig differenzierbar, woraus (mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung) folgt, dass fiir jede kompakte Menge K C D
Lipschitz—Konstanten L; > 0 existieren, so dass sz}_l f Lipschitz in x mit dieser Konstante
ist. Fiir die Funktion ® gilt also fiir alle h < 1 die Abschéitzung

p -
hZ

|®(t, z1,h) — (L, 22, h)|| < Ile—xalHZgLinl—wzll
i=1

p
21 — w2l + Y hLillwy — xal| = (14 Lh)|zy — o
=1

IN

mit

L:ZL,;.

=1
Dies ist gerade die gewiinschte Lipschitz—Bedingung.

Die Konsistenz sowie die behauptete Konsistenzordnung folgt direkt aus Satz 3.1. 1l

Bemerkung 3.4 Wenn alle auftretenden Ableitungen auf ganz D beschréinkt sind, so sind
auch die Konstanten in den Lipschitz— und Konsistenzabschitzungen unabhingig von K
giiltig, man erhélt also globale Fehlerabschatzungen. a

Beachte, dass das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 durch
O(t,z,h) =z + hL(}f(t,x) =z + hf(t,z).
gegeben ist, also gerade das Euler—Verfahren ist. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Ko-

rollar.

Korollar 3.5 Falls f einmal stetig differenzierbar ist, so ist das Euler—Verfahren konsistent
mit Konsistenzordnung p = 1.

Beweis: Das Taylor—Verfahren der Ordnung p = 1 ist gerade das Euler—Verfahren, das
also nach Satz 3.3 die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. 1l

Bemerkung 3.6 Mit einem direkten Beweis kann man die Konsistenzordnung p = 1 fir
das Euler—Verfahren auch beweisen, wenn f nur Lipschitz—stetig (in = und t) ist. Die
Beweisidee geht wie folgt: Zunéichst zeigt man, dass ||z(t + h) — z(t)|| < C1|h| fiir ein
C71 > 0 und alle hinreichend kleinen h ist; dies verwendet man dann, um

t+h
/t |f(rx(r)) — (b 2(t))ldr < Coh
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fiir ein Cy > 0 zu beweisen. Damit kann man schliefilich die Konsistenzordnung zei-
gen. o

Das Euler—Verfahren ist das einzige Taylor—Verfahren, bei dem keine Ableitungen des Vek-
torfeldes f auftreten. Das Auftreten der Ableitungen ist tatsichlich der Hauptgrund dafiir,
dass Taylor—Verfahren in der Praxis eher selten verwendet werden, da man dort Verfahren
bevorzugt, die ohne explizite Verwendung der Ableitung funktionieren (auch wenn symbo-
lische Mathematikprogramme wie z.B. MAPLE heutzutage zur automatischen Berechnung
der benotigten Ableitungen verwendet werden kénnen). Trotzdem gibt es Spezialanwen-
dungen, in denen Taylor—Verfahren verwendet werden: Fiir hochgenaue Numerik, bei der
Verfahren sehr hoher Ordnung (p > 15) benétigt werden, sind Taylor—Verfahren niitz-
lich, da sie systematisch fiir beliebige Konsistenzordnungen hergeleitet werden kénnen und
die auftretenden Konstanten (in der Lipschitzbedingung und der Konsistenzabschiitzung)
durch genaue Analyse der Ableitungen und Restterme exakt abgeschéitzt werden kénnen.

Eine der Hauptanwendungen der Taylor—Verfahren bzw. der Taylor—Entwicklung aus Satz
3.1 ist die Konsistenzanalyse beliebiger Einschrittverfahren. Hier gilt der folgende Satz.

Satz 3.7 Sei f: D — R" p—mal stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Einschrittverfahren
® : R x R™ x R, das p + 1-mal stetig differenzierbar ist. Dann besitzt ® genau dann die
Konsistenzordnung p € N, wenn die Bedingungen

i

P .
@J;@zzL?{ﬂLx)mrizlw.wp (3.2)

®(t,x,0) =2z und o

fiir alle (t,z) € D gelten.

Beweis: Es bezeichne @1, das Taylor-Verfahren der Ordnung p. Die Taylor-Entwicklung
von ® nach der Variablen h in h = 0 ist gegeben durch

O(t,z,h) = D(t,z,0) —I—Z ‘8h’ t z,0) + O(hPT1).

Sei nun (3.2) erfiillt. Dann liefert der Koeffizientenvergleich mit &7,
O(t,x,h) = Brp(t,z, h) + O(RPT)
Aus Satz 3.3 folgt daher
z(t+ hit,x) = &7, (t, 2, h) + O(hPTh) = ®(t, 2, h) + O(hPH),

was die Konsistenz zeigt.

Falls (3.2) nicht erfiillt ist, so gibt es (t,z) € D, so dass entweder ®(¢,z,0) # = gilt (in
diesem Fall setzen wir i* = 0) oder

®

" ®

S (2,0) # L ()
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fir ein ¢* € {1,...,p} gilt. Wenn wir <* minimal mit dieser Eigenschaft wiihlen, so folgt aus
dem Koeffizientenvergleich mit ®7,, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend
kleinen A > 0 die Ungleichung

|@(t, 2, ) — rp(t, 2, h)| > CH
gilt. Mit Satz 3.3 und der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir daher
|zt + h,t,z) — ®(t,z, h)|| > Ch'" — O(hPT) > Ch¥"

fiir geeignetes 0 < C < C und alle hinreichend kleinen h > 0, was der Konsistenz wider-
spricht. Also folgt die behauptete Aquivalenz. U

Mit diesem Satz kénnen wir die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren iiber-
priifen. Beachte, dass die Aussage iiber die Ordnung nur stimmt, wenn das Vektorfeld f
hinreichend oft differenzierbar ist. Verfahren mit hoher Konsistenzordnung verlieren diese
typischerweise, wenn das Vektorfeld der zu l6sendenden DGL nicht die nétige Differenzier-
barkeit besitzt!

Ein wesentlicher Nachteil dieses Satzes ist, dass die Ausdriicke Léc f(t,x) fur groBe i sehr
umfangreich und kompliziert werden. Hier kbnnen — wie bereits erwdhnt — symbolische
Mathematikprogramme wie MAPLE bei den Rechnungen helfen. Das folgende MAPLE Pro-
gramm berechnet die Ableitungen L° vf (t,z) fir i = 0,...,p. (Vor der Ausfithrung muss
der Variablen p natiirlich ein Wert zugevvlesen werden. )

> L[0]:=f(t,x);

> for i from 1 to p do

> L[i] := simplify(diff(L[i-1],t) + diff(L[i-1],x)*f(t,x));
> od;

Die Ausgabe fiir p:=3 ist

Ly = f{(t, x)
Ly = (aatf(t :c))—l—((%f(t, ) £(t, z)
2 2
Ly = (thf( >)+2(afatf(t’ x)) f(t, x)+(§$f(t, x))(gtf(t, z))
2

- (%f(t, ) £(t, 2)* + f(t, ) (%f(t, z))?

3 3 2
Ly = (aat?’f(t x))JrB(aaat2 f(¢, x)) (¢, x)+3(ajat f(¢, :c))(aat f(t, x))
0 02 & )
+ (%f(t, z)) (@f(t, z))+3 <m““ x)) (¢, x)
02 0 0 0
+3(a 5 (¢, @) 1(¢t, m)(&f(ta w))+(§f(t7 x))(%f(t, x))?
0 2 & 5
+518(t, @) (5 £(t, 0)) (55 1(t, @) + (55 £(¢ 2)) (k. @)
+4 (a—Qf(t x)) f(t x)z(gf(t x)) +f(t x)(gf(t z))3
0x2 ’ ox ’ oxr
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Diese Ausdriicke gelten fiir den skalaren Fall x € R, fiir hthere Dimensionen muss das
MAPLE-Programm erweitert werden.

Bemerkung 3.8 Man sieht, dass die Ausdriicke tatsichlich sehr uniibersichtlich werden;
ebenso ist das natiirlich bei den entsprechenden Termen der Einschrittverfahren. Eine Hilfe
hierfiir bietet ein Formalismus, der von dem neuseeldndischen Mathematiker J.C. Butcher
in den 1960er Jahren entwickelt wurde, und bei dem die auftretenden Ableitungen mittels
einer grafischen Reprisentierung in einer Baumstruktur iibersichtlich strukturiert werden.

O



Kapitel 4

Explizite Runge—Kutta—Verfahren

In diesem Kapitel kommen wir zu einer der wichtigsten Klassen von Einschrittverfahren,
zu denen z.B. das Euler— und das Heun—Verfahren gehoren.

4.1 Definition

Bei der Konstruktion des Heun—Verfahrens haben wir das Euler—Verfahren verwendet, um
einen Schitzwert fiir den unbekannten Wert x(¢;11) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese
Methode systematisch rekursiv anzuwenden, um zu Verfahren hoherer Konsistenzordnung
zu gelangen. Genau dies ist die Grundidee der Runge-Kutta—Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren iibersichtlich zu schreiben, benétigen wir einen ge-
eigneten Formalismus. Wir erldutern diesen am Beispiel des Heun—Verfahrens

®(t,z, h) =x+Z(f(t,:c)+f(t+h,x+hf(t,x))>.

Wir schreiben dieses nun als
kl = f(tv l‘)

kg = f(t+h,l‘+hk‘1)
1 1

Was zunéchst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich als
sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;—Terme hinzufiigen will. Dies ist gerade
die Schreibweise der expliziten Runge-Kutta—Verfahren.

Definition 4.1 Ein s—stufiges explizites Runge—Kutta—Verfahren ist gegeben durch

1—1
ki = f t+Cih,$+hZaijk‘j fﬁri:1,...,s
j=1

25
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O(t,z,h) = z+hY biki.
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. O

Die Koeffizienten eines Runge-Kutta—Verfahrens kénnen wir mittels

by C1 0
bo C2 a1 0

b=| b | R c=]| & [eR, A= a1 azx O € R¥*®
bs Cs Gs1 - - Ogs—1 0

kompakt schreiben. Konkrete Verfahren werden meist in Form des Butcher-Tableaus (oder
Butcher—Schemas)
C1
C2 | G21
€3 | az1 as2

Cs | s1 Qg2 "+ Ggs—1

bl b2 te bs—l bs

geschrieben, das wiederum auf J.C. Butcher zuriickgeht.

Einfache Beispiele solcher Verfahren sind das Euler—Verfahren (s = 1), das Heun—Verfahren
(s = 2) und das sogenannte klassische Runge—Kutta—Verfahren (s = 4), das von C. Run-
ge! und M. Kutta? entwickelt wurde, und dem die ganze Verfahrensklasse ihren Namen
verdankt. Diese Verfahren sind (von links nach rechts) gegeben durch die Butcher-Tableaus

0
1)1
21 2
1 1
0 210 3
0| 11 1[0 0 1
1 1 1 2 2 1
‘1 .55 56 5 o

Beachte, dass das Euler—Verfahren sowohl das einfachste Runge-Kutta—Verfahren als auch
das einfachste Taylor—Verfahren ist; es ist das einzige Verfahren, das in beiden Klassen
liegt, da alle Runge-Kutta—Verfahren per Definition ohne Ableitungen von f auskommen,
was gegeniiber den Taylor—Verfahren einen grofien Vorteil darstellt.

!deutscher Mathematiker, 1856-1927
2deutscher Mathematiker und Ingenieur, 18671944
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Es ist in diesem Zusammenhang interessant, den Aufwand des Heun—Verfahrens und des
Taylor—Verfahrens der Ordnung 2 z.B. fiir x € R zu vergleichen, die ja die gleiche Kon-
sistenzordnung besitzen. Beim Taylor—Verfahren der Ordnung 2 miissen in jedem Schritt

L(}f(t,x) = f(t,x) und

of

Lh(t2) = 9 t.0) + 2L 1,2)1(0.0)

ausgewertet werden, also 3 Funktionsauswertungen; beim Heun Verfahren miissen &y =
f(t,xz) und f(t + h,x + hki), also 2 Funktionen ausgewertet werden. Der Aufwand ist
folglich nur 2/3 so grof8. Dieser geringere Aufwand, der bei hoherer Konsistenzordnung noch
deutlicher ausfallt, ist typisch fiir Runge—Kutta—Verfahren, ein weiterer Vorteil gegeniiber
den Taylor—Verfahren.

Beachte, dass Runge-Kutta—Verfahren immer die Lipschitz—Bedingung erfiillen, wenn das
Vektorfeld f Lipschitz—stetig im Sinne des Eindeutigkeitssatzes 1.4 ist: Mittels Induktion
sieht man leicht, dass jede Stufe k; Lipschitz—stetig ist. Damit gilt dies auch fiir ihre Summe,
weswegen ® die gewiinschte Bedingung erfiillt.

4.2 Konsistenz

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Konsistenzeigenschaften der Runge-Kutta—Ver-
fahren iiber ihre Koeffizienten auszudriicken lassen. Das erste wichtige Resultat ist das
folgende Lemma.

Lemma 4.2 Ein explizites Runge-Kutta—Verfahren ist genau dann konsistent, wenn die

Bedingung
S
>t
=1
erfiillt ist.

Beweis: Beachte, dass ein Runge-Kutta—Verfahren von der Form

(t,x.h) = @+ hi(t, 2, h)

o(t,z, h) Zbk (t,z,h)

ist. Nach Lemma 2.6 ist das Verfahren also genau dann konsistent, wenn

o(t, z,0) Zbk:txo f(t,z)

ist. Aus Definition 4.1 folgt sofort, dass k;(t,x,0) = f(¢,z), also ist das Verfahren genau
dann konsistent, falls Y7 | b;f(t,x) = f(t, ), was fiir beliebige f dann und nur dann der
Fall ist, wenn »_> | b; = 1 ist. 0

Etwas schwieriger wird die Sache, wenn wir Aussagen iiber die Konsistenzordnung machen
wollen. Zunéchst wollen wir eine obere Schranke fiir die Konsistenz beweisen.
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Lemma 4.3 Fiir ein s—stufiges explizites Runge—Kutta—Verfahren ® mit Konsistenzord-
nung p gilt die Ungleichung p < s, d.h. die Konsistenzordnung ist maximal so grofl wir die
Stufenzahl.

Beweis: Wir wenden das Verfahren auf das Anfangswertproblem

an. Fiir die exakte Losung gilt hier

A h2 hs hs-i—l +2
h;0,1)=e"=14+h+ =+ + —+ —— +O(h°").
z(h;0,1) =e tht ot +S!+(8+1)!+0( )
Andererseits sieht man durch Induktion iiber 4, dass k;(0, 1,) € P;_1 ist, also ein Polynom
vom Grad < i —1 in h ist. Also ist ®(0,1,-) € P, weswegen in ®(0,1,h) kein Term der
Form ah®*! auftreten kann. Daher gilt fiir jede Konstante C' > 0 und hinreichend kleines
h > 0 die Abschéitzung

hs+1 1 -
h;0,1) — ®(0,1,h)|| > —— — O(h**?) > [ —— — C' ) B*F2 > Ch*H?
Jo(10,1) = 00,10 = 5 = 00 > (s =€) e = cner,
weswegen die Konsistenzordnung maximal s sein kann, also p < s gilt. U

Um nun genauere Aussagen iiber die Konsistenzordnung zu machen, empfiehlt es sich, die
zu betrachtenden Differentialgleichungen etwas zu vereinfachen: Wir wollen uns auf auto-
nome DGL einschrinken. Damit wir trotzdem Aussagen fiir allgemeine Probleme erhalten
konnen, iiberlegen wir uns zuerst, dass dies keine echte Einschrankung ist. Tatséchlich kann
man aus jeder Differentialgleichung

i(t) = f(t.2(t),  2(to) = o (4.1)

= (). fo= ()

(mit s € R) eine autonome Differentialgleichung

mittels

0 = Fu®). vt =m=( 3 ) (4.2

machen, fiir deren Losungen die Beziehung

y(t;to, yo) = < m(t;tf’%) ) (4.3)

gilt. Die urspriingliche Losung x(¢;tp, z¢) von (4.1) findet sich also gerade in den ersten
n Komponenten der n + 1-dimensionalen Losung y(t;to,y0) der autonomen Gleichung
(4.2) wieder. Mit anderen Worten kann jede DGL im R™ in eine autonome DGL im R™*!
umgewandelt werden, dieses Verfahren nennt man Autonomisierung. Beachte, dass die neue
DGL die Bedingungen des Eindeutigkeitssatzes nur dann erfiillt, wenn f Lipschitz—stetig
beziiglich z und t ist, was eine stérkere Forderung als die Lipschitz—Stetigkeit bzgl. x ist.
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Da wir diese Bedingung fiir unsere numerischen Aussagen aber sowieso immer benéGtigen
(meist nehmen wir ja sogar Differenzierbarkeit von f bzgl. x und ¢ an), stellt diese Annahme
fiir unsere numerischen Untersuchungen keine Einschriankung dar.

Wir betrachten nun die von einem Runge-Kutta—Verfahren ® erzeugten approximativen
Losungen #(t;) und g(t;) der Gleichungen (4.1) und (4.2). Unser Ziel ist es, uns bei der
folgenden Konsistenzordnungsanalyse auf autonome Gleichungen einzuschrianken. Damit
wir dabei trotzdem Resultate fiir allgemeine nichtautonome Gleichungen erhalten kénnen,
also die fiir (4.2) giiltigen Resultate auf (4.1) iibertragen kénnen, muss hier die zu (4.3)

analoge Beziehung
- Z(t;
i) = (7)) (44

gelten. Ein Runge-Kutta—Verfahren, das (4.4) erfiillt, wird invariant unter Autonomisie-
rung genannt. Nicht jedes Runge-Kutta—Verfahren ist aber invariant unter Autonomisie-
rung. Das folgende Lemma gibt die dafiir notwendige und hinreichende Bedingung an.

Lemma 4.4 Ein explizites Runge-Kutta—Verfahren ist genau dann invarant unter Auto-
nomisierung, wenn es konsistent ist und die Bedingung

i—1
C; = Zaij
j=1
fir i =1,...,s erfilllt ist.

Beweis: Wir bezeichnen das Verfahren fiir (4.1) mit ® und das Verfahren fiir (4.2) mit D,
die zugehorigen Stufen bezeichnen wir mit k; und K; = (k;, 0;)”. Das Verfahren ist genau
dann invariant unter Autonomisierung, wenn

B(t,z, h) = ( ‘I’itf}lh) ) (4.5)

gilt, da sich (4.4) dann mittels Induktion iiber i ergibt. Wegen
~ x+hY5 bz’iﬁ ®
B(t,z,h) = Lii und  ®(t,z,h) =z +hY _ bik;
t+hd;_ | bib; i1
gilt (4.5) genau dann, wenn
]%i:ki und t—i-thiHi:t-i-h (4.6)
i=1
erfiillt ist. Fiir k; und 6; gilt gerade

(k: ) _ ( F(t+ it aits, 4+ b 20 ayh; ) )

0; 1

Wegen k; = f <t +cih, x +h Z j=1Gijk ) und 60; = 1 ergibt sich, dass die erste Gleichung

in (4.6) genau dann gilt, wenn ¢; = 247!

=1 Gij gilt. Wegen 6; = 1 gilt die zweite Gleichung
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in (4.6) genau dann, wenn t +hYy_;_; b; =t + h erfiillt ist, also wenn 7, b; = 1 ist, was
gerade dquivalent zur Konsistenz ist. U

Auf Basis dieses Lemmas konnen wir uns also im Folgenden auf autonome DGL ein-
schranken, wenn wir Verfahren betrachten, die die Bedingung von Lemma 4.4 erfiillen.
Dies hat den Vorteil, dass sich der Differentialoperator L} zu

Lig(x) = (jgcg@)) i)

vereinfacht, was die Taylorentwicklung deutlich iibersichtlicher macht. Dies wird im folgen-
den Satz ausgenutzt.

Satz 4.5 Betrachte ein Runge-Kutta—Verfahren, das die Bedingung aus Lemma 4.4 erfiillt.
Dann gilt fiir alle Vektorfelder f € CP(D,R"):

(i) Das Verfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 1, wenn die Gleichung

Zbizl

i

gilt.
(ii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusétzlich zu (i) die Glei-
chung
Z biCi =1 / 2
(2
gilt.
(iii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusétzlich zu (i), (ii) die
Gleichungen
Zblcg = 1/3, Zbiaijcj = 1/6
i ij
gelten.

(iv) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusétzlich zu (i)—(iii) die
Gleichungen

Zbic? = 1/4, Zbiaijcicj = 1/8
7 i

Zbiaijc? = 1/12, Z biaijajkck = 1/24
ij

ijk
gelten.
Hierbei laufen die Summations—Indizes in den Grenzen ¢ = 1,...,s, 7 =1,...,2— 1 und
k=1,...,5—1.

Beweis: Die Gleichung ergeben sich aus der Bedingung (3.2), wobei die fiir p € N angege-
benen Gleichungen gerade dquivalent zu der Bedingung
PP

i (@ 0) =L f(=) (47)
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aus (3.2) sind. Fir p = 1 ergibt sich die angegebene Gleichung dabei aus den gleichen
Rechnungen wie im Beweis von Lemma 4.2.

Wir zeigen die Behauptung hier exemplarisch fiir p = 2, die hoheren Ordnungen folgen mit
der gleichen Beweistechnik, allerdings mit aufwéndigeren Rechnungen.

Wir zeigen also, dass die in (ii) angegebene Gleichung dquivalent zu (4.7) fiir p = 2 ist. Die
zweite Ableitung von ® = x + hy nach h ist gerade

DD 0 0 0 0
a2 = ahon @) = zm(“”*hah )
0?2 0 0?
= ottt gt = gpe Thgnt

In h = 0 ergibt sich damit

0’® 0 °
e (2,0) = ah(p QZb Zaw <m x > f(z).

Andererseits ist die Ableitung L1 f (x) gerade durch

L) = (4:) £

gegeben ist. Damit diese Ausdriicke fiir alle f(x) iibereinstimmen, muss also gerade
s i—1
>3 0wy =
i=1  j=1

gelten, was wegen der angenommen Autonomieinvarianzbedingung
i—1
C; = E a,-j
Jj=1

genau dann der Fall ist, wenn die Gleichung aus (ii) erfiillt ist. U

Diese Gleichungen an die Koeffizienten werden Bedingungsgleichungen genannt. Wie kom-
plex das Problem des Aufstellens der Bedingungsgleichungen fiir grofle p wird, zeigt die
folgende Tabelle, die die Anzahl der Gleichungen fiir gegebenes p angibt.

Konsistenzordnung p

1 4 5 6 7 8 9 10 20
1 8

2 3
Anzahl Bedingungsgl’en ‘ 2 4 17 37 85 200 486 1205 20247374
Nicht nur das Aufstellen, auch das Losen dieser (nichtlinearen!) Gleichungssysteme wird
ziemlich komplex. Hier kommt wieder das in Bemerkung 3.8 bereits erwiahnte grafische
Verfahren von Butcher ins Spiel. Mit diesem Verfahren koénnen die einzelnen Terme der
L’J} f—Ableitungen ebenso wie die Terme der Ableitungen von ® mittels einer Baumstruktur
grafisch dargestellt werden. Dieses Verfahren erlaubt eine Einsicht in die Struktur dieser

riesigen nichtlinearen Gleichungssysteme, womit es gelungen ist, die Gleichungen bis p = 10
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(ohne Computerhilfe) zu 16sen. Eine wichtige Rolle spielt dabei natiirlich die Stufenzahl
s der betrachtetem Verfahren. Insbesondere ist hierbei wichtig, wie viele Stufen s man
zur Realisierung einer gegebenen Konsistenzordnung p benétigt. Die folgende Tabelle gibt
die ebenfalls durch Butcher (in den Jahren 1964-1985) berechneten bekannten minimalen
Schranken an.

8 >9
11 >p+3

Konsistenzordnung p ‘

1 2 3 4 5 6 7
minimale Stufenzahl s ‘ 1 2 3 4 6 7 9
Der Eintrag fiir p > 9 bedeutet nicht, dass fiir jedes p > 9 ein Verfahren mit s = p + 3
Stufen bekannt ist, sondern dass es kein Verfahren mit weniger Stufen geben kann. Fiir
p = 10 wurde 1978 von E. Hairer ein Verfahren mit s = 17 Stufen angegeben, das sich
im Guinness—Buch der Rekorde findet. Moglichst wenig Stufen zu verwenden ist allerdings
nicht das einzige Qualitdtsmerkmal fiir Runge-Kutta—Verfahren, oftmals spielen andere

Kriterien eine wichtigere Rolle. Wir kommen spéter darauf zuriick.



Kapitel 5

Implizite Runge—-Kutta—Verfahren

5.1 Definition

Bisher haben wir Runge—Kutta—Verfahren betrachtet, bei denen die Koeffizientenmatrix
die Form

0
asi 0
A= a31 az O c R3%s
a/sl “ e RS a578—1 0

hatte. Es stellt sich nun die Frage, was passiert, wenn wir hier “volle” Matrizen der Form

aip -+ Qs
A= : : € R%*¢

as1 -+ Qgs

zulassen. Zunéchst einmal kénnen wir auch mit solchen Koeffizienten ganz formal durch
Erweiterung von Definition 4.1 wieder Runge-Kutta—Verfahren definieren.

Definition 5.1 Ein s—stufiges implizites Runge—Kutta—Verfahren ist gegeben durch

ki = f t—i—Cz’h,w—&-hZaijkj firi=1,...,s

j=1
O(t,a,h) = x+hY bk
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. o

Der Grund fiir den Namen implizites Verfahren liegt darin, dass die Definition der k; nun
keine “Zuweisung” mehr ist, sondern ein s—dimensionales nichtlineares Gleichungssystem

33
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bildet, dessen Losung gerade der Vektor kT = (kI',... kI') € R®™ ist. Die Werte k; € R"
sind also implizit definiert.

Das einfachste Verfahren dieser Klasse ist durch das Butcher—Tableau

1|1
1

gegeben. Ausgeschrieben lautet es
ki = f(t+ h,x+ hky), @(t,x,h) =2+ hky,
die dadurch erzeugt Gitterfunktion ist rekursiv gegeben durch
T(tiv1) = T(t:) + h f (titr, T(tiv1))-

Dieses Verfahren heifit implizites Euler—Verfahren und besitzt genau wie sein explizites
Gegenstiick die Konsistenzordnung p = 1. Beachte, dass hier tatséchlich in jedem Schritt
ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden muss. Implizite Runge—Kutta—Verfahren
mit Konsistenzordnung p = 2 sind z.B. die implizite Mittelpunktregel oder die implizite
Trapezregel, die durch

bzw.

gegeben sind.

Wir werden spéter sehen, dass implizite Verfahren fiir manche Differentialgleichungen ge-
geniiber den expliziten Verfahren deutliche Vorteile besitzen. Zunéchst wollen wir uns aber
Gedanken dariiber machen, wie solch ein implizites Verfahren implementiert werden kann,
d.h., wie wir das nichtlineare Gleichungssystem zur Berechnung der k; 16sen kénnen.

5.2 Losbarkeit und Implementierung

Zunichst einmal gibt es manchmal die M6glichkeit, die entstehenden Gleichungen per Hand
in explizite Form zu bringen. Betrachten wir z.B. das implizite Euler—Verfahren angewendet
auf die eindimensionale DGL

z(t) = Ax(t),

so erhalten wir
ki = f(t + h,x+ hk‘l) = )\(l' + hkﬁl) = \x + hAk1,

woraus fiir hinreichend kleine h die Gleichung

B AT
1 —h\

ky
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folgt.

Oft kommt man mit dieser Strategie aber nicht weiter, wir miissen das entstehende Glei-
chungssystem

k= F(k)
mit
ky f (t +eh,z+hy 5 aljkj)
k= : eR*™ und F(k)= :
ks f (t +eoh, w+h Y5 asj/-cj)

also numerisch 16sen.

Eine einfache Moglichkeit hierzu beruht auf der Tatsache, dass f nach Voraussetzung
Lipschitz—stetig mit Konstante L ist. Hieraus folgt sofort, dass auch die Abbildung F
Lipschitz—stetig mit Konstante hL ist. Falls hL =: K < 1 ist, folgt damit

IF (k') = F(R*)|| < K|k — K]

so dass F' eine Kontraktion ist, weswegen der Vektor k£ mittels der aus der Einfithrung in
die Numerik bekannten Fixpunktiteration

kUHD = F (k) (5.1)

berechnet werden kann. Als Startwert fiir diese Iteration empfiehlt es sich, im ersten Schritt
kgo) = f(t+c¢;h,z) und in den folgenden Schritten den Wert von k aus dem vorhergehenden
Schritt zu verwenden. Ein geeignetes Abbruchkriterium ergibt sich wie in der Einfiihrung
in die Numerik diskutiert aus dem Banach’schen Fixpunktsatz: Die Iteration wird so lange
durchgefiihrt, bis

160D — k0| < e
fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ ist, damit ist dann die Genauigkeit

hL

KU — | <
| Is1—57¢

garantiert, wobei k* die exakte Losung bezeichnet. Als Letztes miissen wir uns noch iiber-
legen, wie ¢ gewihlt werden sollte. Damit das Verfahren

O(t,z,h) =z +hY bk

i=1

den Konsistenzfehler O(hP*!) einhilt, sollte ||kU+1) — k*|| < goh? fiir ein g9 > 0 gelten.
Damit diese Schranke eingehalten wird, muss

hL
1—-hL

e < goh?

gelten, was fiir kleine h gerade durch die Wahl ¢ = ggh?~! garantiert wird. Das Abbruch-
kriterium héngt fiir p > 2 also von der Schrittweite h ab.
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Die Iteration (5.1) wird auch Gesamtschrittiteration genannt. Eine einfache Modifikation
dieser Iteration ist die Einzelschrittiteration, die durch die Vorschrift

i—1 s
KD = f (t teih, o+ h Y agk™ + hZailkl(”) , i=1,...,s (5.2)
=1 =1

gegeben ist. Dies ist ein dhnlicher Trick, wie wir ihn in der Einfithrung in die Numerik beim
Ubergang vom Jacobi— zum GauB-Seidel-Verfahren angewendet haben: Wir verwenden die
bereits bekannten Werte k:{“, . ,kijll der j + 1-ten Iteration bei der Berechnung von
ki 1 Im Allgemeinen konvergiert die Einzelschrittiteration (5.2) etwas schneller als die
Gesamtschrittiteration (5.1).

Falls die Lipschitz—Konstante L des Vektorfeldes grof ist, werden bei diesen Fixpunkt-
iterationen sehr kleine Zeitschrittweiten h > 0 benétigt, um die Kontraktionsbedingung
K = hL < 1 sicher zu stellen. In diesem Falle konnen andere Verfahren vorteilhaft sein.
So kann man das Problem k = F(k) in ein geeignetes Nullstellenproblem umwandeln, z.B.
mittels 0 = G(k) := k — F(k) (es gibt weitere, u.U. numerisch giinstigere dquivalente Null-
stellenprobleme, vgl. [2], Abschnitt 6.2.2). Wenn man nun die Ableitung DG ausrechnen
kann, die sich aus der Ableitung 0/0xf(x) ergibt, so ist das Newton—Verfahren sehr gut
geeignet, da man mit k& aus dem vorhergehenden Schritt bzw. mit k; = f(¢ + ¢;, ) einen
guten Startwert fiir das (ja nur lokal konvergente) Newton—Verfahren besitzt.

Zusammenfassend fithrt dies auf den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.2 (Lésung eines Anfangswertproblems mit implizitem Runge—
Kutta—Verfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (g, z¢), Endzeit T', Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —t9)/N, Tp = xo
(2) Fir i =0,...,N — 1:
(2a) Berechne t;11 = t; + h und 16se das nichtlineare Gleichungssystem k = F'(k)
(2b) Berechne %11 := ®(t;, 25, h) = &; + hZ;Zl bik;
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in to,...,tN o

Die Analyse impliziter Runge—Kutta—Verfahren ist im Vergleich zu den expliziten Verfahren
komplizierter, da die Ableitungen von ® (mit denen man sowohl die Konsistenz gemif
Satz 3.7 als auch die Lipschitz—Bedingung iiber die Ableitung nach x iiberpriifen kann) mit
Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen berechnet werden miissen. Die Grundideen der
Beweise sind aber gleich und die resultierenden Bedingungsgleichungen sind identisch zu
denen in Satz 4.5, weswegen wir die technischen Details hier nicht vertiefen wollen.

Bemerkung 5.3 Fiir explizite Runge—Kutta—Verfahren haben wir in Lemma 4.3 gesehen,
dass die Stufenanzahl s eine obere Schranke fiir die Konsistenzordnung p bildet, also immer
p < s gilt. Fiir implizite Verfahren ist die Schranke nicht ganz so strikt: Fiir ein s—stufiges
implizites Runge-Kutta—Verfahren ® mit Konsistenzordnung p gilt die Ungleichung p < 2s,



5.2. LOSBARKEIT UND IMPLEMENTIERUNG 37

d.h. die Konsistenzordnung ist maximal zwei mal so grofl wie die Stufenzahl. Zum Beweis
dieser Aussage wenden wir das Verfahren wieder auf das Anfangswertproblem

mit exakter Losung e! an. Man kann nun zeigen, dass die numerische Lésung von der Form
®(0,1,h) = P(h)/Q(h)

fiir zwei Polynome P,Q € P, mit Q # 0 ist. Falls nun ®(0,1,h) — " = O(h%*+?) gilt,
so folgt auch P(h) — Q(h)e" = O(h?**2). Mittels Induktion iiber s zeigt man dann, dass
dies nur fiir P = @ = 0 gelten kann, was ein Widerspruch zu @ # 0 ist. Also kann
®(0,1,h) — e = O(h?*+2) nicht gelten, weswegen im besten Fall ®(0, 1, ) — e = O(h?*+1)
sein kann, also p < 2s. a

Waihrend es bei expliziten Runge-Kutta—Verfahren sehr schwierig ist, Verfahren fiir grofie
p zu konstruieren, lisst sich die maximale Konsistenzordnung p = 2s bei impliziten Ver-
fahren relativ leicht realisieren. Wiederum auf Butcher geht ndmlich die Familie der Gauf—
Verfahren zuriick, bei denen sich die Koeffizienten durch Nullstellen der Legendre-Polynome
(dhnlich wie bei der Gaufi-Quadratur) ermitteln lassen und die eine Familie von impliziten
Verfahren mit p = 2s bildet. Fiir Details siehe Abschnitt 9.2.
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Kapitel 6

Steife Differentialgleichungen

Steife Differentialgleichungen sind eine Klasse von Differentialgleichungen, die mit expli-
ziten Verfahren nur schwer zu 16sen sind. Sie bilden die Hauptmotivation dafiir, implizite
Verfahren zu betrachten und zu verwenden. Leider ist es nicht ganz leicht, einer Differenti-
algleichung anzusehen, ob sie “steif” ist; es ist nicht einmal leicht, diese Eigenschaft formal
zu definieren. Vielleicht ist die informelle Beschreibung “mit expliziten Verfahren schwer
zu losen” bereits die beste mogliche Definition. Wir wollen aber trotzdem versuchen, diese
Eigenschaft etwas zu formalisieren und gewisse Kriterien herausarbeiten, an denen man
erkennen kann, ob man es mit einer steifen DGL zu tun hat.

Wir wollen dazu zunéchst den Begriff “schwer zu 16sen” etwas genauer fassen. Aus Satz
2.7 wissen wir, dass fiir allgemeine Einschrittverfahren mit Konvergenzordnung p > 0 die
Abschétzung der Form

|Z(t;) — x(t;)|| < CERP

fiir alle hinreichend kleinen h > 0 gilt, wobei E > 0 aus der Konsistenzbedingung stammt
und
€ = +(exp(L{ti ~ o)) ~ 1)

von der Konstanten L der Lipschitzbedingung sowie von der Grofle des Zeitintervalls T — ¢
abhéngt. Eine Differentialgleichung ist nun schwer zu lésen, wenn CFE eine sehr grofle
Konstante ist oder wenn die Abschitzung fiir ||Z(¢;) — x(¢;)|| nur fiir sehr kleine h > 0
gilt. Was “sehr groff” bzw. “sehr klein” in diesem Zusammenhang bedeutet, hingt im
Wesentlichen davon ab, wieviel Zeit man in die Berechnung der Losung investieren méchte
und wie kleine Zeitschritte man noch zulassen moéchte. Eine genaue Schranke kann man —
dhnlich wie bei der Frage “wann ist ein Problem schlecht konditioniert?” — nicht angeben.

Sicherlich muss man damit rechnen, dass eine Differentialgleichung schwer zu l6sen ist,
wenn sie schlecht konditioniert ist. Steife Differentialgleichungen zeichnen sich nun dadurch
aus, dass sie mit expliziten Verfahren schwer zu l6sen sind, obwohl sie gut konditioniert
sind. Dass dies tatséchlich passieren kann, wollen wir an einem bereits bekannten Beispiel
illustrieren: Wir betrachten wieder die 1d DGL

(t) = Az (t)

39
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mit A € R. Fiir diese Gleichung hatten wir gesehen, dass sie die Kondition

K = eMt=to),
besitzt und deswegen fiir ¢ >> ty und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da x ~ 0 ist. Wir
wollen die exakte Losung x(t; zo) = e*Mxq dieser Gleichung fiir A << 0 mit der numerischen
Approximation durch das Euler—Verfahren vergleichen. Diese Approximation ist gegeben
durch

I(tiv1) = Z(t;) + hAZ(L) = (1 + hA)Z(L:).

Durch Induktion sieht man leicht, dass die Euler-Losung fiir ¢; = hi damit gerade durch
Tl'(tz) = (1 + h)\)il'o

gegeben ist. Fiir kleine A < 0 konvergiert die exakte Losung z.B. mit Anfangswert zyp = 1
sehr schnell gegen 0. Damit die Euler—Losung eine verniinftige Approximation darstellt,
sollte diese also auch gegen Null streben. Damit dies passiert, muss |1 + hA| < 1 sein, was
fiir negative A genau dann der Fall ist, wenn |h\| < 2, also

h < 2/|)|

ist. Z.B. fiir A = —10000 miissen wir den Zeitschritt h < 1/5000 w#hlen, um iiberhaupt
eine halbwegs sinnvolle Approximation zu erhalten und das, obwohl die Gleichung sehr gut
konditioniert ist.

Zum Vergleich betrachten wir nun das implizite Euler—Verfahren, das durch

T (t;)

i’(ti+1) = i‘(tz) + h)\(i‘(tzurl) = :f(tzurl) = 1=\

gegeben ist. Die approximierte Losung ist also

Sy 1
ﬂ?(tl) = ml’o.

Hier strebt die Losung genau dann gegen Null, wenn [1/(1 — h\)| < 1 ist, also wenn
|1 — hA| > 1 ist. Da A < 0 ist, ist diese Bedingung fiir sdmtliche Zeitschritte h > 0
erfiillt, die Losung konvergiert also fiir alle Zeitschritte gegen Null und stellt damit eine
sinnvolle Approximation dar. Abbildung 6.1 zeigt die exakte Losung sowie die numerischen
Approximationen fiir A = —100 fiir verschiedene Zeitschritte.

6.1 Stabilitat

Fiir die 1d-Gleichung #(¢) = Az (t) kénnen wir also sagen, dass sie steif ist, wenn A < 0 und
|A| grof3 ist. Wir wollen dieses Kriterium auf eine grofiere Klasse von Differentialgleichungen
verallgemeinern.

Wir betrachten dazu die Klasse der linearen zeitinvarianten DGL, die gegeben ist durch

@(t) = Ax(t), (6.1)
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Abbildung 6.1: Exakte Losung (durchgezogen), explizite Euler-Losung (gepunktet) und
implizite Euler-Losung (gestrichelt) fir @(t) = \z(t), z(0) =1, A = =100

wobei z(t) € R™ und A € R™"™ ist. Die Idee, diese Klasse von Differentialgleichungen zu
betrachten, geht auf Germund Dahlquist' zuriick. Fiir solche Gleichungen sind die durch
ein Runge—Kutta—Verfahren erzeugten approximativen Losungen stets von der Form

B(tiyr) = AZ(t;) (6.2)

fiir ein A € R™ ", Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall Aquidistanter
Zeitschritte h; = h und to = 0, woraus sich ¢; = hi ergibt. Eine Gleichung der Form (6.2)
wird lineare zeitinvariante Differenzengleichung genannt. Wir bezeichnen die Losungen von
(6.2) mit £(0) = xo mit Z(t; o), wobei t € R ein Vielfaches von h ist. Offenbar gilt gerade
Z(hi; mo) = Alay.

Fiir das explizite Euler—Verfahren gilt z.B. A=1d+ hA, wahrend fiir das implizite Euler—
Verfahren A = (Id — hA) ™! gilt, wobei Id € R™*" die Einheitsmatrix bezeichnet. Genauer

beschreibt das folgende Lemma, wie A und A zusammenhéngen.

Lemma 6.1 Fiir jedes s—stufige Runge—Kutta—Verfahren lésst sich die Matrix Ain (6.2)
als

A = R(hA)

!schwedischer Mathematiker, 1925-2005
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schreiben, wobei R eine von h unabhingige Funktion ist. Fiir explizite Runge-Kutta—
Verfahren ist R ein Polynom vom Grad < s, fiir implizite Verfahren ist R eine rationale
Funktion, d.h. eine Funktion der Form R(z) = P(2)Q(z)~!, wobei P und @ wieder Poly-
nome vom Grad < s sind.

Beweis: Es seien a;; und b; die Koeffizienten des Verfahrens. Dann gilt fiir die Stufen k;
bei Anwendung auf (6.1) die Beziehung

hki = hAz + ) a;jhAhk;
j=1

wobei wir beim expliziten Verfahren die Konvention a;; = 0 fiir j > ¢ machen. Im expliziten
Fall folgt per Induktion, dass jedes hk; ein Polynom in hA vom Grad < 7 ist und linear in
x ist. Damit ist ®(¢,z,h) = x + Y b;hk; ein Polynom vom Grad < s in hA und linear in
x, also gerade von der behaupteten Form.

Im impliziten Fall erhalten wir

hki = aijhAhk; | = hAx
j=1

fiiri = 1,...,s. Der n-s—dimensionale Vektor k = (k7 ,..., k)T ist also gerade die Losung
eines n - s—dimensionalen linearen Gleichungssystems, dessen Matrix affin linear von A und
dessen rechte Seite linear von A und z abhéngt. Durch Auflésen dieses Gleichungssystems
sieht man (nach lénglicher Rechnung, die wir hier nicht durchfithren wollen), dass sich die
k; als

hki = Pi(hA)Q(hA) 'z

schreiben lassen, wobei die P, und @) Polynome vom Grad < s sind. Damit ist auch ®

wegen
O(t,x,h) = x4+ bihk
= 24> biP(hA)Q(hA) 'z
= (@A) + Y biP(hA)) Q) e
= P(hA)Q(hA) 1z
von der behaupteten Form. U

Bemerkung 6.2 (i) Das Wichtige an der soeben bewiesenen Struktur ist, dass die Abbil-
dung R Eigenwerte von hA auf Eigenwerte von R(hA) abbildet. Mit anderen Worten ist
A € C genau dann ein Eigenwert von hA, wenn R(A) € C ein Eigenwert von R(hA) ist.
Dies werden wir im Beweis von Lemma 6.6 beweisen.

(ii) Aus dem Gleichungssystem des obigen Beweises kann man eine explizite Formel fiir
R(hA) berechnen, die aber recht kompliziert ist. Da wir spéter allerdings nur betrachten
werden, wie Eigenwerte unter der Abbildung R abgebildet werden, reicht es aus, die Funk-
tion R fiir komplexwertige Argumente z € C explizit zu kennen. Wenn wir die Koeffizienten
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des Verfahrens mit A = (a;j);i j=1,..s und b = (b1, ..., bs)T bezeichnen, so kann man hierfiir
den expliziten Ausdruck

R(z) =1+ 2b"(1d — zA) " 'e

mit e = (1,...,1)” € R® berechnen. Fiir komplexe Argumente wird die Funktion R : C — C
als Stabilitatsfunktion des Verfahrens bezeichnet.

Z.B. ergeben sich fiir das explizite Euler—Verfahren R(z) = 1 + z, fiir das implizite Euler—
Verfahren R(z) = (1 — 2)~! und fiir die implizite Trapezregel aus Kapitel 5 R(z) = (1 +
2/2)/(1 = z/2). o

Wie im obigen eindimensionalen Fall wollen wir speziell Losungen betrachten, die gegen
Null streben und untersuchen, fiir welche Zeitschritte die numerische Approximation dieses
Verhalten widerspiegelt. Dazu verwenden wir die folgende Definition.

Definition 6.3 Eine Differentialgleichung (6.1) bzw. eine Differenzengleichung (6.2) heif3t
(global) exponentiell stabil, falls Konstanten c¢,o > 0 existieren, so dass fiir alle Anfangs-
werte xg € R™ die Ungleichung

|z(t; 20)|| < ce™ || zo]| fiir alle ¢ > 0

bzw.
& (t; 20)|| < ce™ ||zl fiir alle t = ih >0

gilt. a

Fiir die obigen Gleichungstypen (6.1) und (6.2) kann man zeigen, dass sie genau dann expo-
nentiell stabil sind, wenn alle Losungen gegen Null konvergieren. Die spezielle exponentielle
Abschatzung ergibt sich dann aus der Linearitéit der Gleichungen.

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir eine exponentiell stabile Differentialglei-
chung der Form (6.1) steif, wenn fiir explizite Verfahren ein sehr kleiner Zeitschritt notig ist,
damit die durch das Verfahren erzeugte Differenzengleichung (6.2) ebenfalls exponentiell
stabil ist.

Um nun zu sehen, wie man anhand der Matrix A die Steifheit erkennen kann und zu verste-
hen, warum implizite Verfahren hier Vorteile haben, brauchen wir ein geeignetes Kriterium
fiir exponentielle Stabilitdt. Gliicklicherweise muss man nicht alle Losungen kennen, um zu
entscheiden, ob exponentielle Stabilitédt vorliegt; man kann diese Eigenschaft anhand der
Matrizen A bzw. A erkennen, wie der folgende Satz zeigt. Hierbei bezeichnet (z) = a den
Realteil und |z| = va? + b? den Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib € C.

Satz 6.4 (i) Die Differentialgleichung (6.1) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir
alle Eigenwerte \; von A die Ungleichung R(\;) < 0 gilt.

(ii) Die Differenzengleichung (6.2) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir alle Eigen-
werte A; von A die Ungleichung |\;| < 1 gilt.
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Beweisskizze: Wir beweisen Teil (ii) unter der Annahme, dass A diagonalisierbar ist (der
Beweis von (ii) im nicht—diagonalisierbaren Fall funktioniert genauso, ist aber technischer;
der Beweis von (i) ist &hnlich, verlangt aber weitere Kenntnisse iiber die Losungsstruktur
von (6.1), auf die wir hier nicht eingehen kénnen).

Falls A diagonalisierbar ist, so existiert eine Koordinatentransformationsmatrix T° € R™*",

so dass
A1

L A
TLAT = A = 2

An
ist, wobei die \; gerade die Eigenwerte von A sind. Fiir die Losung Z(hi;zp) gilt dann
gerade

i(ih;xo) = gi(l}o

= (TAT Yz
= TAT .
Sei nun o = max; [A;| < 1. Wenn wir y = (y1,...,yn)? = T aq setzen, so folgt
~liy1
ANy=|
At

und damit ||Aly|| < o'||y|. Mit o = —In(«)/h > 0 und ¢t = hi folgt
1A%y < ey
und damit
12 (s o)l < [ITlle™ 1T~ zoll < e | TUNIT ™ lzoll = ce™" |0l
mit ¢ = ||T[[|771].
Sei umgekehrt |5\]] > 1 fiir ein j und sei zg ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
1Z(t; 20)l| = [ A2oll = [XS][lzoll = [|oll
fiir alle ¢ = ih > 0, weswegen (6.2) nicht exponentiell stabil ist. U

Wir bezeichnen mit
Y(A) = {\i| A ist Eigenwert von A}

die Menge aller Eigenwerte, das sogenannte Spektrum von A.

Fiir die Differentialgleichung muss damit gerade
Y(A)cC :={2€C|R(2) <0}

gelten, damit exponentielle Stabilitéit vorliegt. Ein Eigenwert A\; € C~ wird dabei als stabiler
Figenwert bezeichnet. Analog muss fiir die numerische Approximation (6.2)

Y(A) C B1(0):={z€C]||z| < 1}

gelten, damit exponentielle Stabilitét vorliegt.
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6.2 Stabilitidtsgebiet und A-Stabilitat

Zu kléren bleibt die Frage, welche Bedingung A aus (6.1) erfiillen muss, damit (6.2) fiir die
Matrix A = R(hA) exponentiell stabil ist. Sicherlich hingt dies vom verwendeten Verfahren
und vom Zeitschritt ab. Hierzu verwenden wir die folgende Definition. Beachte dabei, dass

Y(A)cC < X(hA)CC fiuralleh>0
gilt, da A; genau dann ein Eigenwert von A ist, wenn h)\; ein Eigenwert von hA ist.
Definition 6.5 (i) Das Stabilititsgebiet S C C eines Runge-Kutta-Verfahrens mit Stabi-

litdtsfunktion R ist definiert als die maximale Teilmenge der komplexen Zahlen, fiir die fiir
alle A € R™"™ und alle h > 0 die Folgerung

Y(hA) S = X(R(hA)) C B1(0)

gilt. Mit anderen Worten ist S gerade die Menge von Eigenwerten \;, die hA aus (6.1)
annehmen darf, damit (6.2) mit A = R(hA) exponentiell stabil ist.

(ii) Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit A-stabil, falls
cC cs
gilt bzw., dquivalent dazu, falls die Folgerung
Y (hA) cC™ = X(R(hA)) C B1(0)

gilt. a
Die Interpretation von (i) ist wie folgt: Zur korrekten numerischen Approximation einer
exponentiell stabilen Gleichung muss die Schrittweite h > 0 so gew&dhlt werden, dass die
Eigenwerte von hA in S liegen. Je besser S die Menge C~ ausschopft, desto geringer
sind die Anforderungen an die Schrittweite; im Falle der A-Stabilitét gibt es {iberhaupt

keine Einschrinkungen der Schrittweite, die exponentielle Stabilitéit von (6.1) wird fiir alle
Zeitschritte h > 0 von (6.2) “geerbt”.

Das folgende Lemma zeigt, wie der Stabilitédtsbereich S berechnet werden kann.

Lemma 6.6 Gegeben sei ein Runge-Kutta-Verfahren mit Stabilitédtsfunktion R aus Be-
merkung 6.2. Dann ist der Stabilitdtsbereich gegeben durch

S=1{zeC||R(z)| < 1}.

Beweis: Zum Beweis der Behauptung zeigen wir zunéchst, dass fiir alle Matrizen B € R™*"
gilt: A; € C ist genau dann ein Eigenwert von B, wenn R();) ein Eigenwert von R(B) ist.

Sei C' € R™™™ eine beliebige Matrix mit Eigenwerten \;, ¢ = 1,...,p < n. Fiir ein Polynom

PC)=apld+anC+...+...a5C?
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sind die Eigenwerte von P(C) gerade die Eigenwerte P();) von C, was man am einfachsten
sieht, indem man P auf die Jordan—-Normalform J von C' anwendet. FEin Jordanblock J;
zum Eigenwert \; wird dabei auf eine obere Dreiecksmatrix mit P(\;) in der Diagonalen
abgebildet, die genau den einzigen Eigenwert P()\;) besitzt (lediglich die Vielfachheiten
kénnen sich u.U. &ndern). Hierbei sind Eigenvektoren von C wieder Eigenvektoren von
P(C).

Fiir die Inverse C~! ist sind die Eigenwerte gerade 1/); und fiir ein Produkt zweier Matrizen
mit gleichen Eigenvektoren sind die Eigenwerte gerade die Produkte der Eigenwerte.

Also folgt, dass die Eigenwerte von R(B) = P(B)Q(B)! gerade die Produkte der Eigen-
werte P()\;) und Q(\;)™!, also P(\)Q()\;)~! sind.

Weil R also Eigenwerte von hA auf Eigenwerte von R(hA) abbildet, gilt ¥(R(hA)) =
R(X(hA)) und damit

Y(R(hA)) C B1(0) < R(X(hA)) C B1(0)
< |R(\;)| < 1 fiir alle Eigenwerte A; von hA.

Fiir alle Matrizen hA mit X(hA) C {z € C||R(z)| < 1} gilt also 3(R(hA)) C B1(0), woraus
wegen der Maximalitdt von S die Inklusion {z € C||R(z)| < 1} C S folgt. Andererseits
gilt fir jedes z € C mit |R(z)| > 1 und die 1 x 1-Matrix A = (z) sowie h = 1, dass
{z} = X(hA) ¢ S. Also folgt die behauptete Gleichheit. U

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die Stabilitéitsbereiche nun bestimmen. Fiir das explizite
Euler—Verfahren mit R(z) = 1 + z gilt

IR(z)|<1 & |[14+2z2|<1

also ist S = {z € C||1+4 2| < 1} = B1(—1), also gerade der offene Ball mit Radius 1 um —1.
Der Zeitschritt muss also so klein gewahlt werden, dass fiir alle Eigenwerte die Bedingung
hA; € Bi(—1) erfiillt ist.

Abbildung 6.2 zeigt die Stabilitdtsbereiche einiger expliziter Runge-Kutta-Verfahren mit
den Ordnungen p = 1,...,4. Man sieht, dass der Stabilitétsbereich S fiir wachsende Kon-
sistenz grofler wird, allerdings die Menge C~ bei weitem nicht ausschopft. Im Falle be-
tragsméBig grofler Eigenwerte A; erhélt man fiir all diese Verfahren starke Einschrinkungen
bei der Wahl der Zeitschritte.

Beachte, dass bei mehrdimensionalen Problemen nicht unbedingt der Realteil eines Eigen-
wertes betragsmiflig grofl werden muss, damit der Betrag des Eigenwertes grofl wird. Das
folgende Beispiel illustriert dies.

Betrachte die zweidimensionale lineare DGL

. -1 «
z(t) = < o -1 )x(t) (6.3)
Die zugehorige Matrix besitzt die Eigenwerte Ay = —1 + ic. Hier haben Realteil und
Imaginérteil eine geometrische Bedeutung fiir die Losung: Der Realteil gibt an, wie schnell
die Losung gegen Null konvergiert (diese Grofle ist hier konstant gleich —1), wihrend der
Imaginérteil angibt, wie schnell die Losung sich dabei dreht. Abbildung (6.3) zeigt die
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Abbildung 6.2: Stabilitéitsbereiche expliziter Runge-Kutta-Verfahren, entnommen aus [2]

exakten Losungen fiir a = 0, 1, 10 sowie die zugehorigen Euler-Lésungen mit A = 0.02.
Man sieht: Wenn der Eigenwert betragsmiflig grofler wird, weil der Imaginérteil wéachst,
dann wird die Euler-Losung instabil.

Wie verhalten sich nun implizite Verfahren? Fiir das implizite Euler—Verfahren z.B. be-
rechnet man

IRz)|<1 & 1/[1—z|<1 & [1—z>1 <« R(2)<0.
Folglich gilt C~ C S, das Verfahren ist also A-stabil.

Viele implizite Verfahren sind A-stabil, und von denjenigen, die es nicht sind, besitzen viele
einen Stabilititsbereich, der deutlich gréfer ist als bei expliziten Verfahren. Eine Ubersicht
iiber die Stabilitédtsbereiche einiger impliziter Verfahren findet sich z.B. im Abschnitt IV.3
des Buchs [5].

Eine lineare DGL (6.1) kann auch dann steif sein, wenn sie nicht exponentiell stabil ist,
aber zumindest einige stabile Eigenwerte besitzt, also solche mit negativem Realteil. Die
Losungskomponenten in den zugehorigen Eigenrdumen (man nennt deren Vereinigung sta-
bilen Unterraum) verhalten sich dann wie bei einer exponentiell stabilen Gleichung. Folglich
treten bei betragsmiiflig groflen stabilen Eigenwerten exakt die gleichen Probleme auf, auch
wenn die Gleichung insgesamt nicht exponentiell stabil ist. Dies fithrt uns auf die folgende
Charakterisierung.

Bemerkung 6.7 Eine lineare zeitinvariante Differentialgleichung ist steif, falls die zu-
gehorige Matrix A betragsmifig grofle stabile Eigenwerte besitzt. a
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Abbildung 6.3: Exakte und Euler-Losungen von (6.3) mit o = 0, 1, 10, A = 0.02

Fiir nichtlineare DGL @(t) = f(t,z(t)) gibt es viele weitere Phénomene, die zur Steifheit
fithren; meistens kann man diese nicht so einfach am Vektorfeld f ablesen. Im einfachsten
Fall ist f autonom und besitzt ein Gleichgewicht z*, in dem f stetig differenzierbar ist.
In diesem Fall kann man A = D f(z*) betrachten; wenn diese Matrix betragsméfig grofie
stabile Eigenwerte besitzt, so wird auch die nichtlineare DGL typischerweise steif sein.
Steitheit kann aber auch auftreten, wenn kein Gleichgewicht vorliegt, z.B. wenn die DGL
eine exponentiell stabile periodische Losung besitzt (also eine periodische Losung, gegen
die alle Losungen exponentiell konvergieren, zumindest fiir nahe liegende Anfangswerte).
In diesem Fall kann die Gleichung steif sein, wenn die anderen Losungen sehr schnell gegen
die periodische Losung streben (dies entspricht betragsmifig grofien negativen Realteilen
im linearen Fall) oder wenn sich die periodische Losung sehr schnell bewegt (dies entspricht
den grofien Imaginérteilen.)

6.3 Weitere Stabilitiatsbegriffe

Der Begriff der A-Stabilitdt wurde von G. Dahlquist in den 1960er Jahren eingefiihrt.
A-Stabilitédt ist niitzlich bei der Losung steifer Differentialgleichungen, ist aber fiir sich
genommen weder eine positive noch eine negative Eigenschaft: Zwar ist es zur numerischen
Losung steifer DGL vorteilhaft, wenn die exponentielle Stabilitit von der numerischen
Approximation geerbt wird. Allerdings kann es andererseits auch passieren, dass die nume-
rische Approximation exponentiell stabil ist, obwohl die exakte Gleichung diese Eigenschaft
nicht besitzt, was zu falschen Riickschliissen auf das Verhalten der exakten Losungen fithren
kann.

Eine stérkere Eigenschaft ist die Erhaltung der Isometrie, die verlangt, dass & = C™ ist,
d.h. fiir alle Zeitschritte h > 0 ist die numerische Approximation genau dann exponentiell
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stabil, wenn die exakte Gleichung exponentiell stabil ist. Diese Eigenschaft besitzen z.B.
die bereits erwihnten Gaufi—Verfahren. Ein anderes Verfahren mit dieser Eigenschaft ist
die implizite Mittelpunktregel, vgl. Abschnitt 5.1, fiir die wir dieses nachweisen wollen:
Ausgeschrieben ist die zugehorige Iterationsvorschrift gegeben durch

h; 1

F(tipr) = B(t;) + hif <ti + 55 @) + z(tm))) .

Angewendet auf die lineare Differentialgleichung #(t) = Ax(t) ergibt sich
h; h;

T(tiy1) = (k) + EAi(ti) + EAi(tHl)
& Hlin) ~ D ARln) = 300+ 2 AG)
h; hi
= (Id — ZA) .f?(tzurl) = <Id + lA) i’(tl)
2 2
1 -1 1
=1 j(ti_;_l) = (Id — thA) (Id + thA) j(tl)

Die Stabilitéitsfunktion ist daher gegeben durch

1+2z/2
C1-2z/2

R(z2)

Wir wollen nun nachweisen, dass dieses Verfahren die Isometrie erhélt. Dazu miissen wir
die Aquivalenz R(z) < 0 < |R(z)| < 1 zeigen, wozu wir alternativ auch

N(z) <0< |R(2))? <1
nachpriifen kénnen. Fiir z = a + ib gilt wegen |z + iy|? = 22 + y? nun

R = LH2/22 _ (L+a/2° + (/22
1—2z/2127 (1—a/2)2+ (b/2)%

Dieser Ausdruck ist nun genau dann < 1, wenn (1 + a/2)? < (1 — a/2)? gilt. Dies ist aber
genau dann der Fall, wenn a < 0 gilt, womit die Erhaltung der Isometrie folgt.

Ungliicklicherweise ist es aber so, dass diese Eigenschaft stets gemeinsam mit einer anderen
— unerwiinschten — Eigenschaft auftritt. Um diese zu illustrieren, betrachten wir die
implizite Mittelpunktregel angewendet auf die Gleichung 4(¢) = Az(t) mit A = —1000 und
Schrittweite h = 0.01.

Zwar ist die Losung asymptotisch stabil, allerdings konvergiert sie nicht — wie die exakte
Losung — monoton sondern oszillierend gegen 0. Zudem konvergiert die numerische Ap-
proximation um so langsamer gegen 0, je grofier |A| wird. Und dass, obwohl die exakte
Losung eMxg ja fiir negative A um so schneller gegen 0 konvergiert, je groBer |A| ist. Dies
kann man auch an der Stabilitdtsfunktion sehen, die fiir betragsmifig grofle negative A
Werte R(\) =~ 1 und damit sehr langsame Konvergenz gegen 0 liefert. Die Approximation
zeigt also das richtige Konvergenzverhalten, hat ansonsten aber nicht viel mit der exakten
Losung zu tun.
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Abbildung 6.4: Oszillationen bei der impliziten Mittelpunktregel

Dies ist kein Zufall, denn jedes isometrieerhaltende Verfahren besitzt diese Eigenschaft.
Der Grund liegt darin, dass fiir rationale Funktionen der Grenzwert

lim R(Zk)
k—o00

— sofern er existiert — fiir alle komplexen Folgen (zx)reny mit |zx| — oo identisch ist,
unabhéngig von der Wahl der Folge z;. Fiir 2z, = by gilt aber nun |R(zx)| = 1 (weil
|R| in der rechten komplexen Halbebene Werte > 1 und in der linken Halbebene Werte
< 1 annimmt, muss aus Stetigkeitsgriinden fiir rein imaginire Zahlen |R(z;)| = 1 gelten).
Also gilt fiir by, — oo die Konvergenz limy_, |R(2;)| = limg_yo0 |R(ib;)| = 1 und damit
auch fiir alle anderen Folgen. Insbesondere gilt also limg, —,—o |R(ag + ib)| = 1 fiir alle
b € R und damit |R(a + ib)| ~ 1 fiir betragsméBig grofie negative a. Dies erkldrt die
langsame Konvergenz der isometrierhaltenden Verfahren bei sehr schnell konvergierenden
Differentialgleichungen.

Was man stattdessen zur guten Approximation der Losung haben mochte, ist die Konver-
genz R(ajp +ib) — 0 fiir a, — —o0. Dies wiirde garantieren, dass mit der exakten auch die
numerische Losung immer schneller gegen 0 konvergiert.

Definition 6.8 Ein Runge-Kutta-Verfahren heiffit L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem
lim R(z) =0
k—o0

gilt fiir alle komplexen Folgen (zx)gen mit |zx| — oo. O

Wir schreiben diese Bedingung auch kurz als R(co) = 0. Beachte, dass R(co) wohldefiniert
ist, da der Grenzwert limy_, o, R(zx) fiir |z;x| — oo nicht von der Wahl der zj abhéngt. Fiir
diese Gleichung kann man eine hinreichende Bedingung an die Koeffizienten des Runge-
Kutta-Verfahrens herleiten.

Satz 6.9 Wenn die Koeffizientenmatrix A eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens inver-
tierbar ist und eine der beiden Bedingungen

as; =0b;j fiir j=1,...,5 oder a; =by firi=1,...,s

gelten, so gilt R(co) = 0. Falls das Verfahren zusétzlich A-stabil ist, so ist es L-stabil.
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Beweis: Da die Stabilitatsfunktion durch
1 1
R(z)=1+2b"(1d — zA) e =1+4b" (Zld — A) e

gegeben ist, folgt

R(c0) =1—-bT A le.
Im Fall der ersten Bedingung gilt A”e; = b, wobei es = (0,...,0,1)7 € R®. Damit folgt
el A =", folglich e’ = bT A~! und damit

R(o)=1-cle=1-1=0.

Im Fall der zweiten Bedingung gilt Ae; = eb; und damit A~ 'e = (1/b1,0,...,0)T. Damit
folgt
R(OO)Zl—bl/blzl—lzo.
U
L-Stabilitét spielt eine wichtige Rolle bei der Losung sogenannter Differential- Algebraischer
Gleichungen sowie bei singulér gestérten Problemen, da bei diesen Problemen typischer-
weise Eigenwerte mit betragsméflig sehr grofien negativen Realteilen auftreten. Ein Beispiel

fiir ein L-stabiles implizites Runge-Kutta-Verfahren ist das Radau ITA-Verfahren (mit Ord-
nung p = 5) mit dem Butcher-Tableau

4—/6 88—7v/6 296—169v6 —2+3v6

10 360 1800 225
446 | 296+169/6 88+7v/6 —2-3V6
10 1800 360 225
1 16—/6 16+v6 1

36 36 9
16—v6 16+v6 1
36 36 9

Offenbar ist hier gerade die erste Bedingung von Satz 6.9 erfiillt. Fiir die Herleitung dieses
Verfahrens sieche Abschnitt 9.2.

Das Problem mit der A-Stabilitét ist, dass es viele numerische Verfahren gibt, die nicht
A-stabil sind, fiir Eigenwerte und Schrittweiten in “sinnvollen” Bereichen aber trotzdem
gute Losungen liefern. Es ist daher zu einschrinkend, prinzipiell A-Stabilitét zu fordern,
wenn man es mit steifen Differentialgleichungen zu tun hat. Nichtsdestotrotz ist es er-
strebenswert, Stabilitit fiir Eigenwerte mit beliebig kleinen Realteilen zu haben (also ein
unbeschrianktes Stabilitdtsgebiet), allerdings nicht fiir beliebige Kombinationen von Real-
und Imaginérteil.

Eine Stabilitdtsbedingung, die dies mathematisch prézise definiert, ist die folgende A(«)-
Stabilitét.

Definition 6.10 Ein Runge-Kutta Verfahren heifit A(«)-stabil fir ein o > 0, falls der
Sektor
So:={2€C|z# 0 und |arg(—z)| < a}

im Stabilitdtsgebiet S enthalten ist. a

Ein Beispiel fiir eine Methode, die A(«)-stabil aber nicht A-stabil ist ist die sogenannte
(0, 3)-Padé-Approximation, mit o = 88.23°. Fiir Details siehe [5, Abschnitt IV.3].
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6.4 Nichtlineare A-Stabilitat

Wie am Ende von Abschnitt 6.2 bereits erwihnt, gelten die bisher gemachten Stabilitéits-
aussagen auch fiir autonome nichtlineare Differentialgeichungen #(t) = f(z(t)) in der Nédhe
von Gleichgewichten. Allerdings ldsst sich mit der linearen Theorie basierend auf Jacobi-
Matrizen und Eigenwerten prinzipiell keine Aussage iiber das Verhalten weit weg von den
Gleichgewichten machen.

Um eine Eigenschaft wie die A-Stabilitdt nicht nur in der Nihe von Gleichgewichten nach-
zuweisen (also die Tatsache, dass die Approximationen fiir alle Schrittweiten asymptotisch
stabil sind), benétigt man andere Methoden. Eine davon sind die sogenannten Lyapunov-
Funktionen.

Definition 6.11 Eine stetig differenzierbare Funktion V' : R™ — R heifit Lyapunov-
Funktion fiir eine autonome gewohnliche Differentialgleichung #(t) = f(x(t)) an einem
Gleichgewicht x*, falls die folgenden Bedingungen gelten.

(a) V(2*) =0 und V(z) > 0 fur alle z # z*
(b) V(xy,) — oo fiir alle Folgen (zy,)nen mit ||z, | — oo fir n — oo

(c) DV (z)f(z) <0 fur alle z # z*.

Satz 6.12 Betrachte eine autonome gewohnliche Differentialgleichung #(t) = f(x(t)) auf
D = R" mit einem Gleichgewicht z*. Falls eine Lyapunov Funktion V existiert, so konver-
gieren alle Losungen z(t) der Differentialgleichung fiir ¢ — oo gegen x*.

Beweisidee: Aus (c) folgt mit der Kettenregel die Ungleichung

%V(ﬂf(t)) = DV (z(t))@(t) = DV (x(t)) f(x(t)) <O,

falls x(t) # «*. Daraus folgt, dass t — V(x(t)) streng monoton féllt, so lange die Losung
nicht bereits im Gleichgewicht x* ist. Weil V' (z(t)) wegen (a) zudem nach unten beschriankt
ist, konvergiert V(x(t)) fiir ¢ — oo gegen einen Wert V.. Daraus folgt wiederum, dass die
Ableitung %V(x(t)) gegen 0 konvergieren muss. Dies kann wegen (c) nur passieren, wenn
x(t) — x* oder wenn |z(t)|| — oo konvergiert. Wegen (b) und der Beschrinktheit von
V(z(t)) ist aber nur ersteres moglich. U

Bemerkung 6.13 Tatséchlich folgt aus der Existenz einer Lyapunov Funktion mehr als
nur die Konvergenz, nidmlich die sogenannte globale asymptotische Stabilitit. Neben der
Konvergenz umfasst diese Eigenschaft auch die Tatsache, dass Losungen die in der Nahe
von z* starten fiir alle positiven Zeiten in der Nihe von z* bleiben. O

Die Idee einer nichtlinearen Verallgemeinerung der A-Stabilitdt liegt nun darin nachzu-
weisen, dass eine Lyapunov Funktion der Differentialgleichung fiir beliebige Schrittweiten
auch eine Lyapunov Funktion fiir die numerische Approximation ist. Dazu geniigt es, das
Gegenstiick zu Bedingung (c) aus Definition 6.11 nachzuweisen, ndmlich
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() V(®(x,h)) < V() fiir alle z # z*.

Es ist nun leider zu optimistisch anzunehmen, dass es ein Verfahren gibt, mit dem (¢’) fiir
alle h > 0, alle Lyapunov Funktionen und alle Differentialgleichungen gilt. Man kann aber
beweisen, dass (¢’) fiir alle Schrittweiten h > 0 gilt

e fiir das implizite Euler-Verfahren, wenn V' eine konvexe Funktion ist, wenn also fiir
alle 21,22 € R™ und alle A € [0, 1] gilt

V()\xl + (1 — )\)ZEQ) < )\V(Qﬁl) + (1 — )\)V(.ﬁz)

o fiir die implizite Mittelpunktregel, wenn V' eine positiv definite quadratische Funktion
ist, wenn also eine positiv definite Matrix P € R™*" gibt, so dass V' von der Form

V(z) = 2T Px
ist.

Da jede exponentiall stabile lineare zeitinvariante Differentialgleichung #(¢) = Ax(t) eine
quadratische Lyapunov Funktion besitzt und da eine solche stets konvex ist, bilden beide
Aussagen eine echte Verallgemeinerung der linearen A-Stabilitét.

Die Aussage fiir das implizite Euler-Verfahren folgt mit einigen (relativ einfachen) Argu-
menten aus der konvexen Analysis, die Aussage iiber die implizite Mittelpunktregel mit
Hilfe einer geeigneten Taylor-Entwicklung unter Ausnutzung der Tatsache, dass die zweite
Ableitung der quadratischen Funktion V' konstant ist.
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Kapitel 7

Schrittweitensteuerung

Nach den eher theoretischen Uberlegungen des letzten Kapitels wollen wir uns jetzt wieder
algorithmischen Aspekten widmen. Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Schritt-
weiten h; gegeben sind, meistens haben wir sie als konstant h; = h angenommen. In diesem
Kapitel wollen wir uns {iberlegen, wie man die Schrittweiten automatisch so steuern kann,
so dass dort, wo es nétig ist, kleine Schrittweiten gewéhlt werden, damit eine gewiinschte
Genauigkeit eingehalten wird und dort, wo es ohne Genauigkeitsverlust moglich ist, grofie
Schrittweiten erlaubt werden, die eine schnellere Rechnung erméglichen. Wir nehmen dabei
durchgehend an, dass das Vektorfeld der betrachteten DGL hinreichend oft differenzierbar
ist, so dass die Konsistenzordnungen der betrachteten Verfahren tatséchlich realisiert wer-
den.

7.1 Fehlerschitzung

Zur Entscheidung dariiber, ob die Schrittweite grofi oder klein gewéhlt werden soll, ist es
notig, den Fehler zu kennen, den wir im aktuellen Schritt machen. Wir wollen uns zuerst
tiberlegen, welcher Fehler hierfiir wichtig ist. Hierbei miissen wir zunéchst iiberlegen, wie
wir die Schrittweite steuern wollen. Wie in der numerischen Praxis iiblich wollen wir uns
hier darauf beschrinken, zur Zeit t; eine gute Schrittweite h; fiir den Schritt von ¢; nach
tiv1 = ti + h; zu bestimmen und dabei auch einen “Schrittweitenvorschlag” h;iq fiir den
néchsten Schritt zu machen. Wir wollen aber nicht zum Zeitpunkt ¢; die Schrittweiten in
vorhergehenden Schritten ¢; fiir j < ¢ nachtréglich korrigieren, da die dadurch anfallenden
Neuberechnungen algorithmisch sehr ineffizient wéren.

Um ein gutes h; zu bestimmen, miissen wir den Fehleranteil kennen, der durch den Schritt
von t; nach t;1 hervorgerufen wird. Dieser Fehleranteil wird lokaler Fehler genannt. Wir
haben in der Konvergenzanalyse in Abschnitt 2.3 verwendet, dass sich der Fehler zur Zeit
t;+1 mittels

[Z(tit1) —z(tir ) < NP, 2(8), hi) — Pt z(t:), hi) |
+ @i, x(ti), hi) — x(tivas ti, ()]

55
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zerlegen lisst. Diese Zerlegung war fiir unsere theoretischen Uberlegungen niitzlich, hier
ist sie nicht so giinstig, da wir den in diesem Schritt hinzukommenden Fehleranteil

(s, z(t:), hi) — o (ti1; ti, o))

nicht berechnen kénnen, da wir z(¢;) nicht kennen. Statt also in der Dreiecksungleichung
den Term ®(t;, z(t;), hi) einzuschieben, schieben wir den Term x(¢;41; t;, Z(¢;)) und erhalten
o

1Z(tiv1) — z(tiv)|| < NP, 2(t:), hi) — 2(tigr, i, 2(8))]|
+ Nz(tiv1, ti, T(t:) — 2(tiv1, ti, () ||

Der zweite Fehlerterm héngt hierbei im Wesentlichen von dem bis zum Zeitpunkt ¢; ge-
machten Fehler ab, den wir nur durch Anderung der Zeitschritte h; fiir j < i beeinflussen
konnen, was wir gerade nicht machen wollen. Der Fehlerterm, den wir mit der Wahl von
h; wirklich beeinflussen konnen, ist der erste.

Die Idee der Schrittweitensteuerung (man sagt auch “adaptive Wahl der Schrittweite”)
liegt nun darin, h; so grof3 zu wéhlen, dass die Fehlerbedingung

(s, 2(ti), hi) — w(tiv1, ti, (t:))]| < tol

fiir eine vorgegebene Grofle tol > 0 gerade eingehalten wird. Dies ist natiirlich so nicht
moglich, da wir dafiir die exakte Losung x(t;41,Z(t;), t;) kennen miissten. Um dieses Pro-
blem zu losen, verwendet man einen sogenannten Fehlerschitzer, der wie folgt definiert
ist.

Definition 7.1 Eine numerisch berechenbare Grofle € heifit Fehlerschdtzer fiir den tatséich-
lichen Fehler € eines numerischen Verfahrens, falls von € und ¢ unabhéngige Konstanten
K1, ko > 0 existieren, so dass die Abschétzung

k1€ < € < Koe
gilt. o
Wie koénnen wir nun fiir unsere Einschrittverfahren einen solchen Fehlerschatzer bekom-

men? Die Idee besteht darin, den Schritt von ¢ nach t;41 = t; + h; mit zwei Verfahren d
und @ verschiedener Konsistenzordnung p und p zu berechnen. Fiir

ﬁi = (/I;(ti, f)(ti), hz) — x(ti+1,ti,§:(ti)) und ni ‘= (I)(ti,i(ti), hl) — x(ti+1,ti,§c(ti))

gilt damit .
o= |1l < ERPYY und e = |nil| < ERPT (7.1)

Wir nehmen hierbei an, dass p > p + 1 gilt und dass p die maximale (oder echte) Konsi-
stenzordnung von @ ist. Damit ist ® das genauere Verfahren, weswegen fiir alle hinreichend
kleinen h; > 0 die Ungleichung ¢; < &; bzw.

h="<1 (7.2)
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gilt, da 8 — 0 strebt, wenn h; — 0 geht.

Wir definieren den Fehlerschatzer nun als

Ei= |7 mit 7= B(t;, #(t:), hi) — B(ti, #(t:), hi). (7.3)

Der folgende Satz zeigt, dass diese Grofle tatséchlich ein Fehlerschétzer im Sinne von De-
finition 7.1 ist.

Satz 7.2 Betrachte zwei Einschrittverfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und p
mit p > p+ 1. Dann ist die GréBle € aus (7.3) fiir alle hinreichend kleinen Schrittweiten
hi > 0 ein Fehlerschitzer fur &; aus (7.1).

Beweis: Wir wihlen h; so klein, dass die Abschitzung (7.2) gilt und 6 < 6y < 1 ist. Aus
der Definition von 7 folgt n = 7%; — n;, also

1% = all _ llmill _ e _ o

Al il &

Damit ergibt sich

. 5 9 —all\ | . ) L I
(1—=0)é = (1—-0)|nll = (1 - = W90 = 7l = 1o — a1l < |7l = &,
——

171
ZlIn:ll =7l
also die untere Abschitzung mit k1 = 1 — 6y und
e (o WAl
= |7l < l9all + M9 —all = { 1+ T 17l = (L + O)|I7ill = (1 + 0)é,
1
also die obere Abschéitzung mit ko = 1 + 6. U

Beachte, dass die Giiltigkeit des Fehlerschétzers entscheidend von (7.2) abhéngt, also nur
fiir bereits hinreichend kleine Schrittweiten gilt.

7.2 Schrittweitenberechnung und adaptiver Algorithmus

Wir wollen nun untersuchen, wie man aus dem geschétzten Fehler effektiv eine neue Schritt-
weite berechnen kann. Hierzu ben6tigen wir eine weitere Annahme, ndmlich dass der Fehler
¢; fur kleine h; von der Form A

éi ~ Cihf+1 (74)
ist. Fiir Runge-Kutta—Verfahren ist dies erfiillt, falls f p + 2-mal stetig differenzierbar ist,
wobei sich die ¢; gerade aus dem zu h? 1 gehorigen Koeflizienten der Taylor—-Entwicklung
ergeben. Allerdings ist der exakte Wert von ¢; unbekannt bzw. kann nur mit unverh&lt-
nisméfig grolem Aufwand berechnet werden.

Sei nun eine Fehlerschranke ¢ol > 0 fiir den lokalen Fehler vorgegeben. Wir fiihren jeweils
einen Schritt mit beiden Verfahren ® und ® zum Zeitschritt h; durch. Sei £ der geméf$ (7.3)



58 KAPITEL 7. SCHRITTWEITENSTEUERUNG

berechnete Fehlerschéitzer. Fiir kleine Schrittweiten gilt k1 = ko ~ 1, also € & &; =~ cihf +

Hieraus konnen wir einen Schitzwert

g
T pHl
h;

&

fiir ¢; berechnen. Die gewiinschte Fehlertoleranz wird damit (approximativ) fiir diejenige
Schrittweite hj pe, eingehalten, fiir die die Gleichung

hﬁ-‘rl _ € ptl
i,neu hﬁ+1 i,neu
%

hneu = ﬁ+\1, L?lh
9

gilt. Da diese Gleichungen (wegen der verschiedenen “~”) nur niherungsweise gelten, fiihrt
man in der Praxis noch einen “Sicherheitsfaktor” fac € (0,1) ein, um die Fehlerquellen bei
der Fehlerschétzung zu kompensieren: man setzt

sv1/ . tol
hi,neu = an fac%hi.

FEine typische Wahl hierfiir ist fac = 0.9.

tol = ¢;

bzw.

Nach der Durchfithrung eines Schrittes mit Schrittweite h; und der Schiatzung des Fehlers
¢ konnen nun zwei Félle auftreten:

(i) € > tol:

In diesem Fall wird der Schritt mit h; = hj ey erneut durchgefiithrt (“zuriickweisen und
wiederholen”).

(ii) € < tol:

In diesem Fall wurde die gewiinschte Genauigkeit tol erreicht. Der Schritt wird akzep-

tiert und die neue Schrittweite ;e wird als Schrittweite h; 1 fiir den néchsten Schritt
verwendet (“akzeptieren”).

Beachte, dass die Schrittweite in Schritt (i) immer verkleinert wird. Die Wahl von hj pey
als Schrittweitenvorschlag fiir h;11 in (ii) ist also ein notwendiger Schritt, damit auch Ver-
groferungen der Schrittweite ermdglicht werden und darf daher auf keinen Fall weggelassen
werden.

Formal lassen sich unsere Uberlegungen in dem folgenden Grundalgorithmus zusammen-
fassen.

Algorithmus 7.3 (Einschrittverfahren mit Schrittweitensteuerung)

Eingabe: Anfangsbedingung (o, o), Endzeit T', Toleranz tol > 0, Sicherheitsfaktor fac,
FEinschrittverfahren ® und ® mit unterschiedlichen Kosistenzordnungen p > p+ 1, Schritt-
weitenvorschlag hg fiir den ersten Schritt

(1) Setze g = xg, 1 =10
(2) Falls t; = T, beende den Algorithmus; falls ¢; + h; > T, setze h; =T — t;.
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(3) Berechne tjy1 = t; + h, i‘%_H = O(t;, T4, hy), i:?_H = &D(ti,i:i,hi), den Fehlerschitzer €
und den Schrittweitenvorschlag h; peu

(4) Falls € > tol setze h; = hj ney und gehe zu (3)

(5) Falls £ < tol setze Z;y1 := :i%ﬂ, hit1 = Rineu, © := i+ 1 und gehe zu (2)
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,tny =T, O

Beachte, dass wir in (5) die genauere Losung 7} 1 zum Weiterrechnen und fiir die Ausgabe
verwenden. Diese Praxis wurde frither (und zum Teil noch heute) abgelehnt, da der Feh-
lerschétzer ja den Fehler in :Z‘f .1 misst. Da das gesamte Verfahren aber auf der Annahme
(7.2) beruht, die gerade besagt, dass ® (also 1) eine genauere Approximation ist, ist es

durchaus gerechtfertigt, diesen Wert zu verwenden.

In der Praxis wird der Algorithmus in mehreren Punkten verfeinert:

(i) Statt in der euklidischen Norm wird £ in der Maximumsnorm

e = liloe = max i

berechnet, da diese schneller auszuwerten ist.

(ii) Der Bruch tol/é in der Berechnung der neuen Schrittweite wird durch einen Wert
ersetzt, in dem der absolute und der relative Fehler eingeht. Z.B. verwendet man
statt tol /¢ den Wert 1/err mit

_ |75
err = max =
J=L.n atol + | @] - rtol
fiir absolute und relative Fehlertoleranzen atol und rtol > 0; das Fehlerkriterium & <
tol wird dabei zu err < 1. Damit wird bei betragsméBig grofien Losungskomponenten
|®;| ein groBerer Fehler erlaubt, was Probleme mit Rundungsfehlern vermeidet, die
bei sehr groflen Komponenten ebenfalls groff werden kénnen, weswegen eine rein
absolute Fehlertoleranz in diesem Fall nicht einzuhalten wiére.

(iii) Die erlaubte Schrittweite wird durch Schranken Ay, und hy,e, nach unten und oben
beschrénkt. Falls fiir die berechnete Schrittweite hyney < hmin gilt, so wird eine War-
nung ausgegeben oder mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

(iv) Der Variationsfaktor der Schrittweite, der durch

R tol . 1
r 71/ faci bzw. allgemeiner durch ”*{/ fac—
5 err

gegeben ist, wird durch Schranken facy,;, und facme: nach unten und oben be-
schriankt. Dadurch werden starke Schwankungen der Schrittweite vermieden.

(v) Im Falle eines Fehlberg—Verfahrens (vgl. Abschnitt 7.3) setzt man in Schritt (5)
hiv1 = h; falls h;pey =~ hi. Damit kann man Zwischenergebnisse aus dem i-ten
Schritt effizient im ¢ + 1-ten Schritt verwenden.
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Einige dieser Punkte werden in der Programmieraufgabe auf dem aktuellen Ubungsblatt
beriicksichtigt; dort ist auch der oben angegebene Algorithmus noch einmal in etwas anderer
Form dargestellt.

Abbildung 7.1 zeigt die Anwendung dieses Algorithmus auf das aus den Ubungen bekannte
restringierte Dreikérperproblem (Satellitenlaufbahn). Die Gitterpunkte ¢; sind auf der in
Kurvenform dargestellten Losung markiert. Das Beispiel wurde mit der Routine ode45 in
MATLAB mit atol = rtol = 1077 gerechnet; die Routine verwendet zwei Runge Kutta—
Verfahren der Konsistenzordnung 4 und 5.

1.

o
(0

Abbildung 7.1: Adaptive Schrittweitensteuerung an einem Beispiel

7.3 Eingebettete Verfahren

Die in vielen Beispielen sehr effiziente Schrittweitensteuerung hat den Nachteil, dass man
zur Berechnung des Fehlerschétzers zwei Einschrittverfahren ® und ® in jedem Schritt
auswerten muss. Der Aufwand dieser Auswertungen kann allerdings betrichtlich reduziert
werden, wenn man hierfiir geschickt gewihlte Verfahren verwendet, die sogenannten ein-
gebetteten Runge—Kutta—Verfahren.
Wir betrachten zur Erlauterung zwei Verfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und
p > p+ 1. Bezeichnen wir die Stufen der Verfahren mit k; bzw. k;, so besteht die Idee
der Einbettung einfach darin, dass die Verfahren so konstruiert werden, dass ki = k; fiir
i =1,...,s gilt. Fiir die Koeffizienten der Verfahren muss also a;; = a;; und ¢; = ¢; gelten,
weswegen wir bei den alten Bezeichnugen a;; und ¢; bleiben. Lediglich b; und b; unterschei-
den sich. Ein solches Paar (®, ®) eingebetteter Verfahren wird mit RKp(p) bezeichnet. Sie
werden in einem Butcher—Tableau der Form
C1
c2 | a21
€3 | az1 as2

Cs | Qs1 Qs2 -+ Qgs—1

bl b2 bs—l bs
by by - be1 by
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dargestellt. Um zu zeigen, dass eine solche Einbettung nicht ganz trivial ist, betrachten wir
das klassische Runge-Kutta—Verfahren mit Ordnung 4, das durch die Koeffizienten

— N = O

o= | O N
o | O NI
AN | =

o=

gegeben ist. Wir wollen dieses als Verfahren ® der Ordnung p = 4 verwenden und versuchen,
Koeffizienten b” = (b, ba, b3, by) zu finden, so dass

4
O(t,x,h) =x+h» bk

=1

cin Verfahren ® der Ordnung p = 3 ergibt, womit wir ein RK4(3)-Verfahren erhalten
wiirden. Wenn man die Bedingungsgleichungen aus Satz 4.5 (iii) 16st, so stellt man fest,
dass die einzige Losung durch b7 = (1/6,1/3,1/3,1/6) gegeben ist. Wir erhalten damit
o = ®, was keine sinnvolle Losung ist, da sich die zwei Verfahren in der Konsistenzordnung
echt unterscheiden miissen. So paradox es erscheinen mag: Um ein Verfahren niedrigerer
Konsistenzordnung zu erhalten, miissen wir eine Stufe hinzunehmen, also s um 1 erhéhen.

Um die Berechnung der nétigen weiteren Stufe (nun wieder mit ks bezeichnet) moglichst
effizient zu gestalten, hilft ein Trick, den E. Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelt hat:
Wir wihlen die letze Stufe gerade so, dass

ks = ki (7.5)

gilt, wobei k] die erste Stufe des néchsten Schritts des Verfahrens bezeichnet. Damit muss
man trotzdem eine Stufe mehr berechnen, kann diese aber speichern und im n#chsten
Schritt des Verfahrens verwenden, wenn die Schrittweite h;11 = h; gewédhlt werden kann
(vgl. Punkt (v) in den praktischen Anmerkungen zu Algorithmus 7.3). Ein s—stufiges Ver-
fahren mit diesem Trick ist also effektiv ein s — 1-stufiges Verfahren.

Der Fehlberg—Trick lisst sich in Bedingungen an die Koeffizienten der letzten Stufe s aus-
driicken. Wegen Konsistenz und Autonomieinvarianz gilt k1 = f(¢,z), also kf = f(t +
h,®(t,z,h)). Damit ergibt sich (7.5) zu

s—1 s
flt+csh,w+ 0> agk;) = ft+ha+hY_ bikj),
j=1 j=1

—hs =k
was gerade dann der Fall ist, wenn fiir die Koeflizienten der s—ten Stufe die Bedingungen
cs=1, bs=0, asg=0b; firj=1,...,5-1 (7.6)

gelten. Beachte dass es keine Garantie gibt, dass dieser Trick wirklich auf eine sinnvolle
Losung fiir b fithrt; wenn dies aber gelingt, so liefert er eine sehr effiziente Losung.
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Wir wollen diesen Trick auf das klassische Runge—Kutta—Verfahren anwenden. Dazu miissen

wir die unbestimmten Koeffizienten in dem Butcher—Tableau

0
11
2| 2
1 1
3|0 3
110 O 1
C5 | A51 G52 G53 asq
12 2
6 6 6 © U
61 62 63 64 65
bestimmen. Aus (7.6) erhalten wir
1 1 1
cs=1, as1 =asa=—, as2=as3 =<
5 517 051 = 52 = 053 = 3

und aus den Bedingungsgleichungen von Satz 4.5 (iii) erhélt man die Losungen
b' =1(1/6,1/3,1/3,1/6,0) und b" = (1/6,1/3,1/3,0,1/6).

Die erste fithrt wiederum auf ® = ®, die zweite hingegen fiihrt tatséichlich auf ein Verfahren

mit maximaler Konsistenzordnung 3. Zusammenfassend erhalten wir

0

1)1

2| 2

1 1

210 3

110 0 1

1112 2 1
6 6 6 6
1 2 2 1
5 6 6 6 0
1 2 2 1
5 6 6 0 3

Dieses von Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelte Verfahren ist fiir anspruchsvolle
numerische DGL-Probleme durchaus schon zu gebrauchen.

Die heutzutage gebréduchlichsten eingebetteten Runge-Kutta—Verfahren wurden allerdings
erst Anfang der 1980er Jahren von J.R. Dormand und P.J. Prince entwickelt. Es handelt

sich um ein effektiv 6-stufiges RK5(4)—Verfahren mit den Koeffizienten

0

1 1

5 5

3 3 9

10| 40 10

4| 44 56 32

5 15 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 720

1| 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 i
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
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sowie um ein 13-stufiges RK8(7)-Verfahren, das sich z.B. im Abschnitt 5.4 des Buches von
Deuflhard /Bornemann findet. Diese Verfahren sind deswegen besonders gut, weil der von
f unabhéngige Anteil der Konstanten F in der Konsistenzabschitzung fiir ® sehr klein im
Vergleich zu anderen Verfahren ist. Das Dormand-Prince-RK5(4)—Verfahren ist MATLABs
“Standard—Loser” und ist dort unter dem Namen ode45 implementiert. Im Internet finden
sich MATLAB Implementierungen des RK8(7)-Verfahrens unter dem Namen ode87.m (zu
finden mit Google mit dem Suchbegriff ode87 matlab).
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Kapitel 8

Extrapolationsverfahren

Die Konstruktion von expliziten Runge-Kutta—Verfahren iiber die in Satz 4.5 angegebenen
Bedingungsgleichungen an die Koeffizienten ist i.A. kompliziert und fiir Konsistenzordnun-
gen p > 10 kaum durchfiihrbar. Als Alternative gibt es Einschrittverfahren, die mit anderen
Methoden hergeleitet und implementiert werden. Ein Beispiel hierfiir sind die expliziten
Extrapolationsverfahren, die wir in diesem Kapitel betrachten werden!. Tatsichlich liefert
die Extrapolationsidee aber nicht etwa eine neue Verfahrensklasse, sondern wieder Runge-
Kutta-Verfahren, die allerdings ganz anders implementiert werden. Der Zusammenhang
wird auf dem aktuellen Ubungsblatt genauer untersucht.

8.1 Theoretische Grundlagen

Die Extrapolationsverfahren fiir DGL beruhen auf der Idee, ein Polynom durch numerische
Néherungen zu verschiedenen Zeitschritten h; > 0 zu legen und dieses dann in h = 0
auszuwerten. Dies wird unten noch einmal genauer beschrieben. Die Grundlage dafiir, dass
dieses Verfahren funktioniert bildet der folgende Satz von Gragg (bewiesen im Jahre 1964,
eine frithere Version wurde 1962 von Henrici bewiesen).

Satz 8.1 Betrachte ein Einschrittverfahren ® mit Konvergenzordnung p. Wir bezeichnen
die zugehorige approximative Losung mit Anfangsbedingung (o, zo) und #quidistantem
Zeitschritt h > 0 zur Zeit t > ¢y als Z5(t). Dann gilt: Falls das Vektorfeld f und die Abbil-
dung ® mindestens p+ k—mal stetig differenzierbar sind, so existieren stetig differenzierbare
Funktionen eg,...,ex_1 : R — R"”, so dass die asymptotische Entwicklung

Zn(t) = x(t;to, x0) + eo(t)RP + ... + ep_1 (H)APTFL L O(RPHF) (8.1)

gilt.

Der Beweis, der auf einer geschickt gewéihlten Taylor—Entwicklung beruht, findet sich in
[2, Satz 4.37].

'Ein anderes Beispiel sind die impliziten Kollokationsverfahren, die im nachfolgenden Kapitel behandelt
werden.
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Bemerkung 8.2 Diese Entwicklung muss fiir & — oo nicht konvergieren, selbst wenn f
und ® analytisch sind. Fiir unsere Zwecke sind wir allerdings auch nicht am Verhalten fiir
k — 00, sondern am Verhalten fiir festes £ und h — 0 interessiert. ]

Wir werden uns bei der Beschreibung der Extrapolation auf einen Spezialfall von (8.1)
einschrinken, bei dem die Konstruktion besonders einfach wird. Wir nehmen dazu an,
dass das Verfahren eine asymptotische Entwicklung der Form

Zn(t) = 2(t;to, m0) + eo(t)hP + ep(t)*P + ... + epm_o) (H)RP™D + O(RP™) (8.2)

besitzt. Diese Form folgt unter geeigneten Bedingungen aus (8.1), z.B. wenn p = 1 ist oder
wenn e; = 0 gilt fiir alle ¢ mit 7 # Ip fiir alle [ € N. Gleichung (8.2) gilt fiir das Euler-
Verfahren mit p = 1; andere Verfahren, die diese Bedingung erfiillen, diskutieren wir am
Ende dieses Abschnitts.

Die Idee der Extrapolation ist nun, aus einem weniger genauen Verfahren ¢ und der asym-

ptotischen Entwicklung (8.2) eine genauere Approximation zu erhalten. Die Grundidee
verlduft dabei wie folgt:

e Fiir ein Verfahren ® berechnen wir approximative Losungen &, (¢) fiir z(t; to, o) zur
Zeit t > tp und verschiedenen Schrittweiten hy > ... > hgy1 > 0 und erhalten so
Wertepaare (hY,Zp, (), i=1,....k+ 1.

e Durch diese Werte legen wir ein Interpolationspolynom P(hP) und werten dieses in
h? = 0 aus. Da h? = 0 auferhalb der Stiitzstellen hY, ..., h£+1 des Polynoms liegt,
spricht man von FEzxtrapolation.

e Mittels ® (o, zo, ho) := P(0), wobei P mit ¢ = to+ hg berechnet wird, kann man mit
der Extrapolation ein neues Einschrittverfahren ® g erzeugen. Falls ® ein explizites
Runge-Kutta-Verfahren ist, so ist auch ®p ein explizites Runge-Kutta-Verfahren.
Dieses Zusammenhang wird auf dem aktuellen Ubungsblatt genauer untersucht.

Der folgende Satz zeigt, dass dieses Vorgehen tatséchlich eine Approximation hoherer Ge-
nauigkeit liefert.

Satz 8.3 Betrachte ein Einschrittverfahren mit Konvergenzordnung p und asymptotischer
Entwicklung (8.2). Dann liefert die oben beschriebene Extrapolation mit £k = m — 1 eine
Approximation P(0) von x(t;to,zo) der Ordnung O(h]").

Beweis: Wir betrachten zwei Interpolationspolynome

Qx) = ao + a1z + asx® + ... + apa®
Q(z) = ag+arx +aga® + ...+ apa”

zu Daten (z;, f;) und (z;, ﬁ), 1=0,...,k Aus den Lagrange—Darstellungen
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sieht man durch Ausmultiplizieren, dass die Koeffizienten a; und a; die Abschéitzung
la; — a;| < C max [f; — fj
7=0,....k

fiir eine von den L; abhéingige Konstante C' > 0 erfiillen.

Wir betrachten nun das durch die Daten (hY, Zp,(t)), ¢ = 1,...,m definierte Interpolati-
onspolynom
P(h?) = ag + a1h? + az(hP)? + ...+ ap_1 (RP)™ 1

und vergleichen dieses mit dem durch Abschneiden von (8.2) gewonnenen Polynom

P(WP) = ao+ aih? + ag(hP)> + ... + @1 (RP)™
= a(t;to, x0) + eo(t)h? + ep()h™ + ... + epim_o) (H) AP,

An den Stiitzstellen h? unterscheiden sich die Werte dieser Polynome (komponentenweise
betrachtet, da f; € R™) um O(h; "), weswegen sich auch die Komponenten der (vektorwer-
tigen) Koeffizienten ag und ap um hochstens

Cj:max (h;np) = O(h]")

1,....m
unterscheiden. Damit folgt
P(0) = ag = Go + O(h{") = x(t; to, z0) + O(AY™),

also die Behauptung. [l

8.2 Algorithmische Umsetzung

Die im vorherigen Abschnitt skizzierte Extrapolationsidee kann als sogenanntes Diago-
nalschema implementiert werden. Dieses Schema ermoglicht die iterative Berechnung von
P(0) fiir eine wachsende Anzahl von Stiitzstellen, ohne dass wir diese Polynome explizit
aufstellen miissen.

Wir withlen dazu eine aufsteigende Folge n; € N und setzen h; = (t—tg)/n; bzw. h; = ho/n;
fiir die Schrittweite hg > 0 des neuen Einschrittverfahrens ®g. Wir bezeichnen die mit
dem Verfahren ® zur Anfangsbedingung (to,xo) und Zeitschritt h; erhaltenen Losungen
mit T; 1 = Zp, (). Mit

P; i (h?)

bezeichnen wir die durch die Stiitzstellen (h}_, 1, Tj_g41,1), - - -, (A}, Ti1) definierten Inter-
polationspolynome in A” und mit T;; = P;;(0) ihre Werte in A? = 0. Gemaf Satz 8.3
liefern die Diagonalwerte T}, , also eine Approximation der Ordnung O(h’fp ) fiir die Losung
x(t;to, xg) zur Zeit t. Das folgende Lemma zeigt, wie die Werte T}, iterativ berechnet

werden konnen.

Lemma 8.4 Fiir die Werte T}, gilt die Rekursionsformel

Tig—1—Ti—1 k-1
Tig =Tig1+ Zh e

i—k+1 1
( hi )

)

k=23, i=kk+1,...
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Beweis: Durch Nachpriifen der Interpolationseigenschaft sieht man leicht, dass fiir die
Interpolationspolynome P; j, die Gleichung

p (B} i1 = WP Py 1 (hP) — (h] — hP) Py g1 (WP)
P (h?) = [ E—
i—k+1 7

gilt, die auch als Lemma von Aitken bekannt ist. Damit folgt die oben angegebene Formel
durch Auswerten in h? = 0 und Kiirzen des Bruchs mit hf. U

Die Struktur dieser Berechnung, die als Extrapolationsschema bezeichnet wird, ist in Abb.
8.1 grafisch dargestellt.

Th1
¢
To1 — oo
¢ ¢
T317 — T32 — 133
¢ ¢ ¢
— — T473 — T44

)

Abbildung 8.1: Illustration des Extrapolationsschemas

In der Praxis verwendet man zur Berechnung der h; oft die naheliegendste Folge n; =
(1,2,3,4,5,6,...). Eine weitere Moglichkeit ist die Halbierung der Schrittweite, also die
Folge n; = (1,2,4,8,16,...).

Natiirlich will man auch mit Extrapolationsverfahren i.A. nicht nur einen Wert z(t) son-
dern eine Gitterfunktion Z(¢;) auf einem Zeitgitter (¢;);en auf [to, 7] berechnen. Wenn wir
eine gewiinschte Extrapolationsordnung kp fixieren und das Verfahren mit t = tg + hg
anwenden, ergibt sich das neue Einschrittverfahren als ®g(tg, zo, ho) := T}, mit dem sich
in tiblicher Form die gewiinschte Gitterfunktion berechnen ldsst. Die Schrittweitensteue-
rung ist hier besonders effizient zu implementieren, da man fiir den Fehlerschéitzer mit
Ty k—1 und Tj_q p—1 gleich zwei Approximationen niedrigerer Ordnung zur Verfiigung hat,
ohne weitere Berechnungen durchfithren zu miissen. In der Praxis wéhlt man iiblicher-
weise O e(to,xo, h) := T} 1 fiir die Fehlerschétzung, da dieser Ausdruck eine genauere
Approximation liefert.

Wir wollen abschlieflend untersuchen, welche Einschrittverfahren sich als Basisverfahren &
der Extrapolation eignen. Betrachtet man die zu Grunde liegende asymptotische Entwick-
lung (8.2), so sieht man (aus Satz 8.1), dass das Euler—Verfahren die Voraussetzung fiir
p = 1 erfiillt. Dieses Verfahren kann also als Basis der Extrapolation verwendet werden.

Effizienter wére es aber sicherlich, wenn wir ein Verfahren ® verwendeten, welches (8.2)
fir p > 1 erfiillt, da wir mit jedem Extrapolationsschritt die Ordnung um den Faktor p
erhohen. Leider kann man nachweisen, dass es kein explizites Runge-Kutta—Verfahren &
gibt, fiir das dieses gilt.
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Wir wollen den Fall p = 2 genauer untersuchen. Hier lédsst sich ein Kriterium angeben,
unter dem (8.2) gilt, wobei wir annehmen, dass das betrachtete Einschrittverfahren von
der Form ®(t,z,h) = x + he(t,z, h) ist, vgl. Lemma 2.6.

Satz 8.5 Falls das Einschrittverfahren reversibel ist, d.h. die Bedingung
O(t+ h,®(t,z,h),—h)=2x (8.3)

erfiillt und die Konsistenz— und Konvergenzordnung p = 2 besitzt, so existiert fiir hinrei-
chend glattes Vektorfeld f eine asymptotische Entwicklung der Form (8.2) mit p = 2.

Beweisskizze: Betrachte die exakte Losung z(t) und die e;(t), i = 0,1,2,... aus Satz 8.1.
Fiir ein beliebiges k € N definieren wir

¥ (t) = x(t) + eg(t)h® + e ()h® + ... + ep_1 (£)R2TFL,

Mittels Taylor-Entwicklung von ®(t, 2*(t), h) nach z und h im Punkt (¢, z(¢),0) sieht man,
dass dann eine differenzierbare Funktion dj(t) existiert, so dass die Gleichungen

¥ (t+h) — ®(t,z"(t),h) = dk(t)h2+k+1 + O(h2+k+2)
z*(t) — ®(t + h,x*(t + h),—h) = dg(t+ h)(_h)2+k+1 " O(h2+k+2)

gelten. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man dabei die Gleichung
di(t) = ex(t),
wobei e der Koeflizient aus Satz 8.1 fiir k = ¢ ist. Da d, differenzierbar ist, folgt
dio(t + RYRZHRHL = qp (£ R2FEFL 4 O(R2Hh+2)
und da & differenzierbar ist auch

D(t + h,x*(t + h) + dy (t)h> T+ —h)
— 2 (E+ ) + de(ORZFY — ho(t + by 2 (8 + h) + d()RZHH, )
— x*(t + h) + dk(t)h2+k+1 o h(,O(t + h,l‘*(t + h), —h) + O(h2+k+2).

Aus der Reversibilitdt von ¢ folgt damit

z*(t) = @(t,(t,z*(t),h), —h)
= Ot a*(t+ h) — dp(OR*H O, —h)
— B, (t + h), —h) — d()R2ZFL 4 O(RZHET2)
— (1) — dy(t + h)(—h)2THHL g (R 4 O(R2HR2)
— 2 () 4 (D)2 = Dy ()2 4 O(R2HEF2),
Da dies fiir alle h > 0 gelten muss, folgt ((—1)2t% — 1)d(t)h?>**+1 = 0. Falls k ungerade
ist, folgt damit dj = 0, also e(t) = 0. Damit erhalten wir (8.2) fiir p = 2. U

Leider ist Reversibilitéit eine Eigenschaft, die kein explizites Runge-Kutta—Verfahren be-
sitzt. Wir haben im Beweis von Lemma 4.3 gesehen, dass jede explizite Runge—Kutta—
Approximation der Gleichung #(t) = z(t) mit x(0) = z¢ fiir alle ¢ € R von der Form
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O (t, 9, h) = P(h)xo fiir ein Polynom in A ist. Die Bedingung (8.3) wiirde P(h)P(—h) =1

erzwingen, was fiir nichtkonstante Polynome unmoglich ist.

Zwar gibt es reversible implizite Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = 2, wie z.B. die
implizite Trapezregel (5.1), fiir die man die Reversibilitat der Vorschrift

- - h - -
#ti1) = #(t) + 5 (£t #(0)) + (i, 3 (ti))
leicht iiberpriifen kann. Allerdings ist dies ein implizites Verfahren, wodurch wir den Vorteil
verlieren, dass die Extrapolation zur Konstruktion expliziter Verfahren verwendet werden
kann.

Als Ausweg miissen wir eine andere Klasse von Verfahren betrachten. Hier kann man
z.B. ein Verfahren ® verwenden, das als explizite Mittelpunktregel bekannt ist und fiir
dquidistante Stiitzstellen h; = h durch

T(tive) = T(ti) + 2hf (tiv1, T(tig1))

gegeben ist. Dieses Verfahren ist reversibel, wenn man es als Abbildung von Z(¢;) nach
Z(ti+2) auffasst.

Allerdings ist dies kein Einschrittverfahren, da die rechte Seite von Z(t;+1) und Z(¢;)
abhéingt. Wir haben es hier mit einem sogenannten Mehrschrittverfahren zu tun, einer
Klasse von Verfahren, die wir in Kapitel 12 systematisch untersuchen wollen. Um das
Verfahren zu starten, benttigen wir neben dem Anfangswert Z(typ) = zp noch den Wert
Z(t1), der (um die Konvergenzordnung p = 2 zu erhalten) mindestens mit Genauigkeit
O(h?) bestimmt werden muss. Dies kann durch einen einfachen Euler—Schritt, also mittels
Z(t1) = xo + hf(to, x0) geschehen.



Kapitel 9

Kollokationsmethoden

Eine andere Art, Runge-Kutta-Verfahren hoher Konsistenzordnung zu konstruieren, ohne
dabei direkt die Bedingungsgleichungen aus Satz 3.7 zu verwenden, ist die sogenannte
Kollokation. Auch diese beruht auf der Idee der Polynominterpolation, allerdings wird
hierbei die Losung der Gleichung selbst durch ein Polynom angenihert. Die Idee liegt
darin, ein Polynom zu konstruieren, welches die Differentialgleichung an einer vorgegebenen
Menge von Zeiten t+c1h, ..., t+csh exakt erfiillt. Die Kollokation fithrt dabei in der Regel
auf implizite Verfahren.

Definition 9.1 Sei s € Nund cy,...,cs € [0,1]. Das Kollokationspolynom p(t) vom Grad
s ist das Polynom p € P, welches fiir gegebene z € R", tg e R, h >0 und f: D — R",
D C R x R™ die Bedingungen

p(to) =x und p(tg+ c;h) = f(to + cih,p(to + ¢;h)) firallei=1,...,s
erfiillt. Das Kollokationsverfahren ist dann gegeben durch

(I)(t()a Ly h) = p(tO + h‘)

m}

Beispiel 9.2 Fiir s = 1 ist p von der Form p(t) = pg + p1(t — to), also p(t) = p1. Aus der
ersten Bedingung erh&lt man sofort pg = x. Fiir ¢; = 0 ergibt sich die zweite Bedingung zu

p1 = f(to,p(to)) = f(to, )

und man erhélt ®(tg, z, h) = p(to+ h) = po+ hp1 = =+ hf(to, x), also das explizite Euler-
Verfahren. Mit &hnlichen Rechnungen sieht man, dass man fiir ¢; = 1 das implizite Euler-
Verfahren und fiir ¢; = 1/2 die Mittelpunktregel Z(to + h) = Z(to) + hf(to + h/2, (Z(to +
h) + Z(tp))/2) erhilt.

Fiir s =2 und ¢; = 0, c3 = 1 erhélt man die implizite Trapezregel. a

Bemerkung 9.3 Beachte, dass wir hier stillschweigend angenommen haben, dass ein In-
terpolationspolynom mit den angegebenen Bedingungen existiert und eindeutig ist. Letzte-
res ist nicht unbedingt der Fall, genauso wie implizite Runge-Kutta-Verfahren nicht unbe-
dingt eine eindeutige Losung besitzen miissen. Ein Gegenbeispiel werden wir in Bemerkung
9.6 betrachten. a
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Der folgende Satz zeigt, dass die Kollokationsmethode tatséchlich wieder Runge-Kutta-
Verfahren erzeugt.

Satz 9.4 Die Kollokationsmethode aus Definition 9.1 liefert das gleiche Einschrittverfah-
ren ® wie das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren mit Koeffizienten ¢y, ..., cs,

c; 1
aij:/o LJ(T)dT, bZ:/O Ll(’T)dT (91)

mit den Lagrange-Polynomen

S
T —Cj
Li(r) = H c-—c]-'
j=1 " J

i

Beweis: Sei p das Kollokationspolynom und definiere k; := p(t + ¢;h). Aus L;(t) = 0 fur
t =c¢; und L;(t) = 1 fur t = ¢; mit j # i sowie der Tatsache, dass sowohl die L; als auch p
Polynome vom Grad s — 1 sind, folgt

d
2 [p(to + th)] = p(to + th)h = tht(H—cj —th;L
7j=1

Integration dieser Gleichung fiir ¢ von 0 bis ¢; liefert

p(to + cih) — p(to) = h/OCi ijLj(t)

was wegen p(tg) = x dquivalent ist zu

p(to + ¢jh) —x—i-th/ L;(t) —x—i-thaU (9.2)

Einsetzen in die Gleichung fiir p in Definition 9.1 liefert

S
ki = plto + cih) = f(to + cih, p(t + cih)) = f(to + cih,x + h Y kjag),
j=1
was genau die definierenden Gleichungen der Stufen k; des Runge-Kutta-Verfahrens sind.
Die erste Gleichung in (9.2) mit oberer Integrationsgrenze 1 statt ¢; liefert

1
®(to, z, h) = (t0+h)—x+h2k/ —x—i—thb],
0

7=1
und damit die Behauptung. U

Die Bedingungen in (9.1) kann man dquivalent auch als Gleichungssystem fiir die Koeffi-

zienten ausdriicken: Da Zj 1C ffl j(7) fur jedes k = 1,...,s gerade das Interpolations-

polynom durch (¢;, " ¢ 1 ist, gilt 2%
(9.1) folgt daher

=1 ;‘7 'L (1) = k=1 Aus der ersten Bedingung aus

s k
Zaijc;?_l:% firallek=1,...,q,i=1,...,s (9.3)
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mit ¢ = s und aus der zweiten Bedingung folgt
i 1
Z bjc?_l =7 firallek=1,...,p (9.4)
j=1

mit p = s. Da die ¢; paarweise verschieden sind, liefern diese Gleichungen lineare Glei-
chungssysteme mit invertierbaren Matrizen fiir die Koeffizienten a;; und b;, weswegen die-
se eindeutig bestimmt sind. Die Bedingungen (9.3) und (9.4) mit p = ¢ = s sind also
dquivalent zu (9.1).

9.1 Konsistenz

Satz 9.5 Jede Kollokationsmethode von Grad s besitzt die Konsistenzordnung s, falls
f € C*T1(D,R") mit D = RxR" ist. Zudem liefert das Kollokationspolynom mit p(tg) = z¢
fir alle t € [to,top + h] eine Approximation der exakten Losung x(t) = x(¢;tg,zo) der
Ordnung s + 1, d.h.,

p(t) = x(t) + O(h**) fiir alle t € [to, to + h].

Beweis: Es geniigt, die zweite Aussage zu beweisen, da die erste daraus fiir t = tg + h
folgt. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Fall, dass die Lipschitzkonstante L von
f bzgl. x global, also unabhéngig von ¢ und x gewahlt werden kann.

Betrachte das n-dimensionale Interpolationspolynom ¢ durch die Stiitzstellen (¢o+c;h, f(to+
cih, x(to + ¢;h))). Fiir E(t,h) = f(t,x(t)) — q(t), t € [to, to + h] gilt dann

i) = q(t) + B(t,h) = 3 f(to + cihy a(ty + i) La(t) + B(t, h)
=1

Andererseits gilt fiir das Kollokationpolynom

Pt) =D flto + cih, plto + ;b)) L;(1),
=1

also zusammen

#(t) = p(t) = > (fto+ cih, x(to + c:h)) — f(to + cih, p(to + ¢:h) Li(t) + E(t,h). (9.5)
i=1 X

Auf Grund der Lipschitzannahme an f kénnen wir ||A; f|| fir alle ¢ = 1,..., s abschétzen
durch
[Aifl <L max |lz(t) — p(t)]|
tE[to,to-‘rh}

Nach dem Satz iiber den Interpolationsfehler bei der Polynominterpolation gilt zudem

(s+1)
1B R < b max 1O
t€to,to+h] sl
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Integration von (9.5) von tg nach ¢t < tg + h und Ausnutzen von z(tg) — p(to) = 0 liefert

w(t) — p(t) = 3" Acf / Li(r)dr + [ E(rh)dr (9.6)
i=1 to to

und damit

t) —p@®)| < hCL L t) — p(t Cohst1
i 190 T POIS L s o) =0 Gl

woraus die Behauptung folgt wenn hC1L < 1.

Falls f nicht global Lipschitz stetig in «x ist, betrachten wir eine kompakte Menge K von
Anfangsbedingungen und die kompakte Menge K5 aus dem Beweis von Satz 2.7 mit T =
to+h. Sei B = Br(0) € RxR™, wobei R > 0 so grof ist, dass Ko C Br(0). Wir betrachten
nun eine C**1-Funktion p : R — R mit p(r) = 1 fiir » < R, p(r) € [0,1] fiir r € [R, R+ 1]
und p(r) = 0 fiir > R und setzen f(t,x) = p(||(t,z)|) f(t,z). Dann ist f € C5T1(D,R")
und damit Lipschitz und weil die Lipschitz-Konstante L fur (¢, z), (t,y) ¢ Br+1(0) offenbar
gleich 0 ist, ist f global Lipschitz. Auf f kann dann der erste Teil des Beweises angewendet
werden. Fiir hinreichend kleines h > 0 folgt daraus p(t) € K» fiir alle t € [to, to + h]. Dort
stimmt f aber mit f tiberein, weswegen die Konsistenz auch fiir f gilt. U

Bemerkung 9.6 Der Satz wird i.A. falsch, wenn D # R x R" ist. Betrachte z.B. die
eindimensionale autonome Gleichung mit

fa)= =

und D = R\ {1}. Fiir (t9,z9) = (0,0) lautet die Losung offensichtlich x(¢;0,0) = 0.
Kollokation mit s = 1 und ¢; = 1 (also mit dem impliziten Euler) liefert aber das Interpo-
lationspolynom p(t) = (1 — h)t/h, denn es gilt

xT

1-h _ 1-h
h 1—(1-h)

p(0) =0 und p0+h) = = f(1=h) = f(p(0+h)).
Daraus folgt ®(0,0,h) = p(0 +h) = 1 — h, was fiir h — 0 gegen 1 und nicht wie fiir
Konsistenz nétig gegen 0 konvergiert.

Tatséachlich ist das obige Polynom nicht das eindeutige Interpolationspolynom. Man priift
leicht nach, dass p(t) = 0 ebenfalls die Bedingungen des Kollokationsverfahrens erfiillt;
fiir dieses Polynom gilt dann auch die Konsistenz. In der Regel bewirkt ein gut gewihlter
Startwert, dass man beim iterativen Losen der nichtlinearen Gleichungen zur Bestimmung
von ¢ gegen die “richtige”, also die konsistente Losung konvergiert. o

Der folgende Satz zeigt, dass man die Konsistenzordnung unter gewissen Bedingungen noch
verbessern kann. Da wir mit diesem Satz eine Konsistenz- und damit auch Konvergenzord-
nung p > s erhalten kann, spricht man auch von ,,Superkonvergenz“.

Satz 9.7 Betrachte ein Kollokationsverfahren, welches die Bedingung (9.4) fiir ein p € N
mit s < p < 2s erfiillt. Dann besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p falls f €
CPYY(D,R") und D = R x R".
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Beweis: Wir betrachten das Kollokationspolynom p als Lésung der gestorten Gleichung

p(t) = f(t,p(t) + 6(t)

mit 0(t) = p(t) — f(¢,p(t)). Ziehen wir die exakte Gleichung von dieser Gleichung ab, so
erhalten wir mit Taylor-Entwicklung der Ordnung 1

§(E) — () = (1 p(0) + 8(0) — F(2(0)) = 92 1,(0) (p(1) — 2(1)) +5(0) + (1)

mit 7(t) = O(||p(t) — z(t)]|?) = O(h?*72) gemiB Satz 9.5. Aus der Losungsformel fiir inho-
mogene lineare Differentialgleichungen (,, Variation der Konstanten“) und p(tg) — z(tg) =0
folgt
to+h
p(to + h) — x(to + h) = / Ot + h,7) (8(r) + r(r)) dr,
to

wobei O die Fundamentallsung der homogenen Gleichung y(t) = %(t, x(t))y(t) bezeich-

net. Das Integral iiber O(tg + h,7)r(7) ist von der Ordnung O(h?**3). Die Funktion
g(7) := O(ty + h,7)d(7) besitzt gerade die Nullstellen 7 = ¢y + hcy, ..., to + hes. Wen-
den wir nun die Quadraturformel

to+h S
/ g(T)dr = ijg(to + hcj)

to j=1

an, so impliziert Bedingung (9.4), dass diese Quadraturformel Polynome vom Grad p — 1
exakt integriert, woraus mit Satz 5.1 aus der ,,Einfiihrung in die Numerischen Mathematik“

to+h S
/ g(T)dT — Z big(to + hej)|| < ChPT

to j=1

und wegen g(top + he;j) = 0 also || ft';ﬁh g(r)dr|| < ChP*! folgt. Die Konstanten in dem
O-Term héngen dabei von den Ableitungen von p ab und dhnlich wie im Beweis von Satz
9.5 kann man zeigen, dass diese durch eine von h unabhéngigen Konstante beschriankt sind.
Damit folgt die behauptete Konsistenz fiir ®(tg, x, h) = p(to + h). U

Bemerkung 9.8 Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Ordnung des Kollokationsver-
fahrens durch die Ordnung des Quadraturverfahrens mit Stiitzstellen ¢; und Gewichten b;
bestimmt ist. a

9.2 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir einige Beispiele fiir Kollokationsverfahren an.

Gauf3-Verfahren Wihlt man ¢y, . . ., ¢s als die Nullstellen des s-ten verschobenen Legendre
Polynoms
dS
dxs

(2*(z —1)%),
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so erhélt man eine Quadraturformel mit Ordnung 2s, vgl. Abschnitt 5.3 der ,,Einfiihrung in
die Numerische Mathematik“. Nach Bemerkung 9.8 besitzt die zugehorige Quadraturformel
also die gleiche Ordnung. Ihre Butcher-Tableaus fiir s = 2 und s = 3, d.h. mit Ordnungen
p =4 und p = 6 sind gegeben durch

1_ V3 1 1_ V3
2 6 4 4 6
1, V3|1, V3 1
2t %6 |1T% 1
1 1
2 2
und
1 V15 5 2 V15 5 _ /15
2 10 36 9 15 36 30
1 5 4 Vi5 2 5 _ /5
2 36 24 9 36 24
1, Vi5 | 5 , V15 2, V15 5
2 + 10 36 + 30 9 + 15 36
5 4 5
18 9 18

Radau-Verfahren Bei den Radau-Methoden legt man entweder ¢; = 0 oder ¢ = 1 fest
und bestimmt die restlichen Koeffizienten dann so, dass die Ordnung maximal, d.h. gleich
2s — 1 wird. Die Verfahren mit ¢, = 1 werden Radau IIA-Methoden genannt. Fiir ein
Butcher-Tableau siehe Abschnitt 6.3.

Lobatto IITA-Verfahren Diese Verfahren besitzen die héchste Ordnung p = 2s — 2 unter
den Bedingungen c¢; = 0 und ¢s = 1. Die Stiitzstellen ca, . .
Nullstellen des Polynoms

., Cs—1 miissen dazu gerade die

ds—2 .
dajsz 1) 1)

sein. Fiir s = 2 erhélt man die implizite Trapezregel, fiir s = 3 und s = 4 ergeben sich die
Butcher-Tableaus

(:L“s_l(ac —

00 O 0
115 1 _ 1
2|24 3 24
1 2 1
Llg 5 %
1 2 1
6 3 6
und
0 0 0 0 0
5—v5 | 11+vV5 25—/5 25—-13v5 —14+v5
10 120 120 120 120
545 | 11=v/5  25413v5 2545 —1-v5
10 120 120 120 120
1 1 5 5 1
12 12 12 12
1 5 5 1
12 12 12 12
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9.3 Unstetige Kollokation

Die Klasse der Kollokationsverfahren enthélt nicht alle in der Praxis gebréuchlichen implizi-
ten Verfahren. Um die durch die Kollokation méglichen relativ einfachen Konsistenzbeweise
auf grofere Klassen von Verfahren anzuwenden, wurde die Idee der unstetigen Kollokati-
on entwickelt. Dabei werden in der Kollokation ¢; = 0 und ¢; = 1 gesetzt und die vier
Bedingungen

p(to) =z, ®(to,=,h) =p(to+h) und p(to + cih) = f(to + cih, p(t + cih))

fiir ¢ = 1 und ¢ = s kombiniert zu den zwei schwacheren Bedingungen

plto) == — b (p(to) ~ f(t0), p(t))

und

Da damit nur noch s — 1 statt s+ 1 Bedingungen an p gestellt werden, ist p nun aus Ps_o.

Auch diese Klasse von Verfahren ist dquivalent zu s-stufigen impliziten Runge-Kutta-
Verfahren und die Sétze 9.5 und 9.7 gelten weiterhin, allerdings wegen der geringeren
Ordnung der Polynome mit O(h*~!) bzw. fiir s < p < 2s — 2. Die geéinderten Bedingungen
wirken sich in den Beweisen in Abschétzung (9.6) aus, wo ein zusétzlicher Fehlerterm der
Ordnung O(h*~!) entsteht.

Zu den Methoden dieser Klasse gehdren gewisse Radau und Lobatto-Verfahren, z.B. die
Lobatto IIIB-Verfahren, bei denen a;; = b; und a;s = 0 festgelegt wird und die rest-
lichen Koeflizienten so gewéhlt werden, dass die Ordnung maximal, also p = 2s — 2 wird.
Fiir s = 3 und s = 4 ergeben sich so die Tableaus

0 1 —1-/5 2-1+V5 0
12 21 24
oL —L o
6 6 5-v5 | 1 254V 25-13V5
111 1 10 12 120 120
2l 3 0
d 54v5 | 1 25413v/5  25—v/5 0
15 un 10 2 120 120
g g O
1 1 11-5 1145 0
. 2 1 2 24 24
6 3 6
1 5 5 1
12 12 12 2
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Kapitel 10

Partitionierte
Runge—Kutta—Verfahren

Differentialgleichungen der allgemeinen Form #(t) = f (¢, z(t)) lassen sich durch Aufspalten
des Zustandsvektors
(1)
z

mit z € R", y € R™, 2 € R" mit n = ny + n, in zwei Teilgleichungen

g(t) = g(t,y(t), 2(t), (1) = h(t,y(t), 2(1)) (10.1)
zerlegen. Wir nennen (10.1) auch partitionierte Form der Differentialgleichung.

Oft ergibt sich diese Partitionierung in kanonischer Weise, wie in den folgenden beiden
Beispielen.

Beispiel 10.1 (a) Hamilton’sche Systeme Wie in Abschnitt B.2 hergeleitet, ist ein
mechanisches System in Hamilton’scher Form beschrieben durch die Differentialgleichungen

0H

i) = (0000
pt) = —%Z<q<t>,p<t>,t>.

Dies fiihrt sofort auf die Zerlegung (10.1) mit y = ¢, z =p, g = %—IZ und h = —%—ZI. Fiir die

Pendelgleichung

: p(t) . .
i) = 5. () = ~mgpsing(t)
ergibt sich damit g(¢,v,2) = z/(mp?) und h(t,y,z) = —mgpsiny. Beachte, dass g hier

nicht von y und A nicht von z abhéngt, was bei mechanischen Systemen — z.B. auch in
der Molekiildynamik — oft der Fall ist.

(b) Gleichungen zweiter Ordnung Das Umwandeln einer Gleichung zweiter Ordnung
i(t) = a(t, u(t), u(t))

79
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in eine Gleichung erster Ordnung wird normalerweise durch Einfithrung des erweiterten

Zustands
T = .
U

erreicht. Alternativ kénnen wir diese mit y = u, z = u, g(t,y,2) = z und h = a in die Form
(10.1) umwandeln. Beachte, dass die Abbildung h hier eine besonders einfache Form hat.
Im Fall, dass a nicht von u abhéngt, haben wir wieder den Fall, dass g nicht von y und h
nicht von z abhéngt. o

10.1 Definition

Definition 10.2 Gegeben seien zwei Runge-Kutta-Verfahren mit Koeffizienten (a;j, b;, ¢;)
bzw. (a;j,b;,¢;). Ein partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren ®(t,y,z,h) zur Losung der
partitionierten Differentialgleichung (10.1) ist gegeben durch die Gleichungen

ki = g(t+cih,y+thzlaijkj,z—i—th:l&ijl%j), i:l,...,s
]%i = h(t-i-cih,y-kthzlaijkj,z—FhZ;:l&ijl%j), izl,...,s
Yy = y+hZf:1 biki, 21 = Z+hZf:1 Bziﬂz

(I)(tayazah) = (3/1721)

(10.2)

m}

Zwei einfache Beispiele fiir ein solches Verfahren sind das symplektische Euler-Verfahren,
gegeben durch die Tableaus

1]1 0]0
PE
und das Stérmer/Verlet- Verfahren gegeben durch
0l 0 0 1/21/2 0
111/2 1/2 1/211/2 0
12 172 12 172

Das erste Verfahren kombiniert das implizite und das explizite Euler-Verfahren, das zweite
die implizite Trapezregel mit der impliziten Mittelpunktregel.

Bemerkung 10.3 (i) Auch in dem Fall dass die beiden Verfahren explizit sind, stellen die
2s Gleichungen fiir kq, ..., ks, k1,..., ks ein nichtlineares Gleichungssystem dar, das i.A.
numerisch (z.B. mit Fixpunktiteration oder dem Newton-Verfahren) gelost werden muss.
Unter geeigneten strukturellen Eigenschaften der zu losenden Differentialgleichung lésst
sich dies aber vermeiden, wie das Beispiel nach dieser Bemerkung zeigt.

(ii) Beachte, dass sich ein partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren i.A. nicht als “normales”
Runge-Kutta-Verfahren fiir f = (g, h) schreiben lisst. In einem normalen Runge-Kutta-
Verfahren wird jede Komponente der Losung gleich behandelt, was hier nicht der Fall ist.
Es handelt sich also um eine echt groflere Klasse von Verfahren. o
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Beispiel 10.4 Wir wenden das Stormer/Verlet-Verfahren auf die Pendelgleichung an, wo-
bei wir zur Vereinfachung p = 1 und m = 1 setzen und dadurch ¢(t,y,z) = z und
h(t,y,z) = —gsiny erhalten. Die Gleichungen fiir die Stufen k; und k; lauten dann

ki = g(ty,z+ (h/2)k) = 24 (h/2)k

ky = g(t+hy+ (h/2)ki+ (h/2ke,z+ (h/2)k) = z+ (h/2)k

ki = ht,y,z+ (h/2)k) = —gsiny

ky = h(t+h,y+ (h/2)ky + (h/2)ky,z + (R/2)k1) = —gsin(y+ (h/2)k1 + (h/2)ks)

Diese Gleichungen sind explizit 16sbar, wenn man zuerst /%1, dann k7 und ky und am
Schluss ko berechnet. Wir haben dadurch ein explizites Verfahren erhalten, das aber nach
wie vor die Vorteile der impliziten Bestandteile besitzt, insbesondere die Eignung fiir steife
Differentialgleichungen. Die explizite Losbarkeit der Gleichungen gilt beim Stérmer/Verlet-
Verfahren immer dann, wenn g nicht von y und A nicht von z abhéngt. Dieses Verfahren
wird daher z.B. in der Molekiildynamik oft eingesetzt. a

10.2 Konsistenz

Um Konsistenz und gegebenbenfalls eine gewisse Konsistenzordnung zu garantieren, muss
sicherlich jedes der beiden definierenden Verfahren konsistent mit der gewiinschten Ord-
nung sein. Um das zu sehen, reicht es, das Verfahren auf eine partitionierte Differential-
gleichung mit g = 0 oder h = 0 anzuwenden. Man sieht zudem mit Lemma 2.6 leicht, dass
fiir Konsistenz ohne hohere Ordnung die Bedingung > b; = > b; = 1 hinreichend und not-
wendig ist. Mit Hilfe von Satz 3.7 sieht man zudem, dass diese Bedingung auch hinreichend
und notwendig fiir die Konsistenzordnung p = 1 ist. Es reicht fiir die Konsistenzordnung
p = 1 also, wenn die beiden definierenden Verfahren diese Ordnung haben. Dies ist z.B.
beim symplektischen Euler-Verfahren der Fall.

Dies ist fiir hohere Konsistenzordnungen p > 2 nicht mehr der Fall. Hier ergeben sich
aus Satz 3.7 durch die Kopplung der Verfahren iiber die iiblichen Bedingungen an die
Teilverfahren zusétzliche Kopplungsbedingungen.

Fiir p = 2 lauten diese
S S
Z bldl] = 1/2, Z l;iaij = 1/2
ij=1 ij=1
Diese Bedingung ist fiir autonomieinvariante Verfahren (also falls 3 a;; = ¢;) erfiillt, falls
die einzelnen Verfahren Ordnung p = 2 haben und ¢; = ¢; flir ¢ = 1,...,s; dies folgt aus

Satz 4.5(ii). Sie kann aber auch erfiillt sein, wenn ¢; und ¢; nicht ibereinstimmen, was z.B.
beim Stormer /Verlet-Verfahren der Fall ist, welches folglich die Ordnung p = 2 besitzt.

Fiir p = 3 sind die allgemeinen Bedingungen bereits recht kompliziert. Falls ¢; = ¢; fiir alle
1 =1,...,s vereinfachen sie sich aber zu

s s
Z biflijCj = 1/6, Z biaijcj = 1/6.

1,j=1 1,j=1
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Fiir p > 4 werden die Bedingungen schnell sehr kompliziert. Auch bei partitionierten
Verfahren kénnen wir diese aber mit Hilfe der Kollokation umgehen, wie das Beispiel im
folgenden Abschnitt zeigt.

10.3 Beispiele

Lobatto IITA /TIIB-Verfahren Diese Klasse von Verfahren verallgemeinert das Stérmer/
Verlet-Verfahren auf hohere Ordnungen. Die beiden Einzelverfahren wurden bereits in Ka-
pitel 9 vorgestellt; hier wird als zusétzliche Bedingung bei der Herleitung noch die Gleich-
heit ¢; = ¢; und b; = 132 verwendet. Fir s = 3 erhalten wir so z.B.

1 1
0lo 0 o ol —1 ¢
105 1 1 111
2124 3 24 216 3
1 2 1 1 5
L1'g 5 & Llg 5 0
12 1 12 1
6 3 6 6 3 6

Es gilt der folgende Konsistenzsatz.

Satz 10.5 Die aus den Lobatto IITA- und Lobatto IIIB-Verfahren zusammengesetzte par-
titionierte Runge-Kutta-Methode besitzt Konsistenzordnung 2s — 2.

Beweisskizze: Aus der Konstruktion der beiden Bestandteile durch Kollokation bzw. un-
stetige Kollokation folgen fir ®(to, yo, 20, ) = (y1, 21) die Gleichungen

p(to) = wo
q(to) = zo—hb (d(to) - h(to,p(to),Q(to)))
p(to +cih) = g(to + cih, p(to + cih), q(to + cih)), i=1,...,s
G(to + c¢ih) = h(to + cih,p(to + cih), q(to + cih)), 1=2,...,5—1
y1 = plto+h)
2= alto+h) — hby(dlto +h) = hlp(to + h). ato + 1))
mit p € P; und ¢ € Ps_o. Ab hier verlauft der Beweis nun dhnlich wie der Beweis von Saté
9.7.

Trotz der strukturellen Ahnlichkeit mit der Stérmer/Verlet-Methode ist hier i.A. keine
explizite Implementierung moglich, wenn g nicht von y und A nicht von 2z abhéngt.

Nystrom-Verfahren Diese Methoden eignen sich speziell fiir partitionierte Gleichungen
der Form

y(t) = 2(t),  2(t) = h(t, y(t), 2(t)) (10.3)
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vgl. Beispiel 10.1(b). Eine allgemeine partitionierte Runge-Kutta-Methode liefert angewen-
det auf diese Gleichung

ki o= z+hY 5 jagk;, i=1,..s
b = (b4 ey R ik s+ b agky) i =1, s
v o= y+hYS bk, 2 o= 2+ R3S biki

o(t,y,2,h) = (y1,21)

Setzen wir die Formeln fiir die k;’s in die anderen Gleichungen ein, so ergibt sich die folgende
Definition mit i .
aij =Y aikirj, b= brli.
k=1 k=1

Definition 10.6 Fiir reelle Koeffizienten ¢;, b;, aij, lA)l und a;;, 7,5 = 1,...,s, ist das
Nystrim-Verfahren zur Losung von (10.3) gegeben durch

~

]{32' = h (t + Cih, Y+ cihz + h2 Z;:l dijlzij, z+ h2§:1 &zj]%j> y 1= 1, ey S
vy =y + hz + h2 Zle BZIAC“ 21 = z+ hZle lA)zlAfZ

(I)(t’yvzah) = (yl;zl)

Im Spezialfall, dass h nicht von z abhéngt, miissen die Koeffizienten a;; nicht festgelegt
werden. Wie auch bei allen anderen Runge-Kutta-Methoden gibt es Bedingungsgleichungen
fiir hohere Konsistenzordnungen, vgl. [4, Abschnitt II1.2.3]. Das Stérmer/Verlet-Verfahren
angewendet auf (10.3) ergibt gerade ein Nystrom-Verfahren; die Koeffizienten ergeben sich
aus den obigen Formeln.
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Kapitel 11

Symplektische
Runge-Kutta-Verfahren

Die im Anhang B.2 beschriebenen Hamilton’schen Systeme

ity = %f@(t),p(t),t)
o (11.1)
B0 =~ (a(0).p(0).0)

besitzen eine wichtige Struktureigenschaft, die Symplektizitdit, die wir im Folgenden erldutern.

11.1 Symplektizitit

Es sei

0 Id
J(—Id o)’

wobei Id € R™*™ die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Beachte, dass fiir diese
Matrix J ! = —J = J7 gilt.

Definition 11.1 Eine lineare Abbildung A : R?® — R?" heifit symplektisch, falls
ATJA =1J.

a

Im Fall n = 1 bedeutet dies, dass der Flicheninhalt eines von zwei Vektoren z,y € R?
aufgespannten Parallelogramms P unter Transformation mit einer symplektischen linearen
Abbildung A erhalten bleibt, denn es gilt

area(P) = det(x y) = 1 Jy,

und damit
area(AP) = det(Az Ay) = (Az)T JAy = 27 Jy = area(P).
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Im Fall n > 1 gilt eine analoge geometrische Interpretation: schreiben wir x = (29, 2P)T €
R?" mit 29?7 = (2f,...,28)T, 2P = (zf,...,25)T und ist A € R?"*2" symplektisch, dann

erhilt A die Grofie
q

w(z,y) = Zdet ( i z}J > =T Jy.
i=1 v

Symplektizitéit kann wie folgt auf nichtlineare Abbildungen verallgemeinert werden.

SRZ e

Definition 11.2 Eine (nichtlineare) Abbildung g : U — R, U C R?", heif}t symplektisch,
falls Dg(x) fiir alle x € U symplektisch ist. O

Der folgende Satz zeigt, dass es eine charakteristische Eigenschaft der Losungsabbildung
eines Hamilton-Systems ist, symplektisch zu sein.

Satz 11.3 (Poincaré, 1899) Sei H : R?" — R eine zweimal stetig differenzierbare Hamilton-
Funktion. Dann ist die Lésung x(t; to, x0) = (q(t; to, go, po), p(t; o, go, o)) des zugehdrigen
Hamilton-Systems (11.1) als Abbildung in zy = (qo, po) symplektisch fiir alle ¢, fiir die er
definiert ist.

Beweis: Wir beobachten zunichst, dass wir das Hamilton-System (11.1) auch in der Form
&(t) = JVH(z(t),t)

mit x = (q,p) und VH.: (%—Iq{, %—I;) schre.iben konnen. Die Ableitung A(t) = ﬁx(t;to, xo)
ist Losung der zugehorigen Variationsgleichung

A(t) = JV2H (z(t;to, x0), 1) A(t)  mit  A(tg) = Id

(wobei V2H die Hesse-Matrix von H bzgl. x bezeichnet). Daher gilt, da V?H symmetrisch

1st,

% (A(t)TJA(t)> = (th(t))T JA(t) + AT <CZA(t)>

= (JVEHA@®)TJAt) + ATJ(JVZHA(L))

. T2 1T T 2

= AW"VEHJTLA®R) + A®)" JJ, VEHA()
=Id =—Id

= 0.

Also ist t +— A(t) konstant und es folgt A(t)TJA(t) = A(tg)TJA(ty) = 1dJId = J, d.h.

%x(t;to,xo) = A(t) ist fur alle zp symplektisch und damit ist die Losungsabbildung

xo — z(t; to, o) symplektisch (fiir alle relevanten ¢ und tp). U

Aus dem Beweis dieses Satzes folgt insbesondere die (hier zur Vereinfachung ohne Argu-
mente geschriebene) Gleichung

(JVZHA)TJA + ATJ(JV?HA) =0, (11.2)

die fiir die nachfolgenden numerischen Untersuchungen niitzlich sein wird.
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11.2 Veranschaulichung an der Pendelgleichung

Inzwischen haben wir ein recht weitgehendes Versténdnis des Pendelmodells aus der Ein-
leitung erreicht, das in der folgenden Abbildung 11.1 noch einmal zusammengefasst ist:

|
w

|
N

|
-
o
-
N
w

Abbildung 11.1: Uberblick iiber qualitativ verschiedene Losungen im Pendelmodell: Gleich-
gewichte, periodische Losungen, homokline Orbits

Die Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens zum Anfangswert zo = (ao,dg) = (0,4)
mit Schrittweite h = 0.1 ist in Abbildung 11.2 (links) graphisch dargestellt.

8
6
4t
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0

Abbildung 11.2: Numerische Integration des Pendelmodells zum Anfangswert (0,4) und
Schrittweite & = 0.1 mit dem expliziten (links) und dem impliziten (rechts) Euler-Verfahren

Offensichtlich gibt diese Approximation das Verhalten der wahren Loésungen qualitativ
falsch wieder: das Resultat der Rechnung ist nicht periodisch, die Amplitude der Schwin-
gung steigt kontinuierlich an. Auch implizite Verfahren helfen in dieser Hinsicht nicht wei-
ter, wie Abbildung 11.2 (rechts) zeigt, wo die numerische Losung des impliziten Euler-
Verfahrens zu denselben Daten dargestellt ist. Der Einsatz eines Verfahrens héherer Ord-
nung wiirde zwar den Approximationsfehler verkleinern, aber qualitativ an Verhalten der
numerischen Losung nichts dndern — es sein denn, man erwischt ein spezielles Verfahren:

Abbildung 11.3 zeigt das Ergebnis fiir die implizite Mittelpunktregel

F(tip1) = (t) + hf (W) . (11.3)
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Dieses Verfahren schneidet offenbar deutlich besser ab, die numerische Lsung scheint auf
einem periodischen Orbit zu verbleiben. Tatséchlich ist die durch (11.3) definierte Abbil-

o N M OO

«
|
\S)

Abbildung 11.3: Numerische Integration des Pendelmodells zum Anfangswert (0,4) und
Schrittweite A = 0.1 mit der impliziten Mittelpunktsregel

dung symplektisch (wenn f ein Hamilton-System ist) — und erbt damit die charakteristische
Eigenschaft des Flusses eines Hamilton-Systems wie dem Pendel.

Tatséchlich folgt daraus nicht sofort, dass die numerische Lésung periodisch ist. Periodi-
zitdt entspricht der Energieerhaltung, die fiir Hamilton’sche Systeme ebenfalls gilt wihrend
Symplektizitdt der Flachenerhaltung entspricht. Man kann aber zeigen, dass fiir symplek-
tische Runge-Kutta-Verfahren eine Funktion H ~ H existiert, die entlang der numerischen
Losung konstant ist, siehe [4, Abschnitt 1X.3]. Das bedeutet, dass die exakte Hamilton-
Funktion entlang der Losung “fast konstant” ist. Insbesondere kan H entlang der nume-
rischen Losung nicht mit der Zeit immer mehr anwachsen oder abfallen, weswegen die
Energie bis auf kleine Schwankungen erhalten wird.

Die Erhaltung der Symplektizitét ist also eine wiinschenswerte Eigenschaft.

11.3 Symplektische Runge-Kutta-Verfahren

Definition 11.4 Ein Einschrittverfahren ® (¢, x, h) heifit symplektisch, falls die Abbildung
x +— ®(t,x,h) fiir alle h > 0 symplektisch ist, wenn das Einschrittverfahren auf ein
Hamilton-System angewendet wird. O

Im Fall von Runge-Kutta-Verfahren existiert ein einfaches Kriterium an die Koeffizienten
des Verfahrens, das die Symplektizitit sicherstellt.

Satz 11.5 Gilt fiir die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens
b,-aij + bjaji = bibj fir alled, 7 =1,...,s, (11.4)

dann ist das Verfahren symplektisch.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir zwei vorbereitende Lemmata.
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Lemma 11.6 Gegeben sei eine gewohnliche Differentialgleichung @ (t) = f(¢,z(t)) und die
zugehorige Variationsgleichung A(t) = %(t,w(t})A(t). Es seien Z(t;), A(t;) die durch ein
Runge-Kutta- oder ein partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren berechneten numerischen
Losungen zu den Anfangsbedingungen Z(tg) = xo, Z(to) = Id. Dann gilt fiir alle t; € T

Alty) = 820%(@)-

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir ein nicht-partitioniertes Runge-Kutta-Verfahren; der
partitionierte Fall folgt analog mit etwas mehr Aufwand bei der Indexverwaltung.

Fassen wir die Stufen k; im i-ten Schritt des Verfahrens als Funktionen in xg auf und leiten
diese nach zg ab, so folgt mit der Kettenregel

O _df [, N 0 N, O
aix()kj = Iz (tz—i-cjhz,x(tl)—i-hzlz:;aﬂkl) <8x0x(tz)+hz;a]lax0k‘l).

Zudem gilt
0 0 0
i) = ——F () + > by k.
8$0x( +1) 83}'0'1;( ) + Z ]axo J

Andererseits gilt fiir die Stufen l%j des Verfahrens angewendet auf die Variationsgleichung

- d ® ~ .
kj = é (ti + cjhi, @(t) + hy Z%’ﬂﬂ) <A(ti) + hi Z%’ﬂﬂ) -
=1 =1

und es gilt

A(tz'-i-l) = g(tz) + h; Z bj];}j.

Hieraus folgt l%j = a%okj und damit die behauptete Identitét. U

Lemma 11.7 Betrachte #(t) = f(¢,x(¢)) und ein Runge-Kutta-Verfahren ®, das die Be-
dingungen von Satz 11.5 erfiillt. Es sei @ € R™*" eine Matrix, fiir die

"Qf(t, ) + f(t,2)"Qr =0 (11.5)
gilt fiir t € R und = € R™, fiir die f definiert ist. Dann gilt
®(t,z,h)TQO(t, x, h) = 2T Qu (11.6)

fir alle t € R, x € R™ und alle h > 0, fiir die ® definiert ist.
Beweis: Fiir x1 = ®(t,z, h) gilt

2] Qur=2"Qr +h > bik] Qu+hY bjx"Qkj+ 2> bibjk] Qk;.
i=1 j=1 i,j=1
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Schreiben wir k; = f(t;, X;) mit X; =z +h ijl a;jk;, setzen dies in die obige Gleichung
ein und stellen die Terme um, so folgt

s

2] Quy =2"Qu+h > bV QF(EY:) + f(t,Y)TQY) +1* > (bibj — biaij — bjazi)k] Chj.
i=1 i,j=1

Aus der Bedingung an @ folgt, dass die erste Summe gleich Null ist und die Bedingung an
die Koeffizienten des Schemas bewirkt, dass die zweite Summe gleich Null ist. Damit folgt
die Behauptung. U

Beweis von Satz 11.5: Aus (11.2) folgt, dass

o=(55)

die Bedingung (11.5) fiir die Gleichung

o(t) = [t (1))
A(t) = JVZH(t,xz(t))A(t)

erfiillt. Wenden wir nun ein Runge-Kutta-Verfahren, das die Bedingungen von Satz 11.5
erfiillt, auf diese Gleichung an, so folgt aus Lemma 11.6 und Lemma 11.7!

dicb(t,x,h)TJdi@(t,x,h) = < q)(t’x’h))y@( 2,2, h) )

X0 Zo #ﬂ)@(t,l‘,h #ﬁ(}@(l&,l’,h)
z \7 x
- () elia) -~
Dies ist gerade die Bedingung fiir die Symplektizitit von ®. U

Beispiel 11.8 Das Butcher-Schema der impliziten Mittelpunktsregel ist

1/2]1/2
1

Hier gilt also by = 1 und a7 = 1/2, so dass (11.4) erfiillt ist. o

Leider gibt es neben der impliziten Mittelpunktregel nicht sehr viele Verfahren, die die
Bedingung aus Satz 11.5 erfiillen. Weitere Verfahren kann man allerdings erhalten, wenn
man partitionierte Runge-Kutta-Schemata betrachtet. Hier stellt man zwar zunéchst fest,
dass sich Lemma 11.7 nicht iibertragen ldsst. Betrachtet man statt (11.6) aber die Gleichung

leQzl = yTQz (11.7)

!Formal miisste man zur Anwendung von Lemma 11.7 diese Matrixgleichung als vektorwertige Gleichung
umschreiben, was durch Ersetzen von @ durch eine passende Matrix hoherer Dimension erreicht wird, auf
deren explizite Berechnung wir hier verzichten.




11.3. SYMPLEKTISCHE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN 91

mit (y1,21) = ®(t,y, 2, h), so ist diese erfiillt, falls die Koeffizienten der beiden Verfahren
die Bedingungen

bia;j + Bjaij = bii)i und b; = l;z fire,7=1,...,s

erfiillen (der Beweis ist #hnlich wie der von Lemma 11.7). Weiterhin sieht man #hnlich
wie im Beweis von Satz 11.5, dass (11.7) ausreicht, um Symplektizitit des partitionierten
Verfahrens zu beweisen. Dass dies gilt, sieht man, wenn man die Matrix A analog zu = =
(¢,p) in A, und A, zerlegt. Die zu iiberpriifende Gleichung J = AT JA = AqTIdAp—AZIqu
besteht dann aus (matrixwertigen) Termen der Form (11.7), weswegen es geniigt, diese zu
betrachten. Fiir Details siehe [4, Abschnitte IV.2 und VI.4].

Mit dem obigen Kriterium kann man dann iiberpriifen, dass jedes Lobatto IIIA /IIIB-
Verfahren und damit insbesondere das Stérmer /Verlet-Verfahren symplektisch ist.



92

KAPITEL 11. SYMPLEKTISCHE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN



Kapitel 12

Mehrschrittverfahren

Die Mehrschrittverfahren unterscheiden sich von den Einschrittverfahren dadurch, dass
der Wert Z(t;41) nicht nur von Z(¢;) sondern von einer ganzen Reihe von Vorgéingerwer-
ten Z(tj—g+1),.-.,2(t;) abhidngt. Wie schon bei den Einschrittverfahren gibt es explizite
und implizite Mehrschrittverfahren; erstere geben einen expliziten Ausdruck fiir Z(¢;41),
wéihrend bei letzteren noch eine Fixpunktgleichung zu 16sen ist. Man hofft dabei, dass man
— da ja durch die groflere Anzahl von Punkten mehr Information zur Verfiigung steht —
im Vergleich zu Einschrittverfahren gleicher Konsistenzordnung mit weniger Auswertungen
von f pro Schritt auskommt. Tatséchlich werden wir sehen, dass diese Hoffnung berechtigt
ist.

Zur Motivation betrachten wir wieder Verfahren, die wir heuristisch aus numerischen In-
tegrationsformeln ableiten. Wir nehmen dabei konstante Schrittweite h; = h an. Wenn wir
in der Integralgleichung

tit1
oftion) =altio) + [ (e a(0)de
ti—1
das Integral durch die Mittelpunktregel
tit1
| a0yt~ 2nf s, n(t)
ti—1

ersetzen, so erhalten wir die im letzten Kapitel bereits betrachtete explizite Mittelpunktregel
i’(ti_;_l) = j(ti_l) + 2hf(ti, .f(tz))

Wiéhlen wir die Simpson—Regel

h

/t. a f(t,x(t))dt ~ §<f(ti+1,$(tz’+1)) +4f (i, x(t:)) + f(tifl’m(tifl)))’

so erhalten wir das (implizite) Milne-Simpson—Verfahren

E(tit1) = Z(ti—1) + g(f(tHla T(tiv1)) +4f (i, 2(t:)) + f(tim1, Z(ti-1)))-

Eine Verallgemeinerung, die diese beiden Verfahren umfasst, ist die folgende Klasse der
linearen Mehrschrittverfahren (MSV).

93
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Definition 12.1 Ein k-stufiges lineares Mehrschrittverfahren (MSV) ist gegeben durch
die Gleichung

ak"i‘(ti+k) +ap1Z(tigg—1)+ ...+ aof(ti)
N _ _ (12.1)
= h(bkf(ti+k) o1 f(tivh) +... + bOf(ti>)

mit der Abkiirzung f(t;) = f(t;,%(t;)), wobei aj, # 0 ist O

Mit dieser Klasse von Verfahren wollen wir uns schwerpunktmiflig beschéiftigen. Wenn
by, = 0 ist, so ist das Verfahren explizit, da es direkt nach Z(t;1) aufgelost werden kann.
Falls by # 0 ist, so kann man die entstehenden Gleichungen analog zu den impliziten
Einschrittverfahren 16sen (algebraisch, Fixpunkt—Iteration, Newton—Verfahren,...). Wir
beschrinken uns zunéchst auf den Fall dquidistanter Schrittweiten h; = h und gehen am
Schluss dieses Kapitels (kurz) auf variable Schrittweiten und Schrittweitensteuerung ein.

Bemerkung 12.2 (i) Zum Start eines Mehrschrittverfahrens benétigt man neben dem
Anfangswert Z(¢p) noch die Werte Z(¢1), ..., Z(tx—1). Diese werden iiblicherweise durch ein
geeignetes Einschrittverfahren bestimmt. Details dazu besprechen wir etwas spéter.

(ii) Wenn man die f~Werte eines Schrittes zwischenspeichert, so muss in jedem Schritt
lediglich der Wert f(t;;,_1) neu berechnet werden. Ein explizites lineares MSV kommt
also mit einer f—Auswertung pro Schritt aus. |

Zur Analyse von MSV hat sich der folgende (aus der Theorie der dynamischen Systeme
stammende) Formalismus als sehr geeignet erwiesen.

Definition 12.3 Auf dem Raum der Gitterfunktionen Ay := {f : T — R"} definieren
wir den Shift—-Operator E : A7 — A7 mittels

E(f)(t:) = f(tit1)-

Hierbei erweitern wir unser Gitter formal zu einem Gitter mit unendlich vielen Gitterpunk-
tenT:{tQ,tl,tQ,...}. O

Beispiel 12.4 Fiir eine Gitterfunktion mit f(¢;) = a; mit a; = (2,4,8,16,32,...) gilt
also E(f) = f mit f(t;) = a; mit a; = (4,8,16,32,64, ...). Die Wertefolge wird also um
eine Stelle nach links verschoben, woraus sich der Name Shift—-Operator (manchmal auch
'Linksshift’ genannt) ergibt. O

Der Shift—Operator erlaubt die folgende, sehr kompakte Schreibweise von Mehrschrittver-
fahren: Mit den Polynomen

P.(z) = ap+arz+... 4+ apz”

Py(z) = bo+biz+...+b2"

kann man (12.1) als

Pa(E)(Z)(t:) = hPy(E)(f)(t:) (12.2)
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schreiben, wobei die Potenz E7 des Shift-Operators die j-malige Hintereinanderausfiihrung
des Operators bedeutet.

Wir wollen nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren untersuchen und dabei das fiir die
Einschrittverfahren bewiesene Resultat “Konsistenz + Lipschitzbedingung = Konvergenz”
verallgemeinern. Wir beginnen mit der Konsistenz.

12.1 Konsistenz

Bei der Untersuchung der Konsistenz bei Einschrittverfahren haben wir mittels
e:=|[®@t, x,h) —z(t + hit,z)||

den Konsistenzfehler durch Vergleich des numerischen Verfahrens mit der exakten Losung
erhalten. Die Grofle e ldsst sich aber auch anders interpretieren:
Fiir die numerisch berechnete Gitterfunktion gilt gerade die Gleichung

0= [[2(tit1) — P(ts, 2(t:), h)||
Setzen wir hier nun die exakte Losungsfunktion z(t) = z(¢; o, zo) ein, so erhalten wir
[ (tiv1) — @(ts, 2(t:), h)|| = €,
also gerade wieder unseren Konsistenzfehler fiir z = xz(¢;). Beachte, dass jede Funktion

x : [to, T] — R™ auch eine Gitterfunktion auf den in [to, T liegenden Gitterpunkten ist.

Dieses Verfahren “Einsetzen der exakten Losung in die numerische Gleichung” lésst sich
auf viele numerische Verfahren anwenden, z.B. auf unsere Mehrschrittverfahren. In der
kompakten Schreibweise (12.2) miissen wir also die Norm des Konsistenzfehlers

L(z,t,h) = Po(E)(2)(t) — hB(E)(f)(t) = Pa(E)(x)(t) — hPy(E)(2)(t)

bestimmen. Beachte, dass der Parameter x hier eine Funktion z : [tg, 7] — R" und dass L
nur fiir solche Parametertripel (z,t, h) definiert ist, fiir die [¢,t 4+ hk] C [to, T] gilt.

Definition 12.5 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p, falls
fiir jede p + 1-mal stetig differenzierbare Losung x : [tg, 7] — R™ der Differentialgleichung
(1.1) die Abschétzung

L(z,t,h) = O(RPTY)

gleichméBig in ¢ gilt fiir alle ¢, h, in denen L(x,t, h) definiert ist. O

Interessanterweise hingt die Definition des Konsistenzfehlers L nicht von f ab, da wir die
auftretenden Werte des Vektorfeldes f durch die Ableitungen # ersetzt haben. Dies nutzt
der folgende Satz aus, der Bedingungen angibt, anhand derer man die Konsistenzordnung
eines Mehrschrittverfahrens iiberpriifen kann.

Satz 12.6 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung
p € N, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.
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(i) Fiir jede beliebige p + 1-mal stetig differenzierbare Funktion z : [tg, T] — R™ gilt die
Abschétzung
L(x,t,h) = O(hP*1)

gleichméBig in ¢ fiir alle ¢, h, in denen L(x,t, h) definiert ist.
(i) L(Q,0,h) = 0 fiir alle Polynome Q € P,.
(iii) Es gilt

k k k
daj=0, Y ajt=1> b Mirl=1,...,p
=0 j=0 J=0

mit der Konvention 0° = 1.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz durch die Implikationen
(i) = Konsistenzordnung p = (ii) = (i) = (iii) = (i)

“(i) = Konsistenzordnung p”: Dies folgt direkt, da mit jeder beliebigen Funktion auch jede
Losung die behauptete Abschitzung erfiillt.

“Konsistenzordnung p = (ii)”: Gegeben sei ein beliebiges Polynom @ € P,. Mit f(¢,z) =

Q(t) erhalten wir eine “triviale” Differentialgleichung, deren Losung @ ist. Nach Definition
der Konsistenzordnung folgt also

L(Q,0,h) = O(hPT1).

Da @ ein Polynom vom Grad < p ist, muss auch L(Q,0, h) ein Polynom vom Grad < p in
h sein, weswegen L(Q,0,h) = 0 sein muss.

“(ii) = (i)”: Sei z eine beliebige p + 1-mal differenzierbare Funktion und sei Sei Q) € P,
das Polynom, das durch die ersten p Terme der Taylorentwicklung von x in ¢* definiert ist.
Dann gilt

x(t) = Q(t) + O(hP™) fiir alle t € [t* — h,t* + h).

Aus der Struktur von L folgt damit sofort die Abschitzung
L(z,t,h) = L(Q,t, h) + O(RP™).

Diese Abschitzung ist gleichmiBig in t € [tg, T], da das den O(hP™!)-Term bestimmende
Taylor-Restglied gleichméBig beschrénkt auf kompakten Intervallen ist. Aus (ii) wissen wir,
dass L(Q,0,h) = 0 gilt, woraus (durch “Verschieben” des Polynoms) auch L(Q,t,h) =0
folgt, was schliefflich die Behauptung liefert.

“(i) = (iii)”: Die Implikation aus (i) gilt insbesondere fiir konstante Funktionen z = c. Fiir
diese gilt

O(hP™Y = L(x,0,h) = Py(E)x(t) — hPy(E)i(t) =
=0

CLjC.

.
I Mw
o
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Da die rechte Seite unabhéngig von h ist, kann dies nur gelten, wenn die Summe der a;
gleich Null ist, was die erste Gleichung in (iii) zeigt.

Fiir die weiteren Gleichungen in (iii) betrachten wir (i) mit x(¢) = exp(t). Wegen

F7(exp)(0) = exp(jh) = exp(h)’ und %exp(t) = exp(t)

folgt
L(exp,0,h) = Py(exp(h)) — hPy(exp(h))

Wir betrachten die Taylorentwicklung dieses Ausdrucks in A = 0. Diese lautet

P k p—1
1
L(exp, 0, h) :ZﬁZaﬂ Z Zb]jlth—FO hPTL,
=0 =0 ! j=
Aus (i) wissen wir L(exp, 0, h) = O(hPT!), weswegen

P q k p—1

22wt =) Zbﬂ K = O(R )

=0 " j=0 1=0 'g

sein muss. Dieser Summenausdruck ist ein Polynom vom Grad < p in h, und kann daher
nur von der Ordnung O(hPT1) sein, wenn er bereits Null ist. Dies wiederum kann nur dann
gelten, wenn sich die Koeffizienten zu gleichen Potenzen von h zu Null addieren, also

k

k
1 1 1 11 _
“;oa” S P LA

=0
gilt. Dies sind gerade die weiteren Gleichungen aus (iii).

“(iii) = (i)”: Die Taylorentwicklung von L fiir allgemeine = in h = 0 lautet
P 1 k
Liwth) = 3 5> aih'z¥)

0
p—1 1 k
— h ﬁijjlhlx(l“)(t) + O(hP*).

Wenn die Gleichungen aus (iii) gelten, so fallen alle diese Summanden weg, so dass nur
O(hPT1) iibrig bleibt. Diese Abschitzung ist wegen der gleichméiBigen Beschrinktheit des
Taylor—Restgliedes gleichméBig in ¢ € [tg, T'], weswegen (i) folgt. U

Bemerkung 12.7 Der Fall p = 1 ist hierbei besonders interessant, da er die Frage beant-
wortet, wann ein Verfahren iiberhaupt konsistent ist. Fiir p = 1 erhalten wir aus (iii) die
Bedingungen

k k k
Zaj:0 und Zajj:ij.
j=0 j=0 Jj=0
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Beide Bedingungen lassen sich mit Hilfe der Polynome P, und P, ausdriicken, sie sind
gerade dquivalent zu
P,(1) =0 und P.(1) = Py(1).

Diese Bedingungen entsprechen der Bedingung Y b; = 1 bei den Runge-Kutta—Verfahren.
Insbesondere muss fiir konsistente Verfahren die 1 eine Nullstelle von P, sein. Wir werden
im néchsten Teilabschnitt sehen, dass auch die weiteren Nullstellen von P, eine wichtige
Rolle bei der Konvergenzanalyse von Mehrschrittverfahren spielen. o

12.2 Stabilitat

Wir wollen nun ein geeignetes Analogon der Lipschitzbedingung fiir Einschrittverfahren
entwickeln. In der Konvergenztheorie der Einschrittverfahren haben wir diese Bedingung
verwendet, um sicher zu stellen, dass sich die in vergangenen Schritten gemachten Fehler
im aktuellen Schritt nicht zu sehr verstérken.

Sicherlich sollte die rechte Seite unseres Mehrschrittverfahrens (12.1) eine dhnliche Lip-
schitzbedingung erfiillen, diese erhalten wir aber “geschenkt”, da wir ja nur Lipschitz—
stetige Vektorfelder f betrachten. Leider reicht es aber nicht aus, wenn f Lipschitz—stetig
ist. Diese Bedingung besagt ja nur, dass sich kleine Fehler in den vergangenen Z in der
rechten Seite unseres Verfahrens wenig auswirken. Wir benotigen zusétzlich noch eine Be-
dingung, die uns garantiert, dass kleine Fehler auf der linken Seite von (12.1) auch nur
kleine Fehler in Z(t;1%) hervorrufen.

Um zu sehen, dass dies ein nichttriviales Problem ist, betrachten wir zwei Mehrschrittver-
fahren, die wir auf das Anfangswertproblem

#(t) =0, 2(0)=0 (12.3)

anwenden. Da die rechte Seite in (12.1) wegen f = 0 verschwindet, reicht es, die Koeffizi-
enten a; anzugeben. Wir betrachten nun die Verfahren mit

as = 1, ap = —3, apg = 2 und ELQ = 1, (~11 = —3/2, &0 = 1/2. (12.4)

Man sieht leicht, dass beide Verfahren wegen Y a; = 0 bzw. > a; = 0 konsistent sind. Fiir
die DGL (12.3) ergeben sich daraus die Iterationsvorschriften

:Z’(ti+1) = —ali‘(ti) — aoi’(tz;l) = 3:2’(&') — Qi'(tz;l) (12.5)

und

Z(tiy1) = —arx(t;) — apZ(ti—1) = 3/2z(t;) — 1/22(t;—1). (12.6)
Man sieht leicht, dass beide Verfahren fiir exakte Startwerte Z(t9) = Z(t1) = 0 die ex-
akte Losung #(t;) = 0 liefern. Wenn wir den Startwert Z(¢;) allerdings leicht stéren, so
unterscheidet sich das Verhalten der beiden Verfahren erheblich. Abbildung 12.1 zeigt
das unterschiedliche Verhalten fiir Z(¢p) = 0 und den (nur ganz leicht gestorten Wert)
T(t) = 10712
Offenbar reproduziert das zweite Verfahren die exakte konstante Losung trotz der kleinen
Storung in Z(¢;) gut, wihrend das erste Verfahren nach nur etwa 35 Schritten riesige Fehler
produziert.
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o6t | o6t
04l 04f

0.2 / 0.2p

-0.2r -0.2r

-0.4f -0.4f

-0.61 -0.6

-0.81 0.8

Abbildung 12.1: MSV (12.5) (links) und (12.6) (rechts) mit #(tg) = 0, #(t;) = 10712

Wir wollen nun untersuchen, warum dies so ist und wie man erkennen kann, ob ein Mehr-
schrittverfahren stabil gegeniiber solchen kleinen Fehlern ist. Wegen der Linearitdt der
linken Seite des Verfahrens geniigt es, dazu das einfache Anfangswertproblem (12.3) zu be-
trachten (spéter im Beweis der Konvergenz werden wir genauer sehen, warum). Aus (12.1)
folgt sofort, dass fiir (12.3) mit Z(t9) = ... = Z(tx—1) = 0 die Gleichung z = 0 gilt, d.h.
die exakte Losung wird ohne Fehler reproduziert, falls die Startwerte exakt sind. Wie im
obigen Beispiel betrachten wir nun den Fall, dass die bis zum Schritt i* € N erhaltenen
Werte Z(t;), ¢ = 0,...,i* durch Rechenfehler etwas gestort sind, wobei [|Z(¢;)]] < e gelte.
Fiir kleines € > 0 sollten nun auch die nachfolgenden Werte Z(t;), j > ¢* nur leicht gestort
werden. Sicherlich kann man das nicht fiir alle Zeiten verlangen, aber doch zumindest auf
vorgegebenen kompakten Zeitintervallen. Eine verniinftige Bedingung an das Verfahren fiir
f =0 wére also

JE(t)]| < e firi=0,....i" = [&(t)] < Ce fiir alle t; € [t-,T].

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass zwar die Werte & unabhéngig von der Schritt-
weite h sind (dies ist gerade der entscheidende Unterschied zwischen der linken und der
rechten Seite von (12.1)), nicht aber die Bedingung ¢; € [t;+,T], die im Gegenteil stark
von h abhingt: Je kleiner h wird, desto mehr Gitterpunkte ¢; liegen in diesem Intervall.
Da h beliebig klein werden kann, wird jeder ¢;-Wert also fiir geeignetes h in [t;+, T liegen,
weswegen man die Schranke ||Z(¢;)]] < Ce tatsdchlich fiir alle j > i* fordern muss. Dies
fiihrt auf die folgende Definition, in der wir die jeweils die k Werte, die im Verfahren in
Schritt ¢ verwendet werden, gemeinsam betrachten.

Definition 12.8 Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit stabil, falls ein C > 0 existiert,
so dass fiir jeden Vektor % := (Z(tg),...,Z(tp_1))T von (reellen) Anfangswerten und alle
i € N die Ungleichung
(ti)
< C|z°|
T(tith—1)

gilt. Hierbei ist die Folge Z(t;) durch (12.1) bzw. (12.2) mit f(¢;) = 0 definiert, also kompakt
geschrieben als
Pu(E)(2)(t:) = 0 (12.7)
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oder explizit ausgeschrieben als

F(tign) = —“27;15;(@%_1) = D). (12.8)

Wir werden nun ein einfaches Kriterium herleiten, das uns sagt, ob ein gegebenes Verfahren
stabil ist. Hierzu stellen wir die Gleichung (12.8) zunéchst in etwas anderer Form dar. Wir
erinnern dazu an die linearen Differenzengleichungen (6.2), die durch eine Iterationsvor-
schrift der Form

l'(ti+1) = Al‘(tl)

mit einer Matrix A € R¥*F gegeben sind. Eine solche Gleichung heiit stabil, falls die
Ungleichung
()] < Clla(to) |

fir ein C' > 0 und alle i € N gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie sich (12.8) als eine
Matrix—Differenzengleichung schreiben lésst.

Lemma 12.9 Betrachte die lineare Differenzengleichung

w(tiv1) = Az(t;) (12.9)
mit
0 1 0 0
0 1 0 0
A: . . . T . GRka

0 0 1 0

_G _a1 a2 _ OGg—1
ax ax ar o ar

Dann gilt fiir die Losungen von (12.8) mit 2° = x(tq) die Gleichung

T(tiyr—1)

Insbesondere ist das Mehrschrittverfahren genau dann stabil, wenn (12.9) stabil ist.

Beweis: Ausschreiben der Differenzengleichung (12.9) liefert fiir alle i € Ny die Gleichun-
gen
wi(tip1) = wjpa(ty) fir j=1,...,k—1

und

ap Qf—
Ti(tiv1) = —;kxl(ti) — - aklﬂfk(tz’)

Hiermit folgt die Behauptung per Induktion iiber i. U
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Um ein Stabilitétskriterium fiir (12.1) zu erhalten, geniigt uns also ein Stabilitétskriterium
fiir (12.9). Hier hilft der folgende Satz, der eine Erweiterung von Satz 6.4(ii) darstellt.

Hierbei nennen wir einen Eigenwert halbeinfach, wenn seine algebraische und geometrische
Vielfachheit {ibereinstimmen. Dies ist genau dann der Fall ist, wenn er eine einfache Null-
stelle des Minimalpolynoms m 4 ist. Das Minimalpolynom m 4 ist dabei das Polynom mit
minimalem Grad p > 1, fiir das m4(A) = 0 gilt. Das Minimalpolynom m 4 teilt immer das
charakteristische Polynom y 4.

Satz 12.10 Eine lineare Differenzengleichung z(t;11) = Ax(t;) ist genau dann stabil, wenn
alle Eigenwerte \; von A die Bedingung |)\;| < 1 erfiillen und alle Eigenwerte A; mit [A\;| = 1
halbeinfach sind.

Beweis: Wir nummerieren die Eigenwerte gemifl der Ordnung || > [Aa] > ... > |)\g|. Sei
J die Jordan’sche Normalform von A mit Transformationsmatrix T, also T~ AT = J. Wir
schreiben kurz z; = x(¢;) und erinnern an die explizite Losungsdarstellung z; = A'zg =
TJ' T z. Wir schreiben yo = T 'x¢ und y; = J'yp.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Eigenwertbedingung erfiillt ist. Der Vektor yq ldsst sich
zerlegen in yo = y§ +y3 mit y& = (y1,.. -, ¥p,0...,0)T und 2 = (0...,0,9p41,---,yx) 7,
wobei [Ap| = 1 und |A\p41| < 1 gilt. Mit Eq = (e1,...,ep) und Es = (€p41, ..., €) bezeichen
wir die zugehorigen Unterrdume. Fiir den Vektor y; gilt nun

yi=Jyo =T (yo + 43) = J'yo + Ty -
N~ =~
Beachte, dass yz-1 € Fy und yz-2 € E» liegt. Da die Einschrankung von J auf den Unterraum

E, die Bedingung von Satz 6.4(ii) erfiillt (alle Eigenwerte im Betrag kleiner als 1), folgt
die Existenz von Cy > 0 und o > 0 mit

ly?ll < Ch e %) gl < Cullwgll.
<1

Fiir yl1 gilt '
lyi 1l = 17yl < llyoll;

wobei die letze Gleichung aus der Eigenwertstruktur folgt, denn J° eingeschrinkt auf F;
ist wegen der Halbeinfachheit der Eigenwerte eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen

Ai mit |[A\;| = 1. Zusammen folgt also unter Verwendung der Definition der euklidischen
Norm
sl < ATl = 1T+ 192D < ITHCallygl + Ly )
< (Cr+DITloll < (Cr+DITIT llzoll = Cllol]

fiir die Konstante C' = (C1 + 1)||T||| T

Sei umgekehrt die Eigenwertbedingung nicht erfiillt. Falls ein Eigenwert A; mit |\;| > 1
existiert, so gilt fiir den zugehorigen Eigenvektor zg

| Aizol| = [ flaol| — oo fitr i — oo,
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was der Stabilitdt widerspricht. Falls ein nicht halbeinfacher Eigenwert \; mit |A;| = 1
existiert, so gibt es einen Eigenvektor zy sowie einen verallgemeinerten Eigenvektor x1, fiir
die die Gleichungen

Azg = Njzg und Az =20+ \jz1

gelten (dies folgt, da das Jordan-Késtchen zu dem nicht halbeinfachen Eigenwert \; eine
1 iiber der Diagonale besitzt). Per Induktion ergibt sich

Alxy = i)\}iliﬂo + )\;Il

Da [|X" 2ol = [lzol| und [Nz || = [l ]| (wegen [A;] = 1), folgt
|Alzy|| > i||zol| — ||lz1]| — oo fiir i — oo,
was wiederum der Stabilitdt widerspricht. U

Zur Bestimmung der Stabilitit geniigt es also, die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen.
Dies ist aber recht einfach, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 12.11 Die Eigenwerte von A aus (12.9) sind genau die Nullstellen des Polynoms
P, aus (12.2). Ihre Vielfachheit im Minimalpolynom stimmt dabei mit ihrer Vielfachheit
in P, iiberein.

Beweis: Man rechnet nach, dass das charakteristische Polynom von A gerade durch

aj_ a a
XA(z):zk—ngk*l—F T
ay ay ay

gegeben ist. Da die ersten Zeilen von A%, A', A2 ... AF~! linear unabhingig sind (was aus

der Verteilung der 0-Eintréige leicht zu sehen ist), muss dies auch das Minimalpolynom m 4
sein. Da ai # 0 ist, stimmen die Nullstellen und Vielfachheiten von x4 mit denen von

Py(2) = ap+ arz + ... + apz® = apxa(z)

iiberein. U

Unsere Uberlegungen fithren nun direkt auf den folgenden Satz.

Satz 12.12 Ein lineares Mehrschrittverfahren (12.1) ist genau dann stabil, wenn alle Null-
stellen \; von P, die Bedingung |A;| < 1 erfiillen und alle Nullstellen \; von P, mit |\;| =1
einfache Nullstellen sind.

Beweis: Folgt sofort aus den vorangegangenen Aussagen.

Beachte, dass das Polynom P, nach Bemerkung 12.7 fiir jedes konsistente Mehrschrittver-
fahren die Nullstelle 1 besitzen muss, also mindestens eine Nullstelle mit |A\;] = 1 besitzt.
Falls dies die einzige Nullstelle mit |)\;] = 1 ist, nennt man das Verfahren strikt stabil.
Falls es weitere Nullstellen A\; mit |\;| = 1 gibt, so heifit das Verfahren marginal stabil oder
schwach stabil. Obwohl sie theoretisch stabil sind, kénnen solche Verfahren fiir bestimmte
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Differentialgleichungen numerische Instabilitdten aufweisen, die z.B. durch Rundungsfehler
hervorgerufen werden (vgl. das aktuelle Ubungsblatt).

Fiir die explizite Mittelpunktregel z.B. berechnet man P,(z) = z? — 1, das Polynom besitzt
also die Nullstellen 2,5 = £1 und ist damit stabil, genauer marginal stabil.

Fiir Einschrittverfahren, die als Spezialfall der Mehrschrittverfahren aufgefasst werden
konnen, muss das Polynom P, vom Grad k£ = 1 sein, denn nur z;1; und z; treten auf.
Wegen P,(1) = 0 kommt also nur P,(z) = z — 1 in Frage, das als einzige Nullstelle A = 1
besitzt. Also sind alle Einschrittverfahren stabil, weswegen wir die Stabilitdt dort nicht
betrachten mussten. Dies ist auch der Grund, warum wir die Lipschitzbedingung fiir Ein-
schrittverfahren nicht (wie in vielen Lehrbiichern) als Stabilitédtsbedingung bezeichnet ha-
ben: Die Bedingungen bezeichnen verschiedene Sachverhalte, auch wenn sie den gleichen
Zweck im Konvergenzbeweis erfiillen, ndmlich zu garantieren, dass sich die in jedem Schritt
gemachten lokalen Fehler nicht aufschaukeln kénnen.

Auf Basis von Satz 12.12 kénnen wir nun auch verstehen, warum die zwei Mehrschrittver-
fahren in dem einfithrenden Beispiel (12.4) so unterschiedliches Verhalten aufweisen. Fiir
das Verfahren mit den Koeffizienten a; ist das zugehorige Polynom P,(z) = 22 — 32 +2 =
(z—1)(z —2), das gerade die Nullstellen 1 und 2 besitzt und das deswegen instabil ist. Fiir
das zweite Verfahren mit den Koeffizienten a; gilt P;(z) = 22—3/22+1/2 = (z—1)(2—1/2).
Dieses Polynom hat die Nullstellen 1 und 1/2, weswegen das Verfahren stabil ist.

12.3 Konvergenz

Ganz analog zu den Einschrittverfahren werden wir in diesem Abschnitt unser Hauptkon-
vergenzresultat

“Konsistenz (mit Ordnung p) + Stabilitdt = Konvergenz (mit Ordnung p)”

formulieren und beweisen.

Zur Vorbereitung des Konvergenzsatzes benotigen wir noch ein Resultat iiber Lésungen
von Differenzengleichungen, das im folgenden Lemma bereitgestellt wird.

Lemma 12.13 Betrachte die aus (12.7) hervorgehende inhomogene Gleichung

Pu(E)(y)(t:) = c(ti)

fiir eine Gitterfunktion ¢ : 7 — R und ein stabiles Mehrschrittverfahren. Dann erfiillen die
Losungen dieser Gleichung die Abschéitzung

ly(tisr)| < C( max fy(t)| + ) !C(W)

1=0,... k—1
1=0

fiir eine geeignete Konstante C' > 0.
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Beweis: Fiir die vektorwertige Funktion ¢(t;) = (0,...,0,c(t;)/ax)? kann man die Glei-
chung in Matrixform
.T(tH_l) = Ax(t;) + é(tz)

mit der Matrix A aus (12.9) und
y(ti)
: = z(t;).
Y(titk—1)
schreiben. Fiir diese Gleichung kann man die allgemeine Losung per Induktion als

i1
2(ti) = Ala(to) + > APé(ti_p_1)
k=0
berechnen. Da A stabil ist, folgt aus der Definition der Matrixnorm sofort | A¥|| 0 < C fiir
alle k € N fiir ein C > 0. Damit ergibt sich

Cllz(to)lloo + C Y lle(ti-r)lloo

y(tire)] < llzi)le <
k=0
= Cla(to)lloc +C Y le(ti-r) /ax|
k=0
C_max_[y(t)|+C/lax| Y_le(ti).
i k=0
also die Behauptung mit C' = max{C, C/|az|}. U

Wir kommen nun zum Konvergenzsatz. Wir formulieren das Resultat hier etwas schwécher
als im Satz 2.7, da wir keine kompakte Menge von Anfangswerten, sondern nur einen ein-
zelnen Anfangswert betrachten. Dies dient lediglich der Vermeidung allzu technischer For-
mulierungen in der Aussage und im Beweis des Satzes und hat keine prinzipiellen Griinde.

Satz 12.14 Gegeben sei ein Anfangswertproblem (1.1), (1.2) mit Anfangsbedingung (¢o, zo)
und p—mal stetig differenzierbarem Vektorfeld f. Gegeben seien weiterhin ein k—stufiges
stabiles und konsistentes lineares Mehrschrittverfahren mit Ordnung p € N und Néhe-
rungswerte Z(t1),. .., Z(tx_1) mit

”i(tl) - x(tlvtmxo)” <eg firi=1,....,k—1.

Dann gilt fiir die durch das Verfahren auf dem Gitter ¢; = tg 4+ hi zur Schrittweite h
erzeugte Gitterfunktion Z(¢;) fiir alle Zeiten t; € [tp, 7] und alle hinreichend kleinen h > 0
die Abschitzung

[2(ti) — x(tis to, zo)|| < Cleo + hP)

fiir eine geeignete Konstante C > 0.
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Beweis: Wir bezeichnen die exakte Losung kurz mit z(¢) und wéhlen eine kompakte Um-
gebung K C R x R" des exakten Losungsgraphen {(¢,z(t)) |t € [to,T]}. Dann existiert ein
dx > 0, so dass fiir alle ¢ € [tg, T] die Folgerung ||z — z(t)|| < 0x = (t,z) € K gilt. Zudem
existiert eine Konstante L > 0, so dass f auf K Lipschitz—stetig in  mit Konstante L ist.
Mit N bezeichnen wir die grofite ganze Zahl mit N < (T — to)/h.

Wie im Beweis von Satz 2.7 nehmen wir zunéchst an, dass die numerische Losung fiir alle
ti € [to,T] in K verlduft. Wir definieren den vektorwertigen Fehler als

Aus der Definition des Konsistenzfehlers folgt
P,(E)(x)(t;) = L(z,t;, h) + hPy(E)(2)(t;) = L(z,ti, h) + hPy(E)(f)(t:)

(wiederum mit der Abkiirzung f(t;) = f(¢;, z(¢;))). Von dieser Gleichung subtrahieren wir
die Gleichung (12.2)

Pu(B)(@)(t) = hPy(E)(F) (k).
Dies ergibt
Pa(B)(en) () = Lw,ti.h) + hB(E) (f£(t:) = F(t))

Dies ist eine inhomogene (vektorwertige) Gleichung fiir . Indem wir Lemma 12.13 auf
die einzelnen Komponenten von &y (¢;) anwenden und ||ex(¢;)| < eo fur j = 0,...,k—1
ausnutzen, erhalten wir

lentii)lloe < C <50 b3 et )+ BB (10— o) \L) . (12.10)

=0

fiir alle s =0,..., N — k. Aus der Konsistenz folgt nun die Abschéitzung
IL(z, t1, h)[loo < Cph?*!

und aus der Lipschitz—Stetigkeit und der Definition von P, und F folgt

|R® (re) -fw)||_ <t 5 ol e Crgm) e
m=0

Setzen wir diese beiden Ungleichungen in (12.10) ein, so folgt

i i k
len(tivi)llo < Cleo+ Zcphp+1 +hZL Z bm ] llen (titm) lloo
=0 =0 m=0
—_—
<NCRhPH1L(T—t0)CphP
R N N i+k
< Cieo+ Coh? + hC3 Y llen(ty)llo

=0
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fiir geeignete Konstanten éq > 0. Beschréinken wir nun die Schrittweite durch h < 1/ (2@3),
so konnen wir nach ||y, (ti41)||co auflosen und erhalten mit j = ¢ + k die Ungleichung

j—1
len(t)lloo < Creo + Cal? +hCs Y llen(ty)lloo
1=0
mit Cy = 2@1. Beachte, dass diese Ungleichung auch fiir j = 1,...,k — 1 stimmt wenn wir

0.B.d.A. C1 > 1 annehmen.

Per Induktion (wie im Beweis von Satz 2.7) ergibt sich daraus die Abschéitzung
len(tj)llse < (Crgo + CahP)el"™ = (Cieg + CohP)elli0)%,

also die gewiinschte Behauptung.

Der induktive Beweis, dass die numerische Losung fiir hinreichend kleine A > 0 tatséchlich
in K liegt, verlauft fiir explizite Verfahren ganz analog zum Beweis von Satz 2.7. Fiir
implizite Verfahren muss dieser Beweis in jedem Schritt um ein Fixpunktargument erweitert
werden, das wir hier aber nicht ausfiihren wollen. U

Bemerkung 12.15 (i) Das Konvergenzresultat zeigt insbesondere, wie die Startwerte
Z(t1), ..., T(tg—1) bestimmt werden miissen. Um fiir das Mehrschrittverfahren die Konver-
genzordnung p zu garantieren, miissen diese ebenfalls mit der Genauigkeit O(h?) bestimmt
werden. Da es sich hier nur um endlich viele Werte handelt, deren Anzahl unabhéngig von
h ist, geniigt es dazu, ein Einschrittverfahren mit Konsistenzordnung p — 1 zu verwenden.
Der Beweis von Satz 2.7 zeigt ndmlich, dass die ersten kK Werte durch ein solches Verfah-
ren immer die Genauigkeit O(h?) besitzen, falls k unabhéngig von h ist. Der “Verlust”
einer Ordnung beim Ubergang von der Konsistenz— zur Konvergenzordnung ergibt sich
erst dadurch, dass die Anzahl der nétigen Schritte von h abhéngt.

(ii) Eine genauere Analyse zeigt, dass sogar die stirkere Aussage
Konsistenz + Stabilitdt < Konvergenz

gilt. Konsistenz und Stabilitdt sind also notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz
eines Verfahrens. |

12.4 Verfahren in der Praxis

In der Praxis haben sich zwei Klassen von Mehrschrittverfahren durchgesetzt. Beide Klas-
sen haben gewisse Eigenschaften, die sie fiir gewisse Problemklassen besonders auszeichnen.

Adams—Verfahren

Historisch haben sich die Adams—Verfahren aus Quadraturformeln zur numerischen In-
tegration entwickelt. Wir motivieren die Herleitung hier allerdings aus ihrer besonderen
Figenschaft, die ihre Vorteile in der Praxis begriindet.
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Wir haben gesehen, dass das Polynom P, eines Mehrschrittverfahrens stabil sein muss, also
— abgesehen von einer Nullstelle = 1 — nur Nullstellen mit Betrag |A\;| < 1 besitzen darf.
Je kleiner die Eigenwerte dabei im Betrag sind, desto “stabiler” wird das Verfahren. Bei
den Adams—Verfahren wiahlt man P, deswegen so, dass neben der \; = 1 nur Nullstellen
A; = 0 auftreten, also

Py(2) = 2"z —1) = 2F — 2F!

ist. Beachte, dass damit auf der linken Seite von (12.1) nur die Werte Z(¢; 1) und Z(¢;15—1)
stehen bleiben.

Fiir jede beliebige Stufenanzahl k liefert Satz 12.6(iii) nun ein Gleichungssystem mit genau
zwei Losungen, ndmlich

e genau ein explizites Adams—Verfahren der Konsistenzordnung p = k
(auch Adams—Bashforth—Verfahren genannt)

e genau ein implizites Adams—Verfahren der Konsistenzordnung p = k + 1
(auch Adams—Moulton—Verfahren genannt)

7.B. lauten die Polynome P, der ersten vier expliziten Adams—Verfahren

k=1 Py(z) = 1

k=2: Py(z) = (32—1)/2

E=3: Pyz) = (2322 —162+5)/12

k=4 Py(2) (552% — 592% 4+ 372 — 9) /24

Interessanterweise ist das explizite Adams—Verfahren fiir £ = 1 gerade das explizite Euler—
Verfahren.

Fiir diese Verfahren hat sich ein Algorithmus durchgesetzt, der als Prddiktor—Korrektor—
Verfahren bezeichnet wird. Ein Schritt dieses Algorithmus verlduft wie folgt:

Algorithmus 12.16 Pridiktor—Korrektor—Verfahren Gegeben seien das explizite und
das implizite Adams—Verfahren der Stufe k.

1) Préadiktor—Schritt: Berechne Z(¢;41) mit dem expliziten Adams—Verfahren

2) Korrektor—Schritt: Fiihre einen Schritt der Fixpunktiteration zur Losung des impli-
ziten Verfahrens mit Startwert Z(¢; ) durch. o

Der Priidiktor-Schritt liefert hierbei eine Approximation mit Konsistenzfehler O(h¥*1).
Fiir hinreichend kleine Schrittweite A ist die Kontraktionskonstante der Fixpunktiteration
gleich Ch fiir ein C' > 0. Also liefert der eine Iterationsschritt eine Approximation mit dem
Konsistenzfehler

Ch
1-Ch
Das Pradiktor—Korrektor—Verfahren besitzt also die Konsistenzordnung k + 1.

O(hk—i-l) — O(hk+2).
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BDF—Verfahren

Obwohl die Familie der Adams—Verfahren implizite Verfahren enthélt, sind diese (wegen
ihrer recht kleinen Stabilitidtsgebiete S) schlecht fiir steife DGL geeignet.

Tatséchlich kann man beweisen, dass kein Mehrschrittverfahren der Ordnung p > 2 A—
stabil ist. Die zur Losung steifer DGL so niitzliche Eigenschaft C~ C S lésst sich also nicht
erreichen. Es gibt allerdings eine Klasse impliziter Mehrschrittverfahren, die zumindest
unendlich grofle Stabilitdtsgebiete S besitzt, und die deswegen zur Losung steifer DGL
recht gut geeignet sind.

Dies ist die Klasse der BDF—Verfahren (BDF="backwards difference”). Hier wird gefordert,
dass ein Kegel der Form {a + b € C™ |[b] < c|a|} fiir ein ¢ > 0 in S liegt. Dies fiithrt auf
die Bedingung

Py(z) = 2~

Wiederum mit Satz 12.6(iii) erh&lt man dann Bedingungen, nun an die Koeffizienten von
P,, die die Konstruktion von Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung p = k& ermogli-
chen. Die ersten vier Polynome lauten hier

k=1: P(z) = z-1

3 1
k=2: Piz) = 5z2—2z+5

11 3 1
kZS: Pa(z) == €Z3—3Z2+§Z—§

25 4 1
]’C:4: Pa(Z) = 524*4234’322*324’1

Fir £k = 1 ergibt sich gerade das implizite Euler—Verfahren. Die BDF—Verfahren sind
allerdings nur bis p = k = 6 praktikabel, da die Verfahren fiir héhere Stufenzahlen instabil
werden (beachte, dass die Bedingungen aus 12.6(iii) nur die Konsistenz, nicht aber die
Stabilitdt sicher stellen).

Schrittweitensteuerung

Zuletzt wollen wir ganz kurz die Schrittweitensteuerung fiir Mehrschrittverfahren diskutie-
ren. Sicherlich kann man die Fehlerschétzertheorie fiir Einschrittverfahren eins zu eins auf
Mehrschrittverfahren iibertragen und ebenso wie dort neue Schrittweiten berechnen und
damit die Schrittweite adaptiv steuern.

Es ergibt sich aber ein technisches Problem, da die Schrittweite im aktuellen Schritt mit
den Schrittweiten der k—1 vorangegangenen Schritte iibereinstimmen muss, weil ansonsten
die definierende Gleichung (12.1) nicht sinnvoll ausgewertet werden kann.

Abhilfe schafft hier eine alternative Darstellung, die wir fiir die Adams—Verfahren illu-

strieren: Wenn die Werte Z(t;),...,Z(t;+x—1) eine Approximation der Ordnung p an die
differenzierbare Funktion z(¢) in den Punkten ¢;, ..., t;1x_1 darstellen, so ist das durch die
Daten

(tis Z(ti), - (bivh—1, Z(tivk-1))
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definierte Interpolationspolynom ¢(t) eine Approximation der Ordnung p an x(t), und zwar
fiir alle t aus einem vorgegebenen kompakten Intervall.

Fiir die Adams—Verfahren kann man nachrechnen, dass die Verfahren mit diesem Interpo-
lationspolynom ¢ gerade als

titvk
.f(tzqu) = .’Z‘(ti+k71) +/ q(t)dt
litk—1
gegeben sind (zum Beweis betrachtet man die Lagrange—Polynomdarstellung von ¢ und

integriert). Diese Gleichung ist nun unabhéngig von der zur Berechnung von ¢ verwendeten
Schrittweite und kann daher fiir variable Schrittweiten ausgewertet werden.

Fiir die BDF—Verfahren ist ein dhnlicher Trick moglich, so dass auch hier die Schrittwei-
tensteuerung anwendbar ist.

In MATLAB finden sich schrittweitengesteuerte Adams—Verfahren unter dem Namen ode113
und BDF—Verfahren unter dem Namen ode15s.
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Kapitel 13

Randwertprobleme

Bisher haben wir uns ausschliefilich mit der Losung von Anfangswertproblemen

2(t) = f(t,2(t), x(to) = o

beschéftigt. In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Problemstellung bei gewthnlichen
Differentialgleichungen betrachten, ndmlich die sogenannten Randwertprobleme. Zur Einfithrung
soll das folgende Beispiel dienen:

Beispiel 13.1 Betrachte die zweidimensionale Gleichung

a1(t) \ _ a(t)
Zo(t) —kxo(t) —sinzy(t) )’
die die Bewegung eines Pendels beschreibt, bei dem z; den Winkel des Pendels und z2 die

Winkelgeschwindigkeit des Pendels beschreibt. Die Konstante k > 0 gibt die Stérke der
Reibung an, der das Pendel unterliegt.

Bei einem Anfangswertproblem gibt man nun eine Zeit ty und eine Anfangsbedingung
Ty = (x?,xg)T vor, was bedeutet, dass man Position und Geschwindigkeit des Pendels
im Zeitpunkt ¢y festlegt und dann errechnet, wie sich das Pendel ausgehend von diese

Anfangsbedingung in der Zukunft bewegt.

Bei einem Randwertproblem ist die Problemstellung anders: Hier gibt man sich zwei Zeit-
punkte tg < t1 vor, einen Anfangs- und einen Endzeitpunkt, und stellt zu beiden Zeitpunk-
ten Bedingungen an die Losung. Im Pendelmodell kénnte man also zum Beispiel Winkel
und x} vorgeben und nun eine Losung x*(t) = (2% (t), z5(t))? der Pendelgleichung berech-
nen wollen, fiir die 2} (tg) = 2 und 23 (t1) = 2 gilt. Gesucht ist also eine Pendelbewegung,
die im Zeitpunkt ¢y den Winkel x? und im Zeitpunkt ¢; den Winkel l’% annimmt. Die zu-
gehorigen Geschwindigkeiten sind nicht festgelegt, sondern spielen hier vielmehr die Rolle
freier Parameter, die wihrend der numerischen Lésung so bestimmt werden miissen, dass
die zugehorige Losung die geforderten Bedingungen auch erfiillt. a

Allgemein formulieren wir das Randwertproblem wie folgt.
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Definition 13.2 Ein Randwertproblem fiir eine gewthnliche Differentialgleichung (1.1) im
R™ besteht darin, eine Losung x*(t) der Gleichung zu finden, die fiir Zeiten ¢y < ¢; und
eine Funktion r(z,y), r : R” x R” — R” die Bedingung

r(z*(tg),z*(t1)) =0

erfiillt. o

Fiir unser Pendelbeispiel 13.1 kénnten wir die Funktion r z.B. als

0
r1T — T
r(z,y) = ( n— ol )

definieren.

13.1 Losbarkeit des Problems

Ob ein gegebenes Randwertproblem tatsachlich 16sbar ist, ist im Allgemeinen sehr schwer
zu iiberpriifen. Wir beschrinken uns daher hier auf einen Existenzsatz fiir den speziellen
Fall linearer Differentialgleichungen und beweisen im allgemeinen nichtlinearen Fall nur
einen lokalen Eindeutigkeitssatz.

Aus der Theorie der Differentialgleichungen ist bekannt, dass die Losungen linearer homo-
gener Differentialgleichungen der Form

(1) = A(t)z(t) (13.1)

als
x(t;to, v0) = ®(t,t0)T0

geschrieben werden konnen, wobei die sogenannte Fundamentalmatriz ®(t;tg) € R™™" eine
Losung des matrixwertigen Anfangswertproblems

d(t) = A(t)D(t),  D(tp) =1d (13.2)

ist. Bezeichnet man die i-te Spalte dieser Matrix mit ®;(¢; %), so sieht man leicht, dass ®;
Losung des Anfangswertproblems

(I)Z(t) = A(t)q)z(t), (I)i(tO) = €;

ist, bei dem e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Auf diese Weise kann man die Spalten
der Matrix ®(t;tp) auch numerisch berechnen.

Satz 13.3 Gegeben sei eine inhomogene lineare Differentialgleichung der Form
z(t) = A(t)x(t) + b(t) (13.3)
und eine Randbedingung der Form

r(xz,y) = B+ Cy+d
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fiir Matrizen A(t), B, C € R™*™ und Vektoren b(t),d € R"™. Es sei ® die Fundamentalmatrix
der zugehorigen homogenen Gleichung (13.1) und z(¢;¢p, zo) eine Losung von (13.3) mit
beliebigem Anfangswert o € R™. Dann ist

z*(t) = x(t; to, xp)

genau dann eine Losung des Randwertproblems, wenn der Anfangswert x(j eine Losung des
linearen Gleichungssystems

(B + C@(tl,to))(xa —x9) = —(Bxg + Cx(t1;to, o) + d) (13.4)

ist. Insbesondere existiert also genau dann eine eindeutige Losung des Randwertproblems,
wenn die Matrix B + C®(t1,tp) vollen Rang besitzt.

Beweis: Fiir zwei beliebige Anfangswerte g, xj; € R" gilt fiir die Differenz der zugehorigen
Loésungen von (13.3)
d . *
ﬁ(I(t; to,zg) — xz(t;to, wo)) = A(t)z(t;to, zg) + b(t) — A(t)z(tito, xo) — b(2)
= A(t)(x(t;to, x5) — x(t; to, x0))
und damit
z(tito, xp) — x(t;to, xo) = P(¢, o) (25 — o)

und folglich auch
x(t; to, xg) = x(t; to, xo) + (¢, t0) (g — o).

FEinsetzen in die Randbedingung ergibt
0 = Bzx(to;to,zy) + Cx(ty;to, x) +d

— B+ C((ti;to, 20) + @(ta, to) (w5 — o) ) +d

- (B +OD(t, t0)> (zf — o) + Bao + Ca(ty; to, w0) + d

Die Randbedingung ist also genau dann erfiillt, wenn zj eine Losung des linearen Glei-
chungssystems (13.4) ist. 0

Beachte, dass sich das Gleichungsystem (13.4) deutlich vereinfacht, wenn wir zy = 0
wihlen. Wir werden spéter sehen, warum es dennoch niitzlich ist, den Satz fiir allgemeine
zo € R™ zu formulieren.

Beispiel 13.4 Wenn wir die Pendelgleichung aus Beispiel 13.1 durch die lineare Pendel-

gleichung |
(220 ) = ( ket Yt )

ersetzen, so erhalten wir ein Problem der Form aus Satz 13.3 mit

(0 1 B (10 (00 =l
A_<_1 _k>,b—0,B—<OO>,C’—<O1>undd—<_x%>.
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Fiir allgemeine nichtlineare Differentialgleichungen ist ein solcher Satz nicht beweisbar. Wir
koénnen aber, wenn wir annehmen, dass eine Losung 2*(t) des Randwertproblems existiert,
zumindest Bedingungen fiir die lokale Eindeutigkeit der Losung angeben und beweisen.

Dazu — aber auch fiir die numerische Losung des Problems im néchsten Abschnitt —
benétigen wir die partielle Ableitung

—x(t; 20, T

B (t; o, x0)
der Losung eines Anfangswertproblems. Wir hatten bereits im Abschnitt 2.4 iiber die Kon-
dition verwendet, dass diese Ableitung iiber die sogenannte Variationsgleichung

_9f
- Oz

berechnet werden kann. Genauer gilt, dass die Fundamentalmatrix ®(t, o) (vgl. (13.2)) der
Variationsgleichung (13.5) gerade die (matrixwertige) Ableitung nach dem Anfangswert ist:
Es gilt

y(t) = A@y(t), At (t, x(t; to, zo)) (13.5)

87%93(75;900,560) = ®(t;t).

Diesen Zusammenhang nutzen wir in dem folgenden Satz.

Satz 13.5 Essei z* : [to, 1] — R” eine Losung des Randwertproblems aus Definition 13.2
mit f € CH(R x R",R") und r € C*(R" x R*,R"). Es sei ®*(¢,t9) die Fundamentalmatrix
(13.2) der Variationsgleichung (13.5) mit z(¢) = x*(¢). Zudem definieren wir die n x n-
Matrizen

_Or or

B = o (27(t), 27(f1)) und €7 2= a—y(w*(to),x*(tl))

iiber die Ableitungen der Randwertfunktion r(x, y).
Dann gilt: Falls die Sensitivititsmatriz
E*(t) := B*®*(tg,t) + C*®*(t1,1)
fiir ein ¢ = 79 € [to,?1] vollen Rang besitzt, so besitzt sie fiir alle ¢ € [to, 1] vollen Rang

und z* ist eine lokal eindeutige Losung des Randwertproblems.

Beweis: Wir zeigen zuniichst die lokale Eindeutigkeit. Definieren wir fiir eine beliebige
Losung z(t; 19, zp) und die Randbedingungsfunktion r die Funktion

F(zo) = r(x(to; 10, x0), x(t1; 70, Z0)),

so ist eine beliebige Losung z(t) der Differentialgleichung genau dann eine Losung des
Randwertproblems, wenn
F(z(m)) =0 (13.6)

gilt. Um die lokale Eindeutigkeit der Losung zu zeigen, miissen wir also beweisen, dass eine
Umgebung U um z*(7) existiert, so dass

F(z) #0 fiir alle z € U \ z*(79)
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gilt.

Gleichung (13.6) ist ein nichtlineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbe-
kannten. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es genau dann eine lokal eindeutige
Losung, wenn die Jacobi-Matrix

DF(x*(19))
vollen Rang besitzt. Diese ist aber fiir g = z*(79) gerade gegeben durch
d
DF({EQ) = Tr(x(to;To,.%'o),x(tl;To,xo))
Zo
2 (ltos o, 7o), ;o 0) (o, 20)
= —(x(to; 70, %0), x(t1; 70, T0)) 5 x
O 0570,20), 15705 %0 81’0 0,70, L0
0 0
+ a*;(ﬂff(tosToa960),fv(tl;To,iUo))ai%w(thTo,wo)

= B*q)*(to,To) + C*q)(tl,To)

und besitzt daher vollen Rang. Daraus folgt die lokale Eindeutigkeit.

Wiirde nun ein 71 € [to, t1] existieren, fiir dass die Sensitivitdtsmatrix keinen vollen Rang
besitzt, so wiirden nach dem Satz iiber implizite Funktionen Werte xg beliebige nahe an
x*(t) existieren, so dass xz(t;71,z9) das Randwertproblem 16st. Damit hétten wir Werte
x(10; 71, x0) gefunden, die in beliebig kleinen Umgebungen von z*(7p) liegen und (13.6)
16sen, was ein Widerspruch zur lokalen Eindeutigkeit ist. U

Auch wenn die Bedingungen dieses Satzes i.A. schwer zu iiberpriifen sind, so liefert er doch
die Begriindung dafiir, dass eine numerische Berechnung der Lésung des Randwertproblems
moglich ist, da das Problem zumindest lokal eine eindeutige Losung besitzt und damit
wohldefiniert ist. Zudem liefert er eine wichtige Einsicht in die Struktur des Problems, die
wir im folgenden Abschnitt numerisch nutzen werden.

13.2 Schieflverfahren

Der Beweis von Satz 13.5 zeigt bereits die Richtung auf, die wir bei der numerischen Losung
des Problems einschlagen kénnen. Das Problem, eine Losungsfunktion zu finden, die zwei
vorgegebene Punkte verbindet, wurde dort reduziert auf das Problem, einen Anfangswert
xo € R™ zu finden, der das n-dimensionale nichtlineare Gleichungssystem (13.6) 16st. Die
dort definierte Abbildung F' vereinfacht sich fiir 79 = ¢g zu

F(zo) = r(zo, z(t1; to, 20))- (13.7)

Diese Form wollen wir im Folgenden verwenden.

Unser Ziel ist nun, das Problem zu 16sen, indem wir das Nullstellenproblem (13.7) numerisch
16sen. Dieses Vorgehen — also die Losung eines Randwertproblems durch die Lésung eines
durch ein Anfangswertproblem bestimmtes Gleichungssystem — wird als Schieflverfahren
bezeichnet. Ursprung dieses etwas martialischen Namens ist tatsdchlich das Schieflen im
militdrischen Sinne, genauer die Artillerie. Auch hier hat man eine Endbedingung gegeben
(ndmlich ein zu treffendes Ziel) und variiert die Anfangsbedingung (Winkel des Geschiitzes
oder Schussstirke), um die Endbedingung zu erfiillen.
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Algorithmen zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme kennen wir aus der Einfithrung in
die Numerik, ndmlich die Fixpunktiteration und das Newton-Verfahren. Wéhrend erstere
nur unter relativ einschrankenden Bedingungen funktioniert (die wir hier realistischerwei-
se nicht unbedingt annehmen kénnen), funktioniert die zweite lokal immer, benétigt aber
die Information iiber die Ableitung von F. Hier kommt als weitere Schwierigkeit hinzu,
dass die Definition von F' neben der — gegebenen — Abbildung r auch die — im Allge-
meinen unbekannte — Losung x(t1;to, z9) enthélt. Wie kénnen F und die Ableitung DF
aber numerisch auswerten, denn da z(t1;tg, zo) und ®(t1,%p) ja gerade die Losung von An-
fangswertproblemen sind, kénnen wir diese mit jedem der bisher behandelten Algorithmen
berechnen.

Zunéchst erinnern wir an das Newton-Verfahren im R", vgl. die Einfithrung in die Numerik:

Gegeben sei eine Funktion F' : R™ — R", ihre Ableitung DF : R" — R™ " sowie ein
Startwert #(9) € R™ und eine gewiinschte Genauigkeit ¢ > 0. Setze i = 0.

(1) Lose das lineare Gleichungssystem DF (z())Az() = F(z())
und berechne (1) = z() — Az(®)

(2) Falls [|Az|| < ¢, beende den Algorithmus,
ansonsten setze i = i + 1 und gehe zu (1)

Um dies auf unser Problem anzuwenden, miissen wir nun kliren, wie wir F und DF
numerisch berechnen.

Die Berechnung von F' aus (13.7) stellt dabei kein grofileres Problem dar: Fiir gegebenes
2@ berechnen wir numerisch die Losung & = x(t1; to, x(i)) mittels eines Ein- oder Mehr-
schrittverfahrens und berechnen damit

F(z®) =~ r(zW, &)

Komplizierter ist die Berechnung von DF'. Zunéchst gilt nach der Rechnung im Beweis von
Satz 13.5 mit 7 = tg _
DF(z9) = B + C®(ty, 1)

mit Matrizen B und C gegeben durch

_or

= a—(a:(i),az(tl;to,x(i))) und C = —(x(i),x(tl;to,x(i)))
x

B

fiir die Randwertfunktion r(z,y). Die i-te Spalte der Matrix ®(t¢1,to) ist nun gerade die
Losung des Anfangswertproblems

yl(t) - gi(tvx(t;tmx(i)))yi(t% yi(to) = €4,

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist.

Die numerische Berechnung von F und DF kann also wie folgt geschehen. Vorab berechnen
wir (analytisch) die Ableitungen
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In jedem Schritt des Newton-Verfahrens approximieren wir dann numerisch die Losung

z(t1) des n(n + 1)-dimensionalen Anfangswertproblems

2(t) = g(t, 2(t),  2(to) = 20

mit
x(t)
t
A(t) = ?/1.( )
Yn(t)
und
o ft,x(t)) z®)
(2 (t))y (t) el
glt,z() = * , m=
Gt 2())ya(t) en
Mit Hilfe der numerischen Approximation
T
y
s=| T~ )
Un

berechnen wir dann die Approximationen
F(zD) = r(z9, §)
und ' o
DF(z9) ~ B + C(t1, o)

mit

~  Or or

B = 87(‘%.(2)7'%)7 C= 7('%(1)75&) und &;(tlvto) = (glw'wgn)-

z dy
Damit kann das Newton-Verfahren nun vollstdndig implementiert werden.

In Beispiel 13.1 lautet das zu lésende Differentialgleichungssystem also

z9(t) :L’gz)

—kzo(t) —(S;n(zl (1)) xg)
Co z4(t . o 1
D= () — cos(a(®)za(e) | ™ ) =z0=1
z6(t) 0
—kzg(t) — cos(z1(t))z5(t) 1

Interessant ist, was im Falle eines linearen Problems im Sinne von Satz 13.3 passiert. In
diesem Fall ist ein Newton-Schritt ausgehend von einem beliebigen Startwert z(9) gerade
dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem (13.4). Wir erhalten die (bis auf numeri-
sche Diskretisierungsfehler) exakte Losung des Randwertproblems also nach genau einem
Schritt des Newton-Verfahrens. Auf die genauen Auswirkungen der Diskretisierungsfehler
im Linearen und im Nichtlinearen kénnen wir hier aus Zeitgriinden nicht genauer eingehen.
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13.3 Mehrzielmethode

Die oben beschriebene Methode funktioniert theoretisch gut, hat aber in der Praxis den
nicht zu unterschéitzenden Nachteil, dass die Losung x(¢1; g, ¢) in vielen Beispielen sehr
sensitiv vom Anfangswert xg abhingt.

Als Beispiel betrachten wir das Randwertproblem
$(t) = x27 to =0, t1 =1, 7”(337y) =Y - 9.

Gesucht ist also eine Losung x*(t) dieser Gleichung mit x(1) = 9. Da die allgemeine Losung
hier leicht als

o
z(t;0,20) = T——

ausgerechnet werden kann, sieht man, dass die gesuchte Losung gerade

0.9

=T 00 also z*(0) =0.9

" (t)
lautet. Liegen wir mit unserem Anfangswert nur um 10% oberhalb dieses Wertes, also
xg = 0.99, so erhalten wir

x(1;0,0.99) =99 und damit »(0.9,2(1;0,0.99)) = 90.

Fiir zg = 1 ist die Sache noch schlimmer, da die Losung dann zum Zeitpunkt t; = 1 gar
nicht mehr existiert.

Die Schiitzlosung (), z(t1; to, 2(?)) im Newton-Verfahren kann also selbst bei einer re-
lativ guten Startschiitzung (9 ~ 2*(to) weit von r(z*(to),z*(t1)) = 0 abweichen oder
sogar undefiniert sein. Es ist leicht einzusehen, dass dies grofie numerische Konvergenzpro-
bleme im Newton-Verfahren nach sich zieht und der Bereich der lokalen Konvergenz des
Verfahrens dadurch sehr klein wird.

Eine Abhilfe ist die in den 1960er Jahren zuerst vorgeschlagene und in den 1970er Jah-
ren vor allem durch Roland Bulirsch! weiterentwickelte Mehrzielmethode (auch Mehrfach-
schief$verfahren). Die Idee dabei ist, das Intervall [to,t1] in d € N Teilintervalle [7;, 7;41] zu
zerlegen mit

o= <71 <...<Tqg=11.

Statt die Losung x(to; t1, zo) fiir einen Anfangswert xg auf dem gesamten Intervall [tg, 1] zu
berechnen, wihlt man nun d Anfangswerte xg, . . ., £4_1 und berechnet separat die Lésungen

(Th; Th—1, Tp—1), k=1,...,d

auf den Teilintervallen [7_1,7g]. Damit sich diese Losungen zu einer Gesamtlosung auf
dem Intervall [tg,t1] zusammensetzen lassen, miissen die Stetigkeitsbedingungen

2(Th The1, Th1) = Tg, k=1,...,d—1

!deutscher Mathematiker, geb. 1932
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gelten und damit diese Gesamtlosung eine Losung des Randwertproblems ist, muss zusétz-
lich noch die urspriingliche Randbedingung

r(zo, (74; Ta—1,Ta—1)) = 0

gelten.

Definieren wir nun eine neue Randbedingungsfunktion R : R%¥" — R mittels

x1 — )
/ / / / N
R(zo, 21,2, T2, X5 ..., Tg—1, Ty 1, Tyq) = . ,
Td—1— Tgq_1
/
(o, 7))
so liefert die Losung des Nullstellenproblems
F(l’o,...,xd_l) =0
mit F : R — R definiert durch
F(xg,...,xq-1) = R(UCO,UCLUC(H;To,xo),@,w(m;ﬁ,ﬂcl),--~,

Td—1,2(T4—15Td—2, Td—2), ©(Td; Td—1, xd—l))

eine Losung des urspriinglichen Randwertproblems. Da die Losungen der Differentialglei-
chung hier nur auf kurzen Intervallen [7j_1, 7%] berechnet werden miissen, sind sie deutlich
weniger sensitiv gegeniiber Anderungen in den Anfangswerten. Dies iibertrégt sich auf die
Randwertfunktion, weswegen die Mehrzielmethode einen deutlich gréfleren Konvergenzbe-
reich besitzt.

Der Preis dafiir ist natiirlich die Erhohung der Dimension des Nullstellenproblems von n
auf dn, die sich insbesondere bei der Losung der linearen Gleichungssysteme im Newton-
Verfahren bemerkbar macht (beachte, dass die numerische Berechnung der hoheren Anzahl
von Differentialgleichungslosungen i.A. kaum mehr Aufwand verursacht, weil diese auf ent-
sprechend kiirzeren Intervallen zu l6sen sind). Hier kann insbesondere durch Ausnutzen
der speziellen Bandstruktur der entstehenden Gleichungssysteme viel Rechenzeit gespart
werden, fiir Details der algorithmischen Umsetzung verweisen wir z.B. auf das Buch von
Deuflhard und Bornemann [2, Abschnitt 8.2.2].
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Anhang A

Biologische Modelle

Mathematische Modelle werden in vielen verschiedenen Bereichen der Biologie verwendet.
Klassische Anwendungen sind z.B. die Untersuchung von Wachstumsprozessen und bio-
chemischen Reaktionen oder die Ausbreitung von Epidemien, neuere Anwendungen finden
sich z.B. in vielen Teilgebieten der Gentechnik oder in der Immunologie. Wir werden hier
bei den klassischen Bereichen bleiben und uns (ausfiihrlich) mit der Populationsdynamik
sowie deren technischer Anwendung im Chemostat-Modell und (kiirzer) mit Epidemien
beschéftigen.

A.1 Populationsdynamik fiir eine Art

Populationsdynamik bezeichnet die Analyse des Wachstums einer oder mehrerer Arten
oder Spezies in einem (meist sehr einfach modellierten) Okosystem. In diesem Abschnitt
wollen wir mit Modellen fiir eine Art beginnen.

A.1.1 Differenzen— und Differentialgleichungen

In der mathematischen Modellierung von Wachstumsprozessen stellt sich zunéchst die Fra-
ge, ob gewohnliche Differentialgleichungen itiberhaupt das richtige mathematische Model-
lierungswerkzeug sind. Tatséchlich “lebt” eine Differentialgleichung immer auf kontinuier-
lichen Rdumen, wihrend die in der Populationsdynamik auftretenden Groéflen zunéchst
einmal diskreter Natur sind: Die Grofle einer Population wird {iblicherweise in der Anzahl
der Individuen gemessen, die selbstverstéindlich eine natiirliche Zahl ist. Dieses Problem
wird in praktisch allen Modellen dadurch gelost, dass man die Grofie der Population nicht
anhand der diskreten Anzahl der Individuen sondern anhand ihrer Biomasse x misst, und
genau so wollen wir es hier halten. Die Biomasse x ist eine (nichtnegative) reelle Zahl,
deren zeitliche Entwicklung man durch eine Differentialgleichung modellieren kann.

Das nichste Problem ist die richtige Wahl der Zeitachse. Biologische Messungen (z.B.
zum Bestand einer Population) werden niemals kontinuierlich fiir ¢ € [to, ;] durchgefiihrt,
sondern zu diskreten Zeiten t; < t9 < t3 < .... Der Zuwachs oder die Abnahme einer
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Population wird dementsprechend oft beziiglich diskreter Zeitpunkte ausgedriickt. Ein all-
gemeines diskretes Modell einer Populationsdynamik fiir « in einem festgelegten Gebiet ist
gegeben durch

x(tiv1) = x(t;) + AG(t;) — AS(t;) + AM (). (A.1)

Hierbei bezeichnet
AG(t;): Anzahl der Geburten im Intervall [t;, ;1] (>0)
AS(t;): Anzahl der Sterbefille im Intervall [¢;,¢;41] (>0)

ADM(t;): Migration (Zu— und Abwanderung) im Intervall [t;, ;1] (> 0 oder <0)

Gleichungen von Typ (A.1) nennt man Differenzengleichungen und tatséchlich kann man
mit solchen zeitdiskreten Modellen arbeiten und es gibt viele (auch aktuelle) Forschungs-
arbeiten, die sich mit der Theorie von Differenzengleichungen beschéftigen.

Wir werden hier nicht mit Differenzengleichungen arbeiten, sondern statt dessen ein Dif-
ferentialgleichungsmodell herleiten. Der Grund dafiir, Differentialgleichungen vorzuziehen,
liegt im Wesentlichen darin, dass es fiir Differentialgleichungen viele mathematische Analy-
semethoden gibt, die fiir Differenzengleichungen entweder komplizierter sind oder gar nicht
zur Verfiigung stehen, zum Teil aus prinzipiellen mathematischen Griinden (da Ldsungen
von Differenzengleichungen i.A. ein sehr viel komplexeres Verhalten aufweisen als Losungen
von Differentialgleichungen) oder einfach, weil noch niemand versucht hat sie herzuleiten
und zu beweisen. Als Modellierungwerkzeug sind Differenzengleichungen den Differential-
gleichungen sicherlich ebenbiirtig.

Wie kommt man nun von (A.1) zu einer Differentialgleichungsformulierung? Nehmen wir
an, dass die Zeitpunkte t; dquidistant verteilt sind, dass also ¢;4.1 — t; =: At fiir ein von ¢
unabhéngiges At gilt. Dann kann man (A.1) fiir ¢ = ¢; umformulieren als

s(t+ A —z(t)  AG()  AS(E)  AM(1)
At = TAt At A

Beachte, dass AG, AS und AM von At abhingen, auch wenn dies in der Notation nicht
explizit klar wird. Fiir At — 0 erh&lt man so

Man koénnte versuchen, die Funktionen g, s und m mittels

. AG() L AS(t) L
0= a0 = A A MO = T

aus AG, AS und AM zu bestimmen, was sinnvoll wire, wenn wir AG, AS und AM
definiert hétten. Diesen Umweg wollen wir nicht gehen, statt dessen werden wir g und s
direkt aus geeigneten Modellannahmen ableiten. Migration werden wir in unseren Modellen
nicht betrachten, weswegen m immer gleich 0 sein wird.
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A.1.2 Einfache Modelle

Die Herleitung eines Modells geschieht typischerweise in zwei Schritten: Im ersten Schritt
werden geeigete strukturelle Annahmen an die rechte Seite der Differentialgleichung ge-
macht, was mathematisch bedeutet, dass wir eine gewisse Form des Vektorfeldes f festle-
gen, die aus bekannten GesetzmiBigkeiten oder aus heuristischen Uberlegnungen folgt. In
dieser Form finden sich dann eine Reihe von freien Parametern, die im zweiten Schritt —
der Parameterschitzung — bestimmt werden, um die Ergebnisse des Modells in Uberein-
stimmung mit realen Daten zu bringen. Wir werden uns in dieser Vorlesung vorwiegend
mit dem ersten Schritt befassen, fiir unser einfachstes Modell wollen wir aber auch den
zweiten Schritt durchfithren, um damit ein numerisches Verfahren zu illustrieren, mit dem
man dies durchfiihren kann.

Das einfachste Modell der Populationsdynamik fiir eine Art macht die folgenden Annah-
men:

(i) g(t) ist linear proportional zum aktuellen Bestand der Population:

g(t) = yx(t) fir ein v € R

(ii) s(t) ist linear proportional zum aktuellen Bestand der Population:

s(t) = ox(t) fiir ein 0 € R
(iii) Migration findet nicht statt: m(t) =0

Dies fiihrt auf die Differentialgleichung
z(t) = Ax(t) (A.2)

wobei v Geburtenrate, o Sterberate und A mit A = v—o € R Wachstumsrate genannt wird.
Man rechnet leicht nach, dass die Losungen von (A.2) mit Anfangsbedingung x(tp) =
durch

z(t; o) = zoe )
gegeben sind. Beachte, dass z(t) hier — wie in allen Wachstumsmodellen — die Gréfie

einer Population beschreibt, so dass in diesen Modellen nur = > 0 und damit insbesondere
xo > 0 sinnvoll ist. Wir schreiben hier R* = {z € R|2 > 0} und R = R U {0}.

Auch wenn dies ein sehr einfaches Modell ist, so beschreibt es doch manche realen Wachs-
tumsphénomene relativ gut. Abbildung A.1 zeigt z.B. die Grifle der Weltbevolkerung zwi-
schen 1950 und 2000 (in Milliarden Menschen) mit einer Losung von (A.2). Die Werte xg
und A wurden hier iiber ein nichtlineares Ausgleichsproblem geschétzt, vgl. Abschnitt 6.6
des Skripts zur Vorlesung “Numerische Mathematik 17!, das zugehorige MATLAB M-File
weltbev.m ist im E-Learning erhaltlich. Mit ¢ty = 1950 erhalten wir hier A = 0.0173456
und zg = 2.605331. Es sollte erwidhnt werden, dass die Ermittlung geeigneter Parameter
fiir ein Modell (man spricht von Parameterschitzung oder Parameteridentifikation) ein ei-
genstéindiges anspruchsvolles mathematisches (meist numerisches) Problem ist, das wir in
dieser Vorlesung nicht weitergehend betrachten kénnen. Beachte, dass die Parameter von
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Abbildung A.1: Wachstum der Weltbevilkerung und Losung von (A.2)

den verwendeten Einheiten abhidngen. Hier haben wir x in Milliarden Menschen und ¢ in
Jahren angegeben.

Das derzeitige Weltbevolkerungswachstum wird also durch (A.2) offenbar recht gut be-
schrieben, andere reale Wachstumsprozesse hingegen werden durch dieses Modell {iber-
haupt nicht gut beschrieben, beispielsweise das Wachstum der Bevolkerung in Europa,
welches in den letzten Jahrzehnten praktisch zum Stillstand gekommen ist. Der Grund
dafiir ist aus der Struktur der Losungen sofort ersichtlich: Aus A\ > 0 folgt eM — oo fiir
t — oo, fiir xyg > 0 wichst die modellierte Population also iiber alle Grenzen; die Wahl
A < 0 (d.h., die Sterberate ist grofler als die Geburtenrate) schafft hier keine brauchbare
Abhilfe: in diesem Fall folgt e’ — 0 fiir t — 0o, was das reale Verhalten sicherlich auch
nicht korrekt widerspiegelt — zumindest derzeit nicht.

Um sich verlangsamendes Wachstum modellieren zu kénnen, werden wir (A.2) um eine
“Wachstumsgrenze” erweitern, die wir hier durch eine obere Schranke K > 0 fiir die Grofle
der Population modellieren; K steht fiir die Kapazitdt des Lebensraums. Diese ergibt sich
aus den zur Verfiigung stehenden Ressourcen, wie z.B. Nahrung, Trinkwasser etc. Wir
fiigen dazu einen Faktor w(z) mit den folgenden Eigenschaften in die Gleichung (A.2) ein.

(i) Falls z < K ist, soll w(x) > 0 sein, da noch “Platz” fiir Wachstum vorhanden ist.

ii) Falls z > K ist, soll w(x) < 0 sein, um “negatives Wachstum” zu erzwingen.
g g

Die einfachste Funktion, die dieses leistet, ist die lineare Funktion w(z) = K — z. Wir
erhalten damit die Gleichung

#(t) = MK — z(t))a(t), (A.3)

die als logistisches Wachstum bezeichnet wird. Der Ausdruck A(K — z) ist hier die — nun
nichtlineare — Wachstumsrate. Auch fiir diese DGL ist die explizite Losung bekannt, sie

ist gegeben durch
K

1 (K 1) et

x(t;to, xo) =

"http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~1lgruene/numerik0405/
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Man kann das Verhalten der Losung nun an diesem expliziten Ausdruck untersuchen. Wir
wollen hier aber — zur Einiibung — einen anderen Weg gehen und die dadurch erhaltenen
Resultate an der expliziten Losung iberpriifen.

Hierzu definieren und betrachten wir zunéchst einige wichtige Begriffe fiir Differentialglei-
chungen, und zwar allgemein im R™.

Definition A.1 Ein Punkt z* € R™ heifit Gleichgewicht (auch Ruhelage, Fixpunkt oder
Equilibrium) fiir eine DGL (1.1), falls z(¢;tg, 2*) = «* ist fiir alle ¢, o € R. o

Man sieht leicht, dass ein Punkt z* genau dann ein Gleichgewicht ist, wenn f(¢,2*) = 0
ist fiir alle ¢ € R. Fiir unser Modell (A.3) sind die Nullstellen von f(x) = A(K — z)x leicht
zu bestimmen, es ergeben sich die Gleichgewichte * = 0 und z** = K.

Gleichgewichte sind vor allem deswegen interessant, weil sie Aufschluss {iber das Langzeit-
verhalten der Losungen geben kénnen. Im Modell (A.3) sieht man, dass die Losungen z(t)
zwischen den Gleichgewichten streng monoton wachsen, falls z(t) € (0, K) liegt (da die
Ableitung #(t) dann positiv ist), wihrend sie fiir z(¢) > K streng monoton fallen. Da die
Losungen in positiver Zeit durch die Gleichgewichtslosung x(t) = ™ = K beschrénkt sind
(wegen des Eindeutigkeitssatzes konnen sie diese nicht schneiden), sind sie also monoton
und beschréankt, und damit konvegent.

Mit Hilfe des folgenden Satzes (der ein Spezialfall des sogenannten Barbalat-Lemmas ist)
konnen wir mogliche Grenzwerte genau charakterisieren.

Satz A.2 Betrachte eine DGL (1.1) mit autonomem f. Sei z(t; to, xo) eine Losung, die fiir
t — oo oder t — oo gegen einen Punkt 2* € R™ konvergiert. Dann ist * ein Gleichgewicht.

Beweis: Wir beweisen den Fall ¢t — oo, der Fall t — —oo folgt analog. Betrachte dazu die
Losung x(t) = xz(t; tg, xo). Da diese Losung gegen z* konvergiert, folgt aus der Stetigkeit
von f die Konvergenz f(z(t)) — f(«*). Sei nun fiir ein gegebenes ¢ > 0 die Zeit t* > 0 so
grof} gewahlt, dass die Ungleichungen

o(t) =2 <e  und  [[f(z(t) - f(27)]| <e
fiir alle t > t* gelten. Dann folgt fiir alle ¢t > t* aus (1.3) die Unglelchung

Jofo) — 2] = |/ ' fla(r))dr t tayarl| < | [ fa) - fayar
und daraus
(t— Y] = ] RGLE

IN

l2(®) =)+ | fla(r) = fa")dr

IN

o) ~ a(t")] / If@(m) — f@)ldr < 2+ (t— e,

<||93( )=+ ||lz —2(t)
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Diese Ungleichung gilt fiir alle t > t*, insbesondere also fiir ¢ = t* + 1. Mit dieser Wahl
folgt
1 (@) < 3e,

also, da € > 0 beliebig war, || f(z*)|| = 0 und damit f(z*) = 0. Folglich ist z* ein Gleichge-
wicht der DGL. 1

Satz A.2 hat eine wichtige Konsequenz fiir die Analyse von Differentialgleichungen. Er
besagt namlich, dass wir mit den Gleichgewichten im autonomen Fall bereits alle moglichen
Grenzwerte von Losungstrajektorien kennen.

In unserem Modell (A.3) kénnen wir auf Grund der Monotonie also schlielen, dass alle
Losungen mit x(tg) > 0 fiir ¢ — oo gegen z** = K konvergieren. In Riickwirtszeit folgt
ebenfalls auf Grund der Monotonie, dass alle Losungen mit x(t9) € [0, K) fir t — —o0
gegen 0 konvergieren, wihrend die Losungen mit z(tg) > K fiir ¢ — —oo gegen +00
divergieren: wiirden sie konvergieren, miisste wegen der Monotonie und auf Grund von
Satz A.2 ein weiteres Gleichgewicht x*** > K existieren, was aber nicht der Fall ist.

Im eindimensionalen Fall kann man leicht mit der Monotonie argumentieren um Grenzwer-
te von Losungen zu ermitteln, fiir hoherdimensionale Systeme geht dies i.A. nicht mehr,
wir brauchen also andere Techniken. Grundlage dafiir ist die folgende Definition, die fiir
allgemeine DGL im R™ mogliche Konvergenzsituationen in einer Umgebung eines Gleich-
gewichts beschreibt.

Definition A.3 (i) Ein Gleichgewicht z* einer DGL (1.1) heifit (lokal) exponentiell stabil,
falls eine Umgebung N von z* sowie Parameter o, A > 0 existieren, so dass fiir alle zg € N,
alle o € R und alle ¢ > ¢y die Ungleichung

x(t;to,x0) — || < oe” VT Trg— T
l2(t; to, 7o) — 2*[| < ge M) |

gilt.

(ii) Ein Gleichgewicht z* einer DGL (1.1) heif3t ezponentiell instabil, falls Parameter o, A >
0 und eine Umgebung N von z* existieren, so dass in jeder Umgebung Ny von x* ein Punkt
xo € Ny existiert, fiir den fiir alle ty) € R die Ungleichung

| (t; to, w0) — 2*|| = 071 |z — 27|

gilt fiir alle t > ¢ fur die z(¢;tp, x9) € N gilt.

(iii) Ein Gleichgewicht z* einer DGL (1.1) heifit ezponentiell antistabil, falls Parameter
o, A > 0 und eine Umgebung N von x* existieren, so dass fiir alle g € N mit g # «* und
alle tg € R die Ungleichung

| (t; to, o) — 2| = 01|z — 27|
gilt fiir alle t > t¢ fiir die z(¢;to, x9) € N gilt. o
Fiir t — oo konvergieren also im Fall (i) alle Losungen aus einer Umgebung des Gleich-

gewichtes gegen das Gleichgewicht z*. Im Fall (iii) laufen alle Losungen fiir wachsendes ¢
weg von x*, Konvergenz gegen z* ist nicht moglich. Im Fall (ii) gibt es beliebig nahe an
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x* startende Losungen die von x* weg laufen, es ist aber nicht ausgeschlossen, dass ein
Anfangswert x( # x* existiert, fiir den x(¢; g, xo) gegen z* konvergiert. Wir werden spéter
Beispiele dafiir kennen lernen.

Beachte, dass (i)—(iii) keineswegs alle moglichen Szenarien beschreiben. So kénnte z.B. eine
Funktion B(||zo —2*||, t) existieren, die langsamer als ce ™ ||zo—z*|| gegen Null konvergiert
und fiir die statt (i) die Ungleichung

l(t; to, w0) — 2| < B(llwo — =7, %)

gilt.

Der Grund dafiir, in diesen Definitionen die (doch recht speziellen) exponentiellen Ab-
schitzungen zu verwenden, liegt darin, dass sich fiir diese Definitionen einfache nachpriifba-
re Kriterien beweisen lassen — zumindest falls die DGL autonom ist.

Satz A.4 Sei z* ein Gleichgewicht einer DGL (1.1) mit autonomem Vektorfeld f : R"™ —
R™. Sei f in einer Umgebung von z* stetig differenzierbar und sei Df(z*) € R™"™ die
Ableitung (also die Jacobi-Matrix) von f an der Stelle z*. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht z* ist genau dann (lokal) exponentiell stabil, wenn alle Eigenwerte
Ai € C von Df(z*) negativen Realteil haben.

(ii) Das Gleichgewicht x* ist genau dann exponentiell instabil, wenn es einen Eigenwert
Ai € Cvon D f(z*) gibt, der positiven Realteil besitzt.

(iii) Das Gleichgewicht x* ist genau dann exponentiell antistabil, wenn alle Eigenwerte
Ai € C von Df(x*) positiven Realteil haben.

Ein Beweis fiir (i) findet sich z.B. als Korollar 7.6 in meinem Skript zur Vorlesung “Stabilitét
und Stabilisiernug linearer Systeme”?2. Beweise fiir (ii) und (iii) finden sich in Biichern iiber
gewohnliche Differentialgleichungen. Die Jacobi-Matrix D f(z*) wird oft Linearisierung von
(1.1) in z* genannt.

Wir wollen dieses Resultat an unserem Modell (A.3) illustrieren und testen, ob sie mit
den aus der Monotoniebetrachtungen erhaltenen Resultate iibereinstimmen. Wie bereits
erwahnt gilt hier

flx)=\NK —2)z

und die Gleichgewichte sind gegeben durch z* = 0 und «** = K. Da die DGL eindimen-
sional ist, ist die Ableitung D f von f reellwertig. Nach Produktregel gilt

Df(x) = fl(z) = MK —x) —Ax = Df(z*) =K und Df(z*) = -)\K.

Die Eigenwerte dieser “1 x 1-Matrizen” sind natiirlich gerade AK > 0 fiir z* = 0 und
—AK < 0 fiir ™ = K. Das Gleichgewicht x* ist also exponentiell antistabil, wihrend z**
exponentiell stabil ist. Dies stimmt mit den bisherigen Beobachtungen iiberein: ** = K
ist ein moglicher Grenzwert fiir ¢ — oo, * = 0 nicht.

Hat man ein lokal exponentiell stabiles Gleichgewicht gefunden (hier also 2**), so besteht
der néchste Analyseschritt darin, zu ermitteln, fiir welche Anfangswerte die Losungen gegen

2http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/linstab0203/
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x** konvergieren. Dies ist die Frage nach dem Finzugsbereich des Gleichgewichtes x**.
Allgemein ist der Einzugsbereich eines lokal exponentiell stabilen Gleichgewichtes z* fiir
eine autonome DGL gegeben als

D(x*) :=={xp € R"| lim z(t;z9) = 2™}
t—00
und fiir die Umgebung N aus Definition A.3(i) gilt
D(z*) = {zo € R" | x(t;z9) € N fiir ein ¢ > 0},

da alle Losungen, die nach N laufen wegen (1.5) gegen z* konvergieren miissen und umge-
kehrt alle Losungen, die gegen x* konvergieren, durch N laufen miissen.

Im R” ist die Ermittlung von D eine schwierige, oft unlésbare Aufgabe. Im eindimensionalen
Fall ist die Sache einfacher, da man mit der Monotonie der Losungen argumentieren kann,
wie wir oben bereits gesehen haben. Tatséchlich haben wir die Einzugsbereiche fiir (A.3)
bereits in der Diskussion nach Satz A.2 schon fast vollstdndig bestimmt. Dort haben wir
gesehen, dass alle Losungen mit x(tp) > 0 gegen z** konvergieren, es gilt also D(z**) C
(z*,00) = (0, 00). Tatséchlich gilt hier sogar Gleichheit, da die Losungen mit x(tp) < z* =0
sicherlich nicht gegen x** konvergieren, da sie die Gleichgewichtslosung x(¢t) = 0 nicht
verlassen bzw. nicht schneiden kénnen.

Wir fassen unsere Analyse der Modells (A.3) noch einmal zusammen:

(1) Es gibt zwei Gleichgewichte, * = 0 und z** = K, dabei ist z* exponentiell antistabil
und x** exponentiell stabil.

(2) Genau die Losungen mit Anfangswert 2o € (0, 00) konvergieren gegen x**.

(3) Alle Losungen mit Anfangswert zo € [0,2**) konvergieren in Riickwértszeit (also
fir ¢ — —o0) gegen z*, alle Losungen mit Anfangswert xo > z** divergieren in
Riickwartszeit gegen +oo.

(Anfangswerte xp < 0 ergeben im Modell keinen Sinn, weswegen wir sie nicht betrachten).

In Abbildung A.2 sind die oben angegebenen expliziten Losungen mit K = A = 1 fiir die
Anfangswerte zp = 0,1/100,1 und 2 dargestellt. Es ergibt sich genau das beschriebene
Verhalten.

Auch das logistische Wachstum kann an reale Daten zur Weltbevilkerung angepasst wer-
den, vgl. das MATLAB M-File weltbevlog.m im E-Learning, das zeigt, dass das Modell
fiir die zukiinftige Entwicklung ausgesprochen gut mit den Vorhersagen des US-Census
Biiros iibereinstimmt.

Bemerkung A.5 Das logistische Wachstum (A.3) ist nicht das einzige Modell fiir be-
schranktes Wachstum. Zur Modellierung von Zellwachstum z.B. wird oft die DGL

#(t) = Az(t) In (;;) (A.4)

verwendet, die als Gompertz—Wachstum bezeichnet wird und mit deren Losungen sich kli-
nische Ergebnisse gut nachvollziehen lassen. Hier sind die expliziten Lésungen unbekannt;
mit dhnlichen Methoden wie oben kann man aber nachweisen, dass das qualitative Losungs-
verhalten dem von (A.3) entspricht. o
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Abbildung A.2: Losungen der logistischen Wachstumsgleichung (A.3)

A.1.3 Eine Anwendung des Modells

Mathematische Modelle werden oft zur Beschreibung und Erkldrung realer Situationen ein-
gesetzt. Sie dienen aber auch als Teilsysteme in der mathematischen Untersuchung kom-
plexerer Phénomene. Wir wollen dieses Prinzip an einem Beispiel illustrieren.

Wir wollen ein Modell fiir den Fischfang aufstellen, bei dem z(t) eine Fischpopulation
beschreibt. Dazu ergénzen wir das Modell um eine Fangstrategie u(t), welche die Intensitét,
mit der der Bestand befischt wird und damit die Abnahme der Population durch den
Fischfang beschreibt. Als Modellannahme verwenden wir, dass sich das Fischwachstum
durch das logistische Wachstum (A.3) beschreiben lésst, falls keine Fische gefangen werden.

Die sich daraus ergebende DGL
z(t) = MK — z(t))x(t) — u(t). (A.5)
wird Schdéfers Modell genannt.

Beachte, dass dies nun eine nichtautonome DGL ist. Zudem ist es — je nach Wahl von
u(t) — moglich, dass die Losungen mit positiven Anfangswert xy negativ werden, was aber
vom Modell her nicht sinnvoll ist, weswegen wir z(t) > 0 durch die Wahl von D =R x R™
als Definitionsbereich sicher stellen. Die Wahl von D ist also nicht mathematisch sondern
aus Modellgesichtspunkten motiviert.

Eine Fangstrategie auf einem Intervall [to,¢;] ist nun einfach eine stetige Funktion w :
[to,t1] — R{. Fiir einen Anfangswert z¢ > 0 nennen wir u zulissig, falls die zugehérige
Losung z(t; to, xo, u) auf dem ganzen Intervall [to, ¢;] existiert. Wir schreiben die Funktion
u hier als zusétzlichen Parameter in die Losung, um die Abhéngigkeit der Losungen von u
zu betonen.

Die Anzahl M der gefangenen Fische (natiirlich wieder als Biomasse ausgedriickt) ergibt
sich nun als Integral iiber u(t), also
t1
M = u(t)dt.
to
Ziel des Fischers konnte es nun sein, diese Grofle M zu maximieren. Dies wiirde jedoch
unausweichlich zur Ausrottung der Fische fithren: Wéren zum Zeitpunkt t; noch Fische
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da, so kénnte man wu(t) erhdhen und wiirde trotzdem noch eine zuldssige Fangstrategie
erhalten. Dies wire zwar auf dem betrachteten Intervall optimal, nach der Zeit t; wére der
Fischer aber arbeitslos, weswegen dies auf lange Sicht keine gute Strategie ist. Selbst wenn
der Fischer sich nach der Zeit ¢; zur Ruhe setzen will, wéire dies keine gute Losung, in jedem
Fall aus 6kologischer Sicht aber auch aus 6konomischer Sicht, da dies zur Vernichtung der
Besténde fithren wiirde.

Man muss also das Uberleben der Fische in die Optimierung einbeziehen. Dies fithrt auf
ein Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen:

t1
maximiere / u(t)dt

to

unter den Nebenbedingungen

(i) w ist zuléssig fiir den Anfangswert z

(i1) «(t1;to, zo,u) > x1 fiir einen vorgegebenen Wert 21 > 0

Dies ist ein sogenanntes optimales Steuerungsproblem, fiir dessen Losung es eine Vielzahl
von analytischen und numerischen Techniken gibt. (Weiterfithrende Vorlesungen in diesem
Gebiet werden an der Uni Bayreuth regelméfiig angeboten.)

Hier kénnen wir dieses Problem nicht 16sen, statt dessen betrachten wir einen alternativen
Ansatz, den wir mit unseren Methoden behandeln kénnen. Wir wihlen die Fangstrategie
u(t) proportional zur Menge der vorhandenen Fische: u(t) = cx(t) fiir eine Fangrate ¢ > 0.
Dies vereinfacht nicht nur die Analyse, sondern liefert auch ein Modell fiir die Tatsache,
dass man bei gleichbleibender Befischung (z.B. durch Auslegen von Netzen) in der Regel
immer eine zu z(t) proportionale Menge von Fischen fangen wird. Die Fangrate ¢ ergibt
sich dabei z.B. aus Anzahl und Gréfle der Netze und der Dauer des Auslegens. Mit dieser
Wahl von u ergibt sich (A.5) zu

#(t) = A <K - § - x(t)) (1)

Dadurch verschiebt sich das Gleichgewicht z** aus der obigen Analyse, genauer kann man
leicht die Gleichgewichte

=0 und =K —

<
A
berechnen. Fiir die Ableitung gilt

Df(z*) = AK —c=Xz™ und Df(z™) =c— AK = —\z™".

Jetzt muss man drei Fille unterscheiden.

L. Fall: 2** = K — { > 0. In diesem Fall bleibt alles wie oben, z** ist lokal exponentiell
stabil und jede Losung mit Anfangswert xg > 0 konvergiert gegen x**.

2. Fall: 2 = K — §{ < 0. In diesem Fall wird z* = 0 lokal exponentiell stabil und es gilt
f(z) < 0 fir alle z > 0. Alle Losungen fallen also monoton und konvergieren schliefflich
gegen z* = 0, fiir t — oo werden die Fische also ausgerottet.
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3. Fall: #** = K — £ = 0. In diesem Fall vereinfacht sich die DGL zu @(t) = —A(z(t))?,
also ist jede Losung monoton fallend. Zudem gilt z* = z** = 0. Alle Losungen mit zo > 0
konvergieren gegen x* = 0: sie kénnen gegen keinen grofieren Wert konvergieren, da kein
groBeres Gleichgewicht existiert; andererseits konnen sie die konstante Losung x(¢;2*) =0
aber auch nicht schneiden. Beachte, dass das Gleichgewicht z* = 0 weder lokal exponentiell
stabil noch exponentiell instabil ist. Wie in Fall 2 werden die Fische fiir ¢ — oo ausgerottet.

Aus dieser Analyse kann man nun versuchen zu berechnen, wie ¢ > 0 gewéihlt werden
muss, damit der Ertrag maximiert wird. Auf beliebigen endlichen Intervallen ist das nicht
so einfach, da aber alle Losungen gegen eines der Gleichgewichte konvergieren, kénnen wir
zumindest approximativ den Ertrag fiir die Zeiten bestimmen, in denen die Lésung bereits
nahe am Gleichgewicht liegt. Wir betrachten den Ertrag in einem Zeitintervall [t1,¢; + 1]
der Lange 1, wobei wir annehmen, dass t; so gro8 ist, dass wir uns bereits in der Ndhe des
Gleichgewichtes befinden. Im Fall 1 erhalten wir so

t1+1 2

t1+1 c
M = cx(t)dt ~ / cr™dt = cx™ =cK — — >0
t1 t1 )\

und im Fall 2 und 3 ergibt sich analog
M =~ cx* = 0.

Offensichtlich ist Fall 1 vorzuziehen, da nur dort (auf lange Sicht) ein positiver Ertrag erzielt
wird. Zur Maximierung des Fangergebnisses muss man nun den Ausdruck M (c) = cK — %
in ¢ maximieren. Ableiten liefert die notwendige Bedingung

ct
T
und da die zweite Ableitung M"(c) = —2/\ < 0 ist, ist dies tatséchlich ein lokales Ma-
ximum, sogar ein globales, da es das einzige ist. Der maximale Ertrag ergibt sich also
zu

M()=K-2—=0 & ¢ =\K/2,

2 AK?2  N2K? 0 K2\
(¢f) = eK =+ == AN 1

Welchen Wert haben solche Folgerungen aus einem Modell? Zunéchst einmal muss man
sich die moglichen Unzulénglichkeiten des Basismodells vergegenwiirtigen; fiir das hier zu
Grunde liegende Modell (A.3) machen wir dies im folgenden Abschnitt. Wenn man nun
annimmt (oder experimentell belegen kann), dass das Modell Aussagekraft besitzt, so er-
lauben solche Rechnungen Einsicht in die Struktur des modellierten Phianomens. Hier zum
Beispiel beobachtet man, dass man auf lange Sicht den maximalen Ertrag nicht erzielt,
indem man die Fangrate beliebig erhoht, denn oberhalb des Wertes ¢* wird der langfri-
stig erzielbare Ertrag wieder sinken. In unserem Fall erlaubt dies durchaus gerechtfertigte
qualitative Folgerungen fiir das modellierte Fischfangproblem. Eine zuverlissige quantita-
tive Berechnung der realen optimalen Fangrate diirfte auf Basis eines so einfachen Modells
allerdings nahezu unmoglich sein.

A.1.4 Abschlielende Diskussion

Wir wollen das Modell (A.3) noch einmal abschlieBend diskutieren:
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e Das Modell eignet sich gut zur Beschreibung von Wachstum unter idealen Bedingun-
gen; die Ergebnisse von Laborversuchen lassen sich damit gut reproduzieren

In der realen Anwendung gibt es allerdings eine Reihe von weiteren Einfliissen, die hier
nicht beriicksichtigt werden:

e Naturbedingungen sind in der Regel variabel, z.B. durch Jahreszeiten bedingt. Im
Modell ist alles konstant (realistischere Modelle verwenden hier zeitabhéngige bzw.
stochastische Parameter, wie wir sie im Kapitel iiber Finanzmathematik kennen ler-
nen werden).

e Die rdumliche Verteilung sowohl der Population als auch der Ressourcen wird nicht
modelliert (dies kénnte z.B. eine partielle Differentialgleichung leisten, mit der vom
Ort abhingige Populationsdichten modelliert werden kénnen).

e Die Geburts— und Sterberate hidngen unmittelbar von der Grofle der Population
ab. Faktoren wie z.B. die Altersverteilung werden nicht beriicksichtigt (hier kénnen
Delay-Differentialgleichungen Abhilfe schaffen, die wir spéter betrachten werden).

e Der Einfluss anderer Arten ist nicht im Modell enthalten.

Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit Modellen beschéftigen, in denen der letzte
Punkt beriticksichtigt wird.

A.2 Populationsdynamik fiir mehrere Arten

In diesem Abschnitt werden wir die Modelle (A.2) und (A.3) auf den Fall mehrerer Arten
verallgemeinern. Wir werden dabei zunéchst auf den Fall von zwei Arten eingehen, wobei
die erste Art (Beute) die Nahrung der zweiten Art (Réuber) darstellt.

A.2.1 Das Riuber—Beute Modell mit unbeschrinkten Ressourcen

Dieser Abschnitt behandelt die Erweiterung des sehr einfachen Modells A.2 auf den Fall
von zwei Arten, und zwar Beutetiere (z.B. Ziegen) und Réubertiere (z.B. Wolfe).

Es bezeichne also x; die Gréfle der Beutepopulation und xo die Grofle der Rduberpopula-
tion. Wir machen die folgenden Modellannahmen:

(i) Die Beutepopulation z; verhilt sich geméfl (A.2) mit A = v — o, wobei 7 konstant
ist und o = & + bzs. Fiir die Beutetiere gibt es also unbegrenzte Ressourcen und die
Sterberate o besteht aus einem konstanten Term & € (0,7) (natiirlicher Tod) und
einem zu o proportionalen Term bzy (Tod durch Réuber). Fiir zo = 0 wichst die
Population exponentiell. Wir setzen a =~ — & > 0.

(ii) Die Réuberpopulation verhélt sich ebenfalls geméf (A.2) mit A = v — 0. Hier ist die
Sterberate o konstant und v = y+dz; fiir 4 € (0,0) und d > 0, d.h. die Geburtenrate
h#ngt affin linear von der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Beute 1 ab; fiir 1 =0
stirbt die Rduberpopulation wegen ¢ > 4 aus. Wir setzen c =0 — 5 > 0.
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Zusammen erhalten wir so die zweidimensionale Differentialgleichung

(El(t) = a:[l(t)—bx1(t)$2(t)
iao(t) = —caa(t) + day (s (D) (A-6)

mit den Parametern a,b,c,d > 0. Dieses Modell wird als Lotka—Volterra Modell bezeich-
net. V. Volterra® hat dieses Modell im biologischen Kontext eingefiihrt (vgl. dazu Abschnitt
A.3.1), A.J. Lotka* hat das Modell unabhiingig von Volterra zur Beschreibung einer hypo-
thetischen chemischen Reaktion entwickelt.

Um die Analyse von (A.6) zu vereinfachen wollen wir die Zahl der Parameter reduzieren.
Dazu fithrt man die Koordinatentransformation 7 — %lxl und x9 — 21‘2 durch. Dies fiithrt
auf die neuen Gleichungen

z1(t) = axi(t) —az1(t)z2(t) = axi(t)(1 —z2(t))
o) = —coa(t) +exi(Dzalt) = —cwa(t)(1—21(£)) (A7)

Beachte, dass die Losungen Z(¢;tg, Zp) von (A.6) und x(t;to,xo) von (A.7) mittels

Oola

x(t;to, xo) = AZ(t; to,A_lxo) und Z(t;to, To) = A_le(t; to, AZg) fiir A= ( 2 >

a
zusammenhéngen; alle Losungen von (A.6) lassen sich also aus (A.7) berechnen und um-
gekehrt. Man nennt die zwei Gleichungen auch dquivalent.

Wir bestimmen zunéchst die Gleichgewichte von (A.7), also die Nullstellen des Vektorfeldes

flz) = < ary (1 — ) >

—cxo(l — x1)

Hier sieht man leicht, dass die Punkte

(8 ()

die einzigen Gleichgewichtspunkte sind. Zur Bestimmung der Stabilitéit dieser Gleichge-
wichte berechnen wir

prte)= (o Ty )= (5 L) ma o= (1)

Als Eigenwerte dieser Matrizen ergeben sich a und —c in z* sowie =v/—ca in ™. Aus Satz
A.4 folgt damit exponentielle Instabilitidt (aber nicht Antistabilitdt) von z*. Dies ist gut
zu erkliren: Fiir Anfangswerte der Form zq = (z1,0)” (also keine Riuber) mit z; # 0
wichst der Betrag der Losung exponentiell, sie 1auft also exponentiell von x* = 0 weg. Die
Menge aller Punkte, die exponentiell weglaufen, heifit instabile Mannigfaltigkeit M;(x*)
von z*, hier ist das einfach der Unterraum M;(x*) = ((1,0)7).) Umgekehrt konvergieren
alle Losungen zu Anfangswerten der Form xg = (0,z2)7 (also keine Beute) mit x5 € R

3italienischer Physiker und Mathematiker, 1860-1940
4US-amerikanischer Chemiker und Mathematiker, 1880-1949
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exponentiell gegen z* = 0, dies ist die sogenannte stabile Mannigfaltigkeit Mg(z*), hier
wiederum ein Unterraum, namlich M(z*) = ((0,1)7).

Auf 2" trifft keiner der Fille in Satz A.4 zu, da hier beide Eigenwerte wegen ca > 0 offenbar
die Realteile 0 besitzen. Wir wissen also, dass Losungen weder exponentiell konvergieren
noch weglaufen konnen. Was aber passiert statt dessen? Um sich einen Uberblick iiber das
Verhalten dieses Systems zu verschaffen, empfiehlt sich hier die numerische Lésung und
Darstellung in Kurvenform, die in Abbildung A.3 mit a = ¢ = 1 zu sehen ist.

3l

251

%,(0) (Raeuber)
- & ~
T :

°
@

Abbildung A.3: Losungen des Réduber-Beute Modells (A.7) mit a =c =1

Man erkennt in dieser Grafik gut, warum die Ruhelage 2t = (1,1)7 weder exponentiell
stabil noch exponentiell instabil ist: Alle Losungen, die nicht auf M(z*) oder M;(x*) liegen,
laufen auf periodischen Bahnen um dieses ™ herum, weder konvergieren sie noch laufen
sie weg. Formal nennt man eine Losung x(¢; to, xo) periodisch, falls ein T' > 0 existiert, so
dass

x(t; to, :L‘o) = :B(t + T; to, :L‘o)

gilt fiir alle ¢ € R. Die Zeit T" > 0 heifit Periode der Losung. (Wir verlangen hier i.A.
nicht, dass T die minimale Periode ist.) Beachte, dass eine Losung xz(t) einer autonomen
Gleichung genau dann periodisch ist, wenn es zwei Zeiten t; < to € R gibt, so dass x(t1) =
x(t2) =: xp gilt. Aus dieser Gleichheit folgt ndmlich sowohl z(t) = z(¢;¢1,xp) als auch
x(t) = x(t; ta, xp). Aus (1.6) folgt damit x(t+t2—1t1) = () fiir alle ¢t € R, also Periodizitit
fir T = t9 — 1.

Wir wollen diese numerische Erkenntnis nun mathematisch rigoros beweisen. Dazu betrach-
ten wir den Quotienten

ialt)  —cua(®)(1— 2 (1)

#1(t)  ax(t)(1 — 22(t))’

Aus dieser Gleichung folgt
ax1(t)xo(t) — axy(t)xe(t)io(t) = —cxa(t)dq(t) + cxo(t)zq (¢)21(t)

und damit

1(t)

l’l(t) + a.fz(t) —a

ciq(t) — ¢
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Beachte, dass alle diese Gleichungen nur gelten, wenn alle Nenner ungleich Null sind, also
nur fiir Losungen z(t) = (z1(t), z2(t)), die sich in RT x RT befinden und keine Gleichge-
wichte sind.

Integrieren wir diese Gleichung nun von 0 bis ¢, so erhalten wir
cxi(t) — clnzy(t) + axa(t) — alnza(t) = k(z(0))

mit £(z(0)) = cx1(0) — clnz1(0) + az2(0) — alnxg(0). Die auf Dy = RT x Rt definierte
Funktion
V(z) =cxry —clnzy + axg —alnzy (A.8)

ist also konstant entlang von Losungen; es gilt
V(z(t;z0)) = V(zo) fiir alle ¢ > 0

bzw.

d

ﬁV(a:(t; xg)) = 0.

V' heiit erstes Integral oder auch Konstante der Bewegung fiir (A.7). Die Losungen von
(A.7) mit Anfangswert zo € Dy laufen also entlang der Hohenlinien V=1(I) := {x €
Dy |V (z) =1} von V, die in Abbildung A.4 gemeinsam mit dem Graphen von V' skizziert
sind. Man sagt, die Hohenlinien V ~1(I) sind invariante Mengen beziiglich (A.7). Beachte,

dass V ein globales Minimum in z* mit V(z) = ¢ + a besitzt.

SIS <SS

\ <o ol
RS s
N S <>
\\\\“‘:“:“ Se—
l o

\\\\\\‘\‘\\\?;'44,1,44,’! —

Abbildung A.4: Graph und Hohenlinien von V aus (A.8) mit a =c=1

Dass die Losungen tatséchlich periodisch sind, folgt aus der Analyse des Vektorfeldes auf
den Hohenlinien. Wir betrachten eine Hohenlinie V=1(1) fiir ein I > V(zT) und teilen
V=L() in die vier Segmente

S = {zeV )|z <za<2 -2}
Sy = {xEV_l(Z)MQlegQ—xQ}
S3 = {xeV i) |z, >a0>2— 11}
Sy = {zeV ) |azg >z >2— 10}
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Abbildung A.5: Segmente Sq, S9, S3 und Sy

ein, vgl. Abbildung A.5.

Aus der Form der Hohenlinien folgt jetzt, dass ein o > 0 existiert, so dass |z1 — 1| > « gilt
fiir alle x € S; und x € S3 und |xg—1| > « gilt fiir alle € Sy und alle z € S4. Desweiteren
existiert ein 8 > 0 mit 1 > 8 und x5 > B fiir alle z € V~1(I). Aus Gleichung (A.7) folgert
man damit die Ungleichungen

Z2(t) < —cBa, falls z(t) € S;
z1(t) >  aBa, falls z(t) € So
Z2(t) >  cBa, falls x(t) € S3
21(t) < —aBa, falls x(t) € Sy

In jedem Sektor ist also eine der beiden Komponenten x1(t) oder x2(t) streng monoton
wachsend oder fallend mit von 0 (gleichméBig in ¢) verschiedener Steigung. Deswegen muss
jeder Sektor nach einer endlichen Zeit verlassen werden, und zwar in der Reihenfolge 57 —
So — S3 = Sy — S1. Die Losung ist also tatséchlich periodisch.

Um die Aussagen des Modells fiir die modellierten Populationsgréfien zu interpretieren, ist
es sinnvoll, eine beispielhafte Losung in Abhéingigkeit von ¢ darzustellen. In Abbildung A.6
ist dies gemacht.

Abbildung A.6: Losung von (A.7) mit 29 = (1,2)T und a =c =1



A.2. POPULATIONSDYNAMIK FUR MEHRERE ARTEN 137

Beide Populationen schwanken also periodisch. Wenn (wie am Anfang) viele Rauber und
wenig Beute vorhanden sind, nehmen beide Populationen ab. Wenn die Zahl der Rauber
unter einer gewissen Schwelle liegt, nimmt die Beutepopulation wieder zu. Wenn geniigend
Beute vorhanden ist, beginnt auch die Rduberpopulation wieder zuzunehmen und wenn
diese eine kritische Marke iiberschritten hat, nimmt die Zahl der Beute wieder ab, usw.
Ein solches Verhalten ist in der Natur durchaus zu beobachten.

A.2.2 Das Riauber—Beute Modell mit beschriankten Ressourcen

Modell (A.6) hat die (unrealistische) Eigenschaft, dass sich die Beutepopulation in Abwe-
senheit der Rduber geméfl (A.2) verhilt, also unbeschriankt wéchst. Wir wollen dies durch
das realistischere Modell (A.3) ersetzen, das wir hier mit g = AK und e = \ als

i(t) = pay(t) — ex(t)? (A.9)

schreiben. Wir dndern damit die Modellannahme (i) wie folgt ab.
(i) Die Beutepopulation z; verhilt sich gemafi (A.9) mit 4 = v — o und e > 0, wobei
e und ~ konstant sind und ¢ = & + bxy. Fiir die Beutetiere gibt es also begrenzte
Ressourcen und die Sterberate o besteht aus einem konstanten Term & € (0,7)

(natiirlicher Tod) und einem zu zg proportionalen Term bxy (Tod durch Réuber).
Fiir 2o = 0 konvergiert die Populationsgréfe gegen K = a/e mit a =y — & > 0.

Damit erhalten wir die Gleichung

1(t) = awi(t) — by (t)za(t) — exi(t)?

ia(t) = —caalt) + dwi(t)wa(t) (A.10)

Analog zu (A.6) kénnen wir diese Gleichung durch eine lineare Koordinatentransformation

vereinfachen. Hier transformieren wir z; — %331, To — dabflecxg und erhalten so
i1(t) = oz ()1 —22(t) + B (t)(1 —z1(t)) (A1)
2a(t) = —caa(t)(1—x1(t)) ‘

mit & = a — ec/d und 8 = ec/d. Hier muss man aufpassen, dass bei dieser Transformation
positive x1,xs wieder auf positive x1,xo abgebildet werden. Da a,b,c,d,e > 0 sind, ist
dies genau dann der Fall, wenn dabfle - > 0 ist, also wenn ad > ec gilt. Wir wollen uns
auf diesen Fall einschrinken, nicht nur aus formalen Griinden, sondern auch aus Modellie-
rungsgriinden: Fiir ad < ec kann man zeigen, dass die Rduberpopulation fiir ¢ — oo fiir alle
Anfangswerte ausstirbt, wir wollen hier aber den Fall der langfristigen Koexistenz beider

Arten betrachten, fiir den ad > ec eine notwendige Bedingung ist.

Als Gleichgewichte erh#lt man hier z* = (0,0)7, ** = ((a + 3)/3,0)T und 2+ = (1,1)7.
Nur 27 liegt in RT x RT, weswegen wir dieses Gleichgewicht genauer untersuchen wollen.

Die Linearisierung ergibt sich zu

Df(a:)=<a(1_$2)+5(1_2951) oz )

cTo —c(1 — )
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also

Falls die Wurzel komplex ist, sind die Realteile —(/2 negativ, falls die Wurzel reell ist, sind
auch Ay /o reell und es gilt

3 [ 32 3 [ 32
< —— i _ L —
A1/2 2—|— 1 ac < 2+ 1 =0,

also erhalten wir in beiden Fillen negative Realteile, weswegen x lokal exponentiell stabil
ist. Wir wissen also insbesondere, dass es eine Umgebung von 2™ gibt, so dass alle Losungen
in dieser Umgebung gegen x+ konvergieren. Was ist aber nun der Einzugsbereich D(z™)?

Dieser ldsst sich hier analytisch ermitteln: Betrachte dazu das erste Integral (A.8)
V(z) =cx1 —clnzy + axs — alnz,.

Im Gegensatz zu (A.7) ist diese Funktion fiir (A.11) nicht mehr konstant entlang von
Losungen, statt dessen gilt fiir jede Losung (t) in Dy die Gleichung

J o i) | (1)
GV W) = ein(®) et ab(t) — ol
= (cami ()1 = 22(t) + eBar()(1 — 21 (1)) ) (l - :cll(t))

— acra(t)(1 - 1(t) <1 B 1)

l’g(t)
= Bl-2i))(@r(t) ~ 1) = —cBlai(t) - 1)?

Die Funktion V' (z(t)) fallt also monoton in ¢, fiir z1(¢) # 1 sogar streng monoton. Beachte,
dass V(z) in x = ™t ein globales Minimum besitzt; weitere lokale Minima existieren nicht.
Eine solche Funktion wird in der Stabilitétstheorie auch Lyapunovfunktion® genannt. Hier
haben wir den Sonderfall einer semidefiniten Lyapunovfunktion, da die Ableitung entlang
der Losungen nicht strikt kleiner als Null ist (wie meist fiir eine Lyapunovfunktion verlangt)
sondern nur < 0.

Wir beweisen nun z(t) — 2z fir ¢ — oo. Da V(z(t)) monoton fillt und nach unten
beschriinkt ist, konvergiert V' (x(t)) gegen einen Wert V... Ahnlich wie im Beweis von Satz
A.2 sieht man nun, dass 4V (z(t)) — 0 fiir ¢ — oo gilt, also muss z1(t) — 1 fiir t — oo
gelten. Dies ist aber nur dann mdoglich, falls z2(f) — 1 konvergiert: Wéare |x2(¢) — 1| > § so
wiirde aus (A.11) fiir z1(¢) in einer Umgebung der 1 entweder #1(t) > ¢ oder #1(t) < —¢
folgen, was der Konvergenz x; — 1 widersprechen wiirde. Also gilt z5(f) — 1 und damit
x(t) — zT. Alle Losungen mit Anfangswerten in Dy konvergieren also gegen z ", weswegen

5A.M. Lyapunov, russischer Mathematiker, 1857-1918
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D(z") = Rt x RT ist. Die numerischen Ergebnisse in Abbildung A.7 bestitigen dieses
Ergebnis.

Die Argumentation, die wir hier verwendet haben, ist als Lasalles Invarianzprinzip bekannt
und lasst sich auch allgemein als Satz formulieren, was wir hier aber nicht vertiefen wollen.

x,(0) (Raeuber)
&

Abbildung A.7: Losungen des Rauber-Beute Modells (A.11) mit a =c=1, §=0.5

Zur Interpretation des Modells ist wieder die Darstellung einer Losung in Abhéngigkeit
von t niitzlich, wie sie in Abbildung A.8 gegeben ist.

X0 (@

(). Raeuber

Beute x, (1)
-

Abbildung A.8: Losung von (A.11) mit 29 = (1,2)T unda=c=1, 3=0.5

Die Losung zeigt zwar ein &hnliches Schwankungsverhalten wie in Abbildung A.6, konver-
giert aber mit wachsendem t gegen ein Gleichgewicht, Solche Gleichgewicht verschiedener
gemeinsam existierender Arten sind in realen Okosystemen oft zu beobachten, ebenso wie
die charakteristischen Schwankungen, die auftreten, wenn das System durch duflere Ein-
fliilsse “aus dem Gleichgewicht” gebracht wurde.

Auf eine abschlieBende Diskussion dieses Modells konnen wir hier verzichten, da hier exakt
die gleichen Unzuldnglichkeiten wie in der Diskussion im Abschnitt A.1.4 bestehen, mit
Ausnahme des letzten Punktes natiirlich.
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A.2.3 Verallgemeinerung auf n Arten

Wir wollen in diesem Abschnitt abschliefend auf die Verallgemeinerung des Modells (A.10)
auf n verschiedene Arten x1,...,x, eingehen. Wenn wir fiir alle Arten die gleichen Modell-
annahmen treffen, ndmlich, dass die Dynamik durch (A.9) gegeben ist, wobei die jeweilige
Wachstumsrate p affin linear von allen anderen Arten abhéngt, so erhalten wir das Modell

xz(t) = kle(t) + bi_l Z aijxi(t)xj(t), 1=1,...,n. (A.12)
j=1

mit k; # 0, ai; <0, a;; € Rund b; > 0. Wir definieren mittels der a;; die Matrix A = (a;;).
Der Koeffizient a;; entspricht fiir jede Art gerade dem e aus (A.9), er modelliert also die
Ressourcenbeschrénkung, wéhrend die a;; fiir ¢ # j die Interaktion der Arten beschreibt.
Fiir Beute z; und Riuber x; muss die Bedingung a;; < 0 und a;; > 0 gelten. Die etwas
seltsam anmutende Notation mit b; ! ergibt sich aus der urspriinglichen, etwas anderen
Schreibweise des Modells. Beachte, dass die Modelle (A.6) und (A.10) Spezialfille dieses
Modells sind.

Der Spezialfall a;; = 0 und a;; = —aj; wird als Volterra—Okologie bezeichnet. In diesem
Fall ist die Matrix A = (a;;) antisymmetrisch, d.h. 27 Az = 0 fiir alle z € R™.

Wenn wir nach Gleichgewichten 2T suchen, fiir die alle Arten koexistieren, so gilt :1::r > 0,
also

n n
k‘le + bi_l Z aijx;"xj =0 = bk + Z aijx}" =0, (A.13)
Jj=1 Jj=1
diese Gleichgewichte sind also als Losungen eines linearen Gleichugssystems gegeben. Wenn
A invertierbar ist, existiert also hochstens ein solches Gleichgewicht: es gibt genau eine

Losung x* des linearen Gleichungssystems, fiir die aber nicht x > 0 gelten muss.

Die Konstruktion des ersten Integrals V' lasst sich auf dieses Modell verallgemeinern. Wenn
ein Gleichgewicht ™ mit x;” > 0 fiir ¢ = 1,...,n existiert, so kann man nachrechnen, dass
die Funktion

V(z) = i bi(z; — 2 Inx;) (A.14)
i=1

die Gleichung
d

V(@) = (2(t) = a") T A(t) - 27)

erfiillt. Falls A negativ semidefinit ist, so ist diese Ableitung < 0 und wir kénnen die
obige Argumentation auf das n—dimensionale Modell iibertragen. Im Falle einer Volterra—
Okologie ist A antisymmetrisch, weswegen %V(az(t)) = 0 ist. Hier erhalten wir also wieder

das Phénomen periodischer Losungen.

A.3 Anwendungen der Populationsdynamik

A.3.1 Auswirkungen der Befischung

Die Volterra—Okologie und speziell das Lotka—Volterra Modell gilt in der Biologie i.A. als
zu stark vereinfacht, da hierbei in dem sowieso schon einfachen Modell (A.12) noch weitere
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strukturelle Vereinfachungen gemacht werden. Man muss aber beriicksichtigen, dass dieses
Modell zur Erklarung eines speziellen Sachverhaltes entwickelt wurde, fiir den es tatséchlich
gut funktioniert. Wir wollen diese Anwendung nun erldutern.

In den 1920er Jahren beobachtete der italienische Biologe D’Ancona, dass der Anteil der
Raubfische (Haie, Rochen, ...) am Gesamtfischfang wihrend des 1. Weltkrieges im Mit-
telmeer deutlich hoher als vorher und nachher war. Im Hafen Fiume in Italien wurden die
folgenden Anteile der Raubfische am Gesamtfang festgestellt:

Jahr 1914 1915 1916 1917 1918
Raubfischanteil | 11,9% 21,4% 22,1% 21,2% 36,4%
Jahr 1919 1920 1921 1922 1923
Raubfischanteil | 27,3% 16,0% 15,9% 14.8% 10,7%

Natiirlich war D’Ancona klar, dass wiahrend des Krieges weniger gefischt wurde, aber warum
sollte dies die Raubfische mehr begiinstigen?

Das Volterra—Modell wurde zur Erkldrung dieses Phdnomens entwickelt. Tatsichlich han-
delt es sich hier nur um zwei (Gruppen von) Arten, so dass sich (A.12) zu (A.6) vereinfacht,
wenn man a = k1, ¢ = —ko, b = —bflalg, d= b;lagl = —b;lalg setzt (dies zeigt insbe-
sondere, dass (A.6) ein Spezialfall der Volterra—Okologie ist). Wie kann dieses Modell mit
den bekannten periodischen Losungen aus den Abbildungen A.3 und A.6 das Phénomen
beschreiben? Die Werte in der obigen Tabelle sind Jahresmittelwerte, weswegen es sich
anbietet, auch die vom Modell gegebenen Werte zu mitteln. Hier gilt das folgende Lemma.

Lemma A.6 Sei x(t) eine periodische Losung von (A.6) mit Periode 7. Dann gilt

C

I I a
T = T/O .’El(t)dt = g und To = TA :1:2(t)dt = g

Beweis: Es gilt
1 (1)
1‘1(t)

= a — bxa(t).

Fiir diesen Ausdruck gilt

Nl ~

(t) —l Ta— T
O T/o bao(t)dt.

r

T g
;/O 10 dt:%(lnx(T)—lnx(O))ZO,

Andererseits gilt

da die Losung periodisch mit z(7") = x(0) ist. Also folgt

1

T
O—T/O a— bxa(t)dt = a — by
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und damit die Behauptung fiir Zo. Analog berechnet man den Wert fiir Z;. U

Die zunéchst vielleicht etwas iiberraschende Erkenntnis dieses Lemmas ist, dass die Mit-
telwerte iiber eine Periode nicht vom Anfangswert abhéngen. Der Anteil der Raubfische an
der Gesamtmenge ist im Mittel also gegeben durch

Um die veréinderten Anteile wihrend des 1. Weltkrieges zu erkldren, miissen wir den Fisch-
fang in (A.6) beriicksichtigen. Nimmt man hier proportionale Fangraten px; und pxy an,
so ergibt sich das Modell mit Fischfang zu

1(t) = (a—pza(t) — bai(t)wa(t)
2(t) = —(c+p)xa(t) + dzi(t)z2(t)

Der mittlere Raubfischanteil bei Fangrate p ist demnach

(a —p)d
(a—p)d+ (c+p)b

74'(p) =

oder als Kehrwert ausgedriickt

A, -1 (a=p)d+(c+pb (c+p)b
Ty(p) = (a—p)d _(a—p)d+1'

Wenn also die Fangrate p abnimmt, so verringert sich der Bruch % ebenfalls (der
Zihler wird kleiner und der Nenner groBer), womit auch 74 (p) ™! kleiner wird, weswegen
der Raubfischanteil 74 (p) zunimmt. Das Modell liefert also eine Erklirung dafiir, warum

bei geringerer Befischung der Raubfischanteil zunimmt.

A.3.2 Selektion gleichartiger Spezies

Ahnlich wie wir das beim Réuber-Beute Modell (A.10) gemacht haben, wollen wir hier
wieder die Interaktion zweier Populationen beschreiben, die dem logistischen Wachstum
(A.3) unterliegen. Diesmal wollen wir aber nicht Réuber und Beute beschreiben, sondern
zwei friedlich koexistierende Arten z; und xo modellieren, die teilweise um die gleichen
Ressourcen konkurrieren.

Beide Arten sollen also durch die Gleichung
Li(t) = Xiw(t) (K — zi(t))

beschrieben werden. Um die Konkurenz zu modellieren, ersetzen wir K; durch K; —m; und
machen dazu die Modellannahme, dass my der Anteil der Ressourcen K7 von 7 ist, der von
29 in Anspruch genommen wird, und umgekehrt. Die einfachste Art, dies zu modellieren,
ist die Wahl

mp =axe und mg = Px1.
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Das Gesamtmodell ergibt sich so zu

.fl(t) = /\1x1(t)(K1 — xl(t) — Oél'g(t))
Ta(t) = Aowa(t)(Kz — a2(t) — Baa(t))

Dieses Modell ist wieder ein Spezialfall des Modells (A.12), mit k; = N\ K;, b; = 1, a;; = —\;,
und a12 = —Aja und ag; = — X9 f5.

(A.15)

Wir analysieren hier zunéichst den Fall « = 8 = 1 und betrachten, wie das Verhalten der
Losungen von K7 und K» abhéngt. Beachte zunéchst, dass Losungen, die auf der x1— bzw.
xo—Achse starten, fiir alle Zeiten dort bleiben. Umgekehrt bedeutet dies, da sich Lésungen
nicht schneiden koénnen, dass Losungen in RT x RT fiir alle Zeiten in RT x RT bleiben.
Eine Art kann also nicht in endlicher Zeit aussterben, dies kann aber durchaus fiir £ — oo
passieren. Genau dieser Fall tritt hier ein; es gilt:

Falls « = 8 =1 und K; > Kj ist, so konvergiert jede Losung x(t; tg, o) mit g € RT x RT
gegen x* = (K1,0)7 fiir t — co. Mit anderen Worten: Unabhingig von den Wachstumsraten
A; iiberlebt nur die Art mit den grofleren Ressourcen K; (denn fiir Ky > Kj ergibt sich
wegen der Symmetrie des Modells gerade das umgekehrte Verhalten).

Wir wollen den Beweis dieser Behauptung skizzieren. Zunéchst rechnet man nach, dass
die Gleichung (A.15) genau die Gleichgewichte (0,0), (K1,0)T und (0, K3)T besitzt. Da
kein Gleichgewicht 27 € RT x RT existiert, kénnen wir V' aus (A.14) nicht zur Analyse
verwenden, wir miissen das Modell also direkt analysieren.

Dazu teilt man den positiven Quadranten RT x RT auf in die drei Bereiche

A = {(z1,22)|x1 >0, 20 >0, K9 > x1 + 22}
B = {(x1,x2)|z1 >0,29>0, Ko <z + 22 < K1}
C = {(z1,22) |21 >0, 292 >0, K <1+ 22},

vgl. Abbildung A.9.

Abbildung A.9: Bereiche von RT x RT

Nun unterscheidet man die folgenden Félle:

(1) In int A ist #1(¢) > 0 und @2(t) > 0, die Losungen wachsen also in beiden Komponenten
streng monoton. Fiir zg € R™ x RT muss die Losung also entweder nach int B laufen, oder
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gegen ein Gleichgewicht x* € A konvergieren, fiir das 27 > xo1 > 0 und x5 > xg1 > 0 gilt.
Da ein solches Gleichgewicht nicht existiert, miissen die Losungen also nach int B laufen.

(2) In int C gilt &1 (t) < 0 und @2(t) < 0, die Losungen fallen also in beiden Komponenten
streng monoton. Folglich muss die Losung hier entweder nach int B laufen oder gegen ein
Gleichgewicht z* € C konvergieren. Dies kann nur z* = (K1,0)7 sein, so dass in diesem
Fall die Behauptung gezeigt ist.

(3) In int B gilt £1(t) > 0 und %2(t) < 0, z1(t) wichst und zo(t) féllt also streng monoton.
Man rechnet nach, dass eine Losung x(t), die fiir ein ¢* in int B liegt, fiir alle zukiinftigen
Zeiten t > t* auch in int B liegt (dies leitet man aus den Nullstellen der Ableitungen i
bzw 4o an den Ubergingen zwischen den Mengen ab). Also miissen beide Komponenten
x1(t) und z2(t) konvergieren, weswegen die Gesamtlosung auch konvergieren muss, und
zwar gegen ein Gleichgewicht z* € B. Da x1(t) wichst und x2(t) féllt, kann dies nur
r* = (K1,0)T sein.

Abbildung A.10 zeigt verschiedene numerisch berechnete Trajektorien von (A.15), die diese
Analyse bestitigen.

Abbildung A.10: Losungen von (A.15) mit a = =1, \1 = o =1, K; =35, K, =1.5

Die Situation dndert sich deutlich, wenn wir die Annahme o = § = 1 wegfallen lassen.
Wenn also die Art x7 z.B. auf andere Nahrungsressourcen ausweichen kann, die von o
nicht beansprucht werden, so wiirde sich K vergréflern und S8 verkleinern. Tatséchlich
reicht es aus, 8 zu verkleinern, um eine langfristige Koexistenz der Arten zu erreichen. Fiir
B < Ky/K; < 1 liegt das mittels (A.13) errechnete Gleichgewicht

Ki—aKs
1—ap

Ky—BK)
1—af

in RT x RT. Zudem ist A = (a;;) negativ definit, so dass V aus (A.14) entlang aller
Losungen streng monoton fillt, weswegen alle Losungen in RT x RT gegen 2T konvergieren
miissen. Mit 8 = 0.1 ergeben sich die in Abbildung A.11 dargestellten Losungen, die dieses
Verhalten bestétigen.
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Abbildung A.11: Losungen von (A.15) mita =1, =01, \; = A2 =1, K1 =3.5, Ko =15

A.3.3 Der Chemostat

Eine konkrete technische Anwendung von Réuber—Beute—-Modellen ist der sogenannte Che-
mostat, eine Apparatur zur Ziichtung von Mikroorganismen, die sowohl in der Forschung
als auch der technischen Anwendung eine Rolle spielt, z.B. bei der Herstellung von Insulin.
Schematisch besteht ein Chemostat aus drei Gefdfien, vgl. Abbildung A.12: Ein Vorrats-
gefil, in dem eine Nahrlosung bereitgestellt wird, der eigentliche Chemostat, in dem sich
die Mikroorganismen befinden und ein Auffanggefaf}, in dem die entstehenden Organismen
gesammelt werden.Im eigentlichen Chemostat wird dabei durch Riihren sicher gestellt, dass
die enthaltenen Organismen und Néhrstoffe homogen verteilt sind.
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Abluttfilter [
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?‘.‘ Ausgleichsiilter
4 &

Fallstutzen

Abbildung A.12: Chemostat, vgl. wuw.wb.fh-heilbronn.de/test/bionet/6_4.html

Fiir den einfachsten Fall mit einer Art Mikroorganismen ist die Idee der Modellierung nun
relativ einfach: Wir modellieren die Nahrlosung als Beute S und die Mikroorganismen z; als
Réuber. Hierbei ergeben sich allerdings einige Anderungen gegeniiber unseren bisherigen
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Modellen, die wir nun diskutieren werden.

Fiir die Néhrlosung S entsprechen die “Geburten” nun der Menge der Zufuhr aus dem
Vorratsbehilter. Im Gegensatz zu unserem bisherigen Modell héngt diese Gréfle nun aber
nicht von der Anzahl der bereits vorhandenen Nihrlosung S ab, sie wird daher durch einen
konstanten positiven Term k-D > 0 modelliert, der sich aus der Konzentration k der Losung
und der Menge der eingeleiteten Losung D (Durchflussrate) ergibt. Die “Sterbefille” setzen
sich aus zwei Komponenten zusammen, ndmlich aus dem Anteil der Nihrstoffe, die in den
Auffangbehilter gespélt werden — dieser Anteil ist gerade gleich DS — und dem Anteil,
der von den Mikroorganismen als Nahrung aufgenommen wird. Aus experimentellen Daten
hat sich herausgestellt, dass der dafiir bisher verwendete Term bSx; die experimentelle
Realitét nicht gut genug beschreibt. Fiir grofle Mengen an Nahrlosung S >> 1 steigt die
Aufnahme némlich nicht proportional zur Nahrungsmenge S, weil die Organismen natiirlich
nicht beliebig viel Nahrung aufnehmen kénnen, selbst wenn diese zur Verfiigung steht. Als
realistischer hat sich hier ein Term der Form

mS 1
a+S vy

herausgestellt. Insgesamt kommen wir damit auf die Gleichung

el g . mS(t) x(t)
S(t)=(k—S(t))D et S A

Die Population z; verhélt sich nun wie im klassischen Lotka—Volterra Modell mit dem
Unterschied, dass der von x; abhéngige Term in der Wachstumsrate gleich ﬂ%(f t)) gewahlt
wird, was bewirkt, dass die Wachstumsrate bei sehr groflem Nahrungsangebot nicht ins

Unendliche steigt. Wir erhalten also

d1(t) = 21(¢) (% - D) :

Beachte, dass die Sterberate hier nicht dem natiirlichen Tod entspricht (dieser taucht
im Modell nicht auf), sondern dem Anteil der Organismen, die durch die nachstrémen-
de Fliissigkeit in das Auffanggefafl gespiilt werden. Durch die Koordinatentransformation

S — % und 1 — %7 die Parameter-Skalierung m — 7 und a — 7 sowie die Wahl

einer geeigneten Zeiteinheit t — tD~! vereinfacht sich das Modell zu dem normierten
Chemostat—Modell

() = (1-5(1) — 2500 (1)

A.16
) = n) (25 -1) 10

Fiir dieses erste einfache Modell ergeben sich die Gleichgewichte

1 a
oo (3) e ()
m—1

Beachte, dass das Gleichgewicht 2T fiir @ > 0 nur fiir m > 1 + a im positiven Quadranten
liegt. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix in 2t sind A\; = —1 und Ay = (am — m? + 2m —
a — 1)/(am). Man rechnet nach, dass diese fiir m > a + 1 und a > 0 negativ sind, das
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Abbildung A.13: Losungen von (A.16) mit @ = 0.1, m = 2

Gleichgewicht 2T ist also lokal exponentiell stabil. Abbildung A.13 zeigt einige ausgewihlte
numerische Lésungen mit a = 0.1, m = 2

Die in Abbildung A.13 dargestellten Losungen legen nahe, dass der Einzugsbereich D(zT)
tatséichlich der ganze positive Quadrant ist. Ein rigoroser Nachweis dieser Eigenschaft kann
dghnlich wie in Abschnitt A.2.2 mittels einer geeigneten Lyapunovfunktion V' durchgefiihrt
werden.

Das Modell (A.16) ldsst sich auf d Mikroorganismenkulturen x1, . . ., x4 verallgemeinern, in-
dem man weitere Gleichungen der gleichen Struktur hinzugefiigt und je nach den Abhéngig-
keiten entsprechende Kopplungsterme hinzugiigt. Stellt z.B. x; Nahrung von z; dar, so fiigt
man zu den Gleichungen von z; und z; die Terme

m;x; (t)

:i::l,‘j (t) 7(% + SU]' (t)

hinzu, mit Vorzeichen '’ fiir x; und Vorzeichen '+’ fiir ;.

Beispielsweise ist ein Modell fiir d = 3 Kulturen gegeben durch

50) = (1 50) - 2

() = S g mawa(t)

i) = n (50 -1 - ) .
balt) = waft) (200 g und ) |

2 - 2 as + J}l(t) as + .%'g(t)

i3(t) = a3(t) (%—Q

In diesem Beispiel stellt S Nahrung fiir 1 dar, wihrend x1 Nahrung fiir 2o und xo wiederum
Nahrung fiir zg ist.

Durch die geschickte Skalierung der Parameter ergibt sich eine interessante Eigenschaft des
Modells, die man zur Vereinfachung der entstehenden Gleichungen ausnutzt. Definieren wir
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die Variable X(t) =1 — S(t) — Zizl x(t), so sieht man, dass fiir diese die Differentialglei-
chung
S(t) = —5(1)

gilt, da sich die Kopplungsterme gerade gegenseitig aufheben. Es gilt also
N(t) = e '%(0).

Mit anderen Worten konvergieren alle Losungen (S(t), z1(t), ..., z4(t))" gegen die Menge

d
Q={(S,21,...,29)" €RT S+ xp(t) =1}.
k=1

Diese Menge wird Omega—Limesmenge des Systems genannt. Wenn wir also am Langzeit-
verhalten der Losungen interessiert sind, geniigt es die Losungen auf ) zu betrachten, da
sich Losungen in der Nihe von (2 aus Stetigkeitsgriinden wie Losungen auf € verhalten®.

Die Gleichungen auf € erhdlt man nun einfach, indem man S =1 — 2221 xp(t) setzt und
diese Grofle in die Gleichungen fiir z1, ..., x4 einsetzt. Fiir unser einfaches Modell (A.16)
ergibt sich damit

i) = s (L2

1) - <m_1> (1—A—m(t)  (A18)

1—|—a—:1:1(t)

mit A\ = —%5. Die zweite Form der Gleichung ist deswegen niitzlich, da man hier die
Gleichgewichte 27 = 0 und ] = 1 — X sofort ablesen kann. Tatsichlich stimmen diese mit
den oben bestimmten Gleichgewichten iiberein.

Fiir das Modell mit drei Organismen ergibt sich

: . ma(1 — z1(t) — zo(t) — 23()) mows(t)

xl(t) N xl(t) <(I1—|—1—1‘1(t)—l‘2 —:L'3(t -1 (I2+ZL‘1(t))

ia(t) = ao(t) <m —1- a:“f;z ) (A.19)
dalt) = aalt) (2220 1)

In diesem Modell stellt sich heraus, dass die Gleichgewichte leider keine wesentlichen Infor-
mationen iiber das Langzeitverhalten des Systems liefern, da sie antistabil sind und damit
keine moglichen Grenzwerte sind. Tatséchlich existieren in diesem Modell kompliziertere
Grenzlosungen, gegen die die Losungen aus einer Umgebung streben. Eine theoretische
Analyse ist hier zwar ebenfalls moglich, erfordert allerdings tiefliegende Resultate aus der
Theorie der dynamischen Systeme, die wir hier nicht behandeln kénnen. Wir begniigen
uns daher mit numerischen Ergebnissen, und zwar fiir die Parameter my = 10, a; = 0.08,
mo = 4.0, ao = 0.23, m3 = 3.5 und as zwischen 0.2 und 0.4. Abbildung A.14 zeigt die
zugehorigen Losungen.

50Obwohl diese Eigenschaft intuitiv anschaulich ist, ist der formale Beweis nicht trivial und nur unter
geeigneten Annahmen an die Losungen erfiillt.
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a = 0.4 a,= 0.3
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4

Abbildung A.14: Losungen von (A.19) mit verschiedenen Werten von as

Man sieht, das mit kleiner werdendem a3 die Perioden der Lésungen immer lédnger werden,
man spricht von Periodenverdopplung. Tatséchlich ist fiir a = 0.2 keine Periodizitéit mehr
feststellbar, die Losung zeigt scheinbar unvorhersehbare Oszillationen. Man spricht hier
von chaotischem Verhalten oder kurz Chaos. In allen vier Fillen ist es so, dass Losungen
aus einer Umgebung gegen die dargestellten Losungen konvergieren, die Mengen sind also
“anziehend” oder attrahierend und heiflen deswegen Attraktor.

Bemerkung A.7 Eine Variante des Modells entsteht, wenn man (z.B. durch einen ge-
eigneten Regelmechanismus) sicher stellt, dass die vorhandenen Néhrstoffe S(¢) konstant
gehalten werden, also S(t) = Sp > 0 sind. In diesem Fall kann die S—Gleichung ebenfalls
weggelassen werden, dafiir muss aber wieder ein Kapazitéitsterm eingefithrt werden, um
das unbeschrinkte Wachstum zu vermeiden. a

A.4 Ausbreitung von Epidemien (2010 nicht behandelt)

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir ein Modell fiir die Ausbreitung von Epidemien
betrachten, das zur Modellierung eine andere Art von Differentialgleichungen verwendet.
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Als Beispiel fiir eine Epidemie betrachten wir hier eine Pflanzenkrankheit, nidmlich die
Kartoffelfaule.

Wir machen zunéchst die Modellannahme, dass sich die Masse x der infizierten Pflanzen
geméf dem logistischen Wachstum mit K = 1 verhélt, also

@(t) = Ax(t)(1 — 2(t)). (A.20)

Die Kapazitdt K = 1 ist hierbei gerade die normierte Grofle des Gesamtbestandes der
Pflanzen, die befallen werden konnen. Natiirlich muss man hierbei annehmen, dass alle
diese Pflanzen so gleichmifig stehen, dass der Erreger sich konstant mit Infektionsrate A
ausbreiten kann. Der Faktor (1—x(t)) modelliert in (A.20) die Kapazitéit des Lebensraumes,
wéhrend der Faktor Az(t) die Ausbreitung der Infektion bestimmt.

Fiir Epidemien ist dies aber ein zu einfaches Modell, da wir aus der Analyse des Modells
ja bereits wissen, dass die Losungen gegen 1 konvergieren. Insbesondere wiirde eine mittels
(A.20) modellierte Epidemie immer den gesamten Bestand befallen. In einem realistischeren
Modell sollten also weitere aus der Biologie bekannte Tatsachen einbezogen werden. Wir
werden hier nun den zeitlichen Verlauf einer Infektion beriicksichtgen. Fiir die Kartoffelfiule
ist bekannt, dass sich die Krankheit nach erfolgter Infektion zum Zeitpunkt ¢* in zwei
Stadien entwickelt:

e Das Latenzstadium [t*,¢* 4 p], in dem sich der Erreger nicht ausbreiten kann

e Das Infektionsstadium [t* + p,t* + p + ¢, in dem sich der Erreger verbreiten kann

Nach der Zeit t* + p + ¢ ist eine weitere Ausbreitung nicht moglich.

Mit z(t) bezeichnen wir weiterhin die Masse der infizierten Pflanzen. Wir wollen nun eine
Differentialgleichung fiir z(t) aufstellen. Wir nehmen an, dass die Kapazitéit des “Lebens-
raumes” der Infektion von den Stadien der Krankheit nicht abhéingt, so dass der Faktor
(I —2(t)) in (A.20) unverdndert bleibt. Der Wachstumsfaktor Az(¢) muss aber geéndert
werden: Die Zunahme der Infektion ist nun proportional zur Gréfle des Anteils der infizier-
ten Population, die sich zur Zeit t im Infektionsstadium befindet. Diese Grofle ist gegeben
durch die Menge aller Infektionen, die &lter als p sind, also x(t — p), minus der Anzahl
der Infektionen, die dlter als p + ¢ sind, also z(t — p — q). Wir ersetzen Az (t) also durch
Az(t —p) —z(t — p — q)) und erhalten so die Gleichung

&(t) = A1 —z(t))(x(t — p) —2(t —p—q)). (A.21)

Dies ist jetzt keine gewohnliche Differentialgleichung im iiblichen Sinne mehr, da die rechte
Seite nicht nur von z(t) sondern auch von z(t — p) und z(t — p — ¢) abhéngt. Eine solche
Gleichung nennt man Delay—Differentialgleichung, auf deutsch auch verzdgerte Differenti-
algleichung.

Allgemein kann man diese Gleichungen in der Form
o(t) = f(x(t), x(t —7),...,x(t — 7k))

fir ein f : (R?)**1 — R™ schreiben, wobei wir 7, > 74—y > ... > 71 anchmen. Auch
fiir diese Gleichungen gibt es einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz, der dem Satz 1.4
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sehr #hnlich ist (man benotigt wieder eine Lipschitz—Bedingung etc.). Ein wesentlicher
Unterschied besteht aber bei der Wahl der Anfangsbedingung: Es geniigt hier nicht, nur
die Zeit ty und den Wert x(tg) festzulegen. Tatséchlich reicht es auch nicht, zusétzlich die
Werte z(tg — 7;) fiir i = 1,. .., k festzulegen, denn fiir jeden Zeitpunkt ¢ > ¢y, benétigt man
zur Berechnung von #(t) ja insbesondere die Werte x(t — 7). Da t — 75, das gesamte Intervall
[to — Tk, to] durchlduft, miissen wir als Anfangs“wert” also zusétzlich zu z(tg) = xo noch
eine Funktion V¥ : [tg — 7y, t9) — R” festlegen. Fiir die Existenz— und Eindeutigkeitsaussage
reicht es dabei aus, ¥ als stetige Funktion zu wéhlen, wobei es nicht nétig ist, dass ¥ in tg
durch zq stetig fortgesetzt wird.

Wir wollen nun das Langzeitverhalten der Losungen von (A.21) untersuchen um damit
zu ermitteln, wie grof§ der fiir ¢ — oo befallene Pflanzenbestand bei der durch (A.21)
modellierten Epidemie ist und wie dieser Wert von p und ¢ abhéngt. Wir wihlen dabei die
Anfangsfunktion ¥ = 0 und einen Anfangswert z(0) = xo € (0,1); die Infektion gelangt
also zum Zeitpunkt tg = 0 von auflen in den Pflanzenbestand.

Unter dieser Annahme sieht man per Induktion iiber n = 1,2,3,... aus (A.21), dass auf
jedem Intervall [(n—1)(p+q),n(p+q)] die Ungleichungen #(¢) > 0 und z(¢) € [0, 1) gelten.
Also ist x(t) monoton wachsend und durch 1 beschréinkt und konvergiert damit gegen einen
Wert 5 € (0,1]. Mit g(t) := z(t — p) — z(t — p — q) konnen wir (A.21) als

#(t) = Ag(D)(1 — (1))

schreiben. Dies ist nun wieder eine klassische gewohnliche Differentialgleichung, fiir die
man (mit einer Technik, die in Lehrbiichern unter dem Namen Trennung der Variablen zu
finden ist) die explizite Losung

2(t) =1 — (1 — mg) exp <—>\ /0 t g(T)dT>

berechnen kann. Durch Ableiten nach ¢ priift man leicht nach, dass dies tatsdchlich die
Losung ist. Fiir g(t) gilt nun wegen z(0) = ¥(o) = 0 fiir o < 0 die Gleichung

/Otg(T)dT = /Otw(T—p)dT—/OtiL‘(T—p—q>dT

_ /Otpm(g)dg_/otpqx(a)da = /tip::c(a)da

fir alle ¢ > 0. Wir erhalten somit
t—p
2(t) =1 — (1 — mp) exp (—)\/ w(a)da) ,
t—p—q
(was man wiederum durch Ableiten nach ¢ iiberpriifen kann) und damit

8= lim a(f) = 1 — (1 — o) exp (—)\ T x(a)da) .

t—o00 t—o0 t—p—q

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und wegen lim;_,~, z(t) = 3 folgt

t—p

fim | wlo)do = lim gu(t —p —04) = ab.
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Der Limes g ist also bestimmt durch die Gleichung
B=1—(1—zp)e .

Leider erlaubt diese Gleichung keine explizite Losung. In Abbildung A.15 ist 3(q, xg) fiir
A=1und zp = 0.1,0.2,...,0.9 in Abhéngigkeit von ¢ dargestellt. Die Graphen wurden
numerisch berechnet. Beachte, dass (0, z¢) = z¢ gilt.

Abbildung A.15: Die Funktion (g, x) fiir verschiedene xy in Abhéingigkeit von ¢

Die Graphen geben also den aus dem Modell (A.21) berechneten Anteil befallener Pflanzen
fiir t - oo in Abhéngigkeit vom Anfangsbefall zp und der Infektionszeit ¢ an. Fiir wach-
sendes ¢ ndhert sich die Grofle der 1 an, d.h. fast der gesamte Bestand wird befallen. Fiir
kleinere Infektionszeiten ¢ hingegen wird nur ein Teil des Bestandes befallen. Fiir ¢ gegen
0 n#hert sich dieser Wert dem Anfangsbefall xg an. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt
darin, dass zur Ausbreitung der Krankheit eine gewisse Anzahl (relativ) frischer Infektio-
nen vorliegen muss. Wenn die Wachstumsrate #(¢) abnimmt, so fehlt der “Nachschub” an
frischen Infektionen, dadurch nimmt &(t) weiter ab usw., weswegen die Losung gegen < 1
konvergiert.

Auch dieses Modell ist sicherlich fiir viele praktische Zwecke zu einfach, weil viele wichtige
FEinfliisse unberiicksichtigt bleiben, z.B. Resistenzen gegen die Krankheit oder die rdumliche
Verteilung der Pflanzen. Trotzdem kann es zum Versténdnis der Abhéngigkeiten zwischen
Infektionszeiten und Ausbreitungen von Epidemien beitragen und hierbei insbesondere die
Komplexitdt der moglichen Abhéngigkeiten illustrieren.

A.5 Literaturhinweise

Eine umfassende Einfiihrung in die mathematische Biologie bietet das (in der ersten und
zweiten Auflage einbéindige, in der dritten Auflage zweibéindige) Buch

J.D. Murray, Mathematical Biology, Springer—Verlag, 2002 (dritte Auflage).
Die Theorie des Chemostat ist in einer Reihe von Biichern beschrieben, z.B. in

H.L. Smith and P. Waltman, The Theory of the Chemostat, Cambridge University Press,
2003 (zweite Auflage)



Anhang B

Mechanische Modelle

Die mathematische Modellierung der klassischen Mechanik geht im Wesentlichen auf die
Arbeiten von Isaac Newton!, Jean Baptiste le Rond d’Alembert?, Joseph-Louis Lagrange?
und William R. Hamilton* zuriick. Newton entwickelte die elementaren Bewegungsglei-
chungen (und nebenbei die Differentialrechnung), wihrend Lagrange und Hamilton wei-
terfithrende mathematische Modellierungs— und Analysemethoden entwickelten, die wir im
zweiten Abschnitt dieses Kapitels kennen lernen werden.

B.1 Mechanisch—technischer Ansatz

In diesem ersten Abschnitt wollen wir uns zunéchst mit einem auch als d’Alembertsches
Prinzip bezeichneten “modularen” Ansatz zur Modellierung mechanischer Systeme beschéfti-
gen, der auf der Kombination verschiedener Elemente und der dazu gehorigen DGLs beruht.
Fiir jedes Element werden wir ein grafisches Symbol und die dazugehorige Bewegungsglei-
chung (die nicht immer eine Differentialgleichung ist) betrachten. Man unterscheidet dabei
zwischen verschiedenen Arten von Bewegungen, die wir der Reihe nach einfiihren wollen.
Der Ansatz ist konstruktiv und erlaubt mit sehr wenig mathematischem Aufwand die Mo-
dellierung von (im Prinzip) beliebig komplizierten mechanischen Systemen. Wir werden
allerdings auch sehen, dass der Ansatz fiir komplizierte Systeme unpraktikabel wird, was
die Einfiihrung mathematisch anspruchsvollerer Techniken im nachfolgenden zweiten Ab-
schnitt rechtfertigt.

B.1.1 Translationale Bewegungselemente

Wir betrachten in diesem Teilabschnitt Bewegungselemente, die sich in eine Richtung auf
einer Geraden bewegen konnen, also 1-dimensionale Bewegungen.

Wir verwenden dabei die folgenden Bezeichnungen:

Lenglischer Mathematiker und Physiker, 1642-1727

*franzosischer Mathematiker und Physiker, 1717-1783

3franzésischer Mathematiker, 1736-1813 (geboren als Giuseppe Lodovico Lagrangia in Turin, deshalb
manchmal — vor allem in italienischen Biichern — auch als italienischer Mathematiker bezeichnet)

4irischer Mathematiker, 18051865

153
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Variable ‘ Bedeutung ‘ MafBeinheit

y Ort, Ausdehnung | m [Meter]

v=1y Geschwindigkeit | m/s [Meter pro Sekunde]

a=7 Beschleunigung | m/s? [Meter pro Sekunde zum Quadrat]
F Kraft N =kgm/s* [Newton]

a) Das Trigheitselement (Masse)

Das Tragheitselement besteht aus einer (zeitlich konstanten) Masse m auf die eine Kraft
F wirkt und die sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt. Das Symbol fiir das Trigheits-
element ist in Abbildung B.1 dargestellt.

Vv

_ =

Abbildung B.1: Symbol fiir das Trégheitselement

Die Differentialgleichung fiir das Tragheitselement ist nach dem 2. Newton’schen Gesetz
gegeben durch

F(t) = ma(t) = mo(t). (B.1)
Beachte, dass hier die Kraft F' und die Geschwindigkeit v in die selbe Richtung zeigen
miissen, ansonsten muss F' durch —F ersetzt werden; dies ist eine beliebte Quelle fiir Vor-
zeichenfehler! Die “Wiande” im Symbol symbolisieren das verwendete Koordinatensystem,
was wichtig sein kann, wenn mehrere Massen in einem System verbunden werden.

Eine Masse speichert Energie: Wenn die Masse in Bewegung ist, so besitzt sie die kinetische
Energie
m
Ei(t) = Ev(t)Q

und wenn sie sich in einem Schwerefeld befindet, so besitzt sie potentielle Energie, auf der
Erde nahe der Erdoberfliche gerade

Ep(t) = mgh(t),

wobei g ~ 9,80665m/s? die Erdbeschleunigung und h die Hohe iiber der Erdoberfliche
bezeichnet.

b) Das Elastizitdtselement (Feder)

Das Elastizitétselement wird ganz allgemein als deformierbares Objekt definiert, bei dem
die Grole y der Deformation eine Funktion der einwirkenden Kraft F' ist. Zwei gebréduch-
liche Symbole sind in Abbildung B.2 dargestellt.
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y Y

o, A
Y, Y, Y, Y,

Abbildung B.2: Symbole fiir das Elastizitéitselement

Beim linearen Modellansatz wird zur Beschreibung des Elastizitétselementes das Hook’sche
Gesetz verwendet. Mit y = yo — y ist dies durch

ky(t) = F(t) (B.2)

gegeben, wobei k > 0 die Federkonstante ist. Per Konvention ist ys der Angriffspunkt in
positiver Koordinatenrichtung und y; der Angriffspunkt in negativer Koordinatenrichtung.

Dieses Modell beschreibt eine reale Feder bei kleinen Auslenkungen i.A. hinreichend gut.
Realistischere Ansétze verwenden einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen y und F,
worauf wir hier aber nicht ndher eingehen wollen. Unabhéngig von der Modellierung die-
ses Zusammenhangs sind reine Elastizitdtselemente prinzipiell eine Idealisierung, da in der
Realitét keine Federn ohne Masse und Démpfung (s.u.) existieren. Beachte, dass bei der
obigen Wahl der Punkt y = 0 gerade die Feder in Ruhelage bezeichnet, die Ausdehnung
kann in diesem mathematischen Modell also positiv (gedehnte Feder) oder negativ (ge-
stauchte Feder) sein.

Auch Federn speichern potentielle Energie, falls man (B.2) annimmt, ist diese durch

k

By(t) = Sy(t)?

gegeben.

c) Das Dampfungselement (Didmpfer, Reibung)

Die allgemeine Definition ist hier gegeben durch ein mechanisches Element, das keinerlei
Energie speichert, sondern die aufgenommene Energie in Wiarme umwandelt und abgibt
(Dissipator). Das Symbol fiir das Ddmpfungselement ist in Abbildung B.3 angegeben.

\'

e

~F et e F

Abbildung B.3: Symbol fiir das Dampfungselement
Wiederum betrachten wir hier nur das lineare Modell, das durch
F(t) = cu(t) (B.3)

gegeben ist, wobei v die relative Geschwindigkeit zweier (in Abbildung B.3 durch Kolben
und Zylinder symbolisierten) Korper ist, F' die wirkende Kraft bezeichnet und ¢ > 0 eine
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Déampfungskonstante ist: wenn die Kraft F' wirkt, so wird die Geschwindigkeit cv erreicht.
Die Relativgeschwindigkeit v berechnet sich hierbei als v = v, — v_, wobei vy die Ge-
schwindigkeit des Endpunktes in positiver und v_ die Geschwindigkeit des Endpunktes in
negativer Koordinatenrichtung ist.

Dieses Modell nennt man viskose Reibung. Andere Modelle sind z.B. die trockene Reibung,
bei der die Kraft F' bei niedriger Geschwindigkeit gréfier wird (diese Funktion ist unstetig
in v = 0) oder die Stromungsreibung (z.B. der Luftwiderstand), bei der F' = c|v|v ist,
also quadratisch von v abhéngt. Noch komplizierter ist die Haftreibung, die sich als klas-
sische Funktion zwischen F' und v nicht modellieren ldsst, sondern nur mit sogenannten
Hysteresemodellen beschrieben werden kann.

Die von dem Dampfungselement zur Zeit ¢ absorbierte Leistung ist gerade das Produkt
F(t)v(t), die im Intervall [tg,t1] absorbierte Energie ergibt sich als Integral iiber die Lei-
stung, also

Eaps = /tl F(t)’l)(t)dt.

to

B.1.2 Einfache translationale Modelle

Die im letzten Abschnitt beschriebenen drei Elemente bilden die Grundbausteine fiir trans-
lationale mechanische Systeme. Der Ansatz, um kompliziertere Systeme beschreiben zu
konnen funktioniert nun wie folgt.

(1) Modelliere ein translationales mechanisches System als Verbindung von Massen, Fe-
dern und Dampfern.

(2) Stelle die zugehorigen Bewegungsgleichungen auf.

(3) Formuliere die Verbindungsgesetze (oder Kontaktkrifte).

Grundlegend fiir (3) ist Newtons 3. Gesetz actio = reactio: In jeder Masse ist die Summe
der Krifte (mit Berticksichtigung ihrer Vorzeichen) gleich Null. Falls zusétzlich eine externe
Kraft wirkt, so ist die Summe der (systeminternen) Krifte gleich der externen Kraft, wobei
auch hier die Richtung der Kraft iiber das Vorzeichen beriicksichtigt werden muss.

Wir illustrieren dies an zwei Beispielen.

Beispiel B.1 Mechanischer Oszillator (oder Schwinger)

Eine Masse ist an einer (realen) Feder an der Decke aufgehingt, auf die Masse wirkt eine
Kraft F(t), die nach unten gerichtet ist und die aus der Schwerkraft und einer externen
Kraft zusammen gesetzt ist. Da eine reale Feder immer auch Dampfung bewirkt, modellie-
ren wir sie durch eine Kombination aus Elastizitdts— und Dampfungselement. Abbildung
B.4 stellt diese Kombination dar.

Mit y(t) und v(t) bezeichnen wir Position und Geschwindigkeit der Masse. Da Feder und
Dampfer mit der Masse verbunden sind, gilt in diesen Elementen y; = y und v; = v Der
Aufhéngepunkt der Feder und des Dampfers sei yo = 0. Da dieser Punkt unbeweglich ist,
folgt v2 = 0. In diesen Elementen gilt also ys — y; = —y und ve — v; = —v.
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F(t)

Abbildung B.4: Mechanischer Oszillator

Die Gleichungen der drei Elemente lauten damit
Fi(t) =mo(t),  Fa(t) = c(va(t) —vi(t)) = —cv(t),  F3(t) = k(ya(t) —31(t)) = —ky(b).

Fy beschreibt die Kraft im Masseelement, F5 die im Dampfungselement und F3 die im
Elastizititselement.

Wir miissen nun die Richtungen der Krifte Fy, Fs, F3 in den Elementen bestimmen. Da
y durch den Pfeil angedeutet nach oben zunimmt, zeigt auch F; nach oben. Gemafl den
Elementarmodellen zeigen F5 und F3 nach unten, da wir uns am unteren Ende der Elemente
befinden. Ebenfalls zeigt die Kraft F' gemifl dem eingezeichneten Pfeil nach unten; alle
Krifte sind also F) entgegengerichtet. Nach Newtons drittem Gesetz muss die Summe
aller Krifte (versehen mit Vorzeichen gemif} ihrer Richtungen) daher gleich —F sein, also
Fy — F5, — F3 = —F. Daraus erhalten wir die Gesamtgleichung des Systems:

—F(t) = Fi(t) — Fa(t) — F3(t) = mo + cv(t) + ky(t) = my + cy(t) + ky(t).

Dies ist noch keine Differentialgleichung in der Form (1.1), denn hier treten hohere Ab-
leitungen der unbekannten Funktion y(¢) auf. Man nennt diese Gleichungen gewdhnliche
Differentialgleichungen hoherer Ordnung, hier haben wir eine DGL zweiter Ordnung. In der
Mechanik ldsst man die Gleichungen meist in der obigen Form stehen, wir wollen sie hier in
die Form (1.1) bringen, um sie in unseren abstrakten Rahmen einzupassen. Man kann jede
DGL hoherer Ordnung formal in eine Gleichung erster Ordnung der Form (1.1) bringen,
indem man Hilfsgrofien fiir die Ableitungen einfiihrt. Dazu definiert man x1(t) := y(¢) und
x2(t) := y(t) (und so weiter, falls nétig) und erhilt so das System

a’cl(t) = $2(t)
Li’g(t) = — xg(t)—%xl(t)—%}?(t)

C
m
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in Form (1.1). In unserem Fall haben wir bereits die Symbole y(t) = z1(¢) und v(t) = z2(t),
so dass die Schreibweise

yt) = wo(t)
c k

i) = ~Solt)~ Sy(t) — —F(1)

mit der zweidimensionalen unbekannten Funktion (y(t),v(t))” aussagekriftiger ist.

Der Nullpunkt y = v = 0 ist gerade das einzige Gleichgewicht dieser Gleichung und ent-
spricht dem Gleichgewichtspunkt der Masse wenn keine Kraft wirkt, also F'(¢t) = 0 ist. Dies
ist i.A. keine gute Wahl fiir unser Modell, da (unabhéngig von weiteren dufleren Kréften)
immer die Schwerkraft Fg = mg auf die Masse wirkt. Man kann die Schwerkraft aber aus
dem Modell eliminieren, wenn man den Nullpunkt fiir y anders wihlt. Wir zerlegen dazu
F(t) = Fg + Fe(t) in die Schwerkraft und eine (gegebenfalls wirkende) weitere externe
Kraft F,(t). Sicherlich besitzt die Gleichung ein Gleichgewicht (yg,0)7 fiir F.(t) = 0, also
wenn nur die Schwerkraft Fg wirkt. Fiir dieses gilt

O:_EyG—lFG < yG:_E:_@-

m m k k

Mit der Koordinatentransformation § = y — yg wird dies der neue Nullpunkt, und in den
neuen Koordinaten gilt nun

y(t) = gy(t) = v(t)

und
W) = o)~ Syt + - F(1)
= ) - g ye — R~ ()
=0
=~ Su) - Ly - LR)
Also ergibt sich die Gleichung
i = -
B(t) = —u(t) = () — () |

in der die Schwerkraft nicht mehr auftaucht. Wenn man den Nullpunkt fiir y also von vorn-
herein in das Gleichgewicht unter Schwerkraft legt, so braucht man Fg gar nicht beriick-
sichtigen oder mit anderen Worten: Wenn wir Fig nicht ins Modell aufnehmen, so beschreibt
der Nullpunkt “automatisch” das Gleichgewicht unter Schwerkraft.

Abbildung B.5 zeigt eine Losung dieser Gleichung mit F(t) = 0 und Anfangswert (y(0),
v(0)) = (—1,0). Die Masse wird also nach unten in den Punkt y = —1 “gezogen” und zum
Zeitpunkt ¢t = 0 losgelassen.

Die Grafik zeigt das zu erwartende Verhalten: Die Masse schwingt etwas und pendelt sich,
bedingt durch die Reibung, auf das Gleichgewicht (0, 0) ein. O
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Abbildung B.5: Losungen von (B4) mit m=k=c=1

Beispiel B.2 Ein einfaches Fahrzeug—Federungsmodell

Abbildung B.6 zeigt ein einfaches Modell fiir eine Fahrzeugfederung. Die Modellannahmen
hier sind:

e Es werden nur vertikale Bewegungen beriicksichtigt (keine Drehungen)
e Es wird nur ein Rad modelliert

e Die Karosserie wird als Masse m; mit Position y; modelliert, die Federung mittels
Elastizitats— und Dampfungselement k1, ¢;

e Rad und Achse wird als Masse mo mit Position yo modelliert, der Reifen mittels
Elastizitdts— und Dampfungselement ko, co

e Die Stralenunebenheiten werden durch eine “Straflenhohenfunktion” w(t) modelliert

Aus den Bewegungsgleichungen erhalten wir die Gleichungen fiir die Einzelkréfte
mgOf(t) = F{"(1),  epvf(t) = FE(8),  kayi(t) = Ff(t)

fir ¢ = 1,2, wobei die Indizes angeben, fiir welches Element die Krifte bzw. Positionen
gelten. Hierbei gelten die Beziehungen

o' () = (), vi(t) = () —12(t), ) = ) —y2(t),
vg'(t) = 1(t), vs(t) = ga(t) —ult), vs(t) = w2(t) — ult).

Um die obigen Gleichungen zusammenzusetzen miissen wir nun die Einzelkrifte an den
Massen bestimmen. Hierbei muss man wieder auf die Richtungen aufpassen, die von der
betrachteten Masse abhéngen. In m; ist die Kraft F{™ (entsprechend der Richtung von
y1) nach oben gerichtet, ebenso zeigen F} und Flk nach oben, da dies das obere Ende der
Elemente ist. In m; ergibt sich so

F"+ F¢ 4+ FF =0.
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Abbildung B.6: Federungsmodell

In my zeigen FF und F{ nach unten und alle anderen Krifte nach oben, also erhalten wir
in mo die Gleichung

Fy' — Ff — Ff + FY + F§ = 0.
Zusammen ergibt dies die Gleichungen

0 = FM™(t)+ F&(t) + FF @)
= md(t) + ervf(t) + kgt (t)
= madi(t) +er(§n(t) — 92(t)) + k1 (y1(t) — y2(t))

und

0 = Fp() - F{(t) — Ff() + F5() + FE()
= mgd (t) — ervf () — kuyf(t) + cav(t) + kayh(0)
= maiia(t) — ex(31(t) — 7o) — k1 (v () — ya(£)) + cali(t) — i(t)) + ka(ya(t) — u(t))

Analog zum vorherigen Beispiel kann diese Gleichung nun in die Form (1.1) mit der vier-
dimensionalen unbekannten Funktion (y1(t),v1(t),y2(t), v2(t))T umgeformt werden. o
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B.1.3 Rotationale Bewegungselemente

Bisher kénnen wir nur Bewegungen in gerader Richtung beschreiben. Nun lernen wir drei
analoge Elemente kennen, die Drehbewegungen darstellen kénnen.

Wir verwenden dabei die folgenden Bezeichnungen:

Variable ‘ Bedeutung ‘ MafBeinheit
6 Winkel rad [Radiant]
w="0 Winkelgeschwindigkeit | rad/s [Radiant pro Sekunde]
a=40 Winkelbeschleunigung | rad/s? [Radiant pro Sek. zum Quadrat]
T Drehmoment Nm = kgm?/s®> [Newtonmeter]
X, .

m

Abbildung B.7: Schematische Darstellung des Drehmoments

Das Drehmoment beschreibt dabei die auf einen rotierenden Koérper wirkenden Kraft: Sei
F = (Fy, F»,0) eine gerichtete Kraft die im Punkt x = (x1, z2,0) an einem um die x3—Achse
rotierenden Korper angreift, vgl. Abbildung B.7: Man kann sich den Vektor x als Hebel
an dem (nicht dargestellten) Korper vorstellen. Dann ist das resultierende Drehmoment
gegeben durch

T = ZL‘1F2 — I'QFl = ”l‘HHFH Sin@, (B.5)

wobei 6 den Winkel zwischen x und F' beschreibt. Hierbei ist wie immer auf das Vorzeichen
zu achten, die positive Drehrichtung ist so zu wihlen, dass die beiden Ausdriicke in (B.5)
iibereinstimmen.

Zu beachten ist, dass wir die Kraft F' nun als Kraftvektor im Koordinatensystem schreiben,
die Richtungsinformation ist — im Gegensatz zu den translationalen Modellen — hier also
bereits in F' enthalten, so dass wir beim Bestimmen der Kontaktkréfte keine Richtungen
mehr beriicksichtigen miissen.

a) Das Trigheitselement (Trigheitsmoment)

Das Tragheitselement der Rotation besteht aus einer Masse, die um eine Achse rotiert. Die
Gleichung lautet
T(t) = Ja(t) = Jw(t). (B.6)
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Das Tréagheitsmoment J des Elementes wird durch die Masse des Elementes und ihre
Verteilung bzgl. der Rotationsachse bestimmt.

ATATS
A,

Abbildung B.8: Symbol fiir das Rotations—Trigheitselement

Fiir einen rotierenden Kérper B C R? mit Masse m und Massendichte p : B — Rar gilt
allgemein

J = / r2(z)p(z)dz.
B
In Spezialfillen kann man explizite Formeln angeben:

Ein rotierender Massepunkt mit Masse m und Abstand r von der Rotationsachse besitzt

gerade das Tragheitsmoment

J = mr?.

Fiir eine Menge von N Massepunkten x’ mit Koordinaten (z}, 2%, z%), die um die z3—Achse
rotieren, gilt

N N ' '
=Y mar? = mil(ah)? + (2h)?).
=1 =1

Fiir einen diinnen Stab mit Léinge [ und einer eindimensionalen Massenverteilung p : [0, 1] —
Rg gilt bei Rotation um den Endpunkt 0

!
J:/ 22 p(x)dx
0

und bei Rotation um den Mittelpunkt [/2

[
= xXr — 2 xjax.
J—A< 1/2)?pla)d

Falls die Masse m im Stab gleichverteilt ist, gilt p(x) = m/l und damit
l2

!
J—/ a:?m/ldx:m—
0 3

bei Rotation um den Endpunkt und

ml?

l 1/2
J:/(x—l/Q)Qm/ld:U:/ x®m/Ldx = —
0 —1)2 12



B.1. MECHANISCH-TECHNISCHER ANSATZ 163

bei Rotation um den Mittelpunkt.

Allgemein gilt der Parallelachsensatz, auch Steiner’scher Satz genannt.

Satz B.3 Gegeben ein Kérper B C R? der Masse m mit Massenverteilung p : B — Rar
und Schwerpunkt

1
T = / zp(x)dr € R3,
mJB

Sei J das Trigheitsmoment des Kérpers um eine beliebige Achse, J’ das Triigheitsmoment
des Korpers um die durch den Schwerpunkt verlaufende parallele Achse. Dann gilt

J=J +mR?,

wobei R den Abstand der beiden Achsen bezeichnet.

b) Das Elastizititselement (Torsionsfeder)

Das Elastizitéitselement und das nachfolgende Dampfungselement sind vollig analog zu ih-
ren translationalen Gegenstiicken. Wir schon bei diesen betrachten wir hier nur die linearen
Bewegungsmodelle. Fiir das rotationale Elastizitdtselement its die entsprechende Gleichung
durch

kO(t) = () (B.7)

AN

Abbildung B.9: Symbol fiir das Rotations—Elastizitédtselement

gegeben.

c) Das Dampfungselement (Rotationsddmpfer)

Wiederum analog zum translationalen Fall gibt es das rotationale Ddmpfungselement, des-
sen Gleichung
cw(t) = 7(t) (B.8)

lautet.

Abbildung B.10: Symbol fiir das Rotations—Dampfungselement
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B.1.4 Das Pendel

Wir wollen die besprochenen Elemente nun zu einem Modell eines Pendels zusammensetzen.
Wir machen zuerst die folgenden vereinfachenden Modellannahmen

e Das Pendel ist eine Punktmasse m, die an einem masselosen Stab der Léange [ befestigt
ist

e Es gibt keine Reibung

Das Modell ist in Abbildung B.11 schematisch dargestellt.

(¢ (1), % (1)
F=(0,—-mg)T

Abbildung B.11: Pendelmodell

Es sei 2(t) = (z1(t), z2(t))T der Endpunkt des Pendels. Der Aufhingepunkt bzw. die Posi-
tion der Drehachse x 4(t) sei zunéchst konstant gleich 0. Wie {iblich im Koordinatensystem

nehmen 7 und x5 nach rechts bzw. oben zu. Der Punkt x(¢) ldsst sich mittels der Linge
[ und des Winkels 0(t) als

z(t) = (IsinO(t), —lcos ()T

schreiben.

Der in z angreifende Kraftvektor F' ist durch die Erdbeschleunigung gegeben als F' =
(0, —mg)T (er zeigt nach unten, deswegen '—’). Gemif (B.5) gilt fiir das erzeugte Dreh-
moment also

Tr(t) = x1(t) - (—mg) — x2(t) - 0 = —mgz1(t) = —mglsinO(t).

Andererseits gilt fiir das Tragheitselement die Gleichung

T7(t) = JO(t) = mi®6(¢),

da wir das Pendel ja als Punktmasse modelliert haben. Gleichsetzen des externen Dreh-
moments 7p mit 77 ergibt

7;(t) = Tr(t),
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also

mi%0(t) = —mglsin0(t).

Wiederum erhalten wir eine DGL zweiter Ordnung, die wir iiber die Gleichung w(t) = 6(t)
als

ot) = w(t)
. . (B.9)
w(t) = —7sin 0(t)

in der Form (1.1) schreiben konnen. Abbildung B.12 zeigt einige Losungen dieser Gleichung.

:

w(t) (Winkelgeschwindigkeit)
s o ~
T T

!
S
T

!
&
T

-2 0 2
6() (Winkel)

Abbildung B.12: Losungen des Pendelmodells (B.9) mit [ =1

Die periodischen Losungen gehoren hierbei zu Anfangswerten, fiir die das Pendel hin— und
her schwingt. Da keine Reibung modelliert wurde, wird das Pendel nicht gebremst und
die Pendel schwingt fiir alle Zeiten mit der gleichen Bewegung, daher die Periodizitéit. Die
Losung, die rechts aus dem Bild hinauslauft wurde mit grofierer Anfangsgeschwindigkeit
gestartet. Hier iiberschligt sich das Pendel, und zwar — da keine Reibung vorhanden ist
— nicht nur einmal sondern immer wieder. Beachte, dass die Winkel 6 und 6 + k27 fiir
alle k£ € Z die gleiche Pendelposition bedeuten, aber in in unserem Modell unterschieden
werden. Die Gleichung besitzt iibrigens genau die Gleichgewichte (0},w;) = (km,0) fiir
k € Z. Fiir gerades k ist dies gerade das herunterhéingende Pendel, fiir ungerades k ist
dies das aufrecht stehende Pendel. Die aufrechten Gleichgewichte sind exponentiell instabil
(aber nicht antistabil), die herabhingenden sind weder exponentiell stabil noch instabil,
denn die Realteile der Eigenwerte der Linearisierung sind gleich 0.

Wir wollen unser Modell nun realistischer machen. Zunéchst fiigen wir Reibung hinzu, Wir
machen die Annahme:

e Es gibt viskose (d.h. lineare) Reibung mit Koeffizient c.

Wenn wir ein Dampfungselement an der Achse hinzunehmen, so erhalten wir fiir das zusétz-
liche Drehmoment 7.(¢) die Gleichung

Te(t) = cwe(t) = ch(t).
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Wie bei den Translationselementen miissen wir nun die Drehmomente addieren und gleich
der externen Kraft setzen. Da w. = w ist, erhalten wir also

T7(t) + 7e(t) = TR(1) (B.10)
und damit die neue Gleichung
mi20(t) = —cl(t) — mglsin O(t).
Nun wollen wir noch die Punktmassenannahme verallgemeinern. Wir nehmen nun an:

e Das Pendel ist ein starrer Korper mit Masseverteilung p(z1, z2) und Trigheitsmoment

J.

Die Frage ist jetzt: Wie berechnen wir das durch F' erzeugte Drehmoment 77(¢)? Wir leiten
die Losung heuristisch her. In jedem Rechteck der Form [x1(t), z1(t) + Az1] X [x2(t), z2(t) +
Azy] mit Masse Am erzeugt F' das Drehmoment

Atp(t) = —x1 () Amg = —z1(t) p(x(t)) Az Azag.

Aufsummieren iiber alle Rechtecke und Grenziibergang Axz; — 0 liefert dann
TR(t) = —/ x1p(x)gdxr = —mgz(t),
B(t)

wobei Z(t) = (Z1(t), T2(t))T die Position des Schwerpunktes des Korpers zur Zeit ¢ bezeich-
net.

Abbildung B.13: Pendelmodell mit starrem Koérper

Wenn wir mit [ = ||Z(¢)|| den Abstand des Schwerpunktes zur Rotationsachse (die zunzichst
weiterhin im Nullpunkt liegt) bezeichnen, und mit 6(¢) den Winkel von Z(¢) mit der zo—
Achse bezeichnen (siehe Abbildung B.13), so gilt

Z(t) = (Isinf(t), —l cos O(t)).
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Aus der schon bekannten Gleichung (B.10)
Ty (t) + 7e(t) — TR (t) =0

erhalten wir damit - )
JO(t) = —cl(t) — mglsin 0(t)

bzw. in der Form (1.1) die Gleichung

0t) = w(t)
. - (B.11)
o(t) = —jw(t)—TglsinQ(t)

Abbildung B.14 zeigt die Losungen dieser Gleichung mit den gleichen Anfangswerten wie
in Abbildung B.12.

jeschwindigkeit)

(b (Winkelg
N

Abbildung B.14: Lésungen des Pendelmodells (B.11) mit ¢/J =1 und ml/J =1

Hier streben alle Losungen dem Gleichgewicht (0,0), bzw. nach einmaligem Uberschlagen
dem Gleichgewicht (27,0) zu. Tatsdchlich kann man zeigen, dass die Gleichgewichte der
Form (2km,0) mit k € Z (herabhiingendes Pendel) nun lokal exponentiell stabil sind. Die
Gleichgewichte der Form ((2k + 1)m,0) mit k& € Z (aufrechtes Pendel) bleiben exponentiell
instabil. Beachte, dass sich (B.9) und (B.11) in diesen Simulationen wegen der Wahl der
Parameter nur durch den Reibungsterm unterscheiden.

Bemerkung B.4 Das oben heuristisch hergeleitete Prinzip gilt allgemein: Wenn Krifte
auf einen starren Korper wirken, so bewegt sich dessen Schwerpunkt genau so, wie sich die
im Schwerpunkt konzentrierte Gesamtmasse unter Einfluss der Summe der Krifte bewegen
wiirde (ohne Beweis). O

Wir wollen nun untersuchen, wie sich das Pendel bei Bewegung des Aufhidngepunktes x4
verhilt. Wir betrachten dabei horizontale und vertikale Bewegung. Wenn der Aufhénge-
punkt x4(t) horizontal und vertikal bewegt wird, so gilt fiir die Kraft Fu = (Fa 1, FA,Q)T
nach (B.1)

FA’l(t) = miAvl(t), FAQ(i) = mi‘A’Q(t) (B12)



168 ANHANG B. MECHANISCHE MODELLE

Diese Kraft greift im Punkt 24 an und erzeugt geméf Bemerkung B.4 und Gleichung (B.5)
(beachte, dass der Vektor z in (B.5) hier gerade gleich Z — x4 ist) nun das Drehmoment

TA(t) = (T1(t) — 2a1(8)) Faa(t) — (T2(t) — 2a2(t)) Fau(t).
Fiir das Pendel gilt nun als Erweiterung der Gleichung (B.10)
Ty (t) + 7.(t) + TA(t) = TR(T).

Das Drehmoment 74 wird hierbei als internes Drehmoment — also auf der linken Seite —
eingesetzt, da es sich um die Auswirkung der Bewegung des (modellinternen) Aufhéinge-
punktes auf die Masse handelt. Dass diese wiederum von einer externen Kraft F4 hervor-
gerufen wird, haben wir bereits in (B.12) beriicksichtigt.®

Wegen
Z(t) — za(t) = (Isinf(t), — cos O(t))T

erhalten wir
Ta(t) = Fao(t)(Isin6(t)) — Fi(t)(—lcosO(t)) = m(ia2(t)sind(t) +ia1(t) cos(t)
und damit
JO(t) = —ch(t) — mglsinO(t) — mia2(t)sin () — mi a1 (t)] cos O(t)
bzw. wiederum in der Form (1.1) die Gleichung

0(t) = w(t)

: c ml/ ) . ) (B.13)
w(t) = —jw(t) 2 (g sin0(t) + Za2(t) sinO(t) + Z.4,1(t) cos 9(t)>

Wir wollen die Losungen fiir eine spezielle Wahl der Beschleunigungen & 4 veranschaulichen.
Nehmen wir an, dass nur vertikale Bewegungen vorliegen, wobei der Aufhingepunkt mit
konstanter Frequenz 2 und Amplitude a cosinusférmig auf- und abschwingt, also z4 2(t) =
a cos Qt gilt. Dann folgt

ia2(t) = —aQ? cos O,

also
0(t) = wlt)
. B c ml ) ‘ (B.14)
w(t) = —jw(t) -7 (g — af)” cos Qt) sin 0(t)
Mit den Parametern
_ i
Q0 =157, 5 — 0.2, mTZQ ~ 1 umd ™Y

erhélt man das in Abbildung B.15 dargestellte Verhalten.

®Wie Sie sicherlich in der Vorlesung bemerkt haben, ist die Bestimmung der richtigen Vorzeichen der
zusammenwirkenden Krifte und Drehmomente ein subtiler Punkt und eine hdufige Fehlerquelle. Es ist
daher immer ratsam, das gewonnene Modell z.B. durch numerische Simulation auf seine Plausibilitdt zu
priifen.
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jeschwindigkeit c(t) ()

Winkel 8(t) (-), Winkelg
|

Abbildung B.15: Losungen des Pendelmodells (B.14) in Abhéingigkeit von ¢

Das Ganze sieht recht “chaotisch” aus und tatséchlich ist dies ein Beispiel fiir eine Dif-
ferentialgleichung mit sogenanntem chaotischen Verhalten. Die Losungen der Gleichung
zeigen einen quasi zufélligen Verlauf: es ist nicht vorhersagbar, wann sich das Pendel
iiberschliagt, die Richtung dndert etc. Trotzdem lassen sich in diesem chaotischen Ver-
halten Gesetzméfigkeiten erkennen. Hierzu muss man zunéchst die vorhandenen Periodi-
zitdten beriicksichtigen: Man kann in der Gleichung alle Winkel 01, 6s mit 61 = 05 + 2k7w
fir ein k € Z identifizieren, da diese Werte die gleichen Positionen darstellen. Mittels
0(t) = 0(t) — 2k(t)m (fiir das richtige k(¢)) kann man die f~-Komponente der Losung in das
Intervall [—7,w] “projizieren”. Zusétzlich kann man die Periodizitéit der Beschleunigung
berticksichtigen: Fiir alle ¢t € R gilt cos Qt = cos Q(t + kT') fiir T = 27/ und alle k € Z).
Aufgrund dieser Beobachtung ist es sinnvoll, die Losungen jeweils nach einer Periode der
Beschleunigung darzustellen. Es zeigt sich, dass fiir jedes tg € R eine (recht komplizierte)
Menge A;, existiert, so dass jede “periodisch ausgewertete” Losung, also jede Folge der
Form

x(to + kT to, l‘o) fir k=0,1,2,...

gegen diese Menge konvergiert. Diese Menge Ay, heifit Attraktor. Durch Darstellung der
Punkte x(ty + kT;to, o) fiir k = ko, ..., k1 mit hinreichend grofien ky >> ko >> 0 kann
man einen Eindruck von dieser Menge gewinnen®. Abbildung B.16 zeigt die Punkte z(t +
kT;to, x0) fiir zg = (1,1)T, to = T/2 und k = 101, ..., 10000.

Diese numerischen Ergebnisse lassen sich durch reale Experimente bestétigen. Im Buch
R.W. Leven, B. Koch und B. Pompe, “Chaos in dissiptiven Systemen”, Akademie Verlag
1989 (1. Auflage) und 1994 (2. Auflage) finden sich in Kapitel 1 der Versuchsaufbau und
experimentelle Resultate.

B.2 Lagrange—Gleichungen und Hamilton—Formalismus

Die im vorherigen Abschnitt vorgestellte Methode hat den Nachteil, dass das Zusammen-
setzen der elementaren Gleichungen fiir grofle Systeme sehr kompliziert wird. Man muss

SEs gibt auch spezielle Algorithmen zur genaueren Berechnung von Attraktoren, diese werden in der
Vorlesung “Numerik dynamischer Systeme” im kommenden Wintersemester behandelt.
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. . I
-3 -2 -1 0
6(t) (Winkel)

Abbildung B.16: Approximation des Attraktors des Pendelmodells (B.14)

fiir grole Systeme und die Verbindungsgesetze bzw. Kontaktkrifte vieler Einzelgleichun-
gen beriicksichtigen, was zu sehr groflen Gleichungssystemen fiihrt, die dann nur schwer
aufzultsen sind.

Die Alternative, die wir in diesem Abschnitt (aus Zeitgriinden nur skizziert) vorstellen
werden, ist die Energie—basierte Methode mit Hilfe der Lagrange—Gleichungen.

B.2.1 Lagrange—Gleichungen

Die Idee der Lagrange—Gleichungen basiert auf der Betrachtung der Energie des Systems.
Wir beschrinken uns hierbei auf ein System s von N Massepunkten mit Positionen r; =

(74,9, 2:)T und Massen m;, i = 1,..., N, dessen kinetische Energie gerade durch
N
Brin = 32 2 il
i=1

gegeben ist.

Zur Modellierung der Tatsache, dass sich ein mechanisches System — bedingt durch die
mechanische Struktur — nur auf vorgegebenen Bahnen bewegen kann, verwenden wir Ne-
benbedingungen der Form

Cj(?“h...,T‘N,t):O, fir j=1,...,J,

wobei die r; = (x4, y;, zi)T € R? die Positionen der Massepunkte beschreiben.

Beispiel: Wir betrachten ein im Nullpunkt aufgehéngtes und in der zy—Ebene schwingendes starres
Pendel mit Punktmasse m im Punkt 7(t) = (z(t),y(t), 2(t))* und Linge p. Die moglichen Positionen
von 7(t) werden dann genau durch die Gleichungen

ci(r) = [Irl* — p* und co(r) = 2
beschrieben.

Wir nehmen nun an, dass die durch

M:{(Tl,...,TN)T\Cj(Tl,...,TN,t):0, firj=1,...,J}
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implizit definierte Mannigfaltigkeit der vertriglichen Konfigurationen durch Koordinaten
q=(q1,...,q) € Q mit einer offenen Menge @ C R! parametrisieren liisst, d.h. dass stetig
differenzierbare Funktionen (g, t) existieren mit

M = {(ri(g,t),...,rn(q,t)" | g € Q}.
Wir nehmen weiterhin an, dass die partiellen Ableitungen

or 3N

fir ¢ = 1,...,1 linear unabhéngig sind. Die Groflen ¢, ..., q; heilen verallgemeinerte Ko-

ordinaten.
psing
r(q) = | —pcosgq
0

mit ¢ = ¢1 € Q = (—¢,2mw) C R fiir beliebiges € > 0. Beachte, dass ¢ hier gerade den Winkel des
Pendels beschreibt, also gerade gleich dem # in unserem Pendelmodell aus Abschnitt B.1.4 ist.

Beispiel: Fiir das Pendel gilt

Wir kénnen das System nun vollstindig mittels ¢(t) beschreiben. Mittels der Kettenregel
kann man die Geschwindigkeit iiber ¢(¢) ausdriicken. Es gilt

l
u(t) = rla(0.0) = 3 5

Diese Gleichung kann wegen der linearen Unabhéngigkeit der partiellen Ableitungen nach
g; aufgelost werden, was i.A. aber nicht explizit durchgefithrt werden muss. Die GréBen

t)q;(t) + %?(q(t),t), i=1,...,N.

q1,- - -, q heien verallgemeinerte Geschwindigkeiten.
Beispiel: Fiir das Pendel gilt
pcosq(t)
o(t) = | psing(t) | d(t),
0

Ebenso kann die kinetische Energie mittels ¢ und ¢ als

2
N
m; m; 87“Z or; .
Ekin = Z 7”7}1”2 Z Z P q;j(t) + E(Q(t)vt) =: T(q(t),4(¢), )

i=1 qJ
geschrieben werden.
Beispiel: Fiir das Pendel gilt

T(a®), q(t),t) = T o%(t)*

Im Folgenden werden wir ¢ und ¢ oft als unabhingige Variablen auffassen. Wir lassen in
dem Fall das zeitliche Argument weg, schreiben also z.B. T (q, 4, t).
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Fiir Kréfte f© € R3, i = 1,..., N, die jeweils auf den i—ten Massepunkt wirken, definiert
man die verallgemeinerten Krdifte

F~—§:<f" 8”> G=1,.1
J g 78q] ) ) ’

Wir nennen das mechanische System konservativ, falls eine reelle Funktion W (ry, ..., 7y, t)
existiert, so dass
; ow
ff=- = -V;W
87’i
gilt. Fiir die verallgemeinerten Kréfte berechnet man dann
oW (q,t
Fj = _9Wlg,t)
dq;
mit W(q,t) = Wi(r(q),t). In Vektorform schreiben wir F = —V,W(q,t). Die Funk-

tion W kann physikalisch als die potentielle Energie des Systems interpretiert werden,
weswegen man iiblicherweise durch Addition einer geeigneten Konstanten die Bedingung
ming W(q,t) = 0 sicher stellt. Beachte, dass die Addition einer Konstanten an VW nichts
dndert.

Beispiel: Beim Pendel ohne Reibung wirkt auf den Massenpunkt die Kraft f = (0, —mg,0)T,
die sich als f = —VW mit W(r) = mgy schreiben lisst. Mit der oben eingefiithrten Darstellung
r(q) = (psing, —pcosq,0)T gilt W(q,t) = —mgpcosq. Um min, W(g,t) = 0 zu gewihrleisten,
addieren wir mgp, d.h. wir setzen W (q,t) = —mgp cos ¢ + mgp.

Definition B.5 Die Funktion

L(q,q,t) = T(q,q4,t) — W(q,t)

heiflt Lagrange—Funktion des konservativen mechanischen Systems. o

Die Variablen ¢ und ¢ werden hier als (formal) unabhéngige Variablen aufgefasst.

Aus der Lagrange—Funktion kann man nun die Bewegungsgleichungen des Systems herlei-
ten: Es gelten die Lagrange—Gleichungen

4 (Grw®.a0.0) - SE@OA00 =0, =1t (B

Die Herleitung dieser Gleichungen ergibt sich aus der physikalischen Bedingung, dass das
Wirkungsfunktional

1= [ 2w, 0

to

entlang von Losungen ¢ minimal sein muss bzgl. aller differenzierbarer Funktionen, die die
Punkte (o, q(to)) und (¢1,q(t1)) verbinden. Setzt man g(a) = I(q+ az) fiir € R und eine
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beliebige differenzierbare Funktion z mit z(tg) = z(¢1) = 0, so muss ¢'(0) = 0 gelten. Mit
etwas Rechnung sieht man, dass

l t
70 =3 (& (Grta-ae.0) - Sxa. a0 ) =

ist, was schliefllich auf die Lagrange—Gleichungen fiihrt.

Beispiel: Fiir das Pendel ohne Reibung erhalten wir aus den obigen Uberlegungen

. m .
L(g,q,t) = —p*¢® + mgpcos g — myp,

2
also IL
afq(q, 6t) = 5 P24 = mp*q
und
oL

—(q,q,t) = —mgpsing.
aq(qq) gpsing

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung

d _ .
0 = —(mp*q(t)) +mgpsing(t)

= mp*{(t) + mgpsing(t).
Da p > 0 und m > 0 ist, vereinfacht sich diese zu
0= pg(t) + gsing(t),

was gerade die in Abschnitt B.1.4 hergeleitete Gleichung (mit ¢ = ) ist.

B.2.2 Dissipative Systeme

Wir haben die Lagrange—Gleichungen unter der Annahme hergeleitet, dass das mechanische
System konservativ ist. Tatséichlich bedeutet dies, dass die wirkenden Krifte nur von den
Positionen r; abhiingen; weder externe noch geschwindigkeiteabhéingige Krifte (wie die
Reibung) kénnen hiermit modelliert werden.

Externe Kréifte konnen — wenn sie in verallgemeierter Form F 7 also mittels Threr Wirkung
auf die ¢ ausgedriickt sind — einfach durch Ersetzen der “0” durch F} auf der rechten Seite
von (B.15) eingefiihrt werden. Die Umrechnung von physikalischen externen Kriiften f!
auf verallgemeinerte externe Krifte F; erfolgt dabei analog zu den konservativen Kréften

mittels
N

Ff(g,t) = Z<

=1

; or; .
f;<r<q>,t>,a;<q>>, P

Bei der Reibung beschriinken wir uns auf den einfachen Fall viskoser Reibung und bezeich-

nen mit f° € R3 nun die Reibungskrifte, die durch f* = —C%v; mit einer Diagonalmatrix
C' = diag(ct, ¢, c.) € R**3 und den Geschwindigkeitsvektoren v; = (vl v, v1)T allgemein

beschrieben werden konnen.
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Wir wollen die Reibungskrifte analog zu den konservativen Kriften als Ableitung einer
reellwertigen Funktion darstellen. Dazu definiert man die sogenannte Ragleigh’sche Dissi-
pationsfunktion
N

i,i2 i 2 i,
Z(C:Ev:r} tcu, T,

=1

2

)

D(’Ul,...,'UN) =

und definiert die Reibungskrifte f* als
fi = —sz,

wobei V;D(v) € R? den Gradienten von D nach v* bezeichnet.

Die Ragleigh—Funktion ldsst sich als infinitesimale Arbeit des i—ten Partikels gegen die
Reibungskraft interpretieren. Die von den Reibungskréften absorbierte Leistung ist gerade
2D und wird als Dissipationsrate bezeichnet. Analog zu den verallgemeinerten Kriften
lassen sich die verallgemeinerten Reibungskrifte als

0D(q,4,t)

mit D(q, ¢,t) = D(v(q, g,t)) berechnen. In Kurzform schreiben wir

F=-ViD(g,4:1).

Die unter der Beriicksichtigung der externen und Reibungskrifte erhaltenen verallgemei-
nerten Lagrange—Gleichungen lauten damit

i (5 00.20.0)) = S04+ 520000 = FE0), 5= 1.0, (B10)

Beispiel: Wir wollen unser Pendelmodell um einen Reibungsterm ergédnzen und setzen D(v) =

L(cv2 + cv?). Damit erhalten wir

D(q,q,t) = gpQ(cos2 q +sin? q)¢* = gpz(f

und folglich
oD ) .
= (q(t), (1), t) = cpq.
8q (Q( )7Q( )7 ) cp q
Die Bewegungsgleichung ergibt sich damit zu

0 = mp§(t) + mgpsinq(t) + cpg.

Wir erhalten also wieder das bereits bekannte Modell, bei dem die Reibungskonstante ¢ nun aller-
dings mit der Lénge p multipliziert ist. Dies liegt daran, dass die Reibung hier an der Punktmasse
wirkt, wihrend sie im fritheren Modell an der Drehachse wirkt.
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B.2.3 Die Hamilton’sche Methode

Die Lagrange—Gleichungen fithren in natiirlicher Weise auf eine Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung, also eine Gleichung, in der ¢ und ¢ auftreten. Der Hamilton—Formalismus,
den wir abschliefend kurz behandeln wollen, ermoglicht es, fiir konservative mechanische
Systeme direkt ein System erster Ordnung herzuleiten, in dem die dabei verwendete “Hilfs-
funktion” H eine wohldefinierte physikalische Interpretation besitzt.

Hierzu definieren wir das verallgemeinerte Moment als

oL
= —(g,4,t) € R!
P=g; @ a1 €

und nehmen an, dass eine stetig differenzierbare Funktion ¢(q,p,t) existiert, so dass die
Gleichung

oL .
p= 871( q(q,p,t),1)

gilt. Die Abbildung
(¢,p,t) = (4,4(q,p,t),t)

heifit dabei Legendre—Transformation.

Definition B.6 Die reellwertige Funktion

H(q,p,t) = p (g, p,t) — L(q,d(q,p,t),t)

heifit Hamilton—Funktion eines konservativen mechanischen Systems. o

Beispiel: Fiir das Pendel gilt

OL
= 7-[/ 9 .at = 2 '7
P= 9 (¢,4,t) = mp=q
also ist »
. N P
q(g,p,1) mp?
wegen
oL . . p
Jq L@ dlap 1)) = mp*g(q, p,t) = mpszpg =p
die gesuchte Abbildung mit Legendre—Transformation
(¢,p,t) = (q,p/(p*m),1).
Die Hamilton—Funktion unseres Pendels lautet demnach
2 2 2
P m P 1p
H(q,p,t) = —5 — 50" | =5 | —mgpcosq+mgp=5-—— —mgpcosq+mgp.
mp 2 mp 2mp

Sei nun ¢(t) eine Losung von (B.15) mit

p(t) = Zg<q<t>,q<t>,t>.
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Dann folgt aus der Definition von (g, p,t) die Identitét
q(q(t), p(t), 1) = q(t).
Fir H gilt nun

gg(Q(t),p(t),t) A ]

firj=1,...,l und

— .. = —5 (Gra.a0.0)

Also erfiillt die Funktion (gq(t¢),p(t)) die DGL erster Ordnung

OH

i) = 5, a@®.p0).1)

OH

pit) = —5 a0)p)?)

das sogenannte Hamilton—System.

Umgekehrt kann man nachweisen, dass jede Losung des Hamilton—Systems eine Losung
der Lagrange—Gleichungen induziert. Die zwei Systeme sind also dquivalent.

Die Hamilton—Funktion ist deswegen eine schone Form der Gleichung, da sie (in vielen
Fillen) eine explizite physikalische Interpretation besitzt: H(q,p,t) ist gerade die Gesam-
tenergie des Systems, die — aufgrund der Konservativitit des Systems — entlang von

Losungen konstant ist.
Beispiel: Fiir das Pendel gilt
oOH ( p = P
op OPD = s
und
O (4.p.1) = mgpsi
- =m S q.
dq q,D, gp q

Wir erhalten also das Hamilton—System

p(t) = —mgpsing(t)
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Dies ist genau das bekannte Modell (B.9), wenn wir § = ¢ und w = p/(mp?) setzen. Der Vorteil der
hier erhaltenen Skalierung liegt darin, dass die Hamilton—Funktion

2

H(q,p,t) = 5 — Mgpcosq +mgp

2mp?
hier tatséchlich die Gesamtenergie des Systems beschreibt, die gerade die Summe der kinetischen

Energie %nf; und der potentiellen Energie —mgp cos ¢ + mgp ist.
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