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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Sommer-
semester 2019/2020 an der Universitit Bayreuth gehalten habe. Es ist die siebte Auflage
eines Skriptes, das zuerst im Sommersemester 2003 erstellt wurde. Ich mdchte mich an
dieser Stelle wie stets bei all den Studentinnen und Studenten bedanken, die mir Fehler
mitgeteilt und dadurch zur Verbesserung dieser Auflage beigetragen haben. Neben der Ver-
besserungen von Fehlern wurde gegeniiber der sechsten Auflage die Numerik fiir partielle
Differentialgleichungen neu aufgenommen, also die Kapitel 10-15. Hierzu mochte ich mich
besonders bei meinem Kollegen Anton Schiela bedanken, dessen Vorlesungsskript Vorlage
fiir einige der neuen Kapitel und daher eine wichtige Quelle beim Erstellen dieses Skripts
war.

Dariiberhinaus wurde das Skript auf Basis verschiedener Lehrbiicher, Skripte und Mono-
graphien erstellt. Dabei wurden bei den gewthnlichen Differentialgleichungen insbesondere
die Biicher von Deuflhard und Bornemann [3] sowie von Hairer, Lubich und Wanner [7]
verwendet, allerdings wurden sowohl in Aufbau und Notation als auch bei einer Reihe von
Beweisen Anderungen vorgenommen. Bei den partiellen Differentialgleichungen wurden ne-
ben dem oben genannten Skript insbesondere die Biicher von Braess [2] sowie von Deuflhard
und Weiser [1] und die Skripte von Ohlberger [10] und Rannacher [12] verwendet.

Eine elektronische Version dieses Skripts findet sich unter num.math.uni-bayreuth.de —
Lars Griine — Skripte/Lecture Notes.

Bayreuth, Februar 2020 LARrRS GRUNE
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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Im Rahmen unserer numerischen Betrachtungen werden wir die benotigten theoretischen
Resultate dort einfithren, wo wir sie verwenden. Bevor wir mit der Numerik beginnen
konnen, benttigen wir aber zumindest ein theoretisches Grundgeriist mit einigen Basisdefi-
nitionen und Resultaten zu den gewohnlichen Differentialgleichungen, das der nun folgende
Abschnitt bereit stellt.

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Gleichungen definieren, mit denen wir
uns im ersten Teil dieser Vorlesung beschiftigen wollen und einige ihrer Eigenschaften be-
trachten. Zudem werden wir zwei verschiedene grafische Darstellungsmdoglichkeiten fiir die
Losungen kennen lernen. Fiir weitergehende Informationen iiber gewthnliche Differential-
gleichungen koénnen z.B. die einfithrenden Lehrbiicher [1] oder [6] empfohlen werden.

1.1 Definition

Eine gewohnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 1.1 Eine gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

d
) = [t x()), (1.1)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R™ ist.

Eine Losung von (1.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion =z : R — R”, die (1.1)
erfiillt. -

Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

1



2 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die unabhéingige Variable ¢ werden wir iiblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéingig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).

e Die Losungsfunktion z(t) nennen wir auch Ldsungskurve oder (Lésungs-)Trajektorie.

Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also ©(t) = f(x(¢)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

1.2 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = x, also

2(t) = x(t)
mit x(¢) € R. Betrachte die Funktion z(¢) = Ce! mit beliebigem C € R. Dann gilt

d
x(t) = aCet = Ce' = z(t).
Fiir jedes feste C 16st Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 1.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewdhnliche Differentialgleichung (1.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und zp € R" eine Losungsfunktion z(t) zu finden, die
(1.1) erfiillt und fiir die dariiberhinaus die Gleichung

:L‘(to) = X0 (1'2)

gilt. O

Notation und Sprechweisen:

e Fiir die Losung z(t), die (1.1) und (1.2) erfiillt, schreiben wir z(t; tg, z¢). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz x(t; z) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert xo € R™ als Anfangs-
wert. Das Paar (tg, o) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (1.2) Anfangsbedingung.

Bemerkung 1.3 Eine stetig differenzierbare Funktion = : I — R" 16st das Anfangswert-
problem (1.1), (1.2) fiir ein ¢y € I und ein xy € R™ genau dann, wenn sie fiir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) =z + t flr,z(r))dr (1.3)
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erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (1.1) bzgl. ¢t bzw. durch Differenzieren von
(1.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Beachte dabei, dass eine stetige Funktion z, die (1.3) erfiillt, ,automatisch® stetig diffe-
renzierbar ist, da aus der Stetigkeit von x sofort die stetige Differenzierbarkeit der rechten
Seite in (1.3) und damit wegen der Gleichheit auch fiir  selbst folgt. O

1.3 Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Unter geeigneten Bedingungen an f kénnen wir einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
Anfangswertprobleme der Form (1.1), (1.2) erhalten.

Satz 1.4 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (1.1) fiir ein f : D — R”™ mit
D C R x R" offen. Das Vektorfeld f sei stetig, dariiberhinaus sei f Lipschitz-stetig im
zweiten Argument im folgenden Sinne: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiere eine
Konstante L > 0, so dass die Ungleichung

(8 z) = f(t )l < Lilz -y
gilt fiir alle t € R und z,y € R mit (¢, z), (t,y) € K.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (tp,z¢) € D genau eine Losung x(t;tg, xg) des
Anfangswertproblems (1.1), (1.2). Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen
Existenzintervall Iy, o, € R mit tg € Iy 4.

Beweis: Teil 1: Wir zeigen zuniichst, dass es fiir jede Anfangsbedingung (¢, z¢) € D ein
abgeschlossenes Intervall J um ¢ gibt, auf dem die Losung existiert und eindeutig ist.

Dazu wihlen wir ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall I um ¢y und ein € > 0, so dass
die kompakte Umgebung U = I x B.(xg) von (to,x¢) in D liegt (dies ist méglich, da D
eine offene Menge ist). Da f stetig ist und U kompakt ist, existiert eine Konstante M, so
dass || f(t,x)|| < M fir alle (¢,x) € U gilt. Wir wéhlen nun J = [ty — 0, to + ] wobei 6 > 0
so gewdhlt ist, dass J C I gilt und L < 1 sowie MJ < ¢ erfiillt ist, wobei L die Lipschitz-
Konstante von f fiir K = U ist. Alle somit konstruierten Mengen sind in Abbildung 1.1
dargestellt.

Nun verwenden wir zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf J den
Banachschen Fixpunktsatz auf dem Banachraum C(J,R™) mit der Norm

[2]|oo = sup [lz(£)]-
teJ
Auf C(J,RY) definieren wir die Abbildung
t
T:C(J,RY) — C(J,RY), T(x)(t):=zo+ [ f(r,z(r))dr.
to
Beachte, dass fiir jedes t € J und jedes z € B := C(J, B<(z0)) die Ungleichung

t

IN

/ VF(ra ()] dr
—_——

to

1T (2)(t) — ol =

<M, weil (1,z(7))€U
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To -

to

Abbildung 1.1: Mengen im Beweis von Teil 1

gilt, weswegen 1" die Menge B in sich selbst abbildet.

Um den Banachschen Fixpunktsatz auf dieser Menge anzuwenden, miissen wir zeigen, dass
T : B — B eine Kontraktion ist, also dass

IT(2) = T(W)lloo < Ellz = ylloo

gilt fiir alle z,y € B und ein k < 1. Diese Eigenschaft folgt fiir kK = Ld < 1 aus

t t
| fma(m))dr = | f(ry(m))dr

to

IT(x) =Tyl = Sup

IN

sup / IS (ra(r)) - Fru(r)] dr

teJ
<Llz(r)—y(MI<Llz—ylloo

< suplt —to|L]|z —yllw = OL[lz = yllco-
teJ

Also sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, weswegen T' einen
eindeutigen Fixpunkt x € B, also eine ,,Fixpunktfunktion*, besitzt. Da diese Fixpunktfunk-
tion 2 nach Konstruktion von 7' die Integralgleichung (1.3) erfiillt, ist sie nach Bemerkung
1.3 eine stetig differenzierbare Losung des Anfangswertproblems.

Es bleibt zu zeigen, dass diese eindeutig ist, dass also kein weiterer Fixpunkt y € C(J, R%)
existiert. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt bereits, dass in B = C(J, B<(z0)) kein
weiterer Fixpunkt von 7' liegt. Zum Beweis der Eindeutigkeit reicht es also zu zeigen,
dass auflerhalb von B kein Fixpunkt y liegen kann. Wir beweisen dies per Widerspruch:
Angenommen, es existiert eine Fixpunktfunktion y ¢ B von T, d.h. es gilt ||y(t) — xo|| > ¢
fiir ein ¢ € J, fiir das wir 0.B.d.A. ¢ > ty annehmen. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden
ein t* € J mit |Jy(t*) — zo|| = ¢ und y(s) € B:(wo) fiir s € [to,t*]. Damit folgt

-

f(s,y(s))ds

to

e = |y&) ol =

.
< / 1 (s y(s)) | ds

to
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< (" —to)M < &M,

was wegen M < ¢ ein Widerspruch ist. Daher liegt jeder mégliche Fixpunkt y € C(J, RY)
von T bereits in B, womit die Eindeutigkeit folgt.

Zusammenfassend liefert uns Teil 1 des Beweises also, dass lokal - also auf einem kleinen
Intervall J um ¢y - eine eindeutige Losung z(t) = x(t; to, zo) existiert. Dies ist die Aussage
des Satzes von Picard-Lindeldf!, der in vielen Biichern als eigenstiindiger Satz formuliert
ist.

Teil 2: Wir zeigen als ndchstes die Eindeutigkeit der Losung auf beliebig grofien Intervallen
1. Seien dazu x und y zwei auf einem Intervall I definierte Losungen des Anfangswertpro-
blems. Wir beweisen x(t) = y(t) fur alle ¢t € I per Widerspruch und nehmen dazu an, dass
ein t € I existiert, in dem die beiden Losungen nicht iibereinstimmen, also z(t) # y(t).
O.b.d.A. sei t > ty. Da beide Losungen nach Teil 1 auf J tibereinstimmen und stetig sind,
existieren to > t1 > tg, so dass

z(t1) =y(t1) und x(t) # y(t) fiir alle ¢t € (¢1,t2) (1.4)

gilt. Offenbar losen beide Funktionen das Anfangswertproblem mit Anfangsbedingung
(t1,7(t1)) € D. Aus Teil 1 des Beweises folgt die Eindeutigkeit der Losungen dieses Pro-
blems auf einem Intervall J um ¢, also

z(t) = y(t) fiir alle t € J.

Da J als Intervall um #1 einen Punkt ¢ mit &1 < ¢ < to enthilt, widerspricht dies (1.4),
weswegen z und y fiir alle ¢ € I iibereinstimmen miissen.

Teil 3: Schlielich zeigen wir die Existenz des maximalen Existenzintervalls. Fiir J aus
Teil 1 definieren wir dazu

tT 1= sup{s > to | es existiert eine Losung auf J U [tg, s)}
sowie

t” :=inf{s < to | es existiert eine Losung auf J U (s, to]}

und setzen I, z, = (t7,t"). Sowohl ¢~ als auch ¢ existieren, da die Mengen, iiber die das
Supremum bzw. Infimum genommen wird, nichtleer sind, da sie alle s € J enthalten. Per
Definition von ¢* bzw. ¢~ kann es keine Losung auf einem groferen Intervall I D I 4
geben, also ist dies das maximale Existenzintervall.

U

Am Rand des maximalen Existenzintervalls I, ,, = (¢7,¢") hort die Losung auf zu existie-
ren. Ist das Intervall in einer Zeitrichtung beschriankt, so kann dies nur zwei verschiedene
Ursachen haben: Entweder die Losung divergiert, oder sie konvergiert gegen einen Rand-
punkt von D. Formal ausgedriickt:

Falls tT < oo ist und die Losung z(t; to, 2o) fiir t ¢t gegen ein 2+ € R? konvergiert, so
muss (t7,27) € D gelten. Analog gilt die Aussage fiir ¢ \, ¢~. Hierbei steht ¢ ¢ kurz
fir t = ¢t und ¢t <t und ¢t \ ¢t~ fiir t - ¢~ und t > t".
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T r
D
Zo o
| T(t; Lo, 7o)
\ZrY\J t to t
0 Ifr(wm

Ito‘.vo

Abbildung 1.2: Losungsverhalten am Rand des Existenzintervalls fiir eine beschrankte
(links) und eine unbeschrénkte Definitionsmenge D (rechts)

Anschaulich sind die zwei Moglichkeiten in Abbildung 1.2 dargestellt.
Die Begriindung fiir dieses Verhalten ist wie folgt:

Wenn z(t; tg, zo) fiir t S tF, gegen 2+ € RY mit (t+,2F) € D konvergiert, so existiert eine
Losung z(t; ¢+, 21) auf einem offenen Intervall I+ ,+ um ¢*. Dann ist die zusammengesetzte
Losung

y(t) _ .%'(t;to, .730), t e Ito,:ﬂo
l'(t;t+,£t?+), te It+,x+ \Ito,xo

stetig und erfiillt fiir alle ¢ € Iy, 4, U Ij+ 4+ die Integralgleichung (1.3), damit nach Bemer-
kung 1.3 auch das Anfangswertproblem und ist folglich eine Losung, die iiber ¢ hinaus
definiert ist: ein Widerspruch zur Definition von ¢7.

Im Fall D = R x R? gilt daher fiir tT < 0o bzw. t~ > —oo insbesondere, dass die Losung
x(t;to, xo) fiir t S tT bzw. t N\t~ divergieren muss, da eine Konvergenz gegen (t*,z7) ¢ D
bzw. (t~,2) ¢ D nicht moglich ist. Beachte, dass dieser Fall tatséchlich auftreten kann:
eine unbeschriankte Definitionsmenge D von f bedeutet nicht, dass auch die Losungen auf
einem unbeschrankten Intervall I3, ,, = R existieren. Ein Beispiel dafiir ist die Differenti-
algleichung (t) = z(t)? mit 2(t) € R. Diese besitzt fiir Anfangsbedingung z(0) = 1 die
Losung z(t) = 1/(1 — t), die fiir t — 1 gegen unendlich strebt. Es gilt also t* = 1, obwohl
D =R x R unbeschrénkt ist.

Zu beachten ist weiterhin, dass die Divergenz nicht wie im rechten Bild in Abbildung 1.2
skizziert bedeuten muss, dass die Losung gegen unendlich (oder minus unendlich) strebt.
Ein Beispiel dafiir ist #(t) = — cos(1/t)/t? mit D = R\ {0} x R. Fiir die Anfangsbedingung
x(—1) = sin(—1) erhélt man hier die Losung x(t) = sin(1/t). Fiir t — t* = 0, ¢ < 0
konvergiert diese Losung nicht, weil sie immer schneller zwischen —1 und —1 oszilliert; sie
ist aber fiir alle ¢ < 0 nach oben und unten beschrinkt.

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die Annahmen von Satz 1.4 erfiillt sind,
auch ohne dies explizit zu erwiihnen. Auch werden wir oft Mengen der Form [t1,%2] x K

!Charles Picard, franzosischer Mathematiker, 1856-1941
Ernst Lindeldf, finnischer Mathematiker, 1870-1946
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mit K C R™ betrachten, bei denen wir — ebenfalls ohne dies immer explizit zu erwihnen
— annehmen, dass alle Losungen x(¢; to, xo) mit xg € K fiir alle ¢, t € [t1, t2] existieren.

Eine einfache Konsequenz aus Satz 1.4 ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der Losun-
gen, die fiir (fg,z9) € D und zwei Zeiten ¢1,t € R gegeben ist durch

x(t;to, xo) = x(t; t1, 2(t1; to, 20)), (1.5)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle hier auftretenden Losungen zu den angegebenen Zeiten
auch existieren. Zum Beweis rechnet man nach, dass der linke Ausdruck in (1.5) das An-
fangswertproblem (1.1), (1.2) zur Anfangsbedingung (t1,x(¢1;t0,z0)) 16st. Da der rechte
dies ebenfalls tut, miissen beide tibereinstimmen.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.4 ist die Losungsabbildung z(t; tg, ¢) zudem stetig
in all ihren Variablen, also in ¢, tp und xg.

1.4 Grafische Darstellung der Lésungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

0= (1 o))

mit 2(t) = (x1(t), z2(t))” und Anfangsbedingung z(0) = (1,1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(¢) der Losung in Abhéngigkeit von ¢ darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 1.3 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wéhrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

Abbildung 1.3: Darstellung von z(t) mittels Graphen (x1(t) durchgezogen, z2(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei- und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit to als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
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Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 1.4.

Abbildung 1.4: Darstellung von z(t) als Kurve

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so dass
man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wieder
zuriick erhalt.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Lésungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhéngen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir die Anfangszeiten tg und tg + t; die Beziehung

x(t;to + t1, o) = x(t — t1;t0, x0) (1.6)

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der t-Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 1.4 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich.



Kapitel 2

Allgemeine Theorie der
Einschrittverfahren

In diesem Kapitel werden wir eine wichtige Klasse von Verfahren zur Losung gewthnlicher
Differentialgleichungen einfithren und analysieren, die Einschrittverfahren.

2.1 Diskrete Approximationen

In der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen wollen wir eine Approximation an
die Losungsfunktion x(¢; g, z¢) fiir t € [tg, 1] berechnen (wir nehmen hier immer an, dass
die Losungen auf den angegebenen Intervallen existieren). In der folgenden Definition de-
finieren wir die Art von Approximationen, die wir betrachten wollen und einen Begriff der
Konvergenzordnung.

Definition 2.1 (i) Eine Menge 7 = {to,t1,...,tn} von Zeiten mit to < t; < ... <ty =T
heifit Gitter auf dem Intervall [tg, T]. Die Werte

hi =tit1 =t
heilen Schrittweiten, der Wert
h= max h;
i=0,..,N—1
heiit mazximale Schrittweite. Im Fall dquidistanter Schrittweiten hg = h1 = ... = hy_1

schreiben wir zumeist h statt h;.
(ii) Eine Funktion Z : 7 — R"™ heif8t Gitterfunktion.

(iii) Es seien Z7 Gitterfunktionen zu Gittern 7 auf dem Intervall [tg,T] C Iy, 4, mit
maximalen Schrittweiten h7. Die Gitterfunktionen #7 bilden eine (diskrete) Approzimation
der Losung x(t;to, xo) von (1.1), falls fiir jede kompakte Menge K C D mit [to,T] C It
fir alle (to,z¢) € K eine Funktion p(h) mit p(h) — 0 fiir b — 0 existiert mit

max [|27(ti) — z(ti; to, 20)| < p(hT).
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Die diskrete Approximation hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte
Menge K C D und alle T' > 0 mit [tg,T] C Iy, 4, fiir alle (to,z0) € K ein C > 0 existiert,
so dass

p(h) = Ch?

gewihlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir kurz Z(t;; to, o) = x(ts; to, xo) + O(hP).
o

Bemerkung 2.2 Wir haben in der Einfithrung in die Numerik verschiedene Methoden
kennen gelernt, mit denen man Funktionen numerisch darstellen kann, z.B. Polynom- oder
Splineinterpolation. Jede Gitterfunktion gemé&fl Definition 2.1 kann natiirlich mit diesen
Methoden zu einer “echten” Funktion erweitert werden. o

Ein Einschrittverfahren ist nun gegeben durch eine numerisch auswertbare Funktion &,
mittels derer wir eine Gitterfunktion zu einem gegebenen Gitter berechnen kénnen. Formal
ist dies wie folgt definiert.

Definition 2.3 Ein FEinschrittverfahren ist gegeben durch eine stetige Abbildung
O:RxR*"xR—R",
mit der zu jedem Gitter 7 und jedem Anfangswert xg mittels
Z(to) = xo, Z(tit1) = P(t;, Z(t;), h;) firi =0,1,...,N -1

rekursiv eine Gitterfunktion definiert werden kann.

Wenn die so erzeugten Gitterfunktionen die Bedingung aus Definition 2.1 (iii) erfiillen, so
nennen wir das Einschrittverfahren konvergent bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p.
O

Der Name FEinschrittverfahren ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass der Wert Z(¢;41)
nur aus dem direkten Vorgingerwert Z(t;) berechnet wird. Wir werden spéter auch Mehr-
schrittverfahren kennen lernen, bei denen Z(t;41) aus Z(t;—x), Z(t;i—k+1), - - - , Z(t;) berechnet
wird.

2.2 EFErste einfache Einschrittverfahren

Bevor wir in die Konvergenztheorie einsteigen und mathematisch untersuchen, welche Be-
dingungen & erfiillen muss, damit die erzeugte Gitterfunktion eine Approximation darstellt,
wollen wir in diesem Abschnitt zwei Einschrittverfahren heuristisch betrachten.

Die Idee der Verfahren erschlieft sich am einfachsten iiber die Integralgleichung (1.3). Die
exakte Losung erfiillt ja gerade

w(tipn) = o(t:) + /t " pr (.
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Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch berechenbar
ist, wenn wir x(7) fiir 7 > t; nicht kennen. Die einfachste Approximation ist die Rechteck-
Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 0, die wir in der Einfithrung in die Numerik
wegen ihrer Einfachheit gar nicht betrachtet haben)

/ T f () dr & (i — ) F (b2 (t) = hif (t 2(t)). (2.1)

t;
Setzen wir also
®(t,r,h) =2+ hf(t,z), (2.2)
so gilt
T(tiv1) = @(ti, T(ti), he) = T(ti) + hif(ti, 2(t:))

und wenn wir Z(t;) ~ z(t;) annehmen, so kénnen wir fortfahren

)+ hif (b)) ~a(t) + [ fna(m)r,

Da Z(tg) = xo = x(to) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass Z(¢;+1) eine Approximation
von x(tit1) ist. Wir werden dies im néchsten Abschnitt mathematisch prézisieren.

Das durch (2.2) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heifit Fu-
ler’sche Polygonzugmethode oder einfach Fuler- Verfahren. Es hat eine einfache geometri-
sche Interpretation: In jedem Punkt Z(¢;) berechnen wir die Steigung der exakten Losung
durch diesen Punkt (das ist gerade f(¢;, Z(¢;))) und folgen der dadurch definierten Geraden
bis zum néchsten Zeitschritt. Das Prinzip ist in Abbildung 2.1 grafisch dargestellt.

X

Abbildung 2.1: Grafische Veranschaulichung des Euler-Verfahrens

Das Euler-Verfahren liefert nur eine recht grobe Approximation der Lésung. Bessere Ver-
fahren kann man erhalten, wenn man statt (2.1) eine genauere Approximation verwendet.
Eine bessere Moglichkeit ist z.B.

h;

/t. - f(r,z(r))dr ~ 5 (f(ti,fﬂ(ti)) + f<ti+1v~’“(ti) + hif(ti’$(ti))>> ' (2:3)
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Dies ist nichts anderes als die Trapez-Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 1), bei
der wir den unbekannten Wert z(t;11) durch die Euler-Approximation z(t;1+1) ~ x(t;) +
hif(ti,x(t;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

o(t, 2, h) ::c+Z(f(t,a:)+f(t+h,:c+hf(t,a:))>

und heifit Heun- Verfahren. Es ist tatséchlich schon deutlich besser als das Euler-Verfahren.

Man kann sich leicht vorstellen, dass weitere bessere Verfahren sehr komplizierte Formeln
bené6tigen. Wir werden deshalb spéter einen Formalismus kennen lernen, mit dem man
auch sehr komplizierte Verfahren einfach aufschreiben und implementieren kann.

Ein Grundalgorithmus zur Approximation einer Losung x(t; to, xo) auf [tg, 7] mittels eines
Einschrittverfahrens @ lésst sich nun leicht angeben. Wir beschréanken uns hierbei zunéchst
auf Gitter mit konstanter Schrittweite, also h; = h fiir alle ¢ = 0,1,2,..., N, wobei wir N
als Parameter vorgeben.

Algorithmus 2.4 (Losung eines Anfangswertproblems mit Einschrittverfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (o, z¢), Endzeit T, Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —tg)/N, To = xo

(2) Berechne t; 11 = t; + h, Tj+1 := ®(t;, T3, h) firi =0,..., N — 1.

Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,tN O

2.3 Konvergenztheorie

Die Grundidee der Konvergenztheorie fiir numerische Methoden fiir Differentialgleichun-
gen liegt in einem geschickten Trick, mit dem verschiedene Fehlerquellen separiert werden
kénnen. Wir schreiben hier kurz x(t) = x(¢;tp, o). Um nun den Fehler

[2(t:) — x(ts)|| = ([P (i1, Z(tiz1), hi—1) — 2(t:)||
abzuschétzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgrofie
D(ti—1, 2(ti-1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (1.5) die Abschétzung
[2(t:) — 2@ < (-1, 2(ti-1), hio1) — ®(tio1, 2(ti-1), hi-1)]]
+ 1 2(tim1, @(tiz1), hi1) — x(t:)]]
= [|®(ti—1,Z(ti-1), hi-1) — P(ti1, 2(ti-1), hi-1)]|
+ || ®(tim1, 2(tiz1), him1) — 2(tisti—1, zi—1)||

Statt also direkt den Fehler zur Zeit ¢; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme
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(a) [|®(tim1,Z(tiz1), hi—1) — P(ti—1,x(hi—1), hi—1)||, also die Auswirkung des Fehlers bis
zur Zeit t;_1 in @

(b) [|®(ti—1,x(ti—1), hi—1) — x(ti;ti—1,xi—1)]||, also den lokalen Fehler beim Schritt von
:E(ti_l) nach SL‘(tl)

Die folgende Definition gibt die benttigten Eigenschaften an ® an, mit denen diese Fehler
abgeschitzt werden konnen.

Definition 2.5 (i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung (oder Stabilitiits-
bedingung), falls fiir jede kompakte Menge K C D des Definitionsbereiches der Differential-
gleichung ein L > 0 existiert, so dass fiir alle Paare (¢, x1), (to, z2) € K und alle hinreichend
kleinen h > 0 die Abschétzung

1@ (to, w1, h) — @(to, 22, )| < (1 + Lh)llxy — 22| (2.4)

gilt.

(ii) Ein Einschrittverfahren ® heifit konsistent, falls fiir jede kompakte Menge K C D
des Definitionsbereiches der Differentialgleichung eine Funktion £(h) mit limp_,ge(h) = 0
existiert, so dass fiir alle (tg,z9) € K und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung

[ (0, x0, h) — (to + hsto, zo) || < he(h) (2.5)

gilt. O.B.d.A. nehmen wir dabei an, dass £(h) monoton ist, ansonsten kénnen wir e(h)
durch supy,cpo ) €(h) ersetzen.

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge K C D
ein F > 0 existiert, so dass e(h) = FhP gewéhlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir
auch ®(to, zo, h) = z(to + h;to, x0) + O(RPT1). o

Offenbar garantiert (2.4), dass der Fehlerterm (a) nicht zu gro wird, wihrend (2.5) dazu
dient, den Term (b) abzuschétzen. Der formale Beweis folgt in Satz 2.7. Bevor wir diesen
formulieren, wollen wir uns noch iiberlegen, ob die im vorherigen Abschnitt definierten
Verfahren diese Bedingungen erfiillen.

Man rechnet leicht nach, dass das Euler- und das Heun-Verfahren die Lipschitzbedingung
erfiillen. Die Konsistenzbedingung (2.5) ist allerdings nicht so leicht nachzupriifen, da sie
mit Hilfe der (unbekannten) Losungen x(t; to, zo) formuliert ist. Das folgende Lemma stellt
eine alternative und leichter nachpriifbare Formulierung der Bedingung vor.

Lemma 2.6 Gegeben sei ein Einschrittverfahren ® der Form
q)(ta xz, h) =T+ h(p(ta Zz, h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R"™. Dann ist das Verfahren genau dann
konsistent, falls fiir alle (¢,2) € D die Bedingung

o(t,z,0) = f(t,z) (2.6)

gilt.
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Beweis: Wir schreiben wieder kurz x(t) = z(t; to, xo). Es gilt
O (tg, o, h) — x(to + h)

h
to+h
- (q><t0,xo, h) — a0 — / J(r,2(r))dr
to+h to+h tot+h
— % (q)(to,wo,h) — 1z — /tO f(to, zo)dT + /to f(to, zo)dr — /to f(T,:L‘(T))dr>
to+h tot+h
- (hso(to,xo,h) - /t f(to,a:o>d7> 4 </t flto, o) = 1 (T’x(de)

[ stz - 56 ()

to

= (p(to,l‘o, h) — f(to, :L‘()) + E <

Sei nun K C D gegeben. Die Funktion f(to + s, z(to + s;to,z0)) ist stetig in s, tp und xg,
also gleichmafig stetig fiir (s,to, o) € [0,h] x K fiir hinreichend kleines h > 0 (so klein,
dass die Losungen x(tg + s;to, zo)) fiir s € [0, h] existieren), da diese Menge kompakt ist.
Also existiert eine Funktion £1(h) — 0 mit

£ (7, 2(7)) = f(to, z(to))[| < e1(h)
fiir 7 =ty + s € [to, to + h] und damit
to+h
H <i [ Wttom) - fra(m)ldr < ai(w). (@0

to

to+h
/ f(to,z0) — f(r,2(r))dr

to

h

Wir nehmen nun an, dass (2.6) gilt. Ebenfalls wegen gleichméBiger Stetigkeit und wegen
(2.6) existiert eine Funktion e3(h) — 0 mit

l¢(to, 2o, h) — f(to, o) || < e2(h).
Damit folgt
| (to, x0, ) — x(to + h)||
h
also (2.5) mit e(h) = e1(h) + e2(h).
Gelte umgekehrt (2.5). Sei (t,z) € D gegeben und sei K = {(t,z)} C D. Mit (2.5) und
(2.7), angewendet mit (to,xo) = (¢, z), folgt aus der Gleichung vom Anfang des Beweises

le(t, @, h) — f(t,2)|| < e(h) +e1(h),

< ey(h) +e1(h),

also
}LiHl HSO(t7$a h’) - f(twr)H 0
—0

und damit (2.6) wegen der Stetigkeit von . U

Mit Hilfe der Bedingung (2.6) priift man leicht nach, dass das Euler- und das Heun-
Verfahren konsistent sind. Die Konsistenzordnung kann man aus (2.6) allerdings nicht
ableiten, da die Abschétzung von e(h) mittels £1(h) und e2(h) dafiir zu grob ist, denn falls
f # 0ist, gilt e1(h) > O(h), so dass man maximal die Konsistenzordnung p = 1 nachweisen
konnte. Wir werden spéter sehen, wie man die Konsistenzordnung berechnen kann.

Wir kommen nun zu unserem ersten wichtigen Satz, der besagt, dass Lipschitzbedingung
und Konsistenz tatséchlich ausreichend fiir die Konvergenz sind.
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Satz 2.7 Betrachte ein Einschrittverfahren @, das die Lipschitzbedingung erfiillt und kon-
sistent ist. Dann ist das Verfahren konvergent. Falls das Verfahren dabei die Konsistenz-
ordnung p besitzt, so besitzt es auch die Konvergenzordnung p.

Beweis: Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 2.1(iii) nachpriifen. Sei dazu eine
kompakte Menge K C D und ein T' > 0 mit [tg, 7] C Iy, 4, fiir alle (to,z0) € K gegeben.
Die Menge

Ky = {(t,z(t;t0, 20)) | (to, x0) € K, t € [to, T}

ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wahlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge

Ky= |J {t} xBs(a).

(t,x)eKy

Die Menge K, ist also genau die Menge aller Punkte (¢,z), deren z-Komponente einen
Abstand < ¢ von einer Losung x(t;tp, zo) mit g € K hat. Fiir hinreichend kleines 6 > 0
ist Ko Teilmenge des Definitionsbereiches D von f, da D offen ist und Ky C D gilt. Das
betrachtete Einschrittverfahren ist deswegen konsistent auf Ky mit einer Funktion e(h),
wobei €(h) = EhP im Falle der Konsistenzordnung p ist. Ebenfalls erfiillt ® auf Ky die
Lipschitzbedingung mit einer Konstanten L > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giiltigkeit
wir spéter beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangsbedingungen
(to, zo) € K gilt fur die gemaf Definition 2.3 erzeugte Gitterfunktion (2.8)
die Beziehung (t;,Z(t;)) € Ky fir alle t; € T.

Zum Beweis der Konvergenz wihlen wir eine Anfangsbedingung (¢g, x¢) € K und schreiben
wieder kurz z(t) = x(t;tg, z9). Mit & bezeichnen wir die zugehérige numerisch approximie-
rende Gitterfunktion und mit

e(ti) == [|Z(t:i) — (i)

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit ¢; € 7. Dann gilt nach den Voriiberlegungen am Anfang
dieses Abschnitts

e(ts) = [[2(t:) —z(t)l < NP1, E(tiz1), Tim1) — Ptim1, @(tiz1), Ti1)|
+ (i1, 2(ti1), hi-1) — ()|
= [[®(ti—1, Z(tim1), him1) = (i1, @(tiz1), hi1)|
+ ([ @@i-1, x(ti1), him1) — @(ts; timr, 2 (tiz1))]|
< (14 Lhi—)||Z(tiz1) — x(ti—1)|| + hi—1e(hi—1)

= (1 + Lhi—l)e(tifl) + hi716(hi71)
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wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz sowie die Tat-
sache, dass (t;—1,Z(t;—1)) € Ko liegt, ausgenutzt haben. Wir erhalten also fiir den Fehler
e(t;) die rekursive Gleichung

e(ti) < (1+ Lhj—1)e(ti—1) + hi—1e(hi-1)
gemeinsam mit der “Anfangsbedingung” e(tp) = 0, da Z(tg) = xo = x(to) ist.

Mittels Induktion zeigen wir nun, dass daraus die Abschitzung

e(t:) < 5(h)%

folgt. Fiir ¢ = 0 ist die Abschéitzung klar. Fiir i — 1 — ¢ verwenden wir

(exp(L(ti —to)) — 1)

22

exp(Lh;) =1+ Lh; +
und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (14 Lhi—1)e(ti—1) + hi—1e(hi—1)

< (U Lhi)=(h) L (exp(Lltioy — t0)) = 1)+ iy bis)
<e(h)

= ()7 (her L+ (4 L) (exp(L(tir — o) ~ 1))

_ %( i L+ (14 Lhi_1) exp(L(ti-y —to)) — 1 — Lhi_l)

_ %( 1+ Lhi_1) exp(L(ti_1 — to)) — 1)

< %(exp Lhi_1) exp(L(ti1 1)) — 1)

= ()7 (exp(Liti o)) ~ 1)

Damit folgt die Konvergenz und im Falle von e(h) < EhP auch die Konvergenzordnung
mit C = E(exp(L(T —t9)) — 1)/L.

Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (2.8) tatséchlich erfiillt ist. Wir
zeigen, dass (2.8) fiir alle Gitter 7 gilt, deren maximale Schrittweite h die Ungleichung

_ oL
) S T ) -1

erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung & mit Anfangswert xg € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir Z(tp) ist wegen Z(tg) = xo nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt ¢ — 1 — 4 sei (tx, Z(tg)) € Ko fur k = 0,1,...,i — 1. Wir miissen zeigen, dass
(ti, Z(t;)) € Ko liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschatzung

e(ti) < e(h)~

< =(h) 7 (exp(L(T — t0)) — 1)
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bereits gilt, falls (tx, Z(tx)) € Ko liegt fir kK = 0,1,...,7 — 1. Mit der Wahl von h folgt
damit e(t;) < 0, also

[2(t:) = x(ts)[| < 0.

Da (t;,z(t;)) € K liegt, folgt (¢;,%(t;)) € {t;} x Bs(z(t;)) C Kz, also die gewiinschte
Beziehung. 0

Bemerkung 2.8 (i) Schematisch dargestellt besagt Satz 2.7 das Folgende:

Lipschitzbedingung + Konsistenz = Konvergenz
Lipschitzbedingung + Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p

(ii) Die Schranke fiir e(T") wéchst — sogar sehr schnell — wenn die Intervallgrofie T —
to wichst. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschitzung keinerlei Aussagen iiber das
Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iber Grenzwerte Z(t;) fir ¢; — oo.
Tatséchlich kann es passieren, dass der “numerische Grenzwert” von z(t;) fiir ¢; — oo fiir
beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatsichlichen Grenzwert der exakten Losung z(t)
entfernt ist. Wir werden spéter genauer auf dieses Problem eingehen.

(iii) Der Konsistenzfehler e(h)h wird auch als lokaler Fehler bezeichnet, wihrend der im
Beweis abgeschitzte Fehler e(t) als globaler Fehler bezeichnet wird. Im Falle der Konsisten-
zordnung p gilt e(h)h = O(hP*1) und e(t) = O(hP). Man “verliert” also eine Ordnung beim
Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler. Dies lisst sich anschaulich wie folgt erkléren:
Bis zur Zeit ¢ muss man (bei dquidistantem Gitter) gerade ca. N(t) = (¢t — to)/h Schrit-
te machen, weswegen sich N(t) lokale Fehler aufsummieren, was zu dem globalen Fehler
O(RPH)N(t) = O(hP*Y) /h = O(hP) fiihrt. o

2.4 Kondition

Wie bei allen numerischen Problemen sollte auch hier die Kondition des Problems “Berech-
ne eine Losung des Anfangswertproblems (1.1), (1.2)” betrachtet werden. Eine detaillierte
Darstellung der hierfiir nétigen Theorie wiirde den Rahmen dieser Vorlesung leider spren-
gen. Wir werden hier nur kurz (ohne Beweise) beschreiben, wie sich die Kondition bzgl.
Storungen Az im Anfangswert xg berechnen ldsst, d.h., wir wollen eine Abschétzung fiir
den Ausdruck

0
= t:to, o)A
" AzoeRrTI},ﬁion:l dz0 z(t:to, 20) Ao
berechnen. Dazu betrachtet man das Anfangswertproblem
y(t) = falt, z(t;to, z0))y(t), y(to) = Az, (2.9)

wobei f,(t,x) = a%f(t,x) € R™™ und x(¢;t9,20) die Losung von (1.1), (1.2) ist. Die
Losung von (2.9) ldsst sich in der Form

y(t;to, Axg) = W (t;to) Axg

mit einer Matrix W (t;tg) € R™*"™ schreiben. Dieses W ist dann gerade gleich der obigen
Ableitung 8%093@; to, zo), die Matrix-Norm ||[W (t;to)|| gibt also gerade die Kondition x an.
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Als Beispiel betrachte die eindimensionale DGL
z(t) = \x(t)
fiir A € R. Fiir diese Gleichung ist f(¢,z) = Az, also fy(t,x) = A\, weswegen (2.9) die Form

y(t) = y(t)

hat. Die Losungen sind durch y(t;tg, Azg) = e*t~10) Az gegeben, es gilt also W (t;tg) =

eMt=10)  Die Matrixnorm dieser 1 x 1-Matrix ist gerade der Betrag, da et=%) positiv ist,
gilt also

Kk = eMt—to),
Fiir t >> tp und A > 0 ist das Problem also schlecht konditioniert (x wird sehr grof}),
wéihrend das Problem fiir ¢ >> tg und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da k =~ 0 ist.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Kondition fiir gewohnliche Differentialgleichungen findet
sich im Kapitel 3 des Buches [3].



Kapitel 3

Taylor-Verftahren

Wir werden in diesem Kapitel eine spezielle Klasse von Einschrittverfahren einfithren, die
in der numerischen Praxis zwar eher selten verwendet werden (wir werden spéter sehen,
wieso), fiir das Versténdnis der weiteren Einschrittverfahren aber sehr niitzlich sind.

3.1 Definition

Die Taylor-Verfahren haben ihren Namen von der zu Grunde liegenden Taylor-Formel und
gehen in direkter Weise aus diesen hervor. Allerdings wird die Taylor-Formel in zunchst
etwas ungewohnt erscheinender Weise angewendet: Wir verwenden den Differentialoperator
L’]}, i € N, der fiir (hinreichend oft differenzierbare) Funktionen f, g : D — R™ mit D C
R x R™ mittels

0 0 ) .
Lhg(t.) = g(t.a),  Liglt.a) == 51(62) + 5 (o) f(La). L glt,a) = LpLyg(t,2)

definiert ist. Beachte, dass sz}g wieder eine Funktion von D nach R ist. Der folgende Satz
stellt die hier bendtigte Version der Taylor-Formel vor.

Satz 3.1 Gegeben sei eine Differentialgleichung (1.1) mit p-mal stetig differenzierbarem
Vektorfeld f. Sei z(t) = x(¢;tg, zo) eine Losung dieser Differentialgleichung. Dann gilt

» 4
(t—to)" ;_
w(t) =m0+ Yy —a Ly L f(to, o) + O((t — to)P*H),
i=1
wobei das O-Symbol im Sinne von Definition 2.1(iii) verwendet wird.
Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die
Losung x(t) unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeitsbedingung an f p+ 1-mal stetig

differenzierbar nach ¢ ist. Nach der aus der Analysis bekannten Taylor-Formel fiir Funktio-
nen von R nach R” gilt demnach

z(t) =20+ Y (tzltoyfg (to) + O((t — to)P ™).
i=1 )

19
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Zum Beweis des Satzes werden wir nun nachweisen, dass

diz

() = L 1 f (1, x(1)) (3.1)

ist fiir alle t € Iy »,, denn dann folgt die Behauptung aus

92 (t0) = L flto0,2(t0)) = Lir f(to,wo).

Wir zeigen (3.1) per Induktion iiber i. Fiir i = 1 gilt

dx
5 (B = ftz2(t) = LYf(t,x).

Fir ¢ — 7 + 1 beachte, dass fiir je zwei differenzierbare Funktionen g : D — R™ und
z : R — R" die Gleichung

dg dg d

%g(t, w(t) = 5 (tw(t) + 5~ (1 2(t) 2 (t)

gilt (man nennt dies auch die totale Ableitung von g entlang der Funktion x(t)). Mit
g(t,x) = L}_lf(t, x) gilt damit

d*ty d dix d ;4 d
di+1¢ (t) - % dit (t) - %Lf f(t,l‘(t)) - %g(ta'%(t))
dg 0g d

= E(t,x(t)) + a—m(t,x(t))%x(t)

_Og Jg
= a(t,:v(t)) + %(t,fﬁ(t))f(t»w(t))
= Lyg(t,a(t) = LyLy'f(tat) = Lyf(ta(t),

also gerade (3.1). U

Die Idee der Taylor-Verfahren ist nun denkbar einfach: Wir verwenden die Taylor-Formel
und lassen den Restterm weg.

Definition 3.2 Das Taylor- Verfahren der Ordnung p € N ist gegeben durch

p i
Otz h) =+ ) %L}’lf(t, ).
i=1

3.2 Eigenschaften

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der Taylor-Verfahren an.
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Satz 3.3 Gegeben sei eine Differentialgleichung mit p-mal stetig differenzierbarem Vektor-
feld f : D — R™. Dann erfiillt das Taylor-Verfahren der Ordnung p die Lipschitzbedingung
und ist konsistent mit Konsistenzordnung p.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Lipschitzbedingung. Beachte, dass in der Formulierung
der Taylor-Verfahren partielle Ableitungen von f bis zur Ordnung p — 1 auftreten. Jede der
auftretenden Funktionen L% ! f ist also ein weiteres mal stetig differenzierbar, woraus (mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung) folgt, dass fiir jede kompakte Menge K C D
Lipschitz-Konstanten L; > 0 existieren, so dass L}_l f Lipschitz in = mit dieser Konstante
ist. Fiir die Funktion ® gilt also fiir alle h < 1 die Abschéitzung

p
hl

|®(t, z1,h) — (L, 22, h)|| < Ile—leHZgLinl—wzll
i=1

p
21 — w2l + Y hLillwy — xal| = (14 Lh)|zy — o
=1

IN

mit
L=) L.
i=1
Dies ist gerade die gewiinschte Lipschitz-Bedingung.

Die Konsistenz sowie die behauptete Konsistenzordnung folgt direkt aus Satz 3.1. 1l

Bemerkung 3.4 Wenn alle auftretenden Ableitungen auf ganz D beschréinkt sind, so sind
auch die Konstanten in den Lipschitz- und Konsistenzabschéitzungen unabhéngig von K
giiltig, man erhélt also globale Fehlerabschatzungen. a

Beachte, dass das Taylor-Verfahren der Ordnung p = 1 durch
O(t,z,h) =z + hL(}f(t,x) =z + hf(t,z).
gegeben ist, also gerade das Euler-Verfahren ist. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Korol-

lar.

Korollar 3.5 Falls f einmal stetig differenzierbar ist, so ist das Euler-Verfahren konsistent
mit Konsistenzordnung p = 1.

Beweis: Das Taylor-Verfahren der Ordnung p = 1 ist gerade das Euler-Verfahren, das also
nach Satz 3.3 die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. 1l

Bemerkung 3.6 Mit einem direkten Beweis kann man die Konsistenzordnung p = 1
fiir das Euler-Verfahren auch beweisen, wenn f nur Lipschitz-stetig (in = und t) ist. Die
Beweisidee geht wie folgt: Zunéchst zeigt man, dass ||z (t+h)—x(t)|| < Ci|h| fir ein C; > 0
und alle hinreichend kleinen A ist; dies verwendet man dann, um

t+h
/t |f(r2(r)) — (b 2(t))ldr < Coh
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fiir ein Cy > 0 zu beweisen. Damit kann man schliefilich die Konsistenzordnung zei-
gen. o

Das Euler-Verfahren ist das einzige Taylor-Verfahren, bei dem keine Ableitungen des Vek-
torfeldes f auftreten. Das Auftreten der Ableitungen ist tatsichlich der Hauptgrund dafiir,
dass Taylor-Verfahren in der Praxis eher selten verwendet werden, da man dort Verfahren
bevorzugt, die ohne explizite Verwendung der Ableitung funktionieren (auch wenn symbo-
lische Mathematikprogramme wie z.B. MAPLE heutzutage zur automatischen Berechnung
der benotigten Ableitungen verwendet werden kénnen). Trotzdem gibt es Spezialanwen-
dungen, in denen Taylor-Verfahren verwendet werden: Fiir hochgenaue Numerik, bei der
Verfahren sehr hoher Ordnung (p > 15) benétigt werden, sind Taylor-Verfahren niitz-
lich, da sie systematisch fiir beliebige Konsistenzordnungen hergeleitet werden kénnen und
die auftretenden Konstanten (in der Lipschitzbedingung und der Konsistenzabschiitzung)
durch genaue Analyse der Ableitungen und Restterme exakt abgeschéitzt werden kénnen.

Eine der Hauptanwendungen der Taylor-Verfahren bzw. der Taylor-Entwicklung aus Satz
3.1 ist die Konsistenzanalyse beliebiger Einschrittverfahren. Hier gilt der folgende Satz.

Satz 3.7 Sei f: D — R™ p-mal stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Einschrittverfahren
® : R x R" x R, das p + 1-mal stetig differenzierbar ist. Dann besitzt ® genau dann die
Konsistenzordnung p € N, wenn die Bedingungen

i

[0} .
@J;@zzL?{ﬂLx)mrizlw.wp (3.2)

®(t,x,0) =2 und o

fiir alle (t,z) € D gelten.

Beweis: Es bezeichne ®7,, das Taylor-Verfahren der Ordnung p. Die Taylor-Entwicklung
von ® nach der Variablen h in h = 0 ist gegeben durch

O(t,z,h) = D(t,z,0) —I—Z ‘8h’ t z,0) + O(hPT1).

Sei nun (3.2) erfiillt. Dann liefert der Koeffizientenvergleich mit &7,
O(t,x,h) = Brp(t,z, h) + O(RPT)
Aus Satz 3.3 folgt daher
z(t+ hit,x) = &7, (t, 2, h) + O(hPTh) = ®(t, 2, h) + O(hPH),

was die Konsistenz zeigt.

Falls (3.2) nicht erfiillt ist, so gibt es (t,z) € D, so dass entweder ®(¢,z,0) # = gilt (in
diesem Fall setzen wir i* = 0) oder

®

" ®

S (2,0) # L ()
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fir ein ¢* € {1,...,p} gilt. Wenn wir <* minimal mit dieser Eigenschaft wiihlen, so folgt aus
dem Koeffizientenvergleich mit ®7,, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend
kleinen A > 0 die Ungleichung

|@(t, 2, ) — rp(t, 2, h)| > CH
gilt. Mit Satz 3.3 und der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir daher
|zt + h,t,z) — ®(t,z, h)|| > Ch'" — O(hPT) > Ch¥"

fiir geeignetes 0 < C < C und alle hinreichend kleinen h > 0, was der Konsistenz wider-
spricht. Also folgt die behauptete Aquivalenz. U

Mit diesem Satz kénnen wir die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren iiber-
priifen. Beachte, dass die Aussage iiber die Ordnung nur stimmt, wenn das Vektorfeld f
hinreichend oft differenzierbar ist. Verfahren mit hoher Konsistenzordnung verlieren diese
typischerweise, wenn das Vektorfeld der zu l6sendenden DGL nicht die nétige Differenzier-
barkeit besitzt!

Ein wesentlicher Nachteil dieses Satzes ist, dass die Ausdriicke Léc f(t,x) fur groBe i sehr
umfangreich und kompliziert werden. Hier kbnnen — wie bereits erwdhnt — symbolische
Mathematikprogramme wie MAPLE bei den Rechnungen helfen. Das folgende MAPLE Pro-
gramm berechnet die Ableitungen L° vf (t,z) fir i = 0,...,p. (Vor der Ausfithrung muss
der Variablen p natiirlich ein Wert zugevvlesen werden. )

> L[0]:=f(t,x);

> for i from 1 to p do

> L[i] := simplify(diff(L[i-1],t) + diff(L[i-1],x)*f(t,x));
> od;

Die Ausgabe fiir p:=3 ist

Ly = f{(t, x)
Ly = (aatf(t :c))—l—((%f(t, ) £(t, z)
2 2
Ly = (thf( >)+2(afatf(t’ x)) f(t, x)+(§$f(t, x))(gtf(t, z))
2

- (%f(t, ) £(t, 2)* + f(t, ) (%f(t, z))?

3 3 2
Ly = (aat?’f(t x))JrB(aaat2 f(¢, x)) (¢, x)+3(ajat f(¢, :c))(aat f(t, x))
0 02 & )
+ (%f(t, z)) (@f(t, z))+3 <m““ x)) (¢, x)
02 0 0 0
+3(a 5 (¢, @) 1(¢t, m)(&f(ta w))+(§f(t7 x))(%f(t, x))?
0 2 & 5
+518(t, @) (5 £(t, 0)) (55 1(t, @) + (55 £(¢ 2)) (k. @)
+4 (a—Qf(t x)) f(t x)z(gf(t x)) +f(t x)(gf(t z))3
0x2 ’ ox ’ oxr
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Diese Ausdriicke gelten fiir den skalaren Fall x € R, fiir hthere Dimensionen muss das
MAPLE-Programm erweitert werden.

Bemerkung 3.8 Man sieht, dass die Ausdriicke tatsichlich sehr uniibersichtlich werden;
ebenso ist das natiirlich bei den entsprechenden Termen der Einschrittverfahren. Eine Hilfe
hierfiir bietet ein Formalismus, der von dem neuseeldndischen Mathematiker J.C. Butcher
in den 1960er Jahren entwickelt wurde, und bei dem die auftretenden Ableitungen mittels
einer grafischen Reprisentierung in einer Baumstruktur iibersichtlich strukturiert werden.

O



Kapitel 4

Explizite Runge-Kutta-Verfahren

In diesem Kapitel kommen wir zu einer der wichtigsten Klassen von Einschrittverfahren,
zu denen z.B. das Euler- und das Heun-Verfahren gehéren.

4.1 Definition

Bei der Konstruktion des Heun-Verfahrens haben wir das Euler-Verfahren verwendet, um
einen Schitzwert fiir den unbekannten Wert x(¢;11) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese
Methode systematisch rekursiv anzuwenden, um zu Verfahren hoherer Konsistenzordnung
zu gelangen. Genau dies ist die Grundidee der Runge-Kutta-Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren iibersichtlich zu schreiben, benétigen wir einen ge-
eigneten Formalismus. Wir erldutern diesen am Beispiel des Heun-Verfahrens

®(t,z, h) =x+Z(f(t,:c)+f(t+h,x+hf(t,x))>.

Wir schreiben dieses nun als
kl = f(tv l‘)

kg = f(t+h,l‘+hk‘1)
1 1

Was zunéchst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich als
sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;-Terme hinzufiigen will. Dies ist gerade die
Schreibweise der expliziten Runge-Kutta-Verfahren.

Definition 4.1 Ein s-stufiges explizites Runge-Kutta- Verfahren ist gegeben durch

i—1
ki = f t+Cih,$+hZaijk‘j fﬁri:1,...,s
j=1

25
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O(t,z,h) = z+hY biki.
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. O

Die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens kénnen wir mittels

by c1 0
bo C2 a1 0

b=| b | R’ c=]| &3 [eRs, A= a1 azx O € R¥*®
bs Cs Gs1 - - Ogs—1 0

kompakt schreiben. Konkrete Verfahren werden meist in Form des Butcher-Tableaus (oder
Butcher-Schemas)
C1
C2 | G21
€3 | az1 as2

Cs | s1 Qg2 "+ Ggs—1

bl b2 te bs—l bs

geschrieben, das wiederum auf J.C. Butcher zuriickgeht.

Einfache Beispiele solcher Verfahren sind das Euler-Verfahren (s = 1), das Heun-Verfahren
(s = 2) und das sogenannte klassische Runge-Kutta-Verfahren (s = 4), das von C. Run-
ge! und M. Kutta®? entwickelt wurde, und dem die ganze Verfahrensklasse ihren Namen
verdankt. Diese Verfahren sind (von links nach rechts) gegeben durch die Butcher-Tableaus

0
1)1
21 2
1 1
0 210 3
0| 11 1[0 0 1
1 1 1 2 2 1
‘1 .55 56 5 o

Beachte, dass das Euler-Verfahren sowohl das einfachste Runge-Kutta-Verfahren als auch
das einfachste Taylor-Verfahren ist; es ist das einzige Verfahren, das in beiden Klassen liegt,
da alle Runge-Kutta-Verfahren per Definition ohne Ableitungen von f auskommen, was
gegeniiber den Taylor-Verfahren einen grofien Vorteil darstellt.

!deutscher Mathematiker, 1856-1927
2deutscher Mathematiker und Ingenieur, 18671944
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Es ist in diesem Zusammenhang interessant, den Aufwand des Heun-Verfahrens und des
Taylor-Verfahrens der Ordnung 2 z.B. fiir z € R zu vergleichen, die ja die gleiche Kon-
sistenzordnung besitzen. Beim Taylor-Verfahren der Ordnung 2 miissen in jedem Schritt

L(}f(tw) = f(t,x) und

Lh(t2) = 9 t.0) + 2 ,2)1(0.0)

ausgewertet werden, also 3 Funktionsauswertungen; beim Heun Verfahren miissen &y =
f(t,xz) und f(t + h,x + hki), also 2 Funktionen ausgewertet werden. Der Aufwand ist
folglich nur 2/3 so grof8. Dieser geringere Aufwand, der bei hoherer Konsistenzordnung noch
deutlicher ausfillt, ist typisch fiir Runge-Kutta-Verfahren, ein weiterer Vorteil gegeniiber
den Taylor-Verfahren.

Beachte, dass Runge-Kutta-Verfahren immer die Lipschitz-Bedingung erfiillen, wenn das
Vektorfeld f Lipschitz-stetig im Sinne des Eindeutigkeitssatzes 1.4 ist: Mittels Induktion
sieht man leicht, dass jede Stufe k; Lipschitz-stetig ist. Damit gilt dies auch fiir ihre Summe,
weswegen ® die gewiinschte Bedingung erfiillt.

4.2 Konsistenz

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Konsistenzeigenschaften der Runge-Kutta-Ver-
fahren iiber ihre Koeffizienten auszudriicken lassen. Das erste wichtige Resultat ist das
folgende Lemma.

Lemma 4.2 Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann konsistent, wenn die

Bedingung
S
>t
=1
erfiillt ist.

Beweis: Beachte, dass ein Runge-Kutta-Verfahren von der Form

(t,x.h) = @+ hi(t, 2, h)

o(t,z, h) Zbk (t,z,h)

ist. Nach Lemma 2.6 ist das Verfahren also genau dann konsistent, wenn

o(t, z,0) Zbk:txo f(t,z)

ist. Aus Definition 4.1 folgt sofort, dass k;(t,x,0) = f(¢,z), also ist das Verfahren genau
dann konsistent, falls Y7 | b;f(t,x) = f(t, ), was fiir beliebige f dann und nur dann der
Fall ist, wenn »_> | b; = 1 ist. 0

Etwas schwieriger wird die Sache, wenn wir Aussagen iiber die Konsistenzordnung machen
wollen. Zunéchst wollen wir eine obere Schranke fiir die Konsistenz beweisen.
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Lemma 4.3 Fiir ein s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren ® mit Konsistenzord-
nung p gilt die Ungleichung p < s, d.h. die Konsistenzordnung ist maximal so grofl wir die
Stufenzahl.

Beweis: Wir wenden das Verfahren auf das Anfangswertproblem

an. Fiir die exakte Losung gilt hier

A h2 hs hs-i—l +2
h;0,1)=e"=14+h+ =+ + —+ —— +O(h°").
z(h;0,1) =e tht ot +S!+(8+1)!+0( )
Andererseits sieht man durch Induktion iiber 4, dass k;(0, 1,) € P;_1 ist, also ein Polynom
vom Grad < i —1 in h ist. Also ist ®(0,1,-) € P, weswegen in ®(0,1,h) kein Term der
Form ah®*! auftreten kann. Daher gilt fiir jede Konstante C' > 0 und hinreichend kleines
h > 0 die Abschéitzung

hs+1 1 -
h;0,1) — ®(0,1,h)|| > —— — O(h**?) > [ —— — C' ) B*F2 > Ch*H?
Jo(10,1) = 00,10 = 5 = 00 > (s =€) e = cner,
weswegen die Konsistenzordnung maximal s sein kann, also p < s gilt. U

Um nun genauere Aussagen iiber die Konsistenzordnung zu machen, empfiehlt es sich, die
zu betrachtenden Differentialgleichungen etwas zu vereinfachen: Wir wollen uns auf auto-
nome DGL einschrinken. Damit wir trotzdem Aussagen fiir allgemeine Probleme erhalten
konnen, iiberlegen wir uns zuerst, dass dies keine echte Einschrankung ist. Tatséchlich kann
man aus jeder Differentialgleichung

i(t) = f(t.2(t),  2(to) = o (4.1)

= (). fo= ()

(mit s € R) eine autonome Differentialgleichung

mittels

0 = Fu®). vt =m=( 3 ) (4.2

machen, fiir deren Losungen die Beziehung

y(t;to, yo) = < m(t;tf’%) ) (4.3)

gilt. Die urspriingliche Losung x(t;to, zo) von (4.1) findet sich also gerade in den ersten n
Komponenten der n + 1-dimensionalen Losung y(t; to, yo) der autonomen Gleichung (4.2)
wieder. Mit anderen Worten kann jede DGL im R™ in eine autonome DGL im R"*! um-
gewandelt werden, dieses Verfahren nennt man Autonomisierung. Beachte, dass die neue
DGL die Bedingungen des Eindeutigkeitssatzes nur dann erfiillt, wenn f Lipschitz-stetig
beziiglich x und t ist, was eine stérkere Forderung als die Lipschitz-Stetigkeit bzgl. x ist. Da
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wir diese Bedingung fiir unsere numerischen Aussagen aber sowieso immer benétigen (meist
nehmen wir ja sogar Differenzierbarkeit von f bzgl.  und ¢ an), stellt diese Annahme fiir
unsere numerischen Untersuchungen keine Einschrankung dar.

Wir betrachten nun die von einem Runge-Kutta-Verfahren & erzeugten approximativen
Losungen #(t;) und g(t;) der Gleichungen (4.1) und (4.2). Unser Ziel ist es, uns bei der
folgenden Konsistenzordnungsanalyse auf autonome Gleichungen einzuschrianken. Damit
wir dabei trotzdem Resultate fiir allgemeine nichtautonome Gleichungen erhalten kénnen,
also die fiir (4.2) giiltigen Resultate auf (4.1) iibertragen kénnen, muss hier die zu (4.3)

analoge Beziehung
- Z(t;
i) = (7)) (44)

gelten. Ein Runge-Kutta-Verfahren, das (4.4) erfiillt, wird invariant unter Autonomisierung
genannt. Nicht jedes Runge-Kutta-Verfahren ist aber invariant unter Autonomisierung. Das
folgende Lemma gibt die dafiir notwendige und hinreichende Bedingung an.

Lemma 4.4 Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann invarant unter Auto-
nomisierung, wenn es konsistent ist und die Bedingung

i—1
C; = Zaij
j=1
fir i =1,...,s erfilllt ist.

Beweis: Wir bezeichnen das Verfahren fiir (4.1) mit ® und das Verfahren fiir (4.2) mit D,
die zugehorigen Stufen bezeichnen wir mit k; und K; = (k;, 0;)”. Das Verfahren ist genau
dann invariant unter Autonomisierung, wenn

B(t,z, h) = ( ‘I’itf}lh) ) (4.5)

gilt, da sich (4.4) dann mittels Induktion iiber i ergibt. Wegen
~ x+hY S bz’iﬁ ®
B(t,z,h) = Lii und  ®(t,z,h) =z +hY bk
t+hd;_ | bib; i1
gilt (4.5) genau dann, wenn
]%i:ki und t—i-thiHi:t-i-h (4.6)
i=1
erfiillt ist. Fiir k; und 6; gilt gerade

(k: ) _ ( F(t+ it aits, 4+ b 20 ayh; ) )

0; 1

Wegen k; = f <t +cih, x + h Z j=1Gijk ) und 60; = 1 ergibt sich, dass die erste Gleichung

in (4.6) genau dann gilt, wenn ¢; = 247!

=1 Gij gilt. Wegen 6; = 1 gilt die zweite Gleichung
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in (4.6) genau dann, wenn t + hYy ., b; =t + h erfiillt ist, also wenn 7, b; = 1 ist, was
gerade dquivalent zur Konsistenz ist. U

Auf Basis dieses Lemmas koénnen wir uns also im Folgenden auf autonome DGL ein-
schrinken, wenn wir Verfahren betrachten, die die Bedingung von Lemma 4.4 erfiillen.
Dies hat den Vorteil, dass sich der Differentialoperator L} zZu

Lig(z) := <ddxg(x)> /()

vereinfacht, was die Taylorentwicklung deutlich iibersichtlicher macht. Dies wird im folgen-
den Satz ausgenutzt.

Satz 4.5 Betrachte ein Runge-Kutta-Verfahren, das die Bedingung aus Lemma 4.4 erfiillt.
Dann gilt fiir alle Vektorfelder f € CP(D,R"):

(i) Das Verfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 1, wenn die Gleichung

> bi=1

gilt.
(ii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusétzlich zu (i) die Glei-
chung
Z bz-c,; =1 / 2
7
gilt.
(iii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusétzlich zu (i), (ii) die
Gleichungen
ZbZC? :1/3, Zbiaijcj :1/6
i ij
gelten.

(iv) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusétzlich zu (i)—(iii) die
Gleichungen

ZbZC? = 1/4, Zbiaijcicj = 1/8
7 i

Zbiaijc? = 1/12, Z biaijajkck = 1/24
ij

ijk
gelten.
Hierbei laufen die Summations-Indizes in den Grenzen ¢ = 1,...,s, 7 =1,...,4— 1 und
k=1,...,5—1

Beweis: Wir beweisen das Folgende: Die Gleichungen ergeben sich aus der Bedingung
(3.2) in Satz 3.7, wobei die fiir p € N angegebenen Gleichungen gerade dquivalent zu der

Bedingung -
o (,0) = I f () (@7)
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aus (3.2) sind.

Fiir p = 1 beweist man dies mit gleichen Rechnungen wie im Beweis von Lemma 4.2. Wir
zeigen die Behauptung hier exemplarisch fiir p = 2, die hoheren Ordnungen folgen mit der
gleichen Beweistechnik, allerdings mit aufwéndigeren Rechnungen.

Wir zeigen also, dass die in (ii) angegebene Gleichung dquivalent zu (4.7) fiir p = 2 ist. Die
zweite Ableitung von ® = x + hy nach h ist gerade

D2P 0 0 0 0
a2 = ahon @) = zm(“”*hah )
0 0?2 0 0?
= ottt gt = gpe Thgnt

In h = 0 ergibt sich damit

0’® 0 °
e (2,0) = ah(p QZb Zaw <m x > f(z).

Andererseits ist die Ableitung L1 f (x) gerade durch

L) = (4:) £

gegeben ist. Damit diese Ausdriicke fiir alle f(x) iibereinstimmen, muss also gerade
s i—1
>3 0wy =
i=1  j=1

gelten, was wegen der angenommen Autonomieinvarianzbedingung
i—1
C; = E a,-j
Jj=1

genau dann der Fall ist, wenn die Gleichung aus (ii) erfiillt ist. U

Diese Gleichungen an die Koeffizienten werden Bedingungsgleichungen genannt. Wie kom-
plex das Problem des Aufstellens der Bedingungsgleichungen fiir grofle p wird, zeigt die
folgende Tabelle, die die Anzahl der Gleichungen fiir gegebenes p angibt.

Konsistenzordnung p ‘

1 4 5 6 7 8 9 10 20
1 8

2 3
Anzahl Bedingungsgl’en ‘ 2 4 17 37 85 200 486 1205 20247374
Nicht nur das Aufstellen, auch das Losen dieser (nichtlinearen!) Gleichungssysteme wird
ziemlich komplex. Hier kommt wieder das in Bemerkung 3.8 bereits erwiahnte grafische
Verfahren von Butcher ins Spiel. Mit diesem Verfahren koénnen die einzelnen Terme der
L’J} f-Ableitungen ebenso wie die Terme der Ableitungen von ® mittels einer Baumstruktur
grafisch dargestellt werden. Dieses Verfahren erlaubt eine Einsicht in die Struktur dieser
riesigen nichtlinearen Gleichungssysteme, womit es gelungen ist, die Gleichungen bis p = 10
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(ohne Computerhilfe) zu 16sen. Eine wichtige Rolle spielt dabei natiirlich die Stufenzahl
s der betrachtetem Verfahren. Insbesondere ist hierbei wichtig, wie viele Stufen s man
zur Realisierung einer gegebenen Konsistenzordnung p benétigt. Die folgende Tabelle gibt
die ebenfalls durch Butcher (in den Jahren 1964-1985) berechneten bekannten minimalen
Schranken an.

8 >9
11 >p+3

Konsistenzordnung p ‘

1 2 3 4 5 6 7
minimale Stufenzahl s ‘ 1 2 3 4 6 7 9
Der Eintrag fiir p > 9 bedeutet nicht, dass fiir jedes p > 9 ein Verfahren mit s = p + 3
Stufen bekannt ist, sondern dass es kein Verfahren mit weniger Stufen geben kann. Fiir
p = 10 wurde 1978 von E. Hairer ein Verfahren mit s = 17 Stufen angegeben, das sich
im Guinness-Buch der Rekorde findet. Moglichst wenig Stufen zu verwenden ist allerdings
nicht das einzige Qualitdtsmerkmal fiir Runge-Kutta-Verfahren, oftmals spielen andere

Kriterien eine wichtigere Rolle. Wir kommen spéter darauf zuriick.



Kapitel 5

Implizite Runge-Kutta-Verfahren

5.1 Definition

Bisher haben wir Runge-Kutta-Verfahren betrachtet, bei denen die Koeffizientenmatrix die
Form

0
asi 0
A= a31 az O c R3%s
a/sl “ e “ .. a578—1 0

hatte. Es stellt sich nun die Frage, was passiert, wenn wir hier “volle” Matrizen der Form

aip -+ Qs
A= : : € R%*¢

as1 -+ Qgs

zulassen. Zunéchst einmal kénnen wir auch mit solchen Koeffizienten ganz formal durch
Erweiterung von Definition 4.1 wieder Runge-Kutta-Verfahren definieren.

Definition 5.1 Ein s-stufiges implizites Runge-Kutta- Verfahren ist gegeben durch

ki = f t—i—Cz’h,w—&-hZaijkj firi=1,...,s

j=1
O(t,a,h) = x+hY bk
i=1
Den Wert k; = k;i(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. o

Der Grund fiir den Namen implizites Verfahren liegt darin, dass die Definition der k; nun
keine “Zuweisung” mehr ist, sondern ein s-n-dimensionales nichtlineares Gleichungssystem

33
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bildet, dessen Losung gerade der Vektor kT = (kI',... kI') € R®™ ist. Die Werte k; € R"
sind also implizit definiert.

Das einfachste Verfahren dieser Klasse ist durch das Butcher-Tableau

1|1
1

gegeben. Ausgeschrieben lautet es
ki = f(t+ h,x+ hky), @(t,x,h) =2+ hky,
die dadurch erzeugt Gitterfunktion ist rekursiv gegeben durch
T(tiv1) = T(t:) + h f (titr, T(tiv1))-

Dieses Verfahren heifit implizites Fuler-Verfahren und besitzt genau wie sein explizites
Gegenstiick die Konsistenzordnung p = 1. Beachte, dass hier tatséchlich in jedem Schritt
ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden muss. Implizite Runge-Kutta-Verfahren
mit Konsistenzordnung p = 2 sind z.B. die implizite Mittelpunktregel oder die implizite
Trapezregel, die durch

bzw.

gegeben sind.

Wir werden spéter sehen, dass implizite Verfahren fiir manche Differentialgleichungen ge-
geniiber den expliziten Verfahren deutliche Vorteile besitzen. Zunéchst wollen wir uns aber
Gedanken dariiber machen, wie solch ein implizites Verfahren implementiert werden kann,
d.h., wie wir das nichtlineare Gleichungssystem zur Berechnung der k; 16sen kénnen.

5.2 Losbarkeit und Implementierung

Zunichst einmal gibt es manchmal die M6glichkeit, die entstehenden Gleichungen per Hand
in explizite Form zu bringen. Betrachten wir z.B. das implizite Euler-Verfahren angewendet
auf die eindimensionale DGL

z(t) = Ax(t),

so erhalten wir
ki = f(t + h,x+ hk‘l) = )\(l' + hkﬁl) = \x + hAk1,

woraus fiir hinreichend kleine h die Gleichung

B AT
1 —h\

ky
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folgt.

Oft kommt man mit dieser Strategie aber nicht weiter, wir miissen das entstehende Glei-
chungssystem

k= F(k)
mit
ky f (t +eh,z+hy 5 aljkj)
k= : eR*™ und F(k)= :
ks f (t +eoh, w+h Y5 asj/-cj)

also numerisch 16sen.

Eine einfache Moglichkeit hierzu beruht auf der Tatsache, dass f nach Voraussetzung
Lipschitz-stetig mit Konstante L ist. Hieraus folgt sofort, dass auch die Abbildung F
Lipschitz-stetig mit Konstante hL ist. Falls hL =: K < 1 ist, folgt damit

IF (k') — F(R*)|| < K|k — K]

so dass F' eine Kontraktion ist, weswegen der Vektor k£ mittels der aus der Einfithrung in
die Numerik bekannten Fixpunktiteration

LUHD = F(k) (5.1)

berechnet werden kann. Als Startwert fiir diese Iteration empfiehlt es sich, im ersten Schritt
kgo) = f(t+c¢;h,z) und in den folgenden Schritten den Wert von k aus dem vorhergehenden
Schritt zu verwenden. Ein geeignetes Abbruchkriterium ergibt sich wie in der Einfiihrung
in die Numerik diskutiert aus dem Banach’schen Fixpunktsatz: Die Iteration wird so lange
durchgefiihrt, bis

160D — k)| < e
fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ ist, damit ist dann die Genauigkeit

hL

KU — | <
| I =7

garantiert, wobei k* die exakte Losung bezeichnet. Als Letztes miissen wir uns noch iiber-
legen, wie ¢ gewihlt werden sollte. Damit das Verfahren

O(t,z,h) =z +hY bk

i=1

den Konsistenzfehler O(hP*!) einhilt, sollte ||kU+1) — k*|| < goh? fiir ein g9 > 0 gelten.
Damit diese Schranke eingehalten wird, muss

hL
1—-hL

e < goh?

gelten, was fiir kleine h gerade durch die Wahl ¢ = ggh?~! garantiert wird. Das Abbruch-
kriterium héngt fiir p > 2 also von der Schrittweite h ab.
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Die Iteration (5.1) wird auch Gesamtschrittiteration genannt. Eine einfache Modifikation
dieser Iteration ist die Einzelschrittiteration, die durch die Vorschrift

i—1 s
KD = f (t teih, o+ h Y agk™ + hZailkl(”) , i=1,...,s (5.2)
=1 =1

gegeben ist. Dies ist ein dhnlicher Trick, wie wir ihn in der Einfithrung in die Numerik beim
Ubergang vom Jacobi- zum GauB-Seidel-Verfahren angewendet haben: Wir verwenden die
bereits bekannten Werte k:{“, e ,kijll der j + 1-ten Iteration bei der Berechnung von
ki 1 Im Allgemeinen konvergiert die Einzelschrittiteration (5.2) etwas schneller als die
Gesamtschrittiteration (5.1).

Falls die Lipschitz-Konstante L des Vektorfeldes grof ist, werden bei diesen Fixpunkt-
iterationen sehr kleine Zeitschrittweiten h > 0 benétigt, um die Kontraktionsbedingung
K = hL < 1 sicher zu stellen. In diesem Falle konnen andere Verfahren vorteilhaft sein.
So kann man das Problem k& = F(k) in ein geeignetes Nullstellenproblem umwandeln, z.B.
mittels 0 = G(k) := k — F(k) (es gibt weitere, u.U. numerisch giinstigere dquivalente Null-
stellenprobleme, vgl. [3], Abschnitt 6.2.2). Wenn man nun die Ableitung DG ausrechnen
kann, die sich aus der Ableitung 9/0x f(z) ergibt, so ist das Newton-Verfahren sehr gut
geeignet, da man mit k& aus dem vorhergehenden Schritt bzw. mit k; = f(¢ + ¢;, ) einen
guten Startwert fiir das (ja nur lokal konvergente) Newton-Verfahren besitzt.

Zusammenfassend fithrt dies auf den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.2 (Losung eines Anfangswertproblems mit implizitem Runge-
Kutta-Verfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (g, z¢), Endzeit T', Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —to)/N, Tp = xo
(2) Fir i =0,...,N — 1:
(2a) Berechne t;11 = t; + h und 16se das nichtlineare Gleichungssystem k = F(k)
(2b) Berechne Z;11 := ®(t;, 25, h) = &; + hZ;Zl bik;
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in to,...,tN o

Die Analyse impliziter Runge-Kutta-Verfahren ist im Vergleich zu den expliziten Verfahren
komplizierter, da die Ableitungen von ® (mit denen man sowohl die Konsistenz gemif
Satz 3.7 als auch die Lipschitz-Bedingung iiber die Ableitung nach x iiberpriifen kann) mit
Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen berechnet werden miissen. Die Grundideen der
Beweise sind aber gleich und die resultierenden Bedingungsgleichungen sind identisch zu
denen in Satz 4.5, weswegen wir die technischen Details hier nicht vertiefen wollen.

Bemerkung 5.3 Fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren haben wir in Lemma 4.3 gesehen,
dass die Stufenanzahl s eine obere Schranke fiir die Konsistenzordnung p bildet, also immer
p < s gilt. Fiir implizite Verfahren ist die Schranke nicht ganz so strikt: Fiir ein s-stufiges
implizites Runge-Kutta-Verfahren ® mit Konsistenzordnung p gilt die Ungleichung p < 2s,
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d.h. die Konsistenzordnung ist maximal zwei mal so grofl wie die Stufenzahl. Zum Beweis
dieser Aussage wenden wir das Verfahren wieder auf das Anfangswertproblem

mit exakter Losung e! an. Man kann nun zeigen, dass die numerische Lésung von der Form
®(0,1,h) = P(h)/Q(h)

fiir zwei Polynome P, Q € Ps mit @ # 0 ist (vgl. dazu Lemma ?77). Falls nun ®(0,1,h) —
el = O(h**2) gilt, so folgt auch P(h) — Q(h)e" = O(h?*2). Mittels Induktion iiber
s zeigt man dann, dass dies nur fir P = @ = 0 gelten kann, was ein Widerspruch zu
Q # 0 ist. Also kann ®(0,1,h) — e = O(h**2) nicht gelten, weswegen im besten Fall
®(0,1,h) — e? = O(h?***1) sein kann, also p < 2s. o

Wihrend es bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren sehr schwierig ist, Verfahren fiir grofie
p zu konstruieren, lasst sich die maximale Konsistenzordnung p = 2s bei impliziten Ver-
fahren relativ leicht realisieren. Wiederum auf Butcher geht némlich die Familie der Gaus-
Verfahren zuriick, bei denen sich die Koeffizienten durch Nullstellen der Legendre-Polynome
(dhnlich wie bei der GauB-Quadratur) ermitteln lassen und die eine Familie von impliziten
Verfahren mit p = 2s bildet.
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Kapitel 6

Steife Differentialgleichungen

Steife Differentialgleichungen sind eine Klasse von Differentialgleichungen, die mit expli-
ziten Verfahren nur schwer zu 16sen sind. Sie bilden die Hauptmotivation dafiir, implizite
Verfahren zu betrachten und zu verwenden. Leider ist es nicht ganz leicht, einer Differenti-
algleichung anzusehen, ob sie “steif” ist; es ist nicht einmal leicht, diese Eigenschaft formal
zu definieren. Vielleicht ist die informelle Beschreibung “mit expliziten Verfahren schwer
zu losen” bereits die beste mogliche Definition. Wir wollen aber trotzdem versuchen, diese
Eigenschaft etwas zu formalisieren und gewisse Kriterien herausarbeiten, an denen man
erkennen kann, ob man es mit einer steifen DGL zu tun hat.

Wir wollen dazu zunéchst den Begriff “schwer zu 16sen” etwas genauer fassen. Aus Satz
2.7 wissen wir, dass fiir allgemeine Einschrittverfahren mit Konvergenzordnung p > 0 die
Abschétzung der Form

|Z(t;) — x(t;)|| < CERP

fiir alle hinreichend kleinen h > 0 gilt, wobei E > 0 aus der Konsistenzbedingung stammt
und
€ = +(exp(L{ti ~ o)) ~ 1)

von der Konstanten L der Lipschitzbedingung sowie von der Grofle des Zeitintervalls T — ¢
abhéngt. Eine Differentialgleichung ist nun schwer zu lésen, wenn CFE eine sehr grofle
Konstante ist oder wenn die Abschitzung fiir ||Z(¢;) — x(¢;)|| nur fiir sehr kleine h > 0
gilt. Was “sehr groff” bzw. “sehr klein” in diesem Zusammenhang bedeutet, hingt im
Wesentlichen davon ab, wieviel Zeit man in die Berechnung der Losung investieren méchte
und wie kleine Zeitschritte man noch zulassen moéchte. Eine genaue Schranke kann man —
dhnlich wie bei der Frage “wann ist ein Problem schlecht konditioniert?” — nicht angeben.

Sicherlich muss man damit rechnen, dass eine Differentialgleichung schwer zu l6sen ist,
wenn sie schlecht konditioniert ist. Steife Differentialgleichungen zeichnen sich nun dadurch
aus, dass sie mit expliziten Verfahren schwer zu l6sen sind, obwohl sie gut konditioniert
sind. Dass dies tatséchlich passieren kann, wollen wir an einem bereits bekannten Beispiel
illustrieren: Wir betrachten wieder die 1d DGL

(t) = Az (t)

39
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mit A € R. Fiir diese Gleichung hatten wir gesehen, dass sie die Kondition

K = eMt=to),
besitzt und deswegen fiir ¢ >> ty und A < 0 sehr gut konditioniert ist, da x ~ 0 ist. Wir
wollen die exakte Losung x(t; zo) = e*Mxq dieser Gleichung fiir A << 0 mit der numerischen
Approximation durch das Euler-Verfahren vergleichen. Diese Approximation ist gegeben
durch

I(tiv1) = Z(t;) + hAZ(L) = (1 + hA)Z(L:).

Durch Induktion sieht man leicht, dass die Euler-Losung fiir t; = hi damit gerade durch
Tl'(tz) = (1 + h)\)il'o

gegeben ist. Fiir kleine A < 0 konvergiert die exakte Losung z.B. mit Anfangswert zyp = 1
sehr schnell gegen 0. Damit die Euler-Losung eine verniinftige Approximation darstellt,
sollte diese also auch gegen Null streben. Damit dies passiert, muss |1 + hA| < 1 sein, was
fiir negative A genau dann der Fall ist, wenn |h\| < 2, also

h < 2/|)|

ist. Z.B. fiir A = —10000 miissen wir den Zeitschritt h < 1/5000 w#hlen, um iiberhaupt
eine halbwegs sinnvolle Approximation zu erhalten und das, obwohl die Gleichung sehr gut
konditioniert ist.

Zum Vergleich betrachten wir nun das implizite Euler-Verfahren, das durch

T (t;)

i’(ti+1) = i‘(tz) + h)\(i‘(tzurl) = :f(tzurl) = TS\

gegeben ist. Die approximierte Losung ist also

Sy 1
ﬂ?(tl) = ml’o.

Hier strebt die Losung genau dann gegen Null, wenn [1/(1 — h\)| < 1 ist, also wenn
|1 — hA| > 1 ist. Da A < 0 ist, ist diese Bedingung fiir sdmtliche Zeitschritte h > 0
erfiillt, die Losung konvergiert also fiir alle Zeitschritte gegen Null und stellt damit eine
sinnvolle Approximation dar. Abbildung 6.1 zeigt die exakte Losung sowie die numerischen
Approximationen fiir A = —100 fiir verschiedene Zeitschritte.

6.1 Stabilitat

Fiir die 1d-Gleichung 2(t) = Az (t) konnen wir also sagen, dass sie steif ist, wenn A\ < 0 und
|A| grof3 ist. Wir wollen dieses Kriterium auf eine grofiere Klasse von Differentialgleichungen
verallgemeinern.

Wir betrachten dazu die Klasse der linearen zeitinvarianten DGL, die gegeben ist durch

#(t) = Ax(t), (6.1)
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Abbildung 6.1: Exakte Losung (durchgezogen), explizite Euler-Losung (gepunktet) und
implizite Euler-Losung (gestrichelt) fiir (t) = Az(t), (0) = 1, A = —100

wobei z(t) € R™ und A € R™" ist. Die Idee, diese Klasse von Differentialgleichungen zu
betrachten, geht auf Germund Dahlquist' zuriick. Fiir solche Gleichungen sind die durch
ein Runge-Kutta-Verfahren erzeugten approximativen Losungen stets von der Form

B(tiyr) = AZ(t;) (6.2)

fiir ein A € R™ ", Wir beschriinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall Aquidistanter
Zeitschritte h; = h und to = 0, woraus sich ¢; = hi ergibt. Eine Gleichung der Form (6.2)
wird lineare zeitinvariante Differenzengleichung genannt. Wir bezeichnen die Losungen von
(6.2) mit £(0) = xo mit Z(t; o), wobei t € R ein Vielfaches von h ist. Offenbar gilt gerade
Z(hi; mo) = Alay.

Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt z.B. A=1d+ hA, wihrend fiir das implizite Euler-
Verfahren A = (Id — hA)~! gilt, wobei Id € R"*" die Einheitsmatrix bezeichnet. Genauer
beschreibt das folgende Lemma, wie A und A zusammenhéngen.

Lemma 6.1 Fiir jedes s-stufige Runge-Kutta-Verfahren lisst sich die Matrix Ain (6.2)
als

A = R(hA)

!schwedischer Mathematiker, 1925-2005
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schreiben, wobei R eine von h unabhingige Funktion ist. Fiir explizite Runge-Kutta-
Verfahren ist R ein Polynom vom Grad < s, fiir implizite Verfahren ist R eine rationale
Funktion, d.h. eine Funktion der Form R(z) = P(2)Q(z)~!, wobei P und @ wieder Poly-
nome vom Grad < s sind.

Beweis: Es seien a;; und b; die Koeffizienten des Verfahrens. Dann gilt fiir die Stufen k;
bei Anwendung auf (6.1) die Beziehung

hki = hAz + ) a;jhAhk;
j=1

wobei wir beim expliziten Verfahren die Konvention a;; = 0 fiir j > ¢ machen. Im expliziten
Fall folgt per Induktion, dass jedes hk; ein Polynom in hA vom Grad < 7 ist und linear in
x ist. Damit ist ®(¢,z,h) = x + Y _ b;hk; ein Polynom vom Grad < s in hA und linear in
x, also gerade von der behaupteten Form.

Im impliziten Fall erhalten wir

hki = aihAhk; | = hAx
j=1

fiir i = 1,...,s. Der n-s-dimensionale Vektor k = (kI,... kI)T ist also gerade die Losung
eines n - s-dimensionalen linearen Gleichungssystems, dessen Matrix affin linear von A und
dessen rechte Seite linear von A und z abhéngt. Durch Auflésen dieses Gleichungssystems
sieht man (nach lénglicher Rechnung, die wir hier nicht durchfithren wollen), dass sich die
k; als

hki = Pi(hA)Q(hA) 'z

schreiben lassen, wobei die P, und @@ Polynome vom Grad < s sind. Damit ist auch ®

wegen
O(t,x,h) = x+ Y bihk
= 24> biP(hA)Q(hA) 'z
= (@A) + Y biP(hA)) Q) e
= P(hA)Q(hA) 'z
von der behaupteten Form. U

Bemerkung 6.2 (i) Das Wichtige an der soeben bewiesenen Struktur ist, dass die Abbil-
dung R Eigenwerte von hA auf Eigenwerte von R(hA) abbildet. Mit anderen Worten ist
A € C genau dann ein Eigenwert von hA, wenn R(A) € C ein Eigenwert von R(hA) ist.
Dies werden wir im Beweis von Lemma 6.6 beweisen.

(ii) Aus dem Gleichungssystem des obigen Beweises kann man eine explizite Formel fiir
R(hA) berechnen, die aber recht kompliziert ist. Da wir spéter allerdings nur betrachten
werden, wie Eigenwerte unter der Abbildung R abgebildet werden, reicht es aus, die Funk-
tion R fiir komplexwertige Argumente z € C explizit zu kennen. Wenn wir die Koeffizienten
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des Verfahrens mit A = (a;j);i j=1,..s und b = (b1, ..., bs)T bezeichnen, so kann man hierfiir
den expliziten Ausdruck

R(z) =1+ 2b"(1d — zA) " 'e

mit e = (1,...,1)” € R® berechnen. Fiir komplexe Argumente wird die Funktion R : C — C
als Stabilitatsfunktion des Verfahrens bezeichnet.

Z.B. ergeben sich fiir das explizite Euler-Verfahren R(z) = 1 + z, fiir das implizite Euler-
Verfahren R(z) = (1 — 2)~! und fiir die implizite Trapezregel aus Kapitel 5 R(z) = (1 +
2/2)/(1 — z/2). o

Wie im obigen eindimensionalen Fall wollen wir speziell Losungen betrachten, die gegen
Null streben und untersuchen, fiir welche Zeitschritte die numerische Approximation dieses
Verhalten widerspiegelt. Dazu verwenden wir die folgende Definition.

Definition 6.3 Eine Differentialgleichung (6.1) bzw. eine Differenzengleichung (6.2) heif3t
(global) exponentiell stabil, falls Konstanten c¢,o > 0 existieren, so dass fiir alle Anfangs-
werte xg € R™ die Ungleichung

|z(t; 20)|| < ce™ || zo]| fiir alle ¢ > 0

bzw.
& (t; 20)|| < ce™ ||zl fiir alle t = ih >0

gilt. a

Fiir die obigen Gleichungstypen (6.1) und (6.2) kann man zeigen, dass sie genau dann expo-
nentiell stabil sind, wenn alle Losungen gegen Null konvergieren. Die spezielle exponentielle
Abschatzung ergibt sich dann aus der Linearitéit der Gleichungen.

In Analogie zum eindimensionalen Fall nennen wir eine exponentiell stabile Differentialglei-
chung der Form (6.1) steif, wenn fiir explizite Verfahren ein sehr kleiner Zeitschritt notig ist,
damit die durch das Verfahren erzeugte Differenzengleichung (6.2) ebenfalls exponentiell
stabil ist.

Um nun zu sehen, wie man anhand der Matrix A die Steifheit erkennen kann und zu verste-
hen, warum implizite Verfahren hier Vorteile haben, brauchen wir ein geeignetes Kriterium
fiir exponentielle Stabilitdt. Gliicklicherweise muss man nicht alle Losungen kennen, um zu
entscheiden, ob exponentielle Stabilitédt vorliegt; man kann diese Eigenschaft anhand der
Matrizen A bzw. A erkennen, wie der folgende Satz zeigt. Hierbei bezeichnet (z) = a den
Realteil und |z| = va? + b? den Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib € C.

Satz 6.4 (i) Die Differentialgleichung (6.1) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir
alle Eigenwerte \; von A die Ungleichung R(\;) < 0 gilt.

(ii) Die Differenzengleichung (6.2) ist genau dann exponentiell stabil, wenn fiir alle Eigen-
werte A; von A die Ungleichung |\;| < 1 gilt.



44 KAPITEL 6. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweisskizze: Wir beweisen Teil (ii) unter der Annahme, dass A diagonalisierbar ist (der
Beweis von (ii) im nicht-diagonalisierbaren Fall funktioniert genauso, ist aber technischer;
der Beweis von (i) ist &hnlich, verlangt aber weitere Kenntnisse iiber die Losungsstruktur
von (6.1), auf die wir hier nicht eingehen kénnen).

Falls A diagonalisierbar ist, so existiert eine Koordinatentransformationsmatrix T° € R™*",

so dass
A1

L A
TLAT = A = 2

An
ist, wobei die \; gerade die Eigenwerte von A sind. Fiir die Losung Z(hi;zp) gilt dann
gerade

i(ih;xo) = gi(l}o

= (TAT Yz
= TAT .
Sei nun o = max; [A;| < 1. Wenn wir y = (y1,...,yn)? = T aq setzen, so folgt
~liy1
ANy=|
At

und damit ||Aly|| < o'||y|. Mit o = —In(«)/h > 0 und ¢t = hi folgt
1A%y < ey
und damit
12 (s o)l < [ITlle™ 1T~ zoll < e | TUNIT ™ lzoll = ce™" |0l
mit ¢ = ||T[[|771].
Sei umgekehrt |5\]] > 1 fiir ein j und sei zg ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
1Z(t; 20)l| = [ A2oll = [XS][lzoll = [|oll
fiir alle ¢ = ih > 0, weswegen (6.2) nicht exponentiell stabil ist. U

Wir bezeichnen mit
Y(A) = {\i| A ist Eigenwert von A}

die Menge aller Eigenwerte, das sogenannte Spektrum von A.

Fiir die Differentialgleichung muss damit gerade
Y(A)cC :={2€C|R(2) <0}

gelten, damit exponentielle Stabilitéit vorliegt. Ein Eigenwert A\; € C~ wird dabei als stabiler
Figenwert bezeichnet. Analog muss fiir die numerische Approximation (6.2)

Y(A) C B1(0):={z€C]||z| < 1}

gelten, damit exponentielle Stabilitét vorliegt.
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6.2 Stabilitidtsgebiet und A-Stabilitat

Zu kléren bleibt die Frage, welche Bedingung A aus (6.1) erfiillen muss, damit (6.2) fiir die
Matrix A = R(hA) exponentiell stabil ist. Sicherlich hingt dies vom verwendeten Verfahren
und vom Zeitschritt ab. Hierzu verwenden wir die folgende Definition. Beachte dabei, dass

Y(A)cC < X(hA)CC fiuralleh>0
gilt, da A; genau dann ein Eigenwert von A ist, wenn h)\; ein Eigenwert von hA ist.
Definition 6.5 (i) Das Stabilititsgebiet S C C eines Runge-Kutta-Verfahrens mit Stabi-

litdtsfunktion R ist definiert als die maximale Teilmenge der komplexen Zahlen, fiir die fiir
alle A € R™"™ und alle h > 0 die Folgerung

Y(hA) S = X(R(hA)) C B1(0)

gilt. Mit anderen Worten ist S gerade die Menge von Eigenwerten \;, die hA aus (6.1)
annehmen darf, damit (6.2) mit A = R(hA) exponentiell stabil ist.

(ii) Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit A-stabil, falls
cC cs
gilt bzw., dquivalent dazu, falls die Folgerung
Y (hA) cC™ = X(R(hA)) C B1(0)

gilt. a
Die Interpretation von (i) ist wie folgt: Zur korrekten numerischen Approximation einer
exponentiell stabilen Gleichung muss die Schrittweite h > 0 so gew&dhlt werden, dass die
Eigenwerte von hA in S liegen. Je besser S die Menge C~ ausschopft, desto geringer
sind die Anforderungen an die Schrittweite; im Falle der A-Stabilitét gibt es {iberhaupt

keine Einschrinkungen der Schrittweite, die exponentielle Stabilitéit von (6.1) wird fiir alle
Zeitschritte h > 0 von (6.2) “geerbt”.

Das folgende Lemma zeigt, wie der Stabilitédtsbereich S berechnet werden kann.

Lemma 6.6 Gegeben sei ein Runge-Kutta-Verfahren mit Stabilitédtsfunktion R aus Be-
merkung 6.2. Dann ist der Stabilitdtsbereich gegeben durch

S=1{zeC||R(z)| < 1}.

Beweis: Zum Beweis der Behauptung zeigen wir zunéchst, dass fiir alle Matrizen B € R™*"
gilt: A; € C ist genau dann ein Eigenwert von B, wenn R();) ein Eigenwert von R(B) ist.

Sei C' € R™™™ eine beliebige Matrix mit Eigenwerten \;, ¢ = 1,...,p < n. Fiir ein Polynom

PC)=apld+anC+...+...a5C?
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sind die Eigenwerte von P(C) gerade die Eigenwerte P();) von C, was man am einfachsten
sieht, indem man P auf die Jordan-Normalform J von C' anwendet. Ein Jordanblock J;
zum Eigenwert \; wird dabei auf eine obere Dreiecksmatrix mit P();) in der Diagonalen
abgebildet, die genau den einzigen Eigenwert P()\;) besitzt (lediglich die Vielfachheiten
kénnen sich u.U. &ndern). Hierbei sind Eigenvektoren von C wieder Eigenvektoren von
P(C).

Fiir die Inverse C~! ist sind die Eigenwerte gerade 1/); und fiir ein Produkt zweier Matrizen
mit gleichen Eigenvektoren sind die Eigenwerte gerade die Produkte der Eigenwerte.

Also folgt, dass die Eigenwerte von R(B) = P(B)Q(B)! gerade die Produkte der Eigen-
werte P()\;) und Q(\;)~!, also P(\)Q()\;)~" sind.

Weil R also Eigenwerte von hA auf Eigenwerte von R(hA) abbildet, gilt ¥(R(hA)) =
R(X(hA)) und damit

Y(R(hA)) C B1(0) < R(X(hA)) C B1(0)
< |R(\;)| < 1 fiir alle Eigenwerte A; von hA.

Fiir alle Matrizen hA mit ¥(hA) C {z € C||R(z)| < 1} gilt also 3(R(hA)) C B1(0), woraus
wegen der Maximalitdt von S die Inklusion {z € C||R(z)| < 1} C S folgt. Andererseits
gilt fir jedes z € C mit |R(z)| > 1 und die 1 x 1-Matrix A = (z) sowie h = 1, dass
{z} = X(hA) ¢ S. Also folgt die behauptete Gleichheit. U

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die Stabilitéitsbereiche nun bestimmen. Fiir das explizite
Euler-Verfahren mit R(z) =1+ z gilt

IR(z)|<1 & |[14+2z|<1

also ist S = {z € C||1+4z| < 1} = B1(—1), also gerade der offene Ball mit Radius 1 um —1.
Der Zeitschritt muss also so klein gewahlt werden, dass fiir alle Eigenwerte die Bedingung
hA; € Bi(—1) erfiillt ist.

Abbildung 6.2 zeigt die Stabilitdtsbereiche einiger expliziter Runge-Kutta-Verfahren mit
den Ordnungen p = 1,...,4. Man sieht, dass der Stabilitétsbereich S fiir wachsende Kon-
sistenz grofler wird, allerdings die Menge C~ bei weitem nicht ausschopft. Im Falle be-
tragsméBig grofler Eigenwerte A; erhélt man fiir all diese Verfahren starke Einschrinkungen
bei der Wahl der Zeitschritte.

Beachte, dass bei mehrdimensionalen Problemen nicht unbedingt der Realteil eines Eigen-
wertes betragsmiflig grofl werden muss, damit der Betrag des Eigenwertes grofl wird. Das
folgende Beispiel illustriert dies.

Betrachte die zweidimensionale lineare DGL

. -1 «
z(t) = < o -1 )x(t) (6.3)
Die zugehorige Matrix besitzt die Eigenwerte Ay = —1 + ic. Hier haben Realteil und
Imaginérteil eine geometrische Bedeutung fiir die Losung: Der Realteil gibt an, wie schnell
die Losung gegen Null konvergiert (diese Grofle ist hier konstant gleich —1), wihrend der
Imaginérteil angibt, wie schnell die Losung sich dabei dreht. Abbildung (6.3) zeigt die
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Abbildung 6.2: Stabilitéitsbereiche expliziter Runge-Kutta-Verfahren, entnommen aus [3]

exakten Losungen fiir a = 0, 1, 10 sowie die zugehotrigen FEuler-Losungen mit h = 0.02.
Man sieht: Wenn der Eigenwert betragsmiflig grofler wird, weil der Imaginérteil wéchst,
dann wird die Euler-Losung instabil.

Wie verhalten sich nun implizite Verfahren? Fiir das implizite Euler-Verfahren z.B. berech-
net man
IR(z)| <1 & 1/[1—-2]<1 & [1-2[>1 < R(z)<0.

Folglich gilt C~ C S, das Verfahren ist also A-stabil.

Viele implizite Verfahren sind A-stabil, und von denjenigen, die es nicht sind, besitzen viele
einen Stabilitéitsbereich, der deutlich gréfer ist als bei expliziten Verfahren. Eine Ubersicht
iiber die Stabilitédtsbereiche einiger impliziter Verfahren findet sich z.B. im Abschnitt IV.3
des Buchs [3].

Eine lineare DGL (6.1) kann auch dann steif sein, wenn sie nicht exponentiell stabil ist,
aber zumindest einige stabile Eigenwerte besitzt, also solche mit negativem Realteil. Die
Losungskomponenten in den zugehorigen Eigenrdumen (man nennt deren Vereinigung sta-
bilen Unterraum) verhalten sich dann wie bei einer exponentiell stabilen Gleichung. Folglich
treten bei betragsmiéflig groflen stabilen Eigenwerten exakt die gleichen Probleme auf, auch
wenn die Gleichung insgesamt nicht exponentiell stabil ist. Dies fiithrt uns auf die folgende
Charakterisierung.

Bemerkung 6.7 Eine lineare zeitinvariante Differentialgleichung ist steif, falls die zu-
gehorige Matrix A betragsmifig grofle stabile Eigenwerte besitzt. a
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Abbildung 6.3: Exakte und Euler-Losungen von (6.3) mit o = 0, 1, 10, h = 0.02

Fiir nichtlineare DGL @(t) = f(t,z(t)) gibt es viele weitere Phénomene, die zur Steifheit
fithren; meistens kann man diese nicht so einfach am Vektorfeld f ablesen. Im einfachsten
Fall ist f autonom und besitzt ein Gleichgewicht z*, in dem f stetig differenzierbar ist.
In diesem Fall kann man A = D f(z*) betrachten; wenn diese Matrix betragsméfig grofle
stabile Eigenwerte besitzt, so wird auch die nichtlineare DGL typischerweise steif sein.
Steitheit kann aber auch auftreten, wenn kein Gleichgewicht vorliegt, z.B. wenn die DGL
eine exponentiell stabile periodische Losung besitzt (also eine periodische Losung, gegen
die alle Losungen exponentiell konvergieren, zumindest fiir nahe liegende Anfangswerte).
In diesem Fall kann die Gleichung steif sein, wenn die anderen Losungen sehr schnell gegen
die periodische Losung streben (dies entspricht betragsmifig grofien negativen Realteilen
im linearen Fall) oder wenn sich die periodische Losung sehr schnell bewegt (dies entspricht
den grofien Imaginérteilen.)

6.3 Weitere Stabilitiatsbegriffe

Der Begriff der A-Stabilitdt wurde von G. Dahlquist in den 1960er Jahren eingefiihrt.
A-Stabilitédt ist niitzlich bei der Losung steifer Differentialgleichungen, ist aber fiir sich
genommen weder eine positive noch eine negative Eigenschaft: Zwar ist es zur numerischen
Losung steifer DGL vorteilhaft, wenn die exponentielle Stabilitit von der numerischen
Approximation geerbt wird. Allerdings kann es andererseits auch passieren, dass die nume-
rische Approximation exponentiell stabil ist, obwohl die exakte Gleichung diese Eigenschaft
nicht besitzt, was zu falschen Riickschliissen auf das Verhalten der exakten Losungen fithren
kann.

Eine stérkere Eigenschaft ist die Erhaltung der Isometrie, die verlangt, dass & = C™ ist,
d.h. fiir alle Zeitschritte h > 0 ist die numerische Approximation genau dann exponentiell



6.3. WEITERE STABILITATSBEGRIFFE 49

stabil, wenn die exakte Gleichung exponentiell stabil ist. Diese Eigenschaft besitzen z.B.
die bereits erwdhnten Gauf-Verfahren. Ein anderes Verfahren mit dieser Eigenschaft ist
die implizite Mittelpunktregel, vgl. Abschnitt 5.1, fiir die wir dieses nachweisen wollen:
Ausgeschrieben ist die zugehorige Iterationsvorschrift gegeben durch

h; 1

F(tipr) = B(t;) + hif <ti + 55 @) + z(tm))) .

Angewendet auf die lineare Differentialgleichung #(t) = Ax(t) ergibt sich
h; h;

T(tiy1) = (k) + EAi(ti) + EAi(tHl)
& Hlin) ~ D ARln) = 300+ 2 AG)
h; hi
= (Id — ZA) .f?(tzurl) = <Id + lA) i’(tl)
2 2
1 -1 1
=1 j(ti_;_l) = (Id — thA) (Id + thA) j(tl)

Die Stabilitéitsfunktion ist daher gegeben durch

1+2z/2
C1-2z/2

R(z2)

Wir wollen nun nachweisen, dass dieses Verfahren die Isometrie erhélt. Dazu miissen wir
die Aquivalenz R(z) < 0 < |R(z)| < 1 zeigen, wozu wir alternativ auch

N(z) <0< |R(2))? <1
nachpriifen kénnen. Fiir z = a + ib gilt wegen |z + iy|? = 22 + y? nun

R = LH2/22 _ (L+a/2° + (/22
1—2z/2127 (1—a/2)2+ (b/2)%

Dieser Ausdruck ist nun genau dann < 1, wenn (1 + a/2)? < (1 — a/2)? gilt. Dies ist aber
genau dann der Fall, wenn a < 0 gilt, womit die Erhaltung der Isometrie folgt.

Ungliicklicherweise ist es aber so, dass diese Eigenschaft stets gemeinsam mit einer anderen
— unerwiinschten — Eigenschaft auftritt. Um diese zu illustrieren, betrachten wir die
implizite Mittelpunktregel angewendet auf die Gleichung 4(¢) = Az(t) mit A = —1000 und
Schrittweite h = 0.01.

Zwar ist die Losung asymptotisch stabil, allerdings konvergiert sie nicht — wie die exakte
Losung — monoton sondern oszillierend gegen 0. Zudem konvergiert die numerische Ap-
proximation um so langsamer gegen 0, je grofier |A| wird. Und dass, obwohl die exakte
Losung eMxg ja fiir negative A um so schneller gegen 0 konvergiert, je groBer |A| ist. Dies
kann man auch an der Stabilitdtsfunktion sehen, die fiir betragsmifig grofle negative A
Werte R(\) =~ 1 und damit sehr langsame Konvergenz gegen 0 liefert. Die Approximation
zeigt also das richtige Konvergenzverhalten, hat ansonsten aber nicht viel mit der exakten
Losung zu tun.
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Abbildung 6.4: Oszillationen bei der impliziten Mittelpunktregel

Dies ist kein Zufall, denn jedes isometrieerhaltende Verfahren besitzt diese Eigenschaft.
Der Grund liegt darin, dass fiir rationale Funktionen der Grenzwert

lim R(Zk)
k—o00

— sofern er existiert — fiir alle komplexen Folgen (zx)reny mit |zx| — oo identisch ist,
unabhéngig von der Wahl der Folge z;. Fiir 2z, = by gilt aber nun |R(zx)| = 1 (weil
|R| in der rechten komplexen Halbebene Werte > 1 und in der linken Halbebene Werte
< 1 annimmt, muss aus Stetigkeitsgriinden fiir rein imaginire Zahlen |R(z;)| = 1 gelten).
Also gilt fiir by, — oo die Konvergenz limy_, |R(2;)| = limg_yo0 |R(ib;)| = 1 und damit
auch fiir alle anderen Folgen. Insbesondere gilt also limg, —,—o |R(ag + ib)| = 1 fiir alle
b € R und damit |R(a + ib)| ~ 1 fiir betragsméBig grofie negative a. Dies erkldrt die
langsame Konvergenz der isometrierhaltenden Verfahren bei sehr schnell konvergierenden
Differentialgleichungen.

Was man stattdessen zur guten Approximation der Losung haben mochte, ist die Konver-
genz R(ajp +ib) — 0 fiir a, — —o0. Dies wiirde garantieren, dass mit der exakten auch die
numerische Losung immer schneller gegen 0 konvergiert.

Definition 6.8 Ein Runge-Kutta-Verfahren heiffit L-stabil, wenn es A-stabil ist und zudem
lim R(z) =0
k—o0

gilt fiir alle komplexen Folgen (zx)gen mit |zx| — oo. O

Wir schreiben diese Bedingung auch kurz als R(co) = 0. Beachte, dass R(co) wohldefiniert
ist, da der Grenzwert limy_, o, R(zx) fiir |z;x| — oo nicht von der Wahl der zj abhéngt. Fiir
diese Gleichung kann man eine hinreichende Bedingung an die Koeffizienten des Runge-
Kutta-Verfahrens herleiten.

Satz 6.9 Wenn die Koeffizientenmatrix A eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens inver-
tierbar ist und eine der beiden Bedingungen

as; =0b;j fiir j=1,...,5 oder a; =by firi=1,...,s

gelten, so gilt R(co) = 0. Falls das Verfahren zusétzlich A-stabil ist, so ist es L-stabil.
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Beweis: Da die Stabilitatsfunktion durch

—1
R(z) =14 20T (Id — zA)te =1+ bT Cld — A> e

gegeben ist, folgt
R(o) =1-b"Ate.

Im Fall der ersten Bedingung gilt A”e, = b, wobei e; = (0,...,0,1)T € R®. Damit folgt
el A =bT, folglich eI = b7 A~ und damit
R(o)=1-ele=1-1=0.

Im Fall der zweiten Bedingung gilt Ae; = eb; und damit A~ te = (1/b1,0,...,0)T. Damit
folgt
R(OO)Il—bl/blzl—lzo.
1l
L-Stabilitét spielt eine wichtige Rolle bei der Losung sogenannter Differential-Algebraischer
Gleichungen sowie bei singulér gestorten Problemen, da bei diesen Problemen typischer-
weise Eigenwerte mit betragsmiiflig sehr grofien negativen Realteilen auftreten. Ein Beispiel

fiir ein L-stabiles implizites Runge-Kutta-Verfahren ist das Radau ITA-Verfahren (mit Ord-
nung p = 5) mit dem Butcher-Tableau

4—/6 88—7/6 296—169v6 —2+3v6

10 360 1800 225
446 | 296+169v6 88+7/6 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—v6 16+v6 1

36 36 9
16—/6 1646 1
36 36 9

Offenbar ist hier gerade die erste Bedingung von Satz 6.9 erfiillt.

Das Problem mit der A-Stabilitdt ist, dass es viele numerische Verfahren gibt, die nicht
A-stabil sind, fiir Eigenwerte und Schrittweiten in “sinnvollen” Bereichen aber trotzdem
gute Losungen liefern. Es ist daher zu einschréiinkend, prinzipiell A-Stabilitéit zu fordern,
wenn man es mit steifen Differentialgleichungen zu tun hat. Nichtsdestotrotz ist es er-
strebenswert, Stabilitit fiir Eigenwerte mit beliebig kleinen Realteilen zu haben (also ein
unbeschrinktes Stabilitdtsgebiet), allerdings nicht fiir beliebige Kombinationen von Real-
und Imaginérteil.

Eine Stabilitdtsbedingung, die dies mathematisch prézise definiert, ist die folgende A(a)-
Stabilitét.

Definition 6.10 Ein Runge-Kutta Verfahren heifit A(«)-stabil fir ein o > 0, falls der
Sektor
So:={2€C|z#0und |arg(—2)| < a}

im Stabilitéitsgebiet S enthalten ist. a

Ein Beispiel fiir eine Methode, die A(«)-stabil aber nicht A-stabil ist ist die sogenannte
(0, 3)-Padé-Approximation, mit o = 88.23°. Fiir Details siehe [3, Abschnitt IV.3].
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6.4 Nichtlineare A-Stabilitat

Wie am Ende von Abschnitt 6.2 bereits erwihnt, gelten die bisher gemachten Stabilitéits-
aussagen auch fiir autonome nichtlineare Differentialgeichungen #(t) = f(z(t)) in der Nédhe
von Gleichgewichten. Allerdings ldsst sich mit der linearen Theorie basierend auf Jacobi-
Matrizen und Eigenwerten prinzipiell keine Aussage iiber das Verhalten weit weg von den
Gleichgewichten machen.

Um eine Eigenschaft wie die A-Stabilitdt nicht nur in der Nihe von Gleichgewichten nach-
zuweisen (also die Tatsache, dass die Approximationen fiir alle Schrittweiten asymptotisch
stabil sind), benétigt man andere Methoden. Eine davon sind die sogenannten Lyapunov-
Funktionen.

Definition 6.11 Eine stetig differenzierbare Funktion V' : R™ — R heifit Lyapunov-
Funktion fiir eine autonome gewohnliche Differentialgleichung #(t) = f(x(t)) an einem
Gleichgewicht x*, falls die folgenden Bedingungen gelten.

(a) V(2*) =0 und V(z) > 0 fur alle z # z*
(b) V(xy,) — oo fiir alle Folgen (zy,)nen mit ||z, | — oo fir n — oo

(c) DV (z)f(z) <0 fur alle z # z*.

Satz 6.12 Betrachte eine autonome gewohnliche Differentialgleichung #(t) = f(x(t)) auf
D = R" mit einem Gleichgewicht z*. Falls eine Lyapunov Funktion V existiert, so konver-
gieren alle Losungen z(t) der Differentialgleichung fiir ¢ — oo gegen x*.

Beweisidee: Aus (c) folgt mit der Kettenregel die Ungleichung

%V(ﬂf(t)) = DV (z(t))@(t) = DV (x(t)) f(x(t)) <O,

falls x(t) # «*. Daraus folgt, dass t — V(x(t)) streng monoton féllt, so lange die Losung
nicht bereits im Gleichgewicht x* ist. Weil V' (z(t)) wegen (a) zudem nach unten beschriankt
ist, konvergiert V(x(t)) fiir ¢ — oo gegen einen Wert V.. Daraus folgt wiederum, dass die
Ableitung %V(x(t)) gegen 0 konvergieren muss. Dies kann wegen (c) nur passieren, wenn
x(t) — x* oder wenn |z(t)|| — oo konvergiert. Wegen (b) und der Beschrinktheit von
V(z(t)) ist aber nur ersteres moglich. U

Bemerkung 6.13 Tatséchlich folgt aus der Existenz einer Lyapunov Funktion mehr als
nur die Konvergenz, nidmlich die sogenannte globale asymptotische Stabilitit. Neben der
Konvergenz umfasst diese Eigenschaft auch die Tatsache, dass Losungen die in der Nahe
von z* starten fiir alle positiven Zeiten in der Nihe von z* bleiben. O

Die Idee einer nichtlinearen Verallgemeinerung der A-Stabilitdt liegt nun darin nachzu-
weisen, dass eine Lyapunov Funktion der Differentialgleichung fiir beliebige Schrittweiten
auch eine Lyapunov Funktion fiir die numerische Approximation ist. Dazu geniigt es, das
Gegenstiick zu Bedingung (c) aus Definition 6.11 nachzuweisen, ndmlich
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() V(®(x,h)) < V() fiir alle z # z*.

Es ist nun leider zu optimistisch anzunehmen, dass es ein Verfahren gibt, mit dem (¢’) fiir
alle h > 0, alle Lyapunov Funktionen und alle Differentialgleichungen gilt. Man kann aber
beweisen, dass (¢’) fiir alle Schrittweiten h > 0 gilt

e fiir das implizite Euler-Verfahren, wenn V' eine konvexe Funktion ist, wenn also fiir
alle 21,22 € R™ und alle A € [0, 1] gilt

V(Az1 + (1 = Nza) < AV (1) + (1 = NV (22),
siehe [9, Theorem 4.17]

o fiir die implizite Mittelpunktregel, wenn V eine positiv definite quadratische Funktion
ist, wenn also eine positiv definite Matrix P € R™*" gibt, so dass V von der Form

V(z) =2’ Px

ist, siehe [13, Satz 5.15].

Da jede exponentiall stabile lineare zeitinvariante Differentialgleichung #(t) = Ax(t) eine
quadratische Lyapunov Funktion besitzt und da eine solche stets konvex ist, bilden beide
Aussagen eine echte Verallgemeinerung der linearen A-Stabilitét.

Die Aussage fiir das implizite Euler-Verfahren folgt mit einigen (relativ einfachen) Argu-
menten aus der konvexen Analysis, die Aussage iiber die implizite Mittelpunktregel mit
Hilfe einer geeigneten Taylor-Entwicklung unter Ausnutzung der Tatsache, dass die zweite
Ableitung der quadratischen Funktion V' konstant ist.
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Kapitel 7

Schrittweitensteuerung

Nach den eher theoretischen Uberlegungen des letzten Kapitels wollen wir uns jetzt wieder
algorithmischen Aspekten widmen. Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Schritt-
weiten h; gegeben sind, meistens haben wir sie als konstant h; = h angenommen. In diesem
Kapitel wollen wir uns {iberlegen, wie man die Schrittweiten automatisch so steuern kann,
so dass dort, wo es nétig ist, kleine Schrittweiten gewéhlt werden, damit eine gewiinschte
Genauigkeit eingehalten wird und dort, wo es ohne Genauigkeitsverlust moglich ist, grofie
Schrittweiten erlaubt werden, die eine schnellere Rechnung erméglichen. Wir nehmen dabei
durchgehend an, dass das Vektorfeld der betrachteten DGL hinreichend oft differenzierbar
ist, so dass die Konsistenzordnungen der betrachteten Verfahren tatséchlich realisiert wer-
den.

7.1 Fehlerschitzung

Zur Entscheidung dariiber, ob die Schrittweite grofi oder klein gewéhlt werden soll, ist es
notig, den Fehler zu kennen, den wir im aktuellen Schritt machen. Wir wollen uns zuerst
tiberlegen, welcher Fehler hierfiir wichtig ist. Hierbei miissen wir zunéchst iiberlegen, wie
wir die Schrittweite steuern wollen. Wie in der numerischen Praxis iiblich wollen wir uns
hier darauf beschrinken, zur Zeit t; eine gute Schrittweite h; fiir den Schritt von ¢; nach
tiv1 = ti + h; zu bestimmen und dabei auch einen “Schrittweitenvorschlag” h;iq fiir den
néchsten Schritt zu machen. Wir wollen aber nicht zum Zeitpunkt ¢; die Schrittweiten in
vorhergehenden Schritten ¢; fiir j < ¢ nachtréglich korrigieren, da die dadurch anfallenden
Neuberechnungen algorithmisch sehr ineffizient wéren.

Um ein gutes h; zu bestimmen, miissen wir den Fehleranteil kennen, der durch den Schritt
von t; nach t;1 hervorgerufen wird. Dieser Fehleranteil wird lokaler Fehler genannt. Wir
haben in der Konvergenzanalyse in Abschnitt 2.3 verwendet, dass sich der Fehler zur Zeit
t;+1 mittels

[Z(tit1) —z(tir ) < NP, 2(8), hi) — Pt z(t:), hi) |
+ @i, x(ti), hi) — x(tivas ti, ()]

55
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zerlegen lisst. Diese Zerlegung war fiir unsere theoretischen Uberlegungen niitzlich, hier
ist sie nicht so giinstig, da wir den in diesem Schritt hinzukommenden Fehleranteil

(s, z(t:), hi) — o (ti1; ti, o))

nicht berechnen kénnen, da wir z(¢;) nicht kennen. Statt also in der Dreiecksungleichung
den Term ®(t;, z(t;), hi) einzuschieben, schieben wir den Term x(¢;41; t;, Z(¢;)) und erhalten
o

1Z(tiv1) — z(tiv)|| < NP, 2(t:), hi) — 2(tigr, i, 2(8))]|
+ Nz(tiv1, ti, T(t:) — 2(tiv1, ti, () ||

Der zweite Fehlerterm héngt hierbei im Wesentlichen von dem bis zum Zeitpunkt ¢; ge-
machten Fehler ab, den wir nur durch Anderung der Zeitschritte h; fiir j < i beeinflussen
konnen, was wir gerade nicht machen wollen. Der Fehlerterm, den wir mit der Wahl von
h; wirklich beeinflussen konnen, ist der erste.

Die Idee der Schrittweitensteuerung (man sagt auch “adaptive Wahl der Schrittweite”)
liegt nun darin, h; so grof3 zu wéhlen, dass die Fehlerbedingung

(s, 2(ti), hi) — w(tiv1, ti, (t:))]| < tol

fiir eine vorgegebene Grofle tol > 0 gerade eingehalten wird. Dies ist natiirlich so nicht
moglich, da wir dafiir die exakte Losung x(t;41,Z(t;), t;) kennen miissten. Um dieses Pro-
blem zu losen, verwendet man einen sogenannten Fehlerschitzer, der wie folgt definiert
ist.

Definition 7.1 Eine numerisch berechenbare Grofle € heifit Fehlerschdtzer fiir den tatséich-
lichen Fehler € eines numerischen Verfahrens, falls von € und ¢ unabhéngige Konstanten
K1, ko > 0 existieren, so dass die Abschétzung

k1€ < € < Koe
gilt. o
Wie koénnen wir nun fiir unsere Einschrittverfahren einen solchen Fehlerschatzer bekom-

men? Die Idee besteht darin, den Schritt von ¢ nach t;41 = t; + h; mit zwei Verfahren d
und @ verschiedener Konsistenzordnung p und p zu berechnen. Fiir

ﬁi = (/I;(ti, f)(ti), hz) — x(ti+1,ti,§:(ti)) und ni ‘= (I)(ti,i(ti), hl) — x(ti+1,ti,§c(ti))

gilt damit .
o= |1l < ERPYY und e = |nil| < ERPT (7.1)

Wir nehmen hierbei an, dass p > p + 1 gilt und dass p die maximale (oder echte) Konsi-
stenzordnung von @ ist. Damit ist ® das genauere Verfahren, weswegen fiir alle hinreichend
kleinen h; > 0 die Ungleichung ¢; < &; bzw.

h="<1 (7.2)
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gilt, da 8 — 0 strebt, wenn h; — 0 geht.

Wir definieren den Fehlerschatzer nun als

Ei= |7 mit 7= B(t;, #(t:), hi) — B(ti, #(t:), hi). (7.3)

Der folgende Satz zeigt, dass diese Grofle tatséchlich ein Fehlerschétzer im Sinne von De-
finition 7.1 ist.

Satz 7.2 Betrachte zwei Einschrittverfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und p
mit p > p+ 1. Dann ist die GréBle € aus (7.3) fiir alle hinreichend kleinen Schrittweiten
hi > 0 ein Fehlerschitzer fur &; aus (7.1).

Beweis: Wir wihlen h; so klein, dass die Abschitzung (7.2) gilt und 6 < 6y < 1 ist. Aus
der Definition von 7 folgt n = 7%; — n;, also

1% = all _ llmill _ e _ o

Al il &

Damit ergibt sich

. 5 9 —all\ | . ) L I
(1—=0)é = (1—-0)|nll = (1 - = W90 = 7l = 1o — a1l < |7l = &,
——

171
ZlIn:ll =7l
also die untere Abschitzung mit k1 = 1 — 6y und
e (o WAl
= |7l < l9all + M9 —all = { 1+ T 17l = (L + O)|I7ill = (1 + 0)é,
1
also die obere Abschéitzung mit ko = 1 + 6. U

Beachte, dass die Giiltigkeit des Fehlerschétzers entscheidend von (7.2) abhéngt, also nur
fiir bereits hinreichend kleine Schrittweiten gilt.

7.2 Schrittweitenberechnung und adaptiver Algorithmus

Wir wollen nun untersuchen, wie man aus dem geschétzten Fehler effektiv eine neue Schritt-
weite berechnen kann. Hierzu ben6tigen wir eine weitere Annahme, ndmlich dass der Fehler
¢; fur kleine h; von der Form A

éi ~ Cihf+1 (74)
ist. Fiir Runge-Kutta-Verfahren ist dies erfiillt, falls f p + 2-mal stetig differenzierbar ist,
wobei sich die ¢; gerade aus dem zu h? i gehorigen Koeflizienten der Taylor-Entwicklung
ergeben. Allerdings ist der exakte Wert von ¢; unbekannt bzw. kann nur mit unverh&lt-
nisméfig grolem Aufwand berechnet werden.

Sei nun eine Fehlerschranke ¢ol > 0 fiir den lokalen Fehler vorgegeben. Wir fiihren jeweils
einen Schritt mit beiden Verfahren ® und ® zum Zeitschritt h; durch. Sei £ der geméf$ (7.3)
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berechnete Fehlerschéitzer. Fiir kleine Schrittweiten gilt k1 = ko ~ 1, also € & &; =~ cihf +

Hieraus konnen wir einen Schitzwert

g
T pHl
h;

&

fiir ¢; berechnen. Die gewiinschte Fehlertoleranz wird damit (approximativ) fiir diejenige
Schrittweite hj pe, eingehalten, fiir die die Gleichung

hﬁ-‘rl _ € ptl
i,neu hﬁ+1 i,neu
%

hneu = ﬁ+\1, L?lh
9

gilt. Da diese Gleichungen (wegen der verschiedenen “~”) nur niherungsweise gelten, fiihrt
man in der Praxis noch einen “Sicherheitsfaktor” p € (0,1) ein, um die Fehlerquellen bei
der Fehlerschétzung zu kompensieren: man setzt

tol = ¢;

bzw.

p+1 tol

h;.

hi,neu = ?

FEine typische Wahl hierfiir ist p = 0.9.

Nach der Durchfithrung eines Schrittes mit Schrittweite h; und der Schatzung des Fehlers
¢ konnen nun zwei Félle auftreten:

(i) € > tol:

In diesem Fall wird der Schritt mit h; = hjpey erneut durchgefiithrt (“zuriickweisen und
wiederholen”).

(ii) € < tol:

In diesem Fall wurde die gewiinschte Genauigkeit tol erreicht. Der Schritt wird akzep-

tiert und die neue Schrittweite h; e, wird als Schrittweite h; 1 fiir den néchsten Schritt
verwendet (“akzeptieren”).

Beachte, dass die Schrittweite in Fall (i) immer verkleinert wird. Die Wahl von hj pey
als Schrittweitenvorschlag fiir h;11 in (ii) ist also ein notwendiger Schritt, damit auch Ver-
groferungen der Schrittweite ermdglicht werden und darf daher auf keinen Fall weggelassen
werden.

Formal lassen sich unsere Uberlegungen in dem folgenden Grundalgorithmus zusammen-
fassen.

Algorithmus 7.3 (Einschrittverfahren mit Schrittweitensteuerung)

Eingabe: Anfangsbedingung (to, o), Endzeit T, Toleranz tol > 0, Sicherheitsfaktor p,
FEinschrittverfahren ® und ® mit unterschiedlichen Kosistenzordnungen p > p+ 1, Schritt-
weitenvorschlag hg fiir den ersten Schritt

(1) Setze g = xg, 1 =10
(2) Falls t; = T, beende den Algorithmus; falls ¢; + h; > T, setze h; =T — t;.
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(3) Berechne tjy1 = t; + h, i‘%_H = O(t;, T4, hy), i:?_H = &D(ti,i:i,hi), den Fehlerschitzer €
und den Schrittweitenvorschlag h; peu

(4) Falls € > tol setze h; = hj ney und gehe zu (3)

(5) Falls £ < tol setze Z;y1 := :i%ﬂ, hit1 = Rineu, © := i+ 1 und gehe zu (2)
Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in tg,...,tny =T, O

Beachte, dass wir in (5) die genauere Losung 7} 1 zum Weiterrechnen und fiir die Ausgabe
verwenden. Diese Praxis wurde frither (und zum Teil noch heute) abgelehnt, da der Feh-
lerschétzer ja den Fehler in :Z‘f .1 misst. Da das gesamte Verfahren aber auf der Annahme
(7.2) beruht, die gerade besagt, dass ® (also 1) eine genauere Approximation ist, ist es

durchaus gerechtfertigt, diesen Wert zu verwenden.

In der Praxis wird der Algorithmus in mehreren Punkten verfeinert:

(i) Statt in der euklidischen Norm wird £ in der Maximumsnorm

e = liloe = max i

berechnet, da diese schneller auszuwerten ist.

(ii) Der Bruch tol/é in der Berechnung der neuen Schrittweite wird durch einen Wert
ersetzt, in dem der absolute und der relative Fehler eingeht. Z.B. verwendet man
statt tol /¢ den Wert 1/err mit

_ |75
err = max =
J=L.n atol + | @] - rtol
fiir absolute und relative Fehlertoleranzen atol und rtol > 0; das Fehlerkriterium & <
tol wird dabei zu err < 1. Damit wird bei betragsméBig grofien Losungskomponenten
|®;| ein groBerer Fehler erlaubt, was Probleme mit Rundungsfehlern vermeidet, die
bei sehr groflen Komponenten ebenfalls groff werden kénnen, weswegen eine rein
absolute Fehlertoleranz in diesem Fall nicht einzuhalten wiére.

(iii) Die erlaubte Schrittweite wird durch Schranken Ay, und hy,e, nach unten und oben
beschrénkt. Falls fiir die berechnete Schrittweite hyney < hmin gilt, so wird eine War-
nung ausgegeben oder mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

(iv) Der Variationsfaktor der Schrittweite, der durch

tol 5 1
pi bzw. allgemeiner durch 7§/ p—
5 err

p+1

gegeben ist, wird durch Schranken p,;, und ppq. nach unten und oben beschrankt.
Dadurch werden starke Schwankungen der Schrittweite vermieden.

(v) Im Falle eines Fehlberg-Verfahrens (vgl. Abschnitt 7.3) setzt man in Schritt (5) hiy1 =
h; falls b pey = h;. Damit kann man Zwischenergebnisse aus dem i-ten Schritt effizient
im 7 + 1-ten Schritt verwenden.
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Einige dieser Punkte werden in der Programmieraufgabe auf dem aktuellen Ubungsblatt
beriicksichtigt; dort ist auch der oben angegebene Algorithmus noch einmal in etwas anderer
Form dargestellt.

Abbildung 7.1 zeigt die Anwendung dieses Algorithmus auf das aus den Ubungen bekannte
restringierte Dreikérperproblem (Satellitenlaufbahn). Die Gitterpunkte ¢; sind auf der in
Kurvenform dargestellten Losung markiert. Das Beispiel wurde mit der Routine ode45
in MATLAB mit atol = rtol = 10~ gerechnet; die Routine verwendet zwei Runge-Kutta-
Verfahren der Konsistenzordnung 4 und 5.

1.

o
(0

Abbildung 7.1: Adaptive Schrittweitensteuerung an einem Beispiel

7.3 Eingebettete Verfahren

Die in vielen Beispielen sehr effiziente Schrittweitensteuerung hat den Nachteil, dass man
zur Berechnung des Fehlerschétzers zwei Einschrittverfahren ® und ® in jedem Schritt
auswerten muss. Der Aufwand dieser Auswertungen kann allerdings betrichtlich reduziert
werden, wenn man hierfiir geschickt gewihlte Verfahren verwendet, die sogenannten ein-
gebetteten Runge-Kutta- Verfahren.

Wir betrachten zur Erlauterung zwei Verfahren ® und ® mit Konsistenzordnungen p und
p > p + 1. Bezeichnen wir die Stufen der Verfahren mit IQ:Z bzw. k;, so besteht die Idee
der Einbettung einfach darin, dass die Verfahren so konstruiert werden, dass ki = k; fiir
i =1,...,s gilt. Fiir die Koeffizienten der Verfahren muss also a;; = a;; und ¢; = ¢; gelten,
weswegen wir bei den alten Bezeichnugen a;; und ¢; bleiben. Lediglich b; und b; unterschei-
den sich. Ein solches Paar (®, ®) eingebetteter Verfahren wird mit RKp(p) bezeichnet. Sie
werden in einem Butcher-Tableau der Form

C1
C2 | a21
C3 | a3z1 as2

Cs | Qs1 Qs2 -+ Qgs—1
bl b2 bs—l bs

by by - bey b
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dargestellt. Um zu zeigen, dass eine solche Einbettung nicht ganz trivial ist, betrachten wir
das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit Ordnung 4, das durch die Koeffizienten

— N = O

o= | O N
o | O NI
AN | =

o=

gegeben ist. Wir wollen dieses als Verfahren ® der Ordnung p = 4 verwenden und versuchen,
Koeffizienten b” = (b, ba, b3, by) zu finden, so dass

4
O(t,x,h) =x+h» bk

=1

cin Verfahren ® der Ordnung p = 3 ergibt, womit wir ein RK4(3)-Verfahren erhalten
wiirden. Wenn man die Bedingungsgleichungen aus Satz 4.5 (iii) 16st, so stellt man fest,
dass die einzige Losung durch b7 = (1/6,1/3,1/3,1/6) gegeben ist. Wir erhalten damit
o = ®, was keine sinnvolle Losung ist, da sich die zwei Verfahren in der Konsistenzordnung
echt unterscheiden miissen. So paradox es erscheinen mag: Um ein Verfahren niedrigerer
Konsistenzordnung zu erhalten, miissen wir eine Stufe hinzunehmen, also s um 1 erhéhen.

Um die Berechnung der nétigen weiteren Stufe (nun wieder mit ks bezeichnet) moglichst
effizient zu gestalten, hilft ein Trick, den E. Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelt hat:
Wir wihlen die letze Stufe gerade so, dass

ks = ki (7.5)

gilt, wobei k] die erste Stufe des néchsten Schritts des Verfahrens bezeichnet. Damit muss
man trotzdem eine Stufe mehr berechnen, kann diese aber speichern und im n#chsten
Schritt des Verfahrens verwenden, wenn die Schrittweite h;11 = h; gewédhlt werden kann
(vgl. Punkt (v) in den praktischen Anmerkungen zu Algorithmus 7.3). Ein s-stufiges Ver-
fahren mit diesem Trick ist also effektiv ein s — 1-stufiges Verfahren.

Der Fehlberg-Trick lédsst sich in Bedingungen an die Koeffizienten der letzten Stufe s aus-
driicken. Wegen Konsistenz und Autonomieinvarianz gilt k1 = f(¢,z), also kf = f(t +
h,®(t,z,h)). Damit ergibt sich (7.5) zu

s—1 s
flt+csh,m+ b agk;) = ft+ha+hY_ bikj),
j=1 j=1

—hs =k
was gerade dann der Fall ist, wenn fiir die Koeflizienten der s-ten Stufe die Bedingungen
cs=1, bs=0, asg=0b; firj=1,...,5-1 (7.6)

gelten. Beachte dass es keine Garantie gibt, dass dieser Trick wirklich auf eine sinnvolle
Losung fiir b fithrt; wenn dies aber gelingt, so liefert er eine sehr effiziente Losung.
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Wir wollen diesen Trick auf das klassische Runge-Kutta-Verfahren anwenden. Dazu miissen
wir die unbestimmten Koeffizienten in dem Butcher-Tableau

0

1)1

2 2

1 1

3|0 3

10 o0 1

C5 | G51 Aas2 (53 (b4
1 2 2 1
6 6 6 © U

61 62 63 64 65
bestimmen. Aus (7.6) erhalten wir
1 1
51 =054 = &, G52 = 53 = 3

und aus den Bedingungsgleichungen von Satz 4.5 (iii) erhélt man die Losungen

bl =(1/6,1/3,1/3,1/6,0) und b' = (1/6,1/3,1/3,0,1/6).

C5:1,

Die erste fithrt wiederum auf ® = ®, die zweite hingegen fiihrt tatséichlich auf ein Verfahren
mit maximaler Konsistenzordnung 3. Zusammenfassend erhalten wir

0
11
212
1 1
210 3
110 0 1
1112 21
6 6 6 6
1 2 2 1
6§ 6 6 65 Y
1 2 2 1
6§66 0 %

Dieses von Fehlberg Ende der 1960er Jahre entwickelte Verfahren ist fiir anspruchsvolle
numerische DGL-Probleme durchaus schon zu gebrauchen.

Die heutzutage gebriuchlichsten eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren wurden allerdings
erst Anfang der 1980er Jahren von J.R. Dormand und P.J. Prince entwickelt. Es handelt

sich um ein effektiv 6-stufiges RK5(4)-Verfahren mit den Koeffizienten

0

1 1

5 5

3 3 9

10| 40 10

4| 44 56 32

5 15 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 720

1| 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656

1| 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 i
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
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sowie um ein 13-stufiges RK8(7)-Verfahren, das sich z.B. im Abschnitt 5.4 des Buches von
Deuflhard /Bornemann findet. Diese Verfahren sind deswegen besonders gut, weil der von
f unabhéngige Anteil der Konstanten F in der Konsistenzabschitzung fiir ® sehr klein im
Vergleich zu anderen Verfahren ist. Das Dormand-Prince-RK5(4)-Verfahren ist MATLABs
“Standardléser” und ist dort unter dem Namen ode45 implementiert. Im Internet finden
sich MATLAB Implementierungen des RK8(7)-Verfahrens unter dem Namen 0de87.m (zu
finden mit Google mit dem Suchbegriff ode87 matlab).
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Kapitel 8

Kollokationsmethoden

Eine Methode, um Runge-Kutta-Verfahren hoher Konsistenzordnung zu konstruieren, ohne
dabei direkt die Bedingungsgleichungen aus Satz 3.7 zu verwenden, ist die sogenannte Kol-
lokation. Sie beruht auf der Idee der Polynominterpolation, wobei die Losung der Gleichung
durch ein Polynom angen&hert wird. Die Idee liegt darin, ein Polynom zu konstruieren, wel-
ches die Differentialgleichung an einer vorgegebenen Menge von Zeiten t + c1h,...,t+ csh
exakt erfiillt. Die Kollokation fithrt dabei in der Regel auf implizite Verfahren.

Definition 8.1 Sei s € N und ¢y, ..., ¢ € [0,1]. Das Kollokationspolynom p(t) vom Grad
s ist das Polynom p € Py, welches fiir gegebene z € R™, tc € R, h >0 und f: D — R"”,
D C R x R™ die Bedingungen

p(to) =x und p(tg+ c;h) = f(to + cih,p(to + ¢;h)) firallei=1,...,s
erfiillt. Das Kollokationsverfahren ist dann gegeben durch

®(to, x, h) =p(to + h).

Beispiel 8.2 Fiir s = 1 ist p von der Form p(t) = po + p1(t — tp), also p(t) = p1. Aus der
ersten Bedingung erhélt man sofort pg = x. Fiir ¢; = 0 ergibt sich die zweite Bedingung zu

p1 = f(to,p(to)) = f(to, )

und man erhilt ®(tg, x,h) = p(to+ h) = po + hp1 = = + hf(to, ), also das explizite Euler-
Verfahren. Mit &hnlichen Rechnungen sieht man, dass man fiir ¢; = 1 das implizite Euler-
Verfahren und fiir ¢; = 1/2 die Mittelpunktregel Z(to + h) = Z(to) + hf(to + h/2, (Z(to +
h) + &(to))/2) erhilt.

Fiir s =2 und ¢; = 0, ¢co = 1 erhélt man die implizite Trapezregel. a

Bemerkung 8.3 Beachte, dass wir hier stillschweigend angenommen haben, dass ein In-
terpolationspolynom mit den angegebenen Bedingungen existiert und eindeutig ist. Letzte-
res ist nicht unbedingt der Fall, genauso wie implizite Runge-Kutta-Verfahren nicht unbe-
dingt eine eindeutige Losung besitzen miissen. Ein Gegenbeispiel werden wir in Bemerkung
8.6 betrachten. a
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Der folgende Satz zeigt, dass die Kollokationsmethode tatséchlich wieder Runge-Kutta-
Verfahren erzeugt.

Satz 8.4 Die Kollokationsmethode aus Definition 8.1 liefert das gleiche Einschrittverfah-
ren ® wie das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren mit Koeffizienten ¢y, ..., cs,

c; 1
aij:/o Lj(T)dT, bz:/o Li(T)dT (8.1)

mit den Lagrange-Polynomen
T—=C

Li(T):Hci—cj'

j=1
i

Beweis: Sei p das Kollokationspolynom und definiere k; := p(to + ¢;h). Aus der Tatsache,
dass ¢ = D% p(to+c;h)L;(t) ein Polynom aus Ps_ ist, das an s — 1 Stellen mit p € Ps—1
uberemstunmt (vgl. dazu die Einfithrung in die Numerlk), folgt, dass diese beiden Polynome
iibereinstimmen. Also gilt fiir alle t € R

d
- [p(to + th)] = p(to + th)h = thto+cj —thL
7j=1

Integration dieser Gleichung fiir ¢ von 0 bis ¢; liefert

p(to + cih) — p(to) —h/ ZkzL

was wegen p(tg) = x dquivalent ist zu

p(to + c;h) —x—i—hzk‘/ L;(t —m+h2kzaw (8.2)

Finsetzen in die Gleichung fiir p in Definition 8.1 liefert

S
ki = plto + cih) = f(to + cih, p(t + cih)) = f(to + cih,x + 1Y kjaig),
j=1
was genau die definierenden Gleichungen der Stufen k; des Runge-Kutta-Verfahrens sind.
Die erste Gleichung in (8.2) mit oberer Integrationsgrenze 1 statt ¢; liefert

1
®(to, z, h) = (t0+h)—m+h2k/ —x—i-thb],
0

7j=1
und damit die Behauptung. U

Die Bedingungen in (8.1) kann man #quivalent auch als Gleichungssystem fiir die Koeffi-

zienten ausdriicken: Da Zj 1 f 'L, j(7) fiir jedes k = 1,...,s gerade das Interpolations-

polynom durch (cj, ¢ Jf ) ist, gilt S8
(8.1) folgt daher

i1 f 'L;(r) = 771 Aus der ersten Bedingung aus

s k
Zaijc;?_l:% firallek=1,...,q,i=1,...,s (8.3)
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mit ¢ = s und aus der zweiten Bedingung folgt
i 1
Z bjc?_l =7 firallek=1,...,p (8.4)
j=1

mit p = s. Da die ¢; paarweise verschieden sind, liefern diese Gleichungen lineare Glei-
chungssysteme mit invertierbaren Matrizen fiir die Koeffizienten a;; und b;, weswegen die-
se eindeutig bestimmt sind. Die Bedingungen (8.3) und (8.4) mit p = ¢ = s sind also
dquivalent zu (8.1).

8.1 Konsistenz

Satz 8.5 Jede Kollokationsmethode von Grad s besitzt die Konsistenzordnung s, falls
f € C*T1(D,R") mit D = RxR" ist. Zudem liefert das Kollokationspolynom mit p(tg) = z¢
fir alle t € [to,top + h] eine Approximation der exakten Losung x(t) = x(¢;tg,zo) der
Ordnung s + 1, d.h.,

p(t) = x(t) + O(h**) fiir alle t € [to, to + h].

Beweis: Es geniigt, die zweite Aussage zu beweisen, da die erste daraus fiir t = tg + h
folgt. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Fall, dass die Lipschitzkonstante L von
f bzgl. x global, also unabhéngig von ¢ und x gewahlt werden kann.

Betrachte das n-dimensionale Interpolationspolynom ¢ durch die Stiitzstellen (¢o+c;h, f(to+
cih, x(to + ¢;h))). Fiir E(t,h) = f(t,x(t)) — q(t), t € [to, to + h] gilt dann

i) = q(t) + B(t,h) = 3 f(to + cihy a(ty + i) La(t) + B(t, h)
=1

Andererseits gilt fiir das Kollokationpolynom

Pt) =D flto + cih, plto + ;b)) L;(1),
=1

also zusammen

#(t) = p(t) = > (f(to+ cih, x(to + c:h)) — f(to + cih, p(to + ¢:h)) Li(t) + E(t,h). (8.5)
i=1 X

Auf Grund der Lipschitzannahme an f kénnen wir ||A; f|| fir alle ¢ = 1,..., s abschétzen
durch
[Aifl <L max |lz(t) — p(t)]|
tE[to,to-‘rh}

Nach dem Satz iiber den Interpolationsfehler bei der Polynominterpolation gilt zudem

(s+1)
1B R < b max 1O
t€to,to+h] sl
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Integration von (8.5) von tg nach ¢t < ¢y + h und Ausnutzen von z(tg) — p(to) = 0 liefert

w(t) — p(t) = 3" Acf / Li(r)dr + [ E(rh)dr (8.6)
i=1 to to

und damit

t) —p@®)| < hCL L t) — p(t Cohst1
i 190 T POIS L s o) =0 Gl

woraus die Behauptung folgt wenn hC1L < 1.

Falls f nicht global Lipschitz stetig in «x ist, betrachten wir eine kompakte Menge K von
Anfangsbedingungen und die kompakte Menge K5 aus dem Beweis von Satz 2.7 mit T =
to+h. Sei B = Br(0) € RxR™, wobei R > 0 so grof ist, dass Ko C Br(0). Wir betrachten
nun eine C**1-Funktion p : R — R mit p(r) = 1 fiir » < R, p(r) € [0,1] fiir r € [R, R+ 1]
und p(r) = 0 fiir > R und setzen f(t,x) = p(||(t,z)|) f(t,z). Dann ist f € C5T1(D,R")
und damit Lipschitz und weil die Lipschitz-Konstante L fur (¢, z), (t,y) ¢ Br+1(0) offenbar
gleich 0 ist, ist f global Lipschitz. Auf f kann dann der erste Teil des Beweises angewendet
werden. Fiir hinreichend kleines h > 0 folgt daraus p(t) € K» fiir alle t € [to, to + h]. Dort
stimmt f aber mit f tiberein, weswegen die Konsistenz auch fiir f gilt. U

Bemerkung 8.6 Der Satz wird i.A. falsch, wenn D # R x R" ist. Betrachte z.B. die
eindimensionale autonome Gleichung mit

fa)= =

und D = R\ {1}. Fiir (t9,z9) = (0,0) lautet die Losung offensichtlich x(¢;0,0) = 0.
Kollokation mit s = 1 und ¢; = 1 (also mit dem impliziten Euler) liefert aber das Interpo-
lationspolynom p(t) = (1 — h)t/h, denn es gilt

xT

1-h _ 1-h
h 1—(1-h)

p(0) =0 und p0+h) = = f(1=h) = f(p(0+h)).
Daraus folgt ®(0,0,h) = p(0 +h) = 1 — h, was fiir h — 0 gegen 1 und nicht wie fiir
Konsistenz nétig gegen 0 konvergiert.

Tatséachlich ist das obige Polynom nicht das eindeutige Interpolationspolynom. Man priift
leicht nach, dass p(t) = 0 ebenfalls die Bedingungen des Kollokationsverfahrens erfiillt;
fiir dieses Polynom gilt dann auch die Konsistenz. In der Regel bewirkt ein gut gewihlter
Startwert, dass man beim iterativen Losen der nichtlinearen Gleichungen zur Bestimmung
von ¢ gegen die “richtige”, also die konsistente Losung konvergiert. o

Der folgende Satz zeigt, dass man die Konsistenzordnung unter gewissen Bedingungen noch
verbessern kann. Da wir mit diesem Satz eine Konsistenz- und damit auch Konvergenzord-
nung p > s erhalten kann, spricht man auch von ,,Superkonvergenz“.

Satz 8.7 Betrachte ein Kollokationsverfahren, welches die Bedingung (8.4) fiir ein p € N
mit s < p < 2s erfiillt. Dann besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p falls f €
CPYY(D,R") und D = R x R".
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Beweis: Wir betrachten das Kollokationspolynom p als Lésung der gestorten Gleichung

p(t) = f(t,p(t) + 6(t)

mit 0(t) = p(t) — f(¢,p(t)). Ziehen wir die exakte Gleichung von dieser Gleichung ab, so
erhalten wir mit Taylor-Entwicklung der Ordnung 1

§(E) — () = (1 p(0) + 8(0) — F(2(0)) = 92 1,(0) (p(1) — 2(1)) +5(0) + (1)

mit 7(t) = O(||p(t) — z(t)]|?) = O(h?*2) gemiB Satz 8.5. Aus der Losungsformel fiir inho-
mogene lineare Differentialgleichungen (,, Variation der Konstanten“) und p(tg) — z(tg) =0
folgt
to+h
p(to + h) — x(to + h) = / Ot + h,7) (8(r) + r(r)) dr,
to

wobei O die Fundamentallsung der homogenen Gleichung y(t) = %(t, x(t))y(t) bezeich-

net. Das Integral iiber O(tg + h,7)r(7) ist von der Ordnung O(h?**3). Die Funktion
g(7) := O(ty + h,7)d(7) besitzt gerade die Nullstellen 7 = ¢y + hcy, ..., to + hes. Wen-
den wir nun die Quadraturformel

to+h S
/ g(T)dr = ijg(to + hcj)

to j=1

an, so impliziert Bedingung (8.4), dass diese Quadraturformel Polynome vom Grad p — 1
exakt integriert, woraus mit Satz 5.1 aus der ,,Einfiihrung in die Numerischen Mathematik“

to+h S
/ g(T)dT — Z big(to + hej)|| < ChPT

to j=1

und wegen g(top + he;j) = 0 also || ft';ﬁh g(r)dr|| < ChP*! folgt. Die Konstanten in dem
O-Term héngen dabei von den Ableitungen von p ab und dhnlich wie im Beweis von Satz
8.5 kann man zeigen, dass diese durch eine von h unabhéngigen Konstante beschriankt sind.
Damit folgt die behauptete Konsistenz fiir ®(tg, x, h) = p(to + h). U

Bemerkung 8.8 Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Ordnung des Kollokationsver-
fahrens durch die Ordnung des Quadraturverfahrens mit Stiitzstellen ¢; und Gewichten b;
bestimmt ist. a

8.2 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir einige Beispiele fiir Kollokationsverfahren an.

Gauf3-Verfahren Wihlt man ¢y, . . ., ¢s als die Nullstellen des s-ten verschobenen Legendre
Polynoms
dS
dxs

(2*(z —1)%),
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so erhélt man eine Quadraturformel mit Ordnung 2s, vgl. Abschnitt 5.3 der ,,Einfiihrung in
die Numerische Mathematik“. Nach Bemerkung 8.8 besitzt die zugehorige Quadraturformel
also die gleiche Ordnung. Ihre Butcher-Tableaus fiir s = 2 und s = 3, d.h. mit Ordnungen
p =4 und p = 6 sind gegeben durch

1_ V3 1 1_ V3
2 6 4 4 6
1, V3|1, V3 1
2t%6 |1T% 1
1 1
2 2
und
1 /15 5 2 V15 5 /15
2 10 36 9 15 36 30
1 5 4 Vi5 2 5 _ V15
2 36 24 9 36 24
1, V5| 5 |, V15 2, V15 5
2 + 10 6 + 30 9 + 15 36
5 4 5
18 9 18

Radau-Verfahren Bei den Radau-Methoden legt man entweder ¢; = 0 oder ¢ = 1 fest
und bestimmt die restlichen Koeffizienten dann so, dass die Ordnung maximal, d.h. gleich
2s — 1 wird. Die Verfahren mit ¢, = 1 werden Radau IIA-Methoden genannt. Fiir ein
Butcher-Tableau siehe Abschnitt 6.3.

Lobatto ITIA-Verfahren Diese Verfahren besitzen die hochste Ordnung p = 2s — 2 unter
den Bedingungen ¢; = 0 und ¢g = 1. Die Stiitzstellen co, ..., cs—1 miissen dazu gerade die

Nullstellen des Polynoms
ds—2
1371
dxs—2 ) )

sein. Fiir s = 2 erhélt man die implizite Trapezregel, fiir s = 3 und s = 4 ergeben sich die
Butcher-Tableaus

(xsfl(:z —

00 O 0
115 1 _ 1
2124 3 24
1 2 1
Llg 5 %
1 2 1
6 3 6
und
0 0 0 0 0
5—/5 | 1145  25—v5  25—13v56 —14v5
10 120 120 120 120
5+v5 | 11—v5 254135 25+v5 —1—v5
10 120 120 120 120
1 1 5 5 1
12 12 12 12
1 5 5 1
12 12 12 12
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8.3 Unstetige Kollokation

Die Klasse der Kollokationsverfahren enthélt nicht alle in der Praxis gebréuchlichen implizi-
ten Verfahren. Um die durch die Kollokation méglichen relativ einfachen Konsistenzbeweise
auf grofere Klassen von Verfahren anzuwenden, wurde die Idee der unstetigen Kollokati-
on entwickelt. Dabei werden in der Kollokation ¢; = 0 und ¢; = 1 gesetzt und die vier
Bedingungen

p(to) =z, ®(to,=,h) =p(to+h) und p(to + cih) = f(to + cih, p(t + cih))

fiir ¢ = 1 und ¢ = s kombiniert zu den zwei schwacheren Bedingungen

plto) == — b (p(to) ~ f(t0), p(t))

und

Da damit nur noch s — 1 statt s+ 1 Bedingungen an p gestellt werden, ist p nun aus Ps_o.

Auch diese Klasse von Verfahren ist dquivalent zu s-stufigen impliziten Runge-Kutta-
Verfahren und die Sétze 8.5 und 8.7 gelten weiterhin, allerdings wegen der geringeren
Ordnung der Polynome mit O(h*~!) bzw. fiir s < p < 2s — 2. Die geéinderten Bedingungen
wirken sich in den Beweisen in Abschétzung (8.6) aus, wo ein zusétzlicher Fehlerterm der
Ordnung O(h*~!) entsteht.

Zu den Methoden dieser Klasse gehdren gewisse Radau und Lobatto-Verfahren, z.B. die
Lobatto IIIB-Verfahren, bei denen a;; = b; und a;s = 0 festgelegt wird und die rest-
lichen Koeflizienten so gewéhlt werden, dass die Ordnung maximal, also p = 2s — 2 wird.
Fiir s = 3 und s = 4 ergeben sich so die Tableaus

0 1 —1-/5 2-1+V5 0
12 21 24
oL —L o
6 6 5-v5 | 1 254V 25-13V5
111 1 10 12 120 120
2l 3 0
d 54v5 | 1 25413v/5  25—v/5 0
15 un 10 2 120 120
g g O
1 1 11-5 1145 0
. 2 1 2 24 24
6 3 6
1 5 5 1
12 12 12 2
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Kapitel 9

Mehrschrittverfahren

Die Mehrschrittverfahren unterscheiden sich von den Einschrittverfahren dadurch, dass
der Wert Z(t;41) nicht nur von Z(¢;) sondern von einer ganzen Reihe von Vorgéingerwer-
ten Z(tj—g+1),.-.,2(t;) abhidngt. Wie schon bei den Einschrittverfahren gibt es explizite
und implizite Mehrschrittverfahren; erstere geben einen expliziten Ausdruck fiir Z(¢;41),
wéihrend bei letzteren noch eine Fixpunktgleichung zu 16sen ist. Man hofft dabei, dass man
— da ja durch die groflere Anzahl von Punkten mehr Information zur Verfiigung steht —
im Vergleich zu Einschrittverfahren gleicher Konsistenzordnung mit weniger Auswertungen
von f pro Schritt auskommt. Tatséchlich werden wir sehen, dass diese Hoffnung berechtigt
ist.

Zur Motivation betrachten wir wieder Verfahren, die wir heuristisch aus numerischen In-
tegrationsformeln ableiten. Wir nehmen dabei konstante Schrittweite h; = h an. Wenn wir
in der Integralgleichung

tit1
oftion) =altio) + [ (e a(0)de
ti—1
das Integral durch die Mittelpunktregel
tit1
| a0yt~ 2nf s, n(t)
ti—1

ersetzen, so erhalten wir die explizite Mittelpunktregel
i’(ti_;_l) = j(ti_l) + 2hf(ti, .f(tz))

Wiéhlen wir die Simpson-Regel

h

/t. a f(t,x(t))dt ~ §<f(ti+1,$(tz’+1)) +4f (i, x(t:)) + f(tifl’m(tifl)))’

so erhalten wir das (implizite) Milne-Simpson-Verfahren

E(tit1) = Z(ti—1) + g(f(tHla T(tiv1)) +4f (i, 2(t:)) + f(tim1, Z(ti-1)))-

Eine Verallgemeinerung, die diese beiden Verfahren umfasst, ist die folgende Klasse der
linearen Mehrschrittverfahren (MSV).
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Definition 9.1 Ein k-stufiges lineares Mehrschrittverfahren (MSV) ist gegeben durch die
Gleichung

aki(tHk) + ak,lit(ti+k,1) + ...+ ao.%(ti)
~ ~ ~ (9.1)
= (O f(tin) + broa Ftin) + o+ bof (1))

mit der Abkiirzung f(t;) = f(t;,%(t;)), wobei aj # 0 ist o

Mit dieser Klasse von Verfahren wollen wir uns schwerpunktméfBig beschéftigen. Wenn
by = 0 ist, so ist das Verfahren explizit, da es direkt nach Z(t;1x) aufgelost werden kann.
Falls by, # 0 ist, so kann man die entstehenden Gleichungen analog zu den impliziten Ein-
schrittverfahren losen (algebraisch, Fixpunkt-Iteration, Newton-Verfahren,...). Wir be-
schrinken uns zunéchst auf den Fall dquidistanter Schrittweiten h; = h und gehen am
Schluss dieses Kapitels (kurz) auf variable Schrittweiten und Schrittweitensteuerung ein.

Bemerkung 9.2 (i) Zum Start eines Mehrschrittverfahrens benétigt man neben dem An-
fangswert Z(t9) noch die Werte Z(t1),...,Z(tx—1). Diese werden iiblicherweise durch ein
geeignetes Einschrittverfahren bestimmt. Details dazu besprechen wir etwas spéter.

(ii) Wenn man die f-Werte eines Schrittes zwischenspeichert, so muss in jedem Schritt le-
diglich der Wert f(t;11_1) neu berechnet werden. Ein explizites lineares MSV kommt also
mit einer f-Auswertung pro Schritt aus. o

Zur Analyse von MSV hat sich der folgende (aus der Theorie der dynamischen Systeme
stammende) Formalismus als sehr geeignet erwiesen.

Definition 9.3 Auf dem Raum der Gitterfunktionen Ay := {f : T — R"} definieren wir
den Shift-Operator E : A+ — A mittels

E(f)(ti) = f(tit1).

Hierbei erweitern wir unser Gitter formal zu einem Gitter mit unendlich vielen Gitterpunk-
tenT:{tO,tl,tQ,...}. O

Beispiel 9.4 Fiir eine Gitterfunktion mit f(¢;) = a; mit a; = (2,4,8,16,32,...) gilt al-
so E(f) = f mit f(t;) = a; mit a; = (4,8,16,32,64,...). Die Wertefolge wird also um
eine Stelle nach links verschoben, woraus sich der Name Shift-Operator (manchmal auch
'Linksshift” genannt) ergibt. O

Der Shift-Operator erlaubt die folgende, sehr kompakte Schreibweise von Mehrschrittver-
fahren: Mit den Polynomen

P,(z) = ap+ a1z + ...+ apz®

Pb(z) = bo—i—blz—i—...—l-bkzk

kann man (9.1) als

Pa(E)(2)(t:) = hPy(E)(f)(t:) (9-2)
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schreiben, wobei die Potenz E7 des Shift-Operators die j-malige Hintereinanderausfiihrung
des Operators bedeutet.

Wir wollen nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren untersuchen und dabei das fiir die
Einschrittverfahren bewiesene Resultat “Konsistenz + Lipschitzbedingung = Konvergenz”
verallgemeinern. Wir beginnen mit der Konsistenz.

9.1 Konsistenz

Bei der Untersuchung der Konsistenz bei Einschrittverfahren haben wir mittels
e:=|[®@t, x,h) —z(t + hit,z)||

den Konsistenzfehler durch Vergleich des numerischen Verfahrens mit der exakten Losung
erhalten. Die Grofle e ldsst sich aber auch anders interpretieren:
Fiir die numerisch berechnete Gitterfunktion gilt gerade die Gleichung

12 (tiy1) — D(ti, 2(t:), h)[| = 0
Setzen wir hier nun die exakte Losungsfunktion z(t) = z(¢; o, zo) ein, so erhalten wir
[ (tiv1) — @(ts, 2(t:), h)|| = €,
also gerade wieder unseren Konsistenzfehler fiir z = xz(¢;). Beachte, dass jede Funktion

x : [to, T] — R™ auch eine Gitterfunktion auf den in [to, T liegenden Gitterpunkten ist.

Dieses Verfahren “Einsetzen der exakten Losung in die numerische Gleichung” lésst sich
auf viele numerische Verfahren anwenden, z.B. auf unsere Mehrschrittverfahren. In der
kompakten Schreibweise (9.2) miissen wir also die Norm des Konsistenzfehlers

L(z,t,h) = Po(E)(x)(t) — hB(E)(f)(t) = Pa(E)()(t) — hPy(E)(&) (%)

bestimmen. Beachte, dass der Parameter x hier eine Funktion z : [tg, 7] — R" und dass L
nur fiir solche Parametertripel (z,t, h) definiert ist, fiir die [¢,t 4+ hk] C [to, T] gilt.

Definition 9.5 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p, falls
fiir jede p + 1-mal stetig differenzierbare Losung x : [tg, 7] — R™ der Differentialgleichung
(1.1) die Abschétzung

L(z,t,h) = O(RPTY)

gleichméBig in ¢ gilt fiir alle ¢, h, in denen L(x,t, h) definiert ist. O

Interessanterweise hingt die Definition des Konsistenzfehlers L nicht von f ab, da wir die
auftretenden Werte des Vektorfeldes f durch die Ableitungen # ersetzt haben. Dies nutzt
der folgende Satz aus, der Bedingungen angibt, anhand derer man die Konsistenzordnung
eines Mehrschrittverfahrens iiberpriifen kann.

Satz 9.6 Ein lineares Mehrschrittverfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung p €
N, wenn eine der folgenden &dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.
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(i) Fiir jede beliebige p + 1-mal stetig differenzierbare Funktion x : [tg,T] — R™ gilt die
Abschétzung
L(x,t,h) = O(hP*1)

gleichméBig in ¢ fiir alle ¢, h, in denen L(x,t, h) definiert ist.
(i) L(Q,0,h) = 0 fiir alle Polynome Q € P,.
(iii) Es gilt

k k k
daj=0, Y ajt=1> b tirl=1,...,p
=0 j=0 J=0

mit der Konvention 0° = 1.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz durch die Implikationen
(i) = Konsistenzordnung p = (ii) = (i) = (iii) = (i)

“(i) = Konsistenzordnung p”: Dies folgt direkt, da mit jeder beliebigen Funktion auch jede
Losung die behauptete Abschitzung erfiillt.

“Konsistenzordnung p = (ii)”: Gegeben sei ein beliebiges Polynom @ € P,. Mit f(¢,z) =

Q(t) erhalten wir eine “triviale” Differentialgleichung, deren Losung @ ist. Nach Definition
der Konsistenzordnung folgt also

L(Q,0,h) = O(hPT1).

Da @ ein Polynom vom Grad < p ist, muss auch L(Q,0, h) ein Polynom vom Grad < p in
h sein, weswegen L(Q,0,h) = 0 sein muss.

“(ii) = (i)”: Sei z eine beliebige p 4+ 1-mal differenzierbare Funktion und sei Sei Q € P,
das Polynom, das durch die ersten p Terme der Taylorentwicklung von x in ¢* definiert ist.
Dann gilt

x(t) = Q(t) + O(RPTY) fiir alle t € [t* — kh, t* + kh].

Aus der Struktur von L folgt damit sofort die Abschitzung
L(z,t,h) = L(Q,t, h) + O(RP™).

Diese Abschitzung ist gleichmifig in ¢ € [to, T], da das den O(hP*!)-Term bestimmende
Taylor-Restglied gleichméBig beschrinkt auf kompakten Intervallen ist. Aus (ii) wissen wir,
dass L(Q,0,h) = 0 gilt, woraus (durch “Verschieben” des Polynoms) auch L(Q,t,h) =0
folgt, was schliefflich die Behauptung liefert.

“(i) = (iii)”: Die Implikation aus (i) gilt insbesondere fiir konstante Funktionen z = c. Fiir
diese gilt

O(hP™Y = L(x,0,h) = Py(E)x(t) — hPy(E)i(t) =
=0

CLjC.

.
I Mw
o
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Da die rechte Seite unabhéngig von h ist, kann dies nur gelten, wenn die Summe der a;
gleich Null ist, was die erste Gleichung in (iii) zeigt.

Fiir die weiteren Gleichungen in (iii) betrachten wir (i) mit x(¢) = exp(t). Wegen

F7(exp)(0) = exp(jh) = exp(h)’ und %exp(t) = exp(t)

folgt
L(exp,0,h) = Py(exp(h)) — hPy(exp(h))

Wir betrachten die Taylorentwicklung dieses Ausdrucks in A = 0. Diese lautet

P k p—1
1
L(exp, 0, h) :ZﬁZaﬂ Z Zb]jlth—FO hPTL,
=0 =0 ! j=
Aus (i) wissen wir L(exp, 0, h) = O(hPT!), weswegen

P q k p—1

22wt =) Zbﬂ K = O(R )

=0 " j=0 1=0 'g

sein muss. Dieser Summenausdruck ist ein Polynom vom Grad < p in h, und kann daher
nur von der Ordnung O(hPT1) sein, wenn er bereits Null ist. Dies wiederum kann nur dann
gelten, wenn sich die Koeffizienten zu gleichen Potenzen von h zu Null addieren, also

k

k
1 1 1 11 _
“;oa” S P LA

=0
gilt. Dies sind gerade die weiteren Gleichungen aus (iii).
“(iii) = (i)”: Die Taylorentwicklung von L fiir allgemeine = in h = 0 lautet

k

P
L(z,t,h) Z%Zayhl l)

=0 7=0

p—1 1 k
— h ;.Z i RtV @) | + o(ne ),
1= 7=0

[en]

Wenn die Gleichungen aus (iii) gelten, so fallen alle diese Summanden weg, so dass nur
O(hPT1) iibrig bleibt. Diese Abschitzung ist wegen der gleichméiBigen Beschrinktheit des
Taylor-Restgliedes gleichméBig in t € [to, T, weswegen (i) folgt. U

Bemerkung 9.7 Der Fall p = 1 ist hierbei besonders interessant, da er die Frage beant-
wortet, wann ein Verfahren iiberhaupt konsistent ist. Fiir p = 1 erhalten wir aus (iii) die
Bedingungen

k k k
Zaj:0 und Zajj:ij.
j=0 j=0 Jj=0
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Beide Bedingungen lassen sich mit Hilfe der Polynome P, und P, ausdriicken, sie sind
gerade dquivalent zu
P,(1) =0 und P.(1) = Py(1).

Diese Bedingungen entsprechen der Bedingung > b; = 1 bei den Runge-Kutta-Verfahren.
Insbesondere muss fiir konsistente Verfahren die 1 eine Nullstelle von P, sein. Wir werden
im néchsten Teilabschnitt sehen, dass auch die weiteren Nullstellen von P, eine wichtige
Rolle bei der Konvergenzanalyse von Mehrschrittverfahren spielen. O

9.2 Stabilitat

Wir wollen nun ein geeignetes Analogon der Lipschitzbedingung fiir Einschrittverfahren
entwickeln. In der Konvergenztheorie der Einschrittverfahren haben wir diese Bedingung
verwendet, um sicher zu stellen, dass sich die in vergangenen Schritten gemachten Fehler
im aktuellen Schritt nicht zu sehr verstérken.

Sicherlich sollte die rechte Seite unseres Mehrschrittverfahrens (9.1) eine dhnliche Lipschitz-
bedingung erfiillen, diese erhalten wir aber “geschenkt”, da wir ja nur Lipschitz-stetige
Vektorfelder f betrachten. Leider reicht es aber nicht aus, wenn f Lipschitz-stetig ist. Die-
se Bedingung besagt ja nur, dass sich kleine Fehler in den vergangenen Z in der rechten
Seite unseres Verfahrens wenig auswirken. Wir bené6tigen zusétzlich noch eine Bedingung,
die uns garantiert, dass kleine Fehler auf der linken Seite von (9.1) auch nur kleine Fehler
in Z(t;+x) hervorrufen.

Um zu sehen, dass dies ein nichttriviales Problem ist, betrachten wir zwei Mehrschrittver-
fahren, die wir auf das Anfangswertproblem

i) =0, 2(0)=0 (9.3)

anwenden. Da die rechte Seite in (9.1) wegen f = 0 verschwindet, reicht es, die Koeffizienten
a; anzugeben. Wir betrachten nun die Verfahren mit

ay=1,a1=-3,a0=2 und ax=1,a =-3/2,a0=1/2. (9.4)

Man sieht leicht, dass beide Verfahren wegen > a; = 0 bzw. ) a; = 0 konsistent sind. Fiir
die DGL (9.3) ergeben sich daraus die Iterationsvorschriften

F(tis1) = —ar@(t;) — aoi(tio1) = 3&(t;) — 2 (ti1) (9.5)

und
Z(tiy1) = —a1x(t;) — apZ(ti—1) = 3/2z(t;) — 1/22(t;—1). (9.6)

Man sieht leicht, dass beide Verfahren fiir exakte Startwerte Z(tg) = Z(t1) = 0 die exakte
Losung Z(t;) = 0 liefern. Wenn wir den Startwert Z(¢1) allerdings leicht stéren, so unter-
scheidet sich das Verhalten der beiden Verfahren erheblich. Abbildung 9.1 zeigt das unter-
schiedliche Verhalten fiir Z(tg) = 0 und den (nur ganz leicht gestérten Wert) Z(t1) = 10712,

Offenbar reproduziert das zweite Verfahren die exakte konstante Losung trotz der kleinen
Storung in Z(¢;) gut, wihrend das erste Verfahren nach nur etwa 35 Schritten riesige Fehler
produziert.



9.2. STABILITAT 79

o6t | o6t
04l 04f

0.2 / 0.2p

-0.2r -0.2r

-0.4f -0.4f

-0.61 -0.6

-0.81 0.8

Abbildung 9.1: MSV (9.5) (links) und (9.6) (rechts) mit %(¢p) = 0, Z(t;) = 10712

Wir wollen nun untersuchen, warum dies so ist und wie man erkennen kann, ob ein Mehr-
schrittverfahren stabil gegeniiber solchen kleinen Fehlern ist. Wegen der Linearitdt der
linken Seite des Verfahrens geniigt es, dazu das einfache Anfangswertproblem (9.3) zu be-
trachten (spéter im Beweis der Konvergenz werden wir genauer sehen, warum). Aus (9.1)
folgt sofort, dass fur (9.3) mit Z(tg) = ... = Z(tx—1) = 0 die Gleichung z = 0 gilt, d.h.
die exakte Losung wird ohne Fehler reproduziert, falls die Startwerte exakt sind. Wie im
obigen Beispiel betrachten wir nun den Fall, dass die bis zum Schritt i* € N erhaltenen
Werte Z(t;), ¢ = 0,...,i* durch Rechenfehler etwas gestort sind, wobei [|Z(¢;)]] < e gelte.
Fiir kleines € > 0 sollten nun auch die nachfolgenden Werte Z(t;), j > ¢* nur leicht gestort
werden. Sicherlich kann man das nicht fiir alle Zeiten verlangen, aber doch zumindest auf
vorgegebenen kompakten Zeitintervallen. Eine verniinftige Bedingung an das Verfahren fiir
f =0 wére also

JE(t)]| < e firi=0,....i" = [&(t)] < Ce fiir alle t; € [t-,T].

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass zwar die Werte & unabhéngig von der Schritt-
weite h sind (dies ist gerade der entscheidende Unterschied zwischen der linken und der
rechten Seite von (9.1)), nicht aber die Bedingung ¢; € [t;«, T, die im Gegenteil stark von
h abhéngt: Je kleiner h wird, desto mehr Gitterpunkte ¢; liegen in diesem Intervall. Da
h beliebig klein werden kann, wird jeder ¢;-Wert also fiir geeignetes h in [t;+,T)] liegen,
weswegen man die Schranke ||Z(¢;)]] < Ce tatsdchlich fiir alle j > i* fordern muss. Dies
fiihrt auf die folgende Definition, in der wir die jeweils die k Werte, die im Verfahren in
Schritt ¢ verwendet werden, gemeinsam betrachten.

Definition 9.8 Ein lineares Mehrschrittverfahren heifit stabil, falls ein C' > 0 existiert,
so dass fiir jeden Vektor % := (Z(tg),...,Z(tp_1))T von (reellen) Anfangswerten und alle
i € N die Ungleichung
(ti)
< Oz
T(tith—1)

gilt. Hierbei ist die Folge Z(t;) durch (9.1) bzw. (9.2) mit f(¢;) = 0 definiert, also kompakt
geschrieben als

Pu(E)(Z)(t:) = 0 (9.7)
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oder explizit ausgeschrieben als

ap—1

Bltik) = — ot (tiho) = = () (9.8)

Wir werden nun ein einfaches Kriterium herleiten, das uns sagt, ob ein gegebenes Verfahren
stabil ist. Hierzu stellen wir die Gleichung (9.8) zunéchst in etwas anderer Form dar. Wir
erinnern dazu an die linearen Differenzengleichungen (6.2), die durch eine Iterationsvor-
schrift der Form

2(tiv1) = Ax(t;)

mit einer Matrix A € R¥*F gegeben sind. Eine solche Gleichung heifit stabil, falls die
Ungleichung
()| < Cllz(to) |

fir ein C' > 0 und alle i € N gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie sich (9.8) als eine
Matrix-Differenzengleichung schreiben lésst.

Lemma 9.9 Betrachte die lineare Differenzengleichung

l'(ti+1) = A{L‘(tl) (9.9)
mit
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : e c REXk
0 . 0 1
0 e e o0 1
_a _a _az _ Ok—1
ok ax ar o ar

Dann gilt fiir die Losungen von (9.8) mit 7 = z(to) die Gleichung

T(tiyr—1)

Insbesondere ist das Mehrschrittverfahren genau dann stabil, wenn (9.9) stabil ist.
Beweis: Ausschreiben der Differenzengleichung (9.9) liefert fiir alle ¢ € Ny die Gleichungen
zj(tivr) =z (t;) fir j=1,..., k-1

und

ag Qf—
aﬂmﬂ:—ﬁm@%m“—a;mm)

Hiermit folgt die Behauptung per Induktion iiber i. U
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Um ein Stabilitétskriterium fiir (9.1) zu erhalten, geniigt uns also ein Stabilitdtskriterium
fiir (9.9). Hier hilft der folgende Satz, der eine Erweiterung von Satz 6.4(ii) darstellt.

Hierbei nennen wir einen Eigenwert halbeinfach, wenn seine algebraische und geometrische
Vielfachheit {ibereinstimmen. Dies ist genau dann der Fall ist, wenn er eine einfache Null-
stelle des Minimalpolynoms m 4 ist. Das Minimalpolynom m 4 ist dabei das Polynom mit
minimalem Grad p > 1, fiir das m4(A) = 0 gilt. Das Minimalpolynom m 4 teilt immer das
charakteristische Polynom y 4.

Satz 9.10 Eine lineare Differenzengleichung x(t;+1) = Axz(t;) ist genau dann stabil, wenn
alle Eigenwerte \; von A die Bedingung |\;| < 1 erfiillen und alle Eigenwerte A; mit [A;| = 1
halbeinfach sind.

Beweis: Wir nummerieren die Eigenwerte gemifl der Ordnung || > [Aa] > ... > |)\g|. Sei
J die Jordan’sche Normalform von A mit Transformationsmatrix T, also T~ AT = J. Wir
schreiben kurz z; = x(t;) und erinnern an die explizite Losungsdarstellung z; = A'zg =
TJ' T . Wir schreiben yo = T 'x¢ und y; = Jiyp.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Eigenwertbedingung erfiillt ist. Der Vektor yq ldsst sich
zerlegen in yo = y§ +y3 mit y& = (y1,.. -, ¥p,0...,0)T und 2 = (0...,0,9p41,---,yx) 7,
wobei [Ap| = 1 und |A\p41| < 1 gilt. Mit Eq = (e1,...,ep) und Es = (ep41, ..., €) bezeichen
wir die zugehorigen Unterrdume. Fiir den Vektor y; gilt nun

yi = Jy0 =T (yo + u3) = J'yo + J'v5 -
N~ =~
Beachte, dass yz-1 € Fy und yz-2 € E» liegt. Da die Einschrankung von J auf den Unterraum

E, die Bedingung von Satz 6.4(ii) erfiillt (alle Eigenwerte im Betrag kleiner als 1), folgt
die Existenz von Cy > 0 und o > 0 mit

ly?ll < Ch e %) gl < Cullwgll.
<1

Fiir yl1 gilt '
lyi 1l = 17yl < llyoll;

wobei die letze Gleichung aus der Eigenwertstruktur folgt, denn J° eingeschrinkt auf F;
ist wegen der Halbeinfachheit der Eigenwerte eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen

Ai mit |[A\;| = 1. Zusammen folgt also unter Verwendung der Definition der euklidischen
Norm
sl < ATl = 1T+ 192D < ITHCallygl + Ly )
< (Cr+DITloll < (Cr+DITIT llzoll = Cllol]

fiir die Konstante C' = (C1 + 1)||T||| T

Sei umgekehrt die Eigenwertbedingung nicht erfiillt. Falls ein Eigenwert A; mit |\;| > 1
existiert, so gilt fiir den zugehorigen Eigenvektor zg

| Aizol| = [ flaol| — oo fitr i — oo,
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was der Stabilitdt widerspricht. Falls ein nicht halbeinfacher Eigenwert \; mit |A;| = 1
existiert, so gibt es einen Eigenvektor zy sowie einen verallgemeinerten Eigenvektor x1, fiir
die die Gleichungen

Azg = Njzg und Az =20+ \jz1

gelten (dies folgt, da das Jordan-Késtchen zu dem nicht halbeinfachen Eigenwert \; eine
1 iiber der Diagonale besitzt). Per Induktion ergibt sich

Alxy = i)\}iliﬂo + )\;Il

Da [|X" o]l = [lzol| und [Nz || = [l ]| (wegen [A;] = 1), folgt
|Alzy|| > i||zol| — ||lz1]| — oo fiir i — oo,
was wiederum der Stabilitdt widerspricht. U

Zur Bestimmung der Stabilitit geniigt es also, die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen.
Dies ist aber recht einfach, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 9.11 Die Eigenwerte von A aus (9.9) sind genau die Nullstellen des Polynoms P,
aus (9.2). Ihre Vielfachheit im Minimalpolynom stimmt dabei mit ihrer Vielfachheit in P,
iiberein.

Beweis: Man rechnet nach, dass das charakteristische Polynom von A gerade durch

aj_ a a
XA(z):zk—ngk*l—F T
ay ay ay

gegeben ist. Da die ersten Zeilen von A%, A', A2 ... AF~! linear unabhingig sind (was aus

der Verteilung der 0-Eintréige leicht zu sehen ist), muss dies auch das Minimalpolynom m 4
sein. Da ai # 0 ist, stimmen die Nullstellen und Vielfachheiten von x4 mit denen von

Py(2) = ap+ arz + ... + apz® = apxa(z)

iiberein. U

Unsere Uberlegungen fithren nun direkt auf den folgenden Satz.

Satz 9.12 Ein lineares Mehrschrittverfahren (9.1) ist genau dann stabil, wenn alle Null-
stellen \; von P, die Bedingung |A;| < 1 erfiillen und alle Nullstellen \; von P, mit |\;| =1
einfache Nullstellen sind.

Beweis: Folgt sofort aus den vorangegangenen Aussagen.

Beachte, dass das Polynom P, nach Bemerkung 9.7 fiir jedes konsistente Mehrschrittver-
fahren die Nullstelle 1 besitzen muss, also mindestens eine Nullstelle mit |A\;] = 1 besitzt.
Falls dies die einzige Nullstelle mit |)\;] = 1 ist, nennt man das Verfahren strikt stabil.
Falls es weitere Nullstellen A; mit |\;| = 1 gibt, so heifit das Verfahren marginal stabil oder
schwach stabil. Obwohl sie theoretisch stabil sind, kénnen solche Verfahren fiir bestimmte
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Differentialgleichungen numerische Instabilitdten aufweisen, die z.B. durch Rundungsfehler
hervorgerufen werden (vgl. das aktuelle Ubungsblatt).

Fiir die explizite Mittelpunktregel z.B. berechnet man P,(z) = z? — 1, das Polynom besitzt
also die Nullstellen 2,5 = £1 und ist damit stabil, genauer marginal stabil.

Fiir Einschrittverfahren, die als Spezialfall der Mehrschrittverfahren aufgefasst werden
konnen, muss das Polynom P, vom Grad k£ = 1 sein, denn nur z;1; und z; treten auf.
Wegen P,(1) = 0 kommt also nur P,(z) = z — 1 in Frage, das als einzige Nullstelle A = 1
besitzt. Also sind alle Einschrittverfahren stabil, weswegen wir die Stabilitdt dort nicht
betrachten mussten. Dies ist auch der Grund, warum wir die Lipschitzbedingung fiir Ein-
schrittverfahren nicht (wie in vielen Lehrbiichern) als Stabilitédtsbedingung bezeichnet ha-
ben: Die Bedingungen bezeichnen verschiedene Sachverhalte, auch wenn sie den gleichen
Zweck im Konvergenzbeweis erfiillen, ndmlich zu garantieren, dass sich die in jedem Schritt
gemachten lokalen Fehler nicht aufschaukeln kénnen.

Auf Basis von Satz 9.12 kénnen wir nun auch verstehen, warum die zwei Mehrschrittver-
fahren in dem einfiihrenden Beispiel (9.4) so unterschiedliches Verhalten aufweisen. Fiir
das Verfahren mit den Koeffizienten a; ist das zugehorige Polynom P,(2) = 22 — 32 +2 =
(z—1)(z —2), das gerade die Nullstellen 1 und 2 besitzt und das deswegen instabil ist. Fiir
das zweite Verfahren mit den Koeffizienten a; gilt P;(z) = 22—3/22+1/2 = (z—1)(2—1/2).
Dieses Polynom hat die Nullstellen 1 und 1/2, weswegen das Verfahren stabil ist.

9.3 Konvergenz

Ganz analog zu den Einschrittverfahren werden wir in diesem Abschnitt unser Hauptkon-
vergenzresultat

“Konsistenz (mit Ordnung p) + Stabilitdt = Konvergenz (mit Ordnung p)”

formulieren und beweisen.

Zur Vorbereitung des Konvergenzsatzes benotigen wir noch ein Resultat iiber Lésungen
von Differenzengleichungen, das im folgenden Lemma bereitgestellt wird.

Lemma 9.13 Betrachte die aus (9.7) hervorgehende inhomogene Gleichung

Pu(E)(y)(t:) = c(ti)

fiir eine Gitterfunktion ¢ : 7 — R und ein stabiles Mehrschrittverfahren. Dann erfiillen die
Losungen dieser Gleichung die Abschéitzung

ly(tisr)| < C( max fy(t)| + ) !C(W)

1=0,... k—1
1=0

fiir eine geeignete Konstante C' > 0.



84 KAPITEL 9. MEHRSCHRITTVERFAHREN

Beweis: Fiir die vektorwertige Funktion ¢é(t;) = (0,...,0,c(t;)/ax)? kann man die Glei-
chung in Matrixform
.T(tH_l) = Ax(t;) + é(tz)

mit der Matrix A aus (9.9) und
y(ti)
: = z(t;).
Y(titk—1)
schreiben. Fiir diese Gleichung kann man die allgemeine Losung per Induktion als

i—1

2(ti) = Ala(to) + > APé(ti_p_1)
k=0

berechnen. Da A stabil ist, folgt aus der Definition der Matrixnorm sofort | A¥|| 0 < C fiir
alle k € N fiir ein C > 0. Damit ergibt sich

Cllz(to)lloo + C Y lle(ti-r)lloo

y(tire)] < llzi)le <
k=0
= Cla(to)lloc +C Y le(ti-r) /ax|
k=0
C_max_[y(t)|+C/lax| Y_le(ti).
i k=0
also die Behauptung mit C' = max{C, C/|az|}. U

Wir kommen nun zum Konvergenzsatz. Wir formulieren das Resultat hier etwas schwécher
als im Satz 2.7, da wir keine kompakte Menge von Anfangswerten, sondern nur einen ein-
zelnen Anfangswert betrachten. Dies dient lediglich der Vermeidung allzu technischer For-
mulierungen in der Aussage und im Beweis des Satzes und hat keine prinzipiellen Griinde.

Satz 9.14 Gegeben sei ein Anfangswertproblem (1.1), (1.2) mit Anfangsbedingung (%o, o)
und p-mal stetig differenzierbarem Vektorfeld f. Gegeben seien weiterhin ein k-stufiges sta-
biles und konsistentes lineares Mehrschrittverfahren mit Ordnung p € N und Néherungs-
werte Z(t1),...,Z(tx—1) mit

Hi(tl) - x(tlvtmxo)” <eg firi=1,...,k—1.

Dann gilt fiir die durch das Verfahren auf dem Gitter ¢; = tg 4+ hi zur Schrittweite h
erzeugte Gitterfunktion Z(¢;) fiir alle Zeiten t; € [to, 7] und alle hinreichend kleinen h > 0
die Abschétzung

[2(ti) — x(tis to, zo)|| < Cleo + hP)

fiir eine geeignete Konstante C > 0.
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Beweis: Wir bezeichnen die exakte Losung kurz mit z(¢) und wéhlen eine kompakte Um-
gebung K C R x R" des exakten Losungsgraphen {(¢,z(t)) |t € [to,T]}. Dann existiert ein
dx > 0, so dass fiir alle ¢ € [tg, T] die Folgerung ||z — z(t)|| < 0x = (t,z) € K gilt. Zudem
existiert eine Konstante L > 0, so dass f auf K Lipschitz-stetig in z mit Konstante L ist.
Mit N bezeichnen wir die grofite ganze Zahl mit N < (T — to)/h.

Wie im Beweis von Satz 2.7 nehmen wir zunéchst an, dass die numerische Losung fiir alle
ti € [to,T] in K verlduft. Wir definieren den vektorwertigen Fehler als

Aus der Definition des Konsistenzfehlers folgt
P,(E)(x)(t;) = L(z,t;, h) + hPy(E)(2)(t;) = L(z,ti, h) + hPy(E)(f)(t:)

(wiederum mit der Abkiirzung f(t;) = f(¢;, z(¢;))). Von dieser Gleichung subtrahieren wir
die Gleichung (9.2)

Pu(B)(@)(t) = hPy(E) () (k).
Dies ergibt
Pu(B)(en) () = L(w,ti.h) + hB(E) (f(t:) = F(t))

Dies ist eine inhomogene (vektorwertige) Gleichung fiir ;. Indem wir Lemma 9.13 auf
die einzelnen Komponenten von &y (¢;) anwenden und ||ex(¢;)| < eo fur j = 0,...,k—1
ausnutzen, erhalten wir

len(tiss) oo < © (60 -3 Lot W)+ |y (£ - Fa) HOO) . (00)
=0

fir alle s =0,..., N — k. Aus der Konsistenz folgt nun die Abschitzung
IL(z, t1, h)[loo < Cph?*!

und aus der Lipschitz-Stetigkeit und der Definition von P, und E folgt

|R® (re) -fw)||_ <t 5 ol e Crpm)lc
m=0

Setzen wir diese beiden Ungleichungen in (9.10) ein, so folgt

i i k
len(titi)llo < Cleo+ Zcphp+1 +hZL Z bm ] llen (titm) lloo
=0 =0 m=0
—_—
<NCRhPH1L(T—t0)CphP
R N N i+k
< Cieo+ Coh? + hC3 Y llen(ty)llo

=0
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fiir geeignete Konstanten éq > 0. Beschréinken wir nun die Schrittweite durch h < 1/ (2@3),
so konnen wir nach ||y, (ti41)||co auflosen und erhalten mit j = ¢ + k die Ungleichung

j—1
len(t)lloo < Creo + Calt? +hCs Y llen(ty)lloo
1=0
mit Cy = 2@1. Beachte, dass diese Ungleichung auch fiir j = 1,...,k — 1 stimmt wenn wir

0.B.d.A. C7 > 1 annehmen.

Per Induktion (wie im Beweis von Satz 2.7) ergibt sich daraus die Abschéitzung
len(tj)llse < (Crzo + CahP)el"™s = (Cieg + CohP)elli 100,

also die gewiinschte Behauptung.

Der induktive Beweis, dass die numerische Losung fiir hinreichend kleine A > 0 tatséchlich
in K liegt, verlauft fiir explizite Verfahren ganz analog zum Beweis von Satz 2.7. Fiir
implizite Verfahren muss dieser Beweis in jedem Schritt um ein Fixpunktargument erweitert
werden, das wir hier aber nicht ausfiihren wollen. U

Bemerkung 9.15 (i) Das Konvergenzresultat zeigt insbesondere, wie die Startwerte Z (1),
..., T(tg—1) bestimmt werden miissen. Um fiir das Mehrschrittverfahren die Konvergen-
zordnung p zu garantieren, miissen diese ebenfalls mit der Genauigkeit O(hP) bestimmt
werden. Da es sich hier nur um endlich viele Werte handelt, deren Anzahl unabhéngig von
h ist, geniigt es dazu, ein Einschrittverfahren mit Konsistenzordnung p — 1 zu verwenden.
Der Beweis von Satz 2.7 zeigt némlich, dass die ersten k& Werte durch ein solches Ver-
fahren immer die Genauigkeit O(hP) besitzen, falls £ unabhéingig von h ist. Der “Verlust”
einer Ordnung beim Ubergang von der Konsistenz- zur Konvergenzordnung ergibt sich erst
dadurch, dass die Anzahl der nétigen Schritte von h abhéngt.

(ii) Eine genauere Analyse zeigt, dass sogar die stirkere Aussage
Konsistenz + Stabilitdt < Konvergenz

gilt. Konsistenz und Stabilitdt sind also notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz
eines Verfahrens. |

9.4 Verfahren in der Praxis

In der Praxis haben sich zwei Klassen von Mehrschrittverfahren durchgesetzt. Beide Klas-
sen haben gewisse Eigenschaften, die sie fiir gewisse Problemklassen besonders auszeichnen.

Adams-Verfahren

Historisch haben sich die Adams-Verfahren aus Quadraturformeln zur numerischen In-
tegration entwickelt. Wir motivieren die Herleitung hier allerdings aus ihrer besonderen
Figenschaft, die ihre Vorteile in der Praxis begriindet.
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Wir haben gesehen, dass das Polynom P, eines Mehrschrittverfahrens stabil sein muss, also
— abgesehen von einer Nullstelle = 1 — nur Nullstellen mit Betrag |A\;| < 1 besitzen darf.
Je kleiner die Eigenwerte dabei im Betrag sind, desto “stabiler” wird das Verfahren. Bei
den Adams-Verfahren wihlt man P, deswegen so, dass neben der Ay = 1 nur Nullstellen
A; = 0 auftreten, also

Py(2) = 2"z —1) = 2F — 2F1

ist. Beachte, dass damit auf der linken Seite von (9.1) nur die Werte Z(t;1) und Z(¢;15—1)
stehen bleiben.

Fiir jede beliebige Stufenanzahl & liefert Satz 9.6(iii) nun ein Gleichungssystem mit genau
zwei Losungen, ndmlich

e genau ein explizites Adams-Verfahren der Konsistenzordnung p = k
(auch Adams-Bashforth-Verfahren genannt)

e genau ein implizites Adams-Verfahren der Konsistenzordnung p = k + 1
(auch Adams-Moulton-Verfahren genannt)

7.B. lauten die Polynome P, der ersten vier expliziten Adams-Verfahren

k=1 Py(z) = 1

k=2: Py(z) = (32—1)/2

E=3: Pyz) = (2322 —162+5)/12

k=4 Py(2) (552% — 592% 4+ 372 — 9) /24

Interessanterweise ist das explizite Adams-Verfahren fiir £ = 1 gerade das explizite Euler-
Verfahren.

Fiir diese Verfahren hat sich ein Algorithmus durchgesetzt, der als Prddiktor-Korrektor-
Verfahren bezeichnet wird. Ein Schritt dieses Algorithmus verlduft wie folgt:

Algorithmus 9.16 Pridiktor-Korrektor-Verfahren Gegeben seien das explizite und
das implizite Adams-Verfahren der Stufe k.

1) Préadiktor-Schritt: Berechne Z(¢; 1) mit dem expliziten Adams-Verfahren

2) Korrektor-Schritt: Fithre einen Schritt der Fixpunktiteration zur Losung des impli-
ziten Verfahrens mit Startwert Z(¢; ) durch. o

Der Pridiktor-Schritt liefert hierbei eine Approximation mit Konsistenzfehler O(h¥*1).
Fiir hinreichend kleine Schrittweite A ist die Kontraktionskonstante der Fixpunktiteration
gleich Ch fiir ein C' > 0. Also liefert der eine Iterationsschritt eine Approximation mit dem
Konsistenzfehler

Ch
1-Ch
Das Pradiktor-Korrektor-Verfahren besitzt also die Konsistenzordnung k + 1.

O(hk—i-l) — O(hk+2).
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BDF-Verfahren

Obwohl die Familie der Adams-Verfahren implizite Verfahren enthilt, sind diese (wegen
ihrer recht kleinen Stabilitidtsgebiete S) schlecht fiir steife DGL geeignet.

Tatsédchlich kann man beweisen, dass kein Mehrschrittverfahren der Ordnung p > 2 A-
stabil ist. Die zur Losung steifer DGL so niitzliche Eigenschaft C~ C S lésst sich also nicht
erreichen. Es gibt allerdings eine Klasse impliziter Mehrschrittverfahren, die zumindest
unendlich grofle Stabilitdtsgebiete S besitzt, und die deswegen zur Losung steifer DGL
recht gut geeignet sind.

Dies ist die Klasse der BDF-Verfahren (BDF="backwards difference”). Hier wird gefordert,
dass ein Kegel der Form {a + b € C™ |[b] < c|a|} fiir ein ¢ > 0 in S liegt. Dies fithrt auf
die Bedingung

Py(z) = 2~

Wiederum mit Satz 9.6(iii) erhdlt man dann Bedingungen, nun an die Koeffizienten von P,,
die die Konstruktion von Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung p = k ermdoglichen.
Die ersten vier Polynome lauten hier

k=1: P(z) = z-1

3 1
k=2: Puz) = 5z2—2z+5

11 3 1
kZS: Pa(z) == €Z3—3Z2+§Z—§

25 4 1
]’C:4: Pa(Z) = 524*4234’322*324’1

Fir £ = 1 ergibt sich gerade das implizite Euler-Verfahren. Die BDF-Verfahren sind al-
lerdings nur bis p = k = 6 praktikabel, da die Verfahren fiir hohere Stufenzahlen instabil
werden (beachte, dass die Bedingungen aus 9.6(iii) nur die Konsistenz, nicht aber die Sta-
bilitdt sicher stellen).

Schrittweitensteuerung

Zuletzt wollen wir ganz kurz die Schrittweitensteuerung fiir Mehrschrittverfahren diskutie-
ren. Sicherlich kann man die Fehlerschétzertheorie fiir Einschrittverfahren eins zu eins auf
Mehrschrittverfahren iibertragen und ebenso wie dort neue Schrittweiten berechnen und
damit die Schrittweite adaptiv steuern.

Es ergibt sich aber ein technisches Problem, da die Schrittweite im aktuellen Schritt mit
den Schrittweiten der k—1 vorangegangenen Schritte iibereinstimmen muss, weil ansonsten
die definierende Gleichung (9.1) nicht sinnvoll ausgewertet werden kann.

Abhilfe schafft hier eine alternative Darstellung, die wir fiir die Adams-Verfahren illu-

strieren: Wenn die Werte Z(t;),...,Z(t;+x—1) eine Approximation der Ordnung p an die
differenzierbare Funktion x(¢) in den Punkten ¢;, ..., t;1x_1 darstellen, so ist das durch die
Daten

(tis Z(ti), - s (Girh—1, Z(tivk—1))
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definierte Interpolationspolynom ¢(t) eine Approximation der Ordnung p an x(t), und zwar
fiir alle t aus einem vorgegebenen kompakten Intervall.

Fiir die Adams-Verfahren kann man nachrechnen, dass die Verfahren mit diesem Interpo-
lationspolynom ¢ gerade als

Ftin) = (tin i) + / gt

tivk—1

gegeben sind (zum Beweis betrachtet man die Lagrange-Polynomdarstellung von ¢ und
integriert). Diese Gleichung ist nun unabhéngig von der zur Berechnung von ¢ verwendeten
Schrittweite und kann daher fiir variable Schrittweiten ausgewertet werden.

Fiir die BDF-Verfahren ist ein dhnlicher Trick moglich, so dass auch hier die Schrittwei-
tensteuerung anwendbar ist.

In MATLAB finden sich schrittweitengesteuerte Adams-Verfahren unter dem Namen ode113
und BDF-Verfahren unter dem Namen ode15s.
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Kapitel 10

Typen von partiellen
Differentialgleichungen

Wir beginnen nun mit der Betrachtung numerischer Methoden fiir partielle Differentialglei-
chungen. Der Unterschied zu den bisher betrachteten gewthnlichen Differentialgleichungen
besteht darin, dass die unabhéngige Variable nun i.A. nicht mehr wie bisher das ¢ eindi-
mensional ist. Die Variable ist also mehrdimensional, z.B. x € R? oder (t,z) € R x R2. Dies
hat zur Folge, dass die Gleichung Ableitungen nach den unterschiedlichen Komponenten
der Variablen, z.B. x1 und x5 oder t, 1 und zo enthilt, also partielle Ableitungen. Daraus
ergibt sich der Name partielle Differentialgleichung.

Im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen, die sich stets in eine Stan-
dardform umformen lassen, auf die dann die numerischen Methoden angewendet werden
konnen, gibt es bei den partiellen Differentialgleichungen eine ganze Reihe von verschie-
denen Typen, die sich nicht ineinander umformen lassen und die sowohl in der Theorie
als auch in der Numerik mit unterschiedlichen Methoden behandelt werden miissen. Wir
beschreiben im Folgenden einige wichtige Klassen und beginnen mit linearen Gleichungen
zweiter Ordnung der Form

n n
Z AjUzz; + Z bitg, + cu =0 (10.1)
ij=1 i=1
mit symmetrischer Matrix A = (a;;). Seien A1,...,\, € R die Eigenwerte von A. Dann
nennt man (vgl. [14, Definition 1.1]) die Gleichung

e elliptisch, falls alle A\; > 0 oder alle A\; < 0 sind

e hyperbolisch, falls alle \; # 0 sind und genau ein A; ein anderes Vorzeichen als die
anderen \;, j # i besitzt

e parabolisch, falls genau ein Eigenwert 0 ist und alle anderen identisches Vorzeichen
haben.

Der “geometrische” Grund fiir diese Bezeichnungen lésst sich am besten im Fall n = 2
erkldren und wenn wir annehmen, dass A in Diagonalform vorliegt, also A = diag(A1, A2).
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In diesem Fall kénnen wir die Menge der Punkte o = (21, 22)” betrachten mit
(x,Az) = ¢

mit ¢ # 0. Im elliptischen Fall ist diese Menge beschrieben durch eine Gleichung der Form
A\17?2 + Agz3 = c. Diese Gleichung beschreibt eine Ellipse, falls das Vorzeichen von ¢ gleich
dem von A1 und As ist.

Im hyperbolischen Fall gilt az? — bz = ¢ mit a,b > 0 oder a,b < 0. Diese Gleichung
beschreibt eine Hyperbel: nehmen wir 0.B.d.A. a,b > 0 an, so gilt fiir die Koordinaten

21 = vazy + Vbzy und zp = azy — Vb,

c
c:ax%—bxg:zlzg & oz = —.
z2

Im parabolischen Fall miissen wir zur geometrischen Interpretation den b-Term hinzu-
nehmen. Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, dass \;y # 0 und Ay = 0 gilt. Nehmen wir
dann zusétzlich an, dass by # 0 ist, so erhalten wir aus (z, Az + b) = ¢ die Gleichung
CL‘% 4+ b1x1 + boxo — ¢ = 0, die gerade eine Parabel beschreibt.

Diese Form der Klassifizierung wird im allgemeinen Sprachgebrauch oft benutzt und ist
fiir eine erste grobe Einteilung oft sinnvoll. Allerdings bestimmen viele weitere Faktoren
iiber das Verhalten der Losungen und die Wahl eines geeigneten numerischen Verfahrens.
Zudem gibt es viele Gleichungen, die nicht in das obige Schema fallen.

In den folgenden Abschnitten geben wir einige Erweiterungen, Spezialfille und Beispiele
fiir diese Gleichungen an. Mit einigen von diesen werden wir uns im Folgenden befassen.

10.1 Elliptische Gleichungen

Elliptische partielle Differentialgleichung kann man auch mit ortsabhéngigen Koeffizienten
betrachten. Ein Beispiel einer solchen verallgemeinerten Gleichung ist dann

—div(A(x)Vu) + c¢(z)u — f(z) =0,

wobei u : £ — R die gesuchte Funktion ist. Dabei ist 2 C R" offen und beschriankt und
wir betrachten die Koeffizientenfunktionen A :  — R™*™ ¢, f : Q@ — R. Die Symbole

v
o0x1 n
v
- : d di —
Vo H un iv(v) ;:1 oz,
OTn

bezeichnen den Gradienten und die Divergenz einer Funktion v : Q — R.

Damit die Gleichung tatséchlich elliptisch ist, miissen die Koeffizientenfunktionen bestimm-
te Abschitzungen erfiillen, die wir im Abschnitt 12.2 prézise definieren werden. Dabei
verwenden wir eine funktionalanalytische Definition der Elliptizitit — oft V-Elliptizitét
genannt —, die fiir unsere numerischen Zwecke giinstiger ist. Hinreichend fiir diese Form
der Elliptizitét ist z.B., dass A(x) positiv definit und c¢(x) > 0 ist fiir all z € Q, beides
gleichméBig fiir alle z € Q, vgl. Satz 12.4. Bei Dirichlet-Randbedingungen (siehe Abschnitt
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10.4) reicht c¢(z) > 0 aus, vgl. Satz 12.6. In beiden Fillen sicht man leicht, dass die Glei-
chung auch elliptisch im Sinne der nach (10.1) gegebenen Definition ist.

Das klassische Beispiel fiir eine elliptische Gleichung ist die Poisson- oder Wiarmeleitungs-
gleichung
Au = h(x),

wobei A den Laplace-Operator Av = Y"1 | 9%/0z2v bezeichnet. Schreiben wir diese als
—Au+ h(z) =0,

so ist sie von der obigen Form mit A = Id, ¢ = 0 und f = —h. Im Spezialfall n = 1 lautet
die Gleichung
Uge = h(x),

wobei g, kurz fiir 92 /0z%u steht. Die Poissson-Gleichung beschreibt z.B. die Wiirmever-
teilung in einem Gebiet €2, wobei h die Warmezufuhr (= Heizung oder Kiihlung) in jedem
Punkt = € € beschreibt. Im Fall n = 1 ist {2 dabei ein eindimensionales Gebiet, das man
sich als einen Stab vorstellen kann. Im Fall der Warmeleitungsgleichung kénnen z.B. vom
Ort = abhéngige Warmekoeffizienten (z.B. fiir unterschiedliche Materialien) durch die von
x abhéngige Matrix A(z) modelliert werden.

10.2 Parabolische Gleichungen

Parabolische Gleichungen bestehen aus einem elliptischen Anteil (dem Unterraum, der zu
den n — 1 Eigenwerten mit gleichem Vorzeichen gehort) und einem weiteren eindimensio-
nalen Unterraum. In vielen Anwendungen ist das Koordinatensystem an diese Unterrdume
angepasst, wobei die eindimensionale Variable als ¢ und die restlichen Variablen als Vektor
x bezeichnet werden. Auf diese Weise kann man jede elliptische Gleichung zu einer parabo-
lischen Gleichung verallgemeinern, indem man die 0 auf der rechten Seite durch w; := du/dt
oder durch —u; ersetzt. So kann man z.B. aus der obigen elliptischen Gleichung mit zeit-
varianten Koeffizienten eine parabolische Gleichung der Form

up = div(A(z)Vu) — c(z)u + f(z)

machen. Dabei ist die gesuchte Funktion w nun eine Abbildung von [tg,T") x © nach R.
Wie bei den gewohnlichen Differentialgleichungen steht ¢ fiir die Zeit und z fiir den Ort, im
Unterschied zu dort suchen wir jetzt aber keine Funktion z von ¢ sondern eine Funktion,
die von t und x gleichermafien abhéngt. Die Variablen ¢ und x spielen also jetzt die Rolle
der Variablen ¢ bei den gewohnlichen Differentialgleichungen und die Funktion wu(t, x) spielt
die Rolle der Funktion z(t).

Im Fall der Wéarmeleitungsgleichung mit h = 0 ergibt sich
ur = Au

bzw. im Eindimensionalen

Ut = Ugy -
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Bringt man diese Gleichung durch Umbenennung von ¢ in 21 und z in z3 in die Form (10.1)
so priift man leicht nach, dass sie parabolisch im obigen Sinne ist. Diese Gleichung gibt die
zeitliche Anderung der Wirmeverteilung in dem Gebiet Q an. Die Losung der zugehorigen
elliptischen Gleichung ist dann gerade ein Gleichgewicht der parabolischen Gleichung, im
Fall der Warmeleitungsgleichung also eine stationdre Warmeverteilung.

10.3 Hyperbolische Gleichungen

Die Numerik hyperbolischer Gleichungen werden wir in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden
nicht behandeln. Wir wollen nur der Vollstdndigkeit halber einen typischen Vertreter dieser
Klasse betrachten, ndmlich die Wellengleichung. Diese ist fiir Wellen in einem eindimen-
sionalen Gebiet (wodurch z.B. eine schwingende Gitarrensaite modelliert wird) gegeben
durch

Ut = C2Uxx.

Bringt man die Terme auf eine Seite und bezeichnet die Variablen mit 1 und xo statt ¢ und
x, so kann man die Gleichung in der Form (10.1) schreiben. Dann sieht man leicht, dass
die Hyperbolizitdtsbedingung erfiillt ist. In hoheren Dimensionen ist die Wellengleichung
gegeben durch

uy = A,

10.4 Anfangs- und Randbedingungen

Damit es eine eindeutige Losung fiir eine partielle Differentialgleichung gibt, muss geklart
werden, wie sich die Losung am Rand des Gebiets €2 verhéalt. Wir unterscheiden dabei zwi-
schen rdumlichen Randbedingungen am Rand von €2 und zeitlichen Randbedingungen am
Rand von [tg,T'). Hierbei wird — wie bei den gewthnlichen Differentialgleichungen — fiir
die zeitliche Randbedingung oft eine Anfangsbedingung zur Zeit ¢y gefordert, iiblicherweise
in der Form
u(to, x) = up(x)

fiir eine vorgegebene Funktion ug : € — R. Zur Endzeit T" wird in diesem Fall keine
Bedingung gefordert.

Fiir die rdumlichen Variablen werden an allen Punkten x im Rand 02 Bedingungen an u
festgelegt. Diese konnen von unterschiedlicher Form sein.
e Dirichlet-Randbedingungen
ulon = ¢

fiir eine vorgegebene Funktion ¢ : 92 — R.

e (Homogene) Neumann-Randbedingungen

@ = Dun =0,
Inlpq

wobei n(z) mit n : 9Q — R” einen duferen Normalenvektor an den Rand 92 im
Punkt x bezeichnet.
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e Robin-Randbedingungen

Biu
on

fiir alle z € 9) wobei a, 5 : Q) — R und n wieder die duflere Normale bezeichnet.

(t,z) + a(x)u(t,z) = B(x),

Fiir elliptische Gleichungen werden wir in Kapitel 12 eine Methode kennen lernen, um
Existenz- und Eindeutigkeit fiir eine Klasse von Gleichungen mit geegneten Randbedin-
gungen zu garantieren.

Fiir die Warmeleitungsgleichung entspricht die Anfangsbedingung der zur Zeit ¢ = 0 beste-
henden Warmeverteilung. Die Dirichlet-Randbedingung gibt an den Randpunkten eine fe-
ste Temperatur vor, die Neumann-Randbedingung legt fest, dass die Ableitung der Wérme-
verteilung in Richtung des Randes gleich 0 ist, was bedeutet, dass keine Warmeazstausch
iiber den Rand hinweg stattfindet (also perfekte Isolation). Die Robin-Randbedingung ist
fir die Warmeleitungsgleichung das realistischste Modell, da man damit das Newton’sche
Abkiihlungsgesetz modellieren kann (der Temperaturaustausch am Rand héngt vom Un-
terschied zur Umgebungstemperatur und einem Wéirmeiibergangskoeffizienten ab).
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Kapitel 11

Finite Differenzen fiir die
Waiarmeleitungsgleichung

Zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen gibt es zwei grundsétzliche Me-
thoden: die finiten Differenzen und die finiten Elemente. Die finiten Elemente sind die
vielseitigere Methode, die wir daher ab dem nachfolgenden Kapitel ausfiihrlicher behan-
deln wollen. In vielen einfachen Anwendungen funktionieren finite Differenzen aber auch
sehr gut. Zudem sind sie den Methoden fiir gewOhnliche Differentialgleichungen &hnlicher,
weswegen wir diese Methode zuerst behandeln.

Wir machen dies am Beispiel eines Modellproblems, ndmlich der parabolischen Wérmelei-
tungsgleichung
ur(t, ) — uge(t,x) =0 (11.1)

auf [0,7) x Q mit Q = (—a,a) C R. In t = 0 setzen wir die Anfangsbedingung
u(0,z) = up(x)
und am Rand 092 = {—a, a} die Dirichlet-Randbedingungen
u(t,—a) = g1(t) und wu(t,a) = go(t) fiir t € [0, 7]

fest.

Die Methode kann wegen ihrer konzeptionellen Einfachheit auf viele andere Gleichungen
und Randbedingungen angepasst werden.

11.1 Grundidee der Finiten Differenzen

Wir beschreiben nun die Methode der finiten Differenzen fiir die Warmeleitungsgleichung
(11.1). Die Losung u(t,xz) der Warmeleitungsgleichung (11.1) ist durch Ihre Ableitungen
an unendlich vielen Punkten (¢,z) charakterisiert. Die Methode der finiten Differenzen
besteht nun darin, diese unendlich vielen Ableitungen durch eine endliche (finite) Anzahl
von Differenzenquotienten (Differenzen) zu ersetzen und so eine approximative Losung der
Gleichung zu erhalten.
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Die verwendeten Differenzenquotienten sind dabei fiir h, s > 0
Ugy (T, ) = %(u(t,x +h) —2u(t,x) +ult,x —h)) = AZu(t,z)
fiir die 2. Ableitung nach x und entweder die Vorwartsdifferenz
u(t,x) ~ %(u(t +s,x) —u(t,z)) = Afu(t,x)
oder die Riickwértsdifferenz
it ) ~ %(u(t,w) Cu(t— s,2)) = Alu(t,z)
fiir die 1. Ableitung nach t.

Bemerkung 11.1 Verwendet man die Vorwirtsdifferenz zur Approximation der linken
Seite einer gewohnlichen Differentialgeichung, so erhélt man gerade das explizite Euler-
Verfahren. Verwendet man die Riickwirtsdifferenz, so ergibt sich das implizite Fuler-
Verfahren. |

Fiir die Differenzenquotienten gilt das folgende Lemma. Darin (und allgemein in diesem
Kapitel) verwenden wir das Landau-Symbol O wie bei den gewohnlichen Differentialglei-
chungen: Fiir einen beliebigen reellen Ausdruck y(t,z,z) mit t,z,z € R, ¢t > 0, z > 0,
schreiben wir y(t, z, z) = O(zP), falls fiir jede kompakte Menge K C [0,00) x R eine Kon-
stante Cx > 0 existiert mit |y(¢,z,2)| < Ckz? fiir alle hinreichend kleinen z und alle
(t,z) € K.

Lemma 11.2 Fiir v € C* und h,s > 0 gilt
Uge (t, ) = A2u(t, ) + O(h?),

u(t, ) = Aju(t, z) + O(s)

und

u(t, ) = Aju(t, ) + O(s).

Beweis: Nach der Taylor-Entwicklung gelten die beiden Gleichungen

h? h3
u(t,z +h) = u(t,z)+ ug(t,z)h + uge(t, x)? + Ugs (t, x)g +O(hY
2

3
u(t,e —h) = u(t,x) —up(t,z)h + ug(t, x)% — Uy (2, a:)% + O(h%).

Addition der Gleichungen und Division durch h? ergibt

1 1 1 1
ﬁu(t,x +h)+ ﬁu(t,a: —h) = ﬁZU(t,x) + Uge (t, ) + ﬁO(h4)
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und wegen O(h*)/h? = O(h?) folgt die erste Gleichung.

Die zweite und dritte Gleichung folgen direkt aus der Taylor-Entwicklung in t. Die ge-
forderte Existenz der Konstanten Cp folgt dabei in allen Féllen aus der Stetigkeit der
Ableitungen, wodurch die entsprechenden Faktoren in den Taylor-Restgliedern stetig sind
und damit auf kompakten Mengen beschrinkt sind. U

Da die Losung der Wirmeleitungsgleichung C* ist (vgl. [5, Section 2.3, Theorem 1]),
erhalten wir damit das folgende Korollar.

Korollar 11.3 Fiir die Losung u(t, z) der Warmeleitungsgleichung gilt

Abu(t,z) — A2u(t,z) = O(s + h?) (11.2)
und
Alu(t, z) — A2u(t,z) = O(s + h?) (11.3)
sowie fiir jedes 6 € [0, 1]
Alu(t,z) — (1 — 0)A2u(t,z) — 0A2u(t + s,2) = O(s + h?). (11.4)

Beweis: Die Gleichungen (11.2) und (11.3) folgen sofort durch Einsetzen der Gleichungen
aus Lemma 11.2 in Gleichung (11.1) und O(h?) + O(s) = O(h? + s). Zum Beweis von
Gleichung (11.4) betrachten wir (11.3) fiir t + s an Stelle von ¢, also

Alu(t + s,2) — A2u(t + s,2) = O(s + h?).
Wegen Aju(t + s,x) = Aju(t, s) folgt
Abu(t, z) — A2u(t + 5,2) = O(s + h2),
Multiplizieren wir diese Gleichung mit # und addieren (11.2) multipliziert mit 1 — 6, so

erhalten wir gerade (11.4). U

Fiir 6 = 0 ist (11.4) gerade (11.2), fiir § = 1 gerade (bis auf Verschiebung der Zeitvariablen
t) (11.3). Wir werden spiiter sehen, dass man fiir jedes 6 € [0,1] aus (11.4) sinnvolle
numerische Schemata ableiten kann, allerdings mit unterschiedlichen Eigenschaften.

Auf dem Gebiet € definieren wir nun ein regelméfliges Gitter aus (M +1)- (N +1) Punkten
(tj,zi), g = 0,...,M, i = 0,...,N. Dazu setzen wir s := T/M und h := 2a/N und
definieren

tj=sj, j=0,....M und z;:=—a+hi, i=0,...,N.
Beachte, dass damit ¢;11 = t; + s und ;11 = x; + h sowie x;_1 = x; — h gilt.

Bezeichnen wir nun die Werte der exakten Losung w in den Gitterpunkten kurz mit
ui = u(tjﬁ xi)a
so kénnen wir (11.4) fiir ¢ = ¢; und « = x; schreiben als

Lodtt — iy = 120

A A A 0 i 1 -
g Ui u; T(Ugﬂ - 2“? + ug—ﬁ - ﬁ(ugﬂ - 2“? + Ug—1) =O0(s + hz)- (11.5)
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Die Finite Differenzenmethode beruht nun darauf, fiir gegebenes 6 € [0, 1] Werte wg eR
zu berechnen, indem diese Gleichungen mit rechter Seite = 0 gelost werden, wobei die
entsprechenden Randbedingungen beriicksichtigt werden.

Wir suchen also also Werte wg eR,i=0,...,N,j7=0,..., M, welche die Gleichungen

L+l N 1-0 j j 0 i 41 41
g(wf —w}) — 12 (wiyy — 2w] +wj_y) — ﬁ(wfﬂ — 2w +w/) =0 (11.6)

firt=1,...,N—1und j =0,...,M — 1 sowie die Randbedingungen
w,? =wugp(x;), i=0,...,N und wg = g1(tj), wgv =g(tj), 7=0,....M (11.7)

erfiillen. Die Hoffnung ist dabei natiirlich, dass die Werte wg Approximationen wg R uf der
exakten Funktionswerte u] = u(t;, z;) in den Gitterpunkten darstellen. Wir werden spéter

beweisen, dass dies unter geeigneten Voraussetzungen auch tatséchlich so ist.

11.2 Losung der Finiten Differenzengleichungen

Wie 16st man nun das Gleichungssystem (11.6), (11.7) numerisch? Um (11.6) dafiir noch
etwas zu vereinfachen, multiplizieren wir die Gleichung mit s und setzen o := s/h%. Mit
Umstellen der Terme (alle Terme mit j + 1 nach links, den Rest nach rechts) ist (11.6)
dann dquivalent zu

fozﬁwg_tll + (200 + 1)wzJrl - a@wjjll =a(l - 9)wg+1 + (1 =21 - 9))10{ +a(l - H)wj_l.

% 7
Diese Gleichung schreiben wir nun rekursiv in Matrixform und setzen die Randwerte gleich
ein. Dies ergibt die implizite rekursive Vorschrift

At = Bwl +d, j=0,... ., M—1 (11.8)
mit den Unbekannten 4 ‘ A
w = (w],...,wh )7,

und der Matrix

200 + 1 —ab 0 0
—ab 200 +1 —ab 0
A= 0 0 ,
: 0
0 e 0 —af 200 +1

die wir kurz auch als A = diag(—a#,2a8 + 1, af) schreiben, der Matrix
B = diag(a(l —6),1 —2a(1 —0),a(1 —6))

und dem Vektor
a(l—0)g1(t;) + abgi(tj+1)
0
& = : ,
0
(1 —0)g2(t;) + ablga(tj+1)
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der sich aus den Randbedingungen fiir wé und wg\, in (11.7) ergibt. Da durch (11.7) zudem
die Werte w® eindeutig bestimmt sind, konnen wir (11.8) damit rekursiv fiir j = 0, ..., M —1
16sen, indem wir in jedem Schritt das lineare Gleichungssystem mit der angegebenen Matrix
A numerisch 16sen, vorausgesetzt A ist invertierbar, was wir am Ende dieses Abschnitts
untersuchen.

Formal konnte man die Iteration (11.8) dann auch explizit als
wt = A7 Bw + A7

schreiben, aus der Einfithrung in die Numerik ist aber bekannt, dass die explizite Ver-
wendung von A~! numerisch weniger effizient als die Losung des zugehorigen linearen
Gleichungssystems (11.8) ist.

Fiir & = 0 nennt man das Verfahren Vorwdrts-Differenzenverfahren, fir 6 = 1 Riickwdrts-
Differenzenverfahren. Fiir 6 € (0, 1) erhilt man gemischte Vorwdrts- Rickwdirts-Differenzen-
verfahren, von denen besonders das Verfahren fiir § = 1/2 wichtig ist, das sogenannte
Crank-Nicolson- Verfahren. Warum das so ist, sehen wir spéter. Tatséchlich ist das Crank-
Nicolson-Verfahren nichts anderes als die implizite Mittelpunktregel, vgl. Abschnitte 5.1
und 6.3.

Fiir das Vorwérts-Differenzenverfahren mit # = 0 wird die Losung von (11.8) besonders
einfach, da A dann die Einheitsmatrix ist. Anders gesagt ist § = 0 der einzige Wert, mit
dem man ein explizites Verfahren erhélt. Wir werden aber im néchsten Abschnitt sehen,
dass dies aus anderen Griinden keine besonders gute Wahl ist.

Um die Losbarkeit von (11.8) und allgemein die Existenz eindeutiger Losungen w’ zu
garantieren, reicht es aus, die Invertierbarkeit von A zu untersuchen. Dazu miissen wir
nachweisen, dass A keinen Eigenwert A = 0 besitzt. Dies kann man leicht mit dem folgenden
Satz aus der linearen Algebra beweisen.

Satz 11.4 (Satz von Gerschgorin) Fiir alle Eigenwerte A\ € C einer Matrix A € R™*"
mit Eintrégen a;; gilt

n n
)\EU zeC |z—aii|§2]aij\
j=1

=1
J#i

Beweis: Sei z = (x1,...,2,)7 # 0 ein Eigenvektor von A zu A und sei z; der betragsmifig
grofite Eintrag von . Wegen

)\.’L‘i = (Al')z = Zaija:j
7j=1

folgt mit Division durch x; # 0

A —aal = D ai ™t —aa| = | ay | <D layl J’ <> lagl.
7j=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

J#i J# J#

Daraus folgt die Behauptung. 0
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Korollar 11.5 Fiir alle Eigenwerte A der Matrix A aus (11.8) gilt |A| > 1 fiir alle « > 0
und alle 6 € [0, 1]. Insbesondere ist A invertierbar.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von A. Nach Satz 11.4 gilt dann fir ein¢t=1,...,N —1

N-1
’/\ - aii] S Z |aij| S 200.
o
Damit folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und wegen a;; = 2060 +1 > 0
200 > |\ — aii| > 2a0 +1— |A|,

woraus die Behauptung folgt. U

11.3 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Die Konvergenzanalyse des Finiten Differenzenschemas ist konzeptionell dhnlich zu den
Mehrschrittverfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen. Wieder benttigen wir zwei
Figenschaften: Konsistenz und Stabilitédt. Die Konsistenzbedingung stellt dabei sicher, dass
die Losung in einem Schritt von (11.8) nur leicht von der exakten Losung abweicht, die
Stabilitdtsbedingung garantiert, dass sich diese kleinen Abweichungen in der Iteration in
(11.8) nicht zu sehr grofien Fehlern aufschaukeln. Wir werden diese beiden Begriffe nun
genau definieren und beweisen, dass daraus tatsdchlich die Konvergenz — in geeignetem
Sinne — folgt.

Die Konsistenz definieren wir auf die gleiche Weise wie bei den Mehrschrittverfahren in
Abschnitt 9.1: Wir betrachten den Fehler, den wir beim Einsetzen der exakten Losung der
Gleichung (11.1) in das numerische Schema (11.8) machen.

Definition 11.6 Das Finite Differenzenschema (11.8) heifit konsistent mit Ordnung a > 0
in der Zeit und Ordnung b > 0 im Raum, falls fiir die mittels v/ = (u(t;, z1), ..., u(tj, zn-1))
definierten Vektoren mit den exakten Losungswerten die Ungleichung

T

|Auw/ Tt — Bud — d|| o < Cs(s® + hP) (11.9)

fiir eine Konstante C' > 0 und alle j =0,..., M — 1 erfiillen. |

Beachte, dass die Bedingung einen zusétzlichen Faktor s aber keinen Faktor h in der
Abschitzung verlangt. Dies liegt daran, dass iiber die ¢-Variable M = T'/s Schritte iteriert
wird, wodurch — ganz analog zu den numerischen Schemata fiir gewohnliche Differenti-
algleichungen — in der Konvergenzanalyse eine Potenz “verlorengeht”. Da iiber x nicht
iteriert wird, ist eine Multiplikation mit der Ortsschrittweite A nicht notig.

Der folgende Satz zeigt, dass das Schema konsistent ist.

Satz 11.7 Die Losung der Wirmeleitungsgleichung erfiille v € C*. Dann ist das Schema
(11.8) fiir alle 6 € [0, 1] konsistent mit @ = 1 und b = 2. Im Falle # = 1/2 erhoht sich die
erste Konsistenzordnung auf a = 2.
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Beweis: Die allgemeine Aussage folgt sofort aus (11.5) wenn wir beachten, dass die Kompo-
nenten der rechten Seite von (11.9) gerade durch Multiplikation von (11.5) mit s entstehen,
weswegen wir nun O(s(s + h?)) erhalten. Mit K = Q und der vor Lemma 11.2 definierten
GleichméBigkeit der Konstanten in den O-Termen folgt die Existenz von C' = Ck.

Die spezielle Aussage fiir 6 = 1/2 folgt, wenn wir zusétzlich zu den Abschétzungen aus
Lemma 11.2 noch die zusétzlichen Taylor-Entwicklungen

1, ; s
S =) = wlty, @) + Jun(t, @) + (%),

1
;(uxx(tj+1a 55@) - uxz(tja xz)) = U:pxt(tja xz) + 0(5)

sowie (hier verwenden wir die gerade aufgeschriebene Entwicklung im letzten Schritt)
1-4

h2

= (1= ) uga(ty, zi) + Ouaa(tjsr, zi) + O(hz)
= u:r:r(tja l‘z) + a(u:m:(tj+1a 131) - u:m:(tja l’l)) + O(h2)
= Upe(tj, i) + 05Uz (t), ;) + O(s2 + h2)

j j j 0 i1 j+1 i+1
(“gﬂ - 2“5 + ugfl) + ﬁ(ugﬂ - 2“? + ugq)

betrachten. Damit ldsst sich (11.5) verbessern zu

1, i A 1-0 . ) . 0 i1 - 1
;(Ui _Ug)_v(ugﬂ_m‘g+ug—1)_ﬁ(ug+1_2“3 +ug—1)

S
= 5 (it 35) = 20ugar(tj, 20)) + O(s* + h?).

Wegen uy — Ugzt = (Ug — Ugz)e = 0 (denn u 16st ja gerade (11.1), also uy — uyy, = 0) fillt
der erste Summand fiir 6 = 1/2 weg. Wie oben erhalten wir durch Multiplikation dieser
Gleichung mit s gerade die Komponenten von (11.9) und damit die Behauptung. 1l

Im Sinne der Konsistenz ist folglich § = 1/2 — also das Crank-Nicolson-Verfahren —
am Besten. Dies ist im Einklang mit der Numerik gewthnlicher Differentialgleichungen.
Schreibt man das Butcher-Tableau des hier verwendeten Schemas in der Zeit auf, so erhélt
man

Uberpriift man die Bedingungsgleichungen aus Satz 4.5, so sieht man, dass das Verfahren
wegen by = 1 fiir alle § € [0, 1] konsistent mit Ordnung 1 ist, wegen bjc; = 6 aber nur
fiir 6 = 1/2 die Ordnung 2 besitzt (Satz 4.5 ist hier anwendbar, weil das Verfahren wegen
by = 0 = a;; invariant unter Autonomisierung ist).

Die zweite Bedingung, die wir zur Herleitung der Konvergenz benétigen, ist die sogenannte
Stabilitat. Wir erldutern zunéchst anschaulich, warum wir hier wie bei den Mehrschrittver-
fahren eine Stabilitdtsbedingung bendtigen, obwohl wir hier ja in der Zeit nur Einschritt-
verfahren betrachten:



104KAPITEL 11. FINITE DIFFERENZEN FUR DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Bezeichnen wir mit ¢/ = Au/ ™! —Bu? —d’ den lokalen Konsistenzfehler und mit &/ = u/ —w’
den globalen Fehler der numerischen Losung, so gilt fiir den Fehler die Rekursion

AT = Aut — Awt = Bu! + & + € — Buw? —d = Bé? + €7,

was wir auch als

et = A7tBel + A led
schreiben kénnen. Schreiben wir kurz A = A™'B, & = A~'ed und verwenden éy = 0 (da
die Randbedingungen in ty = 0 fiir © und w ja identisch sind), so kénnen wir per Induktion
leicht die explizite Formel

7j—1
& =" ATkl (11.10)
k=0

herleiten. Fiir immer kleiner werdende s und h passieren nun zwei Dinge: Die Anzahl der
Schritte j wird immer groBer und die Matrix A~!, die den Vektor é* definiert, veréndert
sich. Das zweite Problem untersuchen wir spiter im Beweis von Satz 11.10, das erste
betrachten wir jetzt.

Da wir nicht davon ausgehen kénnen, dass sich die einzelnen Summanden giinstig gegen-
einander aufheben, muss nun, damit é’ klein wird, jeder der Summanden klein sein. Fiir
jedes beliebige k£ € N mit k < j muss also der Term A7~%~1¢F klein sein. Da wir fiir immer
kleinere Zeitschritte s auch bei festem Zeitintervall [0, 7] immer mehr Schritte und damit
immer groflere j erhalten, konnen wir keine von s unabhéngige obere Schranke fiir j —k—1
angeben; ebenso haben wir keine Informationen iiber é*. Wir kénnen zwar annehmen, dass
dieser Fehler klein ist, er wird fiir s — 0 aber nicht beliebig klein, da ja auch die rdumliche
Diskretisierung zu diesem Fehler beitrégt.

Wir brauchen also eine Eigenschaft der Matrix X, die sicherstellt, dass Al fiir beliebige
Vektoren z mit kleiner Norm und beliebigem [ € N ebenfalls klein ist.

Dies liefert uns Satz 9.10:

Satz 11.8 Fiir eine Matrix A € R™*"™ existiert genau dann eine Konstante C' > 0, so dass
!
[A%z]| < Cll|

gilt fiir alle [ € N und alle z € R™, wenn alle Eigenwerte A von A die Ungleichung |A| <1
erfiillen und alle Eigenwerte mit |A| = 1 halbeinfach sind (d.h. dass ) eine einfache Nullstelle
des Minimalpolynoms ist).

Der folgende Satz wendet dieses Kriterium auf die Matrix A~'B an.

Satz 11.9 Die Matrix A~!B erfiillt die Stabilititsbedingung aus Satz 11.8, wenn die Un-
gleichungen

1 1
falls 0 < -
< 510’ asO_9<2

0<a, falls%ﬁ&ﬁl

O<a<

gelten. Fiir die euklidische Norm || - ||2 kann die Konstante C' in Satz 11.8 sogar als C' =1
gewiahlt werden.
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Beweis: Wegen

1 1-4
B=_-Id—- ——

0 0
gilt

1 1-6

AT'B=_A"1— ——1Id.

0 0

Jeder Eigenwert von A~!B ist also von der Form \ = ei — %, wobei p ein Eigenwert von

A ist. Wir kénnen nun A schreiben als A = Id 4+ afG mit G = diag(—1, 2, —1). Fiir G kann
man nachrechnen, dass die Eigenwerte gerade durch

4 5in? (;;) k=1,...,.N—1

gegeben sind. Die Eigenwerte von A lauten daher

1, = 1+ 4af sin® (Z\T[) k=1,...,N—1

und die von A~!'B folglich

" 1 1-6  dasin’(k7/2N)
T 01+ 4a0sin?(kr/2N) 6 1+ 4afsin®(kr/2N)

Weil A~!B symmetrisch und damit diagonalisierbar ist, sind alle Eigenwerte halbeinfach.
Es reicht also, |Ax| < 1 nachzuweisen.

Wegen a > 0 ist |A\;| < 1 dquivalent zu

dasin?(kmw /2N
st (k1/2N) o o (2~ af)asin®(kn/2N) < 1.
1+ 4af sin®(kw/2N)

Fiir § > 1/2 ist diese Ungleichung immer erfiillt, fiir § € [0,1/2) wegen sin?(k7/2N) < 1
fiir alle o« < 1/(2 — 46).

Dass die Konstante als C' = 1 gewihlt werden kann, folgt wiederum aus der Symmetrie von
A~!B. Fiir symmetrische Matrizen A ist die induzierte Matrixnorm || A||2 gerade gleich dem
maximalen Betrag der Eigenwerte (dies folgt aus der Darstellung der 2-Norm fiir Matrizen
iiber den Spektralradius, vgl. Satz 2.5 aus der Einfiihrung in die Numerik). Damit folgt fiir
alle v € R" und alle j € N die Ungleichung || A7z |2 < |[A[3]|z]l2 < ||z]l2, also C = 1. U

Im Sinne der Stabilitét sind also die Verfahren mit # > 1/2 besonders gut, weil sie fiir
alle Kombinationen aus Zeit- und Raumschrittweite s und h stabil sind. Man sagt, diese
Verfahren sind unbedingt stabil.

Nun kénnen wir schliellich die Konvergenz beweisen.

Satz 11.10 Unter den Voraussetzungen der Sétze 11.7 und 11.9 existiert eine Konstante
Cp > 0, so dass fiir alle 6 € [0, 1] und alle hinreichend kleinen s, h > 0 gilt

I, < C h?).
j:I{{éfM!!w u? ||, < Co(s + k%)
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Im Falle § = 1/2 gilt diese Abschiitzung sogar mit Cp(s? + h?).
Hierbei ist die diskrete la-Norm || - ||;, definiert durch

]l = llzlla/(N = 1),

Beweis: Betrachte die Fehlergleichung (11.10), die sich durch einfache Umnummerierung
der Indizes schreiben lésst als
7j—1
& = 3 dveikl
k=0

mit A= A"1B, & = A~/ und & = u/ —w’. Wir miissen zeigen, dass ||¢7]);, < Co(s+ h?)
bzw. < Cy(s® + h?) gilt fiir alle j = 1,..., M.

Fiir die lokalen Fehler e/ gilt nach Satz 11.7 und der Definition der diskreten lo-Norm
die Ungleichung ||e’||;, < [l€7]|oo < Cs(sP 4+ h?) mit p = 1 fiir allgemeines 0 und p = 2 fiir
6 = 1/2. Nach Korollar 11.5 gilt [A| > 1 fiir alle Eigenwerte A von A. Also gilt |\| < 1 fiir alle
Eigenwerte von A~! und weil A und damit auch A~! symmetrisch sind folgt [|A~![]2 < 1
(vgl. auch das Ende des Beweises von Satz 11.9). Damit folgt ||&’||;, < Cs(s? + h?).

Nach Satz 11.9 gilt fiir die Summanden von &/ nun Hgkéj_k_lﬂlz < |&7=FY|;,. Damit folgt

j—1
||é]H12 < Z HAké]_k_lnlz < jCS(Sp + hz)
k=0

Wegen j < M < T'/s folgt
Y T 9 9
€711, < ;Cs(sp + h*) =TC(s? + h?).

Damit ergibt sich die Behauptung mit Cy = T'C. U

Dieser Satz zeigt sofort, warum das Crank-Nicolson-Verfahren, also § = 1/2, das bevorzugte
Verfahren ist: Es hat die héchste Konvergenzordnung und ist unbedingt — d.h. fiir alle
Kombinationen von s und A bzw. von N und M — stabil.

Allerdings ist das Crank-Nicolson-Verfahren nicht L-stabil, vgl. Abschnitt 6.3. Fiir Glei-
chungen, bei denen diese Eigenschaft wichtig ist (also bei betragsmifig grofien Eigenwerten
mit negativen Realteilen, wie sie z.B. bei hochfrequenten Schwingungen in Form von grofien
Imaginérteilen auftreten) ist das implizite Eulerverfahren zu bevorzugen, obwohl es nied-
rigere Konsistenzordnung besitzt.



Kapitel 12

Finite Elemente fiir elliptische
Gleichungen

Finite Elemente funktionieren auf grundlegend andere Weise als Finite Differenzen. Sie
beruhen auf der schwachen Form der PDG — einer Integraldarstellung der Lésung — und
funktionalanalytischen Methoden. Wir betrachten daher zunéchst diese mathematischen
Hintergriinde, bevor wir die Losungsmethode selbst behandeln. Dabei ist im Folgenden €2
stets eine offene und beschrankte Teilmenge des R™.

12.1 Schwache Form der PDG

Wir betrachten in diesem Kapitel elliptische partielle Differentialgleichungen der Form
—div(A(z)Vu) + c(x)u — f(x) =0 (12.1)

mit Randbedingungen wie z.B.
u=gq auf 09

oder
A(z)Vu - v =0 auf 09.

Dabei sind A4 : Q — R™™ ¢, f +  — R stetig differenzierbare Funktionen, A(x) ist
symmetrisch fiir alle z € Q und v = v(s) bezeichnet die duflere Normale von €2 im Punkt
s € 0f). Der Punkt in Vu - v steht fiir das euklidische Skalarprodukt.

In diesem Abschnitt leiten wir die schwache Form dieser Gleichung formal her. Dass das
Konzept einen sinnvollen Losungsbegriff liefert, beweisen wir dann im nachfolgenden Ab-
schnitt.

Zur Herleitung der schwachen Form betrachten wir hinreichend oft differenzierbare Funk-
tionen v :  — R — sogenannte Testfunktionen. Dann gilt fiir die Losungen der obigen
PDG

/Q(—div(.A(a;)Vu(x)) + c(z)u(z) — f(x))v(x)dx = 0.

107
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Der Einfachheit halber beschrinken wir uns bei der folgenden Herleitung auf die Randbe-
dingung A(z)Vur = 0. Gilt diese Randbedingung, so folgt

/Q (—=div(A(z)Vu(z)) + c(x)u — f(z)) v(z)dr + / (A(s)Vu(s) - v(s))v(s)ds = 0. (12.2)

o0

Mit der Abkiirzung w(z) = A(x)Vu(x), dem Satz von Gauf (angewendet auf die Funktion
wv) und der Produktregel fiir die Divergenz ergibt sich

/89(11)(3) -v(s))v(s)ds = /Qdiv(wv)(a:)da; = /Qw(x)Vv(x) + (divw(x))v(z)dz.

Eingesetzt in (12.2) und wieder mit A(x)Vu(z) statt w(x) geschrieben erhalten wir so

/Q(A(x)Vu(x)) -Vo(x) + c(z)u(z)v(z) — f(z)v(z)dz =0 (12.3)

fiir alle Testfunktionen v. Dabei steht Vv - Vu wieder fiir das euklidische Skalarprodukt.
Dies ist die schwache Form der PDG (12.1) und ihre Losung heifit demgeméf schwache
Losung. Mit den Abkiirzungen

a(u,v) := /QA(m)Vu(:E) -Vo(x) + e(x)u(z)v(z)dr und [(v) = /Qf(x)v(x)dx (12.4)
koénnen wir dies kurz schreiben als
a(u,v) —l(v) =0 (12.5)

fiir alle Testfunktionen v.

Diese Gleichung kénnen wir auch als Losung eines Minimierungsproblems interpretieren,
was im Folgenden niitzlich sein wird. Betrachten wir das Funktional

E(u) = %a(u, u) — l(u)

so gilt, weil a eine symmetrische stetige Bilinearform und [ eine lineare Abbildung ist, fiir
die Ableitung in Richtung v die Formel

DE(u)v := a(u,v) — l(v)

(das werden wir im Beweis von Satz 12.1 noch formal beweisen). Ist u nun ein Minimierer
von &, so gilt DE(u)v = 0 fiir alle Testfunktionen v. Dies ist gerade (12.5); diese Gleichung
stellt also die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir £ dar.

Warum schreibt man nun die Gleichung (12.1) in die schwache Form (12.3) bzw. (12.5)
um? Der Grund liegt darin, dass es oft keine Losung u :  — R gibt, die (12.1) punktweise
erfiillt, weil die in Frage kommenden Kandidaten u gar nicht fiir alle z €  zweimal
differenzierbar sind. In der schwachen Form braucht man zunéchst einmal nur die erste
Ableitung von u, was die Suche bereits vereinfacht. Zum anderen braucht man noch nicht
einmal diese, da die Ableitung nur unter dem Integral vorkommt und deswegen durch
geschickte Umformulierung komplett vermieden werden kann. Dies fiithrt zum Konzept der
schwachen Ableitung, vgl. Definition 12.2, fiir das wir im folgenden Abschnitt zeigen, dass
es unter geeigneten Annahmen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die sogenannte
schwache Losung liefert.



12.2. LOSUNGSTHEORIE 109
12.2 Losungstheorie

Wir gehen hier wie folgt vor: wir zeigen zunéchst, dass das abstrakte Minimierungsproblem

qgréigg(u) (12.6)
mit .
E(u) = Ea(u,u) + 1(u) (12.7)

unter geeigneten Annahmen eine eindeutige Losung besitzt, die (12.5) erfiillt. In einem
zweiten Schritt zeigen wir dann, dass das aus (12.1) geméf der gerade durchgefiihrten
Herleitung hervorgehende Funktional £ die dafiir nétigen Annahmen erfiillt.

Existenz eines Minimierers

Fiir den ersten Teil sei H ein Hilbertraum, also ein vollstdndiger normierter Vektorraum
mit Skalarprodukt (-,-), dessen Norm durch |lu||g = \/{(u, u) gegeben ist. Die Abbbildung
a:HxH — Rin (12.7) sei eine symmetrische Bilinearform und [ : H — R eine stetige
lineare Abbildung. Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen wir mit H*. Die Menge H*
ist dann selbst wieder ein Vektorraum, der sogenannte Dualraum von H. Als Norm auf H*
verwenden wir die Operatornorm

12|z = sup [l(u)].
ueH

llull =1

Wir sagen,
e q ist stetigh, falls C > 0 existiert mit |a(u,v)| < Cllul|g||v||y fiir alle u,v € H
e a ist elliptisch?, falls a > 0 existiert mit a(u,u) > al|lu||% fir alle u € H.
Dann gilt der folgende Satz.

Satz 12.1 (Lax-Milgram) Sei a stetig und elliptisch mit Konstante oz > 0. Dann existiert
ein eindeutiger Minimierer u* € H von (12.6). Dieser erfiillt die Gleichung (12.5) fiir alle
v € H und es gilt

1
[z < = (U=
(@

!Diese Definition ist tatsichlich dquivalent zu der iiblichen Stetigkeitsdefinition. Dies zu sehen erfordert
allerdings ein paar Zeilen Beweis, die wir hier aus Zeitgriinden auslassen.

2Da diese Definition vom zu Grunde liegenden Raum H abhéngt, wird sie auch “H-Elliptizitit” genannt.
Da der zu Grunde liegende Raum in der Literatur oft mit V statt wie bei uns mit H bezeichnet wird, ist
auch die Bezeichnung “V-Elliptizitét” gebréduchlich.
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Beweis: Wir betrachten eine beliebige Folge uy, in H mit £(uy) — inf,em £(u) und zeigen,
dass diese eine Cauchy-Folge ist. Da fiir alle u € H gilt

- S R
200 2a '

1 1
E(u) = gallulfy = Ula-llullr = o (adlulm = |la-)?

ist £(uy) nach unten beschrinkt. Es sei nun € > 0 gegeben und M € N so gewihlt, dass
E(uy) — infuey E(u) < ae?/8 fiir alle k > M. Dann folgt fiir alle m,n > M

oty — || < alUn — U, Un — Up)
= 2a(Un, upn) + 2a(Um, Um) — a(Up + U, Up + U,
= 4E(up) +4E€(um) — 8E((un + um)/2)

< A€ (up) +4E(um) — SJQBS(U) < ag

Also ist ||up — um||p < e, damit ist uj eine Cauchy-Folge und besitzt einen Grenzwert
u* € H. Wegen der Stetigkeit von a ist dies ein Minimierer. Fiir jeden weiteren Minimierer
uw** € H gilt mit der gleichen Rechnung wie eben

al[u™ —u*||g < 4E(u*) +4E(u) — 8 inlgg(u) =0
ue

und daher u** = u*. Aus der Definition von £ folgt

E(u+v) = %a(u +v,u+v)—l(utv) = (;a(u, u) — l(u)> + (a(u,v) = l(v)) + %a(v,v).

Mit DE(u)v = a(u,v) — l(v) folgt wegen der Stetigkeit von a
E(u+v) = E(u) + DE(u)v + O(|[v]*),

also ist DE(u)v = a(u,v) — I(v) die Richtungsableitung von £ in u in Richtung v. Ist nun
DE(u*)v # 0 fiir ein v € H, so ist DE(u*)nv + O(||nv]|?) < 0 fiir ein betragsméBig hinrei-
chend kleines > 0 oder nn < 0. Damit ist aber £(u* + nv) < £(u*), was der Optimalitit
von u* widerspricht. Also gilt (12.5). Die letzte Ungleichung folgt aus

allwlf < alu®,w*) = Uw*) < ||| =1l

Sobolevriaume

Die Eigenschaften, die wir fiir a aus (12.4) also nachweisen miissen, sind Stetigkeit und
Elliptizitdt. Dazu miissen wir geeignete Funktionenrdume definieren. Wir erinnern dazu
zundchst an die Definition des Raums Ly(€2) fiir 2 C R™. Dies sind alle Funktionen v :
Q) — R, fiir die das Integral
/ v(x)%dx
Q

(v, W), = /Qv(x)w(x)da? und ||v||z, = V/{v,v)L,

existiert. Mit
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wird ein Skalarprodukt und eine Norm auf Lo(£2) definiert, wobei man Funktionen, die sich
nur auf einer Nullmenge unterscheden, miteinander identifizieren muss. Der Raum Ly (2)
wird damit ein Hilbertraum von Aquivalenzklassen von Funktionen.

Fiir Lo-Funktionen kann man nun wie folgt einen schwachen Ableitungsbegriff definieren.
Dabei ist

D(Q) :={p € C*°(Q) | es gibt eine kompakte Menge K C Q mit p(z) = 0 fiir alle z ¢ K}

die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger.

Definition 12.2 Eine Funktion u € L?() besitzt die schwache i-te partielle Ableitung
v = 0ju € Ly(f2), wenn

/Qu(ac)aiicp(x)dx = —/Qv(:v)Lp(:U)d:r

oder kurz

0
<U, 90> = *<")390>L2
8:131' Lo

fir alle ¢ € D(2) gilt. o

Die Motivation fiir diese Definition ist die Folgende: Falls w im klassischen Sinne partiell
differenzierbar auf Q mit Ableitung du/0z; ist, so gilt nach Produktregel fiir alle ¢ € D(Q2)

die Gleichung
[ o) geta) + (o)) elalds = [ 2 (uo)iai.

Fiir das rechte Integrals gilt nach dem Satz von Gaufl nun

J

und dieser Ausdruck ist gleich Null, weil ¢ auf dem Rand von 2 gleich Null ist. Folglich ist
jede klassische partielle Ableitung auch eine schwache partielle Ableitung, aber die Menge
der Funktionen, die schwache Ableitungen besitzt, ist viel grofler.

8il(u¢)($)dl‘:/ (USO)(S)Vi(S)dS

o0

Das Konzept ldsst sich rekursiv oder direkt durch die Gleichung

(—D)l <u 8(130>L2 = (v,9) L,

auf hohere schwache Ableitungen J,u verallgemeinern, wobei o = (av, ..., a) ein Multi-
index mit o; € {0,...,n} und |o| = k ist und %gp = aa:a ...(%a ¢ die iibliche hohere

partielle Ableitung ist.

Mit diesem Konzept kénnen wir fiir jedes m € N ein Skalarprodukt

(u,v)gm := Z (Oatt, OqV) 1y

laj<m

und die zugehorige Norm ||u|| gm := \/{u, u) gm definieren.
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Definition 12.3 Fiir m € N definieren wir den Sobolevraum H™(2) als die Menge aller
Funktionen u € Lo(2), fiir die die schwachen Ableitungen d,u fiir alle Multiindizes o mit
|a] < m existieren und |ju||gm < oo gilt. o

Man kann (unter milden Regularitdtsannahmen an §2) beweisen, dass H™({2) ein Hilbert-
raum ist und dass der Raum C*°(Q)NH™ () dicht in H™ () liegt. H™(£2) ist also eine Ver-
vollstandigung von C°(Q) beziiglich des Skalarprodukts (u,v)gm, also H™(Q) = C~(Q).
Analog gilt fiir den Sobolevraum H["(£2) der Funktionen v € H™(Q) mit v|pq = 0 die
Beziehung H["(2) = D(1Q).

Die folgenden Eigenschaften von Sobolevriumen werden wir im Folgenden benutzen. Diese
gelten fiir Gebiete {2 mit Lipschitz-Rand.

e Fiir m > n/2 besteht die stetige Einbettung H™(Q) — C(Q).
e Es besteht die kompakte Einbettung H™1(Q) — H™(Q).

e Es gibt eine stetige lineare Abbildung v : H*(Q) — Lo(01), die sogenannte Spurab-
bildung, fiir die yu = uaq fiir alle u € C*(Q) und kery = H}(Q) gilt.

Wir definieren im Folgenden den Gradienten Vu fiir schwach differenzierbare Funktionen
als Vu = (Ou, ..., 0,u)T. Aus

lullFpn = llullZ + 0]z, + .. + 19nulli,

und
IVull> = [|01ulZ, + - - + [0null 7,

folgen die (Un)gleichungen

lullf = lullze + 1VulZe,  Nullze < llullg wnd [[Vallze < [lullg (12.8)

Elliptische Gleichungen auf Sobolevriaumen

Wir haben nun alle Zutaten beisammen, die wir benotigen, um die Hauptresultate dieses
Abschnitts zu beweisen. Wir betrachten dazu wieder die Bilinearform a aus (12.4), also

a(u,v) := /QA(:B)Vu(x) -Vo(x) + c(z)u(z)v(z)dz.

Satz 12.4 Esseien A € Loo(2,R™*™) und ¢ € Lo (). Zudem existieren & > 0 und § > 0,
so dass® A(z) > ald und c(x) > B gelten fiir alle x € Q.

Dann ist a aus (12.4) elliptisch und stetig auf dem Raum H'(Q2), d.h. die Voraussetzungen
des Satzes von Lax-Milgram (Satz 12.1) sind erfiillt.

3Fiir zwei quadratische Matrizen gleicher Dimension A und B schreiben wir A > B falls A — B positiv
semidefinit ist.
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Beweis: Die Stetigkeit folgt mit (12.8) aus der Ungleichung

IN

[Allool Vel o[Vl 2y + llelloollullzs V] 2,

/QA(QJ)Vu(x) -Vo(x) + c(z)u(z)v(z)de

IN

Cllull vl -

Die Elliptizitét folgt ebenfalls mit (12.8) aus

a(u,uw) > &|Vullz, + BllulZ, > min{a, B}|ul7.
U

In vielen praktischen Anwendungen ist ¢ = 0, d.h. es gibt keinen Advektionsterm in der
Gleichung. In diesem Fall erhalten wir mit dem obigen Beweis nur a(u,u) > aHVu||%2,
woraus wir die gewiinschte Ungleichung a(u,u) > a/|u|3,; nicht folgern kénnen (z.B. fiir
u=ug # 0 ist ||Vu||%2 gleich Null, [|u||%,, = |ug|?* aber positiv).

In diesem Fall kénnen wir mit dem nachfolgenden Lemma aber noch Elliptizitdt in H}
erhalten.

Lemma 12.5 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung) Sei 2 in einer Menge der Form
S = {1‘ eR"|z; € [—s,s],z; € R fiir alle j € {1,,n}\{z}}
fiir ein s > 0 und ein i € {1,...,n} enthalten. Dann gilt fiir alle u € Hg(Q)

||U||%2(Q) < 252\|Vu||%2(9)-

Beweis: O.B.d.A. sei i = 1. Wir schreiben & = (x3,...,7,)7 und u(x1,4) = u(r). Dann
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir u € D(Q2)

1

U(I‘l,i') :u(xla‘,i) —U(—S,Lﬁ) = alu(ya ‘,i)dy
=
Daraus folgt
1 2
N R

< ( | |81u<y,5c>|dy)2

71
< (o1 +9) / Oyu(y, &) 2dy

—S

< (2149) / IVuly, 2)2dy

—S
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und somit

a7,

HUH%Q(s) = \u(xy, &) 2dridi
Rn—1 ) _g

S S
/ 1/ (x1 —|—s)/ |Vu(y, #)||*dydx di:
Rn=1J—s -5

_ /(ac1+s) / / Vuly, #) |2 didydz,
—s —s n—1

(25)?
2

IN

IVull?, = 2sIVullZ,q.

Da die Aussage damit fiir alle u € D(Q) gilt und D(f2) dicht in H}(Q) liegt, folgt die
Behauptung. U

Damit kénnen wir nun die zweite Version des Hauptresultats beweisen.

Satz 12.6 Es sei A € Loo(Q,R™") und ¢ € Loo(R2). Zudem existiere & > 0, so dass
A(z) > ald gilt fiir alle x € Q und es sei ¢(x) > 0 fiir alle z € Q.

Dann ist a aus (12.4) elliptisch und stetig auf dem Raum H}(f2), d.h. die Voraussetzungen
des Satzes von Lax-Milgram (Satz 12.1) sind erfiillt.

Beweis: Stetigkeit folgt wie im Beweis von Satz 12.4. Die Elliptizitéit folgt mit Lemma
12.5 (fiir passendes s, das existiert, weil 2 beschrénkt ist) und (12.8) aus der Ungleichung

(07

9
Vullz, + 12

lullZ, > allulz,

~ a Qa «Q
alu,u) = &|Vall}, = SIVald, + S 1vul, > S

mit o = min{a/2, a/4s%}. 0

Aus Satz 12.6 folgt, dass die Poisson-Gleichung mit Randbedingung u = 0 eine eindeutige
schwache Losung u. € H}(Q2) besitzt: Die schwache Form der Gleichung lautet

/ Vu - Vo — fodx =0 fiir alle v € H} ()
Q

also ist

a(u,v) = / Vu - Vodx
Q

elliptisch mit o = 1. Die Losung erfiillt also [lul[ g1 < || fll(zy) < [ f |l Lo

Die Vorgehensweise in diesem Abschnitt kann auf weitere Randbedingungen erweitert wer-
den, worauf wir hier aus Zeitgriinden aber verzichten.

12.3 Das Ritz-Galerkin Verfahren

Die Methode der finiten Elemente beruht entscheidend auf dem Konzept der schwachen
Losung und dem Minimierungsproblem (12.6). Die Grundidee ist, dieses Problem nur auf
einem endlichdimensionalen Unterraum zu l6sen.
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Statt £(u) iiber u € V (also z.B. V = H}(Q) oder V = HZ(Q)) zu minimieren, 16sen wir

min &(u 12.9

min £(u) (12:9)
fiir einen endlichdimensionalen Teilraum V}, C V. Dies ist das sogenannte Ritz- Verfahren
und die Funktionen in V;, werden Ansatzfunktionen genannt.

Alternativ kann man die notwendigen Optimalitétsbedingungen (12.5) auf einem Unter-
raum l6sen. Statt ein u € V zu suchen, das DE(u)v = a(u,v) — l(v) = 0 fiir alle v € V
erfiillt, 16st man das Problem

Finde up, € Vj, mit a(up,vy) — l(vy) = 0 fiir alle vy, € Vj,. (12.10)

Diesen Ansatz nennt man Galerkin- Verfahren. Beachte, dass hier sowohl das uy, als auch
die Testfunktionen vy aus Vj gewéahlt werden.

Fiir elliptische PDGen fiihren beide Ansétze auf die selbe Losung uy,, da der Zusammenhang
zwischen der Minimierung von £ und den Optimalitédtsbedingungen auf V}, mit den gleichen
Rechnungen wie fiir V' gezeigt werden kann. Die Probleme (12.9) und (12.10) sind also
dquivalent. Daher spricht man vom Ritz-Galerkin- Verfahren.

Wie kldren nun, wie man die dquivalenten Probleme (12.9) und (12.10) in eine Form bringen
kann, so dass man sie mit dem Computer l6sen kann. Dazu sei ¢1,...,¢n eine Basis von
Vi, (wie diese in der Praxis aussieht, klaren wir im néchste Abschnitt). Die einzelnen ¢;
heilen dann Basisfunktionen.

Die Gleichung (12.10) ist nun genau dann fiir alle v, € V}, erfiillt, wenn sie fiir alle Ba-
siselemente von V}, erfiillt ist, also wenn

a(up, ¢j) —l(¢j) =0firalle j=1,...,N

gilt. Schreiben wir die gesuchte Funktion u;, nun als

N
up(x) =Y w;¢i(x),
=1

wo ergibt sich dies zu
N
> wa(gi, ¢j) — U(¢;) =0 fir alle j =1,...,N.
i=1

Dies kénnen wir mit u = (uy, ..., uy)’, A = (a(¢i, ¢;))ije1.. .y und b= (I(¢1),..., U (dn))T
kurz als
Au=b (12.11)

schreiben. Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem. Die Matrix A darin wird oft
als Steifigkeitsmatriz bezeichnet. Dabei ist A € RY*N symmetrisch, weil a symmetrisch
ist und A > 0 weil a elliptisch ist. A ist also eine symmetrische und positiv definite (spd)
Matrix. Wir kénnen A~! als Abbildung von I nach uj; auffassen, also von (H')* nach
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H'. Aus der Abschitzung allup||3; < alup,un) = L(up) < [|Ulgys lunl g folgt dann
allupl[ g < ([Tl (1) und damit*

HAilu(Hl)*eHl <

SEES

Explizit ausgeschrieben gilt

a(ds, 65) = /Q (A(2) Vi) - Vo () + ()i (2)b; () .

Wihlt man die Basisfunktionen ¢; so, dass sie kleine Trager haben, die sich nur fiir wenige
1, 7-Kombinationen tiberlappen, so wird das Integral fiir viele i, j-Kombinationen zu Null.
Die Matrix A ist in diesem Fall diinn besetzt, was die numerische Lésung von Au = b
deutlich vereinfacht.

Das folgende Lemma klért, wie gut uy die exakte Losung v im Vergleich zur bestmoglichen
Approximation in V}, approximiert.

Lemma 12.7 (Céa) Es sei a stetig und elliptisch mit Konstanten C' und «. Dann gilt fiir
die Losung uyp von (12.9) und (12.10)

C . R
lu—up|lgr <A/ — inf |Ju—ap|g.
Q Up eV

Beweis: Wegen V;, C V folgt a(u,vy) = l(vy) fiir alle v, € V},, also auch fir up. Zudem
minimiert up nach Definition £ iiber V3. Damit und mit der Symmetrie von «a folgt fiir alle
vy €V,

aHu—uthql a(u — up,u — up)

= a(“a u) -2 a(uv Uh) +a(uh7 uh)
———
=l(un)
su) + 28 (up)
,u) + 2E(vp)
U

,u) — 2a(u, vp) + a(vp, vp)

IA
2 9

I
2

—wnu—vp) < Clu—wlip

I
e

Division durch «, Wurzelziechen und Bilden des Infimums {iber vy liefert die Behaup-
tung. U

Fiir eine Folge von Unterrdumen Vj,,, i € N, fiir die ;o V3, dicht in V' liegt, folgt also
Up, — U

in H' fiir i — oo.

“Die Operatornorm fiir einen Operator A : V4 — V5 ist hierbei wie iiblich definiert als || Allv, v, =
SUDyevy, flvlly, =1 | Av|lv, -
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12.4 Wahl der Ansatz- und Basisfunktionen

Es bleibt zu klédren, wie die Ansatzfunktkionen V} und die zugehorigen Basisfunktionen
¢; gewahlt werden konnen. Dies geschieht in der Finite-Elemente-Methode in der Regel
auf Basis einer Triangulierung, also einer Zerlegung von 2 in kleine Teilgebiete, die im
zweidimensionalen Fall oft als Dreiecke gewéhlt werden — daher der Name Triangulierung.

Definition 12.8 Eine Triangulierung 7 ist eine Zerlegung von ) in Teilgebiete T;, 1 =
1,..., M, mit den folgenden Eigenschaften

Jedes T; € T ist ein abgeschlossener, zusammenhéngender Polyeder (z.B. Dreieck,
Rechteck, Tetraeder, Quader, ...)

ﬁzUij\ilTi

e intT; Nint T; = () fiir alle ¢ # j

o T; NTj ist entweder leer oder ein Polyeder von niedrigerer Dimension als €2.

Den maximalen Abstand zweier Punkte in T; bezeichnen wir mit

diam 7; := max ||z — y|

(gesprochen: Durchmesser von T;). Den maximalen Durchmesser der Triangulierung be-
zeichnen wir mit

h:= max diam7;.
i=1,...,M
Wir schreiben 7, wenn wir den Durchmesser der Triangulierung in der Notation hervor-
heben wollen und h7, wenn wir den Zusammenhang von h mit der Triangulierung explizit
betonen wollen. a

Sind die Teilgebiete T} in etwa gleich groB, so ist der Durchmesser h proportional zu M ~1/™.

Je grofer die Dimension, desto mehr Teilgebiete braucht mal also, um eine vorgegebene
ober Schranke des Durchmessers zu realisieren.

Das Erstellen einer Triangulierung ist ein Problem fiir sich, das wir hier nicht behandeln
wollen. Es gibt fiir viele Probleme heutzutage Standardsoftware, mit der man Triangulie-
rungen konstruieren kann.

Wir erliutern nun am Beispiel des Raums V,, € V = HY(Q), wie man mit Hilfe der
Triangulierung die Basisfunktionen ¢; konstruiert. Dazu verwenden wir den folgenden Satz,
der aus [2, Satz 5.2] folgt.

Satz 12.9 Gegeben sei eine Funktion v € C(9), so dass v|7; fiir jedes Teilgebiet T; stetig
differenzierbar ist. Dann ist v € H' ().
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Aus diesem Satz folgt, dass fiir eine gegebene Triangulierung 7 z.B. die folgenden Riume
endlichdimensionale Teilriiume von H!(Q) bilden:

Polynome vom Grad ! auf Dreiecken oder Tetraedern

Die T; sind Simplizes (also Dreiecke in R?, Tetraeder in R3 etc.) und

Vi, :={v € C(Q) |v|g, ist ein Polynom vom Grad < fir jedes T; € T}

Fiir I = 1,2 und 3 spricht man von linearen, quadratischen oder kubischen Elementen.
Falls die Polynome vorgegebene Werte in Stiitzstellen (man spricht auch von Knoten)
interpolieren, so spricht man von Lagrange-Elementen. Werden Werte und Ableitungen in
vorgegebenen Knoten interpoliert, spricht man von Hermite-Elementen.

Multilineare Finite Elemente auf Quadern

Die T; sind Quader (also Rechtecke in R?, “iibliche” Quader im R? etc.) und

Vi, :={v € C(Q) | v|r, ist ein Polynom und linear auf den Kanten fiir jedes T; € T }

Diese Elemente haben den Vorteil, dass sie sich leicht in beliebigen Dimensionen imple-
mentieren lassen.

Beispiel 12.10 Wir betrachten den Raum V}, der linearen Elemente auf Dreiecken. Dann
ist ein vy, € V, auf jedem Element T; eine lineare Funktion, zudem ist sie auf ganz () stetig.
Gibt man sich Werte w; in den Eckpunkten p;, j = 1,..., P der Dreiecke T; vor, so sieht
man, dass es genau eine Funktion vy, € V}, gibt, fiir die vy, (p;) = w; fiir alle Knoten p; gilt:
Dass es hochstens eine solche Funktion geben kann, sieht man daran, dass die Differenz
U}IL — v% zweier solcher Funktionen auf jedem Dreieck eine lineare Funktion ist, die an den
Eckpunkten den Wert 0 annimmt. Das kann aber nur die Nullfunktion sein, also folgt
v}b = v}% auf jedem Dreieck, also auf ganz 2.

Dass es eine solche Funktion gibt sieht man, indem man fiir jeden Knotenpunkt p; die
Funktion ¢; betrachtet, die die Bedingungen

* ¢j(pj) =1
o ¢j(pr) = 0 fiir alle p # p;
e ¢j|r, ist linear auf jedem Dreieck T;

o ¢; ist stetig auf Q

erfiillt (¢; ist eine sogenannte “Hiitchenfunktion”; wenn man versucht, die Funktion durch
eine Skizze zu veranschaulichen, sieht man, warum. Wir werden gleich zeigen, dass eine
solche Funktion tatséchlich existiert).

Definieren wir nun die Funktion vy, () := 3 f_, wror(x), so ist diese ebenfalls linear auf
jedem Dreieck, stetig auf Q und erfiillt die Interpolationsbedingung vp,(p;) = w;. O
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12.5 Implementierung

Um die Basisfunktionen im Rechner darzustellen, werden diese aus sogenannten Formfunk-
tionen zusammengesetzt, die auf den einzelnen Teilgebieten definiert sind. Diese Formfunk-
tionen wiederum werden zunéchst auf einem Standardteilgebiet T definiert. Diese Definition
wird dann mittels einer affin linearen Transformation auf alle 7; tibertragen.

Wir beschreiben dieses Vorgehen auf Simplexgittern. Der Standardsimplex in R™ ist dabei
gegeben durch

n
f::{xeR”xiZOﬁiralle1:1,...,nund legl}.
i=1

In R? ist dies gerade das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0,1). Im R3 ist T
das Tetraeder mit den Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1). Wir bezeichnen
die Eckpunkte des Simplex mit Vjy,...,V,; V4 ist dabei der Nullpunkt und Vj, fiir & # 0
der Eckpunkt mit der 1 an der i-ten Stelle.

Auf T definieren wir nun die Formfunktionen Bz - wobei 7 fiir einen oder mehrere Indizes
steht. Wir beginnen zunéchst mit linearen Formfunktionen. Diese sind gegeben durch die
baryzentrischen Koordinaten

)\O(x)zl—in, M= fiirk=1,...,n.
i=1

Setzen wir die Formfunktionen nun als
Bg =, k=0,..., (12.12)
so rechnet man leicht nach, dass die Beziehung

. 1,$:Vk
i ={ 02 v 4

gilt. Fiir vorgegebene Werte wy, in den Ecken V}, ist also u(x) = Y wrfs , () eine lineare
Funktion auf 7' mit u(Vg) = pg fiir alle k =0,...,n.

Quadratische Formfunktionen kénnen nun aus den linearen Formfunktionen konstruiert
werden. Eine quadratische Funktion auf T ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte in den
Eckpunkten V; und in den Mittelpunkten M;; zwischen je zwei Eckpunkten V; und V; (das

miisste man natiirlich beweisen, was aber nicht sehr schwer ist). Definieren wir nun die
Formfunktionen

&fk(a:) = Xi(z)(2Ak(x) — 1),k =0,...,n, 5f,kz(x) = A ()N (), k1 =0,...,nk <1
so rechnet man nach, dass

l,x=1V; 1,2 = My

Bﬁk(x) = 0,z="Vj,j #k und /Bﬁkl(m) = 0,z = M, (Z,j) £ (k,l)
0,z = My, 0,z ="V
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Geben wir also Werte w;, und wy; in den Punkten V), und My, vor, so erhalten wir die
eindeutige quadratische Funktion auf T', die diese Werte interpoliert, mittels

u(z) = Zwkﬁik(a:) + Z wklﬂﬁkl(x)'
k=0

k,l=0
k<l

Ahnlich kann man kubische oder noch héhergradige Formfunktionen definieren.

Um die Formfunktionen nun auf die Teilgebiete T; der Triangulierung zu iibertragen, neh-
men wir an, dass wir den Standardsimplex durch Transformationen auf die 7; abbilden
lassen. In der Praxis werden oft affin lineare Transformationen verwendet, auf die wir uns
hier beschrinken wollen. Wir nehmen also an, dass invertierbare Matrizen B; € R™*™ und
Vektoren b; € R™ existieren mit

T, = BT + b = Fi(T),

wobei BT := {Bsz|z € T} ist. Dann gilt F7 Y (z) = B; 'z — B; 'b;. Dann definieren wir
die Formfunktionen auf T; mittels

Br,n(x) = Bp, (F (). (12.13)

Jede Basisfunktion ¢; ist nun eine Kombination von verschiedenen Formfunktionen. Welche
Formfunktionen genau eine Basisfunktion ergeben, hingt von der Art der Formfunktionen,
der Form der Teilgebiete etc. ab. Wir illustrieren diese Konstruktion fiir die linearen Ba-
sisfunktionen ¢; auf Dreiecken im R? aus Beispiel 12.10.

Beispiel 12.11 Wir betrachten wieder den Fall aus Beispiel 12.10. Wir zeigen, wie die
dort verwendeten Basisfunktionen ¢; aus den Formfunktionen [z, aus (12.12), (12.13)
zusammengesetzt werden kénnen. Sei also ein Knoten x; der Triangulation gegeben. Dann
gibt es eine gewisse Anzahl von Dreiecken T;,,...,T; , so dass der Knoten p; mit einem
Eckpunkt Vj von T;_ , r = 1,...,q {ibereinstimmt. Wir setzen nun die Basisfunktion wie
folgt aus den Formfunktionen zusammen:

v B, g(x), fallsz el fireinr=1,...,q
9i(@) = { 0, sonst

Die Funktion ist wohldefiniert, obwohl der Wert auf der Rechten Seite fiir Punkte x, die in
mehreren Dreiecken liegen, zunéichst nicht eindeutig definiert ist. Wenn zwei Dreiecke aber
eine nichtleere Schnittmenge haben, so stimmen die Werte der betreffenden Formfunktionen
per Konstruktion in allen Eckpunkten in der Schnittmenge iiberein. Da die Formfunktionen
linear sind, stimmen die Werte also auch auf eventuellen gemeinsamen Kanten iiberein.
Daher ist die Funktion ¢; wohldefiniert und stetig. Per Konstruktion ist sie zudem linear
auf jedem Dreieck und erfiillt ¢;(py) = 1 genau dann, wenn k = j ist. Also ist sie die
gesuchte Basisfunktion. o

Ahnliche Konstruktionen wie in diesem Beispiel lassen sich fiir alle gebréuchlichen Basis-
funktionen angeben. Im Rechner werden dazu fiir jedes Teilgebiet 7; und jede Basisfunktion
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¢; Indizes n(i, j) gespeichert, so dass ¢;|1,(z) = ﬁin(i,j)<Fz‘_1(x>) gilt. Daftir muss formal
noch eine Null-Formfunktion eingefithrt werden, fiir den Fall dass ¢;|7; = 0 gilt; diese
konnen wir bei allen Berechnungen im Folgenden aber wieder weglassen, weil sie sowie-
so keinen Beitrag leistet. Damit kann auf jedem Teilgebiet T; die Basisfunktion und ihre
Ableitung mittels

¢;(x) = Bz, (F ' (2)) wnd Dej(x) = Dz, (F; (@) B!
ausgewertet werden.

Zum Aufstellen des lineare Gleichungssystems (12.11) — man nennt diesen Vorgang auch
Assemblierung — bendtigen wir nun die Gréfien

a;ij = a(g;, ¢j) = /Q(A(QS)V@(JU)) -Voj(z) + c(x)pi(z)p;(x)de, b = /Qf(x)gbj(x)daz

Diese werden geméfl dem folgenden Algorithmus durch Iteration iiber alle Zellen berechnet.

Algorithmus 12.12 (0) Setze a;; :==0, b; :=0 fiir alle 4,5 =1,..., N.

(1) Fiir alle Teilgebiete T:

(2) Fiir alle Basisfunktionen gbi'

(3) Berechne Ab; := [}, f(2)¢i(v)dz

(4) Setze b; := b; + Ab;

(5) Fiir alle Basisfunktionen (;Sj'

(6) Berechne Aa = fy, (A(z)Vi(x)) - Vo5 (z) + c(x)di(2)es ()

(7) Setze Qi = Q35 + Aaij

(8) Ende aller Schleifen o

Mithilfe der obigen Ausdriicke fiir ¢; und die Ableitungen D¢; = (Vgi)j)T sowie der Trans-
formationsregel konnen wir die Integrale im Algorithmus direkt mit den Formfunktionen
iiber T formulieren. Es gilt

f( )¢z dx—/f ﬂTk ( )detBida:
und

/ (A@@)V6i(x)) - V() + ()i () b5 (x)da

S

- /T(A(Fi(x))(Dﬁ’fl(Fi1($))Bi1)T (DB, (F () B )T det B;
+ c(Fi(2)) B ji.5) (2) BF . ) (%) det Bid.
Alternativ kann man die Schleifen auch {iber die Formfunktionen laufen lassen. Dann muss

man zu jedem Paar aus Formfunktion 5Tn und Teilgebiet Ts den Index j(s,n) der zu-
gehorigen Basisfunktion ¢; ) speichern.
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Zum Losen des linearen Gleichungssystems kann nun ein Verfahren zum numerischen Losen
von linearen Gleichungssystemen mit groflen, diinn besetzten spd Matrizen verwendet wer-
den. Beispielsweise eignet sich das CG-Verfahren aus der Vertiefung der Numerik. Es gibt
aber auch Varianten des Choleski-Verfahrens fiir diinn besetzte Matrizen.

Wir erinnern daran, dass die Konvergenz des CG-Verfahrens durch die Konditionszahl
kanm = I'/y bestimmt ist, wobei 0 < v < I' untere und obere Schranken der Eigenwerte
von M 1A sind. Je kleiner & A, M ist, desto schneller konvergiert das Verfahren. Ohne Vor-
konditionierer — also mit M = Id — ist k414 = O(h~2) = O(M~2/") (die letzte Gleichung
gilt, wenn die Teilgebiete in etwa geich grof sind). — Ubung Je feiner man also diskreti-
siert, desto mehr Iterationen benotigt das CG-Verfahren. Da bei abnehmendem h zugleich
die Matrizen grofler werden, nimmt die Rechenzeit also stark zu. Daher ist es wichtig, einen
guten Vorkonditionierer zu finden, mit dem die Kondition von M~ A verringert wird. Wir
kommen in Kapitel 14 darauf zuriick.



Kapitel 13

Fehleranalyse

Wir analysieren nun den Fehler der im letzten Kapitel vorgestellten Methode. Die Analyse
beruht auf dem Lemma von Céa (Lemma 12.7) und der folgenden Analyse des Fehlers
fiir Interpolationspolynome, mit der wir die rechte Seite der Ungleichung im Céa-Lemma
abschétzen konnen.

13.1 Interpolationsfehler

Wir analysieren nun zunéchst den Interpolationsfehler auf dem Standardgebiet T. Fiir die
Analyse benotigen wir die H™-Norm

[ollm =D 19av]lz,

laj<m

und die H™-Halbnorm

[0l =Y 10avllL,.

|a|=m

Beachte dass aus diesen Definitionen ||v||,n, = ||v||m—1 + |v]m folgt. Wenn es wichtig ist, das
zu Grunde liegenden Gebiet €2 zu betonen, schreiben wir auch ||v||gmq) statt ||v[/;, und
analog |v|gm(q) statt |v],.

Wir betrachten im Folgenden den Raum P,,_; der Interpolationspolynome' auf R” vom
Grad < m — 1 fiir ein m € N, m > 2. Wir nennen z; € T\, 1=0,...,q, giltige Interpolati-
onsknoten, wenn fiir alle v; € R, i = 0,...,q genau ein p € Py, existiert mit p(z;) = v;
fiir alle 7 =0,...,q.

Lemma 13.1 (Bramble-Hilbert-Lemma) Seien z; € JA“, 1 =0,...,q, giltige Ir/l\terpo—
lationsknoten fiir Pp,—1. Sei auflerdem €2 C R” ein Gebiet mit Lipschitzrand und T" C ().

!Einige der folgenden Aussagen lassen sich auf den Fall m = 1 verallgemeinern, was wir hier aber nicht
durchfithren wollen.

123
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Zudem gelte m > n/2. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle v € C(Q)NH™(Q)
die Ungleichung

[0]lm < ¢ (Iv\m + Iv(cvi)!)

1=0

gilt.

Beweis: Aus den Annahmen an ) folgt die kompakte Einbettung H™(Q) — H™ ! und

wegen m > n/2 gilt zudem die Einbettung H™ () — C().

Angenommen, solch eine Konstante ¢ existiert nicht. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein ¥,

so dass
q
[Tellm > ¢ <|6C|m + Z |1~)c(:c,)\> .

1=0

Fiir ¢ =k, k € N, setzen wir nun vg := 0./||0¢c||m. Dann gilt ||vg||m = 1 und

q
1 1
)| < — =—-—=0
[V lm + ;:0 [on (@)l < Zllorllm = o

fir k — oo. Da H™ in H™ ! kompakt eingebettet ist, besitzt vy, eine in H™ ! konvergente
Teilfolge, die wir wieder mit vy bezeichnen, und fiir die wie bisher |vg|,, — 0 gilt. Den
Grenzwert bezeichnen wir mit v*.

In H™ gilt nun

vk — villm = vk = Villm—1 + vk = vilm < |k = Villm—1 + [Vklm + [Vilm — 0
fiir k,I — oo. Daraus folgt, dass v; eine Cauchyfolge in H"" ist und daher auch in H™
konvergiert. Fiir den Grenzwert gilt dabei |[v*|,, = 0, also ist v* ein Polynom vom Grad
< m—1. Da v gleichméfig gegen die stetige Funktion v; konvergiert, konvergiert sie auch
punktweise und es folgt v*(z;) = 0 fiir alle z;. Nach Annahme an die Stiitzstellen gilt also
v* = 0 und damit ||v*||,, = 0. Dies ist aber ein Widerspruch, da eine Folge vg, mit ||vg||,m, = 1
fiir alle £ € N kann nicht gegen einen Grenzwert mit ||v*||,, = 0 konvergieren.

Korollar 13.2 Betrachte f, Q2 und giiltige Interpolationsknoten z; € T wie in Lemma
13.1. Dann ist die Polynominterpolation I : C(Q) N H™ — H™, die jedem v € C(Q)NH™
das Interpolationspolynom p € P,,—1 C H™ mit p(x;) = v(x;) fir alle x; zuordnet, eine

stetige lineare Abbildung.

Beweis: Die Linearitét folgt sofort aus der leicht verifizierbaren Tatsache, dass A\1p1 + Aopa
gerade das Interpolationspolynom zu Ajv; + Agvg ist, wenn p; und po die Funktionen wvq
und vy interpolieren.

Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir, dass eine lineare Abbildung genau dann stetig
ist, wenn eine Konstante C' > 0 mit ||Iv|, < C||v||n, fiir alle v € H™ existiert. Dies gilt
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fiir die Interpolation aber, denn mit Lemma 13.1 folgt

ol < ollm + [lv = Tv[lm

ol + ¢ | [0 = Lol + Y Jo(as) = 1(0) (i)
=0

[0]lm + clvlm < (14 ¢)]luml]-

IN

=0

U

Satz 13.3 Betrachte f, Q und giiltige Interpolationsknoten z; € T wie in Lemma 13.1.
Sei L : H™(2) — Y eine stetige lineare Abbildung, so dass P,_; C ker L. Dann existiert
eine Konstante ¢ > 0 mit

[Lolly < cfolm

fir alle v € H™.

Beweis: Sei I : C(Q) N H™ — P,,_1 der Interpolationsoperator zu den Knoten z;. Dann
gelten fiir alle v € C(Q) N H™ die Gleichungen LIv = 0 sowie |v — Iv|y, = |v|m, und damit

[Lolly = [[Lv=Tv)y < |[L][]lv=1v]m
q
< Ll (o= Tolm+ ) lv(x:) = I@)(@) || = elLll|o~Tvlm
=0 ~
= Ll fvlm

wobei ||L|| kurz fiir | L||gm—y steht. Fiir allgemeines v € H™ folgt die Aussage dann aus
der Stetigkeit der Normen, weil C(Q) dicht in H™ liegt. U

Mit Hilfe von Satz 13.3 und der Tatsache, dass die Teilgebiete T; von der Form T; =
F,(T) B;T + b; sind, kénnen wir nun eine Abschitzung des Interpolationsfehlers auf 7
herleiten. Dazu brauchen wir die folgende Transformationsformel.

Lemma 13.4 Sei x = F;(&) = B;& + b; und 0(%) = v o F;(z). Dann gilt

ol

2 iy < 1Bl det Bl ™ol
Beweis: Mit der Kettenregel gilt
oW (&) (b1, ..., 0%) = (vo F) B (@) (01,...,01) = v ™ (Ey(2))(BFur, ..., BFuy).

Daraus folgt
[0® @) < [1Bsl|*lv™ (Fi (@) = |1 Bil*[[o® ()]

Damit gilt mit der Transformationsformel fiir Integrale

/m \m<wW/w )waw%ﬂw>umwrm.
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0

Damit kénnen wir nun den Hauptsatz zum Interpolationsfehler beweisen. Dafiir benttigen
wir die folgende Annahme, die sicher stellt, dass die in der Abschéitzung auftretenden
Konstanten nicht zu grofl werden.

Definition 13.5 Eine Folge von Triangulierungen 73, I € N, hei8t formreguldr, wenn es
eine Konstante k gibt, so dass

k(Bi) = | Bill 1B < &

fiir alle T; € T}, und alle [ € N. o

Anschaulich bedeutet diese Bedingung z.B. im Falle von Dreiecksgebieten, dass die Winkel
in den Dreiecken nicht beliebig spitz werden kénnen. Zudem verwenden wir im Folgenden,
dass die Ungleichung

|Bi]| <~ diam T;

fiir alle T; gilt, vorausgesetzt dass T einen Ball By,,(z) mit v > 0 enthilt (was fiir alle
sinnvollen Standardgebiete der Fall ist). Dies folgt aus der Rechnung

IBil| = sup [[Biz| = ~ sup |[|Bi(z—2)
x€B1(0) z€B1/,(T)

= v sup ||Bix—Bz)| < v sup |z — x| = ydiam (T;).
T€By /4 (T) z1,22€T;

Satz 13.6 Sei 2 C R™ ein Gebiet mit Lipschitzrand, m > n/2 und 7, eine formreguldre
Folge von Triangulierungen mit Konstante x > 0. Sei [; : C(Q) N H™(2) — H™(Q) der
stiickweise Interpolationsoperator auf den Teilgebieten 7; von 7p, mit Interpolationsknoten

x;; = Fj(x;), wobei die z; giiltige Interpolationsknoten auf dem Standardgebiet T sind.

Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle [ € N, alle £k = 0,...,m und alle

v e C(Q)NH™(Q) die Ungleichung

v — Lk < Ch vl

gilt.
Beweis: Aus der Definition von || - ||, = || - [[gm(q) folgt, dass || - ”%””(Q) als Summe der
Normen || - H%IM(TZ_) geschrieben werden kann. Es geniigt daher zu zeigen, dass

2(m—k
lo = IolZe ey < OB 03y

fiir alle Teilgebiete T; der Triangulierung 7, gilt. Aufsummieren und Wurzelziehen liefert
dann die gewiinschte Ungleichung.

Zum Beweis der Ungleichung fiir ||[v—1I v||}2qk ( beweisen wir die entsprechende Ungleichung

T;)

fir j[v —1 v|§{j ()" Aufsummieren iiber j = 0,..., k liefert dann die Behauptung. Um die

Ungleichung fiir |v — I vﬁ{j (1) 21 beweisen, transformieren wir diese quadrierte Halbnorm
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mit Lemma 13.4 auf das Standardgebiet T, wenden dort Satz 13.3 mit L = Id — I an und
transformieren die quadrierte Halbnorm |0] (T dann mit mit Lemma 13.4 mit k = m

zuriick. Dabei ist I der Interpolationsoperator auf T. Fiir diesen gilt T 0(2) = Iv o Fy(&)
und damit

[v = Toliny < B det B o — Tl
< ol B det Byl 51,7
< ol|B7 | det Bile|| Bil[*™| det Byl vlfm gy
< o BIP I ol < eI ol .
Die Behauptung folgt nun mit C' = Z?:o cr2iy2m=i), U

13.2 Fehler der Finite-Elemente-Methode

Mit Hilfe des Interpolationsfehlers und des Lemmas von Céa 12.7 kénnen wir nun den
Fehler der Finite-Elemente-Methode zur Losung des Problems

a(u,v) —I(v) =0 fiir alle v € H'(Q)

abschétzen.
Satz 13.7 Sei Q@ C R" ein Gebiet mit Lipschitzrand, m > n/2 und 7}, eine formreguldre
Folge von Triangulierungen. Es seien die Ansatzfunktionen vy, € V3, die stetigen, stiickwei-

sen Polynome vom Grad m — 1. Zudem sei a stetig und elliptisch und v € H™(2). Dann
existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir den Finite-Elemente-Fehler gilt

lu — up, |1 < Chlm*1|u|m.

Beweis: Die Ungleichung folgt direkt aus dem Céa-Lemma 12.7 und Satz 13.6:

lu = up, |1 < eillu— Tuly < Ch*ulm.

Unter geeigneten Regularitdtsannahmen an die Losung v kann man die Ungleichung
[ — unll L, (0) < Khllu—unl

zeigen (siehe z.B. [2, Folgerung 7.7]). Damit ergibt sich unter den Annahmen von Satz 13.7
die Ungleichung
[l = uny | Ly@) < chi[ulm.

Die Abschiitzung wird also um den Faktor h; besser, wenn wir von der H'-Norm zur
Lo-Norm iibergehen.
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13.3 Fehlerschitzer und Adaptivitét

Adaptivitit ist bei der Finite Elemente Methode das Gegenstiick zur Schrittweitensteue-
rung bei den gewohnlichen Differentialgleichungen. Wie dort benétigen wir auch hier Feh-
lerschétzer, um feststellen zu kénnen, ob der Fehler in einem Teilgebiet zufriedenstellend
klein ist oder nicht. Der wesentliche Unterschied zu den gewthnlichen Differentialgeichun-
gen besteht darin, dass wir das Gitter hier als ganzes betrachten miissen, da es nicht mit
der Losung Schritt fiir Schritt aufgebaut wird sondern vor der Durchfithrung der Rechnung
vollstdndig vorhanden sein muss.

Der Grundalgorithmus dabei lautet wie folgt.

Algorithmus 13.8 (Grundalgorithmus zur Adaptiven Triangulierung)

Eingabe: Toleranz T'OL, Finite Elemente Raum Vj, Losung ug auf Vj, Fehlerschitzer &g
fiir die Gesamtlosung, Fehlerindikator 7; auf den Teilgebieten T;

(0) setze j :=1

(1) solange ;1 > TOL

(2) verfeinere Teilgebiete mit grofen n; ~» 'V

(3) berechne die Losung u; auf Vj, also u; mit a(uj,v;) — l(vj) = 0 fiir alle v; € V;

(4) schiitze den Fehler €; und berechne die Fehlerindikatoren 7);

(5) Ende der Schleife o

Der Algorithmus konnte in verschiedener Hinsicht noch erweitert werden. Z.B. kénnten
auch Vergroberungen von Teilgebieten bei sehr kleinem Feherindikator durchgefiihrt wer-
den.

In den folgenden Abschnitten erldutern wir die einzelnen Schritte und Komponenten des
Algorithmus genauer.

13.4 Verfeinerungsmethoden

Hier muss man zunéchst entscheiden, welche Teilgebiete verfeinert werden. Hierzu gibt es
verschiedene Moglichkeiten. Entweder man bestimmt einen Schwellenwert 7 und verfeinert
alle Teilgebiete mit n; > 7. Der Wert 7 kann dabei entweder absolut (z.B. gleich oder
abhéngig von der der Toleranz TOL) oder relativ (z.b. 0.8 - max; ;) gewéhlt werden.

Eine andere Methode ist, eine Prozentzahl d festzulegen und immer die d% Teilgebiete mit
den grofiten n; zu verfeinern. Es héngt typischerweise vom Problem ab, welche Methode
am schnellsten und effizientesten zu einer Triangulierung fithrt, auf der die gewiinschte
Toleranz eingehalten wird.

Die Frage, wie ein zur Verfeinerung vorgesehenes Teilgebiete tatséchlich verfeinert wird,
héngt stark von der Geometrie der Gebiete ab. Ublicherweise gibt es dabei zwei Dinge zu
beachten:

e Die Folge der erzeugten Triangulierungen muss formregulér sein. Z.B. bei einem
Dreicksgitter ist also zu vermeiden, dass bei der Verfeinerung immer spitzere Winkel
entstehen.
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e Die Triangulierungen miissen konform sein. Das bedeutet, dass ein Eckpunkt p; eines
Teilgebiets immer auch ein Eckpunkt jedes Teilgebiets ist, das p; enthélt. Nichtkon-
formitdt kann zwar in speziellen Anwendungen erlaubt sein, fiihrt aber dazu, dass
die Konstruktion der Basisfunktionen aus den Formfunktionen sehr kompliziert wird
und wird daher in der Regel vermieden.

Fiir Dreiecks- und Tetraedergitter erfiillt die folgende Art der Verfeinerung beide Bedin-
gungen:

e Jedes zu unterteilende Dreieck wird in vier &hnliche Dreiecke mit halber Kantenlénge
zerlegt. Bei Tetraedern fithrt die Halbierung der Kanten zu vier dhnlichen Tetraedern
und einem Oktaeder, das wiederum in vier Tetraeder zerlegt werden kann. Diese Art
der Verfeinerung durch Halbierung aller Kanten wird rote Verfeinerung genannt.

e Jedes Dreieck, das gemeinsame Kanten mit mehreren rot verfeinerten Dreieck be-
sitzt, wird selbst wieder rot verfeinert. Analog wird bei Tetraedern verfahren, al-
lerdings sind hier die Nachbarn mit gemeinsamen Seiten oder gemeinsamen Kanten
ausschlaggebend.

e Jedes Dreieck, das nur eine gemeinsame Kante mit einem verfeinerten Dreieck besitzt,
wird halbiert. Tetraeder werden halbiert oder geviertelt, je nach dem, ob eine gemein-
same Kante oder eine gemeinsame Seite mit einem verfeinerten Dreieck vorliegt. Diese
Art der Verfeinerung nennt man grine Verfeinerung. Eine griine Verfeinerung wird
riickgéngig gemacht, falls eines seines Teilgebiete rot verfeinert werden soll.

Zusétzlich kann man verschiedene Regularititsbedingungen einfithren, z.B. dass nur eine
gewisse Anzahl griiner Verfeinerungen eines Teilgebiets erlaubt ist.

13.5 Residuenbasierte Fehlerschitzer

Ein Fehlerschitzer e sollte eine Abschétzung fiir den tatséchlichen Fehler ||up —ul|y liefern.
Dabei heifit der Fehlerschétzer zuverldssig, falls ein C, > 0 existiert mit

[un — ully < Cee
und er heifit effizient, wenn ein C, > 0 existiert mit
Cee < ||lup — ul|y-

Er heifit asymptotisch exakt, falls ¢/||up, — ully — 1 fiir h — 0. Oftmals bekommt man
die obigen Ungleichungen nicht fiir beliebige A > 0 sondern nur fiir hinreichend kleine;
das haben wir schon bei den konzeptionell identischen Fehlerschétzern fiir gewohnliche
Differentialgleichungen aus Definition 7.1 gesehen, vgl. Satz 7.2.

Eine Moglichkeit, einen Fehlerschétzer zu definieren, ist die Verwendung des Residuums.
Um das Vorgehen zu erldutern, betrachten wir das Modellproblem a(u,v) — I(v) = 0 fiir
alle v € V mit

a(u,v)—/QVu-Vvda? und l(v)—/ﬂfvdm
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und V = H}(Q). Fiir eine Finite-Elemente-Losung uy, € Vj, des Problems und eine Test-
funktion v € V' definieren wir dann das Residuum als

r(v) == a(up,v) — l(v).

Das Residuum gibt also an, wie stark die gewiinschte Identitét a(u,v) —I(v) = 0 verletzt
ist. Beachte, dass fiir alle v, € V}, gerade r(vy) = 0 gilt, denn wuy, ist ja gerade durch
a(up,vp) — l(vy) = 0 fiir alle vy, € V3, bestimmt.

v+ ein zuverlissiger und effizienter Fehlerschétzer ist. Defi-

Irllye i= sup 0,
2 Tolly
v#0

Wir zeigen nun, dass € = ||r]|
nieren wir

so folgt aus der Elliptizitdt von a

allup —ulll < alup —u,up —u) = alu,up —u) — alup, up — u)

= alup,up —u) =l up —u) = r(up —u) < ||r|lve|lup —ullv

und damit

1
[un = ully < —ir{lv-.
o

Dies zeigt die Zuverléssigkeit.

Zum Beweis der Effizient definieren wir die a-Norm ||v||, := y/a(v,v). Dann folgt aus der
Stetigkeit von a die Ungleichung

lun, = ulla < VCllup = ullv-
Zudem gilt wegen der Bilinearitit und Symmetrie von a, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|a(un — u,v)| < flun — ulla][v]|a,
wobei Gleichheit gerade fiir v = up, — u gilt. Also folgt

a(up, —u,v
v vfla
Fiir den Zihler dieses Bruchs gilt wegen a(u,v) —Il(v) =0

|aun — u,0)| = |a(up, v) = a(u, v)| = |a(un, v) = U(v)] = [r(v)].

Wir erhalten also die Gleichung

T p— )] I L C)]
a = = = *
o ol =3 VE TRl ~ Vel

wobei wir bei der Ungleichung die aus der Stetigkeit folgende Ungleichung ||v||l, < v/C|lv]|y
im Nenner verwendet haben. Insgesamt gilt also die Ungleichung

|lup, — ullv > Vv,

L un —ulla > Sr]
\/6 h a —— C
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also die Effizienz. Folglich ist € = ||r||y+ ein zuverlédssiger und effizienter Fehlerschétzer.

Es bleibt zu kldren, wie |||y« numerisch (ndherungsweise) berechnet werden kann und wie
die zugehorigen Fehlerindikatoren n; berechnet werden kénnen.

Mit mehrdimensionaler partieller Integration iiber die Teilgebiete erhalten wir
r(v) = /Vuh - Vv — fudx
Q

= Z Vuyp - Vv — fodx
e’ T

= Z/T(Auhf)vder Z

/ V(up|r) - vods.
TeT TeT /9T

Beachte, dass Vuy, am Rand der Teilgebiete T; i.d.R. unstetig ist. Die Ableitungen V (up|7;) ()
und V(up|7;)(x) stimmen also fiir z € 97; N 9T} i.A. nicht {iberein.

Der Rand 0T eines Teilgebiets besteht nun aus verschiedenen n—1-dimensionalen Objekten,
den Facetten (beim Dreieck sind das gerade die Kanten, beim Tetraeder die Seitenfldchen).
Jede Facette F' im Inneren von © kommt dabei in genau zwei (benachbarten) Teilgebieten
vor; wir bezeichnen diese beiden Teilgebiete mit Tr; und Tr2. Auf jeder Randfacette
FCT =0Qist v|p =0, dav|r =0 wegen v € H}(Q). Bezeichnen wir die Menge der
Facetten in T mit F, so folgt

r(v) =) /T(Auh — fvde+ ) /F(V(UillTF,l) — V(up|rp,)) - vods.

T FeF
€7 =:R(up) FgT =:J(up)

Setzen wir J auf dem Rand I" gleich 0, so kénnen wir dies kiirzer schreiben als
w0 = 3 [ Rlunyde+ Y [ run)ods
reT /T rer’F

Wegen r(v;,) = 0 erhalten wir fiir vy, € Vj,

0=r(vy) = Z /TR(uh)vhdx + Z /FJ(uh)vhds.

TeT FeF

Wegen der Linearitéit von r folgt daraus r(v — vp) = r(v) — r(vy) = r(v) und damit fir

r(v) = r(v—wvy) = Z/TR(Uh)(U—Uh)dx—i- Z/FJ(Uh)(U—Uh)dS

TeT FeF
fiir alle v, € Vj.

Mit Hilfe der beiden Integrale auf der rechten Seite kénnen wir nun den Fehlerschitzer
e = ||r|ly» durch numerisch berechenbare Gréfien nach oben und unten abschiitzen. Fiir
die obere Schranke verwenden wir, dass wir alle v € V durch v, € V; so approximieren
konnen, dass die Ungleichungen

Z hT2/ |v — vy |2dx < c2]v|%11(g) und Z hFl/ lv — vy |2ds < 62’7}@11(9)
TeT T FeF F
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gelten (vgl. [4, Formel (6.11)]), wobei die (i.A. unbekannte) Konstante nur von der Geo-
metrie der Triangulierung abhéngt. Damit ergibt sich

()| < CUR(un) oy hr + 1 (wn)lla(s) V) [0l 10

und folglich
[rllv= < CUIRun) | Lo@hr + 1 (un)ll 205y V i),

wobei hr den maximalen Durchmesser der Facetten in F bezeichnet. Die rechte Seite
kann nun fiir lineare Finite Elemente leicht numerisch ausgewertet werden: Da Awy, auf
den Teilgebieten 7" konstant ist, muss zur Auswertung von |R(us)| 1,7y auf jedem T nur
iiber f integriert werden, was iiblicherweise durch eine Quadraturformel geschieht. Zur
Berechnung von [|.J(up,)|| ,(r) muss auf jeder Facette F' nur ein Skalarprodukt ausgewertet
werden. Fiir finite Elemente hoherer Ordnung ldsst sich dies verallgemeinern; hier muss
dann auch iiber Aup und Vuy, integriert werden.

Etwas schwieriger ist es zu beweisen, dass auch ein ¢ > 0 existiert, fiir das die umgekehrte
Ungleichung gilt, also

Irllve = e(llR(un)ll oy + 17 (wn)l|o(s) Vor)-

Hierzu konstruiert man einen Unterraum geeigneter Funktionen VCV-—die sogenannten
“Bubbles” —, fiir die ein ¢ > 0 mit

U ..
sup HTEH‘)/ (HR(uh)||L2(Q)h7' + ||J(uh)||L2(S \/E) + Terme hoherer Ordnung
’UEV
v#0

gefunden werden kann. Aus der offensichtlichen Ungleichung

o= O g O
[ollv: ™ wev llvllv
1);&0 v#£0

7]

folgt dann die gesuchte Beziehung fiir alle hinreichend kleinen A7 und hx. Der “theo-
retische” Fehlerschétzer ¢ = ||r||y+ kann also durch den numerisch berechenbaren Feh-
lerschétzer

& = || R(un) | Lo b + 1 (un) | Lo(s) vV hr

abgeschitzt werden, der damit selbst ein effizienter und zuverlissiger Fehlerschétzer ist.

Durch Einschrinkung auf die Teilgebiete T; lassen sich leicht lokale Fehlerindikatoren
N = / R(up)?dxhy, + Z / J(up)?ds\/ hp
T; FcT, VI

definieren, die dariiber Auskunft geben, wie stark das Teilgebiet T; zum Gesamtfehler
beitragt.
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13.6 Hierarchische Fehlerschitzer

Die residuenbasierten Fehlerschéitzer beruhen darauf, wie gut die numerische Lésung die ex-
akte Gleichung erfiillen. Ein alternatives Konzept bilden die hierarchischen Fehlerschétzer,
die — &hnlich wie bei den gewohnlichen Differentialgleichungen — darauf beruhen, wie
sehr sich Verfahren unterschiedlicher Ordnung voneinander unterscheiden. Wir erlautern
dies am Beispiel linearer und quadratischer finiter Elemente. Die zugehorigen Riume be-
zeichnen wir mit Vh1 und Vh2. Berechnen wir mit beiden Rdumen die numerischen Lésungen
u,ll und u%, so gilt

a(ui,vp) —U(vy) = O fiir alle vy, € V!

a(ui,vp) —l(vy) = O fiir alle vy, € V2.
Ganz analog zu den gewoOhnlichen Differentialgleichungen kann man im Fall, dass u%
tatséchlich genauer ist als u}L, abschétzen

1 1 2 2 1 2 2 1 2
lup, — ullv = lJup, — wp +up — ully < lluy, —wpllv + llug —ullv = [lup — gy

Im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es hier aber i.d.R. kein Ana-
logon zu den eingebetteten Verfahren, mit dem man u,ll und u,% mit wenige Mehraufwand
gemeinsam berechnen konnte.

Daher berechnet man u,% hier in der Regel nicht exakt sondern nur ndherungsweise. In
vielen Féllen gilt die Beziehung Vh2 = Vh1 @ VhB, woraus

u%:uL—i-uB

mit uy, € Vh1 und up € VhB folgt. Das lineare Gleichungssyystem zur Berechnung von u%

ist dann von der Form
JlBL 41BB up bB .

Arr und by, bilden dabei genau das Gleichungssystem auf Vhl, also das zur Bestimmung
von u}L Daher gilt Ay, Lu}L = b7, und damit

ALL ALB uL—u}L . bL—ALLU}l . 0
< Apr App > < up > B < b — Aprup, ) B < b — Aprup, )
Beachte, dass up in der Regel nicht mit u}L tibereinstimmt, da bei der Berechnung von up die
Kopplungsterme Agr, und Ay p beriicksichtigt werden miissen, die bei der Berechnung von
u,zl nicht vorhanden sind. Es ist aber oft der Fall, dass die beiden Funktionen ndherungsweise
iibereinstimmen, weswegen man die Differenz vernachléssigt und uy, — u,lZ = 0 setzt. Damit

erhalt man u}L — u% = upg und

Appup = b — Agruj,. (13.1)
Eine ndherungsweise Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
ap = Dgp(bp — Apruy),
wobei Dpp den Diagonalanteil von App bezeichnet. Diese Grofle 4 wird nun als Feh-
lerschitzer verwendet. Man kann 4 p als erste Iteration des Jacobi-Verfahrens zur Losung

von (13.1) betrachten. Dies erklidrt auch, warum ap (unter geeigneten Voraussetzungen)
tatsdchlich eine Ndherung von up darstellt.
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Kapitel 14

Vorkonditionierung und
hierarchische Gitter

Wir haben am Ende von Abschnitt 12.5 gesehen, dass die Matrix A aus dem linearen
Gleichungssystem (12.11) schlecht konditioniert ist, wodurch iterative Loser wie z.B. das
CG-Verfahren langsam konvergieren. Wir erinnern an die Vertiefung der Numerik, wo wir
gesehen haben, dass dies durch die Definition eines Vorkonditionierers, also einer Matrix M,
fiir die M ~' A besser konditioniert ist, behoben werden kann. Dabei muss aber sichergestellt
sein, dass das lineare Gleichungsystem My = d mit wenig Aufwand gelést werden kann,
da dies in jeder Iteration des CG-Verfahrens auftritt. Entscheidend fiir die Konvergenz des
CG-Verfahrens ist dabei die Kondition
r
KAM = —
Y

wobei v und I' der kleinste bzw. der groBte Eigenwert von M ~!A sind. Fiir die Eigenwerte
A von M 1A und die zugehorigen Eigenvektoren v gilt

1 T T v Av
M7Av=Xx = Av=AMv = v Av=X " "Mv = A= —F—.
v Mv
Mit etwas Uberlegung sieht man, dass daraus
vl Av vl Av
= inf d TI'= — 14.1
i 1111;0 TMe iilg v Mv (14.1)

folgt.

Man kann nun beweisen, dass k414 = ch™2 und K Adiag(A) = ch™? gilt. Die Iterationszahl
nimmt also ohne Prikonditionierer und mit Jacobi-Prakonditionierer quadratisch mit der
Feinheit der Teilgebiete zu. Diesen Effekt wiirde man gerne vermeiden.

Wenn « stetig und elliptisch auf V = H&(Q) ist, existieren Konstanten ci,co > 0, so dass
fiir das H'-Skalarprodukt die Ungleichungen

c1(v, ) < a(v,v) < eov,v)

135
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fiir alle v € V' gelten. Wir schreiben in diesem Fall (v,v) ;1 = a(v,v).

Schreibt man fiir v € V}, die Koeffizienten der Basisfunktionen als v € R, so folgt
T — ~
v' Av = a(v,v) = (v,v) 1,

wobei die Konstanten in “~” unabhingig von h = hs sind. Wenn wir nun Vorkonditionierer
M finden konnen, so dass fiir alle v € V}, die Beziehung

oI Mv ~ (v, v) (14.2)

ebenfalls mit von h unabhéngigen Konstanten gilt, so folgt aus (14.1), dass v und I'" und
damit x4 ) unabhéngig von h sind. Zusétzlich sollte die Losung von My = d den Rechen-
aufwand O(N) mit N = dim V}, nicht iberschreiten, da dieses Gleichungssystem in jedem
CG-Schritt gelost werden muss.

14.1 Hierarchische Zerlegung

Im Gegensatz zu den hierarchischen Fehlerschétzern aus dem vorhergehenden Kapitel ist
die “Hierarchie” hier nicht durch Finite-Element-Réume verschiedener Ordnung sondern
durch Rdume mit unterschiedlicher Feinheit gegeben.

Es seien dazu Vj, geschachtelte (also Vi1 C Vi) Finite-Element-R&ume mit unterschied-
lichen Gitterfeinheiten hy > 0, so dass hipi1 = hi/2 gilt. Wir betrachten fiir & > 1 den
Lo-Projektionsoperator

1
Qr: Ly — Vi, uw argmin = [|u — w7,
ukEVk 2

Fiir g(ug) = %HU—UI@H%z gilt Dg(ug)v = (u—ug,v)r,. Da g von Qu minimiert wird, folgt
(u— Qru,vk)r, = 0 fiir alle vy € Vj.. Zudem gilt offensichtlich Qrvy = vy fiir alle vy, € V.
Zerlegen wir ein beliebiges v € V nun in v = v + ¥ mit vy = Qv € Vi und v € VkL, SO
folgt

(Qru,v)r, = (Qru, vk + V) Ly = (Qrt, V)L, = (U, V) L, = (U, QkV) Ly - (14.3)

Der Operator Qy, ist also selbstadjungiert bzgl. des Lo-Skalarprodukts.

Auf Grund von Satz 13.6 gilt zudem Qru — u fiir £ — oo. Setzen wir also Qou := 0 und
definieren fiir alle j = 1,2, 3, ... die Differenzen AQ; := Q; — Q;j—1, so folgt

0 k
AQu = li AQu = li = u. 14.4
2 AQu= lim ) AQu = lim Quu = (144

Da die Gitter immer feiner werden, zerlegt man die Losung v dadurch in Anteile AQ;u
mit unterschiedlichen “Frequenzen”. Dass dabei wirklich eine Zerlegung stattfindet, zeigt
das folgende Lemma.

Lemma 14.1 Fiir alle k # j gilt AQrAQ; = 0 und es gilt AQ;AQ; = AQ);.
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Beweis: Wegen der Schachtelung der Finite-Element-Réume gilt QrQ; = Quin{r,j}- Dar-
aus folgt:

k<j: AQrAQ; = (Qk —Qr-1)(Qj —Qj-1) = Qr—Qr1-Qr+Qr1 = 0
k>j: AQAQ; = (Qk—Qr-1)(Q; —Qj-1) = Qj —Qj—1—Qj+Qj1 =0
E=j: AQrAQr = (Qr—Qr-1)Qr—Qr—1) = Qr—Qr-1—Qr—1+Qr—1 = AQy

Wegen (14.3) ist auch AQy, selbstadjungiert. Zusammen mit Lemma 14.1 folgt, dass AQ);
eine Lo-orthogonale Zerlegung definiert, denn fiir j # k gilt

<AQ]'U,, AQku>L2 = <AQkAQjU,U>L2 =0.

Aus (14.4) folgt sofort

oo
(u,uyp, = Z<Aqua Aqu>L2
j=1
Fiir u € H' konnen wir mehr zeigen. Aus Satz 13.6 folgt

lu = QrullL, < Chgllullpr-

Damit gilt
1AQjullz, < Chjllullg.
Man kann aber noch mehr zeigen, némlich (fiir einen Beweis siche Oswald [11])
— 1
~ D5 BQu AQu)e,
j=1 J

Insbesondere folgt fiir H'-Funktionen u die Konvergenz HAQJUH%2 / h? — 0 fiir j — oo.
Zudem folgt fiir alle u € Im AQ; wegen AQpu = 0 fiir k # j die Relation

1
el ~ — el

14.2 Der BPX-Vorkonditionierer

Definieren wir nun fiir J € N, u € V; eine lineare Abbildung Mj mittels

J
1
Mou = Z ﬁAQ]u
j=1"17
so gilt wegen
(AQju, AQju) L, = (AQjAQju, u) L, = (AQju, u)L,

die Beziehung
J

<

1 1
(M()’LL, U>L2 = Z ﬁ<AQJu u)L Zﬁ AQJU’ AQJU>L2 ~ <’LL, u>H1'
j=1""J j=1""

Die lineare Abbildung M erfiillt also genau die Eigenschaften, die der Vorkonditionierer
geméf (14.2) haben sollte. Aus Effizienzgriinden werden wir My im Folgenden durch eine
etwas andere Abbildung M = M, anndhern. Der folgende Satz bildet die Grundlage dafiir.
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Satz 14.2 Fiir die durch

J
Mflv = Z hJQ-QjU

=1

definierte lineare Abbildung M gilt

(M o, v) = (M 1, v).

Beweis: Es gilt

J
1 1
AQiMov = AQy Y 2 AQju = -5 AQ)v.
j=1""7 J

Daraus folgt fiir alle v € V; wegen Q |y, = Idy,
J J

J J
1
§ hp AQpMov = § hp AQy § EAQJ-U = § AQrv = Qv =,
k=1 k=1 j=1""J k=1

also

J
Myt = Z hi AQpv.

k=1
Fiir diesen Ausdruck gilt fiir alle v € Vj
J J—-1 J—-1 3
D MAQu = (h] — i )Qu+hjv =Y | ShiQjv + hiQv,
j=1 j=1 j=1
woraus die Behauptung durch Vergleich der Skalarprodukte folgt. U
Um Mflv auszuwerten, miissen wir Qv fir j = 1,...,J berechnen, d.h. wir miissen

u* = Q;u = argmin,, ¢y, 3|lv — u||7, berechnen. Ableiten und Nullsetzen der Ableitung
ergibt (wie oben bereits schon einmal verwendet) die Bedingung (v — u*, v;)r, = 0 fiir alle
v; € Vj, die wir auch als

<U7 Uj>L2 = <U*v UJ'>L2

schreiben kénnen. Diese Gleichung ist genau dann fiir alle v; € Vj erfiillt, wenn sie fiir eine
Basis (¢],) k=1,...,.d; von Vj erfiillt ist, wenn also

<Uv ¢k>L2 — <U*a wi;>L2
gilt. Schreiben wir u* = ZZ]: 1 gzwi, so ist dies dquivalent zu dem Gleichungssystem
Biw =¥ mit B) = (!, ¢]) 1, und b} = (v, ) 1, (14.5)

Die Matrix B’/ wird Massematriz genannt und man kann beweisen, dass ihre Kondition
unabhiingig von j ist, sieche Deuflhard /Weiser [1], Aufgabe 4.14.
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Da das Losen des Gleichungssystems (14.5) aufwéindig ist, ersetzt man BJ durch die Dia-
gonalmatrix diag(B’), die nur die Diagonaleintriige B}, = (s, ;) 1, von B enthilt. Damit
wird u ~ M Lu berechnet als

Aus der Praxis weifl man, dass der Vorkonditionierer immer noch gut funktioniert, wenn wir
M L durch @ ersetzen. SchlieBlich kann man auch die Berechnung von B!, vermeiden, wenn
man die Beziehung h2a (], 1/1*?-7 )~ ( 7)) Ly = B!, ausnutzt. Auf Grund dieser Beziehung
konnen wir B/, durch h?a( 1 pl) = h?Agi ersetzen, wobei A’ die Steifigkeitsmatrix aus
(12.11) ist. Dies fiihrt letzendlich auf den Vorkonditionierer

M_IU:ZZJWM:ZZ] <( 77[) >L2¢j

1 7)

S

Dies ist der sogenannte BPX-Vorkonditionierer (nach Bramble, Pacsiak und Xu).

Auf dem grobsten Raum Vj ist A! eine relativ niedrigdimensionale Matrix, so dass man
hier mit wenig Aufwand das volle Gleichungssystem (mit der Steifigkeitsmatrix A an Stelle
der Massenmatrix B') 16sen kann, statt nur das Gleichungssystem mit diag(A') zu l6sen.
Man 16st also A'u*! = b! mit b} = (v,1})1, und setzt
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Kapitel 15

Finite Elemente fiir parabolische
Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir iiberblicksméfig verschiedene Ansétze erldutern, um die
Finite-Elemente-Methode auf parabolische Gleichungen anzuwenden. Schreiben wir die bis-
her betrachteteten elliptischen Gleichungen in der abstrakten Form A(u) = 0, so betrachten
wir nun Gleichungen der Form

i+ A(u) =0,

wobei die unbekannten Funktionen jetzt von ¢ € R und z € R" abhéngen und u die
Ableitung nach t bezeichnet. Alternativ zu @ findet man auch oft die Bezeichungen u; und
u'. Mit Vu und Au bezeichnen wir weiterhin Ableitungen nach z.

Als konkretes Beispiel verwenden wir im Folgenden stets die zeitabhéngige Warmeleitungs-
gleichung
u(t,x) — Au(t,x) = f(t, x) (15.1)

mit z € Q, Q C R” eine offene und beschriinkte Teilmenge und (z,t) € Q = (0,00) x Q.
Wir verwenden die Anfangsbedingung u(0,z) = ug(x) fiir alle z € Q und Dirichlet-0-
Randbedingungen u(t, z) = 0 fiir alle (¢,z) € (0,00) x 0S.

Eine klassische Losung dieser Gleichung verlangt, dass « in 2 mindestens C? und in ¢ min-
destens C'! ist. Wie bei den elliptischen Gleichungen gibt es aber auch hier die Moglichkeit,
zu schwachen Losungen iiberzugehen. Zusitzlich zu den bereits bekannten Réumen Lo, H'
und H} definieren wir dazu die Rdume

La(0,T5 Lo(2)) = L2(Q)
Ly(0,T; H'(Q)) = {u€ Ly(0,T; Lo(R))| Vu € Lo(0,T; Lo (2, R™))}
Ly(0,T; HY(Q)) = {u€ Ly(0,T; HY(Q)) |ul(t,-) € Hi(Q) fiir fast alle t > 0}
Lo(0,T; H1(Q)) = La(0,T; HY ()Y
H' Q) = HNQ)

Dabei bezeichnet X’ den Dualraum von X, also den Raum der stetigen linearen Ab-
bindungen von X nach R. Analog zur schwachen raumlichen Ableitung nennt man v €

141
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L2(0,T; H71(Q)) die schwache Zeitableitung von u € Lo(0,T; Lo(f2)), falls sie die Glei-
chung

T T
/ S(tut)dt = — / o(t)u(t)dt
0 0

fiir alle Testfunktionen ¢ € C°((0,7'); R) erfiillt. Wir schreiben dann dyu = v.

Definition 15.1 Eine Funktion u : @ — R heifit schwache Lisung der Wirmeleitungs-
gleichung, falls

o u € Ly(0,T; H () und dyu € Lo(0,T; H1(2))
o (Dwu(t, ), v)r, + (Vu, Vo)L, = (f(t,-),v)r, fiir alle v € H}(Q) und fast alle t € (0,7)

° u(O, ) = Uop.

Dabei muss die rechte Seite f € Lo(0,T; H~1(Q)) erfiillen, damit (f(¢),v)r, < oo garantiert
ist. i

15.1 Die Linienmethode

Die Idee der Linienmethode (manchmal auch vertikale Linienmethode genannt) besteht
darin, den “rdumlichen Teil” der Gleichung wie eine elliptische Gleichung zu diskretisieren.
Wir erhalten dann eine gewohnliche Differentialgeichung in dem endlich-dimensionalen
Raum V},, die wir als gewohnliche Differentialgleichung im RY, N = dimV},, schreiben
und l6sen konnen. Diese Gleichung wird als Semidiskretisierung bezeichnet. Der Raum Vj,
wird dabei wie bei den elliptischen Gleichungen gewihlt, also z.B. die stetigen stiickweisen
Polynome auf Dreiecks- oder Tetraidergittern.

In ihrer schwachen Form geschrieben sieht diese Semidiskretisierung fiir die Wirmeleitungs-
gleichung wie folgt aus:

(Opup(t, ), vn) L, + (Vup, Vop)r, = (f(t,-),vn) 1, fiir alle v, € V;, und alle t € (0,7

Man kann nun unter geeigneten Regularititsannahmen mit dhnlichen Methoden wie fiir
elliptische Gleichungen beweisen, dass die Funktionen wy, fiir Gitter 75, mit h = hy, — 0

gegen u konvergieren, siehe z.B. [10, Abschnitt 3.3].
Wihlt man wie iiblich eine Basis (¢;);=1,..n von V}, und schreibt u;, = Z;VZI uj¢jund u =
(1, ---,uy), wobei die u; nun zeitabhéngig sind, so kénnen wir die Gleichung umschreiben
zu

Bu(t) = —Au(t) + b(t) (15.2)

mit Steifigkeitsmatrix A = ((Vs, Vo;)1,)ij=1,...N, Massematrix B = ((¢;, ¢j) L, )ij=1,..N
und b= ((f(t,"), #1) Loy~ -, (f(t,-),dN)1,)T . Nach Multiplikation mit B~! ergibt sich eine
gewoOhnliche Differentialgleichung

u(t) = =B~ Au(t) + B7'b(t) (15.3)
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in Standardform im R"™, die wir mit den iiblichen Methoden numerisch 16sen kénnen, wo-
zu in der Regel Einschrittverfahren verwendet werden. Zu beachten ist dabei allerdings,
dass B~'A Eigenwerte der Gréfienordnung —1/ h? besitzt. Dies sieht man wie folgt: Die
Basisfunktionen nehmen stets den Wert 1 an einem Knoten eines Teilgebiets an und 0
auf den anderen. Die Steigung ist daher umgekehrt proportional zum Durchmesser hr der
Teilgebiete, also von der Groflenordnung 1/h;. Die Skalarprodukte (V¢;, Vo)1, sind da-
her von der GréBenordnung (Grofle der Teilgebiete)/ hjz, oder gleich 0. Die Funktionswerte
der ¢; hingegen sind unabhéingig von h; beschrinkt. Daher sind die Eintridge von B, also
die (¢s, ¢;)L,, von der GroBenordnung der GroBe der Teilgebiete, die von B! also von
der GroBenordnung 1/(GroBe der Teilgebiete). Folglich haben alle Eintrige von B~ A be-
tragsméBig die GroBenordnung 1/ h? und damit auch die Eigenwerte. Dass die Eigenwerte
negativ sind, siecht man durch Betrachtung der Vorzeichen der Eintrige von A und B, was
wir hier nicht im Detail machen wollen. Es folgt, dass B~' A fiir feine Diskretisierungen be-
tragsméflig grofle negative Eigenwerte besitzt. Also ist die gewohnliche Differentialgeichung
(15.3) eine steife Gleichung und muss daher implizit diskretisiert werden.

Verwenden wir z.B. das implizite Euler-Verfahren mit Schrittweite 7 > 0 zur Losung von
(15.3), so erhalten wir

bt = uF — 7B AU + 7B (1)

oder, dquivalent,
BuFt! = BuF — 1AW + Tb(tg1).

Dabei ist t, = 7k, 7 > 0 der Zeitschritt und u* die Niiherung von u(t;). Zur Bestimmung

von u* miissen wir also das lineare Gleichungssystem

(B+7A)u""" = Bu* + b(trr1)

losen.

Analog zu den finiten Differenzen kénnen wir fiir § € (0, 1) das 6-Verfahren
WP =k (1 e)( — 7Bl Auk + TB’lb(tk)) + 9( — Bl AuR 4 TB’lb(tkH))
definieren. Dies fithrt mittels
BuFtl = BuF 4+ (1 — 9)( — T Au* + Tb(tk)> + 9( — T AU 4 Tb(t]H_l))
auf das lineare Gleichungssystem
(B + 07 A)ur*! = BuF + (1 - 0) (n@k + Tb(tk)> +O7b(tr).

Fiir 6 = 1 erhalten wir wieder das implizite Euler-Verfahren, fiir 6 = 1/2 das Crank-
Nicolson-Verfahren bzw. die implizite Mittelpunktregel, die wie bei den finiten Differenzen
die hohere Ordnung O(7?) in der Zeit liefert, allerdings auch hier mit dem Nachteil, dass
sie nicht L-stabil ist.

Prinzipiell kénnte man hier auch Verfahren fiir gewthnliche Differentialgleichungen mit
mehr Stufen (und entsprechend hoherer Genauigkeit) anwenden. Das wiirde aber die An-
zahl der in jedem Schritt zu l6senden linearen Gleichungsysteme erhohen, weswegen dies
eher selten gemacht wird.
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Die Linienmethode verdankt ihren Namen der Tatsache, dass das Gitter feste Knoten-
punkte im Ort definiert (die Eckpunkte der Dreiecke bzw. Tetraeder), die im (¢, x)-Raum
dann zu Linien werden. Verwenden wir z.B. wie bei den stiickweise linearen Funktionen in
Abschnitt (12.4) Basisfunktionen ¢;, die in genau einem Knotenpunkt des Gitters gleich
1 und in allen anderen gleich 0 sind, und bezeichnen wir den zu ¢; gehoérigen Basispunkt
mit z;, so ist u;(t) = up(t,x;). Dies ist gerade der Wert von ujy, entlang der Linie (¢, x;),
t >0 im (¢,x)-Raum.

Der grofite Vorteil der Linienmethode ist ihre einfache Implementierung. Der grofite Nach-
teil ist, dass das rdumliche Gitter zu allen Zeitpunkten gleich sein muss.

15.2 Die Schichten- oder Rothe-Methode

Die Schichten- oder Rothe-Methode geht gerade umgekehrt vor wie die Linienmethode. Wir
diskretisieren erst in der Zeit mit einem Einschrittverfahren und dann im Raum. Dadurch
wird ermoglicht, fiir jeden Zeitschritt ein unterschiedliches raumliches Gitter zu verwenden.

Dazu wenden wir die zeitliche Diskretisierung innerhalb der schwachen Formulierung der
Gleichung gemif Definition 15.1 an. Im Fall des impliziten Euler-Verfahrens' fithrt das auf
die Gleichung

WLk
<,v> + (VuF T Vo), = (f(tgat,-),v)p, firallev € Vund k=0,..., K — 1
T Lo
wobei die u* nun Funktionen aus H}(€2) sind und K die Anzahl der Zeitschritte bezeichnet.
Diese Gleichung kénnen wir umschreiben zu

<uk+1,v>L2 + T(Vuk+1, Vu)r, = (Tf(tkt1,-) + uk,v)L2. (15.4)

Die gesuchte Funktion u**! erfiillt also wieder eine elliptische partielle Differentialglei-

chung, die im Vergleich zur Wirmeleitungsgleichung den zusitzlichen Term (uf*! v)p,
enthélt. Beachte, dass dieser dem Term c¢(z)u in (12.1) entspricht. Wir haben also eine
elliptische Gleichung im Sinne der vorherigen Kapitel vorliegen.

Dies zeigt, wie diese Gleichung im Raum diskretisiert werden kann, namlich genau so wie
die elliptischen Gleichungen in Abschnitt 12.3. Wir wihlen also Finite-Element-Riume Vj,
fiir jeden Zeitpunkt t; und l6sen

(™ on) Ly + T(VUT Vog) Ly = (Tf (g1, -) + ufl, va) , filr alle vy, € Vi1

Umgeschrieben in ein lineares Gleichungssystem mit Basis (¢§)k:1,...,d von Vj und uﬁ =

k
Z;l]: 1 yé“ ? liefert dies (nach Ubergang von k + 1 zu k, um die Notation zu vereinfachen)
(Bi + T Ap)u" = by,

mit

A = (T(VOF V) L,)i i1, Br = (85, ) 1y)ij=1.....a

! Alternativen zum impliziten Euler-Verfahren betrachten wir im nichsten Abschnitt.
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und
bk - ((Tf(tka ) + ’U,i_17 ¢§>L2)j=1,...,dk-

Falls V}, = Vj,_; ist, kann man b* umschreiben zu

(<7—f(tk7 ) + u]]fb_lv ¢§;>L2)j:1,...,dk = (<Tf(tk7 ')7 ¢§:>L2)j:1,...,dk + Bkﬂk_l'

Ein Vergleich zeigt, dass in diesem Fall das Gleichungssystem identisch mit dem aus der
Linienmethode ist.

Man kann beweisen, dass die Losungen u* fiir 7 — 0 gegen u(ty,-) konvergieren, siche
[10, Abschnitt 3.2]. Effizienter fiir die Fehlerabschitzung ist es hier aber, den Fehler nach
erfolgter Ortsdiskretisierung gemeinsam fiir die Zeit- und Ortsdiskretisierung abzuschétzen,
siehe z.B. [12, Satz 5.5] fiir quadratische finite Elemente. Fiir diese Elemente erhélt man fiir
den Fall, dass alle rdumlichen Gitter identisch sind, einen Fehler der Ordnung O(h? + 7),
wihrend man im Fall unterschiedlicher Gitter einen Fehler der Ordnung O(h?/\/T + )
erhélt. Der zusétzliche Faktor ergibt sich aus der Tatsache, dass beim Wechsel der Gitters
zusétzliche Fehler bei der Auswertung von <TUI;L_1, ¢f> L, entstehen, weil u’,‘z—l € Vi_q ist,

die gi);‘: aber eine Basis von Vi # Vj._1 bilden. Man muss also uzfl vom Gitter, das Vi_1 zu
Grunde liegt, auf das zu V; gehorige Gitter umrechnen.

Der Vorteil der Rothe-Methode liegt offenkundig darin, dass in jedem Zeitschritt ein un-
terschiedliches Gitter verwendet werden kann, was die adaptive Anpassung des Ortsgitters
iiber die Zeit ermdglicht. Dafiir ist aber die Implementierung und die Fehleranalyse kom-
plizierter.

15.3 Das unstetige Galerkin-Verfahren

Als letztes lernen wir mit dem unstetigen Galerkin-Verfahren (engl. discontinuous Galerkin,
oft abgekiirzt als DG) eine Methode kennen, die eine Alternative zum impliziten Euler-
Verfahren in der Rothe-Methode darstellt. Es handelt sich also um keinen vollsténdig neuen
Ansatz, sondern um eine Variante der Rothe-Methode.

Die Idee beruht darauf, die zeitliche Diskretisierung nicht (oder jedenfalls nicht direkt)
mit einem Einschrittverfahren, sondern wie die rdumliche Diskretisierung mit der Finiten-
Elemente-Methode und dem Galerkin-Ansatz durchzufiihren. Dazu schreiben wir die zu
Grunde liegende Gleichung — hier wieder die Warmeleitungsgleichung (15.1) in der schwa-
chen Form aus Definition 15.1 — zusétzlich in schwacher Form beziiglich der Zeit:

T
/0 (Opu(t,-) — f(t,x),v(t, ) 1, + (Vu(t,-), Vo(t,-)) r,dt = 0 fiir alle v € Ly (0, T; H ().

Die Anfangsbedingung u(0,z) = ug(z) kénnen wir ebenfalls in schwacher Form schreiben,
namlich als (u(0,-) — up,vo)r, = 0 fiir alle vg € La(2). Lassen wir zur Vereinfachung der
Notation die Argumente der Funktionen unter dem Integral weg, so gilt fiir die Losung also

T
/ <8tu - fa U>L2 + (VU, VU>L2dt + <u(07 ) - UO7U0>L2 =0
0



146 KAPITEL 15. FINITE ELEMENTE FUR PARABOLISCHE GLEICHUNGEN

fiir alle v € Lo(0,T; H3 () und vy € L2(€2). Man kann beweisen, dass die schwache Losung

von (15.1) stetig in ¢ ist (ggf. nach Abénderung auf einer Nullmenge). Wihlen wir also ein

Zeitgitter 0 =ty < t1 < ... < txg =T, so gilt fiir jeden Zeitpunkt ¢z mit den Bezeichnungen
+ _ - — _

upy = lim w(t,”), wu := lim u(t,-) und [u]k:{u’i up, k=1 K-1

t—sty, t>ty, Uug — Uo, k=0
t<ty, t>tp,

die Gleichung [u] = 0, oder in schwacher Form ([u]g,vk)r, = 0 fir alle vy € Lo(92).
Insbesondere gilt dies natiirlich fiir vy, = v} = hmHtk v(t,-) fiir jedes v € La(Q), fiir das
>ty

dieser Grenzwert existiert. Die schwache Losung der Warmeleltungsglelchung erfiillt also
K-—1 tha1
Z </ <8tu_ f7 U)Lz + <vu7 vv)det+ <[u]k7vl—:>L2> =0 (155)
k=0 Ntk

fiir alle v € Lo(0,T; H}(Q)) mit rechtsseitigen Grenzwerten in den t; und vy € La(£2). Dies
ist nun die Form der Gleichung, auf die die unstetige Galerkin-Diskretisierung angewendet
werden kann. Wir definieren dazu den Raum der Ansatzfunktionen

V, = {v € Ly(0,T; H(Q))

Ol(t4t4,1) 15t ein Polynom vom Grad <r
in t fir alle k=0,..., K —1 '

Beachte, dass wir im Gegensatz zu den Definitionen der verschiedenen V}, in Abschnitt 12.4
hier keine Stetigkeit der Funktionen in V,. gefordert haben. Das begriindet die Bezeichnung
“unstetiges” Galerkin-Verfahren. Wie bisher erhilt man die diskretisierte Form der Glei-
chung nun dadurch, dass man sowohl u als auch die Testfunktionen v in (15.5) aus V;., also
als u = u, € V. und v = v, € V,. wahlt.

Wir wollen den einfachsten Fall » = 0 genauer anschauen. In diesem Fall sind u,, v, € V..
stiickweise konstante Funktionen. Bezeichnen wir den Wert von u, und v, auf dem Intervall

(ty, te41) mit u¥ bzw. v¥, so erhalten wir mit der Schrittweite 75, := tx 11 — t
tk+1 tk+1
/ (Opu — fovyp, + (Vu, Vo) r,dt = Tk<Vu Vok ") Ly / (f, Uf>L2dt
tg tk

sowie

<[u]k,U;>L2 = <uf - uff_l,vf>L fir k>1 wund <[u]0,v6r>L2 = (u) — U07U7(~)>L2 .
2

1

Definieren wir u, ' := ug, so lauten die Summanden in (15.5)

th+1
Tk ek, = [ ) i+ (= o)
Lo

ty

Diese sind genau dann gleich 0 fiir alle v¥, wenn

tht1
(b o)Vt Vo) = [ e k)
th L

gilt. Ein Vergleich mit (15.4) zeigt, dass dies genau die Diskretisierung mit dem impliziten
Euler-Verfahren ergibt, wenn wir ff:“ f(t,-)dt durch die Naherung 75 f (tx+1, ) ersetzen.
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Das implizite Euler-Verfahren kann also als Spezialfall der unstetigen Galerkin-Methode
angesehen werden. Der Vorteil dieser Methode ist aber natiirlich, dass man durch Erhchung
von r Verfahren hoherer Ordnung erhélt. Wendet man die Methode auf gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen an, erhélt man — dhnlich wie bei der Kollokation — wieder (implizite)
Runge-Kutta-Verfahren. Wir haben also wieder Einschrittverfahren erzeugt, allerdings mit
einer besonderen Struktur.

Diese lasst sich insbesondere bei der Konvergenzanalyse ausnutzen, die so dhnlich funk-
tioniert wie bei der rdumlichen Diskretisierung. Allerdings ist sie etwas komplizierter, weil
der Ansatzraum V. hier kein Teilraum des Losungsraums ist, weil die Losungen ja stetig
sind. Man spricht daher auch von nichtkonformen finiten Elementen. Niheres zur Konver-
genztheorie findet sich z.B. in Abschnitt 5.2.2 von [12].
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