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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Winter-
semester 2002/2003 an der Universitidt Bayreuth gehalten habe. Eine elektronische Version
dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehorigen Ubungsaufgaben sind im WWW auf
der Seite http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~1lgruene/ unter dem Link
Lehrveranstaltungen erhéltlich.

Dieser Text ist ein Vorlesungsskript und soll in erster Linie dazu dienen, den in der Vor-
lesung behandelten Stoff in kompakter schriftlicher Form fiir die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer der Vorlesung zusammen zu fassen. Insbesondere soll dieses Skript keinen Er-
satz fiir ein Lehrbuch der Numerischen Mathematik darstellen. Beim Schreiben einzelner
Passagen haben mir die Lehrbiicher [1, 5, 6] und die Skripten [2, 3, 4] sehr gute Dienste
erwiesen.

Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei allen Teilnehmerinnen und Teilnehmern dieser Vorle-
sung bedanken, die durch ihr aufmerksames Lesen bereits wihrend der Vorlesung Fehler
im Skript gefunden und mitgeteilt haben.

Bayreuth, Februar 2003 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Numerische Mathematik — oder kurz Numerik — beschiéftigt sich mit der Entwicklung
und der Analyse von Algorithmen, mit denen mathematische Probleme am Computer geltst
werden konnen. Im Gegensatz zu symbolischen oder analytischen Rechnungen will man hier
keine geschlossenen Formeln oder algebraischen Ausdriicke als Ergebnisse erhalten, sondern
quantitative Zahlenwerte!, daher der Name , Numerische Mathematik.

In der Grundvorlesung zur Numerik werden traditionell viele verschidedene mathemati-
sche Probleme behandelt; in dieser Vorlesung werden wir uns mit den folgenden Themen
beschéftigen:

e Losung linearer Gleichungssysteme
e Berechnung von Eigenwerten

e Interpolation

e Integration

e Nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme

Ein wichtiger Bereich, der in dieser Aufzdhlung fehlt, sind die Differentialgleichungen; diese
werden schwerpunktméfig in der Vorlesung ,,Numerische Mathematik IT* im Sommerse-
mester behandelt.

Die Fiille unterschiedlicher Probleme aus der Analysis und der linearen Algebra bringt
es mit sich, dass ganz verschiedene mathematische Techniken aus diesen Gebieten zur
numerischen Losung verwendet werden. Aus diesem Grund wird gerade die erste Numerik—
Vorlesung oft als ,, Gemischtwarenladen“ aufgefasst, in dem verschiedene Themen scheinbar
zusammenhanglos abgehandelt werden. Tatséchlich gibt es aber — trotz der unterschied-
lichen Mathematik — eine Reihe von Grundprinzipien, die in der Numerik wichtig sind.
Bevor wir im nédchsten Kapitel mit der ,harten“ Mathematik beginnen, wollen wir diese
Prinzipien in dieser Einfiihrung kurz und informell erldutern.

!die dann natiirlich oft grafisch aufbereitet werden
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1.1 Korrektheit

Eine der wesentlichen Aufgaben der numerischen Mathematik ist es, die Korrektheit von
Algorithmen zu {iberpriifen, d.h. sicherzustellen, dass und unter welchen Voraussetzungen
an die Problemdaten tatséichlich das richtige Ergebnis berechnet wird. Diese Uberpriifung
soll natiirlich mit mathematischen Methoden durgefithrt werden, d.h. am Ende steht ein
formaler mathematischer Beweis, der die korrekte Funktion eines Algorithmus sicher stellt.
In vielen Féllen wird ein Algorithmus kein exaktes Ergebnis in endlich vielen Schritten
liefern, sondern eine Ndherungslosung bzw. eine Folge von Nidherungslosungen. In diesem
Fall ist zusétzlich zu untersuchen, wie grofl der Fehler der Néherungslosung in Abhéngigkeit
von den vorhandenen Parametern ist bzw. wie schnell die Folge von Ndherungslosungen
gegen den exakten Wert konvergiert.

1.2 Effizienz

Hat man sich von der Korrektheit eines Algorithmus’ iiberzeugt, so stellt sich im n#chsten
Schritt die Frage nach der Effizienz eines Algorithmus. Liefert der Algorithmus ein exaktes
Ergebnis in endlich vielen Schritten, so ist im Wesentlichen die Anzahl der Operationen
»abzuzdhlen“, falls eine Folge von Naherungslosungen berechnet wird, so muss die Anzahl
der Operationen pro Naherungslosung und die Konvergenzgeschwindigkeit gegen die exakte
Losung untersucht werden.

Oft gibt es viele verschiedene Algorithmen zur Losung eines Problems, die je nach den
weiteren Eigenschaften des Problems unterschiedlich effizient sind.

1.3 Robustheit und Kondition

Selbst wenn ein Algorithmus in der Theorie in endlich vielen Schritten ein exaktes Ergebnis
liefert, wird dies in der numerischen Praxis nur selten der Fall sein. Der Grund hierfiir liegt
in den sogenannten Rundungsfehlern: Intern kann ein Computer nur endlich viele Zahlen
darstellen, es ist also unmdoglich, jede beliebige reelle (ja nicht einmal jede rationale) Zahl
exakt darzustellen. Wir wollen diesen Punkt etwas formaler untersuchen. Fiir eine gegebene
Basis B € N kann jede reelle Zahl ¢ € R als

z=m- B¢

dargestellt werden, wobei m € R die Mantisse und e € Ny der Erponent genannt wird.
Computerintern wird iiblicherweise die Basis B = 2 verwendet, da die Zahlen als Bindrzah-
len dargestellt werden. Im Rechner stehen nun nur endlich viele Stellen fiir m und e zur
Verfiigung, z.B. [ Stellen fiir m und n Stellen fiir e. Wir schreiben m = £0.mimoms ... my
und e = +ejeq...e,. Unter der zusitzlichen Normierungs—Bedingung my # 0 ergibt sich
eine eindeutige Darstellung der sogenannten maschinendarstellbaren Zahlen

M = {z € R| £ 0.mimams...my - BTzl {0},

Zahlen, die nicht in dieser Menge M liegen, miissen durch Rundung in eine maschinendar-
stellbare Zahl umgewandelt werden.
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Die dadurch entstehenden Ungenauigkeiten beeinflussen offensichtlich das Ergebnis nu-
merischer Algorithmen. Die Robustheit eines Algorithmus ist nun dadurch bestimmt, wie
stark diese Rundungsfehler sich im Ergebnis auswirken. Tatséchlich betrachtet man die
Robustheit mathematisch fiir allgemeine Fehler, so dass egal ist, ob diese durch Rundung
oder weitere Fehlerquellen (Eingabe— bzw. Ubertragungsfehler, Ungenauigkeiten in voraus-
gegangenen Berechnungen etc.) hervorgerufen worden sind.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Betrachtung dieser Problemstellung ist der Begriff der Kon-
dition eines mathematischen Problems. Wenn wir das Problem abstrakt als Abbildung
A : D — L der Problemdaten D (z.B. Matrizen, Messwerte. ..) auf die Losung L des
Problems betrachten, so gibt die Kondition an, wie stark sich kleine Anderungen in den
Daten D in der Losung L auswirken. Wenn kleine Anderungen in D groBe Anderungen in L
verursachen konnen spricht man von einem schlecht konditionierten Problem. Die Robust-
heit eines Algorithmus ist besonders bei solchen Problemen wichtig, da hier kleine Fehler
im Algorithmus grofie Fehler im Ergebnis verursachen kénnen. Am schonsten entwickelt
ist diese Theorie bei linearen Gleichungssystemen; in diesem Rahmen werden wir sie auch
ausfiihrlich untersuchen.

1.4 Mathematische Techniken

Wie bereits erwéhnt, erfordern die unterschiedlichen Problemklassen ganz unterschiedliche
mathematische Techniken. Trotzdem gibt es einige Gemeinsamkeiten, d.h. Techniken, die
in der ein oder anderen Weise immer wieder auftauchen. Als Beispiel sei hier das Prinzip
der Orthogonalitit bzw. der orthogonalen Projektion genannt: Dies wird uns bei der effizi-
enten Losung linearer Gleichungssysteme (im Householder—Algorithmus) ebenso begegnen,
wie bei der Polynom—Interpolation (bei den Tschebyscheff-Polynomen) und bei der nume-
rischen Integration (bei der Gaufi—Quadratur). All diese Verfahren haben gemeinsam, dass
sie (beziiglich geeigneter Kriteria) zu den besten Verfahren ihrer Klasse gehoren, wofiir man
allerdings den Preis zahlen muss, dass ihre Funktionsweise sich nicht auf den ersten Blick
erschlieit, da ihre Herleitung auf trickreichen mathematischen Ideen beruht. Ein weiteres
Beispiel ist die Taylor—Entwicklung, die die Grundlage vieler Algorithmen der numerischen
Analysis bildet.
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Kapitel 2

Lineare GGleichungssysteme

Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme bilden die Basis fiir viele Anwendun-
gen der Numerik und stehen daher traditionell am Anfang vieler Numerik—Vorlesungen.
Ausfiihrlich aufgeschrieben besteht das Problem darin, Zahlen x1,...,z, € R zu bestim-
men, fiir die das Gleichungssystem

ar1z1 + a2 + ... 4+ aipT, = by
: (2.1)
an1x1 + aporys + ... + apnTn = b

erfiillt ist. Die ausfiihrliche Schreibweise in (2.1) ist etwas unhandlich, weswegen wir lineare
Gleichungsysteme iiblicherweise in Matrix—Form schreiben werden, nédmlich als

Az = b, (2.2)

a1 @12 ... Gin 1 b1
A= : : : , T = : und b= I (2.3)

ani an2 ... Gpn Tn, by,
Diese Schreibweise hat nicht nur den Vorteil, dass man — wenn man die Konvention (2.3)
einmal kennt — ein Gleichungssystem viel kiirzer aufschreiben kann, es wird sich auch

zeigen, dass gewisse Eigenschaften der Matrix A entscheiden, was fiir ein Verfahren zur
Losung von (2.2) sinnvollerweise eingesetzt werden kann.

Einige kurze Bemerkungen zur Notation: Wir werden Matrizen typischerweise mit grofien
Buchstaben bezeichnen (z.B. A) und Vektoren mit kleinen (z.B. b). Ihre Eintrige werden
wir mit indizierten Kleinbuchstaben bezeichnen, wie in (2.3). Mit einem hochgestellten ,, T
bezeichnen wir transponierte Matrizen und Vektoren, fiir A und z aus (2.3) also z.B.

a1 a21 ... Qap1i
T T
x=(x1,...,2q)", A =

alnp A2n ... QAupn

Da die Anzahl n der Gleichungen in (2.1) gleich der Anzahl der Unbekannten z1,...,z,
ist, ist A in (2.2) eine quadratische Matrix der Dimension n x n. Fiir quadratische Matrizen

)
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ist aus der linearen Algebra bekannt, dass genau dann eine eindeutige Losung von (2.2)
existiert, wenn die Matrix invertierbar ist. Wir werden in diesem Kapitel immer annehmen,
dass dies der Fall ist.

In den Ubungen werden einige Beispiele von Problemen aus den Wirtschaftswissenschaften
und der Physik behandelt, die auf die Lésung linearer Gleichungssysteme fithren. Hier wer-
den wir einige ,innermathematische“ Probleme betrachten, deren numerische Behandlung
ebenfalls auf die Losung linearer Gleichungssysteme fiihrt.

2.1 Anwendungen linearer Gleichungssysteme

2.1.1 Ausgleichsrechnung

Das erste unserer Anwendungsbeispiele ist fiir viele praktische Zwecke besonders wichtig,
weswegen wir es etwas genauer untersuchen wollen.

Nehmen wir an, wir haben ein Experiment durchgefiihrt, bei dem wir fiir verschiedene
Eingabewerte t1, ts, ..., txy Messwerte my, mo, ..., m erhalten. Aufgrund von theoretischen
Uberlegungen (z.B. aufgrund eines zugrundeliegendes physikalisches Gesetzes), kennt man
eine Funktion f(t), fiir die f(¢;) = m; gelten sollte. Diese Funktion wiederum héngt aber
nun von unbekannten Parametern z1, . . ., z,, ab; wir schreiben f(t; z) fiir x = (z1,...,2,)7,
um dies zu betonen. Z.B. kénnte f(¢;x) durch

f(t;x) = x1 + @t oder f(t;z) = 1 + wot + x3t?

gegeben sein. Im ersten Fall beschreibt die gesuchte Funktion eine Gerade, im zweiten
eine (verallgemeinerte) Parabel. Wenn wir annehmen, dass die Funktion f das Experiment
wirklich exakt beschreibt und keine Messfehler vorliegen, so kénnten wir die Parameter x;
durch Lésen des (im Allgemeinen nichtlinearen) Gleichungssystems

fltz) = m
: (2.4)
flt;x) = my

nach z bestimmen. In vielen praktischen Féllen ist dieses Gleichungssystem linear, so z.B.
in den zwei obigen Beispielen, in denen sich (2.4) zu Az = m mit

1 # 1 # t% mq
A= + bzw. A= o und m =
1ty 1ty t2 my

ergibt. Diese linearen Gleichungssysteme haben k Gleichungen (eine fiir jedes Wertepaar
(ti;, m;)) und n Unbekannte (ndmlich gerade die unbekannten Parameter z;), wobei k {ibli-
cherweise sehr viel grofler als n ist. Man sagt, dass das Gleichungsystem tberbestimmdt ist.
Da Messwerte eines Versuchs praktisch immer mit Fehlern behaftet sind, ist es sicherlich zu
optimistisch, anzunehmen, dass das Gleichungssystem Az = m 16sbar ist (iiberbestimmte
Gleichungssysteme haben oft keine Losung!). Statt also den (vermutlich vergeblichen) Ver-
such zu machen, eine exakte Losung x dieses Systems zu finden, wollen wir probieren, eine
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moglichst gute Naherungslosung zu finden, d.h., wenn Az = m nicht 16sbar ist wollen wir
zumindest ein z finden, so dass Az moglichst nahe bei m liegt. Dazu miissen wir ein Kri-
terium fiir ,,moglichst nahe“ wihlen, das sowohl sinnvoll ist als auch eine einfache Losung
zulésst. Hier bietet sich das sogenannte Ausgleichsproblem (auch Methode der kleinsten
Quadrate genannt) an:

Finde z = (z1,...,2n)7, so dass ¢(z) := |[|[m — Az|? minimal wird.

Hierbei bezeichnet ||y|| die euklidische Norm eines Vektors y € R", also

Um die Funktion ¢ zu minimieren, berechnet man den Gradienten V¢ und setzt diesen
gleich Null. Da man nachrechnen kann, dass die zweite Ableitung positiv definit ist, ist
jede Nullstelle des Gradienten V¢ ein Minimum von ¢. Mit etwas Rechnung erhélt man
aus diesen Uberlegungen, dass ein Vektor z die Funktion ¢ genau dann minimiert, wenn
die sogennanten Normalengleichungen AT Ax = ATm erfiillt sind. Das Ausgleichsproblem
wird also wie folgt gelost:

l6se Ar=b mit A= ATAund b= ATm.

Das zunéchst recht kompliziert scheinende Minimierungsproblem fiir ¢ wird also auf die
Losung eines linearen Gleichungssystems zuriickgefiihrt.

2.1.2 Diskrete L, Approximation

Auch bei diesem Problem geht es darum, Parameter einer Funktion zu bestimmen, um eine
moglichst gute Approximation zu erhalten. Wahrend wir beim Ausgleichsproblem aber den
Abstand zwischen den Funktionswerten f(¢;) und den Messwerten m; klein halten wollten,
geht es nun darum, Parameter so zu wihlen, dass das Integral einer Funktion méglichst gut
approximiert wird. Sei dazu z : [¢,d] — R eine integrierbare Funktion auf einem Intervall
[c,d]. Fiir vorgegebene integrierbare Funktionen vy,...,v, : [¢,d] — R wollen wir einen
Parametervektor z = (z1,. .. ,wn)T € R™ bestimmen, so dass das Integral

d n
o(x) = / 2(t) = Y aivi(t)[Pdt
¢ i=1

minimal wird.

Wiederum berechnet man hier den Gradienten V¢ und leitet so geeignete Normalenglei-
chungen her, die auch hier auf ein lineares Gleichungssystem Ax = b fithren, wobei die
Eintrage a;; von A und b; von b gegeben sind durch

a;j = /dvj(t)vi(t)dt und b; = /dz(t)vi(t)dt.
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2.1.3 Randwertaufgaben gewohnlicher Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen eine unbekannte differenzierbare Funk-
tion dadurch charakterisiert ist, dass ihre Werte mit ihren Ableitungen in Beziehung gesetzt
ist. Wir werden diese spiéiter in der Vorlesung genauer betrachten, wollen hier aber kurz ein
spezielles Problem skizzieren, das wiederum auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt.

Gegeben sei ein Intervall [c, d], reelle Zahlen y., y4 und eine stetige Funktion g : [¢,d] — R.
Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [c,d] — R, welche die Gleichungen

y'(t) +y' () +yt) = g(t)
y(C) = Y
y(d) = ya

erfiillt. Zur Losung des Problems kann man die konsistente Differenzenapprozimation ver-
wenden. Hierbei zerlegt man das Intervall [c,d] in gleichlange Teilintervalle

c=th<ti <...<ty=d

mit ¢t; —t;—1 = h := (d —¢)/N fiir ein N € N, also t; = ¢+ i(d — ¢)/N, und ersetzt die
Ableitungen ¢’ und y” an den Punkten ¢; durch Differenzenquotienten

J (k) ~ y(ti+1)2_hy(ti—1)7 Y () ~ y(tiv1) — th(;ti) + y(ti_l)'

Mit der Schreibweise n; = y(t;) und g; = g(t;) erhalten wir damit aus den obigen Gleichun-
gen fiir die inneren Gitterpunkte die Differenzengleichungen
Nit1 — 20 + Nim1 | Mig1 — Ni—1

52 + °h + n; = ¢s, iZl,...,N—l

und fiir die Randpunkte die Gleichungen

N0 = Yes 7NN = Yd

aus den Randbedingungen. Insgesamt erhalten wir so das lineare Gleichungssystem

Apn=1b
mit
1
oo et ot Ve
91
gN-1
Aok A4l "
1

Die Eintrége no, ..., 7, von 7 liefern dann eine Approximation der Funktionswerte y(tg),

e y(tn).
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2.1.4 Weitere Anwendungen

Es gibt viele weitere Anwendungen in der Numerik, die auf die Losung eines linearen Glei-
chungssystems fiihren. Einige davon werden uns im weiteren Verlauf dieser Vorlesung noch
begegnen, z.B. die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme mit dem Newton—Verfahren,
bei dem eine Folge linearer Gleichungssysteme gelost werden muss, oder die Interpolation
von Kurven mittels Splines.

2.2 Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren

Wir werden nun ein erstes Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme kennen lernen.
Das Gaufi’sche Eliminationsverfahren ist ein sehr anschauliches Verfahren, das zudem recht
leicht implementiert werden kann. Es beruht auf der einfachen Tatsache, dass ein lineares
Gleichungssystem Az = b leicht losbar ist, falls die Matrix A in oberer Dreiecksform
vorliegt, d.h.,

aip ai2 ... Qain

0 a9 ... 04A9np
A=

0 ... 0 apn

In diesem Fall kann man Az = b leicht mittels der rekursiven Vorschrift

o bn, _ b1 — An—1nTn o by —ai2w2 — ... — a1y
Ty = y In—1 = yeeey L1 =
Gnn Gp—1n—1 aii

oder, kompakt geschrieben,

n
bi— Z aijxj
g = — 2= . di=mon—1,...,1 (2.5)
Qg

(mit der Konvention Z?:n 41 @i jz; = 0) 16sen. Dieses Verfahren wird als Riickwdrtseinset-
zen bezeichnet.

Die Idee des Gauf’schen Eliminationsverfahrens liegt nun darin, das Gleichungssystem
Ax = b in ein Gleichungssystem Ax = b umzuformen, so dass die Matrix A in oberer
Dreiecksform vorliegt. Wir wollen dieses Verfahren zunéchst an einem Beispiel veranschau-
lichen.

Beispiel 2.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (2.2) mit

1 5 6 29
A= 7 9 6 und b= | 43
2 3 4 20

Um die Matrix A auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, miissen wir die drei Eintréige 7, 2
und 3 unterhalb der Diagonalen auf 0 bringen (,eliminieren). Wir beginnen mit der 2.
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Hierzu subtrahieren wir 2—-mal die erste Zeile von der letzten und erhalten so

1 5 6
A= 7 9 6
0 -7 =8

Das Gleiche machen wir mit dem Vektor b. Dies liefert
by = 43
—-38

Nun fahren wir fort mit der 7: Wir subtrahieren 7-mal die erste Zeile von der zweiten,
sowohl in A7 als auch in by, und erhalten

1 ) 6 29
As=| 0 —26 —36 und by = | —160
0o -7 -8 —38

Im dritten Schritt ,eliminieren“ wir die —7, die jetzt an der Stelle der 3 steht, indem wir
7/26-mal die zweite Zeile von der dritten subtrahieren:

1 5 6 29

As=1| 0 —26 —36 und b3 = | —160
0 0o 2 66

13 13

Hiermit sind wir fertig und setzen A= As und b = bs. Riickwértseinsetzen geméB (2.5)
liefert dann

66
—160 — 3 - (—36 20-2-5-3-6
13 B

Wir formulieren den Algorithmus nun fiir allgemeine quadratische Matrizen A.

Algorithmus 2.2 (Gauf3—Elimination, Grundversion)
Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R™.

(0) Setze i =n und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des zu eliminierenden Eintrags)

(1) Subtrahiere a;;/a; j—mal die j-te Zeile von der i-ten Zeile:

Setze o := a; j/a;; und berechne

aik = ajp —aajp firk=7,...,n, b;:=b —ab;

(2) Falls i > j + 2 ist, setze i := i — 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Falls j <n — 2 ist, setze j := j 4+ 1 und i := n und fahre fort bei (1), sonst:
Ende des Algorithmus
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Es kann passieren, dass dieser Algorithmus zu keinem Ergebnis fiihrt, obwohl das Glei-
chungssystem losbar ist. Der Grund dafiir liegt in Schritt (1), in dem durch das Diagonal-
element a;; geteilt wird. Hierbei wurde stillschweigend angenommen, dass dieses ungleich
Null ist, was aber im Allgemeinen nicht der Fall sein muss. Gliicklicherweise gibt es eine
Moglichkeit, dieses zu beheben:

Nehmen wir an, dass wir Schritt (1) fiir gegebene Indizes ¢ und j ausfithren méchten und
aj; = 0 ist. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Im ersten Fall ist a;; = 0. In diesem Fall
brauchen wir nichts zu tun, da das Element a;;, das auf 0 gebracht werden soll, bereits
gleich 0 ist. Im zweiten Fall gilt a;; # 0. In diesem Fall kénnen wir die i-te und j-te Zeile
der Matrix A sowie die entsprechenden Eintrige im Vektor b vertauschen, wodurch wir
a;jj # 0 erreichen und mit dem Algorithmus fortfahren koénnen. Dieses Verfahren nennt
man Pivotierung und der folgende Algorithmus bringt nun tatséchlich jedes lineare Glei-
chungssystem in Dreiecksform.

Algorithmus 2.3 (Gauf3—Elimination)
Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R".

(0) Setze i =n und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des zu eliminierenden Eintrags)

(la) Falls a;; = 0 gehe zu (2), sonst:
Falls a; ; = 0 vertausche a;; und a;, fir k = j,...,n sowie b; und b;
(1b) Subtrahiere a;j/a;;—mal die j-te Zeile von der i-ten Zeile:

Setze a := a;/a;; und berechne

a;p = a;jp —aaj firk=7,...,n, b:=0b —ab;

(2) Falls ¢ > j + 2 ist, setze ¢ := i — 1 und fahre fort bei (1a), sonst:
Falls j < mn — 2 ist, setze j := j 4+ 1 und i := n und fahre fort bei (1a), sonst:
Ende des Algorithmus

Das Element a; j, das in Schritt (1a) mit a;; getauscht wird, nennt man Pivotelement. Wir
werden spéter im Abschnitt 2.4 eine Strategie kennen lernen, bei der — auch wenn a;; # 0
ist — gezielt ein Element aj; # 0 als Pivotelement ausgewihlt wird, mit dem man ein
besseres Robustheitsverhalten des Algorithmus’ erhalten kann.

2.3 LR-Faktorisierung und das Choleski—Verfahren

In der obigen Version des Gaufi—Verfahrens haben wir die Matrix A auf obere Dreiecksform
gebracht und zugleich alle dafiir notwendigen Operationen auch auf den Vektor b angewen-
det. Es gibt alternative Moglichkeiten, lineare Gleichungssysteme zu l6sen, bei denen der
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Vektor b unverdndert bleibt. Wir werden nun ein Verfahren kennen lernen, bei dem die
Matrix A in ein Produkt von zwei Matrizen L und R zerlegt wird, also A = LR, wobei R
in oberer Dreiecksform und L in unterer Dreiecksform

l11 0 0

I =
lp—11 .. lp—ip—1 O
ln1 lno lon

vorliegt. Die Zerlegung A = LR wird als LR—Faktorisierung oder LR—Zerleqgung bezeich-
net.

Um Az = b zu l6sen, kann man dann LRx = b wie folgt in zwei Schritten 16sen: Zunéchst
16st man das Gleichungssystem Ly = b. Dies kann, ganz analog zum Riickwértseinsetzen
(2.5) durch Vorwdrtseinsetzen geschehen:

i—1
bi— > lijy
yi=—21  i=12....n (2.6)
lii
Im zweiten Schritt 16st man dann durch Riickwértseinsetzen das Gleichungssystem Rx = y.
Dann gilt
Ax = LRx = Ly = b,

womit das gewiinschte System Az = b gelost ist.

Das Gauf¥’sche Eliminationsverfahren 13t sich so erweitern, dass damit — bis auf die
Zeilenvertauschungen in A — eine LR—Zerlegung einer invertierbaren Matrix A mdoglich
ist:

Die Addition ,ji—te Zeile + a—mal j—te Zeile“ ldasst sich durch Multiplikation von links mit

der Matrix
1

1

erzielen, hierbei steht « in der i—ten Zeile und j—ten Spalte.

Wenn sich die Gaufi—Elimination ohne Zeilenvertauschung durchfiihren lisst, so werden
nur Operationen mit solchen Matrizen benotigt. Wenn man die dabei bené6tigten Matrizen
I, Fy, ..., Fj zu einer Matrix F' = F}, - Fj,_q - - - F1 aufmultipliziert, so erhdlt man A = LR
mit L = F~!, also die LR-Faktorisierung (beachte, dass die F~Matrix als Produkt unterer
Dreiecksmatrizen eine untere Dreiecksmatrix ist, weswegen auch ihre Inverse eine untere
Dreiecksmatrix ist).
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Sind allerdings wegen der Pivotsuche Zeilenvertauschungen nétig, so ist ldsst sich i.A. keine
LR Zerlegung erhalten.! Die Vertauschung der i-ten und der j-ten Zeile in A lisst sich
durch die Multiplikation von links mit Matrizen der Form

1

1

erreichen, wobei die 0-Eintrige gerade an der i—ten und j—ten Stelle stehen. Sind solche
Zeilenvertauschungen notwendig, so kann man die benttigten Matrizen Py, ..., P; ebenfalls
zu einer Matrix P = P;--- P; aufmultipizieren und erhélt dann eine Zerlegung der Form
PA = LR mit L = F~! von oben (P nennt man Permutationsmatriz).

Wir wollen auf die Details dieser Erweiterung der Gaufi—Elimination hier nicht néher ein-
gehen (sie finden sich in jedem einfithrenden Numerik Lehrbuch, z.B. in den Biichern von
Oevel, Opfer oder Stoer?), sondern statt dessen ein anderes Verfahren zur LR-Zerlegung
betrachten, das Choleski—Verfahren. Dieses funktioniert allerdings nicht fiir allgemeine Ma-
trizen, sondern fiir symmetrische, positiv definite Matrizen.

Definition 2.4 (i) Eine Matrix A € R™ " heifit symmetrisch, falls AT = A ist.

(ii) Eine Matrix A € R™" heifit positiv definit, falls (z, Az) > 0 ist fiir alle Vektoren
r € R" mit x # (0 ... 0)T.

Hierbei bezeichnet (z, y) das Standard-Skalarprodukt im R™, d.h., fiir Vektoren z, y € R"
ist

n
<$7 y> = xTy = Z-szz
=1

Diese Bedingung ist natiirlich recht einschrinkend; trotzdem ist sie in vielen Anwendungen
erfiillt. So fiihrt z.B. das Ausgleichsproblem i.A. auf ein Gleichungssystem mit symmetri-
scher und positiv definiter Matrix A.

Fiir solche Matrizen kann man zeigen, dass immer eine LR—Zerlegung existiert, bei der
zusitzlich R = L7 gilt. Es geniigt also, die untere Dreiecksmatrix L zu berechnen. Dies
macht der folgende Algorithmus.

tatsichlich existiert fiir allgemeine invertierbare Matrizen im Allgemeinen keine LR-Zerlegung
2die letzten beiden sind in der Lehrbuchsammlung der Bibliothek vorhanden
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Algorithmus 2.5 (Choleski—Verfahren) Gegeben sei eine Matrix A € R™*™,

(0) Setze i =1 und j =1 (Zeilen— und Spaltenindex des aktuellen Eintrags l;; von L)

(1) (a) Falls i > j setze

7—1
aij— Y likljk
k=1

lj;

(b) Falls ¢ = j setze

(c) Falls i < j setze

(2) Falls ¢ <n —1 ist, setze ¢ := i + 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Falls j <mn — 1 ist, setze j := j 4+ 1 und 7 := 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Ende des Algorithmus

Leider ist dieser Algorithmus nicht so anschaulich wie die Gau—Elimination. Um zu be-
weisen, dass dieser Algorithmus das richtige Ergebnis liefert, schreiben wir die Gleichung
A = LL" explizit auf und 16sen nach L auf. Dies ist jedoch direkt fiir beliebige Dimen-
sionen sehr uniibersichtlich, weswegen wir per Induktion iiber die Dimension der Matrix
A vorgehen. Zum Induktionsanfang betrachten wir zunéchst 2 x 2 Matrizen. Hier ergibt

sich
( ai1 ai2 ) _ < lii O ) ( li1 l21 ) _ < 13 l11l22 ) (2.7)
as1 a2 la1 l22 0 lao lorlin BBy +135 )" '

Daraus erhalten wir

i1 = Va1

lo1 = a1/l

lho = \Jag2—13,

was genau den Berechnungen im Algorithmus 2.5 fiir ¢ = 1,2 und j = 1,2 entspricht. Die
letzte Gleichung ist dabei reell 16sbar, weil A positiv definit ist. Fiir grofiere Matrizen gehen
wir per Induktion vor. Wir schreiben

A, 1 a
A= 7" "
(o)
Falls A symmetrisch und positiv definit ist, so hat auch die Matrix A,,_; diese Eigenschaft.
Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass der Choleski-Algorithmus 2.5 fiir die (n —

1) X (n — 1)-Matrix A,,—; die LR Faktorisierung der Form A4, = Ln_lLZ_l korrekt
berechnet.
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Wir schreiben die gesuchte untere Dreiecksmatrix L nun als

[ Lpy 0
L‘( I m)

mit I, = (In1 ... lnn_1)7 schreiben.

Zum Induktionsschluss miissen wir nun die Gleichungen im Choleski—Algorithmus fiir
i =nund j = 1,...,n iiberpriifen (die Gleichungen fiir i < n — 1 liefern nach der In-
duktionsannahme bereits die richtige Matrix L,_1). Dazu betrachten wir die Gleichung
LLT = A, die sich mit der obigen Notation als

< An—l an ) _ < Ln—l 0 ) ( L%—‘fl Zn > _ < Ln—le;fl Ln—lin >
C_L;Z; Qnn N l_;‘]; lnn 0 lnn N (Lnfll_n)T l_;z;l_n + l%n ’
(2.8)
schreiben lisst. Bestimmt man nun die Eintrige im Vektor [, durch Vorwirtseinsetzen
aus dem Gleichungssystem L, _1l, = G, so erhilt man gerade die Gleichungen fiir g,
j=1,...,n—1 aus Algorithmus 2.5. Lost man dann noch die Gleichung IZl,, + 12, = ann

(diese ist wiederum wegen der positiven Definitheit von A reell 16sbar), so ergibt sich auch
die Gleichung fiir j = n in Algorithmus 2.5.

2.4 Fehlerabschitzungen und Kondition

Wie bereits im einfithrenden Kapitel erlautert, konnen Computer nicht alle reellen Zahlen
darstellen, weswegen alle Zahlen intern gerundet werden, damit sie in die endliche Menge
der maschinendarstellbaren Zahlen passen. Hierdurch entstehen Rundungsfehler. Selbst
wenn sowohl die Eingabewerte als auch das Ergebnis eines Algorithmus maschinendar-
stellbare Zahlen sind, kénnen solche Fehler auftreten, denn auch die (méglicherweise nicht
darstellbaren) Zwischenergebnisse eines Algorithmus werden gerundet. Aufgrund von die-
sen Fehlern aber auch wegen Eingabe— bzw. Messfehlern in den vorliegenden Daten oder
Fehlern aus verhergehenden numerischen Rechnungen, wird durch einen Algorithmus {ibli-
cherweise nicht die exakte Losung x des linearen Gleichungssystems

Az =10

berechnet, sondern eine Naherungslosung . Um dies formal zu fassen, fithrt man ein ,,be-
nachbartes“ oder , gestortes” Gleichungssystems

Az =b+ Ab

ein, fiir das & gerade die exakte Losung ist. Der Vektor Ab heifit hierbei das Residuum oder
der Defekt der Naherungslosung Z. Den Vektor Az = ¥ — x nennen wir den Fehler der
Niherungslosung Z. Da Rundung und andere Fehlerquellen i.A. nur kleine Fehler bewirken,
ist es gerechtfertigt anzunehmen, dass ||Ab|| ,klein® ist. Das Ziel dieses Abschnittes ist es
nun, aus der Grofle des Residuum ||Ab|| auf die GroBe des Fehlers |Ax| zu schlieBen.
Insbesondere wollen wir untersuchen, wie sensibel die Grofe ||Ax| von [|Ab|| abhéngt,
d.h. ob kleine Residuen ||Ab| grofie Fehler ||Az| hervorrufen kénnen. Diese Analyse ist
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unabhéngig von dem verwendeten Losungsverfahren, da wir hier nur das Gleichungssystem
selbst und kein explizites Verfahren betrachten.

Um diese Analyse durchzufiihren, brauchen wir das Konzept der Matriznorm. Man kann
Matrixnormen ganz allgemein definieren; fiir unsere Zwecke ist aber der Begriff der indu-
zierten Matriznorm ausreichend. Wir erinnern zunéchst an verschiedene Vektornormen fiir
Vektoren x € R™. In dieser Vorlesung verwenden wir iiblicherweise die euklidische Norm
oder 2-Norm

welche wir meistens einfach mit ||z|| bezeichnen. Weitere Normen sind die 1-Norm

n
ol =3 Ja
i=1

und die Mazimums— oder co—Norm

[2floo = max [z;].
1= n

=1,...,

Wir werden gleich sehen, dass die zwei letzten Normen im Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen gewisse Vorteile haben.

Fiir alle Normen im R"™ kann man eine zugehorige induzierte Matriznorm definieren.

Definition 2.6 Sei R™*" die Menge der n x n—Matrizen und sei || - ||, eine Vektornorm im

R™. Dann definieren wir fiir A € R"*" die zu || - ||, gehorige induzierte Matriznorm || All,
als
Al = max [ Az
[[z]p=1
u]

Da im Allgemeinen keine Verwechslungsgefahr besteht, bezeichnen wir die Vektornormen
und die von ihnen induzierten Matrixnormen mit dem gleichen Symbol.

Satz 2.7 Fiir die zu den obigen Vektornormen gehorigen induzierten Matrixnormen und
invertierbare Matrizen A € R™*" gelten die folgenden Gleichungen

|AllL = maxj_1.n > 1y |aijl (Spaltensummennorm)
|Alloec = maxj—1,. 5 Z?:1 |l | (Zeilensummennorm)
[All2 = +/p(ATA) (Spektralnorm),

wobei p(AT A) den maximalen Eigenwert der symmetrischen Matrix A7 A bezeichnet.

Beweis: Wir beweisen die Gleichungen, indem wir die entsprechenden Ungleichungen be-
weisen.
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»||A]|1¢: Fiir einen beliebigen Vektor x € R™ gilt

Az |1 —Z Za”xj <ZZ’GUH‘TJ‘ _Z|x]’2‘aw|
=1 |j=1 =1 j=1
Sei nun j* der Index, fiir den die innere Summe maximal wird. Dann gilt fiir Vektoren mit

[zl =1
Z Z|aij*|,

=1

R,_/
=1

woraus, da z beliebig war, die Ungleichung

n
AL <> Jaij-|
i=1

folgt. Andererseits gilt fiir den j*-ten Einheitsvektor e;«

n

1AL 2 I Aej =SS aijlesls| =S

i=1 |j=1 =1

:|az‘j*\

und damit die behauptete Gleichung.
| Alloo“: Ahnlich wie fiir die 1-Norm mit z* = (1,...,1)T.

» || All2¢: Da AT A symmetrisch und positiv definit ist, kénnen wir eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren v1, ..., v, wihlen, also ||v;|2 = 1 und (v;,v;) = 0 fiir ¢ # j. Sei nun € R"
ein beliebiger Vektor mit Lénge 1, dann lésst sich x als Linearkombination « = ;" | pv;
mit Y, p? = 1 schreiben. Seien )\; die zu den v; gehorigen Eigenwerte von AT A und sei
A+ der maximale Eigenwert. Dann gilt

|Az|? = (Az, Az) = (ATAz, ) Z piui (AT Avl,v]>
i,j=1 —)\ Vi
= Z Hzﬂ] Ul')vj + Z,U'z quz ZM?)\
li‘iﬁjl 0 :1

Damit folgt

n n
A3 <> uih <> pd die = Air,
=1 ]

=1
——
=1

also, da x beliebig war, auch
IA]13 < Aix
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Andererseits gilt die Ungleichung
IANZ > ([ Av 13 = (AT Avis, vi) = Aix (03, 03x) A
———
=1

[

Fiir jede Matrixnorm konnen wir die zugehorige Kondition einer invertierbaren Matrix
definieren.

Definition 2.8 Fiir eine gegebene Matrixnorm |- ||, ist die Kondition einer invertierbaren
Matrix A (bzgl. || - ||,) definiert durch

condy(A) := [|Aflp[ A7

Wenn wir das Verhéltnis zwischen dem Fehler Ax und dem Residuum Ab betrachten,
kénnen wir entweder die absoluten Grofsen dieser Werte, also || Az ||, und || Ab]|, betrachten,
oder, was oft sinnvoller ist, die relativen Grifien | Az||,/||z||, und ||Abl,/]|b||,. Der folgende
Satz zeigt, wie man den Fehler durch das Residuum anschétzen kann.

Satz 2.9 Sei || - ||, eine Vektornorm mit zugehériger (und gleich bezeichneter) induzierter
Matrixnorm. Sei A € R™ ™ eine gegebene invertierbare Matrix und b, Ab € R" gegebene
Vektoren. Seien x, £ € R™ die Losungen der linearen Gleichungssysteme

Az =b und AZ = b+ Ab.

Dann gelten fiir den Fehler Ax = & — = die Abschétzungen

|Azll, < Al Ab], (2.9)
und Az 1A
Zllp p

< cond, (A . 2.10

EP SO (2.10)

Beweis: Seien C' € R™" und y € R" eine beliebige Matrix und ein beliebiger Vektor.
Dann gilt

lylly < max |Cz|[pllyll, = [Cllpllyllp- (2.11)

p [lz]p=1

Y
Cyll, = HC
1€ = | T

Schreiben wir & = z 4+ Az, und ziehen die Gleichung
Ax =10

von der Gleichung
A(z + Az) =b+ Ab
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ab, so erhalten wir
AAx = Ab.

Weil A invertierbar ist, konnen wir die Gleichung auf beiden Seiten von links mit A~!
multiplizieren und erhalten so

Ax = A"1Ab.

Daraus folgt
|AZ]l, = AT Ab]|, < [|AT, A,

wobei wir (2.11) mit C = A~! und y = Ab benutzt haben. Dies zeigt (2.9). Aus (2.11) mit
C = A und y = z folgt
1bllp = [[Azll, < [|Allpll2]lp,

und damit

L _ Al
el = 1ol

Wenn wir erst diese Ungleichung und dann (2.9) anwenden, erhalten wir

-1
1Azl _ [[AllplAzll, _ [AlllA” oAb, _ Ondp(A)IIAbllp

el = ol 16l 16l

also (2.10). 0

Fiir Matrizen, deren Kondition cond,(A) gro ist, kénnen sich kleine Fehler im Vektor b
(bzw. Rundungsfehler im Verfahren) zu grofien Fehlern im Ergebnis x verstirken. Man
spricht in diesem Fall von schlecht konditionierten Matrizen.

Ein wichtiges Kriterium beim Entwurf eines Losungsverfahrens ist es, dass das Verfah-
ren auch fiir schlecht konditionierte Matrizen noch zuverlissig funktioniert. Beim Gauf3—
Verfahren kann z.B. die Auswahl der Pivotelemente so gestaltet werden, dass sich schlechte
Konditionierung weniger stark auswirkt.

Hierzu muss man sich {iberlegen, welche Operationen in der Gauf—Elimination besonders

fehleranféllig sind; dies kann man sehr ausfiihrlich und formal durchfithren, wir werden uns

hier aber auf ein eher heuristisches Kriterium beschrinken: Die Rechenoperationen in der
GauB—Elimination sind gegeben durch die Subtraktionen

ik — az_jajk, bi —

ajj ajj

ai]‘

bj

Durch die Pivotierung haben wir die Freiheit, den Zeilenindex ,,j“ durch einen beliebigen
Index p € {j,...,n} zu ersetzen, was im Algorithmus durch Tauschen der j—ten mit der
p-ten Zeile realisiert wird. Beachte, dass das ,,j“ in ,,a; ;* der Spaltenindex des zu eliminie-
renden Elementes ist, der sich durch die Vertauschung nicht éndert; wir kénnen also durch
Zeilenvertauschung nur die Elemente a; j, a;j1 und b; bzw. die Briiche a;1/a;; und b;/a; ;
beeinflussen.

Die wesentliche Quelle fiir Rundungsfehler in einer Subtraktion ,,c — d* im Computer ent-
steht, wenn die zu berechnende Differenz betragsméfig klein ist und die einzelnen Terme
c und d im Vergleich dazu betragsméifig grofl sind. Um dies zu veranschaulichen nehmen
wir an, dass wir im Dezimalsystem auf 5 Stellen genau rechnen. Wenn wir nun die Zahlen
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1,234 von der Zahl 1,235 subtrahieren, so erhalten wir das richtige Ergebnis 0,001, wenn
wir aber die Zahl 1000,234 von der Zahl 1000,235 subtrahieren, so wird nach interner
Rundung auf 5 Stellen die Rechnung 1000, 2 — 1000, 2 = 0 ausgefiihrt, was zu einem deutli-
chen Fehler fiihrt (dieser spezielle Fehler wird auch ,, Ausloschung” gennant). Die Strategie,
solche Fehler in der Gaufi—Elimination zu weit wie moglich vermeiden, besteht nun darin,
den Zeilenindex p bei der Pivotierung so auszuwéhlen, dass die zu subtrahierenden Aus-
driicke betragsméBig klein sind. Da wir nur die Briiche a;;/a;j; (k= j,...,n) und b;/a;;
beeinflussen konnen, sollte man p dazu also so wéhlen, dass eben diese Briiche im Betrag
moglichst klein werden. Eine einfache Veriante, die sich oft in der Literatur findet, besteht
darin, das Pivotelement ay, ; (also den Nenner der Briiche) so zu wihlen, dass |a, ;| maximal
wird. Im folgenden Algorithmus 2.3 verwenden wir eine etwas aufwindigere Strategie, bei
der auch die Zéhler der auftauchenden Briiche berticksichtigt werden.

Algorithmus 2.10 (Gauf3—Elimination mit Pivotierung)
Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ und ein Vektor b € R"™.

(0) Setze i =mn und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des zu eliminierenden Eintrags)

(la) Wéhle aus den Zeilenindizes p € {j,...,n|ap; # 0} denjenigen aus, fiir den der

Ausdruck ;
a
K(p):max{ max ’pk‘, |p|}
k=g |ap;| " |apj]|
minimal wird. Falls p # j vertausche a;; und a,, fiir k = j,...,n sowie b, und b;

(1b) Subtrahiere a;;/a; ;—mal die j—te Zeile von der i-ten Zeile:

Setze « := a;;/a;; und berechne

A = a;p —aajy fiirk=7,...,n, bj:=0b —ab,

(2) Falls i > j + 2 ist, setze i := i — 1 und fahre fort bei (1b), sonst:
Falls j <n — 2 ist, setze j := j + 1 und i := n und fahre fort bei (1a), sonst:
Ende des Algorithmus

Die hier verwendete Form der Pivotierung wird Spaltenpivotierung genannt, da in jedem
Schritt innerhalb der j-ten Spalte nach dem besten Pivotelement a; , gesucht wird. Ei-
ne erweiterte Form ist die vollstindige oder totale Pivotierung bei der auch in den Zeilen
gesucht wird und dann gegebenenfalls auch Spaltenvertauschungen durchgefiihrt werden.
Gute Implementierungen der Gauf—Elimination werden immer solche Pivotierungsmetho-
den verwenden. Diese bietet eine Verbesserung der Robustheit aber keinen vollstéandigen
Schutz gegen grofle Fehler bei schlechter Kondition — aus prinzipiellen mathematischen
Griinden, wie wir im néchsten Abschnitt ndher erlautern werden.

Fine allgemeinere Strategie zur Vermeidung schlechter Kondition ist die sogannante Prd-
konditionierung, bei der eine Matrix P € R™" gesucht wird, fiir die die Kondition von
PA Kleiner als die von A ist, so dass dann das besser konditionierte Problem PAx = Pb
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gelost werden kann. Wir kommen hierauf bei der Betrachtung iterativer Verfahren noch
etwas genauer zu sprechen.

Eine weitere Strategie zur Behandlung schlecht konditionierter Gleichungssysteme, die wir
im nun genauer untersuchen wollen, ist die Q) R—Faktorisierung (oder Q R—Zerlegung) einer
Matrix.

2.5 ()R—-Faktorisierung

Die LR—Zerlegung, die explizit oder implizit Grundlage der bisher betrachteten Lésungs-
verfahren war, hat unter Konditions—Gesichtspunkten einen wesentlichen Nachteil: Es kann
namlich passieren, das die einzelnen Matrizen L und R der Zerlegung deutlich grofiere Kon-
dition haben als die zerlegte Matrix A.

Beispiel 2.11 Betrachte die Matrix

0,001 0,001
(™)

mit L R-Faktorisierung
10 0,001 0,001
L—<1000 1)’ R_< 0 1>'

condz(A) ~ 5000, condz(L) ~ 1000000 und conds(R) ~ 1000

Hier gilt

die 2-Kondition von L ist also etwa 200—mal so grof3 als die von A. o

Selbst wenn Fehler in der Berechnung von R und L z.B. durch geschickte Pivotierung ver-
mindert werden kénnen, kann die schlechte Konditionierung von R und L beim Riickwérts—
und Vorwirtseinsetzen zu groflen Fehlern fiithren, besonders wenn die Matrix A selbst be-
reits schlecht konditioniert ist.

Wir wollen deswegen eine andere Form der Zerlegung betrachten, bei der die Kondition
der einzelnen Faktoren (man nennt dies auch die numerische Kondition) nicht groer als
die der Ausgangsmatrix A ist.

Hierzu verwenden wir die folgenden Matrizen.
Definition 2.12 Eine Matrix Q € R™*" heifit orthogonal, falls QQT = 1 ist3. O

Unser Ziel ist nun ein Algorithmus, mit dem eine Matrix A in ein Produkt QR zerlegt
wird, wobei () eine orthogonale Matrix ist und R eine obere Dreiecksmatrix.

Offenbar ist ein Gleichungssystem der Form Qy = b leicht zu l16sen, indem man die Ma-
trixmultiplikation y = QT'b durchfiihrt. Deswegen kann man das Gleichungssystem Az, wir
bei der L R-Faktorisierung leicht durch Losen der Teilsysteme Qy = b und Rx = y 16sen.

3Das komplexe Gegenstiick hierzu sind die unitidren Matrizen, mit denen sich all das, was wir hier im
reellen machen, auch im komplexen durchfiihren ldsst
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Bevor wir den entsprechenden Algorithmus herleiten, wollen wir beweisen, dass bei dieser
Form der Zerlegung die Kondition tatséichlich erhalten bleibt — zumindest fiir die euklidi-
sche Norm.

Satz 2.13 Sei A € R™*" eine invertierbare Matrix mit () R—Zerlegung. Dann gilt

condz(Q) =1 und conda(A) = conda(R).

Beweis: Da Q orthogonal ist, gilt Q~' = Q. Daraus folgt fiir beliebige Vektoren z € R™

1Qz(3 = (Qz, Q)2 = (QTQz, x)2 = (x,z)2 = ||z]3,
also auch ||Qz||2 = ||x||2. Damit folgt fiir invertierbare Matrizen B € R"*"

@Bz = max [[QBz|z = max [[Q(Bz)|2 = max |Bz|ls = ||Bll
lzll2=1 loll2=1 lzll2=1

und mit Qx = y auch

IBQllz = max [[BQz|z = max |[|Byz= max [Bylz= B2
lzll2=1 197 yll2=1 lyll2=1

da mit Q auch QT = Q! orthogonal ist. Also folgt
condz(R) = conda(Q"A) = [|QTAll2(QTA) |2 = QT Al A7 Q]2
= [ All2 A7 (|2 = conda(A).

Die erste Ungleichung folgt hieraus indem A als die Einheitsmatrix gewahlt wird. 0

Zwar gilt dieser Satz fiir andere Matrixnormen nicht, da fiir je zwei Vektornormen aber
Abschétzungen der Form ||z||, < Cp4llz||; gelten, ist zumindest eine extreme Verschlech-
terung der numerischen Kondition auch beziiglich anderer induzierter Matrixnormen aus-
geschlossen.

Die Idee der Algorithmen zur Q) R—Zerlegung liegt nun darin, die Spalten der Matrix A als
Vektoren aufzufassen und durch orthogonale Transformationen auf die gewiinschte Form zu
bringen. Orthogonale Transformationen sind dabei gerade die linearen Transformationen,
sich durch orthogonale Matrizen darstellen lassen. Geometrisch sind dies die Transforma-
tionen, die die (euklidische) Lénge des transformierten Vektors sowie den Winkel zwischen
zwei Vektoren unverédndert lassen — nichts anderes haben wir im Beweis von Satz 2.13
ausgenutzt.

Zur Realisierung eines solchen Algorithmus bieten sich zwei mogliche Transformationen
an: Drehungen und Spiegelungen. Wir wollen hier den nach seinem Erfinder benannten
Householder—Algorithmus herleiten, der auf Basis von Spiegelungen funktioniert*. Wir ver-
anschaulichen die Idee zunéchst geometrisch: Sei a. ; € R™ die j—te Spalte der Matrix A. Wir

“ein Algorithmus auf Basis von Drehungen ist der sogenannte Givens—Algorithmus
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wollen eine Spiegelung H'@) finden, die a. ; auf einen Vektor der Form aFé) = (%,%,...,%0)7
——
j Stellen
bringt. Der Vektor soll also in die Ebene E; = span(er,...,e;) gespiegelt werden.

Um diese Spiegelung zu konstruieren, betrachten wir allgemeine Spiegelmatrizen der Form

T

H=H)=1d-

vTv

wobei v € R" ein beliebiger Vektor ist (beachte, dass dann vo? € R™" und vTv € R
ist). Diese Matrizen heiflen nach dem Erfinder des zugehorigen Algorithmus Householder—
Matrizen. Offenbar ist H symmetrisch und es gilt

T T 90T
HHT:HQIId—4UU +2vv 2vv —1d,

vTv vTy vTw

also Orthogonalitéit. Geometrisch entspricht die Multiplikation mit H der Spiegelung an
der Ebene mit Normalenvektor n = v/|v||.

Um nun die gewiinschte Spiegelung in die Ebene E; zu realisieren, muss man v geeignet
wéahlen. Hierbei hilft das folgende Lemma.

Lemma 2.14 Betrachte einen Vektor w = (w1, ..., w,)? € R™. Fiir einen gegebenen Index
j €{1,...,n} betrachte

c = sgn(wj)\/wjz-+w32-+1+'--+w% €R

v o= (O,...,O,c+wj,wj+1,...,wn)T
20T

H = Id-
vTv

mit den Konventionen sgn(a) = 1, falls a > 0, sgn(a) = —1, falls a < 0 und H = Id falls
v = 0. Dann gilt

Hw = (wy,ws,...,wj_1,—c,0,...,0).

Dariiberhinaus gilt fiir jeden Vektor z € R™ der Form z = (z1,...,2-1,0,...,0) die Glei-
chung Hz = z.

Beweis: Falls v # 0 ist gilt

20T w . 2((C+wj)wj +wj2+1 +--'+w%)
Ty 02+2cwj+wj2+wj2+1+...+w%
2(cwj+wj2»+w]2,+1+..._|_w%)

-2 202 + 202 5wz 1
cwj + 2wi + 2wi g + -+ 2wy

v
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Hieraus folgt

w1 0 w1
20T w wi-1 0 Wi=1
Ho=w—-v—F—=w—-v= w; —| ctw; | = —c
viv
Wjt1 Wj+1 0
Wy, Wy, 0
Falls v = 0 ist, sieht man sofort, dass w11 = ... = w, = 0 gelten muss. Damit folgt
¢ = wj, also w; + ¢ = 2w;, weswegen auch w; = 0 sein muss. In diesem Fall gilt also bereits
wj = Wwjy1 = ... = wy, = 0, so dass die Behauptung mit H = Id gilt.

Fiir die zweite Behauptung verwenden wir, dass fiir Vektoren z der angegebenen Form die
Gleichung v™z = 0 gilt, woraus sofort

20T 2

vTv

Hz=z—-wv = z,

also die Behauptung folgt. 0
Die Idee des Algorithmus liegt nun nahe:

Wir setzen A1) = A und konstruieren im ersten Schritt (! gem#f Lemma 2.14 mit j = 1

und w = a.(i), der ersten Spalte der Matrix A, Damit ist dann A® = HW AWM von der
Form

2 2 2
ot
A2 — g 40) — 0 ayy - ay,

0 aff% a,?%

Im zweiten Schritt konstruieren wir H? gemi Lemma 2.14 mit j = 2 und w = a,(g), der
zweiten Spalte der Matrix A, Da die erste Spalte der Matrix A?) die Voraussetzungen
an den Vektor z in Lemma 2.14 erfiillt, folgt die Form

B T B
I I
A —g@a2 —| o 0 o) ... o)
0 o0 d¥ asn

Wenn wir sukzessive fortfahren, erhalten wir nach n —1 Schritten die gewiinschte () R—Zer-
legung mit
Q=HO" .. gr-0T ng R= AM.

denn

Qr = HOT .. .gr-1T 40
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gOT . gr-T 4(n-1)

— gt 4@
AWM = 4

Beachte, dass die Q R—Faktorisierung immer funktioniert, auch wenn A nicht invertierbar
ist, denn die obigen Uberlegungen liefern einen konstruktiven Beweis fiir die Existenz. Die
resultierende Matrix @) ist immer invertierbar, die Matrix R ist invertierbar genau dann,
wenn A invertierbar ist.

In der folgenden Implementierung dieses Algorithmus berechnen wir zusétzlich zu den
Matrizen Q7 und R auch den Vektor y = Q7b. Die Matrix R wird hierbei im oberen Drei-
ecksteil der Matrix A gespeichert, die 0—Elemente werden also nicht explizit gespeichert.
Die Multiplikation HWw wird hier in der Form

d=—, e=dv"w, HDy = w — ev

durchgefiihrt.

Algorithmus 2.15 (QR—Zerlegung mittels Householder—Algorithmus)
Eingabe: Matrix A = (a;;), Vektor b = (b;)

(0) fiir ¢ von 1 bis n
setze y; 1= b;
fiir j von 1 bis n
setze ¢;; := 1, falls i = j; ¢;; :== 0, falls i # j
Ende der Schleifen

(1) fiir j von 1 bisn — 1
setze ¢ := sgn(a ;)\ /> ie; a7
falls ¢ = 0, fahre fort mit j + 1; sonst
setze ajj := c+aj; (die Eintrige vi, i > j stehen jetzt in a;;, i > j)
setze d :=1/(ca;;)
Berechnung von HO) . (HU=D ... g()):
fiir k£ von 1 bis n
setze e :=d (Z?:j aijqik)
fiir < von j bis n setze q;1 1= q; — €a;;

Ende der 7 und k Schleifen

Berechnung von H(j)y(j) :
setze e :=d (Z?:j Clz‘j%)

fiir 7 von j bis n setze y; 1= y; — ea;;
Ende der ¢ Schleife

Berechnung von HY AW fir die Spalten j +1,...,n:
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(die j—te Spalte wird noch zur Speicherung von v; bendtigt)
fir £ von j + 1 bis n

setze e :=d <E?:j aijaik)

fiir ¢ von j bis n setze a;1, 1= a;r — ea;;
Ende der ¢ und & Schleifen

Berechnung der j—ten Spalte von H) AU ;
(hier dndert sich nur das Diagonalelement, vgl. Lemma 2.14)
setze aj; = —c

Ende der j Schleife
Ausgabe: R = (a;;)i<;, QT = (¢:;), QTb =y = (v:). O

Bei der Losung eines linearen Gleichungssystems sollte die Invertierbarkeit von R vor dem
Rickwértseinsetzen getestet werden (eine obere Dreiecksmatrix ist genau dann invertier-
bar, wenn alle Diagonalelemente ungleich Null sind). Dies kann schon im obigen Algorith-
mus geschehen, indem iiberpriift wird, ob die c-Werte (die gerade die Diagonalelemente
von R bilden) ungleich Null sind.

Die QR-Zerlegung kann tatséchlich mehr als nur lineare Gleichungssysteme l6sen: Wir
haben im Abschnitt 2.1.1 das lineare Ausgleichsproblem kennen gelernt, bei dem x € R™
gesucht ist, so dass der Vektor

r=z— Az

minimale 2-Norm hat, und haben gesehen, dass dieses Problem durch Losen der Norma-
lengleichungen AT Az = ATb gelost werden kann. Gerade diese Matrix AT A kann aber
(bedingt durch ihre Struktur) sehr groBe Kondition haben, so dass es hier erstrebenswert
ist, (a) ein robustes Verfahren zu verwenden und (b) die explizite Losung der Normalenglei-
chungen zu vermeiden. Mit dem @ R—Algorithmus kann man beides erreichen, man kann
némlich das Ausgleichsproblem direkt 16sen.

Die QR-Zerlegung (und auch der obige Algorithmus) kann auf die nichtquadratische Ma-
trix A mit n Spalten und m > n Zeilen angewendet werden indem man alle Indizes mit
Ausnahme von j in Schritt (1) und & in der Berechnung von H) AU) bis m laufen lisst.
Das Resultat ist dann eine Faktorisierung A= QR mit

()

wobei R € R™ ™ cine obere Dreiecksmatrix ist. Beachte, dass die Normalengleichungen
genau dann losbar ist, wenn A vollen Spaltenrang besitzt, was wir annehmen. In diesem
Fall ist auch die Matrix R invertierbar.

Wenn man dann z so wéhlt, dass der Vektor
s=QTr=Q%z - QTZx

minimale 2-Norm besitzt, dann hat auch r minimale 2-Norm, da aus der Orthogonalitét

von QT die Gleichung ||7|l2 = ||s||2 folgt. Wir zerlegen s in s! = (s1,...,5,)T und s? =
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Snils- -, 5m)T. Wegen der Form von R = QT A ist der Vektor s? unabhéingig von z un
+ T w der F R=QTA der Vek 2 bh d
wegen
m n m
2 2 2 2 192 212
Isllz = Zsi = Zsi + Z s; = s llz + [Is7[13
i=1 i=1 i=n+1

wird diese Norm genau dann miminal, wenn die Norm ||s!||3 minimal wird. Wir suchen
also ein x € R", so dass
Is'l2 = lly" — Rl

minimal wird, wobei y!' die ersten n Komponenten des Vektors y = Q72 bezeichnet. Da
R eine invertierbare obere Dreiecksmatrix ist, kann man durch Riickwértseinsetzen eine
Losung x des Gleichungssystems Rz = 4! finden, fiir die dann

Is*ll2 = lly" = Rell2 =0

gilt, womit offenbar das Minimum erreicht wird. Zusammenfassend kann man also das
Ausgleichsproblem wie folgt mit der Q R—Faktorisierung direkt 16sen:

Algorithmus 2.16 (Losung des Ausgleichsproblems mit Q R—Faktorisierung)
Eingabe: Matrix A € R™*" mit m > n und (maximalem) Spaltenrang n, Vektor z € R™

(1) Berechne Q R—Zerlegung von Amit R = < ‘g > und oberer Dreiecksmatrix R € R"*"

(2) Lose das Gleichungssystem Rx = y! durch Riickwirtseinsetzen, wobei y! die ersten
n Komponenten des Vektors y = Q72 € R™ bezeichnet

Ausgabe: Vektor 2 € R™, fiir den || Az — z||2 minimal wird. O

Geometrisch passiert hier das Folgende: Das Bild von A wird durch die orthogonale Trans-
formation Q7 lingentreu auf den Unterraum span(es, ..., e,) abgebildet, in dem wir dann
das entstehende Gleichungssystem losen kénnen, vgl. Abbildung 2.1.

y=Q%

yl:RX

Abbildung 2.1: Veranschaulichung von Algorithmus 2.16
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2.6 Aufwandsabschitzungen

Ein wichtiger Aspekt bei der Analyse numerischer Verfahren ist es zu untersuchen, wie lan-
ge diese Verfahren in der Regel bendétigen, um zu dem gewiinschten Ergebnis zu kommen.
Da dies natiirlich entscheidend von der Leistungsfihigkeit des verwendeten Computers
abhéngt, schitzt man nicht direkt die Zeit ab, sondern die Anzahl der Rechenoperatio-
nen, die ein Algorithmus benétigt. Da hierbei die Gleitkommaoperationen, also Addition,
Multiplikation etc. von reellen Zahlen, die mit Abstand zeitintensivsten Operationen sind,
beschrinkt man sich in der Analyse iiblicherweise auf diese®.

Die Verfahren, die wir bisher betrachtet haben, liefern nach endlich vielen Schritten ein
Ergebnis (man spricht von direkten Verfahren), wobei die Anzahl der Operationen von der
Dimension n der Matrix abhéngt. Zur Aufwandsabschdtzung geniigt es also, die Anzahl der
Gleitkommaoperationen (in Abhéngigkeit von n) ,abzuzihlen“. Wie man dies am geschick-
testen macht, hingt dabei von der Struktur des Algorithmus ab. Zudem muss man einige
Rechenregeln aus der elementaren Analysis ausnutzen, um die entstehenden Ausdriicke zu
vereinfachen. Speziell benttigen wir hier die Gleichungen

n

. (n+1)n N B P |
;Z_T und ;z =3n +§n +6n.

Wir beginnen mit dem Riickwirtseinsetzen, und betrachten zunichst die Multiplika-
tionen und Divisionen: Fiir ¢ = n muss eine Division durchgefiihrt werden, fiir ¢ =n — 1
muss eine Multiplikation und eine Division durchgefiihrt werden, fiir ¢ = n — 2 miissen zwei
Multiplikationen und eine Division durchgefiihrt werden, usw. So ergibt sich die Anzahl
dieser Operationen als

n
. (n+Dn n? n
+243+ - +n ;_lz . 7 T3

Fiir die Anzahl der Additionen (bzw. Subtraktionen, was aber rechnerintern das selbe ist)
zdhlt man ab

O+142+---+n—1 ni nn—1) _n* _n
... n — = == — — —,
; 2 2 2
=1
Insgesamt kommt man also auf
nton. nt n_ oo
2 2 2 2

Gleitkommaoperationen. Da das Vorwirtseinsetzen vollig analog funktioniert, gilt dafiir
die gleiche Abschitzung.

Bei der Gaufi—Elimination (wir betrachten hier die Version ohne Pivotierung) gehen wir
spaltenweise vor und betrachten die Elemente, die fiir jedes j eliminiert werden miissen.
Fiir jedes zu eliminierende Element in der j—ten Spalte benttigt man jen — (57 — 1) + 1

S5Tatséchlich sind Multiplikation und Division etwas aufwindiger als Addition und Subtraktion, was wir
hier aber vernachlédssigen werden.
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Additionen und Multiplikationen (die ,,4+1“ ergibt sich aus der Operation fiir b) sowie eine
Division zur Berechnung von «, d.h., 2(n + 2 — j) + 1 Operationen. In der j—ten Spalte
miissen dabei n — j Eintrige eliminiert werden, ndmlich fiir ¢ = n,...,j + 1 also ergeben
sich fiir die j—te Spalte

(n—7)(2(n+2—7)+1) = 2n’4+4n—2nj —2jn—4j+2j2+n—j = 2% — (4n+5)j +5n+2n>

Operationen. Dies muss fiir die Spalten j = 1,...,n — 1 durchgefiihrt werden, womit wir
auf

n—1
> (2% = (4n +5)j + 5n + 2n?)
=1

n—1 n—1 n—1
= 22]‘2—(4n+5)2j+2(5n+2n2)
j=1 j=1 j=1
2 . 1 —1
= g(n—1)5+(n—1)2+§(n—1)—(4n+5)w+(n—1)(5n+2n2)
2., 3, 13
= 3n +2n 6n

Operationen kommen.

Beim Choleski Verfahren kann man wieder direkt abzihlen: Fiir jedes ¢ muss man fiir
j < i je j — 1 Multiplikationen und Additionen durchfithren, dazu eine Division, also
insgesamt

i—1

i—1 i—1
RU-D+1D)=2> j+> (1) =ili-1)—(i-1)=i"—2i+1
j=1 j=1

1

J
Operationen (beachte, dass diese Formel auch fiir i = 1 stimmt). Fiir i = j ergeben sich

i—1 Additionen und Multiplikationen (zum Quadrieren der ; ;) sowie einmal Wurzelziehen,
also 2(i — 1) + 1 Operationen. Insgesamt erhalten wir also fiir jedes i

2241420 —1)+1=4i2 -2 +142i—241=4>

Operationen. Damit ergibt sich die Gesamtzahl der Operationen als

Fiir die Q R—Faktorisierung mittels Householder—Spiegelungen betrachten wir hier
nur die Berechnung von R und y = Q”'b. Fiir jedes j = 1,...,n—1 muss ¢ berechnet werden
(2(n—j+1) Operationen, wobei die Berechnung von sgn vernachléssigbar schnell ist), sowie
a;j und d (weitere 3 Operationen). Fiir die Berechnung von y muss zunéchst e berechnet
werden (2n Operationen) und dann y (2(n — j + 1) Operationen). Fiir die Berechnung
von R schlielich miissen die gleichen Berechnungen (n — j)-mal durchgefiihrt werden, also
(n — j)2n = 2n? — 2nj Operationen und (n — §)2(n — j + 1) = 2n? + 252 — 4nj + 2n — 2j
Operationen. Insgesamt kommt man so fiir jedes j auf

20n—j+1)+3+2n+2(n—j+ 1) +2n% — 2nj + 2n? + 25> — 4nj + 2n — 2j
=22 —6(n+1)j+4n*+8n+7
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Operationen, insgesamt also

I
—

n

(27 —6(n+1)j +8n+7)

(]

<.
Il

wlin

(n—1)3+(n—1)2+%(n—1)
—6(n + 1)@ 4 d4n®(n— 1) 4+ 8n(n — 1)+ 7(n — 1)

5 7
:§n3+3n2+§n—7

Operationen.

Zur vollstdndigen Lésung eines linearen Gleichungssystems miissen wir nun einfach
die Operationen der Teilalgorithmen aufaddieren.

Fiir den Gau3—Algorithmus kommt man so auf

2 3 13 2 5 13

§n3+ 5712— En#—nQ = gn?’—i- §n2 — En
Operationen, fiir das Choleski—Verfahren auf

1 1 1 1 5 1

gn?’ + 5712 + En—i— 2n? = gn?’ + §n2 + 5"

Operationen und fiir die Q R—Zerlegung auf

5 7 5 7

§n3—|—3n2—|—§n—7+n2 = §n3+4n2+§n—7
Operationen. Beriicksichtigt man, dass fiir groBe n die fithrenden “n3-Terme” dominant
werden, so ergibt sich, dass das Choleski—Verfahren etwa doppelt so schnell wie die Gauf3—
Elimination ist und diese wiederum etwa 2, 5—mal so schnell wie die ) R—Faktorisierung.

Um einen Eindruck von den tatséchlichen Rechenzeiten zu bekommen, nehmen wir an,
dass wir einen modernen Standard-PC verwenden, der z.Zt. etwa eine Leistung von 1000
MFLOPS (FLOPS = floating point operations per second) schafft. Nehmen wir weiterhin
(sehr optimistisch) an, dass wir Implementierungen der obigen Algorithmen haben, die
diese Leistung optimal ausnutzen. Dann ergeben sich fiir n x n Gleichungssysteme die
folgenden Rechenzeiten

n | Choleski | GauB | QR |
——————— S
100 | 0.35ms | 0.68ms | 1.71 ms |
1000 | 0.32 s | 0.67 s | 1.67 s |
10000 | 5.56 min | 11.11 min | 27.78 min |
100000 | 3.85d | 7.714d | 19.29 4 |
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Spétestens im letzten Fall n = 100000 sind die Zeiten kaum mehr akzeptabel: Wer will
schon mehrere Tage auf ein Ergebnis warten?

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch ein groberes Konzept der Aufwands-
abschéitzung einfiithren, das fiir praktische Zwecke oft ausreicht. Oft ist man nédmlich nicht
an der exakten Zahl der Operationen fiir ein gegebenes n interessiert, sondern nur an einer
Abschétzung fiir grofle Dimensionen. Genauer méchte man wissen, wie schnell der Auf-
wand in Abhéngigkeit von n wichst, d.h. wie er sich asymptotisch fiir n — oo verhélt. Man
spricht dann von der Ordnung eines Algorithmus.

Definition 2.17 Fiir ein ¢ > 0 sagt man, dass ein Algorithmus die Ordnung O(n?) hat,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass der Algorithmus fiir alle n € N weniger als
Cn? Operationen benétigt. O

Diese Zahl ¢ ist aus den obigen Aufwandsberechnungen leicht abzulesen: Es ist gerade die
hochste auftretende Potenz von n. Somit haben Vorwirts— und Riickwirtseinsetzen die
Ordnung O(n?), wihrend GauB— und Choleski-Verfahren die Ordnung O(n?) besitzen.

2.7 Iterative Verfahren

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass die bisher betrachteten Verfahren — die
sogenannten direkten Verfahren — die Ordnung O(n?) besitzen: Wenn sich also n verzehn-
facht, so vertausendfacht sich die Anzahl der Operationen und damit die Rechenzeit. Fiir
grofle Gleichungssysteme mit mehreren 100000 Unbekannten, die in der Praxis durchaus
auftreten, fithrt dies zu unakzeptabel hohen Rechenzeiten.

Eine Klasse von Verfahren, die eine niedrigere Ordnung hat, sind die iterativen Verfah-
ren. Allerdings zahlt man fiir den geringeren Aufwand einen Preis: Man kann bei diesen
Verfahren nicht mehr erwarten, eine (bis auf Rundungsfehler) exakte Losung zu erhalten,
sondern muss von vornherein eine gewisse Ungenauigkeit im Ergebnis in Kauf nehmen.

Das Grundprinzip iterativer Verfahren funktioniert dabei wie folgt:

Ausgehend von einem Startvektor z(?) berechnet man mittels einer Rechenvorschrift @ :
R™ — R” iterativ eine Folge von Vektoren

L) — @(x(i)), i=0,1,2,...,

die fiir i — oo gegen die Losung x* des Gleichungssystems Ax = b konvergieren, also
lim; o [|2) — 2*[|, = 0. Wenn die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist, wird die Tteration
abgebrochen und der letzte Wert (9 als Néherung des Ergebnisses verwendet.

Bevor wir explizite Beispiele solcher Verfahren betrachten, wollen wir zun#chst einen Satz
aus der Analysis wiederholen, der bei der Analyse iterativer Verfahren hilfreich ist.

Satz 2.18 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines
vollstdndigen normierten Raumes mit Norm || - || und sei ® : A — A eine Kontraktion, d.h.
es existiere eine Konstante k € (0,1), so dass die Ungleichung

() — @(y)|| < Kllz -yl
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gilt. Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt x* € A, gegen den alle Folgen der Form
) = <I>(:L‘(’)) mit beliebigen z(°) € A konvergieren. Dariiberhinaus gelten die a priori
und a posteriori Abschétzungen

i

12 —2*|| < 12 — =1,

< 2@ =2 md 2 -2 <

—1-k

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass jede Folge (2());en, der Form z(+1) = ®(2(®)) mit
beliebigem z(© € A eine Cauchy-Folge ist: Aus der Kontraktionseigenschaft folgen mit
Induktion fiir beliebige 4, 5 € Ng mit j > ¢ die Abschétzungen

20+ — 20| < K7 )|20FD — 2@ und |z — 20| < B 2™ — 2O (2.12)
Damit gilt
i+n—1
20 — @) = Z 20D _ 20)
j=i
i+n—1 . ' i+n—1 o . )
< Z |zU+D — 20| < Z K || 20HD — 2@
J=t j=i
1—k" , 1 . ,
A [P O IR €)' < - (i4+1) _ ,.(¢)
2D O] < 2D — 50
< Ept s < Koo 0 .13
- 1-k - 1-k ’

weswegen diese Folge wegen k! — 0 eine Cauchy-Folge ist.

Wir zeigen nun, dass ® in A einen eindeutigen Fixpunkt besitzt: Da A Teilmenge eines
vollstindigen Raumes ist, existiert ein Grenzwert x* dieser Folge, der wegen der Abge-
schlossenheit von A wieder in A liegt, also lim; ., 2 = 2* € A. Da ® eine Kontraktion,
also insbesondere stetig ist, folgt
®(z*) = ®(lim %) = lim ®(z?) = lim 20 = z*,
1—00 1—00

71— 00

also ist z* ein Fixpunkt von ®. Es folgt also, dass jede Folge der angegebenen Form gegen
einen Fixpunkt von ® konvergiert. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen: Sei dazu ** € A
ein beliebiger Fixpunkt von ®. Aus der Kontraktionseigenschaft folgt dann

[ = 2| = [|@(2") = @(@™)|| < klla” — 2™ < [Ja" — 2™,
weswegen ||z* — x™*|| = 0, also ™ = z* gilt.

Zuletzt zeigen wir die zwei Abschitzungen. Beide folgen aus (2.13) mittels

2 =2 = Jim 2 — o) < lim el — 0]
= e — oI < L o) 5O
1—-k —1-k
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2.8 Gaufl—Seidel- und Jacobi—Verfahren

Wir wollen nun zwei klassische iterative Verfahren kennen lernen, die beide nach dem
gleichen Prinzip funktionieren: Man zerlegt die Matrix A in eine Differenz zweier Matrizen

A=M-N,

wobei man annimmt, dass M leicht (d.h. mit sehr wenig Aufwand) zu invertieren ist. Dann
withlt man einen Startvektor 2(°) (z.B. den Nullvektor) und berechnet iterativ

$(i+1) — MﬁlN"L’(i) + Mﬁlb, 1=20,1,2,.... (2‘14)

Wenn die Zerlegung (unter passenden Annahmen an A) geeignet gewahlt wurde, kann man
erwarten, dass die Vektoren x; gegen die gesuchte Losung konvergieren Prézise ist dies in
dem folgenden Lemma beschrieben.

Lemma 2.19 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit invertierbarer Ma-
trix A sowie eine Zerlegung A = M — N mit invertierbarer Matrix M. Sei || - ||, eine
induzierte Matrixnorm, fiir die die Abschétzung k = ||[M 1 N||, < 1 gilt. Dann konvergiert
das Verfahren (2.14) fiir beliebige Startwerte () gegen die Losung z* des Gleichungssy-
stems und die Iterationsabbildung ist eine Kontraktion bzgl. der p—Norm mit Konstante
k. Dariiberhinaus gelten die Abschétzungen

ki
1—k

l2® — 2|, <

< o — 20V, <

e — 2.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass die Abbildung ® : R™ — R" gegeben durch ®(z) =
M~ Nz + M~'b eine Kontraktion beziiglich || - ||, ist: Es gilt

|®(z) = @), = [IM~'Na+M "o~ M"'Ny+M'b],
= [IMT'N@=y)ll, < IM'Nplle-yll, < klz -yl

Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz 2.18 folgt also, dass die Iteration (2.14) gegen einen
eindeutigen Fixpunkt x* konvergiert und dariiberhinaus die angegebenen Abschitzungen
gelten.

Wegen
d(z*) =2 & M 'Naz*+M b=z
& Na*+b= Mzx*
& b= (M— N)z* = Az”*
ist dieser Fixpunkt tatséchlich die gesuchte Losung des Gleichungssystems. N

Bei iterativen Algorithmen brauchen wir noch ein Abbruchkriterium, um zu entscheiden,
wann wir die Iteration stoppen. Hier gibt es mehrere Moglichkeiten; ein einfaches aber
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trotzdem effizientes Kriterium ist es, sich ein € > 0 vorzugeben, und die Iteration dann
abzubrechen, wenn die Bedingung

D — 2O < ¢ (2.15)

fiir eine vorgegebene Vektornorm || - ||, erfiillt ist. Wenn wir hier die Vektornorm nehmen,
fiir die Lemma 2.19 gilt, so ist mit diesem Kriterium die Genauigkeit

, k
(1) _ || <
||$ x HP - 1= kg
gewihrleistet. Auch hier kann man bei Bedarf den relativen Fehler

lz+D — 2@,
[Eiaat)

<e€

verwenden. Will man bis zum Erreichen der maximal méglichen Rechengenauigkeit iterie-
ren, so wihlt man im relativen Abbruchkriterium e als die Maschinengenauigkeit (typi-
scherweise 1078 bei einfacher und 10716 bei doppelter Genauigkeit).

Beispiel 2.20 Wir illustrieren ein solches Verfahren an dem dreidimensionalen linearen
Gleichungssystem mit

15 3 4 33
A= 2 17 3 und b= 45
2 3 21 71

15 0 0 0 3 4
M = 0 17 0 und N=—-| 2 0 3 |,
0 0 21 2 30

d.h. wir zerlegen A in ihren Diagonalanteil M und den Nicht—Diagonalanteil —N. Diago-
nalmatrizen sind sehr leicht zu invertieren: Man muss einfach jedes Element durch seinen
Kehrwert ersetzen, also
1/15 0 0
M= 0 1/17 0
0 0 1/21

Damit erhalten wir

0 —-1/5 —4/15 11/5
M7IN=| —2/17 0 -3/17 und M~'b= | 45/17
—2/21 —1/7 0 71/21
Wir berechnen nun geméfi der Vorschrift (2.14) die Vektoren D 219 wobei wir

20 = (000)” setzen. Es ergeben sich (jeweils auf vier Nachkommastellen gerundet)

2.2000 0.7690 1.0968 0.9735 1.0090
2.6471 |, 1.7916 |, 2.0637 |, 1.9795 |, 2.0064 |,
3.3810 2.7933 3.0518 2.9817 3.0055
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0.9973 1.0009 0.9997 1.0001 1.0000
1.9980 |, 2.0006 |, 1.9998 |, 2.0001 |, 2.0000
2.9982 3.0005 2.9998 3.0001 3.0000

Je nach Wahl von M und N erhélt man verschiedene Verfahren. Hier wollen wir zwei
Verfahren genauer beschreiben und die Iteration (2.14) nicht mit Matrix—-Multiplikationen
sondern ausfiihrlich fiir die Eintréige xyﬂ) der Vektoren z(*1) aufschreiben, so dass die
Verfahren dann direkt implementierbar sind. Das erste Verfahren ist das, welches wir auch
im Beispiel 2.20 verwendet haben.

Algorithmus 2.21 (Jacobi—Verfahren oder Gesamtschrittverfahren)
Wir wéhlen M = M als Diagonalmatrix

ail 0 0
M, = 0 a2

: . . 0

0 ... 0 apn

und N = N als Ny = M; — A. Dann ergibt sich (2.14) zu

. 1 n )
x§l+1) e — b] — E aj kl'g) y fur ] — 1, e ,n.
aj =1
k#j

Eine etwas andere Zerlegung fithrt zu dem folgenden Verfahren.

Algorithmus 2.22 (Gauf3—Seidel-Verfahren oder Einzelschrittverfahren)
Wir wihlen M = Mgg als untere Dreiecksmatrix

ajq 0 0
a1 az22 ) :
Mgs=| ®
: 0
anl1 .- Gupn—-1 QAnn

und N = Ngg als Ngs = Mgs — A. Wenn wir (2.14) von links mit Mgg multiplizieren
ergibt sich A _
MGSJC(H_U = NG5$(Z) +b.

Nun kénnen wir die Komponenten 2% mittels Vorwiirtseinsetzen bestimmen und erhal-

J
ten so

j—1 n

. 1 J A .

xg-l“) =—|b - g ajkx,(jﬂ) — g ajkx,(;) , firj=1,...,n.
a;j =1 k=j+1
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Der folgende Satz gibt ein Kriterium, unter dem diese Verfahren konvergieren.

Satz 2.23 Sei A eine (strikt) diagonaldominante Matrix, d.h. es sei die Ungleichung

n
laii| > laij]
j=1
%
fir alle i = 1,..., n erfiillt.

Dann ist die Voraussetzung von Lemma 2.19 fiir die Zeilensummennorm || - || erfiillt und
die Konstante k lésst sich durch

n

as S kj =< max. Jz; laiz] | /]aiil <
i

abschétzen. Insbesondere konvergieren also beide Verfahren fiir alle Startwerte gegen die
Losung des Gleichungssystems und es gelten die Abschitzungen aus Lemma 2.19.

Beweis: Es geniigt, die Abschiitzungen k = ||[M ! N||s < 1 fiir die beiden Verfahren zu
zeigen.

Wir beginnen mit dem Jacobi-Verfahren. Hier gilt M = M; = diag(aj1,...,ann) und
N =N;=Mj;— A. Wegen MJ_1 = diag(al_ll, oan Ly folgt

y'nn
a2 aln
0 s s
1 a1 .. .. .
_ . Py :
M;INy = | 2 ,
. c. T, an—1n
an—1n-—1
anil Ann—1 0
ann U QAn n
also
—1 & |aij
M7 "Njlloo = max E .
i=1,..,n S |
j=1

i
Wegen der strikten Diagonaldominanz ist diese Summe fiir alle ¢ echt kleiner als 1, also
folgt ky := | M;'Ny|loo < 1.

Fiir das Gaufi-Seidel-Verfahren seien M = Mggs und N = Ngg aus Algorithmus 2.22
gegeben. Wir setzen kgg := HM&;NGSHOO und zeigen die gewiinschte Abschitzung kgg <
1, indem wir kqg < kj beweisen.

Zum Beweis dieser Ungleichung sei * € R™ ein beliebig Vektor mit [|z|c = 1 und
y = MééNGSl‘ € R", also Mgsy = Ngsz. Zu zeigen ist ||yl < kj. Wir zeigen die
Abschétzung einzeln fiir die Eintréige |y;| von y per Induktion iiber i = 1,...,n:

Fiir i = 1 folgt aus [Ngsx]1 = [Mgsyl1 = a11y1 die Ungleichung

1 1 " n \a1j|
| = |—[Naszh| < — > lagjllz;] < ) [[2]lo0
a1 ’all‘ — — ]alll\,_z
Jj=2 Jj=2 -1
— a1 = |ay,|
— E Lj <  max E . = HMJINJHOO = ky.
= lan] g=1,..n 4= [aqq]

J#q
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Fiir den Induktionsschritt ¢ — 1 — ¢ nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dass
lyjl < kjfurj=1,...,71—1 gilt. Wegen

7 i—1
[Naszli = [Masyli = Zaijyj = Zaijyj + @iy
j=1 J=1
folgt
1 i—1
lyil < p Z|au||yﬂ+|[NGS$]| = ZWUH%H‘ Z |a; 5|25
i1 j=1 Jj=i+1
= aij‘ ’ ’LJ‘ ’au’ ‘ Z]‘
= 3 gy bl z b +z el
j=1 j=itl jmier M
< Z\azﬂ 4 Z ]a”\ < ax Zn:\aqj\
v Sy Y T a=len = agg]
Jj#a

= M7 'Nillow = k.
O

Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Kontraktionskonstante kggs des Gaufi—Seidel—-
Verfahrens kleiner oder gleich der des Jacobi—Verfahrens k; ist, und in der Tat ist das
Gau—Seidel-Verfahren in der Praxis oft deutlich schneller.

Die strikte Diagonaldominanz ist ein recht spezielles Kriterium, das in der Praxis aber bei
Diskretisierungen von Differentialgleichungen durchaus erfiillt ist.

Fiir das Gaufi—Seidel—Verfahren lisst sich eine weitere Bedingung angeben, unter der dieses
Verfahren konvergiert. Hierzu benotigen wir zunéchst ein weiteres vorbereitendes Lemma,
das eine weitere Bedingung an M !N fiir die Konvergenz der Verfahren zeigt.

Lemma 2.24 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit invertierbarer Matrix
A sowie eine Zerlegung A = M — N mit invertierbarer Matrix N. Es gelte p(M ' N) < 1,
wobei p(E) := max; |\;(E)| den Spektralradius, also den maximalen Betrag der Eigenwerte
AM(E), ..., \g(E) einer Matrix E € R"™™™ bezeichnet. Dann konvergiert Verfahren (2.14)
fiir beliebige Startwerte #(9) gegen die Losung z* des Gleichungssystems.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die folgende Eigenschaft fiir beliebige Matrizen E € R™*™:
Fiir jedes € > 0 existiert eine Vektornorm || - ||, so dass fiir die zugehérige induzierte
Matrixnorm die Abschéitzung

IE|ge < p(E) +¢ (2.16)

gilt. Um dies zu beweisen, bendtigen wir den Satz von Schur, der sich z.B. in H. Schwarz,
Numerische Mathematik, Teubner Verlag Stuttgart 1993, als Satz 11.2 findet:

: . - . . : =T
Zu jeder Matrix E € R™" existiert eine unitire® Matrix U € C"*", so dass R = U EU
eine obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonalelemente gerade die Eigenwerte von E sind.

Salso U U = Id, wobei T die konjugiert komplexe transponierte Matrix U ist
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Zur Konstruktion der Norm || - ||z beachte, dass fiir jede invertierbare Matrix C' € R™*"
die Norm ||z]|¢ := ||C~ 'z« eine Vektornorm mit induzierter Matrixnorm [|A|¢c :=
|C71AC||s ist. Fiir beliebiges § € (0,1] setzen wir Cs := UDs mit U von oben und
§ = diag(1,0,62%,...,6"!). Wir schreiben R; = C(;lEC(;. Damit ist auch Ry eine obere
Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente mit denen von R iibereinstimmen, wahrend fiir
die Elemente oberhalb der Diagonalen rs ;; = r; jéj ~t gilt. Damit gilt

n
IElc; = IC;'ECs| = Zg;axﬂera,ul
EARES] j:i

n n
= max ‘)\z’—l— E (sj_i’?”iﬂ < max ’)\z’—i-(s E ”I"Z‘j|
i=1,...n = i=1,...,n =
Jj=t+1 Jj=t+1

geeey

IN

n
p(B)+0 | max > il
j=i+1

Wenn wir also 6 € (0,1] so klein wéhlen, dass

n

0| max g Iriil | <e
=1, &
j=i+1

gilt, so folgt (2.16) die Behauptung mit || - [|[g. = | - ||c;-

Zum Beweis des Lemmas sei nun p(M~'N) <1 und € € (0,1 — p(M~'N)) beliebig. Dann
finden wir nach (2.16) eine Norm || - || /-1y, mit [[M7IN|j-1n. < p(M7IN) + e < 1.
Also folgt die Behauptung mit Lemma 2.19. 0

Bemerkung 2.25 Beachte, dass der Spektralradius mittels k = p(M~!N) + ¢ eine Kon-
traktionskonstante und damit iiber die Abschétzungen in Lemma 2.19 insbesondere ein
Maf fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz liefert — allerdings in der im Allgemeinen
unbekanten Norm || - || y/-1 . a]

Tatséchlich ist die Bedingung in Lemma 2.24 nicht nur hinreichend sondern auch notwendig
fiir die Konvergenz und stellt somit das schirfste mogliche Kriterium dar (auf den Beweis
wollen wir hier nicht eingehen).

Das Lemma 2.24 ist fiir beliebige iterative Verfahren der Form (2.14) anwendbar, und
kann verwendet werden, um die Konvergenz dieser Verfahren fiir bestimmte Matrizen oder
bestimmte Klassen von Matrizen zu beweisen. Fiir das Gaufl—Seidel-Verfahren liefert der
folgende Satz ein entsprechendes Resultat.

Satz 2.26 Sei A € R™ "™ eine symmetrische, positiv definite Matrix. Dann konvergiert
das GauB-Seidel-Verfahren aus Algorithmus 2.22 fiir alle Startwerte z(?) € R™ gegen die
Losung x* des Gleichungssystems Az = b.
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Beweis: Wir zeigen, dass das Gaufi-Seidel-Verfahren fiir symmetrische und positiv definite
Matrizen A die Voraussetzungen von Lemma 2.24 erfiillt. Wir zeigen also, dass p(M 1 N) <
1 ist. Sei dazu A € C ein Eigenwert von M ~'N mit Eigenvektor z € C", also

M™INz =)z,
oder, dquivalent,

9Nz = 2\M 2. (2.17)
Wir miissen zeigen, dass |[A| < 1 ist. Wir setzen nun D := diag(ai,...,any). Fir alle

i =1,...,n gilt wegen der positiven Definitheit von A die Ungleichung a;; = eiTAeZ- > 0,
wobei e; wie iiblich den i—ten Standard—Basisvektor bezeichnet. Daher ist auch D eine
symmetrische und positiv definite Matrix. Wegen der Symmetrie von A gelten nun die
Gleichungen A = D — NT — N und M = D — N7 und damit (unter Verwendung von
M = A+ N) auch

IN=D—-—A+N-NT wnd 2M =D+ A+ N — NT.

Setzen wir diese Ausdriicke in (2.17) ein und multiplizieren die Gleichung dann von links
mit 7, so erhalten wir

Dz — 2T Az + 2T (N = Nz = X' Dz + 27 Az + 2T (N — NT)2).

Da A und D symmetrisch und positiv definit ist, sind die Werte a = 27 Az sowie d =
zT' Dz reell und positiv. Da N — N7 schiefsymmetrisch ist, nimmt 27 (N — N7)z einen rein
imagindren Wert ib an. Aus der obigen Gleichung folgt damit d — a 4+ ib = \(d 4 a + ib),
also

_d—a+1b

Cd+a+ib
Dies ist der Quotient zweier komplexer Zahlen mit gleichem Imaginérteil, wobei der Zahler
betragsméfig kleineren Realteil besitzt, weswegen der Quotient einen Betrag kleiner als 1
besitzt, also |A| < 1, was zu zeigen war. a

Wir wollen nun den Aufwand dieser Iterationsverfahren abschitzen. Um die Diskussion
kurz zu halten, beschrinken uns dabei auf eieneh einfachen Fall: Wir nehmen an, dass
wir eine Familie von Matrizen betrachten, bei denen die Kontraktionskonstante k fiir eine
gegebene Norm | - ||, unabhéngig von der Dimension n des Problems ist. Dann folgt, dass
bei geeigneter Wahl der Startwerte 2(9) die Anzahl der Iterationen N, bis zum Erreichen
einer vorgegebenen Genauigkeit ¢ unabhéngig von n ist. Fiir einen Iterationsschritt und
eine Komponente :cg.l“) benoétigen wir in beiden Verfahren n — 1 Multiplikationen und
Additionen fiir die Summe und dazu eine Division, also 2n — 1 Operationen. Fiir die n
Komponenten von z(*1) ergeben sich so n(2n — 1) = 2n? — n Operationen, und damit
insgesamt
N-(2n? —n)

Operationen. Insbesondere haben diese Algorithmen unter den oben gemachten Annahmen
an die Probleme die Ordnung O(n?), der Aufwand wiichst also deutlich langsamer in n als
bei der Gaufi-Elimination oder beim Choleski—Verfahren.

Unter zusétzlichen Annahmen an A kann sich der Aufwand dieser Verfahren betrichtlich
verringern: Viele sehr grofle Gleichungssysteme haben die Eigenschaft, dass in jeder Zeile
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der (sehr groBen) Matrix A nur relativ wenige Eintréige einen Wert ungleich Null besitzen,
man sagt, die Matrix A ist schwach besetzt, siche Abschnitt 2.1.3 fiir ein Beispiel. Wenn wir
annehmen, dass — unabhéngig von n — in jeder Zeile von A hichstens m Eintrage ungleich
Null sind, ist die Anzahl der Operationen in der Berechnung von xg-zﬂ) hochstens gleich
2m — 1, und die Gesamtzahl der Operationen ergibt sich zu N.2(m — 1)n. Wir erhalten so
die Ordnung O(n), d.h. die Anzahl der Operationen wichst linear in n. Allerdings kann
sich unter solchen Bedingungen auch die Anzahl der Operationen in der Gau3—Elimination
oder im Choleski—Verfahren verringern, typischerweise wird die Ordnung dort i.A. nicht
kleiner als O(n?). Eine Ausnahme bilden Bandmatrizen mit sehr einfacher Bandstruktur,
fiir die man Algorithmen zur LR—Zerlegung mit dem Aufwand O(n) formulieren kann, vgl.
den Algorithmus fiir Tridiagonalmatrizen aus Ubungsaufgabe 8 (Ubungsblatt 3).

Auch bei iterativen Verfahren kann schlechte Konditionierung von A Schwierigkeiten ver-
ursachen, die sich hier typischerweise in der Form duflern, dass die Iteration auf Grund von
Rundungefehlern keinen Fortschritt mehr zeigt, noch bevor die gewiinschte Genauigkeit
erreicht ist. Typischerweise macht sich schlechte Konditionierung in Kontraktionskonstan-
ten k, die nahe an 1 liegen, bemerkbar. Eine mogliche Abhilfe bietet hier die frither schon
erwihnte Prikonditionierung, bei der eine Matrix P so gewéhlt wird, dass PA besser kon-
ditioniert ist als A uns dann PAx = Pb gelost wird. Eine mogliche Strategie dafiir wird
auf dem 4. Ubungsblatt behandelt.

2.9 Weitere iterative Verfahren

Wir wollen in diesem letzten Abschnitt zwei weitere iterative Verfahren kurz erldutern,
ohne allzutief in die theoretischen Grundlagen einzusteigen.

2.9.1 Relaxation

Das erste Verfahren beruht auf der sogenannten Relazation, die auf Basis entweder des
Jacobi— oder des Gaufi—Seidel-Verfahrens durchgefithrt werden kann. Ziel dieser Relaxation
ist es, die Konvergenz dieser Verfahren zu beschleunigen.

Die Grundidee ist wie folgt: Beim Jacobi—Verfahren wéhlt man einen reellen Parameter
w > 0 und &ndert die Iteration

; 1 - ; .
) = — | b — Zajkxé) =: o(2)
453 1
k]
aus Algorithmus 2.21 in
20 = (1 —w)z® + wd (),

d.h. man wihlt den neuen Ndherungswert als eine gewichtete Summe zwischen dem alten
und dem von der Iterationsvorschrift ® gelieferten neuen Wert.
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Beim GauB—Seidel Verfahren wendet man diese Technik komponentenweise an. Hier gilt
gemifl Algorithmus 2.22 fiir jede Komponente j die Vorschrift

i 1 - i . i i)
I‘g +1) = a— bj—Zajkx,(jl) — Z ajka:](c) = (DJ(CL'(),LL’( +1))’
77 k=1 k=j+1

die in A ‘ 4 '
LD — (1-— w)xg-z) + w<I>j(:r(Z),x(’+1))
gedndert wird.

In beiden Verfahren spricht man fiir w < 1 von Unterrelazation, fiir w > 1 von Uberrelaza-
tion.

Wir betrachten die Variante auf Basis des Gaufi—Seidel-Verfahrens etwas genauer: Wir
zerlegen zunéchst die Matrix A wie folgtin A=D - L — R

aj 1 0 0 0 0 0 0 —ai ... —Qa1n
A= 0 as o _ —a9g1 0 _ 0 :
: . .0 : 0 : .0 —an_1n
0 ... 0 apn —ap1 ... —Gpp—1 0O 0 0 0
=:D =:L =R

Die oben angegebene relaxierte Rechenvorschrift 1é8t sich damit als
Dz = (1 — w)Dz® + wLa+H) + WwR2® + wb (2.18)

schreiben. Um das Ganze in der bekannten Form (2.14) zu schreiben, skalieren wir das
gegebene Gleichungssystem zu wAx = wb (was nichts an der Losung dndert) und definieren
ein Iterationsverfahren der Form (2.14) mit M = D —wL und N = (1 — w)D + wR, (=
M — N = wA) bzw. ausgeschrieben als

2 = (D —wL) (1 —w)D+wR)z® + (D —wLl)'wb,  i=0,1,2,... (219

Beachte, dass diese Vorschrift dquivalent zu der Gleichung (2.18) ist. Fiir w = 1 erhalten
wir gerade das urspriingliche Gaufi—Seidel-Verfahren. Da in vielen Féllen w > 1 die schnel-
lere Konvergenz liefert, wird das Verfahren (2.19) als SOR-Verfahren (SOR="“successive
overrelaxation”) bezeichnet.

Fiir verschiedene Bereiche von w und verschiedene Strukturannahmen an A kann man
die Konvergenz dieses Verfahrens zeigen. Ein Beispiel fiir ein solches Resultat liefert der
folgende Satz.

Satz 2.27 Sei A € R™*"™ eine symmetrische, positiv definite Matrix. Dann konvergiert das
SOR-Verfahren (2.19) mit w € (0,2) fiir alle Startwerte z(°) € R” gegen die Losung z* des
Gleichungssystems Ax = b.

Beweisskizze: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 2.26, wobei Gleichung
(2.17) nun
2(1 —w)D+wR)z =2X\(D —wL)z
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lautet. Mit &hnlichen Umformungen wie in diesem Beweis kommt man schliellich auf die
Gleichung

(2 — w)d — wa + iwb

(2 —w)d + wa + iwb

=

aus der man fiir w € (0,2) auf |A| < 1 schlieft. 0

Die besondere “Kunst” bei diesem Verfahren besteht nun darin, w > 0 so auszuwéhlen, dass
das Verfahren moglichst schnell konvergiert. Mit Blick auf Bemerkung 2.25 bietet es sich
hierbei an, w so zu wihlen, dass der Spektralradius p((D+wL) ™ ((1 —w)D+wR) moglichst
klein wird. Bei besonderer Struktur von A kann man hierfiir explizite Formeln herleiten;
oft ist man jedoch auf “try—and—error” Verfahren angewiesen, bei denen geeignete Werte
fiir w aufgrund numerischer Erfahrung gewahlt werden. Beispiele, bei dem die Anzahl der
Iterationen bei optimaler Wahl von w von O(n) auf O(y/n) gesenkt werden kann, finden
sich in Oevel, Bsp. 5.41 oder in Schwarz, Bsp. 11.5.

2.9.2 Das konjugierte Gradientenverfahren

Die bisherigen Verfahren basieren alle auf einer additiven Zerlegung der Matrix A. Eine wei-
tere Klasse iterativer Verfahren folgt einer ganz anderen Idee, sie basieren namlich auf Opti-
mierungsmethoden. Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen einfachen Vertreter
dieser Klasse, das konjugierte Gradientenverfahren oder CG—Verfahren (CG=“conjugate
gradient”), kurz betrachten. Dies ist wiederum ein Verfahren fiir symmetrische und positiv
definite” Matrizen A.

Statt das Gleichungssystem Az = b zu l6sen, 16st man das Minimierungsproblem

1
minimiere f(z) = §:cTA;1: — bz,

Fiir eine Losung dieses Minimierungsproblems gilt
0=Vf(x)=Ax —b,

weswegen dies eine Losung des urspriinglichen linearen Gleichungssystems liefert. Das CG—
Verfahren ist ebenfalls ein iteratives Verfahren, das allerdings nicht als Fixpunktproblem
gegeben ist, und (in der Theorie) nach endlich vielen Schritten ein exaktes Ergebnis liefert.
Die niichste Nitherung z(t1) wird hierbei aus der vorhergehenden bestimmt, indem eine
Suchrichtung d? € R™ und eine Schrittweite a(? € R ermittelt wird, und dann

2D — ) 4 g

gesetzt wird, wobei d) und a(® so gewiihlt werden, dass f(z(*+1) méglichst klein wird
und f(z0HD)) < f(z®) gilt.

Zur Wahl der Schrittweite: Fiir ein gegebene Suchrichtung d® soll die Schrittweite a(®
so gewihlt werden, dass h(a) = f(z(® + ad®) minimal wird. Dies ist ein eindimensionales

TAhnliche Verfahren fiir allgemeine Matrizen existieren ebenfalls, z.B. das CGS— oder das BiCGstab—
Verfahren, sind aber komplizierter
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Optimierungsproblem, da h eine Abbildung von R nach R ist. Bedingt durch die Struktur
von h bzw. f kann man ausrechnen, dass das Minimum fiir

(b— Az)Tq®
dOT Ad

o=

angenommen wird.

Zur Wahl der Suchrichtung: Die Suchrichtung wird in verschiedenen Schritten auf
unterschiedliche Weise gewihlt. Im ersten Schritt wird die Richtung des steilsten Abstiegs
verwendet. Da der Gradient V f in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, wihlt man

d© = V@) = —(42© +b) = b— Az,

Die weiteren Suchrichtungen fiir ¢ > 1 werden nun so gewéhlt, dass sie bzgl. des Ska-
larproduktes (x,y)4 = x’ Ay orthogonal zu der vorhergehenden Richtung liegen, womit
sichergestellt ist, dass “gleichméflig” in alle Richtungen des R™ gesucht wird. Formal wihlt
man dazu d9 so, dass

(@d,d" ) =0

ist. Zusétzlich zu dieser Bedingung (die von vielen Vektoren d@ erfiillt ist) wird der Ansatz
d® =0 4 gOgE=1 mig 0 = Vf(a;(i)) —b— Az®

gemacht. Wir gehen also in Richtung des Gradienten (der zugleich das Residuum des linea-
ren Gleichungssystems ist), modifizieren diese Richtung aber durch Addition von 3;d—1.
Diese spezielle Korrektur erlaubt eine einfache Berechnung von B als

T 4q6G-1)

G A 7
ﬁ d(i—l)TAd(i—l)

Der so konstruierte Vektor d(¥ steht tatsiichlich auf allen verhergehenden Suchrichtungen
d©, ... d@=1 senkrecht, was nicht direkt zu sehen ist, aber mit etwas Aufwand bewiesen
werden kann. Beachte, dass in all diesen Berechnungen der Nenner der auftretenden Briiche
ungleich Null ist, da A positiv definit ist.

Man kann beweisen, dass das Verfahren (in der Theorie, also ohne Rundungsfehler) nach
spatestens n Schritten eine exakte Losung des Problems findet. Bei grolem n wird man die
Iteration typischerweise bereits frither, d.h. nach Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit
abbrechen wollen, was méglich ist, da die Folge (! schon wihrend des Iterationsprozes-
ses gegen x* konvergiert. Als Abbruchkriterium wird hier iiblicherweise die Ungleichung
|r®] < e verwendet. Wegen r) = b — Az(® wird hiermit die GréBe des Residuums
abgeschétzt, so dass wir mittels Satz 2.9 eine Abschéitzung fiir den tatséchlichen Fehler
erhalten.
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Kapitel 3

Eigenwerte

Eigenwerte von Matrizen spielen in vielen Anwendungen eine Rolle. Gesucht sind dabei
diejenigen \ € C, fiir die die Gleichung

Av = v

fiir einen Eigenvektor v € C™ erfiillt ist. Im letzten Kapitel haben wir bei der Betrachtung
iterativer Verfahren gesehen, dass die Eigenwerte der Matrix M ~'N Auskunft iiber die
Konvergenz dieser Verfahren geben. Dies ist ein generelles Prinzip linearer Iterationen
(dhnlich ist dies bei linearen Differentialgleichungen) und ein wichtiges Beispiel fiir eine
Problemklasse, bei der die Kenntnis der Eigenwerte einer Matrix wichtig ist.

Wir werden in diesem relativ kurzen Kapitel einige Algorithmen zur Berechnung von Eigen-
werten und zugehorigen Eigenvektoren fiir spezielle Matrizen (z.B. symmetrische Matrizen)
kennen lernen. Bevor wir mit konkreten Algorithmen beginnen, wollen wir uns allerdings
mit der Kondition des Eigenwertproblems beschéftigen.

3.1 Kondition des Eigenwertproblems

Bei den linearen Gleichungssystemen haben wir den Fehler analysiert, indem wir das Resi-
duum betrachtet haben, womit wir alle méglichen Fehlerquellen in die gestorte rechte Seite
b+ Ab “verschoben” haben. Damit héngt der Fehler Az linear vom Residuum Ab ab, was
eine rein Fehlerbetrachtung iiber die Matrixnorm ermdoglicht hat.

Bei den Eigenwertproblemen ist dies nicht moglich, da ja nur die Eintrdge der Matrix als
Problemdaten vorhanden sind. Wir miissen also explizit untersuchen, wie sich ein Eigen-
werte \g(A4) in Abhéngigkeit von Anderungen in A veréndern, also die Grofle

|Ao(A) — Xo(A+ AA)|
[AA]

berechnen. Da die Eigenwerte nicht linear von der Matrix A abhéngen, ist dieser Ausdruck
im Allgemeinen schwer zu berechnen; wie allgemein bei nichtlinearen Problemen iiblich,
beschriinken wir uns daher auf eine lineare Approximation der Anderung von Ao(A), welche
gerade durch die Ableitung DAy(A) gegeben ist. Diese Ableitung ist dabei fiir festes A als
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lineare Abbildung DXg(A) : C"*™ — C aufzufassen. Wir betrachten fiir kleine ||AA|| also
die Néherung
Ao(A+AA) = X(A) + DXg(A)AA+ R(AA),

wobei der Betrag des Restterms R(AA) fiir kleine |[AA| durch ¢[|AA|? fiir ein ¢ > 0
beschrénkt ist.

Die explizite Berechnung von DAg(A) ist recht kompliziert; viel einfacher ist es, DAo(A)
nur in einer geeigneten Norm abzuschétzen. Wir wihlen dazu die durch die || - ||2-Norm
induzierte Operatornorm, also die Verallgemeinerung der bekannten Matrixnorm.

Definition 3.1 Die (absolute) Kondition der Berechnung eines Eigenwerts \g(A) fiir eine
Matrix A € C"*"™ ist definiert durch

DXo(A)AA
fae = DNz = max DAL = sup %,
1aA=1 AdeCr {0} 2
mit der Konvention k,ps := 00, falls A\g(A) nicht differenzierbar ist. O

Beachte, dass kaps von A und Ag abhiingt. Insbesondere kann diese Ableitung fiir ein
und dieselbe Matrix und verschiedene Eigenwerte unterschiedliche Werte annehmen. Das
folgende Beispiel zeigt, dass Ag(A) tatséchlich nicht differenzierbar sein kann.

Beispiel 3.2 Betrachte die Matrizen

0 1 0 0
(23) (1)
Dann hat A den doppelten Eigenwert \j(A) = Ay(A) = 0 und A + AA die Eigenwerte
A1j2(A+ AA) = £V, Hier gilt

M(A+AA) — A\ (A) = V6.
Falls A\ (A) differenzierbar ist, folgt damit
DA\ (A)AA =5+ R(AA),
also
R(AA)] = V5 — DM (A)AA] = V6 — [DAA) 2] AAlL> = V5 + [ DA(A)]]sd = V3/2

fiir alle hinreichend kleinen 6 > 0, was der Beschrinktheit |R(AA)| < ¢||AA|? widerspricht.
Tatséchlich gilt hier

IM(A) —M(A+AA)] V6 1

=—=— — oo fird —0,

[AA] G

weswegen es sinnvoll ist, in diesem Fall k.15 = 0o zu setzen. o
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Um das Problem der Nicht—Differenzierbarkeit zu vermeiden, beschrinken wir uns in der
folgenden Analyse auf einfache Eigenwerte, d.h. Eigenwerte g € C, die einfache Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x4(A) = det(A — AId) sind. Fiir diese gilt der folgende
Satz.

Satz 3.3 Die (absolute) Kondition der Berechnung eines einfachen Eigenwertes \o(A) ei-
ner Matrix A € C™*" gemessen in der 2-Norm ist gegeben durch

|zol|2 [|yol|2
Kabs = |[DXo(A)||2 = —F/————
IDX (Al (0, Yo)]

wobel x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\g und yg ein adjungierter Eigenvektor
ist, d.h. ein Eigenvektor von A" zum Eigenwert \g, also ZTyo = \oy. Hierbei bezeichnet
(z0,90) das euklidische Skalarprodukt im C", also (xo, yo) = %3 Yo-

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Gleichung

<Cx07 y0>‘

proc] = s (31)

fiir beliebige Matrizen C € C™*™ und die Eigenvektoren xy und yg aus dem Satz.

Sei xp(A) das charakteristische Polynom einer Matrix D € C™*"™. Wir betrachten die
Matrix A + tC fiir t € R und definieren eine Abbildung ¢ : C x R — C mittels g(\,t) =
XA+tc(A). Da A eine einfache Nullstelle des Polynoms x4 () ist, folgt

0

ag()\at)’)\:)\g,tzo = X'4(Ao) # 0.

Nach dem impliziten Funktionensatz gibt es deshalb fiir hinreichend kleines ¢ > 0 eine
differenzierbare Abbildung X : (—e,e) — C mit A(0) = Ao, 0 = g(A(2),t) = xartc(A(t))
und 0 # %g()\, ) x=aq) fiir t € (—¢,¢). Also ist A(t) fiir ¢ € (—¢,¢) ein einfacher Eigenwert
von A + tC. Da fiir Eigenvektoren v(t) zu einfachen Eigenwerten eine explizite Formel
existiert, hingen auch die zugehorigen Eigenvektoren z(t) differenzierbar von ¢ ab. Damit
gilt

(A4+tC)x(t) = A(t)x(t) fir t € (—¢,¢).

Leiten wir diese Gleichung an der Stelle ¢ = 0 nach ¢ ab, so folgt
Czo + Az’ (0) = X\oz'(0) + X (0)xo,

wobei ’ fiir die Ableitung ach ¢ steht. Bilden wir nun fiir alle Terme das Skalarprodukt (-, yo)
und stellen die Skalare vor die Skalarprodukte (beachte, dass diese im ersten Argument
stehen und deswegen konjugiert werden miissen), so folgt

(Cxo,yo) + (A2'(0),y0) = Aoz’ (0),y0) + N (0){z0, yo)-

Mit
(Aa'(0), yo) = (2/(0), A" yo) = ('(0), Noyo) = Aoz’ (0), yo)
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und X (0) = DA(A)C folgt (Czo,yo) = N(0)(x0, yo), also auch

[{(Czo,yo)| = [N (0)] [{wo, yo)| = IN'(0)]]{z0, o)

und damit die behauptete Gleichung (3.1).

Zum Beweis des Satzes betrachten wir die Matrix C' = yO:EOT. Fir diese gilt

ICzll2  lwozdzll2 _ llzoll2llyoll2llz]l2
= 022 < = |lzoll2llyoll2
ll2|l2 2]l2 l|2]l2
fiir beliebige z € C™ und
ICzoll2  llyozdzolla  |[wollol3ll,
= = = [lvoll2lzoll2,
lzoll2 llzol2 llzoll2

also ist ||C|l2 = ||zol|2]|voll2-

Fiir beliebige C' € C"*" liefert die Cauchy—Schwarz Ungleichung
[(Co,y0)| < [[Cxoll2llyollz < [C]l2[lzoll2]lyoll2- (3.2)
Fiir C' = yo7{ gilt hierbei
|{Czo,90)| = [(y0, Co)| = |53 Cxol = |53 074 xo| = llyoll3llzoll3 = ICll2llyollzllzoll2, (3:3)

also Gleichheit. Aus (3.1) und (3.2) folgt also mit fiir beliebige C' € C™*"

DXo(A)C Cxy, T
DaAe sp  DWAC L Com)l ol [l
cecrxm oy |AA[2 cecrm\goy |Cll2l{z0; yo)| (0, yo)|
wobei fiir C = yoz! wegen (3.3) Gleichheit gilt. Dies zeigt die Behauptung. 0

Bemerkung 3.4 (i) Der Ausdruck fiir £,ps hat auch eine geometrische Interpretation, fiir
reelle Vektoren xg, yo € R™ gilt ndmlich

lzoll2llyoll2 1

(%0, o) cos (o, yo)’

wobei p(xg,yo) den Winkel zwischen den Vektoren zp und yy bezeichnet.

(ii) Besonders gut konditioniert sind Eigenwertprobleme fiir normale Matrizen, also Ma-
trizen A € C™" fiir die A' A = AA" gilt. Fiir diese ldsst sich zeigen, dass fiir jeder
Eigenvektor xg von A gleich dem zugehorigen adjungierten Eigenvektor ist. Der Winkel
w(z0, zp) ist offenbar gleich 0, der Kosinus also gleich 1, weswegen hier k,ps = 1 gilt. o

Bevor wir zu numerischen Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten kommen, wollen
wir kurz noch die vielleicht naheliegendste Methode untersuchen, nidmlich die Berechnung
der A iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Diese Methode ist numerisch
duerst schlecht konditioniert (unabhéngig von der Kondition der Eigenwertberechnung
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selbst) und bereits kleinste Rundungsfehler kénnen sehr groie Fehler im Ergebnis nach
sich ziehen. Als Beispiel betrachte das Polynom

PO) =\ —1)(A—2)-(A—20)

mit den Nullstellen \; = i fiir ¢ = 1,...,20.) Wenn dieses Polynom als charakteristisches
Polynom einer Matrix berechnet wird, liegt es nicht in der obigen “Nullstellen”—Darstellung
sondern i.A. in anderer Form vor, z.B. ausmultipliziert. Wenn man P(\) ausmultipliziert,
ergeben sich Koeffizienten zwischen 1 (fiir A2°) und 20! ~ 10?° (der konstante Term). Stort
man nun den Koeffizienten vor A!¥ (der in der GréBenordnung von 103 liegt) mit dem sehr
kleinen Wert ¢ = 2723 ~ 1077, so erhilt man die folgenden Nullstellen fiir das gestérte
Polynom P(\) = P(\) — eA!:

A1 = 1.000 000 000 Ato/11 = 10.095266 145 + 0.643 500 904 ¢
A2 = 2.000 000 000 A1g/13 = 11.793 633881 + 1.652329 7284
A3 = 3.000 000 000 Aa/15 = 13.992 358 137 + 2.518 8300704
A4 = 4.000 000 000 Ag/17 = 16.730 737466 + 2.812624 8944
As = 4.999 999 928 A1g/19 = 19.502439400 £ 1.940330347 4
Ag = 6.000 006 944 Ao = 20.846 908101

A7 =6.999 697234

Ag = 8.007267 603

Ag = 8.917 250249

Die winzige Stérung bewirkt also beachtliche Fehler, insbesondere sind 10 Nullstellen durch
die Stérung komplex geworden.

3.2 Vektoriteration

Die einfachste Moglichkeit der Berechnung von Eigenwerten ist die Vektoriteration, die sich
entweder als direkte Iteration (auch bekannt als von Mises—Iteration oder power iteration)
oder als inverse Iteration (auch inverse power iteration) durchfiithren lisst.

Gegeben sei eine reelle Matrix A € R™*" Die Idee der direkten Iteration beruht darauf, fiir
einen beliebigen Startwert (?) € R™ die Iteration

2D = Ax0) (3.4)

durchzufiithren. Dass dieses einfache Verfahren tatséchlich unter gewissen Bedingungen
einen Kigenwert liefert, zeigt der folgende Satz. Wir erinnern hierbei daran, dass sym-
metrische reelle Matrizen nur reelle Eigenwerte besitzen.

Satz 3.5 Sei A € R™" eine symmetrische Matrix und A\; = A\ (A) ein einfacher Eigenwert,
fiir den die Ungleichung
Adl > Pal = ol = .. > )
'Das Beispiel stammt von dem englischen Numeriker James H. Wilkinson (1919-1986), der die Ent-

deckung dieses Polynoms angeblich als “the most traumatic experience in my career as a numerical analyst”
bezeichnet hat.
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fiir alle anderen Eigenwerte \; = \;(A) gilt. Sei weiterhin #(®) € R™ ein Vektor, fiir den
(2(0) v1) # 0 fiir den zu \; (A) gehérigen (normierten) Eigenvektor vy gilt. Dann konvergiert
die Folge y@ = 2@ /)2 fiir ) aus (3.4) gegen v, also gegen einen normierten
Eigenvektor zum Eigenwert \;. Insbesondere konvergiert damit der Wert \() = (Ay(® y®)
gegen den Eigenwert A;.

Beweis: Wegen der Symmetrie von A existiert eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
V1,...,0, von A. Damit gilt

.’E(O) — Zajvj mit Q; = <$(0),’Ui>,
7=1

insbesondere also a1 # 0. Daraus folgt

x(l):A’x(O):Zaj)‘}”j:al/\zl v1+za—i (/\—‘i> V;

Da |\;| < |1 ist fiir i = 2,...,n, gilt lim; o 2() = v; und damit

(@) (@)
@ *  _ _Z
Yy = - = - — :t’Ul.
l2@] [z
Die Konvergenz \(# — X folgt, indem wir 0.B.d.A. y@ — v; annehmen und y@ = v +7®
mit 7(9 — 0 schreiben. Dann gilt

<Ay(i)’y(i)> — <A(01+T(i)),vl+r(i)>
= (Avg,v1) + (ArD o)) + (Avy, @) + (O 20
=0
—  (Avp,v) = (Mo, v1) = Aifjur]] = Ar

[

Dieses einfache Verfahren hat mehrere Nachteile: Erstens erhalten wir nur den betragsméflig
grofiten Eigenwert |A;| und den zugehérigen Eigenvektor, zweitens hingt die Konvergenz-
geschwindigkeit davon ab, wie schnell die Terme |\;/A1[?, also insbesondere |\a/A1|* gegen
Null konvergieren. Falls also [A1| &~ |A2| und damit [A2/A;| ~ 1 gilt, ist nur sehr langsame
Konvergenz zu erwarten.

Die inverse Vektoriteration vermeidet diese Nachteile. Sei A wiederum ein reelle symme-
trische Matrix. Wir setzen voraus, dass wir einen Schétzwert A € R fiir einen Eigenwert
Aj = Aj(A) kennen, fiir den die Ungleichung

A= Nj| < [N— | fiirallek =1,...,n, k#j

mit Ay = Ag(A) gilt. Dann betrachten wir die Matrix A= (A - Ald)~!. Diese besitzt
die Eigenwerte 1/(A\;, — A) fiir K = 1,...,n, also ist 1/(A\; — A) der betragsmiBig grofite
Eigenwert.
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Die inverse Vektoriteration ist nun gegeben durch
20D = (4 — A1)~z (3.5)

Aus Satz 3.5 (angewendet auf (A — AId) ™! an Stelle von A) folgt, dass diese Iteration gegen
einen normierten Eigenvektor vj von (A — Ald)~! zum Eigenwert 1/(A\; — A) konvergiert.
Wegen

(A= XMd)"lw; = 1/(\j — AN;
= ()\j — 5\)’1)]' = (A — S\Id)’l}j

- )\j’Uj = Avj
ist dies gerade ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;. Die Konvergenzgeschwindigkeit
ist bestimmt durch den Term

d.h. je besser der Schitzwert, desto schneller die Konvergenz.

Die tatséchliche Implementierung der Iteration (3.5) ist hier etwas komplizierter als bei der
direkten Iteration (3.4). Wéhrend dort in jedem Schritt eine Matrix—Vektor Multiplikation
mit Aufwand O(n?) durchgefiihrt werden muss, geht hier die Inverse (A — Ad)~! ein. In
der Praxis berechnet man nicht die Inverse (dies ist wiederum ein schlecht konditioniertes
Problem), sondern 16st das lineare Gleichungssystem

(A — Md)z(HY) = 200, (3.6)

wobei bei der Verwendung eines direkten Verfahrens die Matrix (A — AId) nur einmal am
Anfang der Tteration faktorisiert werden muss (z.B. mit Choleski, da (4 — AId) ja symme-
trisch ist) und dann in jedem Iterationsschritt einmal Vorwérts— bzw. Riickwértseinsetzen
durchgefiihrt werden muss. Der Aufwand O(n?) der Zerlegung kommt also hier zum Auf-
wand des Verfahrens dazu, die einzelnen Iterationsschritte haben bei diesem Vorgehen
allerdings keinen héheren Rechenaufwand als bei der direkten Iteration, da das Vorwirts—
bzw. Riickwirtseinsetzen wie die Matrix—Vektor Multiplikation den Aufwand O(n?) besit-
zen.

Fiir sehr gute Schitzwerte A ~ \; wird die Matrix (A—\Id) “fast” singulir (fiir A = \; wiire
sie singuliir), weswegen die Kondition von (A — AId) sehr grof wird. Wegen der besonderen
Struktur des Algorithmus fithrt dies hier aber nicht auf numerische Probleme, da zwar
die Losung 2011 des Gleichungssystems (3.6) mit grofien Fehlern behaftet sein kann, sich
diese Fehler aber in der hier eigentlich wichtigen normierten Losung x+Y /||z(+D)]|| nicht
auswirken. Wir wollen dies an einem Beispiel illustrieren.

-1 3
1=( 1)
mit den Eigenwerten A\;(A) = 1 und Ay(A) = 2. Wir wiihlen A\ = 1 — ¢ fiir ein sehr kleines
€ > 0. Dann ist die Matrix
o —2+e 3 . -l 1 3+4+¢ -3
(4= Ald) = ( —2  3+¢ ) mit (A= Ad)™ = —=s ( 2 —2+4e )

=:B

Beispiel 3.6 Betrachte
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fast singulér und man sieht leicht, dass fiir die Kondition z.B. in der Zeilensummennorm
die Abschitzung conds (A — Md) > 1/e gilt. Trotzdem ist die Berechnung von y(+1) =
20+ /)| 20+ || mittels (3.6) nicht stark anfillig fiir Rundungsfehler, denn es gilt

iry (A= Ad)z® Ba")

(A= Ad)z®| [ Bz,

d.h. der ungiinstige grofie Faktor 1/(e(e + 1)) kiirzt sich heraus. Zudem bewirkt die Nor-
mierung eine weitere Erh6hung der Robustheit gegen Fehler: Betrachten wir beispielsweise
™ = (1,0)” und e = 1/1000, so erhilt man

(@)
@ _ ( 3:001 (i+1) _ Bz [ 0.8321356035
be < 2 wnd | Bz@ ||, 0.5545722116

withrend man fiir die gestorte Losung mit () = (1.1, —0.1)T

+(0)
() _ ( 3.6011 4y BEW o (0.8321178327
b <2-4001 und 1Bz,  \ 0.5545988754

erhalt.

Die Stérung in der ersten Nachkommastelle der rechten Seite wirkt sich in B#(®) also in der
ersten Nachkommastelle aus und verstérkt sich dabei sichtlich. In dem fiir den Algorithmus
eigentlich wichtigen Vektor §+1) ist der Effekt der Stérung hingegen erst in der fiinften
Nachkommastelle der Lésung sichtbar. o

3.3 Der QR—-Algorithmus

Zwar kann man mit der inversen Vektoriteration im Prinzip alle Eigenwerte berechnen,
benétigt dafiir aber geeignete Schitzwerte.

Wir wollen daher nun noch einen Algorithmus betrachten, der in einer einzigen Rechnung
alle Eigenwerte einer Matrix approximiert. Wie bereits bei linearen Gleichungssystemen
wird auch hier eine Faktorisierung mittels orthogonaler Matrizen eine wichtige Rolle spielen,
weswegen der Algorithmus ebenfalls () R—Algorithmus genannt wird.

Wir werden diesen Algorithmus fiir relle symmetrische Matrizen herleiten und am Ende
kurz auf die Verallgemeinerung auf allgemeine Matrizen eingehen.

Die Grundidee fiir reelle symmetrische Matrizen besteht darin, dass fiir solche Matrizen
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren vy, vs, ..., v, besteht, so dass fiir die orthogonale
Matrix @ = (v1,...,v,) € R™*™ die Gleichung

QTAQ =A= diag()‘lv )‘Qa R )\n)

gilt, wobei die \; gerade die Eigenwerte von A sind. Wenn wir also eine orthogonale Ma-
trix @ finden konnen, mit der A auf Diagonalgestalt konjugiert werden kann, so kénnen
wir die Eigenwerte direkt aus der resultierenden Diagonalmartix A und die zugehorigen
Eigenvektoren aus ) ablesen. Leider ist eine direkte Transformation auf Diagonalgestalt
nicht moglich. Zwar kann man z.B. orthogonale Householder—-Matrizen dazu verwenden,
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Matrizen auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, leider ldsst sich dies nicht zur Konjugation
auf Diagonalgestalt verwenden, da die positiven Effekte durch die Multiplikation von links
mit H bei der Multiplikation von rechts mit HT wieder zunichte gemacht werden.

Wir werden die benttigten Transformationen () daher iterativ konstruieren. Dabei emp-
fiehlt es sich, die Matrix A in einem vorbereitenden Schritt zunéchst auf eine moglichst
einfache Form zu bringen. Hierbei wahlt man die Tridiagonalgestalt und nutzt aus, dass
man Householder—Matrizen dazu verwenden kann, Matrizen auf Tridiagonalgestalt zu kon-
jugieren. Grundlage dafiir ist das folgende Lemma.

Lemma 3.7 Sei A eine reelle symmetrische Matrix der Form

ai1 ais 0 0
azi a2 a3
0
Do o B 0 --- 0
A= Ak—1k-1 Qk—1k
ak k—1 QL k E N ¢7 77}
0
0 . ... 0 ank -0 0 Qnn
und bezeichne w = (w1, ...,w,)?T = (0,---,ap_14,...,ank)] € R" die k-te Spalte dieser
Matrix. Sei H = H(v) = Id — 24 die HouseholderMatrix mit
c = sgn(wkﬂ)\/wzﬂ+w]2»+2+~-+w%GR
_ T
v = (0,...,0,c+ wWjt1, Wjt2, ..., Wy)

und den Konventionen aus Lemma 2.14. Dann gilt

a11 ais 0 0

az1 a2 aG23

0

a a o .- 0
AT — kk k1

k1k OQkt1k+1 “°° ° Qkgin
0
0 0 ... 0 kst o cor Gnn

Beweis: Wir betrachten zunéchst das Produkt H A. Es bezeichne a. j die j—te Spalte von
A. Aus Lemma 2.14 wissen wir, dass

Ha.j:a-jv fur]:1,,k—1,
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also fiir die ersten k — 1 Spalten der Matrix A. Ebenfalls nach Lemma 2.14 gilt fiir die k—te
Spalte
Ha,.k = (0,.. . ,O,ak,lk,akk,—c,o,...,O)T.

Fiir beliebige Vektoren x € R™ und ¢ =1, ...,k folgt aus der Form von v sofort
20T
[H:L‘]l =2, + v; —F— = Tj,

=0

also gilt fiir die Spalten a.; fir j =k +1,...,n
Ha.; = (O,...,O,akj,*,...,*)T.

Insgesamt gilt also

a11 ai2 0 0

az1 a2 423

0
ag—1k-1 ag—1x 0 -+ 0
HA= Gt apn e e ap
0 —c * .- %
0

0 e ... 0 0 .

Wegen HAHT = (H(HA)™)” und der Symmetrie von A folgt die Behauptung nun mit
den gleichen Argumenten wie oben, da die Spalten von (HA)” gerade die gleichen oben
verwendeten Eigenschaften wie die Spalten von A besitzen. 0

Das folgende Lemma ist nun ein einfaches Korollar.

Lemma 3.8 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann existiert eine orthogonale Matrix
P, so dass PT AP in Tridiagonalgestalt ist.

Beweis: Durch n — 2-malige Anwendung von Lemma 3.7 erhilt man Matrizen H1) .. |
H®=2) fiir die PT = H™=2) ... HO) die gewiinschte Eigenschaft besitzt. O

Algorithmus 2.15 lésst sich leicht zur Berechnung dieser Transformationsmatrix P abén-
dern, indem man den Index j in Schritt (2) nur von 2 bis n — 1 laufen ldsst und alle
Spaltenindizes in der Berechnung von H@) - (HU=1 ... HM) um 1 erniedrigt, also aj; und
a; j durch a; ;_1 bzw. a; j_1 ersetzt. Die Berechnung von H G )y(j ) macht hier natiirlich keinen

Sinn, die Berechung von H¥ AU kann auf die Berechnung von H ) AW H Ol erweitert
werden.

Die Iteration zur iterativen Berechnung von @) ist nun durch den folgenden Algorithmus
gegeben.
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Algorithmus 3.9 (QR—Algorithmus zur Eigenwertberechnung)
Eingabe: symmetrische, reelle Matrix A € R™*"

(0) Setze A := PTAP mit P aus Lemma 3.8, i := 1
(1) Berechne eine QR Zerlegung A®) = Q) R()
(2) Setze AUHD .= ROQM .= + 1 und fahre fort bei (1)

Ausgabe: Approximation aller Eigenwerte von A als Diagonaleintriige von A®, Details
siehe unten in Bemerkung 3.13 (iii). a]

Natiirlich miissen wir in der praktischen Implementierung noch ein geeignetes Abbruchkri-
terium einfithren, das sich aus der folgenden Konvergenzanalyse ergeben wird.

Wir werden den Algorithmus 3.9 nun analysieren. Wir beginnen mit einigen Strukturei-
genschaften der Matrizen A®).

Lemma 3.10 Fiir alle ¢ > 1 gilt:

(i) A® ist konjugiert zu A. Genauer gilt ACT) = QTPTAPQ; mit Q; = QW ... QW
und P aus Lemma 3.8.

(ii) A® ist symmetrisch

(iii) A® ist eine Tridiagonalmatrix

Beweis: (i) Es gilt
A+ — R(i)Q(i) — (Q(i))TQ(i) R(i)Q(i) — (Q(i))TA(i)Q(i).
T
Durch induktives Fortfahren erhélt man so
A — QYT ... (QMNT AW QM ... QM)
und damit AGHD = (QNT ... (QU)TPT APQW ... QW also die Behauptung.
(ii) Nach (i) gilt
(ANT = (QTPTAPQ)" = QT PTATPQ; = QT PTAPQ; = AV,
da A symmetrisch ist.

(iii) Sei A® tridiagonal. Durch explizites Ausrechnen der QR-Zerlegung mit Hilfe von
Lemma 2.14 sieht man, dass (Q(i))T tridiagonal ist, also auch Q). Also ist A+ = R(QH)
von der Form

ES

A(i—H) _ 0
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Da AU*+Y nach (i) aber symmetrisch ist, miissen die Elemente oberhalb der oberen Neben-
diagonalen aus Symmetriegriinden gleich Null sein, also ist A®*D eine Tridiagonalmatrix.
Da A®M = A eine Tridiagonalmatrix ist, folgt diese Eigenschaft also fiir alle A®). [

Fin weiteres vorbereitendes Lemma zeigt eine Eigenschaft der () R—Zerlegung.

Lemma 3.11 Sei A € R™ "™ eine invertierbare Matrix und seien A = Q1 R; und A = Q2 Rs
QR~Zerlegungen von A. Dann gilt Q1 = DQ2 und Ry = DRy mit D = diag(uq, ..., fin)
und pg = +1. Insbesondere existiert eine eindeutige @ R—Zerlegung bei der alle Diagonal-
elemente von R positiv sind.

Beweis: Aus Q1 R; = Q2R folgt Q2TQ1 = RgRl_l (beachte, dass Ry und Ry invertierbar
sind, da A invertierbar ist). Die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix ist wieder eine obere
Dreiecksmatrix, ebenso das Produkt zweier oberer Dreiecksmatrizen. Also ist R = R2R1_1
eine obere Dreiecksmatrix, die wegen R = Q1 Q1 orthogonal ist. Aus der Orthogonalitiits-
bedingung (Rz, Ry) = (x,y) leitet man fiir = e; und y = e; Bedingungen an die Koeffi-
zienten von R ab, aus denen R = D mit der behaupteten Struktur folgt. 0

Der folgende Satz zeigt die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus. Um den Beweis zu
vereinfachen, beschrinken wir uns auf paarweise verschiedene Eigenwerte.

Satz 3.12 Sei A € R™™" eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten Aq,..., A, fiir
die die Ungleichung
‘)\1‘ > ‘)\2‘ > > |)\n| >0

gelte. Seien A®, Q) und R® aus Algorithmus 3.9. Dann gilt

lim AW = A = diag(A1, ..., An).

1— 00

Beweis: O.B.d.A. nechmen wir an, dass A bereits in Tridiagonalgestalt ist, also A1) = A
gilt. Wir zeigen zunéchst per Induktion die Gleichung

A = Q;R; (3.7)

fiir die i-te Potenz von A, mit Q; = QW ... Q® und R; = R® ... RW . Fiir i = 1 ist (3.7)
klar, denn

At = A =AW = QWRM — QR,.
Fiir den Schritt i — i 4 1 verwenden wir A0+ = QT AQ; aus Lemma 3.10(i), aus dem
wegen QU R — AG+D) dje Gleichung AQ; = Q;QUTYREHD folgt. Damit und mit
der Induktionsannahme A' = Q;R; folgt

AT = AAT = AQ;R; = Q;QU VRV R, = Qi1 Rip1,
also (3.7). Beachte, dass @); orthogonal und R; eine obere Dreiecksmatrix ist, weswegen

Qi R; eine QR Zerlegung von A’ darstellt.

Sei nun @ die orthogonale Matrix aus den Eigenvektoren von A, fiir die QT AQ = A gilt.
Dann gilt ' ' ' ' ‘
A = QA'QT und A® = diag(\], ..., \Y).
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Zur Vereinfachung der Beweisfithrung nehmen wir an, dass Q7 eine LR Zerlegung Q7 =
LR besitzt (falls nicht, findet man immer eine Zerlegung von PQT fiir eine geeignete
Permutationsmatrix P, die in allen folgenden Gleichungen beriicksichtigt werden muss, was
zwar prinzipiell geht, die Beweisfithrung aber uniibersichtlicher macht). Hierbei kénnen wir
L so wihlen, dass auf der Diagonalen nur 1-Elemente stehen (dies ist die Form, die die
Gaufl-Elimination liefert). Dann gilt

A" = QAN'LR = Q(A'LAT)(A'R). (3.8)
Die Eintriige von A’LA~ lassen sich mit L = (I;;) explizit als

— An )’
(A'LA™ )iy = I (A_k)
J

berechnen. Wegen der unteren Dreiecksstruktur von L sind alle hier auftretenden Quoti-
enten \;/)\; im Betrag echt kleiner als 1, also folgt (Ag/A;)" — 0 und damit
AN'LA™" =1d + E; mit E; — 0 fiir i — oo.

Aus (3.8) erhalten wir so A A
A' = Q(Id + E;)(A'R).

Sei nun élﬁl die eindeutige Q R—Zerlegung von Id + E; mit positiven Vorzeichen der Dia-
gonalelemente von ]A?:Z Wegen der Eindeutigkeit dieser Zerlegung konvergieren diese Ma-
trizenfolgen gegen die QR Zerlegung von Id = @ R mit positiven Diagonalelementen von
R, welche gerade durch Id = Id - Id gegeben ist?, also gilt

Q; — Id und R; — Id fiir i — oo

und damit auch N N
QiT—>IdundRi_1—>Idf1'jri—>oo.

Die Matrizen QQ; und R;A‘R bilden nun wegen (3.8) und
A" = QN'LAH)(A'R) = QQ; R:A'R

eine QR Zerlegung von A*. Da A* = Q;R; eine weitere Q R-Zerlegung ist, folgt mit Lemma
3.11 die Existenz von D; = diag(+1,...,+£1), so dass

Qi = D;QQ; und R; = D;R;A'R
gilt. Aus Q¥ = QT | Q; und R®) = R;R;\, folgt daher
A — Q(Z)R(Z) — ;‘r_lQiRiR;_ll

= QLQ"D\DiQQ:Di RN RRTIAV R, DY

= QLIQiRiR 1A

Da jede der vier Matrizen vor A gegen Id konvergiert, konvergiert das Produkt also gegen
A, womit die Behauptung gezeigt ist. i

2Genauer erhéilt man wegen der Beschriinktheit der Matrixnormen ||Q;|2 und || R;||2 zunéichst konvergen-
te Teilfolgen, aus denen man wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung dann auf einen eindeutigen Grenzwert
fiir alle Teilfolgen schlief3t.



58 KAPITEL 3. EIGENWERTE

Bemerkung 3.13 (i) Tatséchlich ist die Tatsache, dass die A in Tridiagonalform vor-
liegt, nicht wesentlich fiir den korrekten Ablauf des Algorithmus, sie vereinfacht aber die
QR-Zerlegung in Schritt (1) erheblich: Man sieht leicht, dass die in Algorithmus 2.15 auf-
tretenden Summen in diesem Fall nur aus maximal 3 Summanden bestehen, weswegen sich
der Aufwand des Algorithmus auf O(n?) reduziert. Falls A erst wie oben beschrieben auf
Tridiagonalgestalt gebracht werden muss, ist der Aufwand dieser Berechnung mit O(n?)
fiir grofle n dominant. Ohne die vorhergehende Tridiagonalisierung wire der Aufwand jedes
Schrittes gleich O(n?).

(ii) Eine genauere Analyse zeigt, dass der Algorithmus auch fiir mehrfache Eigenwerte
konvergiert. Existieren allerdings Eigenwerte A; und A; mit \; = —A\; so bleibt in A ein
2 x 2-Block stehen.

(iii) Die approximativen Eigenwerte von A liest man bei diesem Algorithmus einfach aus
der Diagonalen von A ab. Die zugehérigen Eigenvektoren werden approximiert durch die
Spalten der Transformationsmatrix Q;, fiir die @?A@Z = AU gilt. Diese ist nach Lemma
3.10(i) gerade durch Q; = PQ;_1 = PQW ... QU1 gegeben.

(iv) Als Abbruchkriterium des Algorithmus empfiehlt sich die Gréle der Nicht—Diago-
naleintriige von A, Zerlegen wir die Matrix A®) in ihren Diagonalanteil A und den

Nicht-Diagonalanteil B, so gilt fiir die Eigenwerte von A (die gleich den Eigenwerten
von A® sind)

Aj(A) = Aj(AY) = XA 4+ BY) = A (AD) + mans (A (AD) [ BD |2 = A (AY) + | BV,

wobel hier Kaps(A; (A®)) = 1 gilt, da A® eine Diagonalmatrix und damit normal ist. Die
Matrixnorm || B®)||, lisst sich aber durch die Gré8e der Eintriige von B(®) abschiitzen.

Eine genaue Analyse der Matrizen @Z und Ez sowie ihrer Inversen zeigt, dass die Grofe
der Nicht-Diagonaleintrdge durch die Groéfle der Eintrége der im Beweis vorkommenden
Matrix E; bestimmt ist, also durch C max;jj(Ag/A;) ! fiir ein C' > 0 abgeschéitzt werden
kann. m

Die Beobachtung in Punkt (iv) zeigt, dass der Algorithmus langsam konvergiert, wenn zwei
Eigenwerte \; und \j; existieren, die betragsméfig nahe beeinander liegen. Zur Beschleu-
nigung des Algorithmus verwendet man hier sogenannte Shift—-Strategien, von denen wir
hier den expliziten Shift kurz erliutern wollen. Die Grundidee ist, die Eigenwerte von A so
zu verschieben, dass der Quotient |Aj11/A;| kleiner wird. Dazu fithrt man in der Iteration
einen (moglicherweise vom aktuellen Iterationsschritt ¢ abhéngigen) Shift-Parameter o; ein
und #ndert den Algorithmus wie folgt ab.

Algorithmus 3.14 (QR—Algorithmus zur Eigenwertberechnung mit Shift)
Eingabe: symmetrische, reelle Tridiagonalmatrix A, Folge von Shift—Parametern o;

(0) Setze A := PT AP mit P aus Lemma 3.8, i := 1
(1) Berechne eine QR Zerlegung A% — ¢;1d = QW R()

(2) Setze AUTD .= ROQO) 4+ 5,1d, i := i + 1 und fahre fort bei (1)
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Ausgabe: Approximation aller Eigenwerte von A in der Diagonalen von A() O
Analog zur einfachen Version des Algorithmus gilt
A1) — (Q(i))TA(i)Q(i) und (A — o;1d) ... (A — o11d) = QW ...QWRM ... g,

Hier konvergieren die Nicht-Diagonaleintriige von A®) gegen Null mit der oberen Schranke

<|)\k:—01| |)\k_0'i1|>
max C' .
j<k Aj =il (A — o]

Die o; sollten also moglichst nahe an dem Eigenwert A; 1 liegen, fiir den |Aj41/A;| maximal
wird.

Wie man dies in der Praxis erreichen kann, ist ein bis heute ungeltstes Problem und
immer noch Gegenstand aktueller Forschung. Es gibt allerdings eine Reihe heuristischer
Kriterien, die oft gute Ergebnisse zeigen. Eine von J.H. Wilkinson vorgeschlagene Strategie
z.B. besteht darin, die Eigenwerte der 2 x 2 Matrix am unteren Ende der Tridiagonalmatrix
A® zu berechnen, und o; als den kleineren dieser Werte zu wihlen.

Bemerkung 3.15 Fiir nichtsymmetrische Matrizen transformiert man die Matrix zu-
néchst auf die sogenannte Hessenberg—Gestalt

*
0
0O --- 0 x =

(statt auf Tridiagonalgestalt). Der @ R—Algorithmus berechnet dann — unter geeigneten
Voraussetzungen — ausgehend von der Hessenberg—Form iterativ eine obere Dreiecksma-
trix, deren Diagonaleintrige dann auf Grund des Satzes von Schur (vgl. den Beweis von
Lemma 2.24) die Eigenwerte approximieren. Fiir komplexe Eigenwerte A\; = a + bi bleibt
ein 2 x 2-Block der Form
a b
(1)

stehen. ]
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Kapitel 4

Interpolation

Die Interpolation von Funktionen oder Daten ist ein hiufig auftretendes Problem sowohl
in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen.

Das allgemeine Problem, die sogenannte Dateninterpolation, entsteht, wenn wir eine Menge

von Daten (z;, f;) fiir i = 0,...,n gegeben haben (z.B. Messwerte eines Experiments). Die
Problemstellung ist nun wie folgt: Gesucht ist eine Funktion F', fiir die die Gleichung

F(z;)=fi firi=0,1,...,n (4.1)
gilt.

Ein wichtiger Spezialfall dieses Problems ist die Funktionsinterpolation: Nehmen wir an,
dass wir eine reellwertige Funktion f : R — R gegeben haben, die aber (z.B. weil keine
explizite Formel bekant ist) sehr kompliziert auszuwerten ist. Das Ziel der Interpolation
liegt nun darin, eine Funktion F'(z) zu bestimmen, die leicht auszuwerten ist, und fiir die
fiir vorgegebene Stiitzstellen xg, 1, ..., z, die Gleichung

F(z;) = f(x;) firi=0,1,...,n (4.2)

gilt. Mit der Schreibweise

fi= f(xi),
erhalten wir hier wieder die Bedingung (4.1), weswegen (4.2) tatséchlich ein Spezialfall von
(4.1) ist.
Wir werden in diesem Kapitel zum einen Verfahren zur Losung von (4.1) entwickeln, die
dann selbstverstidndlich auch auf den Spezialfall (4.2) anwendbar sind. Die Wichtigkeit
dieses Spezialfalls liegt in diesem Zusammenhang darin, dass man bei der Interpolation
einer Funktion f in natiirlicher Weise einen Interpolationsfehler iiber den Abstand zwischen
f und F' definieren kann, und daher ein Maf} fiir die Giite des Verfahrens erhélt. Bei
der Dateninterpolation macht dies keinen rechten Sinn, das es ja keine Funktion f gibt,
beziiglich der man einen Fehler messen konnte.

Zum anderen werden wir Verfahren betrachten, die speziell auf die Funktionsapproximation
(4.2) zugeschnitten sind, da sich bei diesen die Wahl der Stiitzstellen z; aus dem Verfahren
ergibt, also nicht beliebig vorgegeben werden kann. Fiir die Funktionsapproximation werden
wir zusétzlich die sogenannte Hermite—Interpolation betrachten, bei der zusétzlich zu den
Funktionswerten auch Ableitungen vorgegeben werden.

61
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4.1 Polynominterpolation

Eine einfache aber oft sehr effektive Methode zur Interpolation ist die Wahl von F' als
Polynom, also als Funktion der Form

P(z) =ap+ a1z + asx?® + ... 4 apma™. (4.3)

Hierbei werden die Werte a;, i = 0,...,m, die Koeffizienten des Polynoms genannt. Die
hochste auftretende Potenz (hier also m, falls a,, # 0) heifit der Grad des Polynoms. Um zu
betonen, dass wir hier Polynome verwenden, schreiben wir in diesem Abschnitt ,, P* statt
»F fiir die Interpolationsfunktion. Den Raum der Polynome vom Grad < m bezeichnen
wir mit P,,. Dieser Funktionenraum ist ein m-+ 1—dimensionaler Vektorraum iiber R bzw. C
mit Basis B = {1,x,...,2™}, da Addition von Polynomen und Multiplikation mit Skalaren
wieder ein Polynom des selben Grads ergeben.

Das Problem der Polynominterpolation liegt nun darin, ein Polynom P zu bestimmen, das
(4.1) erfiillt. Zunéchst einmal miissen wir uns dazu iiberlegen, welchen Grad das gesuchte
Polynom haben soll. Hier hilft uns der folgende Satz.

Satz 4.1 Sei n € N und seien Daten (z;, f;) fiir ¢ = 0,...,n gegeben, so dass fiir die
Stiitzstellen paarweise verschieden sind, d.h. x; # x; fiir alle 7 # j. Dann gibt es genau ein
Polynom P € P, also vom Grad < n, das die Bedingung

P(l’l):fl fﬁrizo,l,...,n

erfiillt.

Beweis: Die Koeffizienten a; des interpolierenden Polynoms erfiillen das lineare Glei-
chungssystem

1 o .- 1’8 ap fo
1z .. ) an fn
Die Determinante dieser Matrix ist
n n
[T IT @i
i=1 \j=i+1

und ist damit ungleich Null, falls die x; paarweise verschieden sind. Also ist die Matrix
invertierbar und das Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung. b

Fiir n + 1 gegebene Datenpunkte (x;, f;) “passt“ also gerade ein Polynom vom Grad n.

Nun ist es aus verschiedenen Griinden nicht besonders effizient, dieses lineare Gleichungs-
system tatséchlich zu l6sen, um die a; zu bestimmen (wir erinnern daran, dass die direkte
Losung des linearen Gleichungssystems den Aufwand der Ordnung O(n?®) hat). Wir be-
trachten daher zwei andere Techniken zur Berechnung des Polynoms P. Beachte, dass
beide Techniken das gleiche Polynom berechnen, auch wenn dieses auf verschiedene Arten
dargestellt wird.
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4.1.1 Lagrange—Polynome

Die Idee der Lagrange—Polynome beruht auf einer geschickten Darstellung fiir Polyno-
me. Fiir die vorgegebenen Stiitzstellen zg, x1 ..., x, definieren wir fiir ¢ = 0,...,n die
Lagrange—Polynome L; als

n
— r—7Zj
Li(z) 11 —
i
Man rechnet leicht nach, dass diese Polynome alle vom Grad n sind, und dariiberhinaus
die Gleichung
1 firi=k

Lir) :{ 0 firi#k

erfiillen. Mit Hilfe der L; kann man das Interpolationspolynom einfach explizit berechnen.

Satz 4.2 Seien Daten (z;, f;) fiir ¢ = 0,...,n mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen
x; gegeben. Dann ist das eindeutige Interpolationspolynom P(z) mit P(z;) = f; gegeben
durch

P(z) =Y fiLi(z).
=0

Beweis: Offensichtlich ist die angegebene Funktion ein Polynom vom Grad < n. Dariiber-
hinaus gilt

n
P(ay) =Y fiLi(zr) = f,
i=0 v
=0 falls i#k
=fi falls i=k
also gerade die gewiinschte Bedingung (4.1). N

Die Lagrange—Polynome sind orthogonal (sogar orthononormal) beziiglich des Skalarpro-
duktes

(P,Q) =Y P(a:)Q(x:)
=0

auf dem Raum der Polynome P,, und bilden damit eine Orthonormalbasis von P,, beziiglich
dieses Skalarproduktes, da sich jedes Polynom vom Grad < n mittels

n

P= En: P(z;)Li = Y (P, Li)L;
=0

=0

als Summe der L; schreiben lidsst. Wir werden spéiter sehen, dass Orthogonalitéit (allerdings
beziiglich anderer Skalarprodukte) eine niitzliche Eigenschaft bei der Funktionsinterpola-
tion ist.

Beispiel 4.3 Betrachte die Daten (3, 68), (2, 16), (5, 352). Die zugehorigen Lagrange—
Polynome sind gegeben durch

rT—2x—-95 1
= (x—2)(x—

Lo(z) =



64 KAPITEL 4. INTERPOLATION

—

3:—3w—5_

L) =2 22 = L@ - 3)( - 5),
L) = f = 52 = (e~ 2)(x ~3).

Damit erhalten wir
1 1 1
P(zr) = —68 5(.% —2)(x—5)+16 g(:n —3)(x—5)+ 3526(1‘ —2)(z — 3).

Fiir z = 3 ergibt sich P(3) = —683(3 —2)(3 — 5) = 68, fiir z = 2 berechnet man P(2) =
163(2 —3)(2—5) = 16 und fiir z = 5 erhalten wir P(5) = 3524 (5 — 2)(5 — 3) = 352. 0

Durch Abzdhlen der notwendigen Operationen sieht man, dass die Auswertung des Poly-
noms P in dieser Form den Aufwand O(n?) besitzt, also deutlich effizienter als die Losung
eines linearen Gleichungssystems ist. Fiir eine effiziente Auswertung sollte man die Nen-
ner der Lagrange-Polynome vorab berechnen und speichern, damit diese nicht bei jeder
Auwertung von P erneut berechnet werden miissen.

Die Lagrange—Darstellung ist relativ aufwéndig, falls das Polynom fiir feste Daten sehr
oft ausgewertet werden muss, da jede Auswertung O(n?) Operationen benétigt. Zu diesem
Zweck werden wir im néchsten Abschnitt ein effizienteres Verfahren kennen lernen.

Die Lagrange—Darstellung ist aber durchaus praktikabel, falls man das Polynom oft an der
gleichen Stelle x, aber fiir wechselnde Werte f; auswerten will, da die Werte L;(x) dann im
voraus berechnet werden konnen und die Auswertung von P(x) mit vorberechneten L;(x)
nur die Ordnung O(n) besitzt. AuBlerdem ist die Lagrange—Darstellung fiir theoretische
Uberlegungen vorteilhaft, wie fiir den Beweis des folgenden Satzes, in dem wir die Kondition
des Polynominterpolationsproblems (fiir feste vorgegebene Stiitzstellen) betrachten. Die
Polynominterpolation ist ein lineares Problem, weshalb wir hier die Kondition als Norm
der linearen Abbildung von den Daten f; in den Raum der Polynome P,, berechnen kénnen,
den wir mit der Maximumsnorm

[Plloc := max |P(z)]
z€a,b]

auf dem Raum der stetigen reellwertigen Funktionen C/([a,b],R) versehen, wobei wir a =
min;—g ., 2; und b = max;—g ., x; wihlen (beachte, dass wir keine Ordnung der Stiitz-
stellen x; vorausgesetzt haben).

Satz 4.4 Seien xg, x1, ..., T, paarweise verschiedene Stiitzstellen und L; die zugehorigen
Lagrange—Polynome. Dann ist die absolute Kondition des Interpolationsproblems mit den
Stiitzstellen gegeben durch

n

> 1L

i=0
wobei A,, als Lebesgue—Konstante bezeichnet wird.

Kabs = Ay 1=

o0

Beweis: Wir betrachten die lineare Abbildung
¢: R — P,

n

(f07"'7fn) = Zf’LL’L

1=0
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und berechnen

il l$(f)loo
s =1 = 0 e
[1.f oo #0
Es gilt
BN = D f > il | Li)
i=0 i=0

n

> 1L

1=0

IN

= [[fllooAn,

o0

Il max 3" L) = 1f]
=0

fiir alle x € [a,b], woraus ||¢(f)]loo < ||f]lccAn fiir alle f € R und damit ||¢|| < A, folgt.
Fiir die umgekehrte Richtung konstruieren wir ein g € R"*! so, dass

> IL
=0 0

fiir ein 2* € [a, b] gilt. Sei dazu * € [a, b] die Stelle, an der die Funktion | Y. |L;(z)| | ihr
Maximum annimmt, also

6(9) (@) = llgllo

=A,.
i=0

n
> 1L
i oo

Wir withlen g € R als g; = sgn(L;(z*)). Dann gilt ||g|joo = 1 und g;L;(z*) = |L;(z*)],
also

[6(9)lloo = [6(9)(2")| = = [lglloc

Zgu Z\L ‘ lgllocAns

weswegen ||¢|| > A, ist. Zusammen erhalten wir also die Behauptung k.ps = ||¢] =
A

Die Zahl A, hingt natiirlich von der Anzahl und Lage der Stiitzstellen ab. In der folgen-
den Tabelle 4.1 sind die Konditionen fiir das Intervall [—1, 1] und verschiedene Anzahlen
aquidistante Stiitzstellen x; = —1 + 2i/n sowie fiir die sogenannten Tschebyscheff-Stiitz-
stellen z; = cos[(2i + 1)7/(2n + 2)], die wir in Abschnitt 4.3 néher kennen lernen werden,
dargestellt.

n ’ Kabs flir aquidistante Stiitzstellen ’ Kabs flir Tschebyscheff-Stiitzstellen

5 3.106292 2.104398
10 29.890695 2.489430
15 512.052451 2727778
20 10986.533933 2.900825

Tabelle 4.1: Kondition k. fiir verschiedene Stiitzstellen

Man sieht, dass das Problem fiir dquidistante Stiitzstellen und grofie n sehr schlecht kon-
ditioniert ist.
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4.1.2 Das Newton—Schema

Wie bereits erlautert, sind die Lagrange—Polynome schlecht geeignet, wenn ein Polynom
fiir feste Daten oft ausgewertet werden soll. In diesem Fall ist eine andere Berechnungsart
geeigneter, ndmlich das sogenannte Newton—Schema. Hierbei definiert man zunéchst die
folgenden Werte:

f[mz]:f“ i:O,...,n
und berechnet daraus fiir Stiitzstellen-Mengen der Form {x;, z;11,..., 2%} mit 0 <1 <
I 4+ k < n rekursiv die sogenannten dividierten Differenzen

f[xl7$l+17---axl+k—1] - f[xl+17$l+27---7$l+k]

fﬂ?l:xl e Tigk] T
[z1, @141 +k] T — ik

Abbildung 4.1 veranschaulicht diese rekursive Berechnung

i)
N
f[zo,ml]
/! N
f[$1] f[x()vxlva]
N /!
f[{El,{EQ] f[mo,ml,m,ms]
/! N /!
Jz2) fa100,05]
N /!
f[zg,zg]
/!
i3]

Abbildung 4.1: Hllustration des Newton—Schemas

Der folgende Satz zeigt, wie man aus den dividierten Differenzen das Interpolationspolynom
berechnen kann.

Satz 4.5 Seien Daten (z;, f;) fir @ = 0,...,n mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen
x; gegeben. Dann ist das eindeutige Interpolationspolynom P(z) mit P(x;) = f; fir i =
0,...,n gegeben durch

n k—1
P(l‘) = Z f[xo,...,:vk} H(.T - $j)
k=0 3=0

fiwo] T flzo,21](T = 20) + flag,21,00) (T — T0) (¥ — 71)
+ oot faoyzn) (@ — o) (@ — 1) - (T — Tp—1).
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass das Interpolationspolynom P(z) = a,t"+...+a1x+ag
die Gleichung

an = f[mo,.,.,xn] (44)

erfiillt. Um (4.4) zu beweisen, betrachten wir die Interpolationspolynome P? | und P ,

zu den Daten {(xg, fx) : k= 1,...,n} bzw. {(xg, fr) : £ =0,...,n — 1}. Fiir diese gilt
die Gleichung

Py = @0 = DPLA@) = (= 1)y () s

Ty — Tn

da die rechte Seite dieser Gleichung ein Polynom vom Grad < n definiert, dass die In-
terpolationsbedingung erfiillt. Der Beweis von (4.4) ergibt sich nun durch Induktion iiber
n: Fir n = 0 ist die Behauptung klar, fir n — 1 — n betrachten wir (4.5). Aus dieser
Gleichung folgt a, = (a”_; —a®_,)/(zo — n), wobei a?_; und a®_, die fithrenden Koeffi-
zienten von P? | bzw. PV | sind, fiir die nach Induktionsannahme a?_; = Jizo,en_y) und
al | = Jiwr,.. e ilt. Also ist

n 0 _
Uy 1= 0p 1 Jlzoyzna] = Jlwr,mn]

Ty — Tp Ty — Tp

Ay =

Wir zeigen die Behauptung des Satzes nun durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die
Aussage klar. Fiir n — 1 — n gilt nach Induktionsannahme

n—1 k—1
Pn_l(l') - Z f[l‘o,...,.l‘k} H(.’I; - xj)
k=0 §=0
fiir das Interpolationspolynom P,,_; zu den Daten {(x;, f;) : i =1,...,n — 1}. Bezeichne

P,, das Interpolationspolynom zu {(z;, f;) : i =1,...,n}. Dann gilt fiir P, nach (4.4)

Pn(x) = f[xo,,,,,xn]wn + an—lmn_l + e + ao
n—1
Fiworwn) | [ (@ = 25) | + Qu-1(2)
7=0

fiir ein Polynom @Q,,—1 € P,_1. Dieses Polynom

n—1

anl(x) = Pn(x) - f[xo,...,mn] H(l‘ - xj)

J=0

erfiillt aber gerade die Bedingungen Q,—1(z;) = f; fiir i = 0,...,n — 1, weswegen Q,_1 =
P,,—1 gelten muss, woraus die behauptete Gleichung

n—1
Pn(l‘) = f[mo,...,acn} H(w - -Tj) + Pnfl(l‘)
=0
n—1 n—1 k—1
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folgt. 0

Beachte, dass wir fiir dieses Polynom nur jeweils die Werte aus den ersten Zeilen des
Schemas benétigen. Die anderen werden jedoch zur Berechnung dieser Werte gebraucht.

Wir wiederholen unser Beispiel aus dem letzten Abschnitt.

Beispiel 4.6 Betrachte die Daten (3; 68), (2; 16), (5; 352). Die dividierten Differenzen
ergeben sich als

f[xo] =68
N\
f[xg,ml] = 6§:§6 =52
/ N\
f[xl] =16 f[xo,xl,:rg} = % =30
N\ /
flar,20) = % =112
/
f[xz] = 352

Damit erhalten wir das Interpolationspolynom
P(z) = Py(z) = 68 + 52(x — 3) + 30(z — 3)(x — 2).

Fiir z = 3 erhalten wir P(3) = 68, fiir z = 2 ergibt sich P(2) = 68+52(2—3) = 68—52 = 16
und fiir x = 5 berechnet man P(5) = 68 +52(5 —3)+30(5—3)(5 —2) = 68 4104+ 180 =
352. o

Auch wenn die Berechnung des Interpolationspolynoms iiber das Newton—Schema kom-
pliziert aussieht, hat sie mehrere Vorteile. Zum einen lassen sich weitere Datenpunkte
(24, f;) leicht hinzufiigen, da sich die Polynome fiir mehr Stiitzstellen einfach durch Ad-
dition zusétzlicher Terme aus denen fiir weniger Stiitzstellen ergeben. (Dafiir miissen hier
schon bei Anderung eines einigen Wertes f; alle von f; abhéngigen dividierten Differenzen
neu berechnet werden.)

Zum anderen lassen sich sowohl die Berechnung der dividierten Differenzen als auch die
Auswertung des Polynoms sehr effizient implementieren. Die Berechnung der dividierten
Differenzen kann mit dem folgenden Algorithmus durchgefiihrt werden, wobei die Schreib-
weise

Fo = flzo)y 1 = flwoz1]r-++> Fn = Jlzo,z1,. 2]

verwendet wird.

Algorithmus 4.7 (Berechnung der dividierten Differenzen)
Gegeben seien die Daten (xo, fo),. .., (Zn, fn)-

(0) Fiir ¢ von 0 bis n setze F; := f;

(1) Fiir k von 1 bis n

Fiir ¢ von n bis k (nach unten zidhlend) berechne F; := Fima Py

Tij—k—Tq
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Dieser Algorithmus hat einen Aufwand von der Ordnung O(n?). Sind diese F; einmal be-
rechnet, so lésst sich das Interpolationspolynom mit der folgenden Formel, dem sogenannten
Horner—Schema auswerten.

Algorithmus 4.8 (Berechnung von P(z) mittels Horner—Schema)
Gegeben seien die Stiitzstellen xg, ..., x,, die dividierten Differerenzen Fy,..., F, aus Al-
gorithmus 4.7 und ein = € R. Dann erhalten wir p = P(x) mittels

(0) Setze p:= F,

(1) Fiir i von n — 1 bis 0 berechne p := F; + (x — x;)p

Beachte, dass dieser Algorithmus nur einen Aufwand der Ordnung O(n) besitzt, und damit
viel effizienter als die Auswertung des Polynoms in Lagrange—Darstellung ist. Das Newton—
Schema ist also vorzuziehen, wenn ein Interpolations—Polynom einmal berechnet und dann
sehr oft ausgewertet werden soll.

4.1.3 Fehlerabschitzungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem der Funktionsinterpolation (4.2) fiir eine
gegebene Funktion f : R — R. Wir wollen abschiitzen, wie grofl der Abstand des in-
terpolierenden Polynoms P von der Funktion f ist. Hierbei bezeichnen wir mit [a,b] ein
Interpolationsintervall mit der Eiganschaft, dass alle Stiitzstellen z; € [a,b] erfiillen und
wir verwenden wieder die Maximumsnorm

Il = max |f(a).

Der folgende Satz gibt eine Abschétzung fiir den Abstand in Abhéngigkeit von den Stiitz-
stellen an. Hierbei bezeichnet f*) die k-te Ableitung der Funktion f.

Satz 4.9 Sei f (n+ 1) mal stetig differenzierbar und sei P das Interpolationspolynom zu
den paarweise verschiedenen Stiitzstellen zg, ..., z,. Dann gelten die folgenden Ausagen.

(i) Fiir alle = € [a, b] gibt es ein £ € [a,b], so dass die Gleichung

FIE)

(x —zo)(z —21) -+ (& — zp)
gilt.
(ii) Fir alle € [a, b] gilt die Abschétzung

(r —xo)(x —x1) -+ (T — xp)
(n+1)! ’

[f(@) = P@@)] < 11"V
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(iii) Es gilt die Abschitzung

(b _ a)n+1

— Pl < (n+1) o
I = Pl < 15040 G0

Beweis: (i) Wéhle ein x € [a, b] und setze

f(z) — P(x)

(x —x0) (v — x)

CcC =

Mit diesem ¢ definieren wir die Funktion

Ay) = fy) = P(y) —c(y —x0) -+ (Y — Tn)-

Dann ist A(y) wieder (n + 1) mal stetig differenzierbar und hat (mindestens) die n + 2

Nullstellen y = zg,...,z, und y = . Wir nummerieren diese Nullstellen aufsteigend mit

der Bezeichnung y((]o) < ygo) <... < yr(gzl. Nach dem Satz von Rolle gilt: Zwischen je zwei

Nullstellen der Funktion A(y) liegt (mindestens) eine Nullstelle ihrer Ableitung A’(y). Also

liegt fiir jedes i = 0, ..., n zwischen den Werten y-(o) und ygi)l ein Wert yz(l) mit A/ (yi(l) ) =0,

und wir erhalten n+1 Nullstellen y(()l) < ygl) <...< y,(f) fiir die Ableitung A’(y) = AWM (z).

Indem wir induktiv fortfahren, erhalten wir n+1— k Nullstellen y[()k) < ygk) <... < y(k)

n+l—~k
fiir die Ableitung A®) und damit fiir & = n + 1 eine Nullstelle £ = 53"V fiir die Funktion

Am+1)

Da P ein Polynom vom Grad < n ist, folgt P("*1) () = 0, auBerdem gilt [(y — z¢) - - - (y —
2,)] 1) = (n +1)! fiir alle € R. Damit erhalten wir

0= A0 = UD€ — c(n+1)! = FHV(E) -

e f(x) - Pl2)
(nJrl) _ X)) — xT
Auflosen nach f(x) — P(x) liefert die Gleichung in (i).

(ii) Diese Abschitzung folgt aus (i) wegen

(n+ 1)L

R PAARI6)
|f(z) = P(z)] = m(ﬂﬁ —zo)(r — 1)+ (T — 2p)
S (y)
< s |G o))
da & € [a, b] ist.

(iii) Fiir alle z und z; aus [a, b] gilt die Abschétzung

|z — 2] <b—a.
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Damit erhalten wir aus (ii)

b— a)nJrl
Pl < [y P
R R
also gerade die Behauptung. 0

Wir illustrieren diese Abschétzung an 2 Beispielen.

Beispiel 4.10 Betrachte die Funktion f(x) = sin(z) auf dem Intervall [0, 27]. Die Ablei-
tungen von “f” sind

FO(x) = cos(x), fO(x)=—sin(x), fO(x)=—cos(x), fP(z)=sin(z), ...

Fiir alle diese Funktionen gilt |f*)(z)| < 1 fiir alle 2 € R. Mit fquidistanten Stiitzstellen
x; = 2mi/n ergibt sich damit die Abschétzung

bh— a)nJrl (27T)n+1

x)— P(x <max’(”+1) )( < .

(@) = Pla)] < mae [ 100 0)| G0 < T
Dieser Term konvergiert fiir wachsende n sehr schnell gegen 0, weswegen man schon fiir
kleine n eine sehr gute Ubereinstimmung der Funktionen erwarten kanmn. m

Beispiel 4.11 Betrachte die Funktion f(z) = 1/(1+ 22) auf dem Intervall [-5, 5]. Die ex-
akten Ableitungen fithren zu ziemlich komplizierten Termen, man kann aber nachrechnen,
dass fiir C =~ 5 die Abschéitzung

C n!
M) () o &
Jnas W~
gilt. Damit ergibt sich
b— a)nJrl
_ < (n+1) (—
£() = P@)| < max |1 )| S
. C (n+ ) (b—a)"t? 5 (n41)! 107t 2t
n+1 Cvtl (n+ 1! — n+1 51 (n4+1)!  Tn41

Dieser Term wichst fiir grofle n gegen unendlich, weswegen die Abschétzung hier keine
brauchbare Fehlerschranke liefert, und tatséchlich zeigen sich bei dieser Funktion fiir dqui-
distante Stiitzstellen bei numerischen Tests grofie Probleme; insbesondere lédsst sich fiir
wachsende n keine Konvergenz erzielen, statt dessen stellt man fiir grofie n starke Schwan-
kungen (“Oszillationen”) des interpolierenden Polynoms fest. o

Abschlielend sei zur Polynominterpolation noch bemerkt, dass die Berechnung von inter-
polierenden Polynomen fiir eine grofle Anzahl n von Stiitzstellen i.A. problematisch ist, da
Polynome hohen Grades leicht zu starken Oszillationen neigen, die sich wegen der schlech-
ten Kondition (zumindest bei dquidistanten Stiitzstellen) durch Rundungsfehler selbst dann
einstellen konnen, wenn die zu interpolierende Funktion gutartig ist.

Wir werden daher in den néchsten Abschnitten weitere Moglichkeiten zur Interpolation
betrachten, die diese Probleme umgehen, da sie entweder die Verwendung von Polynomen
hohen Grades vermeiden oder die schlechte Konditionierung durch geeignete Stiitzstellen-
wahl abmildern.
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4.2 Splineinterpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt wiederum das Interpolationsproblem (4.1), nehmen
aber jetzt der einfacheren Schreibweise wegen an, dass die Stiitzstellen aufsteigend ange-
ordnet sind, also zg < z1 < ... < z, gilt.

Die Grundidee der Splineinterpolation liegt darin, die interpolierende Funktion (die wir
hier mit “S” fiir “Spline” bezeichnen) nicht global, sondern nur auf jedem Teilintervall
[i, zi+1] als Polynom zu wihlen. Diese Teilpolynome sollten dabei an den Intervallgrenzen
nicht beliebig sondern moglichst glatt zusammenlaufen. Eine solche Funktion, die aus glatt
zusammengefiigten stiickweisen Polynomen besteht, nennt man Spline.

Formal wird dies durch die folgende Definition prézisiert.

Definition 4.12 Seien gy < 1 < ... < x, Stiitzstellen und k£ € N. Eine stetige und
(k — 1)—mal stetig differenzierbare Funktion S : [zg, z,] — R heiBt Spline vom Grad k, falls
S auf jedem Intervall I; = [z;_1, ;] mit ¢ = 1,...,n durch ein Polynom p; vom Grad < k
gegeben ist, d.h. fiir x € I; gilt

k
S(x) = pi(x) = a0+ an (@ — 1) + ...+ aip(@ —z1)" = Z%’j@ —z1).
j=0

Den Raum der Splines vom Grad k zur Stiitzstellenmenge A = {xg,z1,...,z,} bezeichnen
wir mit Sa . o

FEin solcher Spline aus Definition 4.12 16st dann das Interpolationsproblem, falls zusédtzlich
die Bedingung (4.1) erfiillt ist, also S(z;) = f; fir alle i =0, ..., n gilt.

Bevor wir an die Berechnung von Splines gehen, zeigen wir eine Eigenschaft des Funktio-
nenraums SA k-

Satz 4.13 Sei A = {zg,x1,...,2,} mit xg < 21 < ... < x, und k € N gegeben. Dann ist
der Raum der Splines Sa i ein k + n—dimensionaler Vektorraum iiber R.

Beweis: Sicherlich ist mit 57 und Sy auch aS; + bSs fiir a, b € R wieder ein Spline, also
ist Sa 1 ein Vektorraum. Um die Dimension zu berechnen, geniigt es, die Anzahl der freien
Parameter a;; zu bestimmen. Auf dem ersten Intervall I; haben wir freie Wahl fiir pq, also
gibt es genau k + 1 freie Parameter. Auf jedem weiteren Intervall I; fiir ¢+ > 2 sind die
Werte der j—ten Ableitung pgj)(:ri,l) = jla;j fir j = 0,...,k — 1 bereits festgelegt, da die
zusammengesetzte Funktion S in x;_; ja stetig und k — 1-mal stetig differenzierbar ist, es
muss also A
@ 5 :pgi)l(xi_l)/j! fir j=0,...,k—1

gelten. Daher ist hier nur noch der Koeffizient a;j, frei wihlbar, was auf den n — 1 verblei-
benden Intervallen gerade n — 1 weitere freie Parameter ergibt, also insgesamt k + n. b

Bemerkung 4.14 Da die Spline-Koeffizienten a;; linear voneinander abhingen, lésst
sich dieser Satz wie folgt interpretieren: Zu je n + k beliebig festgelegten Koeffizienten
a; ; existiert genau ein Spline S, dessen Koeffizienten mit den vorgegebenen iibereinstim-
men. m
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Von besonderer praktischer Bedeutung in vielen Anwendungen sind die kubischen Splines,
also der Splines vom Grad k = 3; den Grund dafiir werden wir etwas spéter besprechen.
Zunichst wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit des interpolierenden kubischen Splines
S € Sa 3 fir gegebene Daten (x;, f;) mit zo < z1 < ... < x, betrachten. Offenbar erfiillt
der Spline genau dann das Interpolationsproblem (4.1), wenn die Bedingungen

ajo= fici firi=1,....,n
und (4.6)
 fa— ano — ana(@n — 2p—1)? — ans(zn, — zp-1)?
ap1 =
Tp — Tn—1

erfiillt sind, womit genau n + 1 Koeffizienten festgelegt sind. Da wir nach Bemerkung 4.14
genau dim Sa j, = n + 3 Koeflizienten festlegen miissen, verbleiben also 2 weitere Koeffizi-
enten, die durch geeignete Bedingungen festgelegt werden miissen, um einen eindeutigen
interpolierenden Spline zu erhalten. Diese werden typischerweise in Form von Randbedin-
gungen, also Bedingungen an S oder an Ableitungen von S in den Punkten zy und z,
formuliert. Das folgende Lemma stellt drei mogliche Bedingungen vor.

Lemma 4.15 Gegeben seien Daten (z;, f;) fiir ¢ = 0,...,n mit zop < 1 < ... < x, und
A ={xzg,z1,...,2,}. Dann gibt es fiir jede der Randbedingungen

(a) §"(xg) =8"(xn) =0 (“natiirliche Randbedingungen”)
(b) S(x0) = S (xy) und S"(x¢) = S"(xy) (“periodische Randbedingungen”)
(c) S'(x0) = f'(xo) und S'(zy,) = f'(xp) (“hermitsche Randbedingungen”,

nur sinnvoll bei der Funktionsinterpolation)

genau einen kubischen Spline S € Sa 3, der das Interpolationsproblem (4.1) 16st und die
entsprechende Randbedingung (a), (b) oder (c) erfiillt.

Beweis: Jede der angegebenen Bedingungen lésst sich als Bedingung an zwei weitere Ko-
effizienten des Splines formulieren. Deswegen sind zusammen mit (4.6) genau n + 3 Ko-
effizienten festgelegt, fiir die es nach Bemerkung 4.14 genau einen Spline gibt, der diese
Bedingungen erfiillt. 0

Kubische Splines werden in Anwendungen wie z.B. der Computergrafik bevorzugt verwen-
det, und wir wollen als néchstes den Grund dafiir erlautern. Ein Kriterium zur Wahl der
Ordnung eines Splines — speziell bei grafischen Anwendungen, aber auch bei “klassischen”
Interpolationsproblemen — ist, dass die Kriimmung der interpolierenden Kurve méglichst
klein sein soll. Die Kriimmung einer Kurve y(z) in einem Punkt z ist gerade gegeben durch
die zweite Ableitung y”(z). Die Gesamtkriimmung fiir alle = € [z, ;] kann nun auf ver-
schiedene Arten gemessen werden, hier verwenden wir die Lo—Norm || - ||2 fiir quadratisch
integrierbare Funktionen, die fiir g : [xg, x,] — R durch

o= ( | 92<x>dx>%



74 KAPITEL 4. INTERPOLATION

gegeben ist. Die Kriimmung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion y : [xg, z,] — R
iiber dem gesamten Intervall kann also mittels ||y”||2 gemessen werden. Hierfiir gilt der
folgende Satz.

Satz 4.16 Sei S : [xg,z,] — R ein die Daten (z, f;), ¢ = 0,...,n interpolierender ku-
bischer Spline, der eine der Randbedingungen (a)—(c) aus Lemma 4.15 erfillt. Sei y :
[0, 2n] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die ebenfalls das Interpolati-
onsproblem 16st und die gleichen Randbedingungen wie S erfiillt. Dann gilt

15"ll2 < [ly"[|2.

Beweis: Setzen wir die offensichtliche Gleichung y” = S” + (y” — S”) in die quadrierte
Norm ||y”|3 ein, so folgt

I3 = / (v (2))de

0
In

-/ (8" @) 12 / " S @) (@) — S"(2))da + | e - 5@

0 Zo o

=151 = =0
> 18”13 + J.

Wir betrachten nun den Term J genauer. Aus jeder der drei Randbedingungen folgt die
Gleichung

|5 (@)(y (@)~ S (2))]

=8 )0 )~ 8 ()~ 5 o) (4 (20) — S (w0)) = 0. (47)
Mit partieller Integration gilt
[ s @ @) - 8" @nds = [s"@ @) - @] - [ 8@ @) - 8 @)

To T=X(Q 0

Hierbei ist der erste Summand wegen (4.7) gleich Null. Auf jedem Intervall I; = [z;_1, x;]
ist S(x) = p;(x) ein kubisches Polynom, weswegen S’ (z) = d; konstant fiir x € I; ist. Also
folgt fiir den zweiten Summanden

/mn S (@) (y () — §'(x))dz = Z/m di(y'(x) — 5'(x))dx
Z0 i=1 Y Ti—1

= Zdl/ Z v (x) — S (z)dw
i=1 Ti—1

= > di[(y(@i) —y(wi1) = S(wi) + S(xi1)] = 0
=1 =0,day(z;)=S(z;) und y(x;—1)=5S(z;—1)

Damit erhalten wir J = 0 und folglich die Behauptung. b

Diese Eigenschaft erklidrt auch den Namen Spline: Ein “Spline” ist im Englischen eine
diinne Holzlatte. Wenn man diese so verbiegt, dass sie vorgegebenen Punkten folgt (diese
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also “interpoliert”), so ist auch bei dieser Latte die Kriimmung, die hier ndherungsweise
die notwendige “Biegeenergie” beschreibt, minimal — zumindest fiir kleine Auslenkungen
der Latte.

Wir kommen nun zur praktischen Berechnung der Spline-Koeffizienten fiir kubische Spli-
nes. Hierbei gibt es verschiedene Vorgehensweisen: man kann z.B. direkt ein lineares Glei-
chungssystem fiir die 4n Koeffizienten a; ; fiir i = 1, ..., n aufstellen, was aber wenig effizient
ist. Alternativ kann man geschickt gewéhlte Basis-Funktionen fiir den Vektorraum Sa 3
verwenden (sogenannte B-Splines), und S in dieser Basis berechnen; dieser Ansatz wird
im Buch von Deuflhard/Hohmann beschrieben. Dies fithrt auf ein n—dimensionales lineares
Gleichungssystem mit tridiagonaler Matrix A. Es werden bei diesem Verfahren allerdings
nicht die Koeffizienten a;; berechnet, sondern die Koeffizienten beziiglich der B-Spline
Basis, die Auswertung von S muss demnach ebenfalls iiber diese Basisfunktionen erfolgen.

Hier stellen wir eine weitere Variante vor, mit der direkt die Koeffizienten a;; berech-
net werden, so dass S iiber die Darstellung in Definition 4.12 ausgewertet werden kann,
was z.B. der Vorgehensweise in MATLAB entspricht. Wir kommen hierbei ebenfalls auf ein
n—dimensionales lineares Gleichungssystem mit tridiagonaler Matrix A, so dass der Auf-
wand der Berechnung von der Ordnung O(n) ist. Wir betrachten zuerst die natiirlichen
Randbedingungen.

Hierzu definieren wir zunéichst die Werte
fi'=8"(x;) wnd hi =z —xi
firi=0,...,nbzw. i =1,...,n. Lost man dann die 4 Gleichungen
Si(xi-1) = fi—1, Si(wi) = fi, Si(xi-1) = fil1, Si(zi) = fi' (4.8)

— unter Ausnutzung der Ableitungsregeln fiir Polynome — nach den a;; auf, so erhilt
man

a0 = fi-1

fi— fi1 b
a1 = %_é(f{/"i_in”—l)
o
12 2

n_ gn
a;3 = fz 2—1'

6h;

Da die Werte h; und f; ja direkt aus den Daten verfiigbar sind, miissen lediglich die Werte
17 berechnet werden. Da aus den natiirlichen Randbedingungen sofort f}' =0 und f/ =0
folgt, brauchen nur die Werte f{,..., f//_; berechnet werden.

Beachte, dass wir in (4.8) bereits die Bedingungen an S; und S/ in den Stiitzstellen verwen-
dent haben. Aus den noch nicht benutzten Gleichungen fiir die ersten Ableitungen erhilt
man nun die Gleichungen fiir die f{": Aus Sj(z;) = S; (2;) erhilt man

a1+ 2ai2(z; — xi—1) + 3a;3(x; — 56i71)2 =aj+11
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fir i = 1,...,n — 1. Indem man hier die Werte f/ und h; geméf den obigen Gleichungen
bzw. Definitionen einsetzt erhdlt man

hzle/_l + 2(hz + hi-i—l)fi// + hz-}-lfl/g_l — 6fi+1 - fZ o 6fl - f’i*l —. 61
hit1 h;
fir ¢ = 1,...,n — 1. Dies liefert genau n — 1 Gleichungen fiir die n — 1 Unbekannten
7, ..., f)_1. In Matrixform geschrieben erhalten wir so das Gleichungssystem
1"
: : 0
ho 2(h2 + hg) hs t. : }/ !
2 02
0 ha ' ' . B .
. ) 0
: . T . hn,1 ’r{Llfl 577,—1
0 e o 0 hpo1 2(hp—1+ hy)

Zur Berechnung des Interpolationssplines 16st man also zunéchst dieses Gleichungssystem
und berechnet dann geméf der obigen Formel die Koeffizienten a; ; aus den f}..

Fiir dquidistante Stiitzstellen, also xp — zp_1 = hg = h fiir alle £k = 1,...,n, kann man
beide Seiten durch h teilen, und erhélt so das Gleichungssystem

4 1 0 - - 0 )
1! 6
1 4 1 " : 1 o
5 )
0 1 : B
1 0
: 1 4 1 - 601
0 1 4

mit 8, = &, /h, welches ein Beispiel fiir ein lineares Gleichungssystem mit (offensichtlich)
diagonaldominanter Matrix ist.

Fiir andere Randbedingungen verdndert sich dieses Gleichungssystem entsprechend. Wenn
wir z.B. die hermitschen Randbedingungen verwenden wollen, so fallen die Bedingungen
f§ = f7) = 0 weg. An ihre Stelle treten die Bedingungen S’'(zo) = f'(zo) und S'(z,) =
f'(zy,), die sich in den obigen Koeffizienten als

2hi fl +hf] = }%(fl — fo) — 6f'(x0)

6

I, ;L,—l+2hnrlb/ = _h_(fn_fn—1)+6f/(xn)

schreiben, und die man zu dem obigen Gleichungssystem als erste und letzte Zeile hinzufiigt.
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Fiir dquidistante Stiitzstellen ergibt sich dieses zu

2 1 0 0
1 4 1 (,), 50
0 1 4 1 " : ! o1
1 . . -
1 0 1/":;1 S@—l
n 571
: 1 4 1
0 1

mit 0y, = 0y /h, fir k=1,...,n—1,

o= (i = o) = S @0) wmd By = = fa) + S (w),

also wieder ein Gleichungssystem mit diagonal dominanter Matrix.

Zum Abschluss wollen wir noch kurz auf den Interpolationsfehler bei der Splineinterpolation
eingehen. Die Analyse dieses Fehlers ist recht langwierig, das Ergebnis, das wir hier ohne
Beweis geben, allerdings sehr leicht darzustellen. Der folgende Satz wurde von C.A. Hall
und W.W. Meyer bewiesen'.

Satz 4.17 Sei S € Sa3 der interpolierende Spline einer 4 mal stetig differenzierbaren
Funktion f mit hermitschen Randbedingungen und Stiitzstellen A = {zg,...,z,}. Dann
gilt fiir h = maxy(zx — x;_1) die Abschitzung

5

4y £(4)

If = Sllee <

4.3 Funktionsinterpolation und orthogonale Polynome

Wir kehren in diesem Abschnitt zur Polynominterpolation zuriick und wollen uns nun
speziell mit der Frage der Funktionsinterpolation (4.2) beschéftigen. Wie bereits erwihnt,
unterscheidet sich diese von der Dateninterpolation (4.1) dadurch, dass man die Stiitzstellen
x; frei wahlen kann. Dies fithrt auf die Frage, wie man diese Stiitzstellen fiir ein gegebene-
nes Interpolationsintervall [a,b] — ohne Kenntnis der zu interpolierenden Funktion f —
optimal wihlen kann.

Ein wesentliches Hilfsmittel hierbei sind orthogonale Polynome, die wir zunéchst betrachten
wollen. Orthogonalitit ist immer beziiglich eines Skalarproduktes definiert, hier verwenden
wir das folgende Skalarprodukt.

1C.A. Hall und W.W. Meyer, Optimal error bounds for cubic spline interpolation, Journal of Approxi-
mation Theory 16(1976), pp. 105-122.
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Definition 4.18 Sei w : (a,b) — R* eine positive und auf [a,b] Lebesgue-integrierbare
Gewichtsfunktion®. Dann definieren wir auf dem Raum P der Polynome das Skalarprodukt

b
(PL, Py = / (@) Py (2) Py(z)dar

fiir P, P, € P. Mit

b
| Pllw := V(P P), = \// w(z)(P(x))?dz

bezeichnen wir die zugehorige Norm und wir setzen voraus, dass w so gewdhlt ist, dass
| P||o fiir jedes P € P endlich ist. O

Mit diesem Skalarprodukt kénnen wir nun Orthogonalitét definieren.

Definition 4.19 Eine Folge (Py)ren, von Polynomen mit Py, € Py ezakt vom Grad k (also
mit fithrendem Koeffizienten # 0) heiit orthogonal beziiglich w, falls

(P, Pj)y, =0fiiri#j und (P, Py = ||Pi|2 =7 >0

gilt. o

Der folgende Satz zeigt, dass orthogonale Polynome immer existieren und dariiberhinaus
durch eine einfache Rekursionsformel berechnet werden konnen.

Satz 4.20 Zu jeder Gewichtsfunktion w : [a,b] — RT gibt es eindeutig bestimmte Or-
thogonalpolynome (Py)ien, geméf Definition 4.19 mit fithrendem Koeffizienten = 1. Sie
erfiillen die Rekursionsgleichung

Pk(CE) = (.CC + bk)Pkfl(l') + CkPk,Q(x), k=1,2,...
mit den Anfangswerten P_; = 0, Py = 1 sowie den Koeffizienten

(Pr—1, Pr—1)w
(Pi—o2, Pr2)w

zPy_1, Pro1)w
(Pr—1, Pr—1)w

b=

und ¢ = —

Beweis: Wir beweisen den Satz per Induktion iiber k. Offenbar ist Py = 1 das einzige
Polynom vom Grad 0 mit fithrendem Koeffizienten gleich 1.

Fiir den Induktionsschritt kK —1 — k seien Py, Py, ..., Py_1 die ersten k orthogonalen Poly-
nome, die die angegebene Rekursionsgleichung erfiillen. Sei P, € P}, beliebig mit fiihrendem
Koeffizienten = 1. Da P,_1 € Pi_1 ist und sich die fithrenden Koeffizienten aufheben, folgt
P, —xP; 1 € Pr_1. Da die Py, P,..., P, wegen der Orthgonalitéit linear unabhéngig

2Beachte, dass w an den Randpunkten a und b nicht definiert sein muss, wenn wir das Lebesgue-Integral
verwenden.
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sind, bilden sie eine Basis von Pj_1, sogar eine Orthogonalbasis bzgl. (-,-),. Also gilt die
Gleichung

k—1
: (P — xPy—1, Pl
P, —zP._1 = Zdej mit dj = <PJ, Pj>w
J=0

Wir wollen nun Bedingungen an die Koeffizienten d; ermitteln, unter der Annahme, dass
Py, orthogonal zu zu Pj, j = 0,...,k — 1 ist. Falls P, diese Orthogonalititseigenschaft
besitzt, so muss notwendigerweise gelten

(®Py—1, Pj)w (Pr—1, 2Pj)w

d: = — —
’ (P}, Pj)o (P}, Pj)u
Fiir j =0,..., k=3 liegt xP; € Pj_2, ldsst sich also als Linearkombination von Fy, ..., P;_2
ausdriicken, weswegen (Py_1, 2Pj), = 0 und damit dy = d; = ... = dy_3 = 0 gelten muss.

Fiir die verbleibenden Koeffizienten di_; und di_> muss gelten

(Pr—1, 2Pr—1)w
(Pe—1, Pr—1)w

dy_o = _<P]f*17 .’I}Pk,2>w _ (Pr—1, Pr—1)w
B (Pr—2, Pr—2)w (Po—2, Pr_2)o’

dp—1 = —

wobei sich die letzte Gleichung aus der Induktionsannahme
Py1(z) = (@ + bg—1) Pe—2(2) + cp—1P5—3(2)

mittels
(Pr—1, Pr—1)0w = (Py—1, *Py—2)w + (Pr—1, bp—1Pr—2 + c—1Py_3)

= 0 wegen Orthogonalitéit

ergibt. Also folgt
Py =1tPy 1 +dp_ 1Py 1 +dp2Pyo = (t+by)Pr_1 + cp Pr_o.

Da die Koeffizienten b und ¢ und das Polynom Py hierdurch eindeutig bestimme sind,
folgt die Behauptung. i

Bemerkung 4.21 Fiir numerische Zwecke ist die hier angegebene Rekursionsformel i.A.
schlecht geeignet, da die Auswertung dieser Formel numerisch sehr instabil, d.h. anfillig
gegeniiber Rundungsfehlern ist. Numerisch stabile Algorithmen zur Berechnung orthogo-
naler Polynome werden z.B. in Kapitel 6 des Buches Numerische Mathematik I von P.
Deuflhard und A. Hohmann, deGruyter Verlag Berlin, betrachtet. o

In der Praxis ist es meist einfacher, von der in Satz 4.20 angegebenen Rekursion auszu-
gehen anstatt von dem Skalarprodukt (,-),. Beachte, dass nicht jede Rekursionsformel
automatisch Polynome mit fiihrendem Koeffizienten = 1 erzeugt. Man kann diese normier-
ten Polynome aber leicht durch eine geeignete nachtréigliche Skalierung erhalten.

Wir werden jetzt eine spezielle Rekursionsformel und die daraus entstehenden Tscheby-
scheff-Polynome néher betrachten. Im n#chsten Kapitel iiber numerische Integration wer-
den wir weitere Familien orthogonaler Polynome kennen lernen.
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Die fiir die Interpolation wichtige Rekursionsformel ist gegeben durch

Ti(z) = 22T—1(x) — Th—o(x). (4.9)

Das folgende Lemma fasst die Eigenschaften der zugehorigen orthogonalen Polynome, der
sogenannten Tschebyscheff-Polynome zusammen.

Satz 4.22 Fiir die durch die Rekursion (4.9) gegebenen Tschebyscheff-Polynome Ty, k =
0,1,2,..., gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die Polynome sind fiir x € [—1,1] gegeben durch Ty (z) = cos(k arccos(z)).
(ii) Fiir & > 1 sind die T} von der Form

k-1

Tk(l’) = Qk_ll'k + Ztkﬂ'l’i
=0

(iii) Jedes T}, besitzt genau die k& Nullstellen

20 -1 . B
xk7l—cos< o 7r> fir 1=1,...,k.

Diese werden Tschebyscheff-Knoten genannt.
(iv) Die Ty, sind orthogonal beziiglich der auf (—1,1) definierten Gewichtsfunktion
1

w(z) = ——.
@ ==
Genauer gilt
0, falls i # j
(T;, Tj)w = § m, fallsi=35=0

w/2, fallsi=j>0

Beweis: (i)-(iii) folgen durch Nachrechnen, vgl. Aufgabe 32 (a)-(c) auf dem 9. Ubungs-
blatt.

(iv): Wir betrachten das Skalarprodukt
1
(T T = [ wla) BT e)ds
-1

Zum Losen dieses Integrals verwenden wir die Variablensubstitution = = cos(«), also dx =
— sin(a)da, und die Darstellung der Ty, aus (i). Damit folgt

! 0 1 . . .
/_lw(af;)ﬂ(x)ﬂ(a})dm = /ﬂ WCOS(ZQ) cos(ja)(—sin(a))da
=sin(a)
" . . [ . )
= /0 cos(ia) cos(ja)da = §/W cos(iar) cos(ja)da

— i/ﬂ cos((i + j)ar) 4 cos((i — j)a)dey,

—T
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wobei wir im vorletzten Schritt die Gleichung cos(a) = cos(—a) und im letzten Schritt die
Gleichung 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) verwendet haben.

Fiir i # j folgt wegen sin(kw) =0 fir k € Z

(Ti, Tj)w = i L y sin((i + j)a) + - 1j sin((4 —j)a)} =0

fiir i = 7 = 0 folgt

1 (7 1 @
(To, To)w = 1 / cos(0) + cos(0)da = — [2@} =7
und fiir 7 = 5 > 0 folgt wiederum mit sin(kw) =0

1 /7 111 T
(T;, Ti)w = 1 / cos(2ia) + cos(0)da = 1 [2— sin(2ia) + a] =
t —T

SE

—Tr

O

Die Bedeutung der Tschebyscheff-Polynome fiir die Funktionsinterpolation ergibt sich aus
der Fehlerabschétzung aus Satz 4.9(ii). Dort haben wir die Ungleichung

(r —xo)(x — 1)+ (T — xp)
(n+1)! ’

f(@) = P@)] < 11"V

(4.10)

fir € [a,b] bewiesen. Wir wollen nun untersuchen, wie man die Stiitzstellen z; wihlen
muss, so dass diese Fehlerschranke minimal wird. Da wir hierbei kein spezielles x vorgeben
wollen (die Abschitzung soll fiir alle x optimal sein), besteht die Aufgabe also darin,

Stiitzstellen xg, ..., z, zu finden, so dass der Ausdruck
m[a:}(;]\(m—xo)(az—xl)---(w—xnﬂ (4.11)
z€|a,

minimal wird.

Mittels der affinen Transformation Z = —1 + 2(x — a)/(b — a), kénnen wir ein Interpo-
lationsproblem auf einem beliebigen Intervall [a,b] auf das Intervall [—1, 1] transformie-
ren. Wenn wir hierfiir optimale Stiitzstellen Z; gefunden haben, kénnen wir aus diesen
mittels der zugehorigen Riicktransformation x = a 4+ (Z + 1)(b — a)/2 die Stiitzstellen
xi =a+ (Z; +1)(b— a)/2 auf [a, b] berechnen. Beachte, dass sich der Interpolationsfehler
unter diesen affinen Transformationen nicht dndert. Wir nehmen daher 0.B.d.A. an, dass
unser Interpolationsproblem auf dem Intervall [—1, 1] gegeben ist.

Definieren wir nun fiir beliebige Stiitzstellen x, ..., =, Rypt1(z) = (. —xo)(x —x1) -+ (x —
Zp), so definiert dies ein Polynom mit fithrendem Koeffizienten a,,4+1 = 1. Die Stiitzstellen
x; sind gerade die Nullstellen von R, 1 und der Ausdruck (4.11) ist gerade die Maximums-
norm || Ry||sc. Die Minimierung von (4.11) ist also dquivalent zur folgenden Problemstel-
lung: Unter allen Polynomen R, vom Grad n 4+ 1 mit fiihrendem Koeffizienten a,,+1 = 1
finde dasjenige mit kleinster Maximumsnorm auf [—1, 1].

Der folgende Satz zeigt, dass das normierte Tschebyscheff-Polynom T,,11/2" gerade das
gesuchte Polynom ist.



82 KAPITEL 4. INTERPOLATION

Satz 4.23 Sei || - ||oo die Maximumsnorm auf [—1, 1]. Dann gilt

HTn+1/2n||oo < ||Rn+1”oo

fiir jedes Polynom Ry, 1 der Form R,11(z) = (x — x9)(x — x1) - - - (x — x,) mit paarweise
verschiedenen Nullstellen x; im Intervall [—1,1].

Insbesondere minimieren die Tschebyscheff-Knoten

2i+1 .
T; = COS w), +1=0,...,n,
2n+2

also die Nullstellen von T}, 1, den Ausdruck (4.11) und damit die Fehlerabschitzung (4.10).

Beweis: Aus der Darstellung 7T),4+1(z) = cos((n + 1) arccos(x)) folgt sofort ||Tp+1]lec < 1.
AuBerdem gilt

|Th+1(z)]=1 < (n+1)arccos(z) = mr fiir ein m € Ny

m .
& xzcos( 17r> fiir ein m € Ny.

n +

Wir schreiben z,, := cos (nﬂ“w) Beachte, dass dies genau n + 2 Stellen Zg,...,ZTpt1

definiert und dass T5,41(Z,,) = 1 ist, falls m gerade oder gleich 0 ist und T3 41(Zm) = —1
gilt, falls m ungerade ist.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes Polynom @, 41 vom Grad n+1 mit fithrendem Koeffizienten
ans+1 = 2" die Ungleichung

Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir das Gegenteil an, d.h. es gelte [|Qn+1(2)]|co <
| Tn+1lloo- Wir betrachten die Differenz Q41 — Ty+1. Da sich die fithrenden Koeffizienten
aufheben, ist dies ein Polynom vom Grad < n. An den n + 2 Punkten Z,, gilt nun

m gerade oder 0: Ty41(Z) =1, Qn+1(@m) <1 = Qni1(@Tm) — Tnt1(Tm) <0

m ungerade : Tni1(Zm) = =1, Qni1(@Tm) > -1 = Qni1(@m) — Tny1(Tm) >0

Also wechselt Qp+1 — Ty+1 in jedem der n+ 1 Intervalle [%;, Z;+1], 7 =0, ..., n sein Vorzei-
chen und besitzt damit (mindestens) n+1 Nullstellen, was fiir ein Polynom vom Grad n nur
moglich ist, wenn es konstant gleich Null ist. Also ist Qp11—Tne1 = 0, damit Qpy1 = Tha1
was der Annahme ||Qn+1]loo < |Tn+1/l0o Widerspricht.

Die Behauptung ergibt sich nun sofort durch Skalierung von 7,41 und @Q,,+1 mit 1/2", da
sich jedes Polynom der im Satz angegebenen Form schreiben lésst als Ry, 1 = Qp41/2" fiir
ein Q41 aus (4.12).

Beachte, dass die Randpunkte —1 und 1 des Interpolationsintervalls keine Tschebyscheff—
Knoten und damit keine Stiitzstellen sind. Wir interpolieren mit dieser Methode also auch
auerhalb des durch die Stiitzstellen definierten Intervalls.

Die Implementierung dieser Stiitzstellen kann auf zwei verschiedene Weisen erfolgen: Zum
einen kann man eines der Verfahren aus Abschnitt 4.1 mit den oben angegebenen Stiitz-
stellen x; verwenden. Zum anderen ist es aber auch moglich, das interpolierende Polynom
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mit Hilfe der Basis {Ty,...,T,} von P, auszudriicken, d.h. man kann Koeffizienten -y
berechnen, so dass sich das interpolierende Polynom als

Py(z) = %’YoTo(iU) + ) wTi()
k=1

darstellen lisst, vgl. Aufgabe 32(e) auf dem 9. Ubungsblatt.

4.4 Hermite—Interpolation

Wir wollen abschlieend das Problem der Hermite-Interpolation® betrachten. Dies ist wie-
derum ein Funktionsinterpolationsproblem, bei dem aber zusétzlich zu den Funktionswer-
ten auch Ableitungen vorgegeben werden kdnnen.

Formal fassen wir dies, indem wir die bisher gemachte Annahme, dass die Stiitzstellen
paarweise verschieden sind, aufgeben. Zur einfacheren Notation nehmen wir an, dass die
Stiitzstellen aufsteigend angeordnet sind. So wire z.B.

o< T1 =T2=x3 < T4 < Ty =7Tg

nun eine erlaubte Stiitzstellenfolge. Zu jeder Stiitzstelle x; definieren wir mit d; ihre Viel-
fachheit, beginnend bei 0. Die oben angegebenen Stiitzstellenfolge gemeinsam mit ihren
Vielfachheiten wére z.B.

mi‘x0<x1:x2:m3<x4<x5:x6
di | 0 0 1 2 0 0 1

Das Problem der Hermite-Interpolation besteht nun darin, zu gegebenen Stiitzstellen
xo, . . ., Tn mit Vielfachheiten dy, ..., d, und einer gegebenen hinereichend oft differenzier-
baren Funktion f ein Polynom P zu finden, so dass die Bedingung

P(di)(xi) _ f(di)(l»i) firi=0,1,...,n (4.13)

erfiillt ist, wobei f( die n—te Ableitung von f bezeichnet. Wir bezeichnen das Interpola-
tionsintervall hier mit [a, b], und nehmen an, dass alle z; € [a, b] liegen. Die Randpunkte a
und b miissen jedoch keine Stiitzstellen sein.

Der folgende Satz zeigt, dass das Problem wohldefiniert ist.

Satz 4.24 Zu jeder Funktion f € C"[a,b] und jeder Stiitzstellenfolge x, ..., z, mit Viel-
fachheiten d; < r fiir ¢ = 0,...,n gibt es genau ein Polynom P € P,, welches (4.13)
erfiillt.

Beweis: Betrachte die lineare Abbildung

w:P, — RO
P (PY9)(z0), PY) (z1), ..., P\ (z,))

3Benannt nach dem franzdsischen Mathematiker Charles Hermite, 1822-1901.
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Diese Abbildung ist injektiv, d.h. u(P) = 0 impliziert P = 0. Dies gilt, da u(P) = 0
bedeutet, dass P mindestens n + 1 Nullstellen besitzt (mit Vielfachheiten gez#hlt), was

fiir ein Polynom vom Grad n nur fiir das Nullpolynom gelten kann. Da dimP, = n +
1 = dimR"™*! ist, ist die Abbildung p also auch surjektiv, damit invertierbar, woraus die
eindeutige Existenz von P folgt. 0

Zwei Spezialfiille dieses Problems sollen besonders erwahnt werden:

(1) Falls die z; paarweise verschieden sind, so erhalten wir das bekannte Funktionsinterpo-
lationsproblem (4.2).

(2) Falls alle z; iibereinstimmen, so besteht das Interpolationspolynom gerade aus den
ersten n + 1 Termen der Taylorentwicklung von f, also

n

P(z)=>)_ (”_jﬂ F9 (o). (4.14)
J=0 '

Man priift leicht nach, dass dieses P die Bedingung (4.13) erfiillt.

Im allgemeinen Fall kann man die Hermite—Interpolationspolynome mit Hilfe der dividier-
ten Differenzen aus Abschnitt 4.1.2 berechnen. Wir miissen deren Definition nur fiir den
Fall iibereinstimmender Stiitzstellen erweitern. Dazu definieren wir

f[x,]:f’m i:(),...,n

und
f[ ] i f[ﬂﬁlvwl+17---7ffl+k—1} B f[$l+17xz+2,---7xl+k] falls o 7é Tian
x,T O’ i ) +
1>ZTI4+1 I+k T — Tik
k
_ FARIED) falls o — . —
f[zl,xl+1,..,7q;l+k] = 7l , alls = ... = x4

Diese Definition ist nur fiir aufsteigend angeordnete Stiitzstellen sinnvoll, da ansonsten mit
der obigen Fallunterscheidung nicht alle méglichen Fille abgedeckt sind. Falls die Stiitz-
stellen nicht aufsteigend angeordnet sind, wendet man die obige Definition nach vorheriger
Sortierung der x; an.

Mit dieser Definition kénnen wir den folgenden Satz formulieren, der vollig analog zu Satz
4.5 ist.

Satz 4.25 Seien Stiitzstellen xg, x1, ..., , mit Vielfachheiten d; sowie eine Funktion f €
C"[a,b] mit r > d; gegeben. Dann ist das eindeutige Interpolationspolynom P(z) mit
Pl () = fld)(z;) fiir i = 0,...,n gegeben durch

n k—1
P(QZ) = Z f[xo,‘..,xk} H(ﬂ? - IL’]‘)
k=0 Jj=0

Jiwo] + Jizo,2:1] (T — 20) + flag,21,20) (T — T0) (2 — 21)
+ooo T+ flworzn] (T —20) (T —21) -+ (T — Tp—1).
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Beweis: Vollig analog zum Beweis des Satzes 4.5, wobei im Beweis von (4.4) der (einfache)
Fall x¢o = x,, separat betrachtet werden muss. i

Um hier den Interpolationsfehler zu analysieren, ist die folgende Beobachtung niitzlich.

Lemma 4.26 Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.25 erfiillt. Dartiberhinaus gelte
f € C™*1a,b]. Dann folgt

n

f((E) = P(LL’) + f[xo,...,zn,z] H((E - .Tj)
7=0

fir alle z € [a, b]

Beweis: Die Funktion

ﬁ(l‘) = P(:E) + f[a:o,...,a:n,ac] H(:L‘ - wj)

j=0
ist nach Satz 4.25 gerade das Hermite-Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen x,
vewy Tjy Ty Tigd, - -, Tn. Also gilt insbesondere P(z) = f(z), d.h. die Behauptung. N

Wir wollen dieses Lemma benutzen, um die Grofle des Interpolationsfehlers iiber die Grofle
des Terms fio) . wizmii1,n] H?:o (x—x) abzuschétzen. Hierfiir benstigen wir die folgende
Formel.

Lemma 4.27 Fiir die n—te dividierte Differenz einer n—mal stetig differenzierbaren Funk-
tion gilt die Hermite—Genocchi—Formel

f[a:o,...,xn] :/ f(n) (Z Siﬂfi) ds,
xn i=0

wobei

= {s = (805 -+, 8n) € R

n
ZsizlundsiZO}

i=0
den n—dimensionalen Standardsimplex bezeichnet.

Beweis: Wir beweisen die Formel per Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Behauptung
klar, da X0 = {1} ist.
Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 betrachten wir zunéchst den Spezialfall zg = z1 =

... = Tpt1. In diesem Fall gilt

n+1
- FFD () + B
f[‘TOw-’-Tn-Q—l] = W und ; SiT; = X0

woraus sofort die Behauptung folgt, da fiir alle n die Gleichung

/ 1ds = Vol(£") = — (4.15)

n!
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gilt

Falls 2g # 2,41 ist, bezeichnen wir fiir s = (s,...,8,01) € X" und 0 <i<j<n+1
die Vektoren s/ = (s;,...,s;). Mit dieser Bezeichnung folgt

n+1 n+1
/ ftD) (Z Si xz) ds = / A (ﬂco + Z si(zi — xo)> dst ™t
n+1 i=1

n+1 +
Z 5171 Z Sigl
i=0 i=1
1- Z S;
1) 1
/ / Foh (960 + Z si(@i — 20) + Sn1(Tng1 — xo)) dsp41ds™"
n Sn+1 =0
> s
i=1
1
T Tn+1 + Z 31 ) mn+1
Ln+1 — L0
> si<l
i=1

— ) (.To‘f‘ZSz x; — X0 )]dsl’”

n+1 n
1
= — (n) six; | dsb T 4 / (n) six; | ds®m
Tnt1 — 20 / / (Z ) / Z

a1 =1 =0
E s;i=1 E s;=1
i=1 1=0
(s flpi)) = 1
- Tnil — To [x1,...,xn+1] [1‘07---7-75n] - [$07---7$n+1]

wobel wir im vorletzten Schritt die Induktionsannahme und im letzten Schritt die Definition
der dividierten Differenzen verwendet haben. [

Diese Formel kann als alternative Definition der dividierten Differenzen verwendet werden.
Beachte, dass sich der Integralausdruck bei Umnummerierung der Stiitzstellen nicht d&ndert,
bei dieser alternativen Definition also keine aufsteigende Sortierung benotigt wird.

Wir formulieren zwei Konsequenzen aus Lemma 4.27.
Korollar 4.28 Fiir f € C"[a, ] gelten die folgenden Aussagen.
(i) Die Funktion g : R®*! — R gegeben durch

g(m07~--,$n):f[;zo ..... Tn]
ist stetig.

(ii) Es existiert ein & € [a, b], so dass
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Beweis: (i) Die Stetigkeit ist aus der Integraldarstellung aus Lemma 4.27 unmittelbar klar.

(ii) Aus der Integraldarstellung 4.27 folgt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung die

Gleichung
Fiworn] = / £ (Z x> ds = f™(¢) / 1ds
n Z:O n
fiir ein geeignetes £ € [a, b]. Hieraus folgt die Behauptung mit (4.15). i

Nun ist es leicht, den Interpolationsfehler der Hermite—Interpolation abzuschitzen. Wir
erhalten exakt die gleiche Abschitzung wie im Fall paarweise verschiedener Stiitzstellen,
vgl. Satz 4.9.

Satz 4.29 Sei f (n+1) mal stetig differenzierbar und sei P das Hermite-Interpolationspo-
lynom zu den Stiitzstellen xzq,...,x,. Dann gelten die folgenden Ausagen.

(i) Fiir alle z € [a, b] gibt es ein £ € [a, b], so dass die Gleichung

n (n+1) (¢}
f(SL‘) - P(.I’) = f[xo,...,xn,x] H($ - xj) = ']Z??‘Tl()gl) H($ — xj)
=0

gilt.
(ii) Fir alle z € [a, b] gilt die Abschétzung

H?:o(x - ;) ‘

(@) = P@)] < 1f" | TS

(iii) Es gilt die Abschétzung

(b—a)"t!

I = Pl < 5 oo S0

Beweis: Die Gleichungen in (i) folgen direkt aus Lemma 4.26 und Korollar 4.28(ii). Die
Ungleichungen (ii) und (iii) folgen mit der Definition der Maximumsnorm. [

Bemerkung 4.30 Fiir den Fall, dass alle x; iibereinstimmen, erhélt man aus Satz 4.29(i)
und (4.14) die Gleichung

n

oz (n+1)
-3 B2 10w = 8o oy

also gerade das Lagrange’sche Restglied der Taylorentwicklung. o
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Kapitel 5

Integration

Die Integration von Funktionen ist eine elementare mathematische Operation, die in vielen
Formeln benétigt wird. Im Gegensatz zur Ableitung, die fiir praktisch alle mathematischen
Funktionen explizit analytisch berechnet werden kann, gibt es viele Funktionen, deren
Integrale man nicht explizit angeben kann. Verfahren zur numerischen Integration (man
spricht auch von Quadratur) spielen daher eine wichtige Rolle, sowohl als eigenstindige
Algorithmen als auch als Basis fiir andere Anwendungen wie z.B. der numerischen Losung
von Differentialgleichungen.

Das Grundproblem lésst sich hierbei ganz einfach beschreiben: Fiir eine Funktion f : R — R
soll das Integral

b
/ f(z)dx (5.1)

auf einem Intervall [a,b] berechnet werden. Einige Verfahren werden auch auf unendliche
Integrationsintervalle anwendbar sein.

Wir werden hier verschiedene Verfahren zur Integration kennen lernen: Die klassischen
Newton—Cotes—Formeln und zusammengesetzten Newton—Cotes—Formeln (auch als iterier-
te oder aufsummierte Newton—Cotes—Formeln bekannt), welche auf der Polynominterpola-
tion basieren, die Gauss—Quadratur, die auf den schon bekannten orthogonalen Polynomen
beruht und die Romberg—Quadratur, bei welcher eine detaillierte und geschickte Analyse
des numerischen Fehlers ausgenutzt wird.

5.1 Newton—Cotes—Formeln

Die Grundidee jeder numerischen Integrationsformel liegt darin, das Integral (5.1) durch
eine Summe

b n
/ f(z)dx =~ (b—a) Zaif(xi) (5.2)
a i=0

zu approximieren. Hierbei heiflen die x; die Stiitzstellen und die «; die Gewichte der Inte-
grationsformel.

Die Stiitzstellen x; konnen hierbei beliebig vorgegeben werden, folglich bendtigen wir eine
Formel, mit der wir zu den x; sinnvolle Gewichte «; berechnen kénnen.

89
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Die Idee der Newton—Cotes Formeln liegt nun darin, die Funktion F' zunéchst durch ein
Interpolationspolynom P € P, (zu den Stiitzstellen zy, ..., z, zu approximieren und dann
das exakte Integral iiber dieses Polynom zu berechnen. Wir fithren diese Konstruktion nun
durch:

Da wir einen expliziten Ausdruck in den f(z;) erhalten wollen, bietet sich die Darstellung
von P mittels der Lagrange—Polynome an, also

ZE—.’L']‘

P(z) =) f(@)Li(x) mit Li(z)=]]
i—0 =0
i

JL‘Z'—ZL‘j’

vgl. Abschnitt 4.1.1. Das Integral iiber P ergibt sich dann zu

n

b b
/a P(z)dz = /n g f(xi)Li(z) dz

= S f@) / L) d.

i=0
Um die Gewichte «; in (5.2) zu berechnen, setzen wir

n

n b
(b—a) Z a; f(x;) = Z fax) / Li(x)dzx.
i=0 a

=0

Auflésen nach «; liefert dann

1 b
o= = | L. (5.3)
Diese a; kénnen dann explizit berechnet werden, denn die Integrale iiber die Lagrange—
Polynome L; sind explizit 16sbar. Hierbei hingen die Gewichte «; von der Wahl der Stiitz-
stellen z; ab, nicht aber von den Funktionswerten f(x;). Fiir 4quidistante Stiitzstellen

sind die Gewichte aus (5.3) in Tabelle 5.1 fiir n = 1,...,7 angegeben.

Beachte, dass sich die Gewichte immer zu 1 aufsummieren und symmetrisch in ¢ sind, d.h.
es gilt oy = ap—i. AuBerdem sind die Gewichte unabhéngig von den Intervallgrenzen a
und b. Einige dieser Formeln haben eigene Namen. So wird z.B. die Newton—Cotes—Formel
fiir n = 1 als Trapez—Regel, die Formel fiir n = 2 als Simpson—Regel oder Keplersche
Fass—Regel, und die Formel fiir n = 3 als Newtonsche 3/8—-Regel bezeichnet.

Aus der Abschitzung des Interpolationsfehlers kann man nun eine Abschéitzung fiir den
Integrationsfehler

b n b b
Folf] ::/ f(m)da:—(b—a)Zaif(xi):/ f(a:)d:v—/ P(z)da
a i=0 a a

ableiten. Hierbei miissen die Stiitzstellen x; nicht unbedingt dquidistant liegen.
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n (67} a1 (%) as QY (0% (073 (0%4
1 1
Ly 3 2
1 4 1
21 3 6 6
1 3 3 1
3| 3 3 3 3
4| 32 12 32 7
90 90 90 90 90
5| 19 1 50 50 75 19
288 288 288 288 288 288
6| 4. 26 27 212 27 216 41
840 840 840 840 840 840 840
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280

Tabelle 5.1: Gewichte der Newton—Cotes Formeln aus (5.3) fiir iquidistante Stiitzstellen z;

Satz 5.1 Seien «; die Gewichte, die gemif (5.3) zu den Stiitzstellen a <z < ... <z, < b
berechnet wurden, sei h := (b —a)/n und z; :== n(z; —a)/(b—a) € [0,n] fir i =0,...,n.

Dann gilt:

(i) Es gibt nur von zo, . .., z, und n abhéngende Konstanten ¢, so dass fiir alle (n+1)-mal

differenzierbaren Funktionen f die Abschitzung

gilt.

[F[f]] < enh™ 2] £ o

(ii) Fiir gerades n, (n + 2)-mal differenzierbares f und symmetrisch verteilte Stiitzstellen
xi, also z; —a =b—xy_; fir i = 0,...,n (2.B. dquidistante Stiitzstellen) gibt es nur von
20, - - -, 2zn und n abhéingende Konstanten d,,, so dass die Abschétzung

gilt.

Beweis: (i) Aus Lemma 4.26 wissen wir

|Fal 1l < dnh™ 2 £ o

f(.’L‘) = P(x) + f[mo,...,xn,z] H(LZZ - xi),

wobei aus Korollar 4.28(ii) fiir alle z € [a, b] die Abschétzung

£ Voo

folgt. Also folgt

[Ealfll =

b n
/ f[xo,.,.,xn,x] H(I’ - xl)dw
a =0

;Hﬂml)” /bﬁ]a;—aﬂdx
(n+1)! < Ja g R

’f[;to,...,m",x” <

=0

(n+1)!
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Daraus folgt die behauptete Abschéitzung mit

1 1 n \"? oL
o= (n+1"hn+z/ﬂ|ﬂf wlde = oo \v—a /H'x_mm

(Substitution: z=nig, z —n:";;*j) = n+1 / H|z zi| dz

Beachte, dass die z; im Intervall [0,n] liegen, der entstehende Ausdruck also unabhéngig
von ¢ und b ist.

(ii) Aus der Konstruktion der Newton—Cotes—Formeln folgt sofort, dass Polynome @ € P,
exakt integriert werden, da das interpolierende Polynom P € P,, iiber das integriert wird,
in diesem Fall mit @ iibereinstimmt. Der Beweis von (ii) folgt aus der — auf den ersten
Blick etwas iiberraschenden — Eigenschaft, dass die Newton—Cotes—Formeln fiir gerades n
und symmetrisch verteilte Stiitzstellen z; auch fiir Polynome @ € P,y1 exakt sind. Zum
Beweis dieser Eigenschaft sei Q € P41 und P € P, das interpolierende Polynom an den
Stiitzstellen x;. Dann gilt

Q(x) = P(l‘) + Q[mo,..i,xn,x] H(J; - .732)
=0

Nach Korollar 4.28(ii) existert fiir jedes = € [a, b] eine Stelle £ € [a, b], so dass

QUH(¢)

CES

Q[zo,...,xn,x] =

ist, wobei v € R eine Konstante unabhéngig von ¢ (und damit auch von x) ist, da Qn+1)
ein Polynom vom Grad 0, also konstant ist. Folglich gilt

b b b n
:/a Q(m)dx/a P(:U)dxzv/a iHO(xxi)dx

Aus der Symmetrie der x; folgt © — z; = x — (—x,—; + a + b) fiir z € [a,b] und damit

(a+b)/2 1 (a+b)/2 1
/ H(x —x;)dx = / H(x —(—z;+a+b))dx

=0 =0
(atb)/2 ™
(Substitution: r=—(r—a-— b)) = —/ H(—x + x;)dx
b i=0

b n
= —/ H(x —z;)dz,
(a+b)/2 ;2

/abf[(x —x;)dx =0

=0

also

und damit F,,[Q] = 0, weswegen ) exakt integriert wird. Zum Beweis der Abschétzung (ii)
sei nun f aus der Behauptung gegeben. Sei ) € P41 das hermite Interpolationspolynom
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zu den Stiitzstellen o, ..., %y /91, Tn/2, Tpj2; Tnj241s - - - Tn, also mit doppelter Stiitzstelle
T, /2. Dann stimmen sie Interpolationspolynome P € P, zu f und @ zu den (einfachen)
Stiitzstellen x; iiberein und es gilt

Ff] = /abf(x)d:c—/abp(az)dm
_ /:f(x)dx—/abQ(x)dH/abQ(x)dx—/abp(x)dx
>

= /ab f(z)dz — /abQ(a:)dac

b
= / f[xoz"'vwn/2—1’mn/QaIn/Qamn/2+l:~~~7xn7x} (JU - In/2) H($ B xl)dx
a

=0

Dieser Integralausdruck kann nun analog zu Teil (i) durch

n

15T /25T /25T 241 501 Ty (z — xn/Q) H(w —z;)dr| < dnhn+3||f(n+2) 1
=0

: ’ ﬁ
dnzi/ 12— 2 TT17 = 2]
] n/2 i

(n+2)Jo pairy

abgeschitzt werden. N

mit

Die Konstanten ¢, und d, hingen also von n und der Lage der “skalierten” Stiitzstellen z;
ab und konnen fiir gegebene Werte explizit berechnet werden. Wir zeigen diese Rechnung
fiir n = 1 und &dquidistante Stiitzstellen xg = a, 1 = b. In diesem Fall erhalten wir z5 = 0
und z; = 1. Damit ergibt sich

1 1
— i dz = —0)(1 - S _ 2
1 1 / | | |z — 2| dz = / z2—0)(1—2)dz 2/0 z—2%dz

(1
11, 1

_O Ll 1) 111y _ 1
2127 T37 |, 2\2 3) 12

In Tabelle 5.2 sind die mit dieser Technik berechneten Fehlerabschétzungen firn =1,...,7

und #quidistante Stiitzstellen approximativ angegeben, wobei M,, := || f(™)|5 ist
n| 1 2 3 4 5 6 7
. (b—a)3Mz  (b—a)®My  (b—a)’My  5.2(b—a)"Mg  2.9(b—a)"Ms  6.4(b—a)°Ms  3.9(b—a)’Ms
12 2880 6480 107 107 1010 1010

Tabelle 5.2: Fehlerabschétzungen der Newton—Cotes Formeln fiir dquidistante Stiitzstellen

Beachte, dass die Formeln mit ungeradem n = 2m+ 1 jeweils nur eine leichte Verbesserung
gegeniiber den Formeln mit geradem n = 2m liefern, dafiir aber eine Funktionsauswertung
mehr ausgefiihrt werden muss. Formeln mit geradzahligem n sind also vorzuziehen.
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Wie zu erwarten erhoht sich die Genauigkeit mit wachsendem n, allerdings nur dann,
wenn nicht zugleich mit wachsendem n die Norm der Ableitungen || f||s zunimmt. Es
tauchen also die gleichen prinzipiellen Probleme wie bei den Interpolationspolynomen auf,
was nicht weiter verwunderlich ist, da diese ja dem Verfahren zu Grunde liegen. Hier
kommt aber noch ein weiteres Problem hinzu, ndmlich kann man fiir n = 8 und n >
10 beobachten, dass einige der Gewichte «; negativ werden. Dies kann zu numerischen
Problemen (z.B. Ausloschungen) fiihren, die man vermeiden mochte. Aus diesem Grunde
ist es nicht ratsam, den Grad des zugrundeliegenden Polynoms immer weiter zu erhéhen.
Trotzdem sind die Newton—Cotes—Formel wichtig, da sie die Basis fiir eine ganze Reihe
effizienterer Integrationsformeln liefern, die wir in den folgenden Abschnitten besprechen
werden.

5.2 Zusammengesetzte Newton—Cotes—Formeln

Ein moglicher Ausweg aus den Problemen mit immer héheren Polynomgraden funktioniert
bei der Integration mittels Newton—Cotes—Formeln ganz dhnlich wie bei der Interpolation
— nur einfacher. Bei der Interpolation sind wir von Polynomen zu Splines, also stiickweisen
Polynomen iibergegangen. Um dort weiterhin eine “schéne” Approximation zu erhalten,
mussten wir Bedingungen an den Nahtstellen festlegen, die eine gewisse Glattheit der ap-
proximierenden Funktion erzwingen, weswegen wir die Koeffizienten recht aufwéndig iiber
ein lineares Gleichungssystem herleiten mussten.

Bei der Integration fillt diese Prozedur weg. Wie bei den Splines verwenden wir zur Her-
leitung der zusammengesetzten Newton—Cotes—Formeln stiickweise Polynome, verzichten
aber auf aufwidndige Bedingungen an den Nahtstellen, da wir ja nicht an einer schénen
Approximation der Funktion, sondern “nur” an einer guten Approximation des Integrals
interessiert sind. In der Praxis berechnet man die zugrundeliegenden stiickweisen Polynome
nicht wirklich, sondern wendet die Newton—Cotes—Formeln wie folgt auf den Teilintervallen
an:

Sei N die Anzahl von Teilintervallen, auf denen jeweils die Newton—Cotes—Formel vom
Grad n verwendet werden soll. Wir setzen

ri=a+1th, 1=0,1,...,nN, h=

und zerlegen das Integral (5.1) mittels

/a f(z)dx = / f(z dx+/ f(z)dx + - /I(N n1>n f(z)dx.

Auf jedem Teilintervall [z, 7(j11),] wenden wir nun die Newton—Cotes—Formel an, d.h.
wir approximieren

L(j+1)n "
/ f(z)dx =~ nh Z @ f(Tjnti)
Tjn i=0

und addieren die Teilapproximationen auf, also

N—-1 n

b
[ f@de = ah 3" S ais ().

=0 i=0
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Der entstehende Approximationsfehler

N-1 n

FNn / f dx_nhzzazf x]n-‘rz

7=0 =0

ergibt sich einfach als Summe der Fehler F),[f] auf den Teilintervallen, weswegen man aus
Satz 5.1(i) die Abschétzung

N-1
Fnalfll < Y eh™?  max | (y)
§=0

YE[Tjn T (j+1)n]

Cn

< Ncnhn+2Hf(n+l)Hoo g(b o a)hn-i-le(n-l-l)Hoo

und aus Satz 5.1(ii) fiir gerades n die Abschétzung

dn n n
[Evnlfll = —=(b—a)h P2 10|

erhélt. Im Folgenden geben wir die zusammengesetzten Newton—Cotes—Formeln fiir n =
1,2,4 mitsamt ihren Fehlerabschitzungen an; in allen Formeln sind die Stiitzstellen x; als
r; = a + th gewihlt.

n =1, Trapez—Regel:

N-1
/ flayde ~ 3 (f(a) +2) ) fl) + f(b)>
i=1

b b—a

N

[Enalf]l < 1f PN, b=

n = 2, Simpson—Regel:
L N-1 N-1
flw)de =~ 3 (f(a) +2)  flwau) +4) fl@waip) + f(b))
i=1 i=0

b
180

b—a
2N

0 Do, b=

n = 4, Milne—Regel:

/abf(x)da: ~ 4—h<7(f )+14fo4,

N-1 N-1
+ 32 < T4iq1) +f(374z+3)> +12 Z f 3?4z+2)>

=0 =0
2(b—a) 6 (6) b—a
< — =

An einem Beispiel wollen wir die praktischen Auswirkungen der Fehlerabschitzungen illu-
strieren.
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1 2
/ e 2dy
0

soll mit einer garantierten Genauigkeit von e = 1071 numerisch approximiert werden. Die
Ableitungen der Funktion f(z) = e~/ lassen sich relativ leicht berechnen; es gilt

Beispiel 5.2 Das Integral

fO(z) = @2=1)f(z), fY(x)=B-62>+zY)f(z), fO(z)=(-15+452>—152*+25)f(2).

Mit etwas Rechnung (oder aus der grafischen Darstellung) sicht man, dass all diese Funk-
tionen ihr betragsmifiiges Maximum auf [0, 1] in y = 0 annehmen, woraus die Gleichungen

1 Plse =1, [fP)oo =3 und @] =15

folgen.

Lost man die oben angegebenen Fehlerabschitzungen Fy ,[f] < € fiir die Trapez—, Simp-
son— und Milne-Regel nach h auf so erhélt man die folgenden Bedingungen an h

12¢ 1
< | &~ __ __ (Trapez Regel
s \/(b—a)Hf(Q)]oo osse75l  (rapes Regel

1808 1
4f  1oUe I . )
" \/(b—a)\lf(“)\loo 113.62 (Simpson-Regel)
9455 1
< 6 ~ b ) ~
" \/Q(b— a)|| f O oo 10.59 (Milne-Regel)

Der Bruch auf der rechten Seite gibt dabei die maximal erlaubte Grofe fiir A vor. Um diese
zu realisieren, muss 1/(nN) < h gelten fiir die Anzahl nN + 1 der Stiitzstellen. Da nN
ganzzahliges Vielfaches von n ist, braucht man also 28869 Stiitzstellen fiir die Trapez—Regel,
115 Stiitzstellen fiir die Simpson—Regel und 13 Stiitzstellen fiir die Milne-Regel. o

5.3 Gauf3—Quadratur

Bisher haben wir numerische Integrationsformeln erhalten, indem wir zu beliebig vorge-
gebenen Stiitzstellen geeignete Gewichte gesucht haben. Analog zur Interpolation kénnen
wir aber nun versuchen, auch die Stiitzstellen durch ein geeignetes Verfahren zu bestim-
men und damit den numerischen Fehler zu verringern. In einer Newton—Cotes—Formel von
Grad n gibt es n 41 Stiitzstellen und n+ 1 Gewichte, also 2n + 2 freie Parameter. Das Ziel
der GauBB—Quadratur ist es nun, diese Parameter in den Newton—Cotes—Formeln optimal
zu wéahlen, wobei “optimal” in diesem Zusammenhang bedeutet, dass Polynome moglichst
hohen Grades exakt integriert werden. Die Newton—Cotes Formeln sind so konstruiert, dass
die Formel vom Grad n fiir beliebige Stiitzstellen Polynome von Grad n exakt integriert,
fiir symmetrische Stiitzstellen und gerades n werden sogar Polynome vom Grad n + 1 ex-
akt integriert. Wenn man “naiv” mit der Dimension der Rdume und der Anzahl der freien
Parameter argumentiert, kénnte man vermuten, dass bei geschickter Wahl der Stiitzstellen
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und Gewichte Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integriert werden kénnen, da dann die
Dimension 2n 4 2 des Polynomraums Ps,+1 gerade mit der Anzahl der freien Parameter
iibereinstimmt.

Bevor wir in die Theorie des GauB—Quadratur einsteigen, wollen wir dies am Beispiel n = 1
illustrieren. Wir wollen versuchen, Stiitzstellen zg und x; sowie Gewichte ag und aq zu
bestimmen, so dass die Gleichung

b
/ Q@)de = (b — a)(a0Q(z0) + a1Q(x1))

fiir jedes @@ € P erfiillt ist. Da beide Seiten dieser Gleichung linear in den Koeffizienten
von () sind, gentigt es, die Parameter so zu bestimmen, dass die Gleichung fiir die Elemente
der Monombasis B = {1,z, 22, 23} von Ps erfiillt ist. Also muss gelten

b—a = (b—a)lag+ 1)

b2 2

5 T = (b-a)lagzo + a1z1)
3 3
b . T = (b-a)(aga? + a12?)
b4 _ 4

— = (b—a)(aozi + i)

Dies ist ein (nichtlineares) Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 4 Unbekannten, das
die Losung

1 b—a 1 b+a
a0:§7 Tog = — 5 %-f— 5

1 b—a 1 b+a
Oé1:§, r1 =+ 9 %‘F 5

besitzt. Die zugehorige Integrationsformel wird Gaufi—Legendre—Regel genannt.

Tatséchlich stellt man fest, dass die so entstehenden Gleichungssysteme immer l6sbar sind.
Ein direkter Beweis ist recht umsténdlich; viel eleganter — und dazu noch allgemeiner
— lédsst sich dies mit orthogonalen Polynomen beweisen, was wir im Folgenden machen
werden.

Wir betrachten dazu das allgemeinere numerische Integrationsproblem

n

b
[ e@i@ds ~ 3 ns)

=0

wobei w : (a,b) — R eine nichtnegative Gewichtsfunktion ist. Beachte, dass der Vorfaktor
(b — a) aus den Newton—Cotes—Formeln (5.2) hier in die Gewichte \; einbezogen ist. Das
bisher behandelte Integrationsproblem ohne Gewichtsfunktion ist hier durch die Spezial-
fall w(z) = 1 gegeben, es sind aber auch andere w moglich, z.B. w(z) = 1/(1 — 22) auf
dem Intervall [—1,1]. Falls f durch ein Polynom beschrénkt ist, macht es mit exponentiell
fallenden Gewichtsfunktionen auch Sinn, Integrationsprobleme auf unendlichen Integrati-
onsintervallen zu betrachten, z.B. mit w(z) = e~* auf [0,00) oder mit w(z) = e~ auf
(—00, 00).
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Der folgende Satz zeigt, wie die Stiitzstellen und Gewichte optimal gew&hlt werden miissen,
also so, dass Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integriert werden.

Satz 5.3 Die Gaufi—Quadraturformel

n

b
/ w@) f@dr ~ S Aif(a)

i=0
ist exakt fiir f = P € Pap41 falls die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Die Stiitzstellen x, . .., z, sind die Nullstellen des orthogonalen Polynoms P, 1 geméf
Definition 4.19 beziiglich der Gewichtsfunktion w.

(2) Die Gewichte A; sind (analog zu den Newton—Cotes—Formeln) gegeben durch

A = / ' o) L) de

mit den Lagrange—Polynomen

Li(z) = [ =—2.

xi—xj

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Formel exakt ist fiir P € P,,. Fiir P € P, gilt
n
P(z) =Y P(x;)Li(x)
i=0
und damit

b b n
/ w(2) P(z)ds = / w(@) 3 Plai) L) d
e @ i=0

b
= ZP(%)/ w(x)Li(x)dx = ZP(‘TZ))\Z

1=0 i=0

Es bleibt zu zeigen, dass die Formel auch fiir P € Pa,4; exakt ist. Sei dazu P € Payt1 \ Ph.
Dann léasst sich P schreiben als

P(z) = Q(z) Pryi(z) + R(x)

mit Q, R € P,. Damit gilt

b
/ w(z)P(x)dx — Z NiP(z;)

b b
= / w(2)Q(x) Py (z)dx + / w(@)R(z)dz = XNQ(w:) Payr (i) — Y MiR(xi).

=0 =0

:<Q7Pn+1>w



5.3. GAUSS-QUADRATUR 99

Da @ € P, liegt, lidsst sich Q als Linearkombination der Orthogonalpolynome Py, ..., P,
schreiben. Aus (Py, Pyy1)w = 0 fiir k =0, ..., n folgt also (Q, Py+1)w = 0. Da die x; gerade
die Nullstellen von P,; sind, folgt

> XiQ(i) P (i) = 0.

i=1
Also ist
b n b n
/ (@) Pa)ds — S Aif (2s) = / w@)R(@)dz — 3 NiR(zs) =0,
a i=1 a i=1
da R € P, und die Formel fiir diese Polynome exakt ist. i

Bemerkung 5.4 Analog zum Beweis von Satz 5.1 kann man auch hier den Integrations-
fehler durch den Interpolationsfehler abschétzen, was auf die Ungleichung

(Prt1s Pat1)w | pi2nt1
F _ Ml Tty w20

fiihrt. O

lloo

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Beispielen von Gaui—Quadratur—Formeln.

Beispiel 5.5 (i) Fiir w(z) = 1 und Integrationsintevall [—1, 1] erhalten wir als orthogo-
nale Polynome die Legendre—Polynome; fiir n = 1 ergeben diese die Null- bzw. Stiitz-
stellen zg,; = +1 /v/3 und Gewichte X, ;1 = 1. Die zugehérige Integrationsformel wird
Gaujf3-Legendre—Regel genannt. Sie kann analog zu den zusammengesetzten Newton—Cotes—
Formeln als zusammengesetzte Formel verwendet werden.

(ii) Fiir w(z) = 1/v1 — 22 auf [—1, 1] erhalten wir die bekannten Tschebyscheff-Polynome
T, . Hier lasst sich die Integrationsformel explizit als

n

s 2t +1
n+1§f(008<2n+2”>)

7

angeben. Wegen der Singularitdten der Gewichtsfunktion in den Randpunkten kann diese
Formel nicht zusammengesetzt werden.

(iii) Fiir w(z) = e~* auf [0,00) bzw. w(z) = e~ auf (—o0, 00) werden die zugehdrigen
Polynome Laguerre—bzw. Hermite—Polynome genannt. Fiir diese existieren keine geschlos-
senen Formeln fiir die Nullstellen und Gewichte, so dass diese numerisch bestimmt werden
miissen. Diese numerische Berechnung kann mittels einer numerisch giinstigen Auswertung
der Rekursionsformeln aus Abschnitt 4.3 durchgefiihrt werden, vgl. Deuflhard/Hohmann,
Abschnitt 9.3.2. o

Die GauB-Legendre Integration aus (i) wird heutzutage eher selten verwendet, da die
Romberg—Extrapolation aus dem nachfolgenden Abschnitt meist effizienter ist. Die Gaufi—
Quadratur ist aber niitzlich, falls explizit mit vorgegebenen Gewichtsfunktionen wie in (ii)
oder auf unendlichem Zeithorizont wie in (iii) integriert werden soll.



100 KAPITEL 5. INTEGRATION

5.4 Romberg—Extrapolation

Bisher haben wir Integrationsformeln betrachtet, bei denen wir explizit die Anzahl der
Stiitzstellen vorgegeben haben. In diesem und dem folgenden Abschnitt werden wir Ver-
fahren betrachten, bei der die Anzahl der Stiitzstellen variabel ist.

Diese Verfahren beruhen auf der (zusammengesetzten) Trapez—Regel, die wir hier fiir h =
(b —a)/N mit T(h) bezeichnen:

h N-1
T(h) =5 | fl@)+2> fla+ih)+f(b)
j=1

Fiir diese Formel gilt ein von Euler und McLaurin (unabhéngig voneinander) bewiesener
Satz, der iiber die bisher betrachteten Fehlerabschétzungen deutlich hinaus geht.

Satz 5.6 Sei f € C?""!([a,b]) und h = (b — a)/N fiir ein N € N. Dann gilt fiir die
Trapez—Regel die Gleichung

b
T(h) = / f(@)dx + 1oh? + Tah* 4+ ..+ 79, h®™ + Ropyo(h)h2™H2

mit den Koeflizienten

Tok, = (fz’;! (f(%_l)(b) - f(%_l)(a)) ;

wobei Boy, die sogenannten Bernoulli-Zahlen sind. Hierbei ist der Restterm gleichméBig
beschrénkt durch

| Rom-42(h)| < Comea(b — a) | fE™|oc,

wobei Co,42 eine von h unabhéngige Konstante ist.

Der formale Beweis dieses Satzes ist recht kompliziert, weswegen wir ihn hier nicht ausfiih-
ren. Eine Beweisskizze findet sich z.B. im Buch von Schwarz.

Der wichtige Aspekt in dieser Formel ist die Tatsache, dass die Koeffizienten 795 nicht
von h (und damit nicht von der Anzahl der Stiitzstellen) abhéingen, lediglich der Restterm
hiingt von h ab. Die Funktion T'(h) kann also als ein (durch den Restterm Ry, 1o(h)h?™+?2)
gestortes Polynom aufgefasst werden. Die explizite Gestalt der Bernoulli-Zahlen werden
wir bei der Anwendung dieser Formel nicht benttigen. Fiir grofle k£ kann gezeigt werden,
dass

gilt, weswegen die Reihe (im Gegensatz z.B. zur Taylor-Reihe) fir m — oo i.A. nicht
konvergiert, wenn die hoheren Ableitungen von f wachsen und/oder h grof ist. Der obige
Ausdruck ist aber sinnvoll fiir endliches m und kleine h.

Um das Extrapolationsverfahren in etwas allgemeinerem Rahmen darzustellen, verwenden
wir die folgende Definition.
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Definition 5.7 Es sei T'(h) ein numerisches Verfahren zur Approximation des Wertes

= lim T'(h).
T

Eine asymptotische Entwicklung in hP dieses Verfahrens bis zur Ordnung pm ist eine Dar-
stellung der Form

T(h) =10+ Tphp + Tgph2p 4.+ 7_mphmp + O(h(m+l)p)

mit Konstanten 7, ¢ = 0,...,m. Hierbei bezeichnet das Landau—Symbol O(h*) einen
beliebigen Ausdruck mit der Eigenschaft, dass O(h¥)/h¥ < C ist fiir ein C > 0 und alle
hinreichend kleinen h > 0. m

Nach Satz 5.6 besitzt die Trapezregel eine solche asymptotische Entwicklung in h? bis zur
Ordnung 2m.

Eine solche asymptotische Entwicklung ist die Grundlage fiir die Extrapolation. Extrapola-
tion bezeichnet das Verfahren, bei dem man ein Interpolationspolynom zu einer Funktion
g(x) und zu Stiitzstellen auf einem Intervall [a,b] an einer Stelle z* ¢ [a,b] auswertet.
Dieses Verfahren werden wir wie folgt auf die Funktion 7'(h) anwenden:

(1) Berechne die Approximationswerte T'(h;) fir m verschiedene Schrittweiten hq, ..., hy,

(2) Berechne das Interpolationspolynom P(h?) zu den Daten (hY,T'(h;)), i = 1,...,m,
und werte dieses in hP = 0 aus.

Wir wollen also aus Werten von 7" zu groflen Schrittweiten (also “groben” Approximationen
des Integrals) einen approximativen Wert von 7' zur Schrittweite h = 0 berechnen, in der
Hoffnung, dass dies eine genauere Approximation des Integrals liefert.

Wir illustrieren das Verfahren an einem einfachen Beispiel mit m = 2. Betrachte die Funk-
tion f(z) = z* auf [0,1]. Offenbar ist das gesuchte Integral gerade f01 ridr = 1/5 =: 79.
Wir betrachten nun die Trapez—Regel fiir Ny = 1 und Ny = 2, also hy = 1 und hy = 1/2.

Diese ergibt
hy

T(1) = "(50) + F(1) = 50 +1) = 5

T(%) :%(f(O)Jer(%)Jrf(l)) :%<O+1—26+1> -z

Der Fehler ist also 3/10 = 0.3 bzw. 13/160 = 0.08125. Wenn wir die asymptotische Ent-
wicklung fiir m = 2 und p = 2 anwenden, so erhalten wir die Gleichung

und

T(h) = 7o + T2h* + Ra(h)h*.

Mit den obigen Werten T'(h1) und T'(hsg) ergibt sich so unter Vernachldssigung des Rest-
terms Ry(h)h?

To-i-Tgh% ~ T(hl) =

8ol

To—i—Tgh% ~ T(hg) =
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Aus diesen Gleichungen kénnen wir nun 7o approximativ als

_T(m)—T(ha) 5—35 T
1

To X~ =
E h2 — h2 1—

— = Q9
1 24

bestimmen. Dieser Wert a5 ist nun zum einen eine Approximation von 79, er hat aber auch
noch eine andere Bedeutung: Wenn wir 7" durch ein Polynom P in h% an den Stellen h?
und h% interpolieren, so ergibt sich P gerade zu

P(h?*) = T(h1) + as(h® — hi),

wie man durch Nachrechnen leicht iiberpriift. Ausgewertet in h? = 0 erhalten wir

1 7 1 7 5
PO)=T Ry =1+ ()= _ - — =
(0) = T(ln) +az(~h}) = 5 + 52 (~1) = 5 = 5 = o0,

was wegen |1/5 — 5/24| = 1/120 = 0.0083 eine deutlich bessere Approximation des In-
tegralwertes als T'(hy) bzw. T'(hs) liefert. Die Tatsache, dass der Koeffizient s hier eine
Approximation des Koeffizienten 7o aus der asymptotischen Entwicklung darstellt, ist fiir
die Berechnung von P unerheblich, sie ist aber wesentlich dafiir, dass P(0) eine bessere
Néiherung des Integrals liefert. Wenn wir P(h?) = P(0) 4+ agh? schreiben, so kann man
informell argumentieren, dass aus der Approximation ag & 79 die Approximation

P(0) + azh? = P(h3) = T'(hy) = 10 4+ Toh3 + Ra(ho)h3 =~ 10 + Toh3 = 19 + ash’
und damit 79 ~ P(0) folgt.!

Um dieses Verfahren effizient programmieren zu kénnen, bendtigen wir einen Algorith-
mus, mit dem der Wert eines Interpolationspolynoms an einer vorgegebenen Stelle schnell
berechnet werden kann. Durch Uberpriifen der Interpolationseigenschaft beweist man fiir
k > 2 die Gleichung
P  (wik1 — )P (x) — (v — )Py g1 ()
ik (T) = ;

Ti—k+1 — T4

die auch als Lemma von Aitken bekannt ist. Hierbei ist P () das Interpolationspolynom
durch die Daten (x;—k11, fi—k+1);- - -, (zi, fi). Mit dieser Formel angewendet mit z = 0 und
den Werten (z;, f;) = (hY,T'(h;)) rechnet man mittels Induktion leicht nach, dass die Werte
T; k= P; 1(0) durch die rekursive Vorschrift

Ty = T(h), i=12...

Tik—1 — Tic1 k-1

hi g1 \” ’
Dk}
< h; )

gegeben ist. Die Berechnung, die als Extrapolationsschema bezeichnet wird, ldsst sich ganz
analog zur Berechnung der dividierten Differenzen grafisch darstellen, siche Abb. 5.1 (vgl.
auch Abb. 4.1).

Beachte, dass k hier durch Anhéngen weiterer Zeilen beliebig erhcht werden kann, wobei
die zuvor berechneten Werte fiir groflere k weiterhin benutzt werden kénnen. Der néchste
Satz gibt die Genauigkeit der Approximation T}, ;, an.

Tix = Tip—1+

)

k=23, i=kk+1,...

Im formalen Beweis in Satz 5.8 werden wir die Approximationseigenschaft az & 7o nicht explizit
beweisen, sondern direkt aus der Interpolationseigenschaft eine Abschétzung fiir |P(0) — 70| herleiten.
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Tia
N
To1 — Too
N N
Ts1 — T32 — Ti3
N N N
— — Ty3 — Tyy

Abbildung 5.1: Nlustration des Extrapolationsschemas

Satz 5.8 Sei T'(h) ein Verfahren mit einer asymptotischen Entwicklung gemifl Definition
5.7 in AP bis zur Ordnung pm. Dann gilt alle hinreichend kleinen Schrittweiten hq, ..., hp,
fiir den Approximationsfehler

ik = |Tik — 70|

die Gleichung

Eik = |Tkp]hf_k+1 o hf + Z O(h(k-ﬁ-l)p)'
Jj=i—k+1

Beweis: Wir beweisen zunichst die folgende Gleichung fiir die Lagrange—Polynome L; zu
Stiitzstellen xg, ..., Ty,.

n 1, falls m = 0,
D Li(0)z" = ¢ 0, falls 1 <m <n (5.4)
i=0 (=1)"xg---xp, fallsm=n+1

Zum Beweis von (5.4) betrachten wir das Polynom P(z) = ™. Offenbar ist dies fiir m <n
gerade das Interpolationspolynom zu den Daten (z;,z]"), i = 0,...,n, und daher

P(z)=a™ =Y Li(z)P(x;) =Y  Li(x)x]".
=0

=0

Die Behauptung fir m = 0,...,n folgt (5.4) hieraus durch Einsetzen von =z = 0. Fiir
m = n + 1 betrachten wir das Polynom

(H—l _ xn—&-l

Dieses Polynom hat den fithrenden Koeffizienten 1 und wegen Y ", Li(xj)z] " = .

genau die n + 1 Nullstellen zg, ..., z,, also folgt

Q(t) = (x — xo) -+ (x — an),
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und damit "
> Li(0)a = Q(0) = (—x0) -+ (—z) = (=1)"20 - - T,
=0

also (5.4).

Zum Beweis des Satzes betrachten wir die asymptotische Entwicklung von 7'(h). Daraus
folgt fiir k = 1,..., m die Gleichung

Tj1 = T(hj) = 10 + T2 + ...+ Th? + O(RSFT1P), (5.5)

Wir zeigen die Behauptung fiir ¢ = k, die Abschéitzungen fiir ¢ # k folgen durch Umnum-
merierung der Schrittweiten h;. Sei P(hP) das Interpolationspolynom in h” zu den Daten
(R}, T(h1)),...,(h}, T(hy)). Seien dariiberhinaus L; (), ..., Li(x) die Lagrange—Polynome
zu den Stiitzstellen AY, ..., hY. Dann gilt

P(hP) = Li(h")T;1.
=1

Mit (5.4), angewendet auf x; = kY, fiir i =0,...,k — 1 und (5.5) folgt

i+1
k
Ty = P(0) = > Li(0)Tiy
=1
k
= > Li0) (7'0 + b 4 T ht O(hg.kﬂ)p))
=1

k
= 1o+ mp(—DFRE - hE 4+ Y o(lYR),
i=1

| |=ek.k

und damit die Behauptung. 0

Der Satz besagt: Wenn wir eine Zeile mit Schrittweite h,, zum Extrapolationsschema hin-
zufiigen, so kénnen wir erwarten, dass der Fehler um einen Faktor der Ordnung hb, ab-
nimmt, im Trapezschema also um dir Ordnung h2,. Beachte, dass diese Aussage nur dann
gilt, wenn alle verwendeten Schrittweiten hinreichend klein sind. Anschaulich gesprochen
miissen die Schrittweiten h; in einem Bereich liegen, in dem die Werte T'(h;) hinreichend
viel Informationen tiber den Wert 79 = limy,_,0 7'(h) liefern.

In der praktischen Implementierung wihlt man die Schrittweitenfolge zweckméafigerweise
absteigend, also h;+1 < h;. Dariiberhinaus wird h; typischerweise als Teil einer Basisschritt-
weite h = (b—a)/N gewahlt, also h; = h/N; fiir N; € N. Dies fiihrt fiir das Trapezverfahren
mit p = 2 zu dem folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.9 (Romberg—Extrapolationsverfahren)

(0) Wihle eine maximale Iterationszahl imax, eine Basisschrittweite h = (b — a)/N und
eine Folge von Schrittweiten hq, hg, ... mit h; = h/N;, N;iy1 > N;. Setze i := 1.
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N;—1
hi \ .
(1) Berechne T i= T(h) = 5 | f(a) +2 Y fla-+jho) + £0)
i=1
(2) Berechne
Tik—1—Ti—1 k- .
Tppi=Tp1 + —bt LE=l iy k=2,

T
Ni k41

(3) Falls ¢ > dmax oder T;; genau genug ist, beende den Algorithmus, ansonsten setze
i =14+ 1 und gehe zu (1)

Das Abbruchkriterium “genau genug” ist natiirlich nicht sehr prizise. Ublicherweise wird
eine gewiinschte Genauigkeit ¢ vorgegeben und so lange iteriert, bis |Tj+1 41 — Tii| < €
gilt. Will man ein relatives Abbruchkriterium verwenden, so schitzt man iiblicherweise das
Integral

b
absint ::/ |f(x)|dx

ab und iteriert, bis |Tj11 41 — Tii| < € - absint gilt. Diese Abbruchkriterien funktionieren
in der Praxis recht gut, gewéahrleisten aber nur bei hinreichend kleiner Basisschrittweite h,
dass die gewiinschte Genauigkeit auch tatsédchlich erreicht wurde.

In der Implementierung spielt auch die Wahl der Folgen NV; eine wichtige Rolle. Fiir ge-
schickt gewihltes N; kann man bei der Berechnung von T'(h;) auf vorher berechnete Funk-
tionswerte f(z;) zuriickgreifen. So gilt fiir jede Schrittweite h = (b — a)/N die Gleichung

h 2N—-1
T(h/2) = 7| /(@) +2 > fla+jh/2) + £(b)
j=1
h h
= 7 +22fa+jh/2 + f(b) +§Zf (25 — 1)h/2),
j=1 Jj=1
=T(h)/2

so dass zur Berechnung von 7'(h/2) nur N Auswertungen von f notig sind, wenn die iibrigen
N + 1 Werte durch Verwendung von T'(h) “abgedeckt” werden. Dies kann man durch die
Wahl N; = 2¢~! ausnutzen; diese Schrittweitenfolge wird als Romberg—Folge bezeichnet und
iiblicherweise in der Implementierung des Extrapolationsverfahrens verwendet. Bei dieser
Wahl der N; ersetzt man die Gleichung in Schritt (1) fir ¢ > 2 durch

Nzl

Tia _—T 11t hi Y fla+ (2k—1)hy)
k=1
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5.5 Adaptive Romberg—Quadratur

In allen bisherigen Verfahren haben wir die Stiitzstellen unabhéngig vom Integranden f
gewdhlt. Es ist jedoch naheliegend, dass flir bestimmte f eine von f abhéngige geschickte
Platzierung der Stiitzstellen sehr viel bessere Ergebnisse liefert. Als Beispiel betrachte die

Nadelimpulsfunktion
1

A T

in Abbildung 5.2.

10000
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8000 q

7000 4

6000 - q

5000 - 7

4000 - q
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2000 - 7
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Abbildung 5.2: Plot der Nadelimpulsfunktion

Hier ist es offenbar sinnvoll, viele Stiitzstellen im Bereich nahe 0 zu konzentrieren und
auBerhalb dieses Bereichs nur relativ wenige Stiitzstellen zu verwenden.

Um Stiitzstellen variabel verteilen zu kénnen, unterteilt man das Integrationsintervall in
Teilintervalle und approximiert das Integral auf jedem Teilintervall durch eine numerische
Formel. Bereiche, in denen die Teilintervalle klein sind, erhalten so mehr Stiitzstellen als
Bereiche, in denen die Teilintervalle grof3 sind.

Die Idee der adaptiven Integration ist es nun, die Grole dieser Teilintervalle abhéingig von f
moglichst effizient zu wihlen, sie also angepasst (= adaptiv) an f zu wihlen. Dies soll ohne
vorherige aufwindige Analyse von f und ohne weitere Informationen (wie Ableitungen
von f etc.) geschehen, dariiberhinaus soll die Routine schnell sein, damit der Aufwand zur
Berechnung der Intervallgréfie nicht den gewonnenen Vorteil zunichte macht, und sie soll
zuverldssig, d.h., es soll gerantiert sein, dass eine vorgegebene Fehlerschranke eingehalten
wird.

Diese zwei letzten Kriterien — geringer Aufwand und hohe Zuverléssigkeit — widerspre-
chen sich offenbar, denn je sicherer ein solches Verfahren sein soll, desto mehr Aufwand
muss man bei der Berechnung der Intervallgréfie betreiben. Ein guter Kompromiss zwi-
schen Aufwand und Zuverldssigkeit wird durch die Idee der a posteriori Fehlerschdtzung
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erzielt, die wir im Folgenden bespechen werden. Formal ist ein Fehlerschéitzer durch die
folgende Definition gegeben.

Definition 5.10 Eine numerisch berechenbare Grofie € heifit Fehlerschditzer fiir den tat-
séchlichen Fehler € eines numerischen Verfahrens, falls von € und € unabhéngige Konstanten
K1, kg > 0 existieren, so dass die Abschéitzung

k1€ < € < Kaoe
gilt. i
Solche Fehlerschéitzer werden dann iterativ fiir alle Teilintervalle des Integrationsintervalls

berechnet; dort, wo der geschiitzte Fehler grof} ist, werden kleine Teilintervalle gewahlt, so
dass sich dort mehr Stiitzstellen befinden und der Fehler dort wird.

Wir werden nun fiir das Extrapolationsverfahren einen solchen Fehlerschétzer & herleiten.
Wir betrachten dazu eine Basisschrittweite h und das Integrationsintervall [z, x 4+ h|. Auf
diesem Intervall gilt nach Satz 5.8 die Approximation

z+h
Ti,k—/ f(y)dy‘ ~ ok hi_joiq - - - 2. (5.6)

Eik =

Nach Satz 5.6 gilt fiir die Koeffizienten

_ Bak (k- (2k-1) . Bor )
= Gy (PO @+ ) = SO0 = S )
~fER)(2)h =1Toy

wobei diese Approximation fiir kleine h giiltig ist. Die approximativen Konstanten 7o
hidngen dabei vom Integranden f ab. Setzen wir diese Approximation fiir 7o in (5.6) ein,
so erhalten wir

Ei ~ [Ton| Wi g1 - BF = okl kb (5.7)

mit v = (NVi—pt1- - N;)~2. Die hier auftretende Potenz 2k + 1 von h hingt dabei gerade
vom Spaltenindex k des Wertes im Extrapolationsschema ab. Innerhalb einer Spalte gilt
die Abschitzung

2
Eitlk _ Yitlk _ <nik+1> <1
€ik Vi, k Ni41

(die Schreibweise a << b bedeutet hierbei “a ist deutlich kleiner als 0”). Mit anderen
Worten, fiir kleines h (denn nur dafiir gelten alle verwendeten Approximationsn) nehmen
die Integrationsfehler innerhalb einer Spalte schnell ab: es gilt

itk << Ejk- (5.8)
Wir machen nun die Annahme, das das gleiche innerhalb der Zeilen gilt, wir nehmen also
Eikr1 << Ejk- (5.9)

an. Die Annahme bedeutet, dass der Ubergang zu einer héheren Ordnung k + 1 im Schema
zu einem kleineren Fehler fiihrt. Auch diese Ungleichung ist nach Satz 5.8 fiir hinreichend
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kleine h erfiillt; sie gilt aber fiir in der Praxis verwendete h nicht unbedingt, was eine
mogliche Fehlerquelle des Verfahrens darstellt.

Die Konstruktion eines Fehlerschitzers fiir einen Fehler €; ;, beruht nun darauf, dass man
die Werte T; ;1 und T;; vergleicht. Relativ zu der groben Approximation Tj;_; ist die
genauere Approximation 7; j annéhernd exakt, so dass

z+h
Tik—1— / f(y)dy' ~ |Tig-1 — Tikl (5.10)

€ik—1 =

gelten sollte. Dieses Verfahren hat den grofien Vorteil, dass man den Fehler aus den Werten
berechnet, die im Schema sowieso schon vorhanden sind und daher keinen zusétzlichen
Berechnungsaufwand benétigt.

Nehmen wir nun an, dass wir ein Extrapolationsdiagramm mit k Zeilen und k Spalten
berechnet haben. Unter den Annahmen (5.8) und (5.9) sieht man leicht, dass in diesem
Diagramm der Fehler €, ;, am kleinsten ist, also T}, ;, die genaueste Approximation darstellt.
Es wiire also sinnvoll, einen Fehlerschétzer fiir €5, 5, zu erhalten. Mit der obigen Idee ist dies
aber nicht moglich, da wir dafiir den Wert T}, ;41 bendtigen wiirden, der im Diagramm
nicht enthalten ist und erst mit viel Aufwand berechnet werden miisste. Wir begniigen uns
daher mit einem Schétzer fiir den “zweitbesten” Fehler €, ;1. Das folgende Lemma zeigt,
dass sich die informelle Approximation (5.10) formal in den Rahmen von Definition 5.10
fassen l&sst.

Lemma 5.11 Es gelte Annahme (5.9) fiir € ;1 und €y, genauer existiere o < 1, so dass
die Ungleichung
Ehk < Q€L k-1

Dann ist der Wert

Ekgo—1 = Tk k-1 — Tk i
ein Fehlerschétzer fiir 4,1 im Sinn von Definition 5.10 mit k1 =1 — o und k2 = 1 + «.
Beweis: Wir schreiben kurz I = ffrh f(y)dy. Damit gilt

Ekh—1 = |(Thp—1 — 1) = (Thp — I)| < epp—1 + €k
Andererseits folgt aus ex r < € k-1

Er—1 = |(Thk—1—1) — (Thre — I)| > €k fo—1 — €k k-
Zusammen erhalten wir mit o > e, /g x—1 die gewiinschten Abschitzungen

€kk
Ekk—1

(1 —a)eg -1 < <1 — ) Ehh—1 = €k k-1 — €k < Ek k-1

und

_ Ekk
Ekk—1 S Epk—1 T Ekk = <1 + 6 > k-1 < (1 + @)eg p—1-
kk—1
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Auch wenn dieser Fehlerschétzer den Fehler fiir T}, .1 schétzt sollte man in der praktischen
Rechnung den Wert T}, ;, als Ergebnis des Algorithmus verwenden, da dieser nach Annahme
(5.9) genauer als T}, 1 ist.

Auf Basis dieses Fehlerschitzers beschreiben wir nun den adaptiven Algorithmus. Wir
betrachten hier eine einfache Variante, die mit fester vorgegebener Ordnung k arbeitet.
Eine verfeinerte Variante, bei der auch die Ordnung k adaptiv gewéhlt wird findet sich
z.B. im Buch von Deuflhard und Hohmann.

/a ' fla)de

mit der Extrapolationsformel fiir ein vorgegebenes k schrittweise berechnen, wobei wir auf
jedem Teilintervall der Berechnung eine vorgegebene Genauigkeit tol einhalten wollen.?
Dazu wéhlen wir eine Basisschrittweite h = (b — a)/N, setzen i := 1, h; :== h und z; :=a
und berechnen die Approximationen

Wir wollen das Integral

) zi+h; ) Ti+h;
le,k1%/ f(z)dz und lekz/ f(z)dx (5.11)

i T

des Teilintegrals auf [z;, z; + h;]. Wir nehmen zunéchst an, dass wir den Integrationsfehler

52:,k;—1 fiir Tli,k—l kennen. Nach (5.7) gilt

hgk_l (21@—1).

52/,7,%1 ~ 0; , also §; =~ 5}67,671112-_

Um also 52 w1 < tol zu garantieren, miisste die Berechnung mit der idealen Schrittweite

~ tol
h; = 261 - ° h;
k-1

durchgefiihrt werden. Um diese ideale Schrittweite ohne den unbekannten Wert 5}; p_1 Zu
berechnen, ersetzen wir diesen durch den Fehlerschétzer

Ehsom1 = [Tk o1 — Th el

Da dieser nicht exakt ist, fithren wir einen “Sicherheitsparameter” p < 1 ein, und berechnen

die neue Schrittweite mittels
~ tol
By [ 2%
E:Z
k,k—1

Falls nun fzz kleiner als h; ist, wiederholen wir die Berechnung mit h; = fLZ Wenn (eventuell
nach Wiederholung der Berechnung) h; > h; gilt, so gehen wir zum nichsten Teilintervall
iiber. Als neue Schrittweite wihlen wir nun ﬁi, wir setzen also x;11 = x;+h; und hjy1 = BZ
Dies ist sinnvoll, da wegen der Stetigkeit von f(2¥) fiir kleine h;

dit1 = 0;

2 Auch hier kann man natiirlich wahlweise ein relatives Abbruchkriterium verwenden.
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gilt, also

Epiiy = i it m SR = ik = tol
als Fehler mit dieser Schrittweite zu erwarten ist. Falls z;11 4+ h;11 > b gilt, verringern
wir die neue Schrittweite zu h;+1 = b — x;11, um nicht {iber die obere Integrationsgrenze
hinweg zu integrieren. Ebenso empfiehlt es sich, eine obere Schranke hpax fiir die erlaubte
maximale Schrittweite einzufithren und h;;1 durch hpax zu beschrinken.

Falls x;11 < b ist, setzen wir ¢ := ¢ + 1 und fahren wir fort bei (5.11).

Falls z;41 = b ist, haben wir die obere Integrationsgrenze erreicht, die gesuchte Inte-
gralapproximation kénnen wir dann — da wir hier auf die sowieso berechneten genaueren
Werte T} , zuriickgreifen kénnen — als 23:1 T} . berechnen.

Abbildung 5.3 zeigt die Anwendung dieses Algorithmus auf die Nadelimpulsfunktion f(z) =

m, mit den Parametern [a,b] = [~1,1], k = 3, tol = 10~°, p = 0.8 und Basisschritt-

weite h = 1.
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Abbildung 5.3: Adaptive Teilintervalle bei der Integration der Nadelimpulsfunktion

Das Integrationsintervall wurde dabei durch den adaptiven Algorithmus in 27 Einzelinter-
valle aufgeteilt, die minimale Schrittweite war 0.005532, die maximale 0.350629.

Die insgesamt zu erwartende Genauigkeit betrégt bei diesem Verfahren m - tol, wobei m
die Anzahl der durchgefiihrten Schritte ist; diese Genauigkeit lédsst sich also naturgeméf
erst nach Ablauf des Algorithmus berechnen.

Trotz der sehr effizienten “Selbstanpassung” an den Integranden, kénnen — wie bei allen
numerischen Methoden — auch bei der adaptiven Romberg—Quadratur Probleme auftre-
ten, denn bei zu groflen Schrittweiten oder wenn die gemachten Voraussetzungen nicht
erfiillt sind liefern die liefern die Fehlerschétzer unzuverliassige Werte. Tatséchliche Fehler
konnen dann “iibersehen” werden, wodurch eine falsche Genauigkeit berechnet wird und

SMATLAB Files fiir diesen Algorithmus werden gegen Ende Januar auf der Vorlesungshomepage bereit
gestellt.
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das Verfahren mit falschen Werten konvergiert. Man spricht in diesem Fall von Pseudo-
konvergenz. Strategien zur Erkennung dieser Situation finden sich ebenfalls im Buch von
Deuflhard /Hohmann.

Ob man fiir ein gegebenes Problem eine adaptive oder eine nicht-adaptive Methode vor-
zieht, héngt alles in allem von der Aufgabenstellung und dem Einsatzbereich der Integrati-
onsroutine ab. Adaptive Verfahren liefern fiir viele Integranden f, speziell wenn diese nicht
gleichméfig sind oder keine a priori Analyse durchgefiithrt werden soll, eine zuverlassige und
effiziente Strategie zur Losung von Integrationsproblemen. Falls viele Informationen (z.B.
iiber die Ableitungen) des Integranden vorhanden sind oder relativ zum Aufwand des Inte-
grationsproblems giinstig berechnet werden kénnen, z.B. wenn eine bestimmte Funktion im
Rahmen eines Algorithmus oft integriert werden muss, werden nicht—adaptive Verfahren
im Allgemeinen effizienter sein, falls die nétigen Parameter (Ordnung, Schrittweite, etc.)
gut eingestellt sind.
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Kapitel 6

Nichtlineare (Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungen oder Gleichungssysteme miissen in vielen Anwendungen der Ma-
thematik gelost werden. Typischerweise werden die Losungen nichtlinearer Gleichungen
iiber die Nullstellen einer Funktion f : R™ — R"™ definiert, fiir die dann ein z* € R" mit

f(@*) =0

gesucht wird.

Beispiel (Berechnung von Quadratwurzeln): Berechne z* € R mit f(z) = 0 fiir
f(z) = 2? — 2. Die Losung ist entweder /2 oder \/—2; ein numerisches Verfahren zur
Berechnung von Nullstellen kann also insbesondere zur Berechnung von Quadratwurzeln
verwendet werden.

6.1 Fixpunktiteration

Die Fixpunktiteration ist eine recht einfache Methode, die auf der Idee beruht, die Losung
eines nichtlinearen Gleichungssystems als Fixpunktgleichung zu formulieren. Setzen wir

g9(x) = f(z) +,

so ist f(z*) = 0 dquivalent zu g(2*) = z*. Ein Punkt z € R™ mit g(z) = x heifit Fizpunkt
von g. Statt eine Nullstelle von f zu suchen, konnen wir alternativ also einen Fixpunkt
von g suchen.

Wir erinnern an den Banach’schen Fixpunktsatz Satz 2.18:

Satz 2.18 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines
vollstdndigen normierten Raumes mit Norm || - || und sei ® : A — A eine Kontraktion, d.h.
es existiere eine Konstante k € (0,1), so dass die Ungleichung

[ (2) — @(y)|| < Kllz -yl

gilt. Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt z* € A, gegen den alle Folgen der Form
Ziy1 = ®(z;) mit beliebigen xy € A konvergieren. Dariiberhinaus gelten die a priori und a

113
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posteriori Abschitzungen

)

[l — 2| <

ST°% l[#; — i1l

|1 — ol und |jz; — 2| < T %

Die einfachste Idee zur Bestimmung eines Fixpunktes z* von ¢ liegt nun in der Iteration

dieser Abbildung:

Algorithmus 6.1 (Fixpunktiteration) Gegeben seien eine Funktion ¢g : R” — R™ und
ein Anfangswert xo € R™. Weiterhin sei eine Abbruchgenauigkeit ¢ > 0 gegeben.

(0) Setze i = 0 (Z&hlindex).
(1) Setze zit1 := g(x;).

(2) Falls ||z;41 — x;|| < € ist oder eine maximal erlaubte Iterationsanzahl iiberschritten
ist, beende den Algorithmus;
sonst setze i := i + 1 und gehe zu (1)

Falls g die Bedingungen des Banach’schen Fixpunktsatzes auf einer Umgebung A von z*
erfiillt, so konvergiert dieses Verfahren fiir alle zg € A. Der Banach’sche Fixpunktsatz
garantiert dann die Genauigkeit

[@ip1 — 2™ < E.

1-k

Natiirlich erfiillt nicht jede Abbildung g die Voraussetzungen dieses Satzes. Falls g stetig
differenzierbar ist, ldsst die Kontraktionseigenschaft aber leicht iiberpriifen.

Lemma 6.2 Es seien D C R™ und g : D — R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit
Fixpunkt z* € D. Sei A = {z € R" |||z — 2*||oc <} C D fiir ein 6 > 0. Dann erfiillt g die
Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes beziiglich der oco—Norm, falls

sup || Dg(z)||co = k < 1
z€A

ist, wobei Dg(x) € R™*™ die Jacobi-Matrix, also die matrixwertige Ableitung der Funktion
g an der Stelle x bezeichnet und || - || die von der co-Norm induzierte Zeilensummennorm
fiir Matrizen ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass ||g(z) — 9(y)|lcc < kl|z — yl|oo ist. Wir schreiben g =
(g1,---,gn)T mit g; : R" — R. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt fiir

alle x,y € Aund alle j = 1,...,n die Gleichung

gi(z) — gj(y) = Dg;(&)(z — y)
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mit §; € A. Also folgt

lg@) = 9@Wllee = max g;(z) - g;(y)|

— jgllafcnngj(ﬁj)(x—yﬂ
< max max |Dg;(§)(z —y)
=|[Dg(&)(z—y)];
max [ Dg(©)(@ = y)le < max|Dg(©lclz =yl < ko =yl

Es bleibt zu zeigen, dass g die Menge A nach A abbildet. Sei dazu x € A, also ||x —z*|| < 4.
Es ist zu zeigen, dass dann auch g(x) € A, also ||g(x) — z*|| < § gilt. Dies folgt, denn

l9(x) = 2%[loo = [lg(x) — g(2") [0 < Kllz — 27|00 < kb < 6.

Bemerkung 6.3 Fiir n > 1 lisst sich der Satz (allerdings fiir eine i.A. unbekannte Um-
gebung A) auch unter der (schwécheren) Bedingung p(Dg(z*)) < 1 beweisen, wobei p die
Spektralnorm (vgl. Satz 2.7) bezeichnet. Der Beweis ldsst sich allerdings nicht mit Hilfe
des Banach’schen Fixpunktsatzes fiihren, die Beweisidee funktioniert wie folgt:! Fiir lineare
zeitdiskrete Systeme der Form

rip1 = Ax;

ist das Gleichgewicht x* = 0 genau dann exponentiell stabil, wenn alle Eigenwerte von A
den Betrag kleiner als 1 besitzen, was dquivalent zur Bedingung p(A) < 1 ist. Wenn wir
0.B.d.A. z* = 0 annehmen, so ist die Iteration x;1; = Dg(z*)z; gerade die Linearisierung
der nichtlineare Iteration z;+1 = g(x;), weswegen diese lokal exponentiell stabil ist, wenn
p(Dg(xz*)) < 1 (tatsdchlich genau dann wenn). Insbesondere konvergiert also die Iteration
xiy1 = g(z;) unter dieser Bedingung gegen z* fiir alle Anfangswerte z aus einer Umgebung
A von z*. O

Mit Lemma 6.2 kann fiir n = 1 der folgende Satz bewiesen werden. Hierbei bezeichnet
g~ (z) die Umkehrabbildung der Funktion g(z).

Satz 6.4 Sei g : R — R eine stetig differenzierbare Abbildung mit g(x*) = x*. Es gelte
|¢'(z*)| # 1. Dann gibt es eine Umgebung A von z*, so dass eine der beiden Iterationen

i) zit1 = g(z;)
i) 21 =g ()

fiir alle Anfangswerte zg € A gegen x* konvergiert.

'Fiir die Teilnehmer der Vorlesung “Stabilitit und Stabilisierung linearer Systeme” sollte diese Be-
weisskizze verstdndlich sein; Teilnehmer ohne Hintergrund in Stabilitétstheorie konnen den Rest dieser
Bemerkung iiberspringen.
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Beweis: Ubungsaufgabe.

Verfahren, die nur fiir Anfangswerte in einer Umgebung des gesuchten Wertes konvergie-
ren, bezeichnen wir als lokal konvergent. Beispiele, in denen die Fixpunkt—Iteration gut
funktioniert, finden sich in den Ubungsaufgaben.

Festzuhalten bleibt, dass dies eines der wenigen Verfahren ist, mit denen man allgemeine
nichtlineare Gleichungssysteme im R" direkt 16sen kann, ohne weitere Informationen wie
Ableitungen etc. zu bendtigen. Allerdings werden wir spéter sehen, dass das Verfahren
vergleichsweise langsam konvergiert. In manchen Féllen ist die Fixpunktiteration dariiber-
hinaus nicht geeignet, insbesondere, wenn die Umkehrfunktion schwer zu finden oder schwer
auszuwerten ist, wie das folgende Beispiel illustriert.

Beispiel 6.5 Betrachte die Wurzelberechnung aus dem einfithrenden Beispiel mit f(x) =

2 — 2. Hier ist die zugehorige Fixpunktabbildung gegeben durch g(z) = 2% + 2z — 2,
die Ableitung in * = /2 ist ¢/(z*) = 22* + 1 ~ 3.8284271, also ist der Banach’sche
Fixpunktsatz nicht anwendbar. Die Umkehrfunktion lésst sich hier zwar theoretisch leicht
berechnen, es gilt g~ (x) = /2 + 9/4 —1/2, und der Banach’sche Fixpunktsatz wire auch
anwendbar. Wenn wir aber diese Abbildung als Iterationsvorschrift verwenden, miissen wir
in jedem Schritt eine Wurzel berechnen: wir haben also die Berechnung einer Wurzel V2
durch eine Berechnung mehrerer Wurzeln ersetzt, was sicherlich wenig effizient ist. o

6.2 Das Bisektionsverfahren

Wir werden in diesem Kapitel auch Verfahren betrachten, die nur im R! funktionieren und
die sich nicht auf hohere Dimensionen verallgemeinern lassen. Das nun folgende Bisektions-
verfahren ist ein solches Verfahren, das sehr einfach und anschaulich ist und dariiberhinaus
unter minimalen Bedingungen global konvergiert.

Wir betrachten also eine stetige reelle Funktion f : R — R und suchen eine Nullstelle, also
einen Wert z* € R mit f(z*) = 0. Der folgende Algorithmus berechnet solch eine Nullstelle.

Algorithmus 6.6 (Bisektionsverfahren) Gegeben seien eine Funktion f: R — R und
Werte a < b, so dass f(a)f(b) <0 gilt (d.h., f(a) und f(b) haben unterschiedliches Vorzei-
chen). Weiterhin sei eine gewiinschte Genauigkeit € > 0 gegeben.

(0) Setze i = 0 (Z#hlindex) und ag = a, by = b.

1

)

) Setze x; = a; + (b; — a;)/2.

(2) Falls f(x;) =0 oder (b; — a;)/2 < € beende den Algorithmus
)

(3) Falls f(x;)f(a;) <0 ist setze aj11 = a;, biy1 =
Falls f(xl)f(az) > ( ist setze a;+1 = Ty, bi—l—l =b;
Setze i =i + 1 und gehe zu Schritt (1).
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f()

Abbildung 6.1: Bisektionsverfahren

Abbildung 6.1 illustriert dieses Verfahren. Man kann die Punkte a;, b; als Intervallgrenzen
der Intervalle [a;, b;] verstehen, mit denen die Nullstelle durch immer weitere Halbierung
eingeschachtelt wird. Daher stammt der Name “Bisektion” (= Zweiteilung).

Die Auswahlbedingung der neuen Werte a;1 und b; 1 stellt sicher, dass f(a;+1) und f(b;j+1)
unterschiedliches Vorzeichen haben; deswegen muss (da f stetig ist) sich eine Nullstelle
zwischen diesen Werten befinden. Wenn die Abbruchbedingung (z; — a;) < € erreicht ist,
ist also sichergestellt, dass es eine Nullstelle 2* mit |z* — z;| < e gibt, dass also x; eine
approximative Nullstelle ist.

Das Bisektionsverfahren hat einige sehr vorteilhafte Eigenschaften:

e Es funktioniert fiir allgemeine stetige Funktionen.

e Es liefert immer ein Ergebnis, vorausgesetzt dass man geeignete Startwerte a und b
finden kann (man sagt, dass das Verfahren “global konvergiert”).

e Die Anzahl der Schritte, nach der die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist, héingt nur
von ¢ und b aber nicht von f ab.

Der Grund, warum in der Praxis auch im eindimensionalen Fall trotzdem oft andere Verfah-
ren eingesetzt werden, liegt darin, dass das Verfahren — ebenso wie die Fixpunktiteration
— relativ langsam gegen den gesuchten Wert x* konvergiert. Um dies zu verstehen, miissen
wir zunéchst geeignete Konzepte zum Messen von Konvergenzgeschwindigkeiten einfiihren.

6.3 Konvergenzordnung

Der Begriff der Konvergenzordnung liefert eine Moglichkeit, iterative Verfahren auf ihre Ge-
schwindigkeit hin zu untersuchen. Wir werden hier drei verschiedene Konvergenzordnungen
betrachten: Lineare Konvergenz, superlineare Konvergenz und quadratische Konvergenz.
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Iterative Verfahren liefern eine Folge approximativer Losungen x;, die gegen die exakte
Losung «* konvergieren. Die Konvergenzordnung wird iiber den Fehler

s — =7
definiert und gibt an, wie schnell dieser Fehler gegen Null konvergiert.

Die folgende Definition beschreibt die drei Arten der Konvergenzordnung, die wir hier
betrachten wollen.

Definition 6.7 Betrachte ein iteratives Verfahren, das eine Folge von approximativen
Losungen z; fiir die exakte Losung z* liefert. Dann definieren wir die folgenden Kon-
vergenzordnungen:

(i) Das Verfahren heifit linear konvergent, falls eine Konstante ¢ € (0, 1) existiert, so dass
die Abschitzung

|xiv1 — ¥ < ellz; — 27| fir allei =0,1,2,. ..

gilt.
(ii) Das Verfahren heiit superlinear konvergent, falls Konstanten ¢; € (0,1) fiir ¢ =
0,1,2,... existieren, so dass die Bedingungen
Ci+1§6i,i20,1,2,..., thZ:O

1— 00

und die Abschétzung
|ziz1 — 2" < ¢fla; — 2| fir allei = 0,1,2,...
gelten.

(iii) Das Verfahren heifit quadratisch konvergent, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so
dass die Abschitzung

l2zig1 — 2% < qlja; — «*|? fir alle i = 0,1,2, . ..
gilt.

O

Bemerkung 6.8 Durch iterative Anwendung dieser Ungleichungen erhélt man die Feh-
lerabschétzungen

lzi = 2| < c'llwo — 27|
i—1

lzs —2*| <[] eillzo — 27|
k=0

1 i
s =™ < Q(Q\Iwo—x*H)2~

Beachte, dass die dritte Ungleichung nur dann eine sinnvolle Fehlerabschitzung liefert,
wenn ¢q||zo — z*|| < 1 bzw. ||zg —2z*|| < 1/q gilt, d.h. wenn der Anfangswert xy bereits nahe
genug am exakten Ergebnis z* liegt. o
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Abbildung 6.2 zeigt die Abhéngigkeit der Fehler fiir ¢ = 0.5, ¢; = m, q = 2 und
o — 7| = 1/4.

0.14 -
Fehlero_12 E
0.1-

0.08 -
0.06 -
0.04 -
0.02 -

0

4 6
Anzahl lterationen

Abbildung 6.2: Konvergenzordnungen: linear, superlinear und quadratisch (von oben nach unten)

Zwar kann man erkennen, dass die quadratische Konvergenz schneller gegen Null tendiert
als die superlineare, und diese wiederum als die lineare, allerdings lésst sich aus dieser Grafik
nicht direkt erkennen, welche Konvergenzordnung einer bestimmten Kurve zu Grunde liegt.

Dies lésst sich viel leichter feststellen, wenn man statt des Fehlers den Logarithmus des
Fehlers betrachtet. Fiir den Logarithmus gelten die Rechenregeln

log(ab) = log(a) + log(b), log(1/q) = —log(q) und log(c?) = dlog(c).

Damit erhalten wir fiir die drei Konvergenzarten aus Definition 6.7 die Ungleichungen

log([|lzits — ™)) < log([lei — 7)) + log(c)
log(||lzit1 — ™)) < log(|lei — 27|)) + log(ci) (6.1)

log([lzitr —2™[]) < 2log([lz; — 2*||) + log(q).
und mit der Abkiirzung K = log(||xg — 2*||) aus Bemerkung 6.8 die Abschétzungen
log([lzi —a7[) < ilog(c) + K
i—1
log(f|lzi —2*[)) < ) log(ci) + K
k=0

log([la; — 2*[)) < 2'(log(q) + K) — log(q).
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Beachte, dass der Logarithmus dabei gegen minus unendlich strebt, wenn der Fehler gegen
Null konvergiert.

Wenn man nun diese letzten drei Abschétzungen grafisch darstellt, so erhélt man im linea-
ren Fall eine Gerade mit negativer Steigung, im quadratischen Fall eine Kurve der Form
i+ —C2'+ D fiir C > 0, D € R und im superlinearen Fall eine dazwischenliegende Kurve,
deren Neigung immer weiter zunimmt, die also negative Kriimmung besitzt. Abbildung 6.3
zeigt das typische Verhalten dieser Kurven fiir den Logarithmus der Basis 10.

Anzahl lterationen
2 4 6 8 1p1?1§1§1§2p2?242§2§39

—20-
log_10(Fehler) 40 - \\\\\\\

—60-

—80-

Abbildung 6.3: Konvergenzordnungen: linear, superlinear und quadratisch (von oben nach unten)

Tatséchlich wiirden diese Kurven fiir jeden anderen Logarithmus &hnlich aussehen, der
Logarithmus zur Basis 10 hat aber die spezielle Eigenschaft, dass man die Genauigkeit
direkt ablesen kann, wenn man sie in der Anzahl der korrekten Nachkommastellen des
Ergebnisses misst, zumindest im eindimensionalen Fall, also fiir x € R:

Sei dazu d = log;o(|z; — x*|). Wir nehmen an, dass d negativ ist, was genau dann der Fall
ist, wenn |x; — 2*| < 1 ist (die folgenden Uberlegungen gelten also nur, wenn x; bereits
hinreichend nahe an x* liegt). Sei nun m > 0 die grofite ganze Zahl, die echt kleiner als —d
ist. Dann gilt
lz; — 2" =104 <107™ =0.0---01
——
(m—1)—mal
Jede Zahl, die kleiner als 107" = ist, ist von der Form
0.0+ Q%%+,
——
m—mal
wobei der Stern “x” beliebige Ziffern symbolisiert. Also ist
|z, — 2] < 0.0 Qs k-
—
m—mal

weswegen x; und xz* mindestens in den ersten m Nachkommastellen tibereinstimmen miis-
sen. Auf diese Weise lisst sich aus d die Anzahl der korrekten Nachkommastellen des
Ergebnisses direkt ablesen.
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Aus den Ungleichungen (6.1) kann man daraus die Konsequenzen ableiten, dass sich die
Anzahl der korrekten Stellen bei linearer Konvergenz etwa alle 1/(—log(c)) Schritte um 1
erhoht und bei quadratischer Konvergenz (wenn man den log(¢) Summanden vernachlés-
sigt) in jedem Schritt in etwa verdoppelt. Superlineare Konvergenz liegt auch hier zwischen
diesen Werten: Die Anzahl der neu hinzukommenden korrekten Stellen nimmt in jedem
Schritt zu.

In Tabelle 6.1 werden die Charakteristika der verschiedenen betrachteten Konvergenzord-
nungen noch einmal zusammengefasst.

‘ Konvergenzordnung H linear ‘ superlinear ‘ quadratisch ‘
Definition [@it1 — 2| [@ip1 — 2| [@ip1 — 2|
< cfjzi — 2] < cillwi — 27| < qllz; — 27|
fiir ein ¢ € (0,1) fiir ¢; € (0,1), ¢; \, 0 | fiir ein ¢ > 0
Kurve im Gerade Kurve mit nega— ~ it —0214+ D
log—Diagramm tiver Kriimmung
Anzahl korrekter erhoht sich um 1 wie linear, aber verdoppelt sich
Nachkommastellen || nach ca. 1/(—log(c)) | mit immer schnel- ca. nach jedem
Schritten lerer Zunahme Schritt

Tabelle 6.1: Charakteristika verschiedener Konvergenzordnungen

Wir wollen nun die Konvergenzordnung der bisher betrachteten Verfahren bestimmen.

Fiir die Fixpunktiteration erhalten wir aus den Voraussetzungen des Banach’schen Fix-
punktsatzes die Fehlerabschétzung

[zipr — 2™ = llg(z:) — g(@)|| < Kz — 27,

also lineare Konvergenz mit ¢ = k. Ein Sonderfall ergibt sich, falls Dg(x*) = 0 gilt und
g zwei mal stetig differenzierbar ist. Dann gilt mit Taylor—Entwicklung um z* fiir die
Komponenten g; von g die Gleichung

" 9g;(&)) . «
g;(x) — Ty = gi(x) — Z 8x28;l — xp) (7 — x7),

kll

wobei 27 die j—te Komponente von 2™ bezeichnet und §; ein Punkt auf der Verbindungs-
geraden von x nach x* ist. Da die zweiten Ableitungen von jeder Komponente g; nach
Voraussetzung stetig sind, sind diese fiir x in einer Umgebung N von z* durch eine Kon-
stante r > 0 beschréankt. Damit gilt mit ¢ = r/2

i1 =27 oo = llg(wi) =27l = max |g;(wi) =G| < max q(lzil; —23)? < qllwi— 27|l

2 7 7 7
also quadratische Konvergenz.

Fiir das Bisektionsverfahren aus Algorithmus 6.6 miissen wir den Fehler etwas anders
definieren. Bei diesem Verfahren kann der Fall eintreten, dass der Wert x; zufillig sehr
nahe an der gesuchten Nullstelle liegt und sich in weiteren Iterationsschritten zunéchst
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wieder entfernt, bevor er letztendlich konvergiert. Tatséchlich sollte man hier den Fehler
nicht iber den Abstand |z; —2*| sondern iiber die Intervallgrofe (b; —a;) definieren, da aus
der Konstruktion sofort die Abschitzung |z; — z*| < (b; — a;)/2 folgt. Diese Intervallgrofie
halbiert sich in jedem Schritt; man erhélt also

(bi — a;)

N =

(bit1 — ait1) <

und damit lineare Konvergenz mit ¢ = 1/2.

In den folgenden Abschnitten werden wir Verfahren erldutern, die quadratisch oder zumin-
dest superlinear konvergieren.

Bemerkung 6.9 Wir haben bereits im Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme iterati-
ve Verfahren, ndmlich das Jacobi—, das Gauss—Seidel-Verfahren und das CG—Verfahren
kennen gelernt. Alle diese Verfahren haben ebenfalls lineare Konvergenzordnung. o

6.4 Das Newton—Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir ein weiteres Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungs-
systeme betrachten, das Newton—Verfahren. Im Vergleich zu den bisher betrachteten Ver-
fahren (mit Ausnahme der Fixpunktiteration mit verschwindender Ableitung) konvergiert
dieses deutlich schneller, es ist quadratisch konvergent.

Im Gegensatz zum Bisektions—Verfahren oder der Fixpunktiteration wird hier nicht aller-
dings nur die Funktion f selbst sondern auch ihre Ableitung benétigt. Wir beschreiben das
Verfahren zunichst im R! und gehen danach zum R” iiber.

Die Idee des Newton—Verfahrens ist wie folgt: Berechne die Tangente g(x) von f im Punkt
x;, d.h. die Gerade

g(x) = f(xi) + f'(z:)(x — i)

und wiéhle x;41 als Nullstelle von g, also

f(zi)
f(@i)

fl@) + fla)(wip — i) =0 & flz)zin = fla)e; — flzi) & wip=xi —

Die Idee ist in Abbildung 6.4 grafisch dargestellt.

Formal liisst sich der Algorithmus im R! wie folgt beschreiben.

Algorithmus 6.10 (Newton—Verfahren) Gegeben sei eine Funktion f : R — R, ihre
Ableitung f' : R — R sowie ein Anfangswert xop € R und eine gewiinschte Genauigkeit
e > 0. Setze ¢ = 0.

(1) Berechne z;11 = x; — f(x;)/f'(z)

(2) Falls |zj4+1 — x;| < €, beende den Algorithmus,
ansonsten setzte ¢ = ¢ + 1 und gehe zu (1)
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f(X)

)
/J
X Xi

Abbildung 6.4: Newton—Verfahren

Das folgende Beispiel zeigt den Verlauf des Newton—Verfahrens fiir das bereits bekannte
Beispiel 6.5.

Beispiel 6.11 Betrachte die Funktion f(x) = 22 — 2 mit f’(z) = 2z und Nullstelle 2* =
V2 & 1.4142135623731. Die Iterationsvorschrift des Newton—Verfahrens ergibt hier

z? -2 L
_ = a4 —

Tiy1 = o — fxi) ) f(2:) = 2 2x; 2 x;

Wir wihlen den Startwert zp = 2. Damit erhalten wir (korrekte Nachkommastellen sind
unterstrichen)

T, = %2 + ; = ; = 15
T

r3 = %g + % = %787 ~ 1.4142156862745
T4 = %% + % = igg:g; ~ 1.4142135623746

Im Gegensatz zum Bisektionsverfahren lisst sich das Newton—Verfahren auf nichtlineare
Gleichungssysteme im R" verallgemeinern. Wenn wir die Iterationsvorschrift des Newton—
Verfahrens fiir f : R — R

f(@i)

()

Tit+1 = T4
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betrachten, stellt sich die Frage, wie eine geeignete Verallgemeinerung aussehen kann.

Sei dazu f : R™ — R™ nun eine vektorwertige Funktion. Die Ableitung an einer Stelle
x € R", die wir wie {iblich mit D f(x) bezeichnen, ist jetzt keine reelle Zahl mehr, sondern
eine Matrix.

Natiirlich konnen wir diese Ableitung D f(x) nicht einfach in die Iterationsvorschrift fiir
x;+1 einsetzen, da man ja durch eine Matrix nicht teilen kann. Man kann also nicht einfach
f(zi)/f (x;) durch f(x;)/Df(x;) ersetzen, sondern muss, um den selben Effekt zu erzielen,
die entsprechende Operation fiir Matrizen verwenden. Statt durch D f(x;) zu teilen, multi-
plizieren wir nun mit Df(z;)~!, berechnen also D f(x;)~!f(x;). Dies fiihrt zum folgenden
Algorithmus

Algorithmus 6.12 (Newton—Verfahren im R", Version 1)
Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R" ihre Ableitung Df : R" — R"™ " sowie ein
Anfangswert xg € R"™ und eine gewiinschte Genauigkeit € > 0. Setze ¢ = 0.

(1) Berechne z;11 = x; — D f(z;) 7' f ()

(2) Falls ||xiy1 — z4|| < €, beende den Algorithmus,
ansonsten setzte i = ¢ + 1 und gehe zu (1)

Wir illustrieren den Ablauf dieses Algorithmus an dem obigen Beispiel.

Beispiel 6.13 Gesucht ist eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

x%+x% =1

1‘1:0

Dies ist dquivalent zum Suchen einer Nullstelle z* € R? der Funktion f : R? — R? gegeben

durch ) )
z i +z5—1
f(:r):<f1()>:< 1 2 )
fa(z) 1
Fiir die gesuchte Losung z* muss also gleichzeitig fi(z*) = 0 und fo(z*) = 0 gelten. Fiir
die hier gegebene Funktion f ist die Losung leicht zu sehen: Die Funktion f; ist genau
dann gleich Null, wenn % + 23 = 1, also ||x|| = 1 ist. Die Funktion f ist gleich Null, wenn

r1 = 0 ist. Die Menge der méglichen Losungen bestehe also aus allen Vektoren (z1, 22)7
der Lénge ||z| = 1, fiir die #1 = 0 ist, also 2* = (0,1)” oder z* = (0, —1)7.

Die partiellen Ableitungen von f; und f5 lauten

also ist
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Damit ist z.B. fiir x = (0,1) die Ableitung gegeben durch

Df@):(? 3)

23}1 2.732
1 0

Df(x)"! = < YL >
2xo

2

Die Inverse der Ableitung

Df(x)

ist gegeben durch

Die Iterationsvorschrift ergibt sich mit z; = (z;1, 7;2)7 also zu

0 1 o +ah -1
Li41 = T4 — 1 T T .
2xio Z42 il

Mit zg = (1,1) ergibt sich so (korrekte Nachkommastellen sind wieder unterstrichen)
)~ (1) = (5)
> - ( 1.083 )
> ( 1.0 32051282 >
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In der Praxis wird man D f(x)~! natiirlich nicht “per Hand” berechnen, sondern eine nu-
merische Routine verwenden. Tatséchlich ist es numerisch nicht besonders effizient, die
Inverse der Matrix D f(x;) wirklich zu berechnen, statt dessen 16st man das lineare Glei-
chungssystem D f(z;)Ax; = f(z;), das einen Vektor Az; mit Ax; = D f(z;) 71 f(x;) liefert.
Dies fiithrt zu der folgenden effizienteren Version des Newton—Verfahrens.

Algorithmus 6.14 (Newton—Verfahren im R", Version 2)
Gegeben sei eine Funktion f : R®™ — R"™, ihre Ableitung Df : R — R™ "™ sowie ein
Anfangswert ¢ € R” und eine gewiinschte Genauigkeit € > 0. Setze i = 0.

(1) Lose das lineare Gleichungssystem D f(x;)Ax; = f(zi)
und berechne x;,1 = z; — Ax;

(2) Falls ||Az;|| < €, beende den Algorithmus,
ansonsten setzte i =7 + 1 und gehe zu (1)
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Der folgende Satz zeigt die Konvergenzeigenschaften des Newton—Verfahrens.

Satz 6.15 Sei D C R" eine offene und konvexe Menge und sei f : D — R” eine stetig
differenzierbare Funktion mit invertierbarer Jacobi-Matrix D f(x) fiir alle x € D. Fiir ein
w > 0 gelte die folgende affin—invariante Lipschitz—Bedingung

IDf ()" (Df(z + sv) = Df(x))v]| < swllv]®

fiir alle s € [0, 1], alle z € D und alle v € R" mit z +v € D. Sei * € D eine Nullstelle von
f.

Dann gilt: Fiir alle Anfangswerte zg € R™ mit
* 2 * n *
p =z 71‘0H<; und  By(z*) ={z e R" ||z —z"|| < p} C D

bleibt die durch das Newton—Verfahren definierte Folge x; fiir i« > 0 im Ball B,(z*) und
konvergiert gegen x*, d.h.

|zi —z*|| <pfiralle: >0 wund lim a; =™
71— 00
Die Konvergenzordnung lésst sich dabei abschétzen durch

w
i — ) < Sl — a1,

d.h. das Verfahren konvergiert lokal quadratisch. Dariiberhinaus folgt aus den angegebenen
Bedingungen, dass z* die eindeutige Nullstelle in By, (x*) ist.

Beweis: Wir zeigen zunichst die folgende Hilfsaussage: Fiir alle z,y € D gilt
_ w
IDf (@)~ (f(y) = f(z) = Df@)(y =)l < Sy — =[” (6.2)

Um (6.2) zu beweisen, benutzen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung im R™. Nach
diesem gilt

1
Fl6) = $(@) = DI @)y =) = [ (Df(a+ sy =) = Df @)y - a)ds.
Unter Ausnutzung der affin—invarianten Lipschitz—Bedingung gilt damit

IDF ()" (f(y) = f(x) = Df(2)(y — @)

- HDf(x)‘l (/ (Df(e+ s(y — 2)) — D))y s

IN

1
w
| selly=alds = 5l - al?,
0

also (6.2).
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Aus der Iterationsvorschrift und f(z*) = 0 erhalten wir nun

Tiv1 — ¥ = xp— Df(:cz)_lf(:cz) —z*
wi — " — Df(z:) 7 (f (i) — f(z¥))
= Df(x:) " (f(z") = fzi) — Df () (" — zy)).

Mit (6.2) ergibt dies
* w * 112
v = 27| < S llzs =277,

also die behauptete Abschitzung. Falls ||z; — z*|| < p gilt, folgt daraus

* w * * *
lzis — 2™l < Fllzi — 2™ |lzi — ™| < pw/2 ]|z — 27| < p,
—~—
<1
weswegen die Folge fiir ||xo—2*|| < p fiir allei > 0in B,(2*) bleibt und gegen z* konvergiert.

Zum Beweis der Eindeutigkeit von x* in By, (z*) sei 2** eine weitere Nullstelle von f in
diesem Ball. Dann gilt ||z** — z*|| < 2/w und eingesetzt in (6.2) erhalten wir

*ok * *\— * Kok * W ek * *ok *
l2* = 2%l = [ Df (") 710 = 0 = Df (") (@™ — 2| < Z[la™ — 27| ]2 — 27,
|
<1

was nur fiir ** = z* moglich ist. N

Bemerkung 6.16 Falls f zweimal stetig differenzierbar mit invertierbarer Jacobi—-Matrix
ist, so ist die affin-invariante Lipschitz—Bedingung in einer (hinreichend kleinen) Umgebung
der Nullstelle immer erfiillt, da dann ||Df(xz + sv) — Df(x)|| < Csllv| gilt, woraus die
angegebene Bedingung mit w = || D f(z)~!||C folgt. In diesem Fall ist die lokale quadratische
Konvergenz (d.h. die quadratische Konvergenz fiir 2y hinreichend nahe bei x*) also sicher
gestellt. |

In Satz 6.15 haben wir die Voraussetzung “||z* — z¢|| < 2/w” verwendet. Dies ist keine
Bedingung, die nur aus beweistechnischen Griinden eingefiihrt wurde: Tatséchlich kann es
Situationen geben, in denen das Newton—Verfahren bei ungeeignetem Anfangswert xg nicht
oder nur sehr langsam konvergiert. Das folgende Beispiel soll dies verdeutlichen.

Beispiel 6.17 Betrachte die Funktion f(z) = 5z/4 — x3/4 mit Ableitung f'(z) = 5/4 —
322 /4. Offenbar hat diese Funktion eine Nullstelle in z* = 0 mit f’(0) = 5/4 # 0 und ist
beliebig oft stetig differenzierbar. Die Iterationsvorschrift ergibt sich hier als

Sui /4 — P4 2x)

1

© 5/4—322/4 -5+ 322

Tipr = x — f(2:)/ [ (2:) =

Mit Startwert xy = 1 erhalten wir daraus

2.1 9 ,
€T ey S — R f— .
! —5+3-1 -9

2. (1) —9
2 = - = = 1

—5+3-1 -2
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2-1 2

:'US = _— = _— = —1
—5+3-1 —2
2. (~1) —2

— _— frg _ frg 1
w 5+3-1 )

Das Verfahren springt also fiir alle Zeiten zwischen 1 und —1 hin und her und konvergiert
nicht. o

Das Verfahren ist also tatsdchlich nur lokal konvergent, es ist also wichtig, bereits einen
brauchbaren Startwert z¢ fiir die Iteration zu haben. Im Buch von Deuflhard/Hohmann ist
ein Verfahren beschrieben, mit dem bereits nach wenigen Schritten erkannt werden kann,
dass voraussichtlich keine Konvergenz zu erwarten ist.

Ein wesentlicher Nachteil des Newton—Verfahrens ist, dass die Ableitung der Funktion f
in der Iterationsvorschrift benotigt wird. Tatséchlich kann man die Ableitung durch eine
geeignete numerische Ndherung ersetzen und damit die explizite Berechnung von D f(x;)
vermeiden. Ersetzt man z.B. f/(x) durch (f(z + f(x)) — f(x))/f(z) so erhiilt man im R!
das sogenannte Steffensen—Verfahren. Die numerische Approximation von Ableitungen ist
aber im Allgemeinen sehr anfillig gegeniiber Rundungsfehlern, weswegen die numerische
Stabilitdt dieser Verfahren — moglichst unter Hinzunahme weiterer Informationen iiber f
— genau tiberpriift werden sollte.

In R! gibt es eine Alternative zum NewtonVerfahren, die ohne Ableitungen auskommt
und trotzdem recht schnell konvergiert. Dieses Verfahren wollen wir im folgenden Abschnitt
beschreiben.

6.5 Das Sekanten—Verfahren

Das Sekanten—Verfahren ist wieder ein Verfahren, das nur im R! funktioniert. Es unter-
scheidet sich in der Konzeption leicht vom Newton—Verfahren, da hier die neue Ndherung
Zi+1 nicht nur aus x; sondern aus den zwei vorhergehenden Werten x;_1 und z; berechnet
wird.

Wir geben wiederum zunéchst eine anschauliche und dann die formale Beschreibung.

Die Idee hinter diesem Verfahren ist wie folgt: man betrachtet zunichst die Sekante g(x)
durch f(z;—1) und f(z;), d.h. die Gerade

Ty — X

o(w) = £l + (o)~ f(a)
Ti— Tj—1

und wéhlt z;4; als Nullstelle dieser Geraden, also

0 = f(z)+ (@i = Ti1) (f(xz‘—l) - f(%‘))

T — Ti—1

Ti — Ti—1

f(l'ifl) - f(SUz)

& zi—zip1 = —f(x)

& Tip1 = x; — f(x)
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Die Idee ist in Abbildung 6.5 grafisch veranschaulicht.

f(x)

Abbildung 6.5: Sekanten—Verfahren

Formal l&sst sich das Verfahren wie folgt beschreiben.

Algorithmus 6.18 (Sekanten—Verfahren) Gegeben sei eine Funktion f : R — R sowie
zwei Anfangswerte o € R und 1 € R und eine gewiinschte Genauigkeit € > 0. Setze i = 1.

(zi — 1) f(21)
f(fUz) - f(fUifl)

(2) Falls |xj4+1 — ;| < e, beende den Algorithmus,
ansonsten setzte i =i + 1 und gehe zu (1)

(1) Berechne z;y1 = x; —

Der folgende Satz zeigt die Konvergenzordnungen dieses Verfahrens.

Satz 6.19 Sei f: R — R zwei mal stetig differenzierbar und sei xg hinreichend nahe bei
x*. Weiterhin gelte f’(x) # 0. Dann konvergiert das Sekanten—Verfahren superlinear.

Beweisskizze: Wenn z; und x;_; hinreichend nahe bei x* liegen, folgt aus der Taylor—
Entwicklung von f in #* die Abschétzung

flxi) = f(zior) = f'(2") (2 — zi1) (6.3)

sowie fiir j =4 — 1 und j = i die Abschitzungen

Flos) ~ P g —2%) + @) — 2 (6.4)
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Aus der Iterationsvorschrift ergibt sich die Gleichung

(i1 —2) f (i) — (xi —2") f(xim1)
f(xi) — f(zi1) '

Aus (6.3) erhalten wir fiir den Nenner die Abschitung
f@i) = fliza) = f'(@") (i — zi-1)
und mittels (6.4) erhalten wir fiir den Zihler
(i1 —2") f (i) — (i — 27) f(wi1)
S (i =2 (£ - at) + 307 - )

*
Tiy1 — T =

2
1
— (@ =) (@) (@i —27) + 51" @) @i —a")?)
]' * * * *
= 3@ @i = )@ — 2 (@ = 2") = (@1 = 27))
1 * * *
= /@) (@io = 2") (@i — %) (@i — wic1).
Also folgt
‘xi-i-l — x*\ ~ 1 fﬂ(m*) ’$i—1 - .%'*’ ‘xz - x*‘
2| Fla)
und damit die behauptete superlineare Konvergenz. 0

Wir wiederholen Beispiel 6.5 bzw. 6.11 fiir dieses Verfahren.

Beispiel 6.20 Betrachte wiederum die Funktion f(z) = 22 — 2 mit Nullstelle z* = /2 &
1.4142135623731. Die Iterationsvorschrift des Sekanten—Verfahrens ergibt hier

_ (.%2 - 33241)(1'@2 - 2) . (%Z — 1'2;1)(.7)@2 — 2) _ 1‘12 — 92
Ti+l = Tj — 3 5 =x; — =g — —=
Ty — X1 (33z - 551;—1)(1’1 + ZL‘¢71) Ti+ Ti—1

Mit zp = 2 und x1 = 1 ergibt sich (korrekte Nachkommastellen sind unterstrichen)

Ty = 1—112;22 = % = 13

- g(?i—f Rt

T4 = 1—7()—(1{;)1; - % ~ 1.4137931034483
z5 = %—% = % ~ 1.4142114384749
z6 = %—(iig = % ~ 1.4142135626889

Das Sekanten—Verfahren konvergiert also deutlich schneller als linear aber langsamer als
das Newton—Verfahren. m
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Auch das Sekanten—Verfahren ist nur lokal konvergent, d.h. die Anfangswerte miissen
geniigend nahe an x* liegen, um die Konvergenz des Verfahrens zu garantieren. Hier bietet
sich das Bisektions—Verfahren an, um gute Anfangswerte in der Néhe von x* zu finden.
Eine Strategie dieser Art wird z.B. in der Nullstellenroutine fzero in MATLAB benutzt.

6.6 Das Gaufl—Newton—Verfahren fiir nichtlineare
Ausgleichsprobleme

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch einmal zum Ausgleichsproblem zuriick
kommen, das wir in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrt haben. Wir haben dort das lineare Aus-
gleichsproblem betrachtet, das wir hier mit leicht anderer Notation zunichst noch einmal
zusammenfassen wollen:

7Zu einer Matrix A € R™*™ mit m > n und einem Vektor z € R* finde den Vektor z € R,
der die (quadrierte) Norm

| Az — 2|3
minimiert.

In der theoretischen Betrachtung haben wir gesehen, dass dieser Vektor x gerade die Lésung
der Normalengleichungen

AT Az = AT

ist, die ein “gewohnliches” lineares Gleichungssystem im R"™ darstellen, das z.B. mit dem
Choleski—Verfahren gelost werden kann.

Zur numerischen Losung haben wir in Algorithmus 2.16 alternativ die QQ R—Zerlegung ver-
wendet, die auf eine Zerlegung A = QR der Form

()

fithrt, wobei R € R™ " eine obere Dreiecksmatrix ist. Hiermit kann man dann den Vektor
x durch Riickwértseinsetzen berechnen. Fiir die numerische Loésung ist dieses Vorgehen i.A.
giinstiger als die Losung der Normalengleichungen, da die Matrix AT A schlecht konditio-
niert sein kann.

Die Normalengleichungen liefern allerdings eine Mdoglichkeit, die Losungen des linearen
Ausgleichsproblems theoretisch zu analysieren. Hierzu verwenden wir die folgende Defini-
tion.

Definition 6.21 Es sei m > n und A € R™*"™ eine Matrix mit vollem Rang. Dann defi-
nieren wir zu A die Pseudoinverse AT € R™™ als

A+ — (ATA)—IAT
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Man sieht leicht, dass die Losung des linearen Ausgleichsproblems min || Az — z||3 gerade
durch

r=A"z
gegeben ist, denn
r=ATzer=(ATA) AT & AT Az = AT 2,

d.h. z = ATz 16st gerade die Normalengleichungen.

Bemerkung 6.22 Man rechnet leicht nach, dass AT = (ATA)~1AT € R™™ die Eigen-
schaften

(i) (ATA)T = AtA (i) (4AH)T = AA+
(i) ATAA* = A* (iv) AA*A = A

erfiillt. Diese Eigenschaften (i)—(iv) heiflen auch Penrose—Aziome.

Tatséichlich ist A1 sogar die eindeutige n x m—Matrix, die diese Axiome erfiillt: Beachte
zuniichst, dass A1 surjektiv ist, denn aus (iv) folgt

n = dim imA = dim imAAT A < dim imA™,

also ist dim imA™ = n weswegen im A = R"™ sein muss. Desweiteren ist A injektiv, da die
Matrix nach Annahme vollen Rang hat.

Fiir jede Matrix A", die die Axiome erfiillt, sind die linearen Abbildungen P := A A und
P := AAY orthogonale Projektionen, d.h. sie erfiillen PT = P = P? und P =P=P".

Wir zeigen nun, dass ker P =kerA ist. Sei x im Kern von A. Dann gilt Az = 0, also wegen
(iv) auch APz = 0. Da A injektiv ist, muss also auch Px = 0 sein, weswegen = im Kern
von P liegt. Sei umgekehrt « im Kern von P. Dann gilt Pz = 0 und wiederum wegen (iv)
Axr = APx = A0 = 0, also = €kerA.

Als nichstes zeigen wir, dass imP =imA ist. Sei x €imA, dann gibt es y € R™ mit Ay = z.
Da A* surjektiv ist, existiert z € R™ mit Atz = y, also Pz = AAtz = Ay = x, weswegen
x im Bild von P liegt. Sei umgekehrt z €imP, dann ist x = Py = AATy = Az fiir 2 = Aty,
also ist z €imA.

Durch diese Eigenschaften des Kerns bzw. des Bildes sind P und P eindeutig bestimmt.
Sind nun Af und A; zwei Matrizen, die die vier Axiome erfiillen, so muss demnach ATA =
P = A A und AA] = P = AAJ gelten. Daraus folgt

AF D araar = af aaf = agaa; D af,

=AJ A =AAT
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Die Pseudoinverse AT vereinfacht in erster Linie die Darstellung der Losung des Ausgleichs-
problems. Sie spielt damit eine wichtige Rolle in der nun folgenden Verallgemeinerung des
Problems auf das nichtlineare Ausgleichsproblem.

Das nichtlineare Ausgleichsproblem ist, wie im linearen Fall, als ein Minimierungsproblem
gegeben. Hierzu betrachten wir fiir D C R™ und m > n eine zweimal stetig differenzierbare
Abbildung

f:D—R"™

und wollen fiir diese Abbildung das Problem
minimiere g(z) := || f(z)||5 iiber z € D (6.5)

losen.

Wie beim linearen Ausgleichsproblem ist die Interpretation und Anwendung dieses Pro-
blems wir folgt: Seien z; Messwerte zu Parametern ¢; fiir ¢ = 1,...,m. Aufgrund theoreti-
scher Uberlegungen (z.B. eines zugrundeliegended physikalischen Gesetzes) weiff man, dass
eine Funktion h : R x R™ — R, h(t,z) = z existiert, so dass die (idealen) Messwerte fiir
einen geeigneten Parametervektor z* € R™ die Gleichung h(t;, x*) = z; erfiillen. Mit

h(ti,z) — 21

fz) = :
h(tm, ) — zm

wiirde also f(z*) = 0 gelten. Da wir hier Messfehler einkalkulieren miissen, wird diese
Gleichung iiblicherweise nicht exakt sondern nur approximativ erfiillt sein, weswegen wir
also nach einer Losung des Ausgleichsproblems (6.5) suchen.

Ein Beispiel fiir eine solche Anwendung ist z.B. durch Daten fiir ein Populationswachstum
gegeben. Hier ist (unter idealen Bedingungen) ein theoretisches Wachstum der Form z =
h(t,r) = z1€*?' zu erwarten, also eine Funktion, die nichtlinear in z = (z1,22)7 ist. Ein
MATLAB M-File, in dem diese Anwendung als Beispiel mit realen Daten berechnet wird,
findet sich auf der Vorlesungshomepage.

Wir leiten den Algorithmus zur Losung nichtlinearer Ausgleichsprobleme zunéchst informell
her, schreiben ihn dann formal auf und formulieren und beweisen schliellich die exakten
Konvergenzeigenschaften.

Wir wollen bei der Losung des Problems (6.5) nur lokale Minima im Inneren von D betrach-
ten, also Minimalstellen auf dem Rand 9D nicht beriicksichtigen. Dariiberhinaus wollen wir
uns auf lokale Minimalstellen * € D von g : R" — R beschrianken, die die hinreichenden
Bedingungen

Dg(z*) =0 und D?*g(z*) ist positiv definit (6.6)
erfiillen. Die Ableitung von g(z) = ||f(2)||3 = fT(x)f(x) ist nach Produktregel gegeben
durch

Dg(x) = 2D f(x)" f(x),

also miissen wir zum Finden von Kandidaten von Minimalstellen das n x n nichtlineare

Gleichungssystem

G(z) := Df(x)" f(z) =0 (6.7)
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16sen. Wenn wir hierfiir das Newton—Verfahren einsetzen, so erhalten wir mit der Schreib-
weise aus Algorithmus 6.14 die Iteration x;.1 = x; — Ax; mit den iterativ zu lésenden
Gleichungssystemen

Falls ein lokales Minimum z* mit (6.6) existiert, so ist
1
DG(x) = ;D*g(x) = Df (@) Df () + D*f ()" f(x)

in x = x* positiv definit, also auch fiir alle z in einer Umgebung von z*, weswegen DG (x)
insbesondere invertierbar und das Newton—Verfahren anwendbar ist.

Falls das Ausgleichsproblem tatséichlich ein losbares Gleichungssystem ist (wenn also in
der obigen Interpretation keine Messfehler vorliegen), so gilt f(xz*) = 0; das Problem heifit
dann kompatibel. Im diesem Fall gilt

DG(z*) = Df(z*)" Df ().

Auch wenn Kompatibilitiat ein Idealfall ist und in der Praxis kaum auftritt, so werden wir
doch vereinfachend annehmen, dass f(x*) fiir  nahe bei z* nahe bei Null liegt, also

DG(z) = D f(x)" Df(z)

gilt. Auf Basis dieser informellen Uberlegung ersetzen wir in der Iterationsvorschrift (6.8)
die Ableitung DG(x;) durch Df(z;)T Df(z;). Damit vermeiden wir die Verwendung der
zweiten Ableitung und erhalten

Df(iL'Z)TDf(l'Z)AI'Z = G(l’l) = Df(l’Z)Tf(SL'l), 1= 0, 1, 2, e (6.9)
Dies sind gerade die Normalengleichungen zu dem linearen Ausgleichsproblem
minimiere || Df(z;)Az — f(x)||3

mit der Losung
Az; = D f ()" f (i),

die wir fiir die Iteration nun verwenden. Insgesamt fiihrt dies auf den folgenden Algorith-
mus.

Algorithmus 6.23 (Gauf3-Newton—Verfahren)
Gegeben sei eine Menge D C R™, eine Funktion f : D — R™, ihre Ableitung Df : D —
R™*™ gsowie ein Anfangswert xg € D und eine gewiinschte Genauigkeit € > 0. Setze i := 0.

(1) Lose das lineare Ausgleichsproblem ||D f(x;)Az; — f(x;)||3 = min
und berechne x;41 = z; — Ax;

(2) Falls ||Az;|| < e, beende den Algorithmus,
ansonsten setzte ¢ := ¢ + 1 und gehe zu (1)
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Bemerkung 6.24 Ebenso, wie wir im Newton—Verfahren eine Folge von linearen Glei-
chungssystemen zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems 16sen miissen, l6sen wir
hier eine Folge linearer Ausgleichsprobleme zur Losung des nichtlinearen Ausgleichspro-
blems. O

Der folgende Satz, der eine Verallgemeinerung des Konvergenzsatzes 6.15 des Newton—
Verfahrens darstellt, zeigt, dass der Algorithmus trotz der oben gemachten Vereinfachungen
konvergiert — allerdings wird nur bei kompatiblen Problemen quadratische Konvergenz
erreicht.

Satz 6.25 Sei D C R” eine offene und konvexe Menge und sei f : D — R™ mit m > n
eine stetig differenzierbare Funktion, deren Jacobi-Matrix Df(z) fur alle z € D vollen
Rang habe. Es sei % € D eine Losung des Ausgleichsproblems ||f(z)||3 = min in D. Fiir
ein w > 0 gelte die folgende affin—invariante Lipschitz—Bedingung

IDf(2)"(Df(z + sv) = Df(z))v]| < swllv]|?

fiir alle s € [0,1], alle z € D und alle v € R” mit z + v € D. Desweiteren gelte fiir ein
0 < k* < 1 die Ungleichung

IDf ()" f (@) < K"[le — 27|

fir alle x € D.

Dann gilt: Fiir alle Anfangswerte xg € D mit

2(1 — k%)

p =" — x| < und  By(z*) € D

bleibt die durch das Gaufi-Newton—Verfahren definierte Folge x; fiir ¢ > 0 im Ball B,(z*)
und konvergiert gegen x*, d.h.

|lzi —z*|| < pfirallei >0 wund lim x; =™

71— 00
Die Konvergenzordnung lasst sich dabei abschétzen durch
w w
loirs =l < (G llas = %l + ) s — 2"l = Sz = 2" 2 + 5 2 — 2,
d.h. das Verfahren konvergiert lokal linear. Falls das Problem kompatibel ist, gilt k* = 0

und das Verfahren konvergiert lokal quadratisch. Dariiberhinaus folgt aus den angegebenen
Bedingungen, dass z* die eindeutige Losung in By(j_,+)/, () ist.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis fiir das Newton—Verfahren (Satz 6.15).
Wie dort erhédlt man aus der affin-invarianten Lipschitz—Bedingung die Ungleichung

IDf@)* (Fy) = f(2) = DF @)y = o)l < S lly — ]

fir alle z,y € D.
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Fiir die Losung x* des Ausgleichsproblems gilt D f(z*)" f(z*) = 0. Da die Jacobi-Matrix
D f auf D nach Annahme vollen Rang besitzt, ist die Pseudoinverse D f(x)* wohldefiniert
und es folgt

Df(z)"Df(z) = (Df(z)" Df(x)) ' Df(x)" Df(z) = Idn.
Damit erhalten wir

Ty — 2 = m—a"—Ax; = x;— 2" — Df(z)t fa)

= Df(x)*(f(2") = f(zi) = Df(xi) (2" — i) — Df(ai) " f(a").
Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt also
oo = Il < (5w — a1l + ) 1o — 2
Mittels Induktion ergibt sich so
[zigr — 2| < llzi — 27| < p

weswegen die Folge in B,(z*) bleibt und gegen z* konvergiert.

Fiir kompatible Probleme gilt f(z*) = 0 und damit * = 0 und quadratische Konvergenz.
Die Eindeutigkeit folgt analog zum Beweis von Satz 6.15. 0

Bemerkung 6.26 Der Parameter £* kann als Maf fiir die “Nichtkompatibilitat” des nicht-
linearen Ausgleichsproblems aufgefasst werden. Beweistechnisch ist leicht einzusehen, dass
k* < 1 notwendig fiir die Konvergenz ist, da dieses x* gerade den Faktor des linearen
Konvergenzanteils ausmacht. Eine genaue Analyse des Verfahrens mit statistischen Metho-
den zeigt jedoch auch, dass fiir k* > 1 die Losung & = = + Ax zu gestorten Messwerten
Z = z+ Az durch beliebig kleine Stérungen [|Az|| unbeschrénkt verdndert werden kann, das
Problem fiir k* > 1 also extrem schlecht konditioniert ist. Falls das Verfahren also in die-
sem Falle trotzdem konvergiert, so ist die erhaltene Losung mit grofler Wahrscheinlichkeit
praktisch unbrauchbar. o
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linear, 118
quadratisch, 118
superlinear, 118
Konvergenzordnung
Anzahl korrekter Stellen, 120
Definition, 118
grafische Darstellung, 120
Ubersicht, 121

Lagrange—Polynome, 63, 90
Laguerre-Polynome, 99
Landau—Symbol, 101
Lebesgue-Konstante, 64
Legendre—Polynome, 99
lineare Konvergenz, 118
lineares Gleichungssystem, 5
lokale Konvergenz, 116
LR~Faktorisierung, 12
LR~Zerlegung, 12

maschinendarstellbare Zahlen, 15
Matrixnorm, 16

induziert, 16
Methode der kleinsten Quadrate, 7
Milne-Regel, 95

Newton—Cotes—Formeln, 89
zusammengesetzt, 94
Newton—Schema, 66
Newton—Verfahren
eindimensional, 122
mehrdimensional, 124, 125
nichtlineares Ausgleichsproblem, 133
nichtlineares Gleichungssystem, 113
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normale Matrix, 48
Normalengleichungen, 7
Normen, 16

numerische Kondition, 21

obere Dreiecksmatrix, 9
Ordnung
Aufwand, 31
Konvergenz, — Konvergenzordnung
orthogonale Matrizen, 21
orthogonale Polynome, 77
Rekursionsgleichung, 78

Penrose—Axiome, 132
Permutationsmatrix, 13
Pivotelement, 11
Pivotierung, 11, 20
Polynominterpolation, 62
positiv definite Matrix, 13
power iteration, 49
inverse, 50
Prakonditionierung, 20
Pseudoinverse, 131

QR—Algorithmus, 54

mit Shift, 58
QR~Faktorisierung, — QR—Zerlegung
QR~Zerlegung, 25

fiir Ausgleichsrechnung, 27
quadratische Konvergenz, 118
Quadratur, 89
Quadratwurzelberechnung, 113

Randwertaufgaben, 8
relativer Fehler, 18
Relaxationsverfahren, 40
Residuum, 15
Romberg—Extrapolation, 104
Romberg—Folge, 105
Romberg—Quadratur, 104
adaptiv, 106
Riickwértseinsetzen, 9
Rundungsfehler, 15

schlecht konditionierte Matrizen, 19
Schrittweite, 109

schwach besetzte Matrix, 40
Sekanten—Verfahren, 129
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Shift—Strategien, 58
Simpson—Regel, 95
Skalarprodukt, 13

fiir Polynome, 77
SOR—Verfahren, 41
Spaltensummennorm, 16
Spektralnorm, 16
Spline, 72

kubisch, 73

Randbedingungen, 73
Splineinterpolation, 72
stiickweise Polynome, 72
Stiitzstellen, 61, 89
superlineare Konvergenz, 118
symmetrische Matrix, 13

Trapez—Regel, 95
Tridiagonalmatrix, 53
Tschebyscheff-Knoten, 80
Tschebyscheff-Polynome, 80, 99

iiberbestimmtes Gleichungssystem, 6
untere Dreiecksmatrix, 12

Vektoriteration, 49
inverse, 50

Vektornormen, 16

von Mises—Iteration, 49

Vorwartseinsetzen, 12

Zeilensummennorm, 16



