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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Winter-
semester 2012/2013 an der Universitéit Bayreuth gehalten habe. Es ist die dritte Auflage
eines Skriptes, das zuerst im Sommersemester 2009 erstellt wurde und fiir die zweite Auf-
lage im Wintersemester 2010/2011 grundlegend iiberarbeitet und erweitert wurde. In der
vorliegenden dritten Auflage wurden gegeniiber der zweiten Auflage einige Tippfehler kor-
rigiert und kleinere Ergénzungen hinzugefiigt.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis der im Literaturverzeichnis angege-
benen Lehrbiicher und Monographien erstellt. Wie immer mdochte ich mich bei allen auf-
merksamen StudentInnen bedanken, die viele kleinere Fehler gefunden haben, die in dieser
Version korrigiert werden konnten.

Eine elektronische Version dieses Skripts findet sich im WWW unter dem Link “Lehre” auf
der Seite http://num.math.uni-bayreuth.de/de/team/Gruene _Lars/lecture notes.

Bayreuth, Februar 2013 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Einfiihrung und Grundlagen

Die Finanzmathematik ist ein relativ junges und im letzten Jahrzehnt stark gewachsenes
Teilgebiet der angewandten Mathematik. Aufgrund der stéindig steigenden Komplexitét
der weltweit gehandelten Finanzinstrumente sind diese — wenn iiberhaupt — oft nur noch
mit mathematischen Methoden wirklich zu verstehen.

Der Bereich der Finanzmathematik, den wir hier ndher betrachten wollen, beschéftigt sich
weniger mit Borsenspekulationen (obwohl das nicht immer streng zu trennen ist, vgl. Ab-
schnitt 1.1) sondern vielmehr mit Finanzinstrumenten, die vor allem zur Absicherung von
tatsdchlichen Geschiften dienen, wie z.B. zur Absicherung gegen Wechselkursschwankun-
gen, die fiir international agierende Firmen zum Alltagsgeschéft gehort. Als Modellproblem
betrachten wir dazu in dieser Vorlesung die Bewertung européischer und amerikanischer
Optionen. Diese Problemklasse hat den Vorteil, dass die mathematische Theorie und die
zugehorige Numerik inzwischen relativ gut verstanden und ausgearbeitet ist. Zudem lassen
sich die Methoden auf komplexere Finanzinstrumente erweitern, wenn man die Grundprin-
zipien einmal verstanden hat. Als ergénzende Literatur empfehle ich dabei die Biicher

[1] M. Giinther und A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB. Springer Vieweg, 2. Auflage,
2010

[2] D.J. Higham, An introduction to financial option valuation. Mathematics, stochastics
and computation. Cambridge University Press, 2004

[4] R. Seydel, Tools for computational finance. Springer, 5. Auflage, 20121,

die auch die Grundlage dieses Skripts bilden.

Im Rahmen der immer noch spiirbaren Nachwirkungen der globalen Finanzkrise stellt
sich natiirlich die Frage, inwieweit gerade die in dieser Vorlesung behandelten Modelle
und Finanzprodukte sowie die zugehoérigen numerischen Methoden Ursache der derzeitigen
Probleme sind. Da ich kein Experte fiir Finanzmérkte bin, mochte ich hier keine Spekula-
tionen anstellen und nur einige offensichtliche Zusammenhénge — speziell in den folgenden

Von [4] gibt es auch eine — allerdings &ltere und weniger umfangreiche — deutsche Version: R. Seydel,
Einfithrung in die numerische Berechnung von Finanz—Derivaten, Springer, 2000.
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beiden Abschnitten — aufzeigen. Was die derzeitige Krise fiir die Zukunft der Finanzma-
thematik bedeutet, ist aus meiner Sicht derzeit noch nicht absehbar. Unstrittig erscheint
mir aber, dass das Verstdndnis komplexer Finanzinstrumente und ihres mathematischen
Hintergrundes gerade in der Krise wichtig sind.

1.1 Optionen

Die Optionsbewertung ist eine der einfachsten Aufgabenstellungen der Finanzmathematik.
Trotzdem ist sie alles andere als trivial, zudem konnen komplexere finanzmathematische
Probleme oft mit einer Verallgemeinerung der Methoden fiir Optionen gelost werden. Da-
her werden wir sie in dieser Vorlesung als beispielhafte finanzmathematische Anwendung
betrachten. Wir definieren nun zunéchst, was eine Option iiberhaupt ist und erldutern kurz
das Problem der Optionsbewertung. In den néchsten Kapiteln werden wir dann Schritt fiir
Schritt verschiedene Methoden zur numerischen Losung des Problems kennenlernen.

Ganz allgemein ist eine Option ein Vertrag, der dem Inhaber die Moglichkeit (aber nicht die
Verpflichtung) gibt, einen Basiswert (z.B. ein Aktienpaket oder einen festgelegten Betrag
einer Fremdwéhrung) zu einem vorher vereinbarten Ausibungspreis K zu kaufen (Call-
Option) oder zu verkaufen (Put-Option). Optionen und andere #hnliche Finanzinstrumente
werden Derivate genannt, da sich ihr Wert von dem Basiswert ableitet.

Wir betrachten dabei sowohl die europdischen Optionen als auch die amerikanischen Optio-
nen. Bei den européischen Optionen muss der Kauf (bzw. Verkauf) zu einem von vornherein
festgelegten Austiibungszeitpunkt T stattfinden. Ist dieser Ausiibungszeitpunkt 1" erreicht,
so kann der Inhaber die Option ausiiben, also den Basiswert zu dem vorher festgelegten
Ausiibungspreis kaufen (bzw. verkaufen), oder er kann die Option verfallen lassen, den
Basiswert also nicht kaufen (bzw. verkaufen).

Bei der amerikanischen Option kann die Ausiibung zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, T]
durchgefiihrt werden, wobei 1" ein vertraglich festgelegter Zeitpunkt ist. Der Startzeitpunkt
der Option wird hier per Definition immer als 0 festgelegt, was durch einfache Verschiebung
des tatséchlichen zeitlichen Arguments natiirlich 0.B.d.A. moéglich ist. In der Praxis wird
der tatséchliche Kauf oder Verkauf dabei tibrigens héufig gar nicht ausgefiihrt, sondern der
Differenzbetrag zwischen Ausiibungspreis und Marktpreis ausgezahlt.

Optionen konnen vielfiltig eingesetzt werden. Eine offensichtliche Anwendung ist die Absi-
cherung gegeniiber Wahrungsschwankungen: Erwartet z.B. ein europé&isches Unternechmen
in T' Monaten eine Zahlung von 1 Mio. US-Dollar, so kénnte es fiir diesen Zeitpunkt eine
Put-Option auf den Verkauf von 1 Mio. US-Dollar fiir K Euro erwerben und hétte sich
damit einen garantierten Wechselkurs gesichert. Liegt der Wert der 1 Mio. US-Dollar dann
zum Ausiibungszeitpunkt T unter dem Wert K Euro, so wiirde die Option ausgeiibt um
die garantierten Einnahmen in Euro zu realisieren. Liegt der Wert oberhalb der K Euro,
so wiirde die Option nicht ausgeiibt und das Geld am Markt umgetauscht. Analog kann
man sich z.B. gegen schwankende Rohstoffpreise absichern.

Optionen eignen sich aber auch hervorragend zur Spekulation. Vermutet ein Spekulant,
dass der Wert eines Aktienpakets eines Unternehmens vom heutigen Kurs K7 bis zum
Zeitpunkt 7" auf den Wert Ko > K steigt, so kann er eine Call-Option mit Ausiibungs-
preis K = K erwerben. Geht die Spekulation auf, so kann er zum Ausiibungszeitpunkt das
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Aktienpaket durch Ausiibung der Option fiir den vereinbarten giinstigeren Preis K = K
kaufen und gleich danach fiir den hoheren Preis Ko an der Borse verkaufen. Analog kann
man mit einer Put-Option von fallenden Kursen profitieren. Mit einem kleinen Zahlenbei-
spiel wollen wir verdeutlichen, was der Vorteil gegeniiber der direkten Speklulation mit dem
Aktienpaket ist: Nehmen wir an, das Aktienpaket hat derzeit einen Wert von 100.000 Euro.
Nehmen wir an, dass eine Option, mit der man das Paket in drei Monaten fiir den gleichen
Preis kaufen konnte, 2.700 Euro kostet?. Steigt der Wert des Aktienpakets nun innerhalb
der drei Monate um 10%, so betrdgt er 110.000 Euro. Der Inhaber der Option kénnte das
Paket dann fiir 100.000 Euro kaufen und sofort wieder fiir 110.000 Euro an der Borse ver-
kaufen und hétte einen Gewinn von 7.300 Euro bei einem Kapitaleinsatz von 2.700 Euro
gemacht, also eine Rendite von mehr als 270% auf den Kapitaleinsatz erzielt. Hitte er das
Aktienpaket direkt gekauft, hitte er zwar den hoheren Gewinn von 10.000 Euro erzielt
(weil er die Option dann ja nicht gekauft hiitte), hétte dafiir aber 100.000 Euro investie-
ren miissen und damit nur eine Rendite von 10% erzielt Dieser Effekt, dass man durch
Optionen mit deutlich geringerem Kapitaleinsatz von Kursgewinnen (oder auch Verlusten)
profitieren kann, wird oft als Hebeleffekt bezeichnet. Natiirlich gibt es aber auch Kursent-
wicklungen, in denen der direkte Kauf mehr Rendite ergibt als die Spekulation mit der
Option; dies sollte sich jede/r einmal selbst iiberlegen.

Klar ist nun, dass der Ausgeber (oder Emittent) der Option (typischerweise eine Bank
oder eine Versicherung) eine solche Option nicht umsonst ausgeben wird sondern einen
Preis verlangen wird, der das mit der Option behaftete Risiko widerspiegelt. Das Problem
der Optionsbewertung ist nun: Welchen Wert besitzt diese Option selbst zu einem Zeit-
punkt ¢ < T7 Aus diesem Wert kann dann die Gebiihr (typischerweise natiirlich noch mit
einem Aufschlag) errechnet werden. Der so ermittelte Wert der Option wird auch fairer
Preis genannt, denn in der Praxis werden auch viele Optionen selbst wieder an der Borse
gehandelt, so dass der tatsidchliche Preis der Option wiederum durch den Markt bestimmt
wird. Trotzdem ist die Berechnung des fairen Preises zur Einschidtzung des Wertes einer
Option auf jeden Fall theoretisch wichtig, im Falle spezialisierter Optionen, fiir die kein
grofler Markt besteht, aber auch ganz praktisch.

Ein eng verwandtes Problem ist die Frage, wie sich der Ausgeber der Option nun selbst
wieder gegen das Risiko absichert. Je besser das gelingt, desto giinstiger kann der Preis
kalkuliert werden. Wir werden hier das Prinzip der risikoneutralen Bewertung zu Grunde
legen. Dieses Prinzip hat seine Begriindung in einer aus der Black-Scholes Theorie stam-
menden Hedging-Strategie (Absicherungsstrategie) und wird in spéiteren Kapiteln ausfiihr-
lich betrachtet. Anschaulich lésst sich das Prinzip allerdings bereits an einem sehr einfachen
Kursmodell erliutern, was wir in Abschnitt 2.1 machen werden.

1.2 Das Marktmodell

Um den Finanzmarkt mathematisch modellieren zu kénnen, miissen wir Annahmen treffen,
die sich in mathematische Aussagen umsetzen lassen. Hierzu existieren eine ganze Reihe

2Dies ist in etwa der Black-Scholes-Wert dieser Option bei einem risikofreien Zinssatz von r = 0.05 und
einer Volatilitdt von o = 0.1. Diese Begriffe werden im Verlauf der Vorlesung genauer erldutert.
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sehr ausgefeilter Modelle; hier werden wir uns aber auf die folgenden einfachen Grundan-
nahmen beschrinken, die fiir unsere Zwecke ausreichen:

e Zinsen werden kontinuierlich mit dem jahrlichen Zinssatz r berechnet: fiir eine Anlage
von z Euro fiir ¢t Jahre ergibt sich der Zins zu "z .

e Geld kann jederzeit zu dem zeitlich unverénderlichen Zinssatz r iiber einen beliebigen
Zeitraum festverzinslich angelegt werden.

e Kredite konnen jederzeit zu dem gleichen Zinssatz r fiir einen beliebigen Zeitraum
aufgenommen werden.

e Der Markt ist arbitragefrei, d.h. es gibt keine risikofreie Anlage, mit der ein Betrag
x so angelegt werden kann, dass er nach einer Laufzeit T eine Auszahlung y > "z
liefert.

Einige dieser Annahmen sind lediglich vereinfachend und kénnen (allerdings mit z.T. nicht
unerheblichem mathematischem Aufwand) gelockert werden, z.B. die Annahme, dass der
Zinssatz r nicht mit der Zeit schwankt oder die Annahme, dass der Zinssatz fiir Anlagen
und Kredite gleich ist. Andere Annahmen, wie z.B. die Verfiigbarkeit von Krediten oder
die Arbitragefreiheit sind wesentlich fiir die im Folgenden entwickelten Methoden. Beide
sind durchaus problematisch: gerade in einer Finanzkrise ist die Annahme, dass Kredite
in beliebigem Umfang verfiighar sind, sicherlich nicht gerechtfertigt und moglicherweise
ist diese falsche Annahme eine der Ursachen fiir das Ausmaf} der derzeitigen Krise. Auch
die Arbitragefreiheit gilt in der Praxis nicht in dieser Reinform. Arbitragefreiheit verbietet
z.B., dass Produkte auf verschiedenen Finanzmérkten zu verschiedenen Preisen gehandelt
werden, da man sonst durch Kauf eines Produktes auf dem “billigeren” und Verkauf auf
dem “teureren” Markt einen risikofreien Gewinn erzielen kénnte. Tatséichlich gibt es aber
solche Preisunterschiede, allerdings sind diese oft nur klein oder nur von kurzer Dauer, so
dass wir die Annahme naherungsweise als erfiillt ansehen koénnen.

Um zu zeigen, wie man aus diesen Annahmen prézise mathematische Aussagen ableiten
kann, betrachten wir die folgende Frage der Abzinsung (oder Diskontierung), die spéter
fiir die Optionsbewertung eine wichtige Rolle spielen wird: Angenommen, wir kennen den
Wert P(T) > 0 eines Produktes P (Rohstoff, Anlage, Wéhrung etc.) zu einem zukiinftigen
Zeitpunkt T'. Was ist dann der Wert P(t) dieses Produktes zu einem fritheren Zeitpunkt
t < T? Als konkretes Beispiel kénnte P(T') die vertraglich gesicherte Auszahlung einer
Anlage zu einem festgelegten zukiinftigen Termin 7" sein und die Frage wire, welchen Betrag
P(t) wir sinnvollerweise zahlen sollten, wenn wir diese Anlage zum heutigen Zeitpunkt ¢
einer anderen Person abkaufen wollten.

Um den Preis P(t) zu ermitteln, vergleichen wir den erzielbaren Gewinn mit dem Gewinn
aus einer festverzinslichen Anlage.

Nehmen wir an, wir besitzen das Produkt P, verkaufen es zum Zeitpunkt ¢ verkaufen
und legen den Erlés P(t) festverzinslich an. Wir verkaufen dann zum Zeitpunkt 7' die
festverzinsliche Anleihe und erhalten so geméfl unserer Annahmen zum Zeitpunkt 7" gerade
B(T) = "=t P(t). Kaufen wir zusiitzlich zum Zeitpunkt T’ das Produkt P zuriick, miissen
wir P(T) bezahlen. Insgesamt haben wir damit den Betrag x = 0 investiert (denn am Ende
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sind die Besitzverhéltnisse wieder so, als wenn wir gar kein Geschift getétigt hétten) und
den Betrag y = B(T) — P(T) erwirtschaftet. Gélte fiir den Preis P(t) nun

P(t) > "1 p(T),
so hétten wir zum Zeitpunkt 7" damit einen risikofreien Gewinn von
y=B(T)— P(T) =" TPt) - P(T) > T Ve EDp(T) — P(T) =0 =T

erzielt, was nach der Annahme der Arbitragefreiheit nicht moglich ist.

Andererseits konnten wir zum Zeitpunkt ¢ einen Kredit der Hohe P(t) aufnehmen und dafiir
das Produkt zum Preis P(t) erwerben. Zum Zeitpunkt 7" erhalten wir dann vertragsgemif3
P(T) und zahlen davon den Kredit mit Zinsen, also B(T') = " (T~ P(t) zuriick. Wiederum
kostet uns dieses Geschéft nichts, wir investieren also z = 0. Gélte fiir den Preis P(¢) nun

P(t) < "1 p(T),
so hétten wir zum Zeitpunkt 7" einen risikofreien Gewinn von
y=P(T)—B(T)=P(T)— e TPt) > P(T) — " T DD p(T) =0 = Tz

erzielt, was nach der Annahme der Arbitragefreiheit wiederum nicht mdoglich ist. Wir haben
damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.1 Der aus den Marktannahmen folgende faire Preis des Produktes P zum Zeitpunkt
t < T betrigt
P(t) =T p(T).

Bemerkung 1.2 Der Satz lisst sich wie folgt verallgemeinern (Ubungsaufgabe): Wenn
der Wert von P zum Zeitpunkt 7' garantiert die Ungleichung P(T') > Fy fiir ein Py €
R erfiillt, so folgt P(t) > ¢"¢=T)Py. Analog gilt dies fiir “<”. Beachte, dass P(T) hier
negativ sein kann. P wére in diesem Fall eine Anlage, bei der zum Zeitpunkt T eine
Zahlungsverpflichtung eintritt, z.B. ein Kredit mit Féalligkeit zum Zeitpunkt 7. a
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Kapitel 2

Optionen und ihre Bewertung

Wie bereits in Abschnitt 1.1 beschrieben, ist eine Option ein Vertrag, der dem Inhaber die
Maoglichkeit (aber nicht die Verpflichtung) gibt, einen Basiswert (z.B. ein Aktienpaket oder
einen festgelegten Betrag einer Fremdwihrung) zu einem vorher vereinbarten Ausibungs-
preis K zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option). Optionen und andere
dghnliche Finanzinstrumente werden Derivate genannt, da sich ihr Wert von dem Basiswert
ableitet.

Wir betrachten dabei sowohl die europdischen Optionen als auch die amerikanischen Optio-
nen. Bei den européischen Optionen muss der Kauf (bzw. Verkauf) zu einem von vornherein
festgelegten Ausiibungszeitpunkt T stattfinden. Ist dieser Ausiibungszeitpunkt T erreicht,
so kann der Inhaber die Option ausiiben, also den Basiswert zu dem vorher festgelegten
Ausiibungspreis kaufen (bzw. verkaufen), oder er kann die Option verfallen lassen, den
Basiswert also nicht kaufen (bzw. verkaufen).

Bei der amerikanischen Option kann die Ausiibung zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, T
durchgefiihrt werden, wobei T ein vertraglich festgelegter Zeitpunkt ist. Der Startzeitpunkt
der Option wird hier per Definition immer als 0 festgelegt, was durch einfache Verschiebung
des Zeitachse 0.B.d.A. moglich ist.

Im Folgenden verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

S(t) : Basiswert zur Zeit ¢ mit S(¢) > 0 fur alle ¢ € [0, 7]
V(t,S): Preis der Option zur Zeit ¢ abhéingig vom aktuellen Basiswert S
K >0 : vereinbarter Ausiibungspreis

T >0 : vereinbarte Laufzeit

Falls wir genauer spezifizieren moéchten, um welche Option es sich handelt, verwenden wir
die Bezeichnungen Vi und Vp fiir Put bzw. Call oder noch genauer Ve, Vpe, Vo, oder
Vpq fiir den européischen Call, européischen Put, amerikanischen Call und amerikanischen
Put.
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2.1 Risikoneutrale Bewertung

Eines der wesentlichen Konzepte der Optionsbewertung, das durch die Arbeiten von Black,
Scholes und Merton eingefiihrt wurde, ist das Prinzip der risikoneutralen Bewertung.

Dieses Prinzip besagt, dass der Wert einer Option V (¢, S(t)) zum Zeitpunkt ¢t < T" analog
zu der Formel aus Satz 1.1 als

V(t,S(t) = DEWV(T,S(T)))

berechnet wird, obwohl der Optionswert V (T, S(T")) zum Zeitpunkt ¢ < T nicht sicher
bekannt ist sondern nur sein Erwartungswert.

Warum sollte man das so machen? Der Grund dafiir ist, dass der sogenannte faire Wert
der Option gar nicht {iber den zufilligen zukiinftigen Wert der Option definiert wird son-
dern vielmehr iiber das Kapital, das die Ausgeberin der Option (typischerweise die Bank)
aufwenden muss, um sich gegen Verluste aus dem Optionsgeschéift abzusichern.

Dieses Vorgehen ldsst sich am Einfachsten an einem Beispiel erldutern, bei dem wir eine
Aktie durch ein sehr einfaches stochastisches Modell beschreiben. Wir betrachten dazu eine
Aktie S(t) mit bekanntem Wert S(0). Fiir den zukiinftigen Zeitpunkt 7" > 0 ist der Wert
S(T') unbekannt, kann aber wie folgt stochastisch beschrieben werden:

Mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] steigt die Aktie auf den Wert S(7') = S* > S(0) und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p fillt die Aktie auf den Wert S(T') = S < S(0) (u steht fiir “up”
und d fir “down”).

Desweiteren stehe auf unserem einfachen Finanzmarkt eine festverzinsliche Anleihe B(t)
zur Verfiigung, deren Wert geméfl der Annahmen aus Kapitel 1 mit dem festen Zinssatz
wiichst, also B(T) = e"7 B(0).

Betrachten wir nun eine européische Call-Option Vi auf S mit Ausiibungszeitpunkt 7" und
Ausiibungspreis K. Zum Zeitpunkt T ist der Wert der Option nun gerade durch die Hohe
der Ersparnis bestimmt, die man durch die Option erhélt. Falls S(T') > K ist, ist dies
gerade S(T') — K. Falls S(T') < K ist wiirde man die Aktie iiber die Option teurer als
am Markt erwerben. Folglich wiirde man die Option nicht ausiiben und hat folglich die
Ersparnis 0. Insgesamt erhélt man also

V(T,S(T)) = max{S(T) — K,0}
und den Erwartungswert
E(V(T,S(T))) = pmax{S" — K,0} + (1 — p) max{S¢ — K, 0}.

Dieser Wert ist nun gerade der erwartete Verlust der Ausgeberin der Option zum Zeit-
punkt 7. Die Bank kann also aus dem Kursmodell den erwarteten Verlust, nicht aber den
tatsdchlichen Verlust berechnen. Auf Basis des Erwartungswertes kann die Bank also nicht
ermitteln, was genau sie zu Zeitpunkt 7" an den Halter der Option zahlen muss.

Um dieses Risiko zu vermeiden, kann die Bank nun zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Portfolio
7 zusammenstellen, das zum Zeitpunkt 7" genau den Wert V(T, S(T)) besitzt. Dass dies
tatsdchlich geht, jedenfalls wenn das stochastische Aktienmodell stimmt, zeigt die folgende
Rechnung;:
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Das Portfolio bestehe aus A Anteilen der Aktie und S Anteilen der festverzinslichen An-
leihe. Es besitzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 also den Wert

©(0) = AS(0) + B(0).
Falls die Aktie steigt, besitzt das Portfolio zum Zeitpunkt 7" den Wert
7(T) = AS(T) + BB(T) = AS* + Be" B(0)
und falls die Aktie fillt den Wert
7(T) = AS(T) + BB(T) = AS? + 3" B(0).

Damit das Portfolio zum Zeitpunkt 7" in beiden Féllen gerade den Wert V (7', S(T")) an-
nimmt, miissen also die Gleichungen

ASY + Be"TB(0) = max{S" - K,0}
AS?+ B’ TB(0) = max{S¢— K,0}

gelten. Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten A und 3, das wegen
S* £ 8% eindeutig 16sbar ist. Die Losung ist

max{S¢ — K,0} — max{S* — K,0}
Sd _ Su
max{S? — K,0}S% — max{S" — K,0}S¢
e"TB(0)(S™ — S9) '

A =

5 =

Stellt die Bank also das Portfolio zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit diesen Anteilen zusammen, so
besitzt das Portfolio zum Zeitpunkt t = T gerade den Wert der Option, egal ob die Aktie
steigt oder fillt. Die Bank kann das Portfolio also zum Zeitpunkt 7" verkaufen, dadurch
ihre Kosten aus dem Optionsgeschift bestreiten und hat so kein Risiko mehr.

Dieses Vorgehen nennt sich Hedging und bildet die Basis fiir die Definition des fairen
Optionspreises V' (0, S(0)). Dieser ist ndmlich gerade als der Wert des Portfolios 7 mit den
gerade ermittelten Parametern A und 3 zur Zeit ¢t = 0 definiert, also

V (0, 5(0)) = 7(0).

Die Vorstellung dabei ist, dass die Bank die Optionsgebiihr zum Zeitpunkt ¢ = 0 in das
Portfolio investiert und ihr moglicher Verlust aus dem Optionsgeschéft dann zum Zeitpunkt
t =T durch den Wert des Portfolios abgedeckt ist. Das dafiir konstruierte Portfolio 7 heifit
replizierendes (oder nachbildendes) Portfolio, weil es den Wert der Option nachbildet, egal
wie sich der Aktienkurs entwickelt.

Was hat dies nun mit der eingangs erwéhnten risikoneutralen Bewertung zu tun? Schaut
man sich die obige Herleitung an, so stellt man fest, dass der faire Optionspreis durch die
Losung eines linearen Gleichungssystems gegeben ist. Mochte man nun komplexere sto-
chastische Modelle zur Modellierung des Kursverlaufs S(t) verwenden — was unbedingt
anzuraten ist, da das obige einfache Modell die Realitdt sicherlich nur sehr unzutreffend
widerspiegelt — so kann man sich leicht vorstellen, dass die Berechnung von 7(0) auf die
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oben beschriebene Weise sehr kompliziert wird. Insbesondere werden wir in den néchsten
Kapiteln Modelle kennenlernen, in denen S(7') mehr als zwei oder sogar unendlich viele
verschiedene Werte annehmen kann. In diesem Fall ist der Ansatz iiber das lineare Glei-
chungssystem nicht praktikabel. Mit der risikoneutralen Bewertung kann man die explizite
Berechnung des replizierenden Portfolios m nun vermeiden.

Dazu verwenden wir, dass 7 die Gleichung
E(x(T)) = E(V(T,5(T)))

erfiillt, denn wenn 7(7") in jedem Fall mit V (T, S(T)) iibereinstimmt, muss das auch fiir
den Erwartungswert gelten. Es gilt nun wegen der Linearitdt des Erwartungswertes, der
Annahme an S(7") und der Tatsache, dass B(T") nicht vom Zufall abhéngt

E(n(T)) = E(AS(T) + BB(T)) = AE(S(T)) + BB(T) = A(pS* + (1 — p)S?) + Be"T B(0).

Zudem gilt, dass der faire Optionswert iiberhaupt nicht von den Wahrscheinlichkeiten p
und 1—p abhéngt, denn weder im Ansatz fiir 7 noch in dem Gleichungssystem fiir A und 3
tauchen diese Werte auf. Wir kénnen also p so wihlen, dass sich der Ausdruck fir E(7(T))
“schon” vereinfacht ohne dass dies den Optionswert beeinflusst. Mit der Wahl

_e1S(0) — 54
- Su _ qd
erhalten wir pS* + (1 — p)S¢ = ¢"7$(0) und damit
E(n(T)) = Ae"TS(0) + BT B(0) = " 7 (0).

Dies ergibt
V(0,5(0) =7(0) = e "TE(n(T)) = e "TE(V(T, S(T))).

Dies ist genau die eingangs erwédhnte risikoneutrale Bewertungsformel fiir t = 0. Zu beach-
ten ist hierbei, dass die Formel fiir p nur fiir Sy < e"75(0) < S* eine Wahrscheinlichkeit
in [0,1] liefert. Diese Ungleichungen folgen aber — mit ein klein wenig Nachdenken —
aus Bemerkung 1.2 und sind damit unter der Annahme der Arbitragefreiheit automatisch
erfiillt.

Bemerkung 2.1 Beachte, dass § in dem obigen Rechenbeispiel negativ sein kann, was
z.B. fiir S¢ < K leicht zu sehen ist. Dies bedeutet, dass das Portfolio einen Kredit enthlt,
der zum Zeitpunkt ¢t = 0 aufgenommen wird und zum Zeitpunkt ¢ = T" zuriickgezahlt wird.
Bei komplizierteren Hedging-Strategien kann es auch passieren, dass A negativ wird, was
einem sogenannten Leerverkauf der Aktie S entspricht. Das Hedging funktioniert in diesem
Fall nur, wenn Leerverkdufe erlaubt sind. Wir kommen im iibernéchsten Abschnitt noch
einmal auf die Leerverkédufe zuriick. |

Die hier fiir das einfache Aktienmodell durchgefiihrte Herleitung zeigt, dass das Hedging
fester Bestandteil der risikoneutralen Bewertung ist. Insbesondere ist bei der Optionsbe-
wertung nicht nur der Wert der Option, sondern auch die Werte A und 3 im replizierenden
Portfolio wichtig, die bei komplexeren Kursmodellen auch zeitabhéingig sein kénnen. Wir
werden in den folgenden Kapitel trotzdem zunéchst nur das Problem der Optionsbewer-
tung — also die Berechnung von V' (¢, S(t)) — betrachten. Auf das Hedging kommen wir
dann in Kapitel 9 zuriick, nachdem wir die Black-Scholes Theorie eingefiihrt haben.
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2.2 Grundalgorithmus der Optionsbewertung

Die Grundidee der risikoneutralen Bewertung européischer Optionen, die in allen im Verlauf
dieser Vorlesung behandelten numerischen Methoden gleich ist, besteht aus den folgenden
drei Schritten:

Algorithmus 2.2 (Grundalgorithmus der Optionsbewertung)

(1) Bestimme eine Formel fiir den Wert V (7, .S) zum Laufzeitende (in Abhéngigkeit vom
Kurs § = S(T) am Laufzeitende)

(2) Bestimme ausgehend vom Basiswert S(t) zur Zeit t < T' mit Hilfe eines stochastischen
Kursmodells die Zufallsvariable S(T') = S(T',w)

(3) Berechne den Optionswert als den abgezinsten Erwartungswert

V(t,St) = D EW(T,S(T)))

Schritt (3) ist dabei gerade das im vorhergehenden Abschnitt motivierte Prinzip der risiko-
neutralen Bewertung. Wenngleich wir dieses Prinzip nur fiir ein sehr einfaches Kursmodell
hergeleitet haben, wird es auch fiir komplexere Modelle verwendet. Wir werden im Rahmen
der Black-Scholes-Theorie sehen, dass das Prinzip auch fiir das dort verwendete Kursmodell
gerechtfertigt ist. Der Name “risikoneutral” ergibt sich daraus, dass man dem in der Preis-
entwicklung enthaltenen Risiko neutral gegeniibersteht und den Erwartungswert wie den
sicheren Wert in Satz 1.1 behandelt. Im Gegensatz dazu stehen die risikoaverse Bewertung,
in der man zum Ausgleich des Risikos einen kleineren Faktor als e”*~T) verwendet, und
die risikofreudige Bewertung, in der man einen grofleren Faktor benutzt. Tatsédchlich hat
diese Bewertungsmethode Auswirkungen auf das Kursmodell in (2), die wir in Abschnitt
2.4 betrachten.

Um von Algorithmus 2.2 zu tatséichlich implementierbaren numerischen Algorithmen zu
kommen, werden wir im Folgenden die einzelnen Schritte genauer untersuchen: Schritt (1)
werden wir im folgenden Abschnitt behandeln. Fiir Schritt (2) werden wir in den folgenden
Kapiteln verschiedene stochastische Modelle kennen lernen. Die numerische Umsetzung von
Schritt (3) héngt dann wesentlich von dem in (2) verwendeten Modell ab. Je nach Modell
kann der Erwartungswert entweder direkt (vgl. Kapitel 3), durch stochastische Simulation
(vgl. Kapitel 5), oder durch analytische Umformung in eine partielle Differentialgleichung
mit anschlieBender Diskretisierung (vgl. Kapitel 8 und 11) numerisch berechnet werden.

Fiir amerikanische Optionen muss Schritt (3) modifiziert werden, denn es muss zusétzlich
fiir jeden Zeitpunkt zwischen ¢t und T' gepriift werden, ob eine vorzeitige Ausiibung vorteil-
haft ist. Dies funktioniert nicht fiir jedes der in dieser Vorlesung vorgestellten Verfahren.
Aber auch wenn es prinzipiell funktioniert, ist eine Uberpriifung fiir jeden Zeitpunkt dabei
numerisch aus offensichtlichen Griinden nicht méglich. Tatséchlich wird diese Uberpriifung
nur zu diskreten Zeitpunkten durchgefithrt. Welche Zeitpunkte dafiir verwendet werden
und wie dies im Detail implementiert wird, héngt dabei von der konkreten numerischen
Ausgestaltung von Schritt (3) ab.
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2.3 Analytische Aussagen iiber Optionswerte

In diesem Abschnitt berechnen wir zunéchst die in Schritt (1) der Bewertung benéttigten
Formeln fiir den Optionswert am Laufzeitende 7. Danach leiten wir daraus auf analyti-
schem Wege einige Folgerungen fiir die Optionswerte zu beliebigen Zeiten ¢ € [0, T her.

Der Wert der Option V (T, S) am Laufzeitende T ist bei Kenntnis des Basiswertes S = S(T")
leicht zu berechnen: Sei K der festgelegte Ausiibungspreis einer Call-Option. Falls S > K
ist, so erzielt man durch Ausiibung der Option offenbar den Gewinn V(T,S5) =S — K > 0.
Falls S < K, so wiirde man durch Ausiibung der Option den Basiswert zu einem héheren
Preis als dem aktuellen Marktpreis kaufen, folglich wiirde man die Option nicht ausiiben,
der Wert ist also V(T,S) = 0. Zusammen erhélt man so den Wert

Vo (T, S) = max{S — K,0} =: (S — K)*. (2.1)

Gerade umgekehrt verhilt es sich bei einer Put-Option. Hier wird man die Option nur dann
ausiiben, wenn der Marktpreis .S unterhalb des Ausiibungspreises K liegt. Man erhilt so

Vp(T,S) = max{K — 5,0} =: (K — S)*. (2.2)

Beachte, dass es am Laufzeitende keinen Unterschied zwischen européischen und amerika-
nischen Optionen gibt.

Zusammen mit den Annahmen an unser Marktmodell kénnen wir aus diesen einfachen
Formeln Aussagen iiber den Zusammenhang der einzelnen Optionen sowie Abschétzungen
fiir ihren Wert ableiten. In den Beweisen der folgenden Sétze spielen Porifolios eine wichtige
Rolle. Ein spezielles Portfolio haben wir in Abschnitt 2.1 bereits kennengelernt. Allgemein
ist ein Portfolio

71':011P1 +oz2P2—|—...+oznPn

eine Summe verschiedener Finanzanlagen P; mit Gewichtungen «; € R (in den folgen-
den Beweisen sind die «a; stets gleich +1 oder —1 und konstant in der Zeit, kénnen aber
allgemein beliebig und auch zeitvariant gewihlt werden). Wichtig ist dabei, dass die Ge-
wichtungen auch negativ sein konnen. Eine negativ gewichtete Anlage P; kann in der Praxis
durchaus eine sinnvolle Interpretation haben: Ist P; z.B. eine Option, so ist die Halterin
der negativen Option gerade die Emittentin der Option, die sich verpflichtet, den Basiswert
vom Halter der Option (falls von diesem gewiinscht) zum festgesetzten Ausiibungspreis zu
kaufen (Put) oder zu verkaufen (Call). In den folgenden Beweisen dieses Abschnitts gehen
tatsdchlich nur Optionen negativ in die Portfolios ein, so das wir immer diese Interpretation
verwenden koénnen.

Prinzipiell ist es aber in der Finanzmathematik moglich, dass jede beliebige Anlage P;
mit negativem Gewicht «; < 0 in ein Portfolio eingehen kann — man nennt dies einen
Leerverkauf. In der Praxis entspricht dies dem Verkauf von —q; Anteilen von P; beim
Kauf des Portfolios und den Kauf von —a; Anteilen von P; beim Verkauf des Portfolios,
natiirlich zum jeweils giiltigen Preis. Mit Leerverkdufen von Aktien ldsst sich also Gewinn
machen, wenn die Aktie féllt — ein Grund dafiir, warum Leerverkdufe in der Finanzkrise
in Verruf geraten sind und in einigen Léndern fiir manche Aktien sogar zeitweise verboten
wurden. Voraussetzung fiir Leerverkéufe ist natiirlich, dass sich auf dem Markt ein Partner



2.3. ANALYTISCHE AUSSAGEN UBER OPTIONSWERTE 13

fiir das entsprechende Geschiéft findet. Einige Hinweise zur technischen Abwicklung solcher
Leerverkéufe finden sich z.B. auf Wikipedia.

Wir betrachten nun zunéchst européische Optionen.
Satz 2.3 Fiir alle t € [0, T] gilt
S(t) + Vpe(t, S(t)) — Vee(t, S(t) = Ke"=T),

Diese Gleichung wird auch als Put-Call-Paritit bezeichnet und erlaubt es, den Wert des
européischen Put aus dem européischen Call (und umgekehrt) zu berechnen.

Beweis: Wir betrachten ein Portfolio 7, das aus dem Basiswert, einem européischen Put
und einem negativen européischen Call besteht. Der Wert dieses Portfolios zur Zeit ¢ betréigt

m(t) = S(t) + Vpe(t, S(t)) — Vee(t, S(1))
und zur Zeit T gerade
m(T)=S(T)+ (K —-S(T))" —(S(T) - K)" = K.

Wir erhalten also zur Zeit T' die garantierte Auszahlung K, weswegen der Wert des Port-
folios zur Zeit ¢ gemiB Satz 1.1 gerade e"*"T) K ist, womit die Behauptung folgt.

Satz 2.4 Fiir alle t € [0, 7] gelten die Ungleichungen
(1) (S(t) = Kert=D)F < Ve (t, () < S(t)
(ii) (Ker=T) — S(t))T < Vpe(t, S(t)) < Kert=T)

Beweis: (i) Wir beweisen die Ungleichungen einzeln:

“0 < Vie(t, S(t))”: Da sicher die Ungleichung Ve (T, S(T')) > 0 gilt, folgt die Aussage aus
Bemerkung 1.2 mit P(t) = Ve (t, S(t)) und Py = 0.

“S(t) — Ke'T) < Vg, (t, S(t))’: Der Wert des Portfolios
7(t) = S(t) — Veult, S(1))
erfiillt zum Zeitpunkt T sicher die Ungleichung
7(T)=8(T) - (S(T) - K)" < K.
Aus Bemerkung 1.2 mit P(t) = n(t) und Py = K folgt daher
m(t) < erTEK,

woraus die Ungleichung sofort folgt.

“Vee(t, S(t)) < S(t)”: Das Portfolio
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erfiillt zum Zeitpunkt T sicher die Ungleichung
m(T)=S(T) - (S(T) - K)" > 0.

Die Ungleichung folgt daher aus Bemerkung 1.2 mit P(¢) = n(¢) und Py = 0.
(ii) Folgt aus (i) mit Satz 2.3. U
Als n#chstes betrachten wir die Beziehung zwischen den européischen und amerikanischen
Optionen. Klar ist, dass die beiden Ungleichungen

VCa(tv S) > VCe(tv S) und VPa(ta S) > VPe(tv S) (2'3)
gelten, denn da die amerikanischen Optionen genau wie die européischen Optionen zum
Zeitpunkt T ausgelibt werden kénnen, kann mindestens der gleiche Gewinn erzielt werden.

Durch die mdogliche vorzeitige Ausiibung kénnte allerdings eventuell ein hoherer Gewinn
erzielt werden, der dann zu einem strikt grofleren Wert fithren wiirde. Der folgende Satz
zeigt, dass die mogliche frithere Ausiibung fiir den Call allerdings keinen solchen Vorteil
bringt.

Satz 2.5 Der durch die vorzeitige Ausiibung der amerikanischen Call-Option zu einem
Zeitpunkt ¢ < T erzielbare Ertrag (S(¢) — K)* ist immer kleiner oder gleich dem Wert der
Option, d.h.

(S(t) = K)* < Ve(t, S(1)), (2.4)
wobei die Ungleichung strikt ist, falls (S(¢) — K)* > 0 gilt. Insbesondere ist eine vorzeitige

Ausiibung der Option also niemals sinnvoll und es folgt

VCe(t7 S(t>) = VCa(ta S(t))

Beweis: Angenommen, wir iiben die amerikanische Option vorzeitig zum Zeitpunkt ¢ < T
aus. Dann erhalten wir den Betrag (S(t) — K)™. Aus (2.3) und Satz 2.4(i) folgt dann die
Ungleichung

Voa(t, S(8)) > Vee(t, S()) > (S(t) — Ke ™) > (S(t) - K)*,
weil ja e"t=T) < 1 gilt wegen t < T. Die letzte Ungleichung dieser Kette ist dabei strikt,
wenn (S(t) — K)T > 0 ist. Damit folgt (2.4).

Damit ist es also stets optimal, die Option entweder zum Zeitpunkt ¢ = 7" oder gar nicht
auszuiiben. Da dies genau die Moglichkeiten der européischen Option sind, miissen die
Werte iibereinstimmen. U

Wir beenden den Abschnitt mit Ungleichungen fiir amerikanische Optionen, die analog zu
Satz 2.3 und Satz 2.4(ii) sind.

Satz 2.6 Fiir alle ¢ € [0,T] gelten die Ungleichungen
(i) Ker=T) < S(t) + Vpa(t, S(t)) — Voa(t, S(t) < K
(i) (Ker =T — S(t))" < Vpa(t, S(1)) < K
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Beweis: (i) Wir zeigen die beiden Ungleichungen separat.

“Ker®=T) < S(t) + Vpa(t,S(t)) — Vea(t, S(t))”: Durch Anwendung von Satz 2.5, Unglei-
chung (2.3) und Satz 2.3 folgt

S(t) + Vea(t, S(t)) = Vea(t, 5(t)) = S(t) + Vea(t, S(8)) = Vee(t, S(1))
> S(t) + VPe(ta S(t)) - VCe(tv S(t))
— Ker(th)’

also die gewiinschte Ungleichung.
“S(t) + Vpa(t,S(t)) — Vou(t, S(t)) < K7:
Betrachte das Portfolio
w(t) = S(t) + Vpa(t, S(t)) — Voa(t, S(t)).

Fiir Vioo(t, S(t)) gilt wegen (2.5) und Satz 2.4(i) die Ungleichung Vi, (t, S(t)) > (S(t) —
Ke =T+ und damit

7(t) < S(t) + Vpa(t, S(t) — (S(t) — Ke'T) T,

Bezeichne nun mit t* € [¢,7] den Ausiibungszeitpunkt des amerikanischen Put.
Im Fall K > S(t*) erhalten wir dann

T(t*) < S{H)+ K — S{t*) — (S{t*) — K"~ Tht < K
und fiir K < S(t*) ergibt sich

T(t*) < St*) 4+ 0 — (S(t*) — K& =Tt = ger®=T),
Wegen Ke'#"~T) < K erhalten wir also die sichere obere Schranke

m(t*) < K.
Damit folgt aus Bemerkung 1.2
) <K <K
und damit die Behauptung.
(ii) Aus (i) folgt
Ke™ D) — S(t) + Vea(t, S(1) < Vpa(t, S(t)) < K — S(t) + Vea(t, S(t)).

Damit und mit Satz 2.5 und Satz 2.4(i) folgt
)+ Vea(t, S(1))
)
)+

Vpa(t,S(t)) > Ke" —S(t
= KT — S(t) + Veelt, S(t))
> KD —S(1) + (S(t) - KTt = (KT — 5(1)*,

also die erste Ungleichung in (ii). Mit den gleichen Sétzen folgt zudem

Vea(t, S(1)) < VPa( ) < K = 5(t) + Veal(t, S(t))
= S(t) + Veelt, S(t) = K—S@)+5(1) = K,

also die zweite Ungleichung in (ii). 0

S(t
)
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2.4 Folgerungen aus der risikoneutralen Bewertung

Wir haben die risikoneutrale Bewertung in Abschnitt 2.1 durch eine geschickte Wahl der
Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p hergeleitet. Eine Konsequenz dieser Wahl ist, dass fiir
den Erwartungswert des Kurses S(T") die Gleichung

E(S(T)) = e5(0)

gilt. Die Aktie verhilt sich also im Mittel genau wie eine festverzinsliche Anleihe.

Nun kénnte man natiirlich auf die Idee kommen, in Algorithmus 2.2 ein Kursmodell zu ver-
wenden, dessen Erwartungswert nicht wie eine festverzinsliche Anleihe wéichst. Wir werden
jetzt aber zeigen, dass dies einen Widerspruch zu den gerade bewiesenen Satzen liefert.
Betrachtet man die Beweise im vorhergehenden Abschnitt genauer, so stellt man zunéchst
fest, dass wir die risikoneutrale Bewertung dort gar nicht verwendet haben, denn alle Aus-
sagen wurden aus sicheren Portfoliowerten zur Endzeit ermittelt. Die Sdtze gelten also
auch, wenn wir den Faktor ¢"*=T) in Algorithmus 2.2(3) durch einen beliebigen anderen
Faktor ersetzen.

Legen wir aber eine risikoneutrale Bewertung zu Grunde, so erhalten wir aus der ersten
Ungleichung aus Satz (2.4)(i) und Algorithmus 2.2(3)

(S(t) — K" )" < Vee(t,S(t) = "D E(Vee (T, S(T)) = "D E((S(T) — K)T).

Beachte dabei, dass beide Seiten der Ungleichung stetig in K sind und fiir alle K > 0
gelten sollen. Damit miissen die Ungleichungen also auch fiir K = 0 gelten, woraus wegen
S(t) > 0 folgt

S(t) < "D E(S(T)).

Mit der zweiten Ungleichung aus Satz (2.4)(i) erhalten wir
SDE((S(T) - K)Y) = Veelt, S(1) < S(t)

und damit fir K =0
"N E(S(T)) < S(t).

Zusammen ergibt sich also
" TE(S(T)) = S(t) oder dquivalent E(S(T)) = e"T=D8(t). (2.5)

Die risikoneutrale Bewertung der Option verlangt also, dass auch auf S(t) das Prinzip
der risikoneutralen Bewertung angewendet werden muss. Oder, dquivalent formuliert, der
Erwartungswert E(S(T')) des Basiswertes muss sich wie eine risikofreie Anleihe verhalten,
d.h. mit dem gleichen Zinssatz wachsen.

Dies erscheint zunéichst sehr einschrinkend, denn man mochte ja eigentlich in der Lage
sein, Basiswerte mit unterschiedlichen durchschnittlichen Wachstumsraten modellieren zu
konnen. Insbesondere wiirden wir ja eher erwarten, dass eine Aktie, deren Kursverlauf ei-
nem gewissen Risiko unterworfen ist, im Mittel eine hohere Rendite als eine festverzinsliche
Anleihe bringen sollte, gewissermafien als Ausgleich fiir das eingegangene Risiko.



2.4. FOLGERUNGEN AUS DER RISIKONEUTRALEN BEWERTUNG 17

Der Grund dafiir ist, dass wir die Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p in Abschnitt 2.1
verdndert haben, um die risikoneutrale Bewertungsformel zu erhalten. Das Aktienkursmo-
dell zur Berechnung von S(t) in Algorithmus 2.2 ist also eigentlich gar kein Modell eines
“richtigen” Aktienkurses, sondern ein Rechenmodell, das zwar einige stochastische Cha-
rakteristika des zu Grunde liegenden Kursverlaufs besitzt — wie z.B. die Varianz, die in
der Finanzmathematik zumeist Volatilitit genannt wird — manche aber nicht — wie eben
gerade den Erwartungswert.

Steigt man etwas tiefer in die stochastische Finanzmathematik ein, so sieht man, dass man
dies auch eleganter interpretieren kann: man kann S(¢) durchaus als “richtigen” Aktien-
kurs verstehen, dessen Entwicklung aber mit einem modifizierten Wahrscheinlichkeitsmaf}
— dem sogenannten risikoneutralen Mafl — gemessen wird, das gerade so gewéhlt wird,
dass beziiglich dieses Mafles Gleichung (2.5) gilt. Fiir unsere numerischen Zwecke ist diese
Interpretation aber nicht unbedingt notwendig. Wir kénnen S(t) in Algorithmus 2.2 einfach
als ein geeignetes Rechenmodell verstehen.
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Kapitel 3

Die Binomialmethode

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine erste Methode zur Berechnung des fairen Op-
tionspreises. Der Basiswert S(¢) wird dabei meist als Aktienpaket interpretiert und wir
spezifizieren nun zunichst das stochastische Modell, mit dem wir aus dem derzeitigen
Kurs S(t) die moglichen zukiinftigen Kurse S(t'), ¢’ > t, berechnen kénnen.

3.1 Zeitdiskrete stochastische dynamische Systeme

Das hier verwendete Modell ist zeitdiskret mit Zeitachse Z, d.h. wir berechnen die moglichen
Kurswerte fiir die zukiinftigen Zeiten S(t + 1), S(t +2), ..., S(T'). Formal abstrakt ist das
Modell dabei von der folgenden Form.

Definition 3.1 Ein zeitdiskretes stochastisches System ist gegeben durch eine Abbildung
fR"xR™ = R" (S,2)— f(S,2).

Hierbei ist S € R"™ der Zustand und Z € R™ der stochastische Einfluss. Fiir einen An-
fangswert Sy € R™ und eine Folge von Zufallsvariablen Zy, Z1, . .. definieren wir die Ldsung
S(t) = S(t,Sy) des Systems fiir ¢ > 0 induktiv mittels

S(0) = So, S(t+1) = f(S(t), Z). (3.1)

m}

Bemerkung 3.2 (i) Wir verwenden im Folgenden oft die Kurzschreibweise S(¢) und fithren
das zusétzliche Argument Sy nur dann explizit auf, wenn ansonsten Uneindeutigkeiten
entstiinden.

(ii) Die Losung S(t) ist zu jeder Zeit ¢ > ty eine Zufallsvariable, da sie von den Zufalls-
variablen Z,,...,Z;—1 abhéingt. Fiir jeden Anfangswert Sp ist S(¢,Sp) ein sogenannter
stochastischer Prozess, eine zeitabhingige Zufallsvariable.

(iii) Wenn wir Realisierungen Z;(w) der Zufallsvariablen Z; betrachten, erhalten wir eine
Realisierung S(t,w) = S(t,Sop,w). Diese Realisierung ist nun eine “normale” Funktion
t — S(t, Sy, w) von Ny nach R"” und wird Pfad von S(t) genannt.
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(iv) Falls Zy,...,Z;—1 und Z; unabhingige Zufallsvariablen sind, sind auch S(¢) und Z;
unabhiingig, da S(t) nur von Zy, ..., Z;—1 abhéngt.

(v) Die genaue Skalierung der Zeiteinheit “¢” ist variabel. Die Zeit ¢ = 1 konnte ein Jahr,
einen Monat oder einen Tag bedeuten. Wichtig ist aber, dass die Parameter des Modells an
die Zeitskala angepasst werden. Fiir den jahrlichen Zinssatz r bedeutet dies z.B., dass sich
die Zinsen im Intervall [0, T] bei einer Zeitskala in Jahren zu e — 1, bei einer Zeitskala
in Tagen hingegen zu e30 ! — 1 ergeben (wenn das Jahr wie iiblich in 12 Monate mit je 30
Tagen eingeteilt wird). Um die Notation einfach zu halten, verwenden wir im Folgenden
stets das Symbol “r” fiir den Zinssatz, der zu der verwendeten Zeiteinheit passt, so dass
die Zinsen in einer Zeiteinheit immer als ¢” — 1 und die Vermehrung des Kapitals immer
als e” geschrieben werden konnen. O

3.2 Das Binomialmodell eines Aktienkurses

Das Modell, das der Binomialmethode seinen Namen gibt, ist das sogenannte Binomi-
almodell eines Aktienkurses. Ausgehend von dem Anfangskurs Sy kann der Kurs dabei
in jedem Zeitschritt entweder mit Wahrscheinlichkeit p um einen Faktor «, > 1 steigen
(“up”) oder mit Wahrscheinlichkeit 1 — p um einen Faktor oy < 1 fallen (“down”). Hierbei
soll die Bewegung im Zeitschritt ¢ + 1 jeweils stochastisch unabhéngig von der Bewegung
im vorhergehenden Zeitschritt ¢ sein.

Zur Modellierung als zeitdiskretes stochastisches System betrachten wir daher unabhéingige
Zufallsvariablen Z; : Q — {ay, ag} mit

Pz,({au}) =p und Pz ({ag})=1-p

und definieren

7(8.2)=5-Z

Die Losung ergibt sich damit fiir ¢ > 1 zu
S(t) = Zy—1Z1—2 ... ZpSo.

Abbildung 3.1 zeigt einige Beispielpfade dieses Modells fiir o, = 1.03, aog = 0.98, p = 1/2
und Sy = 1.

Das Binomialmodell hat eine wesentliche Eigenschaft, die es fiir die numerische Options-
bewertung giinstig macht: Die Menge der moglichen zukiinftigen Zustédnde S(¢) nimmt fiir
wachsendes ¢ relativ langsam zu:

Auf den ersten Blick sieht es so aus, als wenn sich die Anzahl der moéglichen Zusténde in
jedem Schritt verdoppelt. Beginnen wir in ¢ = 0 mit Sy, so erhalten wir in t = 1 die zwei
moglichen Zustinde {av,So, agSo}, in t = 2 die vier Zustéinde {a2 Sy, agaw,So, uqSo, 04350}
usw. Da nun aber offensichtlich aga, = g gilt, fallen hier zwei der Zustéinde zusammen.
Ahnliches passiert in allen nachfolgenden Zeitschritten — man sagt, das Modell ist rekom-
binierbar. Daher lédsst sich per Induktion leicht beweisen, dass es zum Zeitpunkt ¢ gerade
t + 1 verschiedene Zustidnde gibt. Abbildung 3.2 illustriert die entstehende Baumstruktur
(mit den Wahrscheinlichkeiten jedes Teilpfades), die auch Binomialbaum genannt wird.
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Abbildung 3.1: Beispielpfade des Binomialmodells

Die Bedeutung der Parameter p, o, und ag betrachten wir im iibernichsten Abschnitt
noch etwas genauer. Zunéchst wollen wir aber erldutern, wie man mit Hilfe dieses Binomi-
almodells den Wert einer Option berechnet.

3.3 Optionswertberechnung mit dem Binomialmodell

Mit Hilfe des Binomialmodells kénnen wir nun den Schritt (3) von Algorithmus 2.2 nume-
risch umsetzen. Wir beginnen mit européischen Optionen und stellen dazu eine Methode
vor, die iterativ vorgeht. Diese ldsst sich danach leicht auf amerikanische Optionen verall-
gemeinern.

Wir bezeichnen die moglichen Zusténde des Binomialmodells mit Sk (t), k = 0, ..., ¢, wobei
wir aufsteigend nummerieren. Dann gilt fiir die S(t)-Werte aus unserem Modell gerade

S(0) = Sp = Sp(0) und
Pst+1) (Sk—i-l(t +1) ‘ S(t) = Sk(t)> = p
Psgn (Sk(t+ )| S() = 8k(1) = 1-p.
Damit erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 3.3 Wenn der Basiswert S(¢) einer européischen Option sich gemé#fi dem Bino-
mialmodell verhélt, so gilt fiir alle ¢ € [0, — 1] fiir den Wert V(¢,S) bei risikoneutraler
Bewertung die Gleichung

V(t, Si(t) = e <pV(t S 1S (1) + (1 —p)V(E+ 1, Sult + 1))). (3.2)

Beweis: Bei risikoneutraler Bewertung gilt

V(t, S\ () = ef<t—T>E(V(T, S(T)) ‘ S(t) = Sl(t))
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Oy S 0|

So |
(6 7] S 0 |

O.’Lé S()ii

Abbildung 3.2: Binomialbaum: Mogliche Zusténde im Binomialmodell
und
V(t+1,8%(t+1)) = eT(tH_T)E(V(T S(T ‘ S(t+1) = S2(t + 1)),

wobei S', S? und S dem Binomialmodell folgen. Aus der zweiten Gleichung folgt dabei
durch Anwendung des bedingten Erwartungswertes E(-|S?(t) = S'(t)) die Gleichung

E(V(t +1,82(t+1)) ‘ S2(t) = sl(t))
eT(tH_T)E( (V(T,S(T)) | S(t+1) = S2(t + 1 \52 Sl(t))
D (v (T, S(T ‘S =5'(1))

und damit

V(t,S\(t)) = e’TE(V(t +1,8%(t+1)) ] S2(t) = sl(t)).

Nach den obigen Wahrscheinlichkeiten Pg; 1y gilt fiir $?(t) = S'(t) = Sy(t) gerade S*(t +
1) = Sj.(t+1) mit Wahrscheinlichkeit 1—p und S?(¢t+1) = Sk (¢+1) mit Wahrscheinlichkeit
p. Damit folgt die angegebene Formel. U

Mit Hilfe der Formel (3.2) kénnen wir nun den Optionswert V' (0,.Sy) wie folgt berechnen.

Algorithmus 3.4 (Iterative Bewertung einer europiischen Option mit der Bi-
nomialmethode)
Eingabe: So e RY, K e RT, T e N, pe€ (0,1), a, > g € Ry
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(1) Fiir ¢ von 0 bis T
setze S; = S(O)aiagfi
setze V; := (K — S;)™ fiir einen Put bzw. V; := (S; — K)* fiir einen Call
Ende der Schleife

(2) Fiir t von T'— 1 bis 0
Fiir ¢ von 0 bis ¢
setze Vi := e "(pViz1 + (1 — p)V;)
Ende der Schleifen

Ausgabe: Vy =V (0, Sp) o

Dieser Algorithmus ldsst sich nun leicht auf amerikanische Put-Optionen verallgemeinern.
Hierzu maximieren wir in jedem Zeitschritt {iber den bei der vorzeitigen Ausiibung erzielba-
ren und den durch Halten der Option fiir (mindestens) einen weiteren Zeitschritt erzielbaren
Wert. Beachte, dass wir hier nicht kontinuierlich priifen, ob die vorzeitige Ausiibung sinnvoll
ist sondern nur zu den durch das Binomialmodell vorgegebenen diskreten Zeitpunkten.

Algorithmus 3.5 (Iterative Bewertung einer amerikanischen Put-Option mit

der Binomialmethode)
Eingabe: Sp e RT, K e RY, T e N, pe (0,1), ay, > ag € Ry

(1) Fiir ¢ von 0 bis T
setze S; = S(0)al,al "
setze V; := (K — S;)*
Ende der Schleife

(2) Fiir t von T'— 1 bis 0
Fiir ¢ von 0 bis ¢
setze S; 1= Soaiafj_i
setze Vi := max{e " (pViy1 + (1 —p)V;), K — S;}
Ende der Schleifen

Ausgabe: V = Vp,(0,Sp) o

3.4 Die Parameter im Binomialmodell

Um eine reale Kursentwicklung brauchbar stochastisch zu simulieren, miissen die Para-
meter p, o, und oy geeignet angepasst werden. Das absolute Minimum an stochastischen
Werten, das ein Aktienkursmodell widerspiegeln sollte, sind der Mittelwert des Kurses und
seine Varianz, im Zusammenhang mit Kursen oft Volatilitdt genannt. Da wir es bei den
Aktienkursmodellen mit stochastischen Prozessen zu tun haben, sind diese Werte hier nicht
wie bei einer einfachen Zufallsvariablen statisch sondern abhéngig von der Zeit und vom
Anfangswert, d.h. wir erhalten

E(S(t,S0)) und Var(S(t,So))
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abhéngig von t und Sp. Aus Formel (2.5) folgt dabei, dass fiir unsere risikoneutrale Bewer-
tung die Gleichung
E(S(t+1)) =¢e"5(t) (3.3)

gelten muss.

Im Binomialmodell gibt es nun gerade die drei Parameter p, o, und a4, die zunéchst so
angepasst werden, dass diese Bedingung erfiillt ist. Wegen

E(S(t+1)) = (paw + (1 — p)aa)S(t)

folgt aus (3.3) die Gleichung
pay + (1 —plag =¢€".

Dadurch ist einer der drei Parameter bereits eindeutig bestimmt, wenn die beiden anderen
Parameter festgelegt sind. Die beiden anderen Parameter kénnen nun auf unterschiedli-
che Weisen berechnet werden. Zum einen koénnen sie so gewédhlt werden, dass die Varianz
(und gegebenenfalls weitere stochastische Kenngroflen) des Modells mit den vergangenen
Kursdaten gut iibereinstimmen — man nennt dies historische Parameter. Die Hoffnung ist
natiirlich, dass die aus der Vergangenheit ermittelten Werte einen halbwegs zuverlédssigen
stochastischen Blick in die Zukunft erlauben. Eine andere Methode der Parameterbestim-
mung besteht darin, die Parameter so zu bestimmen, dass die ermittelten fairen Preise
mit den beobachteten Marktpreisen fiir die Optionen iibereinstimmen — man spricht von
impliziten Parametern. Auf das Problem der Parameterbestimmung kommen wir spéter
genauer zuriick.

Oft wird das Binomialmodell als Ndherung der geometrischen Brownschen Bewegung an-
gesehen, die dem Black-Scholes-Modell zu Grunde liegt. Wie die Parameter in diesem Fall
gewdhlt werden miissen, werden wir in Abschnitt 4.2.2 genauer besprechen.



Kapitel 4

Stochastische
Differentialgleichungen

Um eine stochastische Differentialgleichung zu formulieren, miissen wir zunéchst erkldren,
auf welche Weise der “Zufall” in unsere Differentialgleichung eingeht.

Vereinfacht kann man eine stochastische Differentialgleichung zunéchst als eine “iibliche”
gewoOhnliche Differentialgleichung mit der speziellen Struktur

B(t) = f(t,x(t)) = alt, z(t)) + b(t, 2(t))g(t) (4.1)

schreiben'. Hierbei sind a, b : R x R" — R" gewohliche Funktionen, der Zufall kommt durch
die Funktion g ins Spiel, die ndmlich keine “feste” Funktion ist, sondern eine Funktion, die
abhéngig vom Zufall verschiedene Gestalt annehmen kann. Fiir jedes mogliche g erhalten
wir fiir einen festen Anfangswert weiterhin eine eindeutige Losung. Da diese aber nun von
g abhéingt und g zufillig ist, ist in diesem Sinne auch die Losungstrajektorie zufillig.

Natiirlich ist g nicht “irgendwie” vom Zufall abhéngig, sondern geniigt gewissen statisti-
schen Regeln. Um diese zu definieren, werden wir zuerst einen grundlegenden stochastischen
Prozess einfithren. Dabei spielt die Gauf3- oder Normal-Verteilung eine wichtige Rolle. Wir
erinnern hier daran, dass eine Zufallsvariable X normalverteilt mit Erwartungswert p und
Varianz o2 ist (Notation: X ~ N(u,0?)), falls sie die Dichtefunktion

1 (z—p)?

[@) = g™

besitzt.

4.1 Der Wiener Prozess

Zur Definition der stochastischen Differentialgleichung benétigen wir nun einen Begriff fiir
zufillige Funktionen. Eine “zufillige Funktion” ist dabei nichts anderes als eine Funktion
X : Rx Q — R, die fur jedes feste ¢t gerade eine Zufallsvariable X(¢,-) : Q@ — R ist,

'Dies ist eine vorldufige Schreibweise, siehe (4.5) fiir die mathematisch gebriuchliche Formulierung.
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wobei fiir alle ¢ der gleiche Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) zu Grunde liegt. Solch eine
Funktion nennt man stochastischen Prozess. Beachte, dass wir keinerlei Annahmen iiber den
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) voraussetzen; wichtig ist nur, dass alle Zufallsvariablen
X auf dem selben Raum definiert sind. Fiir jedes feste w €  ist die Realisierung X (-, w) :
R — R eine “normale” reelle Funktion. Wie bereits im vorhergehenden Kapitel erwahnt,
nennt man die Realisierung bei stochastischen Prozessen Pfad.

Der stochastische Prozess, den wir hier ndher betrachten wollen und aus dem das obige ¢
spéter hervorgehen wird, ist der sogenannte Wiener Prozess, der iiblicherweise mit W be-
zeichnet wird und fiir ¢ > 0 definiert ist. Die Definition des Wiener Prozesses ergibt sich aus
der von N. Wiener? eingefiihrten mathematischen Beschreibung der Brownschen Bewegung,
die in der Physik die zufillige Bewegung eines auf einer Wasseroberfliche schwimmenden
Teilchens beschreibt. Formal verlangt man die folgenden Bedingungen:

(i) W(t) ist eine GauB-verteilte Zufallsvariable mit E(W (t)) = 0 und Var(W(t)) =t

(ii) Fiir t1 > to > 0 sind die Inkremente W (t1) — W (tp) GauB-verteilte Zufallsvariablen
mit E(W(tl) — W(to)) =0 und Var(W(tl) — W(to)) =11 — 1o

(iii) Fiir 81 > so > t1 > tg > 0 sind die Inkremente W (t1) — W(tp) und W(s1) — W(so)
unabhéngige Zufallsvariablen.

Beachte, dass wir oben die GauB-Verteilung nur fiir ¢ > 0 definiert haben. Hier erhalten
wir fiir t = 0 die Bedingung Var(W(0)) = 0, womit einfach Py (g)() = 1 gemeint ist. Mit
anderen Worten nimmt die Zufallsvariable W (0) also fast sicher ihren Erwartungswert p
(hier = 0) an.

Ein Pfad W (t,w) von W ist also gerade eine der vielen moglichen zufélligen Funktionen,
die (in ihrer Gesamtheit) den obigen Bedingungen geniigen. Fiir diese Pfade kann man
beweisen, dass sie fast sicher stetig in ¢ sind (zur Erinnerung: dies bedeutet, dass das
Ereignis A = {w € Q| X (t,w) ist stetig in ¢t} die Wahrscheinlichkeit P(A) = 1 besitzt)
aber auch fast sicher nirgends differenzierbar. Abbildung 4.1 zeigt drei verschiedene Pfade
des Wiener Prozesses.

Abbildung 4.1: Verschiedene Pfade des Wiener Prozesses

2US-amerikanischer Mathematiker, 1894-1964
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Die Bedingung (i) besagt gerade, dass die Streuung der Werte der Pfade W (t,w) um so
grofler wird, je grofer ¢ wird. Der Mittelwert ist dabei zu jedem Zeitpunkt gleich 0. Die
Bedingung (ii) bedeutet, dass der stochastische Prozess W (t) = W(t + to) — W (to) wieder
ein Wiener Prozess ist. Wenn wir also ein “Endstiick” eines Pfades abschneiden und dessen
Anfangspunkt in den Nullpunkt verschieben, so erhalten wir wieder einen Pfad des Wie-
ner Prozesses. Diese zwei Figenschaften kann man anhand der Grafik gut nachvollziehen.
Bedingung (iii) schliefllich besagt, dass man aus der Kenntnis eines Teilstiicks eines Pfades
auf einem Teilintervall [tg, ;1] keinerlei Vorhersagen iiber den Verlauf auf einem anderen
Teilintervall [sq, s1] mit sp > ¢; machen kann, wenn man nur die Informationen iiber die
Anfangswerte durch Abziehen der Werte W (so) und W (tg) “loscht”. Der Pfad kann sich
also zu jedem Zeitpunkt mit exakt der gleichen Wahrscheinlichkeit nach oben oder unten
bewegen, egal welchen Verlauf er bis zu diesem Zeitpunkt genommen hat.

4.2 Das Ito-Integral

Betrachtet man die Pfade in Abbildung 4.1, so kann man durchaus eine vage Ahnlichkeit
mit den Kursdiagrammen z.B. von Aktienkursen erkennen. Selbst fiir eine sehr grobe Mo-
dellierung von solchen Kurswerten ist der Wiener Prozess aber doch noch zu einfach, denn
es gibt keine Parameter, an denen man “drehen” koénnte, um den modellierten Verlauf
einem echten Kursverlauf anzupassen: Der Wiener Prozess besitzt noch zu wenig Struktur.

Er ist aber bestens geeignet, um als “Zutat” in der Definition stochastischer Differential-
gleichungen eine wichtige Rolle zu spielen; vereinfachend gesagt soll die zufillige Funktion
g in (4.1) gerade die Ableitung des Wiener Prozesses sein. Um die dabei auftretenden ma-
thematischen Probleme und ihre Losung zu erldutern, wollen wir hier zunéchst die denkbar
einfachste stochastische Differentialgleichung betrachten und dann zur allgemeinen Formu-
lierung tibergehen.

Zunichst einige Anmerkungen zur Notation: Da die Losung einer SDG iiber den einge-
henden Wiener Prozess wieder eine zufiillige Funktion — also ein stochastischer Prozess
— ist, verwenden wir hier fiir den gesuchten unbekannten Prozess die grofl geschriebene
Bezeichnung X (t), bzw. mit Anfangswert Xy € R™ und Anfangszeit ¢y € R die Schreibweise
X (t;to, Xo). Wir erlauben hierbei, dass X vektorwertig, also aus dem R™ ist, was einfach
bedeutet, dass X = (X1, X, ..., X,)7 ist, wobei die X; reellwertige stochastische Prozesse
im oben eingefithrten Sinne sind. Zu jedem Pfad W (t,w) des eingehenden Wiener Prozesses
gehort dann ein Losungspfad des X-Prozesses, den wir mit X (¢;tg, Xo,w) bezeichnen.

Die technische Hauptschwierigkeit in der mathematischen Formulierung stochastischer Dif-
ferentialgleichungen zeigt sich nun bereits bei einer scheinbar trivialen Aufgabe, ndmlich
dem Problem, eine stochastische Differentialgleichung aufzustellen, deren Ldsung gerade
der Wiener Prozess ist. Scheinbar trivial ist die Aufgabe deswegen, weil wir ja den Wiener
Prozess als gegeben voraussetzen und in der Formulierung verwenden diirfen, weswegen es
nahe liegt, einfach die Differentialgleichung

d d

—X(t)=—-W(t 4.2
LX) = SW() (12)
mit Anfangsbedingung Xy = W(0) zur Anfangszeit t) = 0 zu verwenden. Das Problem
ist jetzt aber: Was verstehen wir unter “%W(t)”? Man wiirde vielleicht versuchen, die
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Ableitung pfadweise aufzufassen, d.h., wir berechnen die Ableitung fiir jeden Pfad W (¢, w).
Nur ist ein typischer Pfad W (t,w), wie oben erwihnt, nirgends differenzierbar.

Wie bei einer deterministischen gewohnlichen Differentialgleichung, kénnen wir nun Glei-
chung (4.2) zunéchst in Integralform
td
X(t)=Xo+ | —W(r)dr
0 d'T
schreiben. Jetzt konnten wir formal integrieren, was uns aber bei der Frage “was ist

%W(t)?” nicht weiter bringt. Fiir das obige sogenannte stochastische Integral haben sich
in der Literatur die kiirzeren Schreibweisen

t t
/ dW(r) oder / AW
0 0

eingebiirgert, die wir hier iibernehmen wollen. Dies zeigt die Richtung auf, die wir zur
Losung unseres Problems einschlagen wollen: Anstatt die Ableitung %W(t) zu betrachten,
werden wir versuchen, diesem stochastischen Integral eine mathematische Definition zu
geben, die

(i) wohldefiniert ist, obwohl %W(t) nicht existiert
(ii) das gewiinschte Ergebnis, namlich X (¢) = W (¢), liefert

(iii) sich auf allgemeinere Integrale der Form

I(F) = / " Paw, (4.3)

to

verallgemeinern lésst, damit wir auch kompliziertere SDGs formulieren kénnen. Hier-
bei ist F' wiederum ein stochastischer Prozess, der auf dem selben Wahrscheinlich-
keitsraum wie W definiert ist.

Wir wollen dieses Konzept nun fiir Integrale der Form (4.3) angeben. Die hier vorgestellte
Losung geht auf Kiyosi It6? zuriick und wurde in den 1940er Jahren entwickelt. Die Idee
besteht darin, das Integral (4.3) fiir jedes Paar von Pfaden F'(t,w) und W (t,w) durch den
Limes einer geeigneten Summe zu approximieren. Wir wéhlen dazu ein N € N und eine
Folge von Zeiten TZ-(N), 1=0,1,..., N mit

(N) (N)

<...<Tyn =1t

und definieren fiir jedes w € )

N—
IMFE) W)=Y P, o)W (), w) - WV, w)).
=0

—

3japanischer Mathematiker, 1915-2008
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Das Integral (4.3) wird nun iiber den Limes dieser Summe definiert. Betrachte eine Familie

von Folgen Ti(N) fir N € N mit imy_,o0 6(N) = 0, wobei §(N) := max;—1_. N Ti(N) — Ti(ivl)
ist. Dann definieren wir
I(F) := lim IM)(F). (4.4)

N—o0

Diese Definition wirft zunéchst eine Reihe von Fragen auf, denn da die Pfade des Wiener
Prozesses sehr unangenehme Funktionen sein kénnen, ist nicht garantiert, dass dieser Limes
fiir jedes w iiberhaupt existiert. Tatséichlich lag der Haupttrick von It6 darin, zu definieren,
was der Limes in (4.4) eigentlich bedeuten soll. Dieser Limes ist ndmlich nicht pfadweise
zu verstehen (in dem Sinne, dass wir limy ., IV (F)(w) fiir jedes w € Q bilden), sondern
man muss die Werte IN)(F) ebenso wie das Integral I(F) wieder als Zufallsvariablen
IN(F): Q — R bzw. I(F) : Q — R auffassen. Fiir Zufallsvariablen gibt es verschiedene
Konvergenzbegriffe und der hier geeignete ist der Begriff der Quadrat-Mittel-Konvergenz,
der wie folgt definiert ist: Eine Folge von Zufallsvariablen Xy : @ — R konvergiert im
Quadrat-Mittel-Sinne gegen eine Zufallsvariable X : Q — R, falls

lim E(| Xy —X[*) =0
N—o0

gilt. Mit diesem Konvergenzbegriff kann man zeigen, dass die Folge IN)(F) (unter ge-
eigneten Bedingungen an F') tatséchlich konvergiert und (4.4) also wohldefiniert ist. Das
resultierende Integral wird It6-Integral genannt und es besitzt tatséchlich die oben auf-
gefiithrten gewiinschten Eigenschaften (i)—(iii).

Mit Hilfe des Ito-Integrals konnen wir die informelle Schreibweise (4.1) mathematisch
prézise formulieren. Statt der iiblichen Differentialgleichungsschreibweise schreibt man [Ito-
stochastische Differentialgleichungen namlich als

dX (1) = a(t, X (£))dt + b(t, X (£))dW,. (4.5)

Dies ist nur eine symbolische Schreibweise; was mit (4.5) tatséichlich gemeint ist, ist die
lingere Integralschreibweise

t t

X(t) = X(tg) + / a(t, X (1))dr + [ b(r,X(7))dW,,

to to
bei der das zweite Integral gerade das Ito-Integral ist. Dies liefert eine mathematisch fun-
dierte und brauchbare Definition stochastischer Differentialgleichungen. Falls b(t,z) = 0
ist, also kein stochastischer Anteil vorhanden ist, reduziert sich (4.5) auf

X(t):X(to)—i—/ta(T,X(T))dt — %X(t):a(t,X(t)),

also auf die wohlbekannte deterministische gewthnliche Differentialgleichung. Der determi-
nistische Anteil der Gleichung a(t, X (¢)) wird oft Drift genannt, der stochastische Anteil
b(t, X (t)) oft als Diffusion bezeichnet.

Natiirlich lasst sich (4.5) in vielfacher Hinsicht erweitern, z.B. kann man statt nur einem
W mehrere unabhingige Wiener Prozesse W', ..., W™ eingehen lassen, was zur Gleichung

dX(t) = a(t, X (t))dt + Em: bi(t, X (t))dW
j=1
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fiihrt.

Fiir das It6-Integral lassen sich eine Reihe von Eigenschaften beweisen; auf die meisten
konnen wir hier nicht néher eingehen. In Lemma 4.2 werden wir eine wichtige Eigenschaft
kennen lernen, eine weitere Eigenschaft ist die Tatsache, dass

E ( / ! F(t)th> ~0 (4.6)

to

ist, falls die Zufallsvariablen F(t) und W (s) — W (t) unabhéngig sind fiir s > ¢ > 0 (dies
gilt immer, falls F' die Losung einer SDG bzgl. W ist). Eigenschaft (4.6) gilt zunéchst fiir
die Approxiationen N )(F ), weil nach Annahme an W und wegen der Unabhiingigkeit?
die Gleichung

E(F(r;)(W(Tix1) = W(n))) = E(F(7:)) E(W(Tiﬂl— W(r)) =0 (4.8)

=0

gilt, und {ibertréigt sich durch die Limesbildung auf I(F).

Bemerkung 4.1 Es sollte hier erwéhnt werden, dass es eine weitere sinnvolle stochastische
Integraldefinition gibt, die auf R. Stratonovich® zuriick geht. Das Stratonovich-Integral

t1
/ F(t) ¢} th
to

wird iiber eine dhnliche Limes-Bildung wie das Ito-Integral definiert und liefert ebenfalls
eine mathematisch fundierte Definition stochastischer DGLs. Die beiden Integrale unter-
scheiden sich allerdings in den Rechenregeln ebenso wie in der Form der Losungen. Die
zugehorigen Stratonovich-SDGs werden in der Form

dX(t) = alt, X (¢))dt + b(t, X (t)) o dW,

geschrieben. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf diese zweite Definition und auf die Gemein-
samkeiten und Unterschiede zum Ito-Integral hier nicht n&her eingehen. o

4.2.1 Das Ito-Lemma

Zur Bewertung von Optionen, aber auch, um ganz allgemein mit dem It6-Integral zu rech-
nen, bendtigt man geeignete Rechenregeln. Falls z(t) eine Losung einer eindimensionalen
deterministischen DGL #(t) = f(t,x(t)) ist, so rechnet man fiir eine beliebige Funktion
g : R x R — R mittels der Kettenregel leicht nach, dass die Funktion y(t) = g(¢, z(t)) die
Gleichung

(0) = 52 0,2(0)) + 52 (0, 2(0) 1 (0, 2(0)

‘Fiir unabhiingige Zufallsvariablen X1, ..., X}, gilt die Gleichung

B(X1-... - Xp) = B(X1) ... B(X). (4.7)

Srussischer Mathematiker, 1930-1997
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erfillt.

Das Ito-Lemma liefert nun eine Verallgemeinerung dieser Gleichung fiir die Losung It6-
stochastischer DGL, und wird daher oft auch als stochastische Verallgemeinerung der Ket-
tenregel bezeichnet.

Lemma 4.2 Seig: R xR — R eine zwei mal stetig differenzierbare Funktion und sei X ()
die Losung einer reellwertigen It6-SDG vom Typ (4.5). Dann erfiillt Y (¢) = g(¢, X (t)) die
Gleichung

2
ay(t) = <g‘;}(t, X(t) + gi(t, X(t))a(t, X (1)) + ;gxg(t,X(t))b(t, X(t))2> dt

n %(t,X(t))b(t,X(t))th,

wobei W hier gerade der Wiener Prozess aus der SDG ist, die X (¢) erfiillt. Diese Formel
wird auch [to-Formel genannt.

Beweisidee: Wir werden hier keinen vollstdndigen Beweis betrachten, wollen aber be-
grilnden, warum die (im Vergleich zur deterministischen Formel ungewohnliche) zweite
Ableitung von g nach z hier auftritt. Wir betrachten dazu zwei Zeitpunkte ¢ und ¢ + At.
Dann gilt X (¢ + At) = X (t) + AX(¢) mit

t+At t+At
AX(1) = /t a(s, X (s))ds + /t b(s, X (5))dIV,

~ a(t, X (1) At + b(t, X (1) AW, (4.9)

wobei AW, = W (t + At) — W(t) ist. Die Approximation (4.9) folgt hierbei aus der Limes-
Definition des Ito-Integrals, wenn wir 7,41 — 7; = At setzen. Wir betrachten nun die Grofle

AY :=g(t+ At, X(t) + AX(t)) — g(t, X (t)).
Aus der Taylor-Entwicklung von g folgt

2
99 nx 4+ 990y 4 LI A x)2

Ay Ox ot 2 02

Q

Q

% (a(t, X (1) At + b(t, X(t))AWt) + 990

ot
192
+ 58 (alt X (0)2(A0)? + 2a(t, X (£))b(t, X (1) ALAW; + (b(t, X (1)) AW,)?),
x
wobei alle Ableitungen in (¢, X (t)) ausgewertet werden. Um aus dieser Approximation die
“Ableitung”
dY(t) = lim AY
At—0
zu berechnen, miissen wir alle Terme der Ordnung O(At) beriicksichtigen. Wéren alle
Groflen deterministisch, so blieben hier gerade die Terme mit den ersten Ableitungen von
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g stehen. Im stochastischen Fall ist aber auch (AW;)? ein Term der Ordnung O(At), denn
es gilt

E((AW)?) = E(E(AW;) —AW;)?) = Var(AW;) = Var(W (t + At) — W(t)) = At.

0
Der Term )
1 9% 2 2
——=b(t, X (¢))“ (AW,
LS X (0)*(AW))
muss also mit beriicksichtigt werden. Fiihrt man nun den Grenziibergang fiir At — 0 im
richtigen stochastischen Sinne durch, so erhélt man gerade die behauptete Formel. U

Bemerkung 4.3 Es existiert auch eine Version des Ito-Lemmas fiir mehrdimensionale

SDGs. In diesem Fall gehen — durch die im Beweis verwendete Taylor-Entwicklung fiir ¢

— alle gemischten zweiten Ableitungen der Form 8%81‘28923]' in die Gleichung ein. o

4.2.2 Die geometrische Brownsche Bewegung

Zum Abschluss dieses Kapitels stellen wir hier ein einfaches aber sehr verbreitetes SDG-
Modell zur Modellierung von Kursverldufen vor. Wie in den vergangenen Kapiteln schreiben
wir hier nun wieder S(t) statt X (¢).

Wie bereits in Abschnitt 3.4 erwdhnt, mochte man in dieser Modellierung mindestens
den Mittelwert und die Varianz des Kurses bestimmen. In der geometrischen Brownschen
Bewegung stehen dazu die zwei Parameter 1 und o zur Verfiigung, wobei die Ricklaufquote
oder auch Rendite p das mittlere Wachstum oder den “Trend” des Kurses modelliert und
die Volatilitdt o die Varianz, die hier von der aktuellen Hohe des Kurses abhéngt.

Das zugehorige SDG-Modell ist gegeben durch

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dWy. (4.10)

Trotz seiner Einfachheit ist dieses Modell Grundlage vieler finanzmathematischer Anwen-
dungen in der Modellierung von Kurverlaufen, auch wenn es heutzutage immer mehr durch
komplexere Modelle ersetzt wird.

Das Schone an dieser einfachen Gleichung ist die Tatsache, dass man die Losungen noch
per Hand angeben kann. Mit Hilfe des It6-Lemmas rechnet man nach, dass

S(t; So) = Spexp <<u — ;02> t+ aW(t)) (4.11)

die Losung von (4.10) ist: Wir betrachten die SDG dZ(t) = dW (t) (also a =0 und b = 1)
und wenden das It6-Lemma an auf Y (t) = g(¢, Z(t)) mit

g(t,z) = Spexp <<u - ;02> t+ m’) :
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Wegen

dg _ Lo 9y _ P9 - 2
8t (t7x) - g(ta x)(,u 20 )7 8.%‘ (t,$) - g(t,x)(f und 6(132 (tvx) - g(t,l‘)O’

und Y (¢) = g(t, Z(t)) = S(t) (weil Z(t) = W (t) ist) folgt aus dem It6-Lemma die SDG
dS(t) = dY (1) = <S(t)(u - 302) + ;UZS(t)> dt + S(HodW, = pS()dt + o S(EH)dW,,

was zeigt, dass (4.11) tatséchlich eine Losung der SDG (4.10) ist, wegen der Eindeutigkeit
der Losung also die einzige.

Fiir 0 = 0 erhalten wir aus (4.10) gerade die bekannte lineare DGL #(t) = pxz(t) und
ihre zugehorige Losung x(t) = z(0)e”t. Durch diese Gleichung ist der Erwartungswert
E(S(t;S0)) bestimmt. Fiir die Losungen von (4.10) gilt ndmlich

E(S(t:S0) = E(S(0)+E < /0 L S(r 50)d7> v E < /O "o So)dWT>

=0, wegen (4.6)

— B(S(0) + / HE(S(r: S0))dr.

Die Funktion e(t) = E(S(t,z0)) erfiillt also gerade die lineare DGL é(t) = pe(t) mit
Anfangswert e(0) = E(Sp) = Sp, weswegen E(S(t,z¢)) = Spet ist.

Ebenso wie den Erwartungswert kann man auch die Varianz der Losungen von (4.10)
explizit berechnen: Es gilt

Var(S(t)) = FE <S§ exp(2((pn — %02)15 +oW(t))) — 3362‘”)

= FE (SggQ”t(exp(—a2t +20W(t)) — 1))
= Sje* (E (exp(—o*t+20W (1)) — 1) .

Der Ausdruck unter dem Erwartungswert ldsst sich nun schreiben als

exp(—2t + 20W (1)) = Sp exp ((M - ;52> t+ 5W(t)>

mit Sy = 1, i = 0% und & = 20. Er ist also gerade wieder eine geometrische Brownsche
Bewegung, fiir die folglich

E <§0 exp <<[1, — ;&2> t+ 5W(t))> = Speft = ot

gilt. Also erhalten wir fiir die Varianz

Var(S(t)) = S2e2 (et — 1).
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Um die geometrische Brownsche Bewegung in der risikoneutralen Optionsbewertung ver-
wenden zu kénnen, muss gemif (2.5) die Bedingung

E(S(T)) = e"5(0)

gelten, woraus sofort u = r folgt. Es bleibt also nur ein einziger Parameter iibrig, ndmlich
die Volatilitit o. Wie bereits in Abschnitt 3.4 erldutert, wird dieser Parameter entweder
aus vergangenen Kursverldufen historisch oder aus Marktwerten implizit geschétzt, genauer
werden wir das spédter noch erldutern. An diese Stelle soll noch einmal betont werden,
dass natiirlich auch die Kursmodellierung mit stochastischen Differentialgleichungen keine
Vorhersagen iiber den Kurs zulésst; sie erlaubt nur eine stochastische Modellierung des
zukiinftigen Verlaufes auf Basis geschétzter charakteristischer Werte.

Das im letzten Kapitel besprochene Binomialmodell wird oft als Approximation der geome-
trischen Brownschen Bewegung interpretiert. Warum dies gerechtfertig ist, kénnen wir im
Detail erst dann verstehen, wenn wir uns mit der Numerik stochastischer Differentialglei-
chungen beschéiftigt haben. Der Zusammenhang zwischen den Parametern in den beiden
Modellen wird allerdings bereits auf dem aktuellen Ubungsblatt untersucht.

4.3 Ein anspruchsvolleres Kursmodell

Um zu zeigen, dass man mit stochastischen Differentialgleichungen auch viel anspruchs-
vollere Modelle als nur die geometrische Brownsche Bewegung aufstellen kann, wollen wir
hier noch kurz ein mehrdimensionales Kursmodell angeben. Dieses ist gegeben durch den
dreidimensionalen Prozess X (t) = (S(t),0(t),¢(t))T, der durch die Gleichungen

dS(t) = pS(t)dt+ o(t)S(t)dw}
do(t) = —(o(t) —C(t))dt + ao(t)dW}?
dg(t) = Blo(t) —¢(t))dt

mit Parametern g € R, o > 0 und 8 > 0 gegeben ist. In der ersten Komponente erkennen
wir (4.10) wieder, allerdings ist o nun kein fester Parameter sondern ebenfalls ein stocha-
stischer Prozess, was die Realitdt sicherlich deutlich angemessener widerspiegelt. Um zu
verstehen, wie sich ¢ hier in der Zeit veriéindert, ist es sinnvoll, zunéchst die Gleichung fiir
¢ anzuschauen. Fiir jeden Pfad o(t,w) ist dies eine einfache inhomogene lineare DGL, fiir
die man die exakte Losung als

T~

¢(t) = e P'¢(0) + /t e =g (s,w)ds
0

angeben kann. Der Wert ¢ kann also als (durch e=? (t—s) gewichteter) Mittelwert fiir o auf-
gefasst werden. Die Gleichung fiir o bewirkt dann, dass die Volatilitdt o ihrem Mittelwert
folgt. Wére dies eine deterministische Gleichung, so wire das Verhalten langweilig da (fiir
B > 0) sowohl ¢ als auch o gegen Null konvergieren wiirden. Da die Gleichung fiir o aber
durch einen zweiten Wiener Prozess W? wiederum stochastisch gestért wird, ergibt sich
ein durchaus interessantes Verhalten der Gleichung.
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Zur Erstellung noch realistischerer Kursmodelle geht man in der aktuellen Forschung in-
zwischen iiber [t6-SDGen hinaus. Diese sind ndmlich nur schlecht geeignet, um plotzliche
Kursspriinge modellieren zu kénnen. Zu diesem Zweck erweitert man die Gleichungen um
Sprungterme, die durch Poisson-Prozesse modelliert werden. Die Optionsbewertung auf
Basis solcher Modelle wéire wiederum ein schones Diplomarbeitsthema.
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Kapitel 5

Die Monte-Carlo Methode

In diesem Kapitel werden wir einen Algorithmus zur Bewertung von Optionen kennen
lernen, der auf stochastischen Simulationen beruht. Im Gegensatz zur Binomialmethode
hat er den groflen Vorteil, auch fiir komplexere Kursmodelle zu funktionieren. Es gibt
aber auch Nachteile: die Methode konvergiert relativ langsam und sie eignet sich nicht fiir
amerikanische Optionen (jedenfalls nicht fiir den amerikanischen Put).

5.1 Grundidee

Die Monte-Carlo Methode dient dazu, den Erwartungswert p = FE(X) einer Zufallsvaria-
blen X zu schétzen. Sie beruht auf der wiederholten Durchfiihrung von Zufallsexperimen-
ten, d.h. auf simulierten Realisierungen von Zufallsvariablen X. In der Praxis geschieht dies
durch den Zufallszahlengenerator im Computer. Dieser simuliert die Durchfiihrung vonein-
ander unabhéingiger Zufallsexperimente. Je nach Programmiersprache bzw. Programmier-
umgebung stehen dabei verschiedene Verteilungen zur Verfiigung. Die fiir uns oft wichtigen
normalverteilten Zufallsvariablen werden in MATLAB z.B. mit der Anweisung randn erzeugt.

Das wiederholte Ziehen von Zufallszahlen x1,x9,x3,... kann dabei auf zwei Arten sto-
chastisch interpretiert werden: Zum einen kann man die x; als verschiedene unabhéngige
Realisierungen ein und derselben Zufallsvariablen X interpretieren, also x; = X (w;), zum
anderen kann man die x; als Realisierungen unabhéngiger und identisch verteilter Zufalls-
variablen X; ~ X also x; = X;(w) auffassen. Beide Sichtweisen sind dquivalent und wir
werden beide im Folgenden verwenden.

Die Funktion der Monte-Carlo Methode beruht auf dem zentralen Grenzwertsatz der Sto-
chastik. Dieser Satz gilt fiir unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen Xi, Xo,
... mit Mittelwert u = E(X;) und Varianz 0 = Var(X;). Definiert man die neuen Zufalls-

variablen
n
Y, = Z X;,
i=1

so besagt der Satz, dass Y, fiir groie n approximativ N (nju, no?)-verteilt ist, also normal-
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verteilt mit Mittelwert ny und Varianz no?. Genauer gilt die Konvergenz

lim P <Y’;_\/g“ < x> = F(z) (5.1)

n—oo

punktweise fiir alle x € R, wobei

1 T2
F(:):):E e 2dy

die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Ist das (zentrierte) dritte Mo-
ment E((X; — p)?) endlich, so gilt dariiberhinaus nach dem Satz von Berry-Esseen

bt <2)- 7ol -o(3)

und die Konvergenz ist gleichméfig in x.

Geben wir uns nun ein € > 0 vor, so folgt

Y, Y, —
P(n—,ugs):P(Yn—n,ugne):P< n ”“g\/%)zF(\/ﬁE)—n
n ov/n o o

und

Y, Y, —nu
Pl py<—e)=PYy—nu<-—ne)=P -
<n < 5) ( nu < —ne) < oTm ST,

A
B
&
~——
Q
B
/T\
E
™
~——
o

fiir n — oo. Damit folgt

n_u‘ga>zF(‘/f€>—F<—\/fs>—>1 (5.2)

r(|*

fiir n — oo. Betrachten wir nun Realisierungen X;(w) der Zufallsvariablen, oder — &qui-
valent — verschiedene unabhéngige Realisierungen X (w;) unserer urspriinglichen Zufalls-
variablen X ~ X;, so gilt fiir groffe n mit hoher Wahrscheinlichkeit die Approximation

%ZX(&),-) ~ 1= B(X).
=1

Dies ist die einfache Grundidee der Monte-Carlo-Simulation: Um den Erwartungswert
E(X) einer Zufallsvariablen zu schétzen, fithren wir n (numerisch simulierte) Zufallsex-
perimente X (wi), ..., X (wy,) durch und berechnen den Mitelwert.

Fiir eine Monte-Carlo-Simulation auf Basis der geometrischen Brownschen Bewegung (4.10)
spezifizieren wir die Schritte (2) und (3) des Grundalgorithmus 2.2 fiir européische Optionen
daher wie folgt:

(2) Setze S(T) = Spexp ((u— 30%) T+ ocW(T)) mit W(T) ~ N(0,T)
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(3) Simuliere n Kurswerte S(T,w1), ..., S(T,w,) numerisch und approximiere den Opti-
onswert als den abgezinsten Mittelwert

V(t,S(t) = e“t—T)% f: V (T, S(T,w)).
=1

Zur Berechnung von S(T',w1),...,S(T,w,) werden dabei mittels des Zufallsgenerators die
n N (0, T)-verteilten Zufallszahlen W (T,w1), ..., W(T,w,) erzeugt und in die Formel in (2)
eingesetzt. Die Formel fiir V(7,.S) in (3) ergibt sich gemé&8 (2.1) oder (2.2), je nachdem ob
ein Call oder Put bewertet werden soll.

Der grofie Vorteil der Monte-Carlo Methode ist es, dass in Schritt (2) des Algorithmus im
Prinzip jedes numerisch simulierbare Kursmodell eingesetzt werden kann. Dieses muss dabei
gar keine geschlossene Losungsformel zulassen, da man statt dessen numerische Losungs-
verfahren verwenden kann. Niheres dazu behandeln wir in Kapitel 7.

Bemerkung 5.1 Im Gegensatz zur Binomialmethode lésst sich die Monte-Carlo Methode
leider nicht auf amerikanische Put-Optionen verallgemeinern. Der Grund dafiir ist der fol-
gende: Um zu einem Zeitpunkt ¢ auf Basis des Kurses S(t) zu entscheiden, ob die vorzeitige
Ausiibung einen Vorteil bietet (und damit zu einem hoheren Wert fithrt), muss man den
Erwartungswert des Optionswertes iiber die von S(t) ausgehenden zukiinftigen Kurspfade
kennen. In der Binomialmethode sind diese Werte vorhanden, in der Monte-Carlo-Methode
hingegen nicht, weil hier nur einzelne Pfade S(t), t € [0,T], aber keine Badume betrachtet
werden.

Zwar liefle sich die Methode so variieren, dass entlang jedes Pfades an einer Auswahl dis-
kreter Zeitpunkte der Vorteil der vorzeitigen Ausiibung iiberpriift wird. Dies liefert aber
nicht den richtigen Wert (sondern im Allgemeinen einen deutlich groBeren), da die Ent-
scheidung dann nur auf Basis eines einzigen zukiinftigen Pfades und nicht auf Basis des
Erwartungswertes getroffen wird. Dies wére auch in der Praxis nicht umsetzbar, da dies
einer Ausiibungsentscheidung mit “Blick in die Zukunft” entsprechen wiirde. a

5.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Numerische Tests (Ubungsaufgabe) zeigen, dass die Monte-Carlo Methode in ihrer ein-
fachen Form fiir wachsende Anzahl von Simulationen n relativ langsam konvergiert. Wir
wollen die Konvergenzgeschwindigkeit hier zunéchst theoretisch untersuchen um dann eine
Strategie zu entwickeln, mit der man schnellere Konvergenz erhélt.

Da die Monte-Carlo Methode nur im stochastischem Sinne konvergiert, miissen wir dazu
zunéchst ein geeignetes Mafl finden. Dies ist das folgende:

Definition 5.2 Gegeben sei p € [0, 1], n € N. Ein (zufélliges) Intervall der Form
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heifit p-Konfidenzintervall der Monte-Carlo Methode, wenn

Ppel)=p

ist. O

Das Beachte, dass das angegebene Intervall deswegen zufillig ist, weil die X; und damit
die Intervallgrenzen Zufallsvariablen sind. Die Gréfle des Intervalls I hingegen ist nicht
vom Zufall abhéngig. Halten wir nun p fest, so konnen wir diese Gréfle abhingig von n
untersuchen. Hierfiir gilt der folgende Satz:

Satz 5.3 Gegeben sei p € (0,1). Dann existiert k£ > 0 und eine Folge p,, — p, so dass die
pp-Konfidenzintervalle I,, von der Form

I lzn 5. _ ko EZ” x4 ko
" n < ! \/ﬁ’nizl fUn
sind.

Beweis: Wihle x € R so, dass fiir die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
F(z) = F(-z) =p

gilt. Auf Grund der Konvergenz (5.1) existiert fiir jedes + € R und Y,, = > ' | X; eine

Folge 6, (x) — 0 mit
Y, —nu
Pl ——< - F
(=) e

Analog zur Herleitung von (5.2) erhalten wir
Y, —nu ‘

P(m

Sicherlich gilt mit dieser Definition p,, — p. Zudem gilt

= On ().

< x) =F(z)— F(—x) 4+ dp(z) — 0pn(—2x) = p+ on(x) — dp(—2) =: pp.

Y, —nu Y, To 1 & ro 1« To
—F <z & | ——pul—= & pe |- Xi——, =) Xi+—]|.
o\v/n ‘_x ‘n 'u_\/ﬁ a n; ‘ \/ﬁ’n; Z—i_\/ﬁ

Die Behauptung folgt also mit k = x. U

Wichtig an diesem Satz ist weniger die Folge p, — p, sondern die Aussage dariiber, wie
schnell die Konfidenzintervalle in Abhéngigkeit von n schrumpfen. Tatsichlich hingt die
Breite des Intervalls von /n ab, was bedeutet, dass man hundert mal so viele Simulationen
bendétigt um im Ergebnis eine korrekte Nachkommastelle hinzuzugewinnen. Dies erklért die
langsame Konvergenz der Methode.

Die Analyse zeigt aber auch, dass die Konfidenzintervalle kleiner werden, wenn die Varianz
0?2 der Zufallsvariablen X kleiner wird. Dies ist ein wichtiger Ansatzpunkt zur Erhohung
der Konvergenzgeschwindigkeit. Im folgenden Abschnitt betrachten wir daher eine Methode
zur Reduktion der Varianz von X.
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5.3 Antithetische Zufallsvariablen

Wir betrachten nun eine Monte-Carlo Simulation mit Zufallsvariable X = f(Z), wobei
f : R — R eine gegebene Funktion ist und Z ~ N(0,1) eine standard-normalverteilte
Zufallsvariable ist.

Dies ist genau die Form unseres Optionsbewertungsproblems aus den obigen Schritten (2)
und (3) mit

f(2) = (so exp ((u — ;&) T+ aﬁz> - K>+ (5.3)

(fiir einen Call, alles Folgende geht analog auch fiir den Put), wobei wir ausgenutzt haben,
dass sich die Zufallsvariable W(T) ~ N(0,T) auch als vTZ mit Z ~ N(0,1) schreiben
lésst.

Die Idee ist nun, die Abbildung f durch eine neue Zufallsvariable f zu ersetzen, so dass

E(f(2)) = B(f(2)) und Var(f(2)) < Var(f(2)) gilt.

Dazu verwenden wir die sogenannte antithetische Zufallsvariable zu Z, die gerade durch
—Z gegeben ist. Wir verwenden diese, in dem wir f(Z) durch

f(2)+ f(=2)

flz) = 1A%

ersetzen. In der Monte-Carlo Simulation fiihrt dies zum Ersetzen von

1< Lo~ [(Z(wi) + f(=Z(wi)
- f(Z(w;)) durch = .

Jede gezogene Zufallszahl Z(w;) geht also zweimal — einmal positiv und einmal negativ
— in f und damit in die Summe ein.

Der folgende Satz zeigt, dass wir damit unser Ziel der Varianzreduktion bei gleichbleiben-
dem Erwartungswert erreichen.

Satz 5.4 Betrachte die Monte-Carlo Methode zur Optionsbewertung einer européischen
Call- oder Put-Option mit der geometrischen Brownschen Bewegung als Kursmodell. Dann
gelten fiir die Zufallsvariable

; f(Z2)+ f(-Z

2y = HO =D
die (Un-)Gleichungen

E(f(2)=E(f(2)) und Var(f(2)) < Var(f(2))/2.

Beweis: Es gilt

. (f(Z) +2f(—Z)> _E(f(2)) +2E(f(—Z)) _ E(f(Z))-;E(f(Z)) — E(f(2))

wegen —Z ~ N(0,1) < Z ~ N(0,1). Dies zeigt die Gleichheit der Erwartungswerte.
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Zur Untersuchung der Varianz verwenden wir die Formel

Var (W) = é(Var(f(Z)) + Cov(f(Z)7f(_Z)))’ (5.4)

die mit der {iblichen Kovarianz
Cov(X,Y)=E[(X —EX))(Y —E(Y))] = F[XY] - EX]E[Y]
aus der Gleichung
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y)

und der Identitét Var(f(Z)) = Var(f(—Z2)) folgt.

Wir beweisen zunéchst das folgende Hilfsresultat: Es seien a,b : R — R monotone Abbil-
dungen mit umgekehrter Monotonie (also eine wachsend und eine fallend) Dann gilt fiir
jede beliebige Zufallsvariable X die Ungleichung

Cov(a(X),b(X)) <0. (5.5)

Zum Beweis von (5.5) betrachten wir eine weitere beliebige Zufallsvariable Y. Dann gilt
wegen der Monotonie von a vund b fast sicher

(a(X) = a(Y))(b(X) —b(Y)) <0
und daher auch E[(a(X) —a(Y))(b(X) — b(Y))] < 0. Damit erhalten wir

) — a(Y)(b(X) — b(Y)
—  Ela(X)b(X)] - Ela(X)b(Y)] - Ela(Y)b(X)] + E[a(Y)b(Y)].

Wihlen wir nun X ~ Y und Y unabhéngig von X, so folgt

0 > Ela(X)b(X)] = Ela(X)b(Y)] — Ela(Y)b(X)] + Ela(Y)b(Y)]
= 2E[a(X)b(X)] — 2E[a(X)|E[b(X)]
= 2Cov(a(X),b(X))

und damit (5.5).

Unsere Funktion f aus (5.3) ist monoton wachsend (fiir einen Put wére sie monoton fal-
lend), weswegen die Funktion z +— f(—x) monoton fallend ist (fiir einen Put wére sie
monoton wachsend). Also kénnen wir (5.5) mit a(z) = f(z) und b(z) = f(—x) anwenden
und es folgt

Cov(f(2), f(=2)) <0,
was eingesetzt in (5.4) die Behauptung zeigt. U

In der Praxis beobachtet man oft, dass die Verwendung der antithetischen Variablen einen
deutlich groBleren Vorteil bringt, als es die bloe Halbierung der Varianz vermuten lésst.



Kapitel 6

Numerische Losung
deterministischer
Differentialgleichungen

In der finanzmathematischen Modellierung von Kursverldufen werden stochastische Diffe-
rentialgleichungen benutzt. Sofern man diese nicht — wie bei der geometrischen Brown’schen
Bewegung — analytisch 16sen kann, miissen numerische Methoden eingesetzt werden. Bevor
wir uns im néchsten Kapitel mit solchen numerischen Methoden fiir stochastische Diffe-
rentialgleichungen beschéftigen, werden wir zuerst numerische Methoden fiir gewhnliche
deterministische Differentialgleichungen betrachten. Wenngleich die Beweise im stochasti-
schen Fall anders verlaufen, sind die wesentlichen Ideen zur Konstruktion numerischer
Verfahren im deterministischen Fall dhnlich und liefern daher eine gute Einfiihrung in das
Thema.

6.1 Definition

Eine gewochnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 6.1 Ein gewdhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben

durch die Gleichung
d
Salt) = S(t,2(0)) (6.1)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R" ist.

Eine Ldsung von (6.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R", die (6.1)
erfiillt. o

Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

43
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Die unabhéingige Variable ¢ werden wir iiblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéingig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

o Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).

Die Losungsfunktion x(¢) nennen wir auch Ldsungskurve oder (Ldsungs-)Trajektorie.

Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also ©(t) = f(x(¢)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

6.1.1 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentialgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = z, also

2(t) = x(t)
mit z(t) € R. Betrachte die Funktion z(¢) = Ce’ mit beliebigem C' € R. Dann gilt

d
x(t) = %C’et = Ce' = z(t).
Fiir jedes feste C lost Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 6.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewohnliche Differentialgleichung (6.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und zp € R" eine Losungsfunktion z(¢) zu finden, die
(6.1) erfiillt und fiir die dariiberhinaus die Gleichung

x(to) = X0 (6'2)

gilt. O

Notation und Sprechweisen:

e Fiir die Losung x(t), die (6.1) und (6.2) erfiillt, schreiben wir (¢; to, o). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz x(¢; ) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert zy € R™ als Anfangs-
wert. Das Paar (to,xo) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (6.2) Anfangsbedingung.

Bemerkung 6.3 Eine stetig differenzierbare Funktion = : I — R" 16st das Anfangswert-
problem (6.1), (6.2) fiir ein ¢y € I und ein xy € R™ genau dann, wenn sie fiir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) = zo + t flr,z(r))dr (6.3)
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erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (6.1) bzgl. t bzw. durch Differenzieren von
(6.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Beachte dabei, dass eine stetige Funktion z, die (6.3) erfiillt, ,automatisch® stetig diffe-
renzierbar ist, da aus der Stetigkeit von ¢ — z(¢) und der daraus folgenden Stetigkeit von
t— f(t,z(t)) die stetige Differenzierbarkeit der rechten Seite in (6.3) und damit wegen der
Gleichheit auch fiir x selbst folgt. o

Um nun tatséchlich eine eindeutige Losung zu einem gegebenen Anfangswert zu erhalten,
brauchen wir eine weitere Bedingung.

Definition 6.4 Eine gewohnliche Differentialgleichung (6.1) fiir ein stetiges f : D — R”
mit D C R x R" offen erfiillt die Lipschitzbedingung im zweiten Argument, wenn das
folgende gilt: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiert eine Konstante L > 0, so dass
die Ungleichung

1 (t,x) = f(t,y)ll < Lllz -y

gilt fiir alle t € R und z,y € R™ mit (¢, ), (¢,y) € K. O

Unter dieser Bedingung kann man beweisen, dass fiir jede Anfangsbedingung (to,xo) €
D genau eine Losung z(t; to, xo) des Anfangswertproblems (6.1), (6.2) existiert. Diese ist
definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen Ezistenzintervall Iy, , € R mit tg € Iy, 4.

Ein Beweis dieses Satzes findet sich z.B. in meinem Skript “Numerische Methoden fiir
gewohnliche Differentialgleichungen”.

Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass die obige Annahme erfiillt ist, auch ohne
dies explizit zu erwihnen. Auch werden wir oft Mengen der Form [t1, t3] x K mit K C R"
betrachten, bei denen wir — ebenfalls ohne dies immer explizit zu erwdhnen — annehmen,
dass alle Losungen z(t; to, zo) mit zo € K fiir alle to,t € [t1, to] existieren.

Eine einfache Konsequenz aus der Eindeutigkeit ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der
Losungen, die fiir (tg,zp) € D und zwei Zeiten t1,t € R gegeben ist durch
z(t; to, o) = x(t;t1, x(t1; o, o)), (6.4)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle hier auftretenden Losungen zu den angegebenen Zeiten
auch existieren. Zum Beweis rechnet man nach, dass der linke Ausdruck in (6.4) das An-
fangswertproblem (6.1), (6.2) zur Anfangsbedingung (t1,x(¢1;t0, z)) 16st. Da der rechte
dies ebenfalls tut, miissen beide iibereinstimmen.

Unter der obigen Lipschitz-Bedingung ist die Losungsabbildung x(¢; to, ) zudem stetig in
all ihren Variablen, also in ¢, tp und xg.

6.1.2 Grafische Darstellung der Losungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

= (0 ) )0
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mit x(t) = (z1(t), 72(t))T und Anfangsbedingung (0) = (1, 1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(¢) der Losung in Abhéngigkeit von ¢ darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 6.1 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wihrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

Abbildung 6.1: Darstellung von x(t) mittels Graphen (z1(t) durchgezogen, x2(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei- und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit t als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 6.2.

Abbildung 6.2: Darstellung von x(t) als Kurve

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so
dass man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wie-
der zuriick erhélt. Ein MATLAB M-File, das sowohl die Abbildungen 6.1 und 6.2 sowie
eine animierte Version von Abbildung 6.2 erstellt, findet sich auf der Homepage zur Vorle-
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sung “Numerische Methoden fiir gewthnliche Differentialgleichungen”! unter dem Namen
“darstellung.m”.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Losungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhingen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir die Anfangszeiten ¢y und tg 4 t1 die Beziehung

x(t;to +t1,20) = x(t — t1;5to, x0) (6.5)

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der ¢-Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 6.2 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich.

6.2 Allgemeine Theorie der Einschrittverfahren

In diesem Kapitel werden wir eine wichtige Klasse von Verfahren zur Losung gewthnlicher
Differentialgleichungen einfiithren und analysieren, die Einschrittverfahren.

6.2.1 Diskrete Approximationen

In der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen wollen wir eine Approximation an
die Losungsfunktion x(¢;to, zg) fiir t € [tg, T] berechnen (wir nehmen hier immer an, dass
die Losungen auf den angegebenen Intervallen existieren). In der folgenden Definition de-
finieren wir die Art von Approximationen, die wir betrachten wollen und einen Begriff der
Konvergenzordnung.

Definition 6.5 (i) Eine Menge T = {to,t1,...,tn} von Zeiten mit tg < t1 < ... <ty =T
heifit Gitter auf dem Intervall [¢p,T]. Die Werte

hi =tiv1 —t;
heiflen Schrittweiten, der Wert
h= max h;
1=0,...,N—1
heilt mazximale Schrittweite. Im Fall dquidistanter Schrittweiten hg = h1 = ... = hy_1

schreiben wir zumeist h statt h;.
(ii) Eine Funktion  : T — R™ heifit Gitterfunktion.

(iii) Eine Familie von Gitterfunktionen &;, j € N, auf Gittern 7; auf dem Intervall [to, 7] C
I1y 2, mit maximalen Schrittweiten h; heifit (diskrete) Approxzimation der Losung z(t; to, zo)
von (6.1), falls

7 (t:) — tiot -0
max 125 (t;) — z(ts; to, zo) ||

"http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/numerik05/
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fiir hj — 0. Eine von der Anfangsbedingung (o, z9) abhingige Familie von Gitterfunktio-
nen ;(-;to,xo0), j € N, hat die Konvergenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge
K C D und alle T' > 0 mit [to,T] C Iy, ., fiir alle (tg, z9) € K ein C' > 0 existiert, so dass

max [|Z;(t;; to, o) — (ti; to, z0)|| < ChY

tET;

gilt fiir alle (to,z9) € K und alle hinreichend feinen Gitter T; auf [to,T]. In diesem Fall
schreiben wir auch ;(t; : to, z0) = @(ti; to, w0) + O(hY}). o

Bemerkung 6.6 Wir haben in der Einfithrung in die Numerik verschiedene Methoden
kennen gelernt, mit denen man Funktionen numerisch darstellen kann, z.B. Polynom- oder
Splineinterpolation. Jede Gitterfunktion geméfl Definition 6.5 kann natiirlich mit diesen
Methoden zu einer “echten” Funktion erweitert werden. o

Ein Einschrittverfahren ist nun gegeben durch eine numerisch auswertbare Funktion &,
mittels derer wir eine Gitterfunktion zu einem gegebenen Gitter berechnen kénnen. Formal
ist dies wie folgt definiert.

Definition 6.7 Ein FEinschrittverfahren ist gegeben durch eine stetige Abbildung
d:RxR*"xR—R",
mit der zu jedem Gitter 7 und jedem Anfangswert xg mittels
Z(to) = xo, Z(tit1) = P(t;, Z(t;), h;) firi =0,1,...,N -1

rekursiv eine Gitterfunktion definiert werden kann.

Wenn die so erzeugten Gitterfunktionen die Bedingung aus Definition 6.5 (iii) erfiillen, so
nennen wir das Einschrittverfahren konvergent bzw. konvergent mit Konvergenzordnung p.
O

Der Name FEinschrittverfahren ergibt sich dabei aus der Tatsache, dass der Wert Z(¢;41)
nur aus dem direkten Vorgéingerwert Z(t;) berechnet wird. Wir werden spéter auch Mehr-
schrittverfahren kennen lernen, bei denen Z(t; 1) aus Z(t;—x), Z(t;i—x+1), - - - , Z(t;) berechnet
wird.

6.2.2 Erste einfache Einschrittverfahren

Bevor wir in die Konvergenztheorie einsteigen und mathematisch untersuchen, welche Be-
dingungen & erfiillen muss, damit die erzeugte Gitterfunktion eine Approximation darstellt,
wollen wir in diesem Abschnitt zwei Einschrittverfahren heuristisch betrachten.

Die Idee der Verfahren erschliet sich am einfachsten iiber die Integralgleichung (6.3). Die
exakte Losung erfiillt ja gerade

wltipn) = o(t:) + /t " pr (.
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Die Idee ist nun, das Integral durch einen Ausdruck zu ersetzen, der numerisch berechenbar
ist, wenn wir x(7) fiir 7 > t; nicht kennen. Die einfachste Approximation ist die Rechteck-
Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 0, die wir in der Einfithrung in die Numerik
wegen ihrer Einfachheit gar nicht betrachtet haben)

| amar = = 0 £ (t) = haf (o a(0) (6.6)

Setzen wir also

O(t,2,h) = &+ hf(t,z), (6.7)
so gilt
E(tiv1) = ©(t;, T(t:), hi) = T(t;) + hi f (i, 2(t:))

und wenn wir Z(t;) ~ z(t;) annehmen, so kénnen wir fortfahren

)+ hif (b)) ~a(t) + [ fna(m)r,

Da Z(tg) = xo = x(to) ist, kann man damit rekursiv zeigen, dass Z(¢;+1) eine Approximation
von x(tit1) ist. Wir werden dies im néchsten Abschnitt mathematisch prézisieren.

Das durch (6.7) gegebene Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren und heifit Euler-
sche Polygonzugmethode oder einfach FEuler-Verfahren. Es hat eine einfache geometrische
Interpretation: In jedem Punkt Z(t;) berechnen wir die Steigung der exakten Losung durch
diesen Punkt (das ist gerade f(t;,Z(¢;))) und folgen der dadurch definierten Geraden bis
zum néchsten Zeitschritt. Das Prinzip ist in Abbildung 6.3 grafisch dargestellt.

X

Abbildung 6.3: Grafische Veranschaulichung des Euler-Verfahrens

Das Euler-Verfahren liefert nur eine recht grobe Approximation der Lésung. Bessere Ver-
fahren kann man erhalten, wenn man statt (6.6) eine genauere Approximation verwendet.
Eine bessere Moglichkeit ist z.B.

h;

/t. b a(r))dr ~ 3 (f(ti,l'(ti)) - f(tm,:v(ti) + hz‘f(ti"”(“))>> - (68)



50 KAPITEL 6. NUMERISCHE LOSUNG DETERMINISTISCHER DGLEN

Dies ist nichts anderes als die Trapez-Regel (oder Newton-Cotes Formel mit n = 1), bei
der wir den unbekannten Wert z(t;11) durch die Euler-Approximation z(t;1+1) ~ x(t;) +
hif(ti,x(t;)) ersetzen. Das daraus resultierende Verfahren ist gegeben durch

h
O(t,wh) =+ (f(t, 2) + (64 b+ bf( m>)>
und heifit Heun- Verfahren. Es ist tatséchlich schon deutlich besser als das Euler-Verfahren.

Man kann sich leicht vorstellen, dass weitere bessere Verfahren sehr komplizierte Formeln
benétigen. Wir werden deshalb spéter einen Formalismus kennen lernen, mit dem man
auch sehr komplizierte Verfahren einfach aufschreiben und implementieren kann.

Ein Grundalgorithmus zur Approximation einer Losung x(t; to, xo) auf [tg, 7] mittels eines
FEinschrittverfahrens @ lisst sich nun leicht angeben. Wir beschréanken uns hierbei zunéchst
auf Gitter mit konstanter Schrittweite, also h; = h fiir alle ¢ = 0,1,2,..., N, wobei wir N
als Parameter vorgeben.

Algorithmus 6.8 (Losung eines Anfangswertproblems mit Einschrittverfahren)

Eingabe: Anfangsbedingung (g, z¢), Endzeit T', Schrittzahl N, Einschrittverfahren ®
(1) Setze h := (T —to)/N, Tp = xo

(2) Berechne t; 11 = t; + h, Tj+1 := ®(t;, T, h) firi =0,...,N — 1.

Ausgabe: Werte der Gitterfunktion Z(t;) = Z; in to,...,tN o

6.2.3 Konvergenztheorie

Die Grundidee der Konvergenztheorie fiir numerische Methoden fiir Differentialgleichun-
gen liegt in einem geschickten Trick, mit dem verschiedene Fehlerquellen separiert werden
konnen. Wir schreiben hier kurz x(t) = x(¢;to, o). Um nun den Fehler

12(t:) — x(t) | = 1D (tim1, Z(tie1), hiz1) — (i) ||
abzuschétzen, schieben wir mittels der Dreiecksungleichung die Hilfsgrofie
O(ti1,2(ti-1), hi-1)
ein. Wir erhalten so mit (6.4) die Abschétzung
[Z(t:) — @) < [ ®(ti—1, 2(ti1), him1) — B(tim1, T(tiz1), hi-1)|]
+ 1 ®2(ti—1, 2(ti1), hi-1) — x(t3)]]
= ||®(ti—1,Z(ti-1), hi—1) — P(ti—1, z(tiz1), hi—1) ||
+ @ (tim1, w(tiz1), hic1) — 2 (ti; tio1, w1 ||

Statt also direkt den Fehler zur Zeit ¢; abzuschitzen, betrachten wir getrennt die zwei
Terme
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(a) [|®(tim1,Z(ti=1), hi—1) — ®P(ti—1,x(hi—1), hi—1)||, also die Auswirkung des Fehlers bis
zur Zeit t;_1 in @

(b) [|®(ti—1,x(ti—1), hi—1) — x(ti;ti—1,xi—1)]||, also den lokalen Fehler beim Schritt von
:E(ti_l) nach SL‘(tl)

Die folgende Definition gibt die benttigten Eigenschaften an ® an, mit denen diese Fehler
abgeschitzt werden koénnen.

Definition 6.9 (i) Ein Einschrittverfahren erfiillt die Lipschitzbedingung (oder Stabilitiits-
bedingung), falls fiir jede kompakte Menge K C D des Definitionsbereiches der Differential-
gleichung ein L > 0 existiert, so dass fiir alle Paare (¢, x1), (to, z2) € K und alle hinreichend
kleinen h > 0 die Abschétzung

|®(to, z1, h) — ®(to, x2, h)|| < (14 Lh)||x1 — z2]| (6.9)

gilt.
(ii) Ein Einschrittverfahren ® heifit konsistent, falls fiir jede kompakte Menge K C D

des Definitionsbereiches der Differentialgleichung eine Funktion ¢(h) mit limp_,ge(h) = 0
existiert, so dass fiir alle (tg,z9) € K und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung

||‘I>(t0,$0, h) — x(t() + h; o, J}())H < hE(h) (6.10)

gilt. O.B.d.A. nehmen wir dabei an, dass ¢(h) monoton ist, ansonsten kénnen wir e(h)
durch supy,cpo ) €(h) ersetzen.

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte Menge K C D
ein F > 0 existiert, so dass e(h) = EhP gewéhlt werden kann. In diesem Fall schreiben wir
auch ®(to, zo, h) = z(to + h;to, x0) + O(RPT1). o

Offenbar garantiert (6.9), dass der Fehlerterm (a) nicht zu grof§ wird, wéhrend (6.10) dazu
dient, den Term (b) abzuschétzen. Der formale Beweis folgt in Satz 6.11. Bevor wir diesen
formulieren, wollen wir uns noch iiberlegen, ob die im vorherigen Abschnitt definierten
Verfahren diese Bedingungen erfiillen.

Man rechnet leicht nach, dass das Euler- und das Heun-Verfahren die Lipschitzbedingung
erfiillen. Die Konsistenzbedingung (6.10) ist allerdings nicht so leicht nachzupriifen, da sie
mit Hilfe der (unbekannten) Losungen x(t; to, zo) formuliert ist. Das folgende Lemma stellt
eine alternative und leichter nachpriifbare Formulierung der Bedingung vor.

Lemma 6.10 Gegeben sei ein Einschrittverfahren ® der Form
q)(ta z, h) =T+ h(p(ta Zz, h)

mit einer stetigen Funktion ¢ : R x R” x R — R"™. Dann ist das Verfahren genau dann
konsistent, falls fiir alle (¢,2) € D die Bedingung

o(t,z,0) = f(t,z) (6.11)

gilt.
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Beweis: Wir schreiben wieder kurz x(t) = z(t; to, xo). Es gilt
O (tg, o, h) — x(to + h)

h
to+h
- (q><t0,xo, h) — a0 — / J(r,2(r))dr
to+h to+h tot+h
— % (q)(to,wo,h) — 1z — /tO f(to, zo)dT + /to f(to, zo)dr — /to f(T,:L‘(T))dr>
to+h tot+h
- (hso(to,xo,h) - /t f(to,a:o>d7> 4 </t flto, o) = 1 (T’x(de)

[ stz - 56 ()

to

= (p(to,l‘o, h) — f(to, :L‘()) + E <

Sei nun K C D gegeben. Die Funktion f(to + s, z(to + s;to, o)) ist stetig in s, tp und xg,
also gleichmafig stetig fiir (s,to, o) € [0,h] x K fiir hinreichend kleines h > 0 (so klein,
dass die Losungen x(tg + s;to, zo)) fiir s € [0, h] existieren), da diese Menge kompakt ist.
Also existiert eine Funktion £1(h) — 0 mit

£ (7, 2(7)) = f(to, z(to))[| < e1(h)
fiir 7 =ty + s € [to, to + h] und damit
1

to+h
! <i | It - fram)dr < ). (612)

to+h
|7 rten) - fratoyir| < 1

to

Wir nehmen nun an, dass (6.11) gilt. Ebenfalls wegen gleichméfBiger Stetigkeit und wegen
(6.11) existiert eine Funktion e2(h) — 0 mit

l¢(to, 2o, h) — f(to, o) || < e2(h).
Damit folgt
[ (t0, 20, h) — x(to + h)||
h
also (6.10) mit e(h) = e1(h) + e2(h).

Gelte umgekehrt (6.10). Sei (z,t) € D gegeben und sei [t1,t2] und K so gewéhlt, dass
(x,t) € [t1,t2] x K gilt. Wiederum mit (6.12) folgt

(o, zo, k) — f(to, o)|| < e(h) +e1(h),

< ey(h) +e1(h),

also
lim | ¢(to, 2o, k) — f(to, z0)| =0
h—0

und damit (6.11) wegen der Stetigkeit von . U

Mit Hilfe der Bedingung (6.11) priift man leicht nach, dass das Euler- und das Heun-
Verfahren konsistent sind. Die Konsistenzordnung kann man aus (6.11) allerdings nicht
ableiten, da die Abschétzung von (h) mittels £1(h) und e2(h) dafiir zu grob ist, denn falls
f # 0ist, gilt e1(h) > O(h), so dass man maximal die Konsistenzordnung p = 1 nachweisen
konnte. Wir werden spéter sehen, wie man die Konsistenzordnung berechnen kann.

Wir kommen nun zu unserem ersten wichtigen Satz, der besagt, dass Lipschitzbedingung
und Konsistenz tatséchlich ausreichend fiir die Konvergenz sind.
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Satz 6.11 Betrachte ein Einschrittverfahren ®, das die Lipschitzbedingung erfiillt und
konsistent ist. Dann ist das Verfahren konvergent. Falls das Verfahren dabei die Konsisten-
zordnung p besitzt, so besitzt es auch die Konvergenzordnung p.

Beweis: Wir miissen die Eigenschaft aus Definition 6.5(iii) nachpriifen. Sei dazu eine
kompakte Menge K C D und ein T' > 0 mit [tg, 7] C Iy, 4, fir alle (to,z9) € K gegeben.
Die Menge
K, = {(t, l‘(t; to,xo)) | (t(),.ro) e K,te [t(),T]}
ist dann ebenfalls kompakt, da x stetig in allen Variablen ist und Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen wieder kompakt sind. Wir wihlen ein § > 0 und betrachten die
kompakte Menge
Ky:= |J {t} xBs(a).
(t,x)e K1
Dass diese Menge kompakt ist, folgt aus der Beschrinktheit und der Abgeschlossenheit;
beide Eigenschaften folgen mit einer kleinen Rechnung aus der Kompaktheit von K;.

Die Menge K3 ist genau die Menge aller Punkte (¢, z), deren z-Komponente einen Abstand
< 0 von einer Losung x(t;tp,x9) mit g € K hat. Fiir hinreichend kleines § > 0 ist
Ky Teilmenge des Definitionsbereiches D von f, da D offen ist und Ky C D gilt. Das
betrachtete Einschrittverfahren ist deswegen konsistent auf Ky mit einer Funktion e(h),
wobei e(h) = EhP im Falle der Konsistenzordnung p ist. Ebenfalls erfiillt ® auf Ko die
Lipschitzbedingung mit einer Konstanten L > 0.

Wir beweisen die Konvergenz nun zunéchst unter der folgenden Annahme, deren Giiltigkeit
wir spéater beweisen werden:

Fiir alle hinreichend feinen Gitter 7 und alle Anfangsbedingungen
(to,xo) € K gilt fiir die gem&f Definition 6.7 erzeugte Gitterfunktion & (6.13)
die Beziehung (t;,Z(t;)) € Ko fiir alle t; € T.

Zum Beweis der Konvergenz wéhlen wir eine Anfangsbedingung (¢, ) € K und schreiben
wieder kurz z(t) = x(t; to, z9). Mit Z bezeichnen wir die zugehérige numerisch approximie-
rende Gitterfunktion und mit

e(ti) == [|2(t:;) — z(t:)||

bezeichnen wir den Fehler zur Zeit ¢; € 7. Dann gilt nach den Voriiberlegungen am Anfang
dieses Abschnitts

e(t;) = [[&(t:) — ()l < ®(tim1, E(tiz1), hi-1) — P(tiz1, x(tiz1), hiz1)||
+ @1, 2(ti1), hi-1) — ()]
= [[®(ti—1, Z(tim1), him1) — (i1, @(ti1), hi1)|
+ ([ @1, x(ti-1), him1) — @(ts; timr, 2(ti-1))]|
< (14 Lhi—)||Z(tiz1) — x(ti—1)|| + hi—1e(hi—1)

= (1 + Lhi—l)e(tifl) + hi716(hi71)
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wobei wir im vorletzten Schritt die Lipschitzbedingung und die Konsistenz sowie die Tat-
sache, dass (t;—1,Z(t;—1)) € Ko liegt, ausgenutzt haben. Wir erhalten also fiir den Fehler
e(t;) die rekursive Gleichung

e(ti) < (1+ Lhj—1)e(ti-1) + hi—1e(hi-1)
gemeinsam mit der “Anfangsbedingung” e(tp) = 0, da Z(t9) = xo = x(to) ist.

Mittels Induktion zeigen wir nun, dass daraus die Abschétzung

et < 5(h)%

folgt. Fiir ¢ = 0 ist die Abschéitzung klar. Fiir i — 1 — ¢ verwenden wir

(exp(L(ti —to)) — 1)

22

exp(Lh;) =1+ Lh; +
und erhalten damit mit der Induktionsannahme

e(t;) < (14 Lhi—1)e(ti—1) + hi—1e(hi—1)

< (U Lhi)=(h) L (exp(Lltioy — t0)) = 1)+ iy bis)
<e(h)

= ()7 (her L+ (4 L) (exp(L(tir — o) ~ 1))

_ %( i L+ (14 Lhi_1) exp(L(ti-y —to)) — 1 — Lhi_l)

_ %( 1+ Lhi_1) exp(L(ti_1 — to)) — 1)

< %(exp Lhi_1) exp(L(ti1 1)) — 1)

= ()7 (exp(Liti o)) ~ 1)

Damit folgt die Konvergenz und im Falle von e(h) < EhP auch die Konvergenzordnung
mit C = E(exp(L(T —t9)) — 1)/L.
Es bleibt zu zeigen, dass unsere oben gemachte Annahme (6.13) tatséchlich erfiillt ist. Wir
zeigen, dass (6.13) fiir alle Gitter T gilt, deren maximale Schrittweite A die Ungleichung
- oL
h) <
)= BT — 1)) — 1

erfiillt. Wir betrachten dazu eine Losung & mit Anfangswert xo € K und beweisen die
Annahme per Induktion. Fiir Z(tp) ist wegen Z(tg) = xo nichts zu zeigen. Fiir den Induk-
tionsschritt ¢ — 1 — 4 sei (tx, Z(tg)) € Ko fir k = 0,1,...,7 — 1. Wir miissen zeigen, dass
(ti,Z(t;)) € Ko liegt. Beachte, dass die oben gezeigte Abschatzung

e(ti) < e(h)~

< =(h) 7 (exp(L(T — t0)) — 1)
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bereits gilt, falls (tx,Z(tx)) € Ky liegt fir k = 0,1,...,7 — 1. Mit der Wahl von A folgt
damit e(t;) < 4, also
12 (t:) — () || < 6.

Da (t;,z(t;)) € K liegt, folgt (t;,%(t;)) € {t:} x Bs(x(t;)) C Ka, also die gewiinschte
Beziehung. 1l

Bemerkung 6.12 (i) Schematisch dargestellt besagt Satz 6.11 das Folgende:

Lipschitzbedingung + Konsistenz = Konvergenz
Lipschitzbedingung + Konsistenzordnung p = Konvergenzordnung p

(ii) Die Schranke fiir e(7") wichst — sogar sehr schnell — wenn die Intervallgrofie T —
to wichst. Insbesondere lassen sich mit dieser Abschitzung keinerlei Aussagen iiber das
Langzeitverhalten numerischer Losungen machen, z.B. iber Grenzwerte Z(t;) fir ¢; — oo.
Tatséchlich kann es passieren, dass der “numerische Grenzwert” von z(t;) fir ¢; — oo fiir
beliebig feine Gitter 7 weit von dem tatsdchlichen Grenzwert der exakten Losung z(t)
entfernt ist. Wir werden spéter genauer auf dieses Problem eingehen.

(iii) Der Konsistenzfehler £(h)h wird auch als lokaler Fehler bezeichnet, wihrend der im
Beweis abgeschitzte Fehler e(t) als globaler Fehler bezeichnet wird. Im Falle der Konsisten-
zordnung p gilt e(h)h = O(hP*1) und e(t) = O(hP). Man “verliert” also eine Ordnung beim
Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler. Dies ldsst sich anschaulich wie folgt erkliren:
Bis zur Zeit ¢ muss man (bei dquidistantem Gitter) gerade ca. N(t) = (¢t — to)/h Schrit-
te machen, weswegen sich N (t) lokale Fehler aufsummieren, was zu dem globalen Fehler
O(RPTYHYN(t) = O(hPT1)/h = O(hP) fiihrt. O

6.3 Taylor-Verfahren

Wir werden in diesem Kapitel eine spezielle Klasse von Einschrittverfahren einfiihren, die
in der numerischen Praxis zwar eher selten verwendet werden (wir werden spéter sehen,
wieso), fiir das Versténdnis der weiteren Einschrittverfahren aber sehr niitzlich sind.

6.3.1 Definition

Die Taylor-Verfahren haben ihren Namen von der zu Grunde liegenden Taylor-Formel und
gehen in direkter Weise aus diesen hervor. Allerdings wird die Taylor-Formel in zunichst
etwas ungewohnt erscheinender Weise angewendet: Wir verwenden den Differentialoperator
L’J}, i € N, der fiir (hinreichend oft differenzierbare) Funktionen f, g : D — R™ mit D C
R x R™ mittels

dg dg

L?Q(@ ZL‘) = g(tv .7}), L}“Q(u ZL’) = a(ta l‘) + %(ta $)f(t, .1‘), L?_lg(tv .1‘) = L}‘L}g(tv .%')

definiert ist. Beachte, dass Llj}g wieder eine Funktion von D nach R ist. Der folgende Satz
stellt die hier benétigte Version der Taylor-Formel vor.
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Satz 6.13 Gegeben sei eine Differentialgleichung (6.1) mit p-mal stetig differenzierbarem
Vektorfeld f. Sei x(t) = x(t; to, xo) eine Losung dieser Differentialgleichung. Dann gilt

+Z Lz— £ (o, w0) + O((t — to)P™),

wobei das O-Symbol im Sinne von Definition 6.5(iii) verwendet wird.

Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass die
Losung z(t) unter der vorausgesetzten Differenzierbarkeitsbedingung an f p+ 1-mal stetig
differenzierbar nach t ist. Nach der aus der Analysis bekannten Taylor-Formel fiir Funktio-
nen von R nach R" gilt demnach

) =0 +Z UL 1)+ 0t~ 1))

Zum Beweis des Satzes werden wir nun nachweisen, dass
d'zx
— (1)
dtt
ist, denn dann folgt die Behauptung aus

92 (t0) = Lir fto0,2(t0)) = Lir f(to,wo).

= L f(t,x(t)) (6.14)

Wir zeigen (6.14) per Induktion iiber i. Fiir i = 1 gilt

92 t0) = S(t0,2(t0)) = F(t0, 20) = L} (1o, o).

Fiir ¢ — 7 4+ 1 beachte, dass fiir je zwei differenzierbare Funktionen g : D — R™ und
z: R — R" die Gleichung
d dg dg d
—g(t,x(t)) = —(t t
olt,a(0)) = S0, 2(0) + 52 (1, 2(0) o ()

gilt (man nennt dies auch die totale Ableitung von g entlang der Funktion x(t)). Mit
g(t,x) = L}_lf(t, x) gilt damit

i-l—lx iq:
Tt = 9920 = Spa) = Setta()
_0Og 0g d
= 5 (Lz®) + 5 (6 2(t) 2 (t)
dg dg
= Ga) + 5o () f(E ()
= Lig(t,x(t)) = LyLy'f(tx(t)) = Lif(t (b)),
also gerade (6.14). U

Die Idee der Taylor-Verfahren ist nun denkbar einfach: Wir verwenden die Taylor-Formel
und lassen den Restterm weg.



6.3. TAYLOR-VERFAHREN o7

Definition 6.14 Das Taylor-Verfahren der Ordnung p € N ist gegeben durch

b
e
O(t,z,h)=a+ ) WL;:lf(lt,gc).
i=1

6.3.2 Eigenschaften

Der folgende Satz gibt die wesentlichen Eigenschaften der Taylor-Verfahren an.

Satz 6.15 Gegeben sei eine Differentialgleichung mit p-mal stetig differenzierbarem Vek-
torfeld f : D — R”™. Dann erfiillt das Taylor-Verfahren der Ordnung p die Lipschitzbedin-
gung und ist konsistent mit Konsistenzordnung p.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Lipschitzbedingung. Beachte, dass in der Formulierung
der Taylor-Verfahren partielle Ableitungen von f bis zur Ordnung p — 1 auftreten. Jede der
auftretenden Funktionen Ljfl f ist also ein weiteres mal stetig differenzierbar, woraus (mit
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung) folgt, dass fiir jede kompakte Menge K C D
Lipschitz-Konstanten L; > 0 existieren, so dass Ljfl f Lipschitz in = mit dieser Konstante
ist. Fiir die Funktion ® gilt also fiir alle h < 1 die Abschétzung

b
hZ

[@(t, 21, h) — (t, 22, h)[| < |!3«"1—902H+ZﬁLz‘H$1—%‘2H
i=1

p
w1 — 2]l + Y bLiller — @all = (14 Lh)||z1 — 2o
=1

IN

p
L= Z L;.
=1

Dies ist gerade die gewiinschte Lipschitz-Bedingung.

Die Konsistenz sowie die behauptete Konsistenzordnung folgt direkt aus Satz 6.13. 1l

Bemerkung 6.16 Wenn alle auftretenden Ableitungen auf ganz D beschriankt sind, so
sind auch die Konstanten in den Lipschitz- und Konsistenzabschétzungen unabhéngig von
K giiltig, man erhélt also globale Fehlerabschiatzungen. a

Beachte, dass das Taylor-Verfahren der Ordnung p = 1 durch
O(t,z,h) =z + hL(}f(t,x) =z + hf(t,x).

gegeben ist, also gerade das Euler-Verfahren ist. Dies fiihrt sofort zu dem folgenden Korol-
lar.
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Korollar 6.17 Falls f einmal stetig differenzierbar ist, so ist das Euler-Verfahren konsi-
stent mit Konsistenzordnung p = 1.

Beweis: Das Taylor-Verfahren der Ordnung p = 1 ist gerade das Fuler-Verfahren, das also
nach Satz 6.15 die Konsistenzordnung p = 1 besitzt. U

Bemerkung 6.18 Mit einem direkten Beweis kann man die Konsistenzordnung p = 1
fiir das Euler-Verfahren auch beweisen, wenn f nur Lipschitz-stetig (in = und t) ist. Die
Beweisidee geht wie folgt: Zunéchst zeigt man, dass ||z (t+h) —x(t)|| < Ci|h| fir ein C; > 0
und alle hinreichend kleinen h ist; dies verwendet man dann, um

t+h
/t |f(r2(r)) — f(t 2(t))]ldr < Coh?

fiir ein Cy > 0 zu beweisen. Damit kann man schliefilich die Konsistenzordnung zei-
gen. o

Das Euler-Verfahren ist das einzige Taylor-Verfahren, bei dem keine Ableitungen des Vek-
torfeldes f auftreten. Das Auftreten der Ableitungen ist tatsichlich der Hauptgrund dafiir,
dass Taylor-Verfahren in der Praxis eher selten verwendet werden, da man dort Verfahren
bevorzugt, die ohne explizite Verwendung der Ableitung funktionieren (auch wenn symbo-
lische Mathematikprogramme wie z.B. MAPLE heutzutage zur automatischen Berechnung
der benotigten Ableitungen verwendet werden kénnen). Trotzdem gibt es Spezialanwen-
dungen, in denen Taylor-Verfahren verwendet werden: Fiir hochgenaue Numerik, bei der
Verfahren sehr hoher Ordnung (p > 15) benétigt werden, sind Taylor-Verfahren niitz-
lich, da sie systematisch fiir beliebige Konsistenzordnungen hergeleitet werden kénnen und
die auftretenden Konstanten (in der Lipschitzbedingung und der Konsistenzabschéitzung)
durch genaue Analyse der Ableitungen und Restterme exakt abgeschéitzt werden kénnen.

6.4 Ableitungsfreie Verfahren

Um ein Taylor-Verfahren aufzustellen, muss man die Ableitungen des Vektorfeldes explizit
berechnen, was im Allgemeinen recht aufwéndige Berechnungen erfordert. Wir haben aber
bereits in der Einleitung zwei Verfahren kennen gelernt, in denen man iiberhaupt keine
Ableitung braucht, ndmlich das Euler- und das Heun-Verfahren. Weitere Verfahren werden
wir im iibernichsten Abschnitt kennen lernen. Zunéchst untersuchen wir aber, wie man
die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren analysieren kann.

6.4.1 Konsistenz beliebiger Einschrittverfahren

Die Konsistenzanalyse beliebiger Schemata fithrt man durch, indem man die Abbildung
® mit den Koeffizienten der Taylor-Verfahren bzw. der Taylor-Entwicklung aus Satz 6.13
vergleicht. Genauer gilt der folgende Satz.
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Satz 6.19 Sei f : D — R™ p-mal stetig differenzierbar. Gegeben sei ein Einschrittverfahren
® : R x R” x R, das p 4+ 1-mal stetig differenzierbar ist. Dann besitzt ® genau dann die
Konsistenzordnung p € N, wenn die Bedingungen

i

o A
t,x,0) :L}_lf(t,x) firi=1,...,p (6.15)

(t,z,0) =2 un 8h2(

fir alle (¢t,z) € D gelten.

Beweis: Es bezeichne ®7,, das Taylor-Verfahren der Ordnung p. Die Taylor-Entwicklung
von ® nach der Variablen h in h = 0 ist gegeben durch

&(t,z,h) = B(t,z,0) +Z 'ahz tm 0) + O(RP™).

Sei nun (6.15) erfiillt. Dann liefert der Koeffizientenvergleich mit &7,
®(t,x,h) = Or,p(t,z,h) + O(hPH)
Aus Satz (6.15) folgt daher
z(t + hyt,z) = ®7,(t, 2, h) + O(hPTY) = &(t,x,h) + O(hPTY),
was die Konsistenz zeigt.
Falls (6.15) nicht erfiillt ist, so gibt es (t,z) € D, so dass entweder ®(¢,x,0) # x gilt (in
diesem Fall setzen wir i* = 0) oder

o) x_q
O (t,,0) £ L 7 (t,)
fiir ein * € {1,...,p} gilt. Wenn wir ¢* minimal mit dieser Eigenschaft w#hlen, so folgt aus
dem Koeffizientenvergleich mit ®7,, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle hinreichend
kleinen A > 0 die Ungleichung

19 (¢, 2, k) — ®rp(t, 2, h) || > CR”
gilt. Mit Satz 6.15 erhalten wir daher
|z(t + h,t,2) — ®(t,z,h)|| > Ch' — O(RP+Y) > ChY"

fiir geeignetes 0 < C < C und alle hinreichend kleinen h > 0, was der Konsistenz wider-
spricht. Also folgt die behauptete Aquivalenz. U

Mit diesem Satz kénnen wir die Konsistenzordnung beliebiger Einschrittverfahren iiber-
priifen. Beachte, dass die Aussage iiber die Ordnung nur stimmt, wenn das Vektorfeld f
hinreichend oft differenzierbar ist. Verfahren mit hoher Konsistenzordnung verlieren diese
typischerweise, wenn das Vektorfeld der zu 16sendenden DGL nicht die nétige Differenzier-
barkeit besitzt!

Ein wesentlicher Nachteil dieses Satzes ist, dass die Ausdriicke L’ wf (t,z) fiir groBe ¢ sehr
umfangreich und kompliziert werden. Hier konnen — wie bereits erwahnt — symbolische
Mathematikprogramme wie MAPLE bei den Rechnungen helfen. Das folgende MAPLE Pro-
gramm berechnet die Ableitungen L° vf (t,z) fir ¢ = 0,...,p. (Vor der Ausfithrung muss
der Variablen p natiirlich ein Wert zugew1esen werden.)
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L[0]:=f(t,x);
for i from 1 to p do

L[i] := simplify(diff(L[i-1],t) + diff(L[i-1],x)*f(t,x));
od;

vV V V V

Die Ausgabe fiir p:=3 ist

LO = f(t, .T)
L, = (gtf(t’ x)) + ((9895 f(t, x)) f(¢t, x)
2 2
Ly = (% f(t, z)) + 2 <aiat i(t, 2))f(t, z) + (a% f(t, z)) (% f(t, z))
o2 9
+ (W f(t, x)) f(t, )% + f(t, x) (%f(t, z))?
o 3 o2 9
Ly = (Dt 0) +3( 0 1 ) (0, )+ 3 (1t ) (e, )

2 3
G ) (o 60t 2)) 48 (50 11, ) 0, @)
2
+3 (88 5 (¢, 2)) {(t, x) (% f(t, x)) + (% f(t, x)) (% f(t, z))?
0 o o ;
+ 51(t, ) (% f(t, x)) (m f(t, z)) + (% f(t, z)) f(t, x)
2

14 (%f(t, ) (t, )2 ((%f(t, x)) +f(t, z) (a% f(t, 2))°

Diese Ausdriicke gelten fiir den skalaren Fall x € R, fiir hohere Dimensionen muss das
MAPLE-Programm erweitert werden.

Bemerkung 6.20 Man sieht, dass die Ausdriicke tatsdchlich sehr uniibersichtlich werden;
ebenso ist das natiirlich bei den entsprechenden Termen der Einschrittverfahren. Eine Hilfe
hierfiir bietet ein Formalismus, der von dem neuseeléindischen Mathematiker J.C. Butcher
in den 1960er Jahren entwickelt wurde, und bei dem die auftretenden Ableitungen mittels
einer grafischen Reprisentierung in einer Baumstruktur ibersichtlich strukturiert werden.

O

Satz 6.19 kann auf verschiedene Art und Weise angewendet werden. Eine Mo6glichkeit ist, je-
de Ableitung in einem Taylor-Verfahren durch einen Differenzenquotienten zu ersetzen, der
die entsprechende Ableitung mir hinreichend hoher Genauigkeit approximiert. Als Beispiel
dafiir betrachten wir das Taylor-Verfahren zweiter Ordnung, das gegeben ist durch

Qaf
2 ot

2
(to)+ = (4w p ).

Oro(t,z,h) = r+hLl rf(t, :1:)+h Lff(t x) = z+hf(z,u)+— 5 B
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Mit der Approximation

SO Ganren = o fl+sessft)
_ f(t—i—h,x—i—hfh(t,x)) — f(t, ) Lo
erhalten wir
B (1,0, h) = 2+ hf(t,2) + h; <f(t thot hfh(t’x)) - f“’””) + o).

Damit folgt, dass

2 " ) — -
d(t,x,h) = x+hf(t’x)+};<f(t+h, +hfh(t, ) — flt, ))

— ozt g (F(t,2) + f(t+ h,z+ hf(t2)))

den Satz 6.19 fiir p = 2 erfiillt. Das so erhaltene Einschrittverfahren ® ist tatséchlich nichts
anderes als das bereits bekannte Heun-Verfahren.

6.4.2 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Das gerade skizzierte Vorgehen fithrt bei hoheren Konsistenzordnungen schnell an seine
praktischen Grenzen, weil man Ableitungen hoher Ordnung geeignet approximieren muss.
Hier ist ein anderes Vorgehen effizienter: wir formulieren zunéchst eine ganze Klasse ablei-
tungsfreier Verfahren, die von einer Reihe von Parameter abhingen und verwenden Satz
6.19 dann, um die Parameter zu bestimmen.

Die Klasse von Verfahren, die wir hier betrachten, sind die sogenannten expliziten Runge-
Kutta-Verfahren, deren Idee wir am Heun-Verfahren erldutern. Bei der Konstruktion des
Heun-Verfahrens haben wir das Euler-Verfahren verwendet, um einen Schitzwert fiir den
unbekannten Wert z(t;11) zu erhalten. Es liegt nun nahe, diese Methode systematisch
rekursiv anzuwenden, um zu Verfahren hoherer Konsistenzordnung zu gelangen. Genau
dies ist die Grundidee der Runge-Kutta-Verfahren.

Um die dabei entstehenden Verfahren {ibersichtlich zu schreiben, benétigen wir einen ge-
eigneten Formalismus. Wir erldutern diesen am Beispiel des Heun-Verfahrens

O(t,x, h) —:c+Z(f(t,a:)+f<t+h,:c+hf(t,m))>.

Wir schreiben dieses nun als
kl = f(ta l’)
kg = f(t+h,l‘+hk1)

1 1
o(t,xz,h) = xz+h <2k1 + 2k2)
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Was zunéchst vielleicht komplizierter als die geschlossene Formel aussieht, erweist sich als
sehr giinstige Schreibweise, wenn man weitere k;-Terme hinzufiigen will. Dies ist gerade die
Schreibweise der expliziten Runge-Kutta-Verfahren.

Definition 6.21 FEin s-stufiges explizites Runge-Kutta- Verfahren ist gegeben durch

i—1
ki = f t‘f‘Cz‘h,ﬂ?—FhZaljk‘j fﬁri:L...,S
j=1
O(t,x,h) = x+h) bk
i=1
Den Wert k; = k;(t, z, h) bezeichnen wir dabei als i-te Stufe des Verfahrens. O

Die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens kénnen wir mittels

by c1 0
bo ) a1 0

b=| b3 [eRs, c=| &3 | eR’, A= a3 azx O € RS
bs Cs sy -+ - Oss—1 0

kompakt schreiben. Konkrete Verfahren werden meist in Form des Butcher-Tableaus (oder
Butcher-Schemas)
€1
C2 | 21
C3 | az1 a32

Cs | Qg1 Qs2 - (OAss—1

by by - bs—1  bs

geschrieben, das wiederum auf J.C. Butcher zuriickgeht.

Einfache Beispiele solcher Verfahren sind das Euler-Verfahren (s = 1), das Heun-Verfahren
(s = 2) und das sogenannte klassische Runge-Kutta-Verfahren (s = 4), das von C. Run-
ge? und M. Kutta® entwickelt wurde, und dem die ganze Verfahrensklasse ihren Namen
verdankt. Diese Verfahren sind (von links nach rechts) gegeben durch die Butcher-Tableaus

0
11
2| 2
1 1
0 210 3
0| 1|1 110 0 1
‘1 .;; 12 2 1
2 2 6 6 6 6

2deutscher Mathematiker, 18561927
3deutscher Mathematiker und Ingenieur, 18671944
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Beachte, dass das Euler-Verfahren sowohl das einfachste Runge-Kutta-Verfahren als auch
das einfachste Taylor-Verfahren ist; es ist das einzige Verfahren, das in beiden Klassen liegt,
da alle Runge-Kutta-Verfahren per Definition ohne Ableitungen von f auskommen, was
gegeniiber den Taylor-Verfahren einen grofien Vorteil darstellt.

Es ist in diesem Zusammenhang interessant, den Aufwand des Heun-Verfahrens und des
Taylor-Verfahrens der Ordnung 2 z.B. fiir x € R zu vergleichen, die ja die gleiche Kon-
sistenzordnung besitzen. Beim Taylor-Verfahren der Ordnung 2 miissen in jedem Schritt
L(}f(t,:v) = f(t,x) und

of

Lif(t,z) = %(t, ) + %(t,x)f(t,:v)

ausgewertet werden, also 3 Funktionsauswertungen; beim Heun Verfahren miissen k1 =
f(t,x) und f(t + h,z + hky), also 2 Funktionen ausgewertet werden. Der Aufwand ist
folglich nur 2/3 so grof. Dieser geringere Aufwand, der bei hoherer Konsistenzordnung noch
deutlicher ausféllt, ist typisch fiir Runge-Kutta-Verfahren, ein weiterer Vorteil gegeniiber
den Taylor-Verfahren.

Beachte, dass Runge-Kutta-Verfahren immer die Lipschitz-Bedingung erfiillen, wenn das
Vektorfeld f Lipschitz-stetig im Sinne von Definition 6.4 ist: Mittels Induktion sieht man
leicht, dass jede Stufe k; Lipschitz-stetig ist. Damit gilt dies auch fiir ihre Summe, weswegen
¢ die gewiinschte Bedingung erfiillt.

Satz 6.19 kann nun verwendet werden, um Bedingungen an die Koeffizienten des Verfahrens
herzuleiten, unter denen Konsistenz und die Erfiillung einer gegebenen Konsistenzordnung
gewdhrleistet ist. Details zur Herleitung der folgenden Bedingungen finden sich in meinem
Skript “Numerische Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen”.

Es gilt: Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann konsistent, wenn die Bedin-

gung
S
Shoi
i=1
erfiillt ist. Gilt dariiber hinaus die Bedingung
i—1
Ci = Z Qg
j=1
so folgt fiir alle Vektorfelder f € CP(D,R"):

(i) Das Verfahren besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 1, wenn die Gleichung
-
i

gilt.

(ii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusétzlich zu (i) die
Gleichung
i

gilt.
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(iii) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusétzlich zu (i), (ii) die

Gleichungen
szcf == 1/3, Zbiaijcj == 1/6
i ij
gelten.
(iv) Es besitzt genau dann die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusétzlich zu (i)—(iii) die
Gleichungen
Zbic;?’ = 1/4, Zbiaijcicj =1/8
i ij
Zbiaijc? = 1/12, Z biaijajkck = 1/24
ij ijk
gelten.
Hierbei laufen die Summations-Indizes in den Grenzen i = 1,...,s, j = 1,...,4— 1 und
k =1,...,7 — 1. Diese Gleichungen an die Koeffizienten werden Bedingungsgleichungen

genannt. Wie komplex das Problem des Aufstellens der Bedingungsgleichungen fiir grofle
p wird, zeigt die folgende Tabelle, die die Anzahl der Gleichungen fiir gegebenes p angibt.

Konsistenzordnung p ‘
Anzahl Bedingungsgl’en ‘

1 2 4 5 6 7 8 9 10 20
1 2 8

3
4 17 37 85 200 486 1205 20247374
Nicht nur das Aufstellen, auch das Losen dieser (nichtlinearen!) Gleichungssysteme wird
ziemlich komplex. Hier kommt wieder das in Bemerkung 6.20 bereits erwédhnte grafische
Verfahren von Butcher ins Spiel. Mit diesem Verfahren konnen die einzelnen Terme der
LZ]} f-Ableitungen ebenso wie die Terme der Ableitungen von ® mittels einer Baumstruktur
grafisch dargestellt werden. Dieses Verfahren erlaubt eine Einsicht in die Struktur dieser
riesigen nichtlinearen Gleichungssysteme, womit es gelungen ist, die Gleichungen bis p = 10
(ohne Computerhilfe) zu 16sen. Eine wichtige Rolle spielt dabei natiirlich die Stufenzahl
s der betrachtetem Verfahren. Insbesondere ist hierbei wichtig, wie viele Stufen s man
zur Realisierung einer gegebenen Konsistenzordnung p benotigt. Die folgende Tabelle gibt
die ebenfalls durch Butcher (in den Jahren 1964-1985) berechneten bekannten minimalen
Schranken an.

Konsistenzordnung p ‘

1 2 3 4 5 7T 8 >9
1 2 3 4 6 9

6
minimale Stufenzahl s ‘ 7 11 >p+3
Der Eintrag fiir p > 9 bedeutet nicht, dass fiir jedes p > 9 ein Verfahren mit s = p + 3
Stufen bekannt ist, sondern dass es kein Verfahren mit weniger Stufen geben kann. Fiir
p = 10 wurde 1978 von E. Hairer ein Verfahren mit s = 17 Stufen angegeben, das sich im
Guinness-Buch der Rekorde findet. M6glichst wenig Stufen zu verwenden ist allerdings nicht
das einzige Qualitdtsmerkmal fiir Runge-Kutta-Verfahren, oftmals spielen andere Kriterien
eine wichtigere Rolle. Details dazu finden sich ebenfalls in meinem Skript “Numerische
Methoden fiir gew6hnliche Differentialgleichungen”.



Kapitel 7

Numerische L6sung stochastischer
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geben wir eine Einfiihrung in die numerische Lésung stochastischer
Ito-Differentialgleichungen (4.5). Aus Zeitgriinden werden wir dabei einige Aussagen nicht
beweisen koénnen und statt dessen auf die Literatur verweisen, speziell auf das Buch von
Kloeden und Platen [3].

Ziel des Kapitels ist zum einen das Bereitstellen von Algorithmen, mit denen Approxima-
tionen X (T') ~ X (T, Xy) der Losung von (4.5) zum Anfangswert X, berechnet werden
konnen. Dies werden wiederum Einschrittverfahren sein, die wir als Verallgemeinerung der
Einschrittverfahren fiir deterministische Differentialgleichungen aus dem vorhergehenden
Kapitel auffassen konnen. Wir beginnen dabei mit dem stochastischen Euler-Verfahren
und zeigen, wie dieses in der Optionsbewertung verwendet werden kann. Danach betrach-
ten wir das stochastische Analogon der Taylor-Entwicklung aus Satz 6.13, das analog zum
deterministischen Fall zum einen zur Entwicklung von stochastischen Taylor-Verfahren ver-
wendet werden kann und zum anderen zur Analyse der Konvergenzordnung ableitungsfreier
Verfahren. Wir werden dabei sehen, dass die Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung
p > 2 fiir stochastische Differentialgleichungen sehr viel schwieriger ist als im determini-
stischen Fall. Zum Abschluss werden wir dann noch zeigen, dass — und in welchem Sinne
— das in der Binomialmethode verwendete Modell eine numerische Approximation der
geometrischen Brown’schen Bewegung darstellt.

Bevor wir konkrete Verfahren betrachten, wollen wir im folgenden ersten Abschnitt aber
klaren, was man fiir stochastische Differentialgleichungen unter einer numerischen Appro-
ximation iiberhaupt versteht.

7.1 Stochastische Konvergenz- und Approximationsbegriffe

Bei der numerischen Losung stochastischer Differentialgleichungen kann man im Allgemei-
nen nicht erwarten, dass man fiir jeden moglichen Pfad X (7', Xo,w) eine gute Approxi-
mation X (7,w) berechnen kann. Dies liegt daran, dass manche Pfade fiir die numerische

65
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Approximation sehr unangenehme Eigenschaften haben kénnen, z.B. kénnen sie ihre Rich-
tung innerhalb eines kurzen Zeitintervalls sehr schnell und stark #ndern, was sich mit
einem Einschrittverfahren nur durch Verwendung eines sehr feinen Gitters reproduzieren
ldsst. Eine gute Approximation jedes einzelnen Pfades ist aber nicht unbedingt notwendig:
Fiir die allermeisten Anwendungen reicht es aus, wenn die berechneten Approximationen
im Mittel hinreichend gut sind und da Pfade mit numerisch unangenehmen Eigenschaften
mit relativ geringer Wahrscheinlichkeit auftreten, kann man dies auch mit nicht zu feinen
Gittern erreichen.

Es gibt allerdings verschiedene Moglichkeiten, wie man dieses “im Mittel” definieren kann
und je nach dem, was man berechnen méchte, benttigt man verschiedene Konvergenzbegrif-
fe. Tatséchlich gibt es in der stochastischen Numerik eine Vielzahl von Konvergenzbegriffen,
von denen wir hier nur zwei herausheben wollen, die fiir unsere Zwecke besonders wichtig
sind, namlich die sogenannte starke und die schwache Approximation.

Zur Veranschaulichung der Ideen hinter der starken und schwachen Approximation be-
trachten wir zunéchst eine standardnormaverteilte Zufallsvariable X ~ N(0,1) und eine
zweipunktverteilte Zufallsvariable Y mit Y (Q) = {—1,1} mit Py ({—1}) =Py ({1}) = 1/2.
Die starke Approximation von X durch Y verlangt nun, dass die Werte von Y im Mittel
nahe an denen von X liegen. Das ist hier sicherlich nicht der Fall, denn wéhrend X beliebige
Werte aus R annehmen kann (und jedes Teilintervall von R mit positiver Wahrscheinlich-
keit solche Werte enthilt), kann Y nur zwei verschiedene Werte annehmen. Die schwache
Approximation hingegen verlangt, dass gewisse von Y abhingige Erwartungswerte nahe
denen von X liegen. Da E(X) = 0 = E(Y) und E(X?) = Var(X) = 1 = E(Y?) gilt, ist
dies hier offenbar fiir die Erwartungswerte von Y und von Y2 der Fall — tatsichlich liegen
die Werte hier nicht nur nahe beieinander sondern stimmen sogar exakt {iberein.

Wir betrachten dabei einen stochastischen Prozess X auf dem Intervall [0,7]. Dieser
soll durch eine Folge numerischer Approximationen X; auf Zeitgittern der Form 7; =
{0,hj,2hj,..., N;h;} mit konstanten maximalen Schrittweiten h; = T//N; (also N;h; = T)
approximiert werden mit N; — oo fiir j — oo. Die folgende Definition bildet das stocha-
stische Gegenstiick der Konvergenz einer diskreten Approximation, vgl. Definition 6.5. Im
Gegensatz zu den deterministischen Gleichungen beschranken wir uns hier darauf, die Ap-
proximation zum Zeitpunkt 7" zu betrachten, d.h. nicht wie dort an allen Gitterpunkten in
T;. Wir schreiben dazu kurz X(T') = X(T,w) und X;(T) = X;(T,w).

Definition 7.1 (i) Die Folge X ; von stochastischen Prozessen heifit starke Approzimation
fiir X zur Zeit T bzgl. einer Funktion ¢ : R” — R™, wenn die Bedingung

Tim B(lg(X(T)) = o(X, (D)) =0

gilt. Sie heiflt starke Approximation mit Ordnung v > 0, falls fiir alle j > jo zusétzlich die
Abschétzung N
E(|lg(X(T)) = g(X;(T)Il) < Ch]

fiir ein C' > 0 gilt.

(ii) Die Folge )?j von stochastischen Prozessen heif3t schwache Approzimation fir X zur
Zeit T bzgl. einer Funktion g : R™ — R™, wenn die Bedingung

T || E(g(X(T))) ~ E(g(%;(T)))] = 0
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gilt. Sie heiit schwache Approrimation mit Ordnung § > 0, falls fiir alle j > jp zusétzlich
die Abschitzung N
IE(9(X(T))) = E(g(X;(D))|| < Ch

fiir ein C' > 0 gilt. o

Eine starke Approximation liefert also eine Approximation der Pfade, bei denen zwar u.U.
nicht jeder Pfad gut approximiert wird, der Fehler aber zumindest im Mittel klein werden
muss. Dies ist die natiirliche Verallgemeinerung der deterministischen Approximation.

Bei einer schwachen Approximation hingegen (die sich, wie wir sehen werden, mit deutlich
geringerem numerischen Aufwand berechnen lésst), konnen die einzelnen Pfade ganz anders
aussehen, wichtig ist hier nur, dass die beziiglich g ermittelten statistischen Eigenschaften
gleich sind.

Kurz gesagt konnen wir festhalten: Eine starke Approximation liefert eine Approximation
der Pfade von X wahrend eine schwache Approximation eine Approximation der statisti-
schen Figenschaften von X liefert, jeweils gemessen bzgl. g.

Beachte, dass wir die Konstante C' in der Abschétzung der Approximationsordnung hier
nicht wie bei den deterministischen Gleichungen fiir eine kompakten Menge von Anfangs-
bedingungen sondern nur fiir eine feste Losung definiert haben. Ebenso betrachten wir nur
dquidistante Gitter. Beides hat vor allem den Grund, die Konstruktion und Analyse der
Verfahren technisch etwas zu vereinfachen.

Das folgende Beispiel zeigt typische Anwendungen starker und schwacher Approximationen.

Beispiel 7.2 (i) Wenn wir den Erwartungswert E(X (7)) numerisch berechnen wollen,
geniigt eine schwache Approximation bzgl. g(x) = z, denn dafiir gilt

lim [B(X (1)) = E(X,(T)| =0,

und damit

lim E(X;(T)) = E(X(T)).

j—o0

(ii) Wenn wir die Varianz Var(X(7')) numerisch berechnen wollen, geniigt eine schwache

Approximation bzgl. g(z) = z und g(x) = 2.

(iii) Fiir die Optionsbewertung geniigt eine schwache Approximation bzgl. g(z) = (z—K)*
bzw. g(z) = (K —x)™.

(iv) Fiir kompliziertere Berechnungen reichen schwache Approximationen allerdings i.A.
nicht mehr aus. Wenn wir z.B. fiir einen Wert ¢ € R die “minimale Uberschreitungszeit”

t(w) :=inf{t > 0| X (t,w) > c}

fiir ein vorgegebenes ¢ € R definieren, so erhalten wir eine weitere Zufallsvariable ¢(w). Dies
konnte z.B. die Uberschreitung eines vorgegebenen Kursniveaus sein, was zur Bewertung
von Barriere-Optionen wichtig ist. Bei diesen Optionstypen héngt der Wert der Option
davon ab, ob der Wert des Kurses bis zum Laufzeitende ein vorgegebenes Kursniveau iiber-
oder unterschreitet. Ziel einer numerischen Berechnung kénnte es nun sein, die mittlere Zeit
E{t(w)} zu ermitteln. Da sich diese Gréfle nicht als E{g(X(T"))} schreiben lisst, geniigt
hier eine schwache Approximation nicht mehr. a
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Dass die starke Approximation tatsichlich eine stéirkere Eigenschaft als die schwache Ap-
proximation ist, zeigt das folgende Lemma, in dem wir uns der Einfachheit halber auf
reellwertige g beschréanken.

Lemma 7.3 Wenn )ij(T) eine starke Approximation von X (7T') bzgl. g : R™ — R ist, so ist

)2]- (T') auch eine schwache Approximation bzgl. g. Hierbei bleibt die Konvergenzordnung
erhalten, d.h. es gilt g > 7.

Beweis: Da der Erwartungswert monoton ist, folgt

E(g(X(T)) = g(X(T))) < E(|9(X(T)) = 9(X(T))])

und

und damit die Behauptung. U

Eine niitzliche Eigenschaft fiir starke Approximationen gibt das folgende Lemma.

Lemma 7.4 Essei h: R™ — R eine global Lipschitz stetige Funktion. Falls )Z, eine starke
Approximation mit einer gegebenen Ordnung fiir eine Funktion g : R™ — R™ ist, so ist X;
auch eine starke Approximation mit einer gegebenen Ordnung fiir die Funktion A o g.

Beweis: Es sei L > 0 die globale Lipschitz-Konstante von h. Fiir den Ausdruck, der die
starke Konvergenz beschreibt, gilt dann

E(||lhog(X(T))~hog(Xi(T))|)) < E(L||g(X (T))~g(Xi(T))Il) = LE(|g(X (T))~g(Xi(T))I}),
weswegen sich sowohl die starke Konvergenz als auch die dazugehorige Ordnung von g auf

h o g iibertragen. U
Leider gilt diese praktische Eigenschaft fiir die schwache Approximation nicht.

7.2 Approximationen des Wiener-Prozesses

Bevor wir uns der Losung stochastischer Differentialgleichungen widmen, wollen wir zu-
erst untersuchen, wie wir den Wiener-Prozess approximieren konnen. Diese sind fiir die
im Folgenden entwickelten numerischen Verfahren wichtig: Da der Wiener-Prozess in die
Definition der stochastischen Differentialgleichungen eingeht, werden diese approximativen
Wiener-Prozesse in den numerischen Schemata benétigt.
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Algorithmus 7.5 (Starke Approximation des Wiener-Prozesses durch Gitter-
funktion)

Gegeben: Schrittweite h, Gitter T = {tg,...,ty} mit t; = ih

Gesucht: M approximative Pfade W(ti,wl), ey W(ti,wM) des Wiener Prozesses auf 7.

(1) Fir j=1,...,M:
(2a) Erzeuge unabhéngige N (0, h)-verteilte Zufallszahlen AWi(wj) firi=0,...,N—1
(2b) Erzeuge Gitterfunktionen W(ti, w;) mittels der Rekursion

W(t(]ij) = 07 W(ti+1awj) = W(tlaw]) + AWZ(WJ)7Z = Oa v 7N -1
(3) Ende der j-Schleife o

Man kann beweisen, dass dieser approximative Wiener-Prozess die Bedingungen des exak-
ten Wiener-Prozesses an allen Gitterpunkten ¢; erfiillt ((i) und (ii) sind Ubungsaufgabe,
(iii) folgt aus der Unabhéngigkeit der Zufallszahlen in Algorithmus 7.5). Daher kann man
jedem Pfad W(-,w) des approximierten Wiener-Prozesses gerade einen Pfad des exakten
Prozesses W (-, w) mit W(ti,w) = W (t;,w) fiir jedes t; € T zuordnen, so dass die Approxi-
mation fiir jedes g : R — R und jeden Gitterpunkt ¢; € T die Bedingung

E{lg(W(t;,w)) — g(W(ts,w))|} =0
erfiillt. Es handelt sich also um eine “besonders starke” Form der starken Konvergenz.

Wir wollen nun untersuchen, wie man eine schwache Approximation des Wiener-Prozesses
erhalten kann — in der Hoffnung, dass sich der Algorithmus dabei vereinfacht. Der folgende
Algorithmus zeigt, wie dies geht. Wir benétigen eine spezielle Form von gleichverteilten
diskreten Zufallsvariablen, ndmlich die durch

1

X() = {z1, 22}, Px({m}) =Px({z2}) = 5

definierte zweipunktverteilte Zufallsvariable mit den zwei Werten {x1, x2}.

Algorithmus 7.6 (Schwache Approximation des Wiener-Prozesses durch Git-
terfunktion)

Gegeben: Schrittweite h, Gitter T = {tg,...,ty} mit t; = ih

Gesucht: M schwach approximierende Pfade W(T JW1), e W(T, wpr) des Wiener Prozes-
ses.

(1) Fir j=1,..., M:

(2a) Erzeuge unabhiéingige zweipunktverteilte Zufallszahlen AW, (wj) furi=0,...,N -1
mit 21 = —vVh, z2 = Vh.

(2b) Erzeuge Gitterfunktionen W(ti, w;) mittels der Rekursion

W(t(]ij) = 07 W(ti+1,(dj) = W(tlaw]) + AW@(WJ)7Z = Oa s 7N —1

(3) Ende der j-Schleife O
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Der grofie Unterschied in der Konstruktion besteht darin, dass wir hier in jedem Schritt
nur endlich viele (némlich gerade 2) Moglichkeiten fiir AW;(w;) haben. Die Anzahl der
moglichen Pfade ist demnach endlich, weswegen man hier tatséchlich alle moglichen Pfade
mitsamt der Wahrscheinlichkeiten ihres Auftretens berechnet.

Abbildung 7.1 zeigt einen Pfad des Wienerprozesses (durchgezogen) sowie seine schwache
Approximation (gestrichelt). Um vergleichbare Pfade zu erhalten, wurden die Zufallszahlen
in den beiden Algorithmen so gekoppelt, dass sie jeweils gleiches Vorzeichen besitzen. Man
sieht, dass die Pfade erheblich voneinander abweichen koénnen.
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Abbildung 7.1: Schwache Approximation (- -) eines Pfades eines Wiener—Prozesses (—)

Dass dieser Algorithmus trotzdem die richtigen statistischen Eigenschaften besitzt, zeigt
das folgende Lemma.

Lemma 7.7 Der Algorithmus 7.6 liefert eine schwache Approximation fiir den Wiener-
Prozess bzgl. g(z) = x und g(x) = 2? fiir jeden Gitterpunkt t; € T.

Beweis: Fiir die zweipunktverteilten Zufallszahlen AWi berechnet man
E{AW;()} = =—Vh/2 + Vh/2 = 0 und E{AWi(-)?} = h/2 + h/2 = h.
Aus der Definition folgt

W (ti,w) = i AW (w).
k=0

Also ergibt sich

1—1
E{W(t;,)} = 3 E{AW,(-)} = 0= B{W (t;,)}
k=0
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und, indem wir die Unabhéngigkeit der Zufallszahlen und (4.7) ausnutzen, auch
i—1 2
E{W(t:,)’} = E (Z AWk('))
k=0
= E ZAWk 243 AWL()AW; ()

k#j

= ZE{AWk 2} + > E{AW, ()} E{AW; ()}

=h k7 =0
= hi = t; = E{W(t,)?},

denn es gilt

BW (1, )2} = B{W (t;,)%} — B{W(t;,)}* = Var(W (ts,)) = ti.

=0

7.3 Das stochastische Euler-Verfahren

Das stochastische Euler-Verfahren lésst sich genau wie sein deterministisches Gegenstiick
heuristisch herleiten. Wir betrachten dazu vektorwertige stochastische Differentialgleichun-

gen, deren Losungen von mehreren Wiener Prozessen W1, ... W™ abhingen. Diese sind
von der Form .
dX (t) = a(t, X(t))dt + > bj(t, X (£))dW7. (7.1)
j=1

Hierbei ist X (t,w) € R",

a=(ay,...,an)T :RxR" —» R"
mit ap, : RxR" - R fiir k=1,...,n und

bj = (bj1,--,bjn) - RxR® = R"

mit b, : RxR® - R fiir j =1,...,mund k = 1,...,n. Wir erinnern daran, dass (7.1)
eine Kurzschreibweise ist fiir die Integralgleichung

X(t) = X(to) + /t ))dr + Z 7)) dW?. (7.2)

to

Fiir die Losung zur Zeit ¢t 4+ h gilt also

X(t+h) :X(t)+/t+h dT+Z/ )W,



72 KAPITEL 7. NUMERISCHE LOSUNG STOCHASTISCHER DGLEN

fir die mit a(r, X (7)) = a(t, X(t)), bj(7,X(7)) =~ bj(t, X(t)) und der Definition des Ito-
Integrals (vgl. auch (4.9)) die Approximation

X(t) + ha(t, X (t) +ZAWJ X(t))

mit AW (t) = Wi(t + h) — WJ(t) gilt.

Dies fiithrt auf das stochastische Euler-Verfahren

O(t, X, h,W,w) = X(w) + ha(t, X (w ZAW] (t,w)bi(t, X (w)), (7.3)

das auch als Euler-Maruyama-Verfahren bezeichnet wird. Hierbei schreiben wir kurz W =
(WL ...,W™). Fiir die geometrische Brownsche Bewegung (4.10) (hier gilt m = 1) ergibt
sich die Verfahrensfunktion ® gerade zu

O(t, X, h, W,w) = X(w) + huX (w) + AW (t,w)o X (w). (7.4)

Dies ist das einfachste Beispiel eines stochastischen Einschrittverfahrens, deren Anwendung
wir als Algorithmus formulieren wollen.

Algorithmus 7.8 (Losung einer SDG mit stoch. Einschritt-Verfahren)
Gegeben: Schrittweite h, Gitter T = {to,...,tn} mit t; = ih
Gesucht: M approximative Pfade X (-,w1), ..., X(-,wps) fiir die SDG (7.1) auf 7 mit
X(to, wj) = Xg.
(0) Erzeuge fiir jeden Wiener-Prozess W/, j =1,...,m, je M
approximative Pfade Wj(-, wr), k=1,...,M auf T

(1) Fur k=1,..., M:
(2) Erzeuge Gitterfunktionen X (¢;,wy,) mittels der Rekursion X (to,w;) = o,

)?(tz'-i—l;wk) = (I)(ti,)?(ti,wk% h, vak)

fiir i =0,...,N — 1
(3) Ende der k-Schleife o

Natiirlich kann man die Implementierung noch optimieren, statt z.B. die Pfade Wi (-, wk) im
Voraus zu berechnen, kann man die im Euler-Verfahren bené6tigten Zufallszahlen AW auch
direkt an der Stelle per Zufallsgenerator erzeugen, an der man sie benttigt. Der Algorithmus
7.8 soll in erster Linie den prinzipiellen Ablauf einer solchen Simulation verdeutlichen.

Die Konvergenzeigenschaften des stochastischen Euler-Verfahrens fasst der folgende Satz
zusammen. Hierbei verwenden wir den Raum C}. Dies ist die Menge aller Funktionen, die
g-mal stetig differenzierbar ist und deren partielle Ableitungen bis zum Grad ¢ in der Norm
durch ein Polynom P beschriankt sind.
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Satz 7.9 Betrachte eine stochastische Differentialgleichung (7.1) und das stochastische
Euler-Verfahren ®, das gem#f Algorithmus 7.8 auf einem Intervall [0, 7] angewendet wird.

(i) Angenommen, es gelten fiir geeignete Konstanten K; und alle ¢, s € [0,7], z,y € R™ die
folgenden Ungleichungen

la(t, 2) = a(t, y)| + D [1b;(t, 2) = b(t, )|l < K1z -y (7.5)
j=1
la(t, )| + > 1b;(t,2)]| < Ka(1 + ||z]) (7.6)
j=1
la(t, @) — a(s, @) + > 1bj(t, ) — bi(s, )| < Ka(1+ [|z]))]t — /2. (7.7)
j=1

Dariiberhinaus seien die approximativen Pfade des Wiener-Prozesses in Algorithmus 7.8
die starken Approximationen des Wiener-Prozesses aus Algorithmus 7.5. Dann liefert das
stochastische Euler-Verfahren eine starke Approximation der Ordnung v = 1/2 bzgl. g(x) =
x.

(ii) Angenommen, es gelten die Ungleichungen aus (i), zudem seien a und by, ..., b, un-
abhingig von ¢ und C'jl) in x. Dariiberhinaus seien die approximativen Pfade des Wiener-
Prozesses in Algorithmus 7.8 die schwachen Approximationen des Wiener-Prozesses aus
Algorithmus 7.6. Dann liefert das stochastische Euler-Verfahren eine schwache Approxi-
mation der Ordnung 8 = 1 bzgl. jeder C’%—Funktion g, wobei die Konstante C' in Definition
7.1 von g abhéngt.

Beweis: Folgt aus Satz 7.20, vgl. Abschnitt 7.7. U

Beachte, dass ein wesentlicher Unterschied zwischen (i) und (ii) in der Tatsache liegt, dass
in (ii) nur eine schwache Approximation des Wiener-Prozesses verwendet wird.

Ebenso wie bei deterministischen Differentialgleichungen gilt, dass das Euler-Schema rela-
tiv langsam konvergiert und dass man bessere Ergebnisse fiir Schemata hoherer Ordnung
erhalt. Wir kommen spéter darauf zuriick.

7.4 Anwendung auf die Optionsbewertung

Aus Satz 7.9(i), Lemma 7.3 und Lemma 7.4 sowie der Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen
g(z) = (x — K)* bzw. g(x) = (K — x)" folgt sofort, dass der fiir die Optionsbewertung
benétigte Erwartungswert durch eine starke Approximation korrekt approximiert wird.

Da wir fiir die Optionsbewertung aber nur den Erwartungswert E(g(X(T)) fiir g(z) =
(x — K)T oder g(z) = (K — x)* bendtigen, reicht es im Prinzip aus, hier eine schwache
Approximation zu verwenden. Das Problem bei der Anwendung von Satz 7.9(ii) liegt aber
darin, dass dieses Funktionen g nicht C* sind. Da sie einen Knick an der Stelle z = K
besitzen, sind sie ndmlich noch nicht einmal einfach differenzierbar.
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Wir wollen nun beweisen, dass wir fiir diese nichtdifferenzierbaren g trotzdem Konvergenz
erhalten, d.h. dass

Lim | E(g(X(T))) ~ E(g(X(T)))| =0

gilt, wobei wir hier Schrittweiten der Form h = T /N betrachten, damit ¢ = T' gilt. Dazu
fithren wir C4-Hilfsfunktionen g. fiir £ > 0 ein, die sich nur wenig von ¢ unterscheidet, und
fiir die wir Konvergenz erhalten. Diese verwenden wir allerdings nicht im Algorithmus —
dort benutzen wir die “richtigen” g — sondern nur in der Konvergenzanalyse. Wir machen
dies beispielhaft fiir g(z) = (x — K)™T, also fiir einen Call.

Die approximierende Funktion g. erhalten wir, indem wir fiir ¢ > 0 eine C*-Funktion
he : [K — e, K + ¢] — R wéhlen mit den Eigenschaften

WK —e)=0,k=0,1,2,3,4,

he(K +¢)=¢, h(K4+¢) =1, WO(K +¢) =0,k =2,3,4

wobei h{*) die k-te Ableitung bezeichnet. Zudem verlangen wir he(xz) € [0,¢] fir x €

[K — ¢, K + ¢]. Eine solche Funktion existiert und kann z.B. durch Hermite-Interpolation
erzeugt werden. Damit definieren wir

. Joglx), x¢[K—-¢ K+¢]
Ge (@) —{ ho(r), z€[K—e K +e]

Abbildung 7.2 zeigt die Originalfunktion ¢ (dicke griine Linie) und die mit Hermite-
Interpolation erzeugte Funktion g. (diinne schwarze Linie) fiir e = 0.2.
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Abbildung 7.2: Die Funktionen g(x) = (z — K)T (dicke griine Linie) und g.(z) (diinne
schwarze Linie) fir K =1 und € = 0.2

Nun schétzen wir den Fehler mit der Dreiecksungleichung ab

E(g(X (1) = E@X(T)) < |E(g(X(T)) — E(g(X(T))|
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Nun gilt einerseits nach Konstruktion |g.(z) — g(x)| < € fiir alle =, andererseits unterschei-
den sich die beiden Funktionen nur auf einem Intervall der Lénge 2¢. Da die Wahrschein-
lichkeit, dass X (7T") bzw. X (7T') in diesem Intervall liegen proportional zu ¢ ist, folgt

[E(g(X (1)) ~ E(g=(X(D)| < Ke*  und  |E(g(X(T))) — Bg-(X(1)))| < K&?

fiir eine geeignete Konstante K > 0. Den mittleren Term kénnen wir mit Satz 7.9(ii)
abschétzen, wobei die Konstante in der Konvergenz aber von € abhéngt, d.h. es gilt

|E(9:(X(T))) — E(9e(X(T)))| < Cch.
Insgesamt erhalten wir also
[E(g(X(T))) ~ E(g(X(T)))| < 2Ke* + Ceh.

Die Konstante C; kann dabei fiir ¢ — 0 moglicherweise gegen unendlich streben. Wir
koénnen nun aber zu gegebenem hinreichend kleinem h > 0 ein £(h) > 0 so wihlen, dass
C. < h™1/2 gilt. Wihlen wir dieses £(h) minimal mit dieser Eigenschaft, so folgt e(h) — 0
fiir h — 0. Damit erhalten wir

[E(9(X(T))) - E(9(X(1)))| < 2Ke(h)* +h'/? = 0

fiir h — 0 und damit die gewiinschte Konvergenz.

Beachte, dass wir mit diesem Beweis keine Aussage iiber die Konvergenzordnung tref-
fen kénnen. Dazu miissten wir wissen, wie schnell C; fiir ¢ — 0 wéchst, was im Prinzip
berechenbar ist, aber nur mit sehr hohem Aufwand, weswegen wir uns hier mit der Kon-
vergenzaussage ohne Abschétzung der Ordnung zufrieden geben.

7.5 Die Ito-Taylor-Entwicklung

Bei den deterministischen Einschrittverfahren haben wir in Satz 6.19 gesehen, dass man
die Konsistenz und damit letztendlich die Konvergenz analysieren kann, indem man die
Ableitungen der Verfahren mit den Koeffizienten der Taylor-Entwicklung aus Satz 6.13 ver-
gleicht. Ebenso kann diese Entwicklung verwendet werden, um die Taylor-Verfahren als spe-
zielle Einschrittverfahren zu definieren. Um dies fiir stochastische Differentialgleichungen
auf dhnliche Weise machen zu kénnen, wollen wir nun eine analoge Taylor-Entwicklung der
Losungen fiir [t6-SDGs herleiten. Wir betrachten dazu wieder die vektorwertige It6-SDG
(7.1) und die zugehorige Integralgleichung (7.2). Um zu zeigen, dass die hier vorgestellte
Theorie tatsdchlich eine Erweiterung der deterministischen Theorie ist, verwenden wir, dass
sich (7.1) im Spezialfall m = 0 (mit der Konvention 22:1 -+ =0) und a(t,x) = f(t,x)
gerade auf die deterministische gewthnliche DGL (6.1) reduziert.

Ziel dieses Abschnitts ist es, fiir eine gegebene Funktion g : R x R®™ — RY eine Taylor-
Entwicklung fiir g(t, X (¢)) in t = ¢y anzugeben. Dazu bendtigen wir einige Definitionen.

Definition 7.10 Ein Multi-Index ist ein Zeilenvektor o = (j1, j2,...,Ji), mit Eintrdgen
Ji €{0,1,...,m} fir i =1,...,1. Mit [(«r) = [ bezeichnen wir die Linge des Multi-Indezes
und mit ® bezeichnen wir den Multi-Index der Lange Null, d.h. [(®) = 0.
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Die Menge aller Multi-Indizes bezeichnen wir mit
M,, = {(jl,jg,...,jl) e d0,...my,ie{l,... 1} le {1,2,...}}u{@}.

Fiir jeden Multi-Index o = (j1,j2,- -, J1) € My, mit [(«) > 1 bezeichnen wir mit —a und
a— den Multi-Index aus M,,,, den wir durch Entfernen der ersten bzw. letzten Komponente
von « erhalten, also

_a:(j27"'7jl) a_:(jlﬂ"'7jl—1)'

Mit n(a) bezeichnen wir die Anzahl der Eintrége eines Multi-Indizes o € M,,, die gleich
0 sind. o

Mit Hilfe dieser Multi-Indizes kénnen wir die folgenden Integrale definieren.

Definition 7.11 Fiir einen Multi-Index a = (41, j2, . . -, j1) € M, einen It6-integrierbaren
vektorwertigen stochastischen Prozess g(t) auf [to, 7] und eine Zeit ¢ € [to, T] defininieren
wir das mehrfache Ito-Integral I,[g(-)]s,,+ rekursiv als

g(t), falls I =0

Ia[Q(')}tmt = ftt) Ia—[g(')]to,s ds, falls { > 1und 5, =0

i T [9()to,s dWE', falls 1> 1 und j; € {1,...,m}.

O
Beispiel 7.12 Einige Spezialfiille dieser rekursiven Definition sind
¢
ToloOhor = o) TolaOhoe = [ ats)ds
0
! 1
Tl = [ ats) v},
0
t S92 )
Tonlg( o = / g(s1) ds1dWy,,
to Jto
t S3 S92 ) .
To2n)[9())tt = // / g(s1) ds1dW,dW. .
to Jto to
O

Im Folgenden werden einige Eigenschaften dieser Integrale gebraucht. Fiir konstante Funk-
tionen g(t) = go gilt
La[g()to.t = Lalgolio,t = gola[l]to .-
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Hierbei kann gg auch ein Vektor sein, die Multiplikation von gy mit der skalaren Grofle
I,[1]¢,+ ist dann komponentenweise zu verstehen. Zur Vereinfachung der Notation schreiben
wir oft kurz I, 4, oder I, statt Io[1]¢, ¢

Fiir « = (0,...,0) mit I(«) = 4 ergibt sich

Talo( Ve :/t:/t:i.../toszg(sl)dsldsz...dsi (7.8)

woraus fiir g(t) = go folgt

(t —to)
il

I, [go]to,t = gOIa,to,t =90 (7-9)

Fiir deterministische und auf [to, ¢] beschrinkte Funktionen g : R — R™ folgt daraus die
Ungleichung

MalgOliodll < sup g asor < sup g E=2 (7.10)

t€[to,] t€[to.d] il

Definition 7.13 Fiir einen Multi-Index a = (j1,...,7;) € M,, und eine hinreichend oft
differenzierbare Funktion g : [tg, 7] x R® — R? definieren wir die Mehrfachableitung von
Jo bzgl. a rekursiv als

g, falls [ =0

Ja = (7.11)
Ljg—«, fallsl>1.

Hierbei sind die Differentialoperatoren L; definiert mittels

0 0 I = 0?
Log(tv :‘C) = ag(ta l’) + %g(tv :Z:) a(t? SL’) + 5 kgl ]gl b]}k(ta :E)bj,l(ta x)mQ(t $)
0 .
Lig(t,z) = %g(t, x)bi(t,x), j=1,...,m.
(]
Beachte, dass auch a und by,...,b,, in (7.1) hinreichend oft differenzierbar sein miissen,

damit diese Mehrfachableitung wohldefiniert ist.

Diese Definition verallgemeinert die Definition von L% aus Abschnitt 6.3: Fiir m = 0,
a(t,z) = f(t,z) und einen Multi-Index o« = (0,...,0) mit [(«) = i erhalten wir gerade

Jo(t,x) = icg(t,x). (7.12)

Fiir den Spezialfall g(¢, ) = x erhalten wir wegen

Lhglt) = Sg(t.) + ~glt,a) () = f(1,2)

Jgo(t,x) = Lécg(t,a:) = Lj[_lL}g(t, x) = Lif_lf(t, ). (7.13)
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Beispiel 7.14 Im eindimensionalen Fall n = 1 ergibt sich fiir die Identitit g(¢,2) = x und
Index-Eintréige ji,752 > 1

9oy =a, 9 = b, (oo)—a+aa+ Z )%d”,
7=1

90,1 = bjy + b0+ = Z Vi 960 = @'bi 9 = Vb

wobei der Strich ’ die Ableitung bzgl.  und der Punkt die Ableitung bzgl. ¢ bezeichnet
und die Argumente (¢, z) bei allen Funktionen weggelassen wurden. o

Um aus diesen Ableitungen eine Taylor-Entwicklung zu konstruieren, brauchen wir noch
eine letzte Definition.

Definition 7.15 Eine endliche Teilmenge H C M, heilit hierarchische Menge, wenn H #
() ist und
—a €M fir jedes ae€H\{O}

gilt, wobei ©® wie iiblich den Multi-Index der Lénge 0 bezeichnet.
Fiir eine gegebene hierarchische Menge H ist die zugehorige Restmenge R(H) definiert als

RH)={ae M, \H| —acH}

Mit anderen Worten ist eine Menge gerade dann eine hierarchische Menge, wenn fiir jeden
Multi-Index o € H auch der Multi-Index —a mit entfernter erster Komponente in H liegt.

Die Restmenge besteht aus gerade den Multi-Indizes, die durch Anfiigen eines neuen ersten
Eintrags an ein Element aus H entstehen und nicht bereits in ‘H liegen.

Mit dieser Notation kénnen wir nun eine It6-Taylor Entwicklung formulieren.

Satz 7.16 Seig: Rg xXR™ — R? and sei H C M,,, eine hierarchische Menge mit Restmenge
R(H) und sei X (t) eine Losung von (7.1) auf [to, T']. Dann gilt die It6-Taylor-Entwicklung

bzgl. H
Z Go th a Jto,t + Z ) ))}to,t (714)
aEH a€R( )

fiir alle t € [to, T], vorausgesetzt dass alle auftretenden Ableitungen von g, a, by, ..., by,

und alle auftretenden Mehrfach-It6-Integrale existieren.

Beweis: Der Beweis folgt durch iterative Anwendung des (mehrdimensionalen) It6-Lemmas,
fiir Details siehe Kloeden/Platen [3, Theorem 5.5.1]. U

Beachte den Unterschied zwischen den beiden Summen in (7.14): In der ersten Summe sind
die Integranden konstant, da g, zur festen Zeit ¢y ausgewertet wird. In der zweiten Summe
hingegen sind die Integranden Funktionen.
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Wir illustrieren diese Definition an Hand von drei Beispielen. Das erste Beispiel zeigt
dabei insbesondere, dass (7.14) tatsichlich eine Erweiterung der deterministischen Taylor-
Entwicklung aus Satz 6.13 ist.

Beispiel 7.17 (i) Im Fall m = 0 und a(t,z) = f(¢,x) wird (7.1) zur gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung 4(t) = f(¢,z(t)) mit Losung X (t) = x(¢, to, xo). Wegen m = 0 besteht M,,
nur aus Multi-Indizes der Form o = ® und a = (0,...,0). Folglich ist jede hierarchische
Menge von der Form

H={a=(0,...,0)|l(e) <I*}U{G}

fiir ein * > 0 und die zugehorige Restmenge ist
R(H)={a=(0,...,0)|l(a) = 1" + 1}.
Fiir g(t,z) = x ergibt sich (7.14) wegen (7.13) und (7.8)—(7.10) damit zu

X(t) = gt X(1)
= Zga(tO,X(tO))Ia,tO,t+ Z Ia[ga('7X('))]to,t

aEH a€ER(H)

l*
= D Lplto. XG0 o, )0t 10, 0) [FF 90X,
i=0 ~— — o
i Eintrage 1*+1 Eintrage

(t —to)
il

I*+1
o) [E5 e x0)]
N—_——
1*+1 Eintrage

to,t

-
= X(to) + > L f (to, X (to))
=1

-l < Ct—to)!"+1

vorausgesetzt, dass Llf*ﬂg(T, X (7)) beschrankt ist fir 7 € [to, t]. Fiir X (t) = x(t, to, xo) ist
dies gerade die Aussage von Satz 6.13. Dies liefert die folgende Interpretation der beiden
Summen in (7.14): die erste Summe stellt die Taylor-Approximation dar wihrend die zweite
Summe das Restglied ist.

(ii) Fir H = {®} und R ({®}) = {(0),--- , (m)} erhalten wir

g(t, X(t) = go(to, X(t0)) Io,t0, + Z Lo (90 (s X ()] 4
aeR({O})

— gt X () + [ Logls X(9)ds+ Y [ Ligls. X)W,
to j:l to

Schreiben wir diese Integralgleichung in der iiblichen It6-SDG Kurzschreibweise, so erhalten
wir

d(g(t, X(T))) = Log(t, X (t))dt + > _ Ljg(t, X (t))dWy.
j=1

Fiir g(x) = z ist dies gerade die Gleichung (7.1) selbst. Im skalaren Fall m = n = 1 und
fiir allgemeine g : R*R — R ist dies gerade das It6-Lemma 4.2.
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(iii) Im skalaren Fall n = m =1 mit g(¢,z) = z, a(t,z) = a(x), bi(t,z) = b(x), to =0,
H={aeM;:l(a) <2} und R(H)={ae Mj:l(a)=23}
ergibt sich

X(t) = X(to) + a(m)I(O) + b(x) Iy + a(z)ad'(z) I,0)
+ a(z)b (x) Ty + b(x) a/(m)l(lyo)
+ b(.’E)b,(l')I(Ll) + Rg(t,to),

wobei die Integrale jeweils auf dem Intervall [tg, ] zu verstehen sind, der Strich ' die Ablei-
tung bzgl. x bezeichnet und R3(t,ty) eine Kurzschreibweise fiir die zweite Summe in 7.14
ist. ]

7.6 Ito-Taylor-Verfahren

Satz 7.16 liefert nun die Basis fiir die folgenden It6-Taylor-Schemata. Wie im determi-
nistischen Fall erhalten wir diese Schemate, indem wir die Restterme einfach wegfallen
lassen. Wie man die hierarchischen Mengen in der folgenden Definition sinnvollerweise
wéhlt und wie man die auftretenden Integralterme und die darin enthaltenen Pfade der
Wiener-Prozesse numerisch auswertet, betrachten wir anschlielend.

Definition 7.18 Fiir eine gegebene hierarchische Menge H und = = (z1,...,z,)" € R
definieren wir das [Ité- Taylor- Verfahren als

O, X, Ww) =Xw) + > ga(t, X)) Tapen(w) (7.15)

acH\{O}
mit g(t,z) = x, wobei in W = (W' ... ,W™) die m Wiener-Prozesse zusammengefasst
sind, welche in die Integralterme I, ;1 eingehen. ]

Um solch ein Schema geméfl Algorithmus 7.8 implementieren zu kénnen, miissen wir

e die hierarchische Menge H angeben
e die auftretenden Ableitungen g, berechnen

e cine numerische Formel I, ayt,i+h fir die auftretenden Mehrfachintegrale I, ; ;4 p, herlei-

ten. Diese basiert dabei auf geeigneten Approximationen Wi der eingehenden Wiener-
Prozesse.

Bevor wir einen allgemeinen Satz formulieren, der uns sagt, wie H fiir eine gewiinschte
Ordnung gewéhlt werden muss und welche Bedingung I, ;4 erfiillen muss, schauen wir
uns einen einfachen Spezialfall an.
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Beispiel 7.19 Wir betrachten die Menge H = {©, (0), ..., (m)}. Wegen g(o) (¢, z) = a(t, v)
und g (t, z) = b(t,x) fiir k = 1,...,m erhalten wir mit der Definition der Mehrfachinte-
grale

m

O(t, X, h, Ww) = X(w)+alt, X (W) To)ern(@) + Y bit, X (W) eern(w)
j=1

= X(w)+a(t,X(w))h+ in: bj(t, X (w)) AW (¢, w)
j=1

mit AWY(t,w) = WI(t+h,w)—WI(t,w). Dies ist gerade das stochastische Euler-Verfahren

bei dem wir die auftretenden Integrale approximieren kénnen durch I(g);¢yp, = h und

f(j),t,t+h = ij(t) mit den numerischen Approximationen Wi der Wiener-Prozesse aus
Abschnitt 7.2. a

Fiir groflere hierarchische Mengen ist die Berechnung der auftretenden Mehrfachintegrale
nicht mehr so leicht. Dies ist ein Hauptgrund dafiir, dass Verfahren héherer Ordnung fiir
stochastische Differentialgleichungen schwer zu implementieren sind. Bevor wir dieses Pro-
blem etwas néher betrachten, geben wir zunéichst den bereits angekiindigten allgemeinen
Konvergenzsatz fiir [to-Taylor-Verfahren.

Satz 7.20 Betrachte eine stochastische Differentialgleichung (7.1) und ein stochastisches
Einschrittverfahren ®, das gemafl Algorithmus 7.8 angewendet wird.

(i) Es sei @ das Ito-Taylor-Verfahren zur hierarchischen Menge

Ay = {a € My, ‘l(a) +n(a) <2y oder l{a) =n(a) =7+ ;}

fir v = 0.5,1,1.5,2,.... Es seien die folgenden Bedingungen fiir die in ® auftretenden
Funktionen g,, Konstanten K, K2, K3 > 0 und alle ¢t € [0,7] und z,y € R™ erfiillt.

90 (; ) = ga(t, y)[| < Killz =yl fiir alle o € A,

alle Mehrfachintegrale I,[ga(t, z)]or existieren und es gelte g_, € C? fiir alle « €
A, UR(A,)

ga(t, )| < Ko(1 + |Jz]|) fiir alle a € Ay UR(A,)

die Approximationen der Mehrfachintegrale erfiillen
~ 2 o
E <)Ia,t,t+h - Ia,t,t+h‘ ) < K3h*'* (7.16)

fir alle o € A, \ {©} und alle t € T.

Dann liefert das It6-Taylor-Verfahren eine starke Approximation der Ordnung ~ bzgl.
g(x) = .
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(ii) Es sei @ das It6-Taylor-Verfahren zur hierarchischen Menge
I'g:={ae My |l(a) <P}

fir 4 =1,2,3,.... Esseien die folgenden Bedingungen fiir die in ® auftretenden Funktionen
Ja, Konstanten K, K5 > 0 und alle x € R" erfiillt.

e g und by, ..., b, seien unabhéngig von ¢, global Lipschitz und aus CIQJ(’B +1)

o [[ga(x)]] < Ki(1+ ||z|) fur alle o € T'g

e die Approximationen der Mehrfachintegrale erfiillen

l l

E Z Ta,t,tJrh - Z Tottvn < KohPH! (7.17)
ael\{o} aeT3\{O}

firallel =1,...,28+1und allet € T.

Dann liefert das It6-Taylor-Verfahren eine schwache Approximation der Ordnung /3 bzgl.
jeder 0123(6 _Funktion g, wobei die Konstante C' in Definition 7.1 von g abhéngt.

Beweisskizze: (i) Im starken Fall lduft der Beweis dhnlich wie im deterministischen Fall,
vgl. den Beweis von Satz 6.11. An Stelle der Fehlerfunktion e(t) tritt dabei die Funktion

Z(t)=E < sup || X (s) — X(8)|!2> ,

s€[0,t]
zu deren Definition die zuniichst nur fiir ¢ aus dem Gitter 7 definierte Funktion X in
geeigneter Weise auf dem ganzen Intervall [0, 7] fortgesetzt wird. Fiir Z erhdlt man dann
durch Abschétzen der Restterme der Taylor-Entwicklung, Ausnutzung von (7.16) und Ver-
wendung des Gronwall-Lemmas (das an Stelle der Induktion im Beweis von Satz 6.11 tritt)
die Ungleichung

Z(t) < K(1+|X(0)]*) n*.

T
Aus der sogenannten Jensenschen Ungleichung E(Y)? < E(Y?) (hier fiir den Spezialfall
x + 12), die fiir beliebige reelle Zufallsvariablen gilt, folgt dann

E(< sup || X (s) — X(s)y) <\/Z(t) < ChY,

woraus die starke Konvergenz mit ¢ = T folgt. Fiir Details siehe [3, Theorem 10.6.3 und
Corollary 10.6.5].

(ii) Der Beweis im schwachen Fall wird indirekter gefithrt. Hier kénnen wir uns auf reellwer-
tige Funktionen g beschrinken; die Abschéitzung im vektorwertigen Fall folgt dann durch
komponentenweise Anwendung des Erwartungswertes. Um die gewiinschte Ungleichung

|E(9(X(T)) — g(X(T)))| < OB
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herzuleiten, wird ausgenutzt, dass E(g(X(T)) sich als Losung u(0, X (0)) der partiellen
Differentialgleichung Lou(t,z) = 0 mit Endbedingung w(7', z) = g(z) schreiben lésst (hier
wird die Differenzierbarkeit von g benétigt). Dann wird nachgewiesen, dass die Funktion
g()~( (t)) fiir die numerische Approximation X diese partielle Differentialgleichung appro-
ximativ 16st, wobei der Fehler, der durch Analyse der Restterme der Taylor-Entwicklung
und (7.17) abgeschitzt wird, gerade von der gesuchten Ordnung ist. Details finden sich in
[3, Theorem 14.5.1 und 14.5.2]. U

7.7 Spezielle Verfahren

Satz 7.20 gibt im Prinzip alle Bedingungen an, die bei der Konstruktion der numerischen
Verfahren beachtet werden miissen. Die Bedingungen an die numerischen Mehrfachintegrale
fa7t’t+h sind allerdings implizit und geben zunéchst keinen Hinweis darauf, wie man diese
Ausdriicke denn nun in einer praktischen Implementierung berechnet. Tatséchlich ist dies
der wesentliche Hinderungsgrund fiir die Verwendung von Verfahren héherer Ordnung. Fiir
einige Spezialfille lassen sich aber geeignete Approximationen angeben. Einige Beispiele
werden wir im Folgenden betrachten. Danach werden wir noch kurz Verfahren ansprechen,
in denen keine Ableitungen der Form g, berechnet werden miissen. Fiir Details zu den
angegebenen Aussagen siehe [3, Abschnitte 10.2, 10.3, 14.1 und 14.2].

Das stochastische Euler-Verfahren

In Beispiel 7.19 haben wir bereits gesehen, dass wir fiir die hierarchische Menge H =
{®,(0),...,(m)} gerade das stochastische Euler-Verfahren erhalten. Diese Menge ist gera-
de gleich Ag 5 im Fall (i) und gleich I'y im Fall (ii) von Satz 7.20. Um den Satz anwenden
zu konnen (und damit den Beweis von Satz 7.9 zu erhalten) miissen wir noch nachwei-
sen, dass die im Satz 7.9 implizit verwendeten Approximationen der Mehrfachintegrale die
Bedingungen von Satz 7.20 erfiillen. Dies sind geméfl Beispiel 7.19 gerade

f(o),t,tJrh =h und f(j),t,tJrh = AWj(t)-
Die zugehorigen exakten Mehrfachintegrale lauten
Loy taen =h und Iy, = AW ().

Im starken Fall (i) ist die Bedingung (7.16) fiir & = (0) damit unabhéngig von der Kon-
struktion der W7 erfiillt. Fiir a = (j) mit j > 1 ergibt sich (7.16) zu

. 2
E OAWJ(t) - AWJ(t)} ) < K3h?.
Dies ist nach den Uberlegungen nach Algorithmus 7.5 fiir die starken Approximationen des

Wiener-Prozesses aus diesem Algorithmus aber gerade erfiillt, sogar mit K3 = 0.

Im schwachen Fall (ii) nutzt man aus, dass alle in (7.17) auftretenden Mehrfachintegrale
stochastisch unabhéingig sind. Daher kann der Erwartungswert in die gemischten Terme in
den potenzierten Summen hineingezogen werden und es reicht aus, die Ungleichungen

’E ((fa,t,wh)l - (Ioz,t,t—i-h)l)’ < Koh?
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fir alle o € g\ {®} und [ = 1,2, 3 zu zeigen. Fiir a = (0) folgt dies wie oben, fir o = (j)
mit j > 1 muss
ﬁ%AWﬂw—AwﬂwﬂgKm2

fiir I = 1,2, 3 und die schwache Approximation des Wiener-Prozesses gelten. Aus der Kon-
struktion dieser Approximation folgt, dass die Inkremente AWJ gerade die zweipunktver-
teilten Zufallsvariablen aus Algorithmus 7.6 sind. Fiir diese gilt

EAW/ ()Y =0, E(AW/(t)>) =h und E(AW/()?) = 0.

Dies sind gerade die gleichen Werte wie bei den Inkrementen des exakten Wiener-Prozesses
AW (t), da diese N(0,h)-verteilt sind und fiir N(0,0?)-verteilte Zufallsvariablen X gilt
E(X) =0, E(X?) =02 und E(X3) = 0. Die Bedingung (7.17) ist daher fiir alle | = 1,2, 3
mit Ko = 0 erfiillt.

Das Milstein-Verfahren

Das Milstein-Verfahren ist das [t6-Taylor Verfahren mit starker Konvergenzordnung v = 1.
Die zugehorige hierarchische Menge ist gegeben durch

A1 ={®,(0),...,(m),(1,1),...,(1,m),(2,1),...,(m,m)}.

2

Im Vergleich zum Euler-Verfahren kommen hier m* weitere Terme dazu. Im Fall m = 1

lautet das Verfahren wegen

0
fij (t, :L‘)bjl (t, {L‘)

le bj2 (ta :L') = O

explizit ausgeschrieben

(P(ta X: h’ W> (,U) = X(W) + (I(t, X(w))"f(O),t,t—‘rh + bl (ta X(w))-’f(l),t,t-i-h

9 ~
+ %bl(tvX(“))bl(tvX(“))I(l,l),t,t-&-h-

Hier kann man beweisen, dass (7.16) gilt, wenn die Mehrfachintegrale als

~ ~ —~ ~ 1 ~
I(O),t,t+h = h, I(l),t,t+h = AWl(t) und I(l,l),t,t+h = i(AVVl(t)2 - h)

gewéhlt werden mit der starken Approximation W' aus Algorithmus 7.5.

Fir m > 2 lautet das Milstein-Verfahren

o(t, X, h,W,w) = X(w)+alt, X(W»T(O),t,t—i-h + Z b;(t, X(W))]:(j),nﬁh
j=1

+ Z by (£, X (w))bj, (t, X (@) T, o) bt

Ji,j2= 1
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Hier gilt (7.16) fiir die Mehrfachintegrale fiir o = (j1, j2) mit j3 = jo = j > 1 analog zum
Fall j =1 mit

1
I een = *(AW] (t)* = h).

Ein Problem stellt allerdings die Berechnung der Mehrfachintegrale I, (o) tit+h fiir jl # Jo

dar. Fiir diese gibt es keine Moglichkeit, sie aus den starken Approximationen le Wi aus
Algorithmus 7.5 zu berechnen. Es gibt zwar Approximationsmethoden fiir diese Integrale,
vgl. [3, Abschnitt 10.3], diese sind aber sehr aufwéindig und verlangen die Erzeugung vieler
weiterer Zufallszahlen.

Unter gewissen strukturellen Annahmen an (7.1) fallen die zu diesen Integralen gehorigen
Koeflizienten im Milstein-Verfahren weg. Dies ist z.B. der Fall wenn n = m ist und die
Bedingungen b;; = 0 und 9b; j/0x) = 0 fiir k # j gelten. Diesen Fall nennt man diagonales
Rauschen.

Ebenso gilt fiir manche Gleichungen die Identitét L; b, = L;,b;,. In diesem Fall kann man
je zwei Summanden im Milstein-Verfahren in der Form

L bjo LGy gy ttrh + Linbi Ly gy tn = Ly by (Lgy o) ttn + L(gago) b ten)

zusammenfassen. Die dadurch entstehende Summe von Mehrfachintegralen kann man dann
wieder mittels der starken Approximation der Wiener-Prozesses ausdriicken, und zwar als

I(Ji Jga)tit+h T f(jz,j1)7t7t+h = AW (t)AWjQ (t).

Auf das Aktienkursmodell aus Abschnitt 4.3 ist aber leider keiner dieser Tricks anwendbar.

Das Ito-Taylor-Verfahren der schwachen Ordnung 2

Fiir dieses Verfahren bené6tigen wir die hierarchische Menge
ry, ={®,(0),...,(m),(0,0),(0,1),...,(0,m),(1,0),...,(m,m)}.

Um das Verfahren explizit aufzuschreiben ist es am einfachsten, die einzelnen Kompo-
nenten (®1,...,P,) von ® anzugeben. Zur Abkiirzung lassen wir zudem das Argument
X (w) in allen auftretenden Funktionen sowie die Indizes ¢,t + h bei den approximierten
Mehrfachintegralen weg. Dann gilt

¢k(t7 Xa ha VV’ W) = Xk‘(w) + ak-f((]) + LoakEO,O)

+ (bj,kf(n + Lobjrlo,5) + Ljakf(j,t)))
j=

—

m

+ Z Ljibj, kL o)
Jj1,g2=1

mit den in Definition 7.13 definierten Operatoren Lj;.
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Im Fall m = 1 benétigen wir hier nur Approximationen der Mehrfachintegrale fiir einen
Wiener-Prozess. Eine Analyse der Bedingung (7.17) zeigt hier, dass die schwache Approxi-
mation des Wiener-Prozesses aus Algorithmus 7.6 hier aber nicht genau genug ist, damit
(7.17) fiir § = 2 gilt. Es gibt aber eine leichte Abhilfe: ersetzen wir die zweipunktverteilte
Zufallsvariable AWi mit den Werten z; = —Vh, 2 = VA in Algorithmus 7.6 durch eine
dreipunktverteilte Zufallsvariable mit den Werten 1 = —v/3h, x9 = 0 und z3 = v/3h und
den Wahrscheinlichkeiten
1

By, ({—V3h}) = By, ({V3R)) = o und B ({0}) = %

so gilt (7.17), wenn wir die Approximationen

- - S B2 - 1 1
Loy =h, Lny = AW, L) = 5 Lo = Loy = GhAW, o1y = S (AW)" = h)

verwenden. Im Fall m > 2 konnen I, I ), Ij0) und I analog mittels Approxi-

mationen AW/ berechnet werden, welche wiederum aus Algorithmus 7.6 mit der oben
angebenen dreipunktverteilten Zufallsvariablen berechnet werden. Die Approximation von
I;, j, fir j1 # j2, die beim Milstein-Verfahren im dort betrachteten starken Fall grofie
Probleme bereitet, ist im schwachen Fall einfacher, allerdings benttigt man auch hier iiber
die im Algorithmus 7.6 verwendeten Zufallszahlen hinaus weitere Zufallszahlen. Genauer
erzeugt man in jedem Schritt des Verfahrens fiir j; = 1,...,m weitere zweipunktverteilte
Zufallszahlen Vj, ;, mit 1 = —h, x2 = h und

By, (=) =Py, ((hD) = 3

fir jo = 1,...,71 — 1 und setzt dariiberhinaus Vj; ;, := —h und Vj ;, = =V}, ; fir
jo =41+ 1,...,m. Mit Hilfe dieser Zahlen definiert man dann die Approximationen

- 1~ .
I(jl,jz) = i(AleAWJQ + le,jz)'

Fiir diese Wahl von I kann man dann beweisen, dass (7.17) fiir f = 2 gilt. Insbesondere
ist dieses Verfahren damit auf das Aktienkursmodell aus Abschnitt 4.3 anwendbar.

Ein ableitungsfreies Schema

Ganz analog zur Herleitung des Heun-Verfahrens am Ende von Abschnitt 6.4.1 kann man
die Ableitungen in den bisher betrachteten Schemata durch Differenzenquotienten passen-
der Ordnung ersetzen, um stochastische Einschrittverfahren hoherer Ordnung zu erhalten,
in denen keine Ableitungen der Funktionen a und b; verwendet werden.

Dies kann man fiir starke und schwache Verfahren machen; wir betrachten hier beispielhaft
nur das schwache It6-Taylor-Verfahren der Ordnung 2 im Spezialfall m = 1 mit ¢ und
b = by unabhéngig von t und ersetzen die auftretenden approximierten Mehrfachintegrale
I, gleich durch die oben verwendeten Approximationen. Mit etwas Rechnung ergibt sich
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dann das Verfahren

Op(t, X, b, W,w) = X(w)+

+ i(b(Yg) T b(V3) + 2b(X (w)) AT

1 —
+ g 00) — b)) (A7) - 1)
mit
Vi = X(w)+ ha(X (W) + b(X (W) AW
Yo = X(w)+ ha(X(w)) + b( (w))\/ﬁ
Y3 = X(w)+ha(X(w)) —b(X(w)Vh.

Im deterministischen Fall b = 0 ist dies nichts anderes als das Heun-Verfahren. Fiir viele
weitere Verfahren dieser Art siehe [3, Kapitel 11 und 15].

X
X

7.8 Das Binomialmodell als schwache Approximation der
geometrischen Brownschen Bewegung

In Abschnitt 3.2 haben wir das Binomialmodell fiir einen Aktienkurs eingefiihrt. Bezeichnen
wir die Kursvariable in diesem Modell mit Sp, so ist das Modell durch die Iterationsvor-
schrift

Sp(t+1) = Sp(t)Z

mit der zweipunktverteilten Zufallsvariablen Z; : Q — {ay,, ag} mit

Pz.({ow}) =p und Pz ({ag}) =1-p

gegeben ist. Wir setzen hier p = 1/2.

Betrachten wir nun die Euler-Approximation (7.4) der geometrischen Brownschen Bewe-
gung und verwenden in Algorithmus 7.8 eine schwache Approximation, so ergibt sich die
Iterationsvorschrift zu

X(tip1) = X (t:) + hr X (;) + AW ()0 X (t;),
wobei AW(ti) eine zweipunktverteilte Zufallsvariable mit Wert ++/A ist. Beachte, dass
hier, wie in der risikoneutralen Optionsbewertung benétigt, u = r gesetzt wurde.

Betrachten wir also das Binomialmodell mit
ag=1+hr—vVho wund a,=1+hr+Vho, (7.18)

so stimmen die beiden Iterationsvorschriften (bei gleichen Anfangswerten) iiberein, d.h. es
gilt N

SB(Z) ~ X(tz)
Mit dieser Wahl von a4 und «,, erhélt man fiir h — 0 aus der Binomialmethode also ge-
rade den Optionswert auf Basis der geometrischen Brownschen Bewegung, der — wie wir
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im kommenden Kapitel sehen werden — gerade der Wert des Black-Scholes Modells ist.
Beachte, dass ein Zeitschritt “1” im Binomialmodell hier gerade einem Zeitschritt “h” im
Euler-Verfahren entspricht. Soll also der Optionswert zum Zeitpunkt 7" mit A = T'/N mit
dem Binomialmodell mit a,, und a4 aus (7.18) berechnet werden, so miissen wir die Binomi-
almethode mit N Schritten anwenden. Zudem muss die Zinsrate r in der Binomialmethode
durch hr ersetzt werden.

Die Wahl (7.18) ist allerdings nicht die einzig mogliche. In Aufgabe 10 (3. Ubungsblatt)
haben wir gesehen, dass Erwartungswert und Varianz des Binomialmodells mit den Werten
der geometrischen Brownschen Bewegung iibereinstimmen, wenn wir

g = e —\/e2hm(ehe® — 1) und  ay = e 4 y/e2hr(eho? — 1) (7.19)

wihlen (diese Werte sind bereits auf einen Zeitschritt der Lange h umgerechnet, vgl. Aufga-
be 12(ii) vom 4. Ubungsblatt). Auch mit dieser Wahl der Parameter ist das Binomialmodell
eine schwache Approximation der geometrischen Brownschen Bewegung, allerdings eine, die
nicht mit dem Euler-Verfahren iibereinstimmt. Dies folgt aus der Tatsache, dass man mit
Hilfe der Taylor-Entwicklung nachrechnen kann, dass die Erwartungswerte E(g(Sg(h)) fiir
die Parameter aus (7.18) und (7.19) fiir beliebige C'5 Funktionen g nur um O(h?) vonein-
ander abweichen, was aufsummiert tiber das Verfahren eine Abweichung von O(h) ergibt,
die fiir h — 0 gegen Null strebt.



Kapitel 8

Die Black-Scholes Gleichung

Fisher Black! und Myron Scholes? sowie Robert Merton® haben die nach den ersten bei-
den Autoren benannte partielle Differentialgleichung gleichzeitig in der ersten Hélfte der
1970er Jahre entwickelt. Merton und Scholes bekamen fiir ihre Arbeiten auf dem Gebiet
der Finanzmathematik 1997 den Nobel-Preis fiir Wirtschaftswissenschaften (Black starb
bereits 1995).

Wir wollen hier sowohl die Herleitung dieser Gleichung als auch ihre explizite Losung
angeben. Ziel ist die Berechnung der Funktion V'(¢,.5), die hier als Funktion in den zwei
reellen Variablen S und ¢ aufgefasst wird, also V : R x [0,7] — R. Wir erinnern daran,
dass der Wert V(T S) dieser Funktion durch (2.1) oder (2.2) gegeben ist.

Wir fassen zunéchst die Grundannahmen fiir die Black—Scholes Gleichung zusammen:

(a) Es gibt keine Transaktionskosten und Gebiihren, ebenso hat das eigene Kaufverhalten
keinen Einfluss auf den Markt.

(b) Der Markt ist Arbitrage—frei.
(c) Der Kursverlauf ist durch (4.10) beschrieben.

(d) Die risikofreie Zinsrate r ist konstant und im betrachteten Zeitraum werden keine
Dividenden gezahlt.

(e) Es wird eine risikoneutrale Optionsbewertung durchgefiihrt.

Beachte, dass wir diese Annahmen bereits bisher — explizit oder implizit — gemacht haben.
Annahme (e) werden wir hier dhnlich wie in Abschnitt 2.1 verwenden, allerdings werden
wir Portfolios betrachten, die im Zeitraum [0, 7] beliebig oft kostenneutral umgeschichtet
werden konnen. Viele dieser Annahmen kénnen abgeschwicht werden, fithren dann aber
auf (zum Teil deutlich) kompliziertere Gleichungen.

Die Idee der Black—Scholes Gleichung besteht darin, eine Gleichung fiir V' herzuleiten, die
nicht explizit von den Losungen S(t) von (4.10) abhéngt. Diese Herleitung werden wir nun

1US-amerikanischer Wirtschaftswissenschafter, 1938-1995
2kanadischer Wirtschaftswissenschafter, ¥1941
3US-amerikanischer Mathematiker und Wirtschaftswissenschafter, *1944
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durchfithren wozu wir annehmen, dass V (¢, 5) eine fiir t < T" zweimal stetig differenzierbare
Funktion in ¢ und S ist.

Unter dieser Annahme kénnen wir das It6-Lemma 4.2 auf V(¢,S(t)) anwenden. Um die
Schreibweise zu verkiirzen, lassen wir die Argumente der Funktionen im Folgenden oft weg.
Damit erhalten wir

av. oV 1 0?V oV

dV = (uS—5 + = + 20°S*—— | dt + o S—-dW. 8.1

<“ o5 "ot T2° 852) AT (8:1)

V (¢, S) fassen wir hier als deterministische Funktion in den unabhéngigen Variablen S und
t auf, W und S hingegen sind stochastische Prozesse.

Nun kommt die risikoneutrale Bewertung ins Spiel: Dazu stellt der Emittent der Option ein
Portfolio IT zusammen, das aus einer ausgegebenen (also negativen) Option sowie zeitlich
verinderlichen Anteilen des Basiswertes sowie einer festverzinslichen Anleihe besteht, also

II(t) = =V (¢, S(t)) + A(t)S(t) + B(t)B(t). (8.2)

Ziel der risikoneutralen Bewertung ist es nun, den Preis V(¢,.5) so zu bestimmen, dass
sich dieses Portfolio bei geeigneter Wahl von A(¢) und S(t) risikofrei entwickelt, also —
gemifl der Arbitragefreiheit — wie eine festverzinsliche Anleihe verhilt. Durch Anlegen des
Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 (wobei der vom Optionskdufer zu zahlende Preis V (0, S(0))
investiert wird) und Auflésen zur Zeit t = T' (wobei dem Kunden dann der Wert V (T, S(T"))
ausgezahlt wird) kann die Bank also das mit der Ausgabe der Option verbundene Risiko
komplett “weghedgen”.

Dieses Portfolio soll dabei selbstfinanzierend sein, d.h. es soll wahrend der Laufzeit nur
umgeschichtet werden, es darf aber kein Geld hineingesteckt oder herausgenommen werden.
Was dies formal bedeutet, macht man sich am Besten fiir stiickweise konstante Werte
A(t) und jB(t) klar. Nehmen wir an, es gilt Al ;) = Ao, Ay, 1) = A1, Blig,n) = Ho
und By, 1) = B fiir Zeiten tg < t1 < t2. Zum Zeitpunkt ¢; wird das Portfolio also
umgeschichtet.

Dann betragt der Wert des Portfolios unmittelbar vor der Umschichtung
Iy (t1) = =V (t1, S(t1)) + AoS(t1) + BoB(t1)

und nach der Umschichtung
IL,(t1) = =V (t1,S(t1)) + A1S(t1) + B1B(t1)-

Das Portfolio ist nun gerade dann selbstfinanzierend, wenn diese beiden Werte iiberein-
stimmen, also wenn

AgS(t1) + BoB(t1) = A1S(t1) + p1B(t1)
gilt. Diese Bedingung kénnen wir auch anders ausdriicken: Betrachten wir den Wert
II(t2) = =V (t2, S(t2)) + A1S(t2) + P1B(t2)
so ist das Portfolio genau dann selbstfinanzierend, wenn

II(t2) = I(to) + AoS(t1) + BoB(t1) — AoS(to) — BoB(to) + V (to, S(to))
+ A1S(t2) + p1B(t2) — A1S(t1) — B1B(t1) — V(t2, S(t2))
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gilt. Fiir p + 1 Zeitpunkte to, ..., %, ergibt sich die Bedingung dann zu

H(t,) = H(tO) + V(to, S(to)) — V(tp, S(tp))
p—1

+ ZA te)(S(thy1) — S(tk)) + > Btr)(B(ter1) — B(ty)).

k=0

Fiir kontinuierliche Umschichtung erhalten wir durch Grenziibergang ¢y —tx — 0 daraus
die Bedingung

t t
1I(t) = TI(to) + V (to, S(to)) = V¢, S(t)) + [ A(r)dS(r)+ [ B(r)dB(7),
to

to

wobei die Integrale im It6-Sinne mit S bzw. B an Stelle von W zu verstehen sind. Schreiben
wir dies wieder in unserer symbolischen SDG-Schreibweise und nutzen aus, dass dB = r Bdt
gilt, so erhalten wir die Gleichung

dII(t) = —dV (t, S(t)) + A(t)dS(t) + B(t)rB(t)dt. (8.3)

Setzen wir die Gleichungen (4.10) und (8.1) in diese Gleichung ein, so erhalten wir

v OV 1,0V oV

Damit sich das Portfolio risikofrei entwickeln kann, miissen zunichst die stochastischen
Terme in dII eliminiert werden. Dies erreichen wir, indem wir

A = 25(.s)

setzen. Damit erhalten wir

B av Ly , 0%V

also eine deterministische Differentialgleichung.

Schlielich verwenden wir die Arbitrage-Freiheit, um V zu bestimmen. Wir suchen einen
Wert von V, fiir den sich II risikofrei entwickelt. Wenn ein solcher Wert existiert, muss sich
IT nach der Annahme der Arbitrage-Freiheit wie eine festverzinsliche Anleihe entwickeln,
es muss also I1(t) = e"I1(0) gelten. Daraus folgt die Differentialgleichung

dIl = rIldt,

woraus mit (8.2) und A(t) = a—v(t S(t)) die Gleichung

dIT = rIldt = (—rV + TS% + rﬁB) (8.5)

folgt.
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Nun haben wir zwei Gleichungen fiir dII, ndmlich gerade (8.4) und (8.5). Gleichsetzen
dieser Gleichungen liefert

oV 1, 0%V v

Dies ist gerade die Black-Scholes Gleichung.

Die Black-Scholes Gleichung (8.6) ist also eine partielle Differentialgleichung, die von V'
erfiillt wird. Die Gleichung (8.6) hat (genau wie eine gewohnliche Differentialgleichung ohne
Anfangsbedingung) unendlich viele Losungen, wenn wir aber geeignete Randwerte V (T, S),
fiir ein T > 0 und alle S € [0, 00) festlegen, so erhalten wir eine eindeutige Losung. Dies
ist hier einfach, da sich die Randwerte in natiirlicher Weise aus den Optionswerten zum
Falligkeitszeitpunkt ¢ = T' ergeben.

Tatséchlich ist Gleichung (8.6) explizit losbar. Fiir eine européische Call-Option gilt
Vee(t, S) = SP(a) — Ke " T~ P(b), (8.7)
wéhrend sich fiir die européische Put-Option
Vpe(t,S) = S(P(a) — 1) — Ke "D (P(b) — 1)

ergibt. Hierbei sind in beiden Fillen

1og%+(r+%2> (T —t)
a = , b:a—U\/T—t
oI —t

und die Funktion P ist die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung gegeben

durch )
L | —x

Abbildung 8.1 zeigt Losungen fiir den européischen Call mit » = 0.06, K =1, T = 1 und
o =0.3 bzw. o = 1.

Abbildung 8.1: Losung der Black-Scholes Gleichung fiir den européischen Call mit r = 0.06
K =1,T =1und ¢ = 0.3 (links) bzw. 0 = 1 (rechts)
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Das hier verwendete Portfolio hat eine enge Beziehung zu dem Portfolio m aus Abschnitt
2.1. Wéhlen wir 5(0) so, dass II(0) = 0 gilt, so hat das Portfolio II fiir alle Zeiten t €
[0,T] den Wert II(¢) = 0, da es sich ja risikoneutral entwickelt. Folglich hat das Portfolio
A(t)S(t) + B(t) gerade den Wert V' (¢, S(¢)) und bildet damit den Optionswert nach — es
ist also wieder ein replizierendes Portfolio.

Wenn man die vereinfachenden Annahmen abschwécht oder wenn man amerikanische an
Stelle von européischen Optionen betrachtet, so erhélt man deutlich kompliziertere partielle
Differentialgleichungen von #hnlichem Typ wie (8.6), die dann nur noch numerisch geldst
werden koénnen.

Bemerkung 8.1 (i) Die Annahme der risikoneutralen Bewertung wurde hier in die Mo-
dellannahme umgesetzt, dass der Emittent der Option sein Risiko durch das Vorhalten des
selbstfinanzierenden Portfolios II ausschalten kann. Diese Annahme ist wesentlich fiir den
resultierenden Optionspreis. Sie bedeutet aber auch, dass der Emittent dazu sein Portfo-
lio stets geeignet umschichten muss; tut er dies nicht, bleibt ein Risiko erhalten. Dieses
Ausschalten des Risikos durch Umschichten nennt man “Hedging”. Dies bedeutet insbe-
sondere, dass die Black-Scholes Gleichung tatséichlich viel mehr als nur den Optionspreis
liefert: Sie liefert auch eine Regel fiir die risikoneutrale Anlagestrategie (auch “Hedging-
Strategie” genannt) des Emittenten. Wir werden auf das Hedging im folgenden Kapitel
néher eingehen.

(ii) Beachte, dass wir hier weder die Abzinsungsformel aus Algorithmus 2.2(3) noch die
Wachstumsbedingung (2.5) an S verwendet haben. Insbesondere gilt der durch die Black-
Scholes Gleichung ermittelte Wert tatséchlich fiir Basiswerte mit beliebigem Trend g, da
der Effekt des Trends durch das Hedging eliminiert wird.

Tatséchlich folgt die Abzinsungsformel in Algorithmus 2.2(3) (und damit auch (2.5)) analog
zur Herleitung in Abschnitt 2.1 aus der hier rein 6konomisch interpretierten Risikoneutra-
litét, vgl. auch [2, Chapter 12]. o
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Kapitel 9

Hedging und die “Griechen”

Die Black-Scholes Gleichung liefert nicht nur eine — im Fall européischer Optionen sogar
explizit 16sbare — Gleichung fiir den Optionswert. Aus den Annahmen in ihrer Herleitung
ergibt sich dariiberhinaus eine Regel, wie sich eine Emittentin gegen das durch die Ausgabe
der Option entstehende Risiko absichern kann. Dies geschieht ndmlich gerade durch das in
der Herleitung konstruierte Portfolio mit den aus der Herleitung folgenden Umschichtungen
A und . Dieses Vorgehen nennt man Hedging.

Kontrolltheoretisch kann man A und S als Kontrollfunktionen betrachten, mit denen man
das Portfolio II steuert. In diesem Sinne ist die Black-Scholes Strategie

A= A(LS(D) = D (1, 5(1)

dann ein sogenanntes (zeitabhingiges) Feedback, d.h. der gewiinschte aktuelle Anteil des
Basiswertes S im Portfolio héngt von der aktuellen Zeit ¢ und vom aktuellen Kurs S(t)
ab. Um dies in der Praxis (oder hier zumindest in numerischen Simulationen) umzusetzen,
miissen wir A(t,.S) als Funktion in ¢t und S berechnen. Wir machen dies ausfiihrlich fiir
den européischen Call. Hierzu bené6tigen wir zwei Hilfsresultate. Zum einen gilt offenbar

Pl) = \/12?exp <_2x2>

und zum anderen gilt die Gleichung
SP'(a) — e "TDK P (b) = 0, (9.1)

was in einer Ubungsaufgabe nachgerechnet wird. Leiten wir nun (8.7) nach S ab so erhalten
wir

A(t,S) = P(a)+ SP'(a)gS — Ke (=0 P’(b)gs
P'(a) _ g ) P'(b)

- P(a)+0\/T— SovT —t

Wegen (9.1) heben sich die beiden hinteren Terme gerade gegeneinander auf, woraus
A(t,S) = P(a) folgt. Eine dhnliche Rechnung fiir den europiischen Put liefert A(t,S) =
P(a) — 1, woraus insgesamt

A(t,S(t)) = P(a) (europ. Call) und A(t,S(t)) = P(a) — 1 (europ. Put) (9.2)
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folgt.

Die zweite Grole 5 ergibt sich dann aus der Selbstfinanzierungs-Bedingung und koénnte
daraus errechnet werden. Fiir die praktische Implementierung des Hedging werden wir
im Folgenden aber etwas anders vorgehen, so dass wir die exakte Formel fiir 8 gar nicht
bendétigen.

9.1 Zeitdiskretes Hedging

Das kontinuierliche Umschichten des Portfolios II ist in der Praxis nicht zu bewerkstelligen.
Dies wiirde nédmlich bedeuten, die Gewichte A und 3 zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] an die
aktuellen Kurse anzupassen.

Realistisch ist es hingegen nur moglich, die Gewichte zu festen diskreten Zeitpunkten ¢; €
[0, T] anzupassen, d.h. das Portfolio zu diesen Zeiten umzuschichten. Wir betrachten hier
den einfachsten Fall, ndmlich dass das Porfolio alle 7 Zeiteinheiten umgeschichtet wird,
d.h. zu den Zeiten t; =47, i =1,..., N, wobei 7 > 0 so gewahlt ist, dass N7 =T gilt.

Das solchermaflen zeitdiskret gehedgte Portfolio ergibt sich damit fiir ¢ € [t;,¢;41] zu
II(t) = =V (¢, S(t) + A(ti, S(:))S(t) + B(t:) B(t).

In der Sprache der Kontroll- bzw. Regelungstheorie werden A und § als sogenanntes Ab-
tastfeedback implementiert. Zu jedem Zeitpunkt ¢;, ¢ = 1,..., N — 1 werden die Anteile
dann umgeschichtet, indem A(t;—1, S(t;—1)) durch A(t;, S(¢;)) und S(ti—1) durch 5(¢;) er-
setzt wird. Das A(t;, S(t;)) wird dabei gemifl der Zeit ¢; und dem Kurs S(¢;) gemés (9.2)
berechnet und das ((t;) wird so gewihlt, dass die Umschichtung selbstfinanzierend, also
kostenneutral erfolgt.

Wir berechnen nun eine Formel fiir dieses §(¢;). Zum Zeitpunkt ¢; besitzt das Portfolio vor
der Umschichtung den Wert

I(t;) = =V (i, S(t:)) + A(ti—1, S(ti—1))S(t;) + B(ti—1)B(t;). (9.3)

Zum Zeitpunkt ¢; wird nun der Anteil des Basiswertes auf A(¢;, S(¢;)S(t;) verdindert. Das
Portfolio ist bei dieser Umschichtung genau dann selbstfinanzierend, wenn sich der Wert
des Porfolios dabei nicht dndert. Mit II(¢;) aus (9.3) muss also nach der Umschichtung

I(t;) = =V (t;, S(t:) + A(ti, S(t:))S(t:) + B(t:) B(t:) (9.4)
gelten. Aus (9.4) lasst sich 5(¢;) nun eindeutig bestimmen. Es gilt
() + V (8, S(ti)) — A(ti, S(t:)) S ()
B(t:) '
Dies fiithrt zu dem folgenden Algorithmus, in dem ein mittels der Black-Scholes Formeln
gehedgtes Portfolio numerisch simuliert wird.

B(t:) =

Algorithmus 9.1 (Simulation des Black-Scholes Portfolios mit zeitdiskretem
Hedging)

Gegeben: r, o, T, Sy, By, So > 0 und ein Zeitgitter 7 = {tg,...,txy} mit t; = i, 7 > 0
und ty =T.
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(1) Berechne Kurswerte S(¢;), ¢ = 0,..., N mit S(tp) = Sp mittels der geometrischen

Brownschen Bewegung auf Basis eines Pfades der starken Approximation des Wiener-
Prozesses auf T

(2) Berechne V(t;,S(t;)), A(t;, S(t;)) und B(t;) =€ By, i=0,...,N
(3) Berechne das Portfolio induktiv mittels 3(0) := Sy,
I(tg) := =V (to, S(to)) + A(to, S(t0))S(to) + B(to) B(to)
und
I(t;) :== =V (t;, S(t;)) + A(ti—1, S(ti—1))S(t;) + B(ti—1)B(t;),

B(t;) = Tt + V(i S@(ti—) A(ti, 5(t:)S (t:)

tau = 1.00

tau =0.10
190 T T

ne)

tau =0.01

Abbildung 9.1: Simulierte Entwicklung des Portfolios II bei diskretem Hedging mit 7 =

1,0.1,0.01 (blau durchgezogen). Zum Vergleich ist die theoretisch erwartete Entwicklung
e™T1(0) schwarz gestrichelt eingezeichnet.

Abbildung 9.1 zeigt Ergebnisse dieser Simulation fiir einen européischen Call mit den Pa-
rametern Sg = By = 80, T =10 r = 0.05 ¢ = 0.3, K = 100, 5y = 1 sowie 7 = 1, 0.1 und
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0.01. Wie man sieht, erfiillt das Ergebnis voll und ganz die Erwartungen: Das Portfolio
folgt fast genau der deterministischen Entwicklung e"I1(0), die zum Vergleich gestrichelt
eingezeichnet ist, und zwar um so genauer je kleiner 7 ist.

Ein interessantes Phinomen zeigt sich, wenn man den Anteil A des Basiswertes im Portfolio
in Abhéngigkeit von t plottet, vgl. Abbildung 9.2.

0.9r
0.8
0.7
0.6
o5t
0.4r
0.3r
0.2
0.1r

Abbildung 9.2: Verlauf von A(¢) fiir verschiedene simulierte Entwicklungen des Portfolios
II mit 7 = 0.01

Betrachtet man den Wert A(7T) am Laufzeitende, so stellt man fest, dass hier nur die Werte
0 oder 1 angenommen werden, d.h. entweder befindet sich am Laufzeitende genau ein Anteil
des Basiswertes im Portfolio oder gar kein Anteil. Dass dies kein Zufall ist, sieht man in
Abbildung 9.3, in der A (fiir die gleichen Parameterwerte wie oben) in Abhéngigkeit von
t und S dargestellt ist.

Delta(S,t)
o
o

7777

77171111
=001111111]]]]
‘0::: ‘IIII /7
e 2,

200
77/
tzgz‘

Abbildung 9.3: A in Abhéngigkeit von S und ¢

Zum Zeitpunkt ¢ = 7" = 10 nimmt A hier scheinbar nur zwei unterschiedliche Werte an: Im
Falle S < K =100 gilt A(¢,S) = 0 und im Fall S > K = 100 gilt A(t,.S) = 1. Dies kann
man aus der Formel fiir A auch explizit errechnen: Fiir S > K gilt a — oo fiir t /T und
damit P(a) — 1 wihrend fiir S < K gilt a — —oo fiir ¢ /T und damit P(a) — 0 folgt
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(die Schreibweise ¢t T bedeutet hier “¢ — T und t < T”). Im Grenzfall S = K gilt a =0
und damit P(a) — 1/2 fiir ¢t T tatachlich gibt es also noch einen dritten Wert, der
allerdings in stochastischen Simulationen wie in Abbildung 9.2 praktisch nie erreicht wird,
weil er nur in einem Punkt engenommen wird. Fiir die drei Félle S(T') > K, S(T) = K und
S(T) < K haben sich in der Finanzmathematik die Begriffe “im Geld”, “am Geld” und
“aus dem Geld” eingebiirgert. Zudem sicht man an der Formel ebenso wie in Abbildung
9.3, dass A hier immer im Intervall [0, 1] liegt.

Fiir den europiischen Put kann man eine &hnliche Analyse machen. Hier erhélt man,
dass A stets im Intervall [—1,0] liegt (das Portfolio also in der Regel Leerverkiufe von S
enthélt) und dass A(T,S(T)) = 0 fir S(T') > K, A(T,5(T)) = —1 fir S(T) < K, und
A(T,S(T)) = —1/2 fir S(T) = K gilt.

Eine ganz wesentliche Annahme dafiir, dass das Hedging so gut funktioniert, ist die Korrekt-
heit (im stochastischen Sinne) des zu Grunde liegenden Kursmodells. Die Hedging-Strategie
ist ndmlich darauf angewiesen, dass sich der Kurs tatséichlich gem#fl des Modells verhélt,
da sie durch die Herleitung aus den Modellannahmen implizit auf einer stochastischen
Vorhersage des zukiinftigen Verhaltens basiert.

Verhélt sich der Kurs nicht entsprechend den Vorhersagen, so bricht die deterministische
Entwicklung des Portfolios IT zusammen. Als Beispiel betrachten wir noch einmal die obige
Simulation, in der der simulierte Kurswert mittels der Skalierung S(t;) — S(t;)/2 fiir t; > 5
veréindert wurde. Dies entspricht einem “Kurssturz” zur Zeit t = 5, bei dem sich der Kurs
halbiert. Nach dem Sturz verlduft der Kurs wieder geméfl der geometrischen Brownschen
Bewegung, allerdings nun auf niedrigerem Niveau. Abbildung 9.4 zeigt, was dabei mit dem
Portfolio II passiert: der Wert bricht zur Zeit 7'/2 deutlich ein. Er wéchst danach (wenn
das Modell wieder stimmt) zwar wieder deterministisch, allerdings auf niedrigerem Niveau.
Die Auswirkungen dieses Verhaltens auf die Bilanzen von Banken, Fondsgesellschaften etc.
in Zeiten der Finanzkrise brauchen sicherlich nicht weiter kommentiert werden.
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Abbildung 9.4: Simulierte Entwicklung des Kurses S (links) und des Portfolios II (rechts)
bei diskretem Hedging mit 7 = 0.01 und simuliertem “Kurssturz” zur Zeit ¢ = 5 (blau
durchgezogen). Zum Vergleich ist die theoretisch erwartete Entwicklung e11(0) schwarz
gestrichelt eingezeichnet.

Mit diesem Kurssturz hingt das genaue Verhalten von II nun wieder vom Zufall ab. Je nach
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dem sonstigen Verlauf des Kurses S(t;) wirkt sich der Sturz mehr oder weniger schlimm aus.
Dieses Phénomen soll — ebenso wie die Frage was bei einem unerwarteten Kursanstieg oder
einem voriibergehenden Kurssturz passiert — auf dem aktuellen Ubungsblatt numerisch
untersucht werden.

9.2 Die “Griechen”

Die Ableitung A = a—‘é spielt offenbar eine bedeutende Rolle beim Hedging. Neben diesem
“Delta” werden auch alle anderen Ableitungen des Optionswerts mit griechischen Buch-
staben versehen. Es bezeichnen

2
r = g;g (“Gamma”) p = %‘; (“Rho”)
0 = aa—‘t/ (“Theta”) vega = 66—‘; (“Vega”).

Im Englischen werden diese Werte als “Greeks”, also “Griechen” bezeichnet, im deutschen
existiert dafiir auch der Begriff “Kennzahlen” oder “Sensitivitéiten”.

Neben dem fiir das praktische Hedging besonders wichtigen A geben auch die anderen
“Griechen” gewisse Einsichten. Wir berechnen hier beispielhaft Formeln fiir I' und p fiir
den européischen Call.

Zur Berechnung von I' miissen wir A noch einmal ableiten. Dies ergibt

_ 0A _ OP(a)  P'(a)

r = .
oS 9S8  SoT —t
Fiir p erhalten wir
p = SP’(a)@ + (T - t)Ke "= P(b) — Ke*“T*t)P’(b)@
or or
T —t T —t
= SP(a)—m———+ (T —t)Ke "T"IP(a) - Ke "IV P/ (b)) ——=
) = T ke (a) — Ke © =

Wegen (9.1) heben sich der erste und der dritte Term gerade gegeneinander auf, woraus
p=(T—t)Ke T P(a)
folgt. Ahnliche Rechnungen zeigen

Y L P'(a) —rKe "D P(b)
2/T —t

und

vega = SVT — tP'(a).

Aus diesen Formeln sieht man z.B. die folgenden Ungleichungen und die daraus folgenden
Monotonieeigenschaften des Optionswertes fiir ¢t < T (hier jeweils fiir den européischen
Call):
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e es gilt p > 0, d.h. der Optionswert steigt, wenn die risikofreie Zinsrate steigt. Dies
kann anschaulich wie folgt erklart werden. Wird r erhoht, hat dies in den Formeln
den gleichen Effekt als wenn K verringert wird (genauer ist eine Erhchung von r auf
7 > r #quivalent zur Verringerung von K auf K = K e_(f_r)(T_t)). Ein niedrigerer
Ausiibungspreis erhoht aber den Wert der Call-Option, da der Basiswert giinstiger
erworben werden kann.

e es gilt ©® < 0, d.h. der Optionswert fallt mit fortschreitender Zeit t. Diese Eigen-
schaft kann tatsichlich unabhéngig von dem verwendeten Kursmodell mit Arbitrage-
argumenten dhnlich zu denen in Abschnitt 2.3 hergeleitet werden, siche Higham |2,
Abschnitt 10.3 und Ubungsaufgabe 10.2].

e es gilt vega > 0, d.h. der Wert der Option steigt, wenn die Volatilitdt o steigt.
Dies kann man wie folgt erkldren: bei groflerer Volatilitéit tiberdecken die Werte von
S(T) ein groBeres Intervall. Werte, die niher an Null liegen, liefern dabei aber keine
kleineren Optionswerte, da fiir S(7) < K in jedem Fall V(T,S(T)) = (S(T)—K)* =
0 gilt. Grolere Werte von S(T') ergeben groere Werte, weswegen der Wert der Option
zum Ausiibungszeitpunkt 7" und damit auch fiir kleinere Zeiten ¢ € [0,T) steigt.

e cs gilt T' > 0, d.h. der Anteil A des Basiswertes im Portfolio wird um so grofer je
hoher der Preis des Basiswerts ist. Eine anschauliche Erklarung dafiir ist, dass die
Schwankung des Anteils —V'(¢,S(t)) im Portfolio um so grofler ist, je grofier der Wert
der Option ist. Damit sich das Portfolio insgesamt risikofrei entwickelt, muss dies
durch einen hoheren Anteil des Basiswertes im Portfolio ausgeglichen werden.

9.3 Monte-Carlo fiir das A

Wenn wir komplexere Kursmodelle als die geometrische Brownsche Bewegung verwenden,
ist die Monte-Carlo Simulation oft die einzige Methode, mit denen eine Optionsbewertung
numerisch durchgefiihrt werden kann. Ebenso gibt es eine Reihe sogenannter pfadabhéngi-
ger Optionsarten, fiir die die Monte-Carlo Methode gut geeignet ist. Ein Beispiel ist die
sogenannte asiatische Option, bei der die Auszahlung (im Falle eines Call) am Ende der
Laufzeit durch

V(T, S(-)) = max G /OT S(r)dr — K, 0)

gegeben ist. Der Wert der Option hingt also vom Durchschnittswert und nicht nur vom
Endwert des Basiskurses im Intervall [0, 7] ab.

Approximiert man das Integral durch eine Quadraturformel (z.B. durch die zusammenge-
setzte Trapez-Regel) mit Stiitzstellen ¢; = hi, i = 0,..., N, hN = T, und erweitert man die
Monte-Carlo-Methode so, dass nicht nur wie in Kapitel 5 beschrieben der Wert S(T") son-
dern die Werte S(t;), i =0,..., N berechnet werden, so kann man den Wert jedes Pfades
errechnen. Bezeichnen wir den mit e”(~7) abdiskontierten Wert des i-ten simulierten Pfa-
des zur Zeit t und Anfangskurswert S > 0 mit V(¢,S,w;) (der einfacheren Notation wegen
lassen wir hier und im Folgenden die sonst iiblichen Schlangen iiber den Ausdriicken, die
die numerische Approximation kennzeichnen, weg), so kann man den Monte-Carlo-Wert
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der Option als

1
Vare(t, 8) = ~ > V(S wi)

schreiben.

Unabhéngig davon, welche Option man bewertet und welches Kursmodell man verwendet
beno6tigt man auch bei der Verwendung von Monte-Carlo-Methoden nun das Delta A = aS ,
um die Hedging-Strategie zu bestimmen®. Zur Berechnung von A verwenden wir die aus
der Taylor-Entwicklung stammende Approximation

OV (\ g V(LS +AS) - V(t:S)
S AS

AL, S) = +O(AS)

fiir kleine AS € R.
Eine naheliegende Anwendung dieser Formel wére nun, das A mittels

VMC(t S + AS) VMc(t, S)
AS

A(t,S) ~ (9.5)
zu approximieren. Da der Fehler in V). von der Ordnung O(y/n) ist und durch AS geteilt
wird, ist der Fehler der Approximation (9.5) von der Ordnung

O(v/n/AS) + O(AS).

Der sowieso schon recht grofle Fehler der Monte-Carlo-Simulation verstérkt sich also durch
das Bilden des Differenzenquotienten noch weiter.

Obwohl sich dieses grundsétzliche Problem nicht vollstdndig beheben lasst, kann man eine
bessere Approximation erhalten, wenn man das A pfadweise berechnet. Dazu setzt man
zunéchst
V(t,S+ AS,w;) — V(t, S, w;)

AS ’
wobei gleiches w; bedeutet, dass wir die gleichen Pfade des Wiener-Prozesses verwenden.
Dann setzen wir

A(t, S, wi) =

Apre(t, S) ZA t,S,wi). (9.6)

Der Grund dafiir, warum diese zweite Variante bessere Werte liefert, liegt in der niedrigeren
Varianz der aufsummierten Zufallszahlen. Dazu erinnern wir uns an Satz 5.3, der besagt
dass die p,-Konfidenzintervalle I,, der Monte-Carlo-Methode von der Form

I - [M ko ka}

vt R

sind, wobei ¢ die Varianz der Zufallsvariablen in der Monte-Carlo-Methode beschreibt.

!Tatsschlich ist a priori natiirlich nicht klar, ob die aus der Black-Scholes-Theorie abgeleitete Formel
A = 9V/9S korrekt ist, wenn sich fiir das betrachtete Problem gar keine Black-Scholes-Gleichung aufstellen
lasst. Wir gehen hier der Einfachheit halber davon aus, dass dies der Fall ist.
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Dass die Varianz in (9.6) geringer ist als in (9.5), kann man an Hand der bereits in Abschnitt
5.3 verwendeten Formel

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) (9.7)

sehen. Dazu schreiben wir (9.5) als
1 o -
A(t,S) ~ NG ;:1: (V(t, S+ AS,w;) — V(t,S,@)), (9.8)

wobei V(t,-,w) den numerisch ermittelten Optionswert entlang des durch w parametri-
sierten Pfades bezeichnet. Die verschiedenen Ereignisse w; und @; deuten dabei an, dass
der erste Ausdruck der Differenz unabhéingig von dem zweiten Ausdruck der Differenz be-
rechnet wird, d.h. fiir unabhéngig voneinander simulierte Pfade des Wiener-Prozesses. Die
Methode (9.6) schreiben wir als

n

A(t,S) ~ A
i=1

(V(t, S,wi) — V(t,S,w)). (9.9)

Hier taucht nun in beiden Ausdriicken das gleiche w; auf, weil beide Ausdriicke fiir den
gleichen Pfad des Wiener-Prozesses berechnet werden.

In beiden Fillen setzen wir nun X = V(¢,5 +AS, ) und Y = -V (¢, S, -). Der Unterschied
zwischen den beiden Fillen besteht in der Abhéngigkeit dieser beiden Zufallsvariablen. Im
Fall (9.8) werden V (t, S+AS,-) und V (¢, S, -) unabhéngig voneinander simuliert. Also sind
X und Y unabhiingig, es folgt Cov(X,Y) = 0 und damit

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Im Fall (9.9) beruhen X und Y nun jeweils auf dem gleichen Pfad des Wiener-Prozesses,
weswegen (da AS ja klein ist und die Ausdriicke stetig in S sind) Vas(¢, S + AS,w;) =~
Ve(t, S, w;) und damit

X (w;) = =Y (wy).

Daraus folgt Cov(X,Y) < 0 und damit
Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) < Var(X) + Var(Y).

Weil Var(X) und Var(Y') dabei nun die gleichen Werte wie im Fall (9.8) annehmen, ist die
Varianz im Fall (9.9) also geringer und die Monte-Carlo-Simulation sollte daher bessere
Werte liefern. Dass diese nicht nur ein bisschen sondern deutlich besser sind, zeigt die
Simulation in Abbildung 9.5 (die Daten stammen aus dem Seminarvortrag von Thomas
Hollbacher aus dem Sommersemester 2010).
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Abbildung 9.5: Vergleich der Monte-Carlo-Ergebnisse fiir (9.5) (links) und (9.6) (rechts).
Die Balken zeigen die (aus den empirisch berechneten Varianzen ermittelten) 95%-
Konfidenzintervalle. Beachte die unterschiedlichen Skalen in beiden Grafiken.



Kapitel 10

Schitzung der Volatilitiat

Um den Wert einer Option und/oder die zugehoérige Hedging-Strategie fiir reale Wert-
papiere mit den bisher vorgestellten Methoden zu berechnen, muss man die Parameter
in den Kursmodellen bestimmen. Je nach dem, welches Modell man verwendet, sind dies
Parameter unterschiedlicher Anzahl und Art. Wir werden dies Problem hier beispielhaft
fiir das Black-Scholes-Modell betrachten, in dem das zu Grunde liegende Kursmodell die
geometrische Brownsche Bewegung ist. Das Modell ist gegeben durch

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dWs,

vgl. (4.10) mit den Losungen

1
S(t;S0) = So exp <(u - 202> t+ aW(t)> ,
siehe (4.11). Erwartungswert und Varianz der Losung sind gegeben durch
BE(S(t,20)) = Soe  und  Var(S(t)) = S2e2 (7t — 1).

Da wir in der Optionsbewertung p = r setzen und der risikofreie Zinssatz r bekannt
ist, muss fiir dieses Modell tatsédchlich nur ein Parameter bestimmt werden, namlich die
Volatilitdt o. Konzeptionell lassen sich aber zumindest einige der Methoden aus diesem
Kapitel auch auf anspruchsvollere Kursmodelle iibertragen, in denen mehrere Parameter
bestimmt werden miissen.

10.1 Historische Volatilitat

Die Methode der historischen Volatilitit entspricht dem statistischen Ansatz, den man z.B.
auch in den Naturwissenschaften machen wiirde, wenn man Parameter aus Messwerten
schitzen mochte. Die “Messwerte” sind hier die Aktienkurse S(¢;), die man zu gegebenen
Zeiten t; aus den Kurstabellen der Borse ablesen kann. Hierbei nehmen wir an, dass die
Daten zu dquidistanten Zeitpunkten vorliegen, d.h. dass t; — t;_1 = At fiir alle i gilt. Die
Idee ist, dass man die Volatilitdt o aus dem vergangenen Kursverlauf, d.h. aus historischen
Daten schétzt — natiirlich in der Hoffnung, dass sich ¢ in der Zukunft nicht sehr stark

105
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dndert. In wie weit diese Hoffnung berechtigt ist, hingt natiirlich stark vom betrachteten
Kurs, dem Marktumfeld, den 6konomischen Rahmembedingungen etc. ab und ist ohne
Zweifel ein wesentlicher Unsicherheitsfaktor der Methode.

Die Grundannahme im Black-Scholes-Modell ist ja bekanntlich, dass sich diese Kurse geméf
der geometrischen Brownschen Bewegung verhalten. Dies bedeutet, dass

S(t;) = Soexp ((u —~ ;#) ti + aW(ti)>

gilt. Interessant fiir unsere Zwecke ist nun — wie bereits mehrfach erwéhnt — die Volatilitét
o > 0. Um diese zu schétzen, definieren wir die neuen Zufallsvariablen

S(ti)
S(ti—1)
Setzen wir At := t; — t;—1 (aus der obigen Annahme an die ¢; folgt, dass At tatséchlich
unabhéingig von 7 ist) und AW; = W (t;) — W (t;—1) und nehmen wir an, dass sich die S(t;)
gemif der geometrischen Brownschen Bewegung verhalten, so gilt wegen

S(ti)
S(tit1)

U; :==log

Ui = log

= log S(tl) — log S(ti+1) (101)
die Gleichung
1 2 1 2 1 2
U; = M_§U tz‘—i-O'W(ti)— /1,—50' tici —oWi(ti—1) = /1,—50' At + o AW;.

Da AW; als Inkrement des Wiener-Prozesses normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz At ist, kann U; folglich als Realisierung einer normalverteilten Zufallsvariablen U
mit Erwartungswert E[U] = (1 — 0?/2)At und Varianz Var(U) = E[(U; — E(U;))?] = 0?At,
dh. U~ N((p— 0?/2)At, 02 At).

Die Werte U; konnen also als Zufallszahlen gem#fl dieser Verteilung aufgefasst werden;
folglich kénnen E[U] und Var(U) mit der Monte-Carlo-Methode geschitzt werden. Da-

zu nehmen wir an, dass t = t, die aktuelle Zeit ist und wir die M + 1 letzten Werte
S(tn—nr),---,S(ty) kennen.

Dann kénnen wir

L M
MM = MZUH+177L

=1

L M
oy = M_1;(Un+1—i—MM)2

setzen und erhalten so Schiitzwerte ups ~ E[U;] und o3, ~ Var(U;). Auf den ersten Blick
erscheint der Nenner “M — 1”7 in der Formel fiir O'%/I ungewoOhnlich, denn auch hier sum-
mieren wir ja M Werte auf und miissten demnach nach dem iiblichen Monte-Carlo-Prinzip
durch M teilen. Der Grund fiir die Wahl “M — 1”7 liegt darin, dass es erstrebenswert ist,

dass 02, ein sogenannter erwartungstreuer Schétzer fiir Var(U;) ist. Dies bedeutet, dass
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E[o?,] = Var(U;) gilt, d.h. dass bei wiederholter Ausfiihrung der Schiitzung (mit identisch
verteilten Zufallszahlen U;) im Mittel gerade der korrekte Wert herauskommt. Dies ist aber
gerade dann der Fall, wenn der Nenner als M — 1 und nicht als M gewihlt wird (Details
sieche Ubungsaufgabe).
Wegen Var(U;) = 02At ist nun

* oM

VA

eine Schitzung fiir die Volatilitdt. Eine kleine Rechnung zeigt, dass dies auch direkt in
Abhéngigkeit von den Uj; als

2
o — At M—lZU"“ i\~ =T <Z Upy1- ) (10.2)

geschrieben werden kann (Ubungsaufgabe).

Wie genau ist nun diese Schiatzung? Um einen Eindruck davon zu bekommen, betrachten
wir ein vereinfachtes Problem und untersuchen eine Monte-Carlo-Schétzung fiir die Varianz
Var(U). Dabei vernachlissigen wir in unserer Analyse die Tatsache, dass in der Formel
fiir 03, der geschitzte Erwartungswert py und nicht der exakte Erwartungswert E[U;]
verwendet wird. Ebenso verwenden wir den iiblichen Nenner M (statt des erwartungstreuen
M —1); dieser Unterschied ist fiir groe M aber vernachléssigbar. Wir ersetzen die Formel
fir 0]2\/[ also durch die Monte-Carlo-Approximation

1 M
Var(U) & - > (Ui — E[U))* =: 63
=1

mit U ~ N((u—0?/2)At,0®At) und untersuchen den Fehler der Schétzung o* = Gar/v/A
Indem wir U = U/V At und U; = U; /v At setzen, erhalten wir

=1

mit U ~ N((p — 02/2)V/At, 02). Aus Satz 5.3 folgt nun, dass das 95%-Konfidenzintervall
der Methode approximativ durch

()2 -

1.96v 1.96v
’ (0'*)2 + :|

VM VM

gegeben ist, wobei v? die Varianz der Zufallsvariablen (U — E[U])? ist. Schreiben wir Y =
U —E[U] so gilt Y ~ N(0,02) und damit

Var((U — E[U])?) = Var(Y?) = E[YY] — E[Y?]? = 30 — 0 = 20%.
Das approximative 95%-Konfidenzintervall ergibt sich damit zu

1.961/252 1.96\@02]

*\ 2
var A

(0*)2 _
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Fiir hinreichend groie M gilt unter Verwendung der Taylor-Approximation v/1 £e =~ 1+
£/2 dann

sy, 196v202 [ 1.96v2(0*)2 | 196v2 . 1.960
\/(U)Z:tm ~\/(0)2:|:\/M =o"\ 1+ i ~a:t\/m,

womit wir das approximative (und numerisch aus den Daten berechenbare) 95%-Konfi-
denzintervall

[ . 1960" 1.960*]
0 — —, 0 + —
V2M V2M

fiir o* erhalten. Wie bei Monte-Carlo-Approximationen iiblich, ist der Fehler also von der

Ordnung O(1/vVM).

Im Vergleich zu den bisher betrachteten Monte-Carlo-Simulationen mit Zufallszahlen gibt
es bei den hier verwendeten realen Daten U; aber einen grundlegenden Unterschied: Wenn
wir die Genauigkeit der Approximation durch Wahl eines grofleren M erhchen wollen,
konnen wir nicht einfach mehr Zufallszahlen ziehen sondern benttigen mehr Daten! Hierzu
gibt es im Prinzip zwei Moglichkeiten:

(1) Halte At fest und verwende weiter zuriickliegende Daten

(2) Halte den Zeitraum der Datenerhebung M At fest und verringere At, d.h. den zeitli-
chen Abstand zwischen zwei Daten

Beide Ansiitze sind nicht wirklich zufriedenstellend: Methode (1) fiithrt zur Verwendung
sehr alter Daten, die in der Regel fiir die Bestimmung der zukiinftigen Volatilitdt nur
recht begrenzte Aussagekraft haben. Methode (2) st6Bt schnell an praktische Grenzen,
weil Kurswerte mit sehr geringem zeitlichen Abstand (z.B. wegen Verzogerungen in der
Preisbildung an der Bérse) aus statistischer Sicht keine brauchbaren Informationen liefern.
Eine gebrauchliche Faustregel in der Optionsbewertung ist, historische Daten aus einem
Zeitraum der Lénge der Laufzeit der Option zu wéhlen, es gibt aber auch Untersuchun-
gen, die nahelegen, dass die Verwendung &lterer Daten zu besseren Ergebnissen fithren
kann. Insgesamt bendtigt die Wahl des richtigen Zeitraums und der richtigen Anzahl der
Daten viel praktische Erfahrung und l&sst sich nicht allein mit rigorosen mathematischen
Methoden begriinden.

In der Praxis wird die oben angegebene Formel fiir * noch weiter vereinfacht. Grundlage
dafiir ist die folgende Umstellung der oben angegebenen Formel fiir pjys, in der wir die
Identitdt (10.1) verwenden:

M
1
pyv = MZ(logS(th—i)—IOgS(tn—i))
=1
B 1 S(tn)
= 571085(tn) —log S(tn-n)) = MlogS(tn_M)'

Der Mittelwert pps héngt also nur vom ersten und letzten Kurswert ab. Wegen

log S(t,) — log S(tn—nr)) = <,u - ;0’2> AtM + o(W(ty) — W(tn—nr))
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folgt par ~ N((p — 0?/2)At,02At/M?). Der Mittelwert py; ist also eine normalverteilte
Zufallsvariable mit kleinem Mittelwert und kleiner Varianz und wird daher in der Praxis
iiblicherweise auf 0 gesetzt. Damit vereinfacht sich (10.2) zu

11 ¢
o =\ AT U (10.3)
=1

Dies ist die Formel, die in der Praxis oft verwendet wird und die auch in der Programmier-
aufgabe auf dem aktuellen Ubungsblatt verwendet werden soll.

Zum Abschluss betrachten wir noch eine Variante von (10.3). Wir hatten oben bereits be-
sprochen, dass die Verwendung von weit zuriick liegenden Daten problematisch sein kann,
weil diese u.U. nicht viel iiber die aktuelle Volatilitdt aussagen. Andererseits wiirden wir
aber gerne viele Daten verwenden, um die Zuverléssigkeit der Schéitzung zu erhéhen. Ein
Kompromiss, mit dem man beide Aspekte beriicksichtigen kann, ist die Verwendung ex-
ponentiell gewichteter Monte-Carlo-Schétzer, kurz EWMA von “exponentially weighted
moving averages” genannt. Diese Variante kann fiir den vereinfachten erwartungstreuen
Schétzer (10.3) oder fiir die “echte” Monte-Carlo-Approximation, d.h. fiir (10.3) mit Nen-
ner M an Stelle von M — 1 angewendet werden; wir betrachten hier die zweite Variante,
weil diese technisch etwas einfacher aufzuschreiben ist. Fiir diese Variante kann (10.3)
umgeschrieben werden zu

1 M
At(a*)2 = M Z U7’2L+1—i’
=1

so dass At(c*)? als Approximation des Erwartungswertes E[U?] aufgefasst werden kann.
In dieser Formel kann man nun Gewichte a; > 0 mit Zf\il a; = 1 einfithren und sie zu

M
At(a*)? = Z Up 41—
i=1

verallgemeinern. Typischerweise wihlt man a1 > ag > ... > ajpr > 0 um aktuellere Daten
stiarker zu gewichten. Oft werden die Gewichte dabei rekursive mittels o;11 = way fiir ein
w € (0,1) gewahlt. Einsetzen dieser Gleichung liefert

At(0*)? =

wobei die Skalierung im Nenner die Summenbedingung Zf\i 1o = 1 sicher stellt. Ein
typischer Wert hier ist w = 0.94. Bei dieser rekursiven Wahl der «; kann auch die Volatilitat
rekursiv berechnet werden. Sei dazu At(o})? der Schitzwert zur Zeit t,,, der aus den Daten
Upnt+1-M, - - -, Uy berechnet wurde. Zur Zeit t,,4+; ist die neue Schitzung At(a;';ﬂ)z zur Zeit
tp+1 basierend auf den Daten Up41-pr, ..., Uns1 dann gegeben durch

At(041)? = wAl(03)” + (1 - w)UZ, ;.

Die Schétzungen konnen auf diese Weise fortlaufend aktualisiert werden, ohne dass stets
die komplette Summe neu berechnet werden muss.
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10.2 Implizite Volatilitit

Das zweite Verfahren zur Schétzung von o, das wir betrachten wollen, verwendet eine
vollstdndig andere Herangehensweise. Bei der Methode der impliziten Volatilitdt nutzt man
aus, dass Optionen an der Borse gehandelt werden und sich durch Angebot und Nachfrage
ein Marktpreis Vias(t,S) der Option einstellt. Im Gegensatz zur historischen Volatilitiit,
die rein auf der Vergangenheit der Kurse beruht, spiegelt der Marktpreis der Option auch
die Erwartungen der Marktteilnehmer iiber die zukiinftige Kursentwicklung wider. Diese
Erwartungen miissen natiirlich nicht mit der dann tatséchlich eintretenden Kursentwick-
lung iibereinstimmen; ist man aber gewillt anzunehmen, dass die Marktteilnehmer ihre
Einschétzungen auf Basis aller verfiigbaren Informationen und mit geniigend 6konomi-
schem Sachverstand treffen, so besteht zumindest die Hoffnung, dass die Marktpreise der
Optionen realistische Annahmen {iber die zukiinftige Kursentwicklung widerspiegeln.

Die Idee der impliziten Volatilitét ist nun, die Volatilitét o so zu bestimmen, dass der Black-
Scholes-Preis V (t,.5) fiir diese Wahl der Volatilitét gerade mit dem Marktpreis Vi, (¢, 5)
iibereinstimmt. Im Gegensatz zu dem Ansatz der historischen Volatilitit erfordert dieser
Ansatz keinerlei statistische Methoden; statt dessen stoflen wir auf das klassische Problem
der numerischen Losung einer nichtlinearen Gleichung. Insbesondere werden wir dabei se-
hen, dass wir hier iiber die aus der Einfiihrung in die Numerik bekannte Konvergenzanalyse
hinaus aus der speziellen Struktur des Problems schérfere Aussagen ableiten kénnen.

Zur besseren Notation nehmen wir die Volatilitdt als weiteren Parameter in den Black-
Scholes-Optionspreis auf und schreiben diesen als V (¢, S, o). Gesucht ist dann also o > 0,
so dass die Gleichung

V(t,S,0)=Vuy(t,S)

gilt. Hierbei miissen die sonstigen Parameter der Optionen (wie z.B. Ausiibungszeit T und
Ausiibungspreis K) natiirlich iibereinstimmen. Definieren wir die Funktion f : Rar —R

f(o) == V(t,8,0) - Var(t, S), (10.4)

so ist die Berechnung der impliziten Volatilitdt o* dquivalent zur Berechnung der Nullstelle
f(e*) = 0.

Fiir dieses Problem haben wir in der Einfilhrung in die Numerik verschiedene Algorith-
men kennen gelernt. Eine Moglichkeit ist das Bisektionsverfahren, das den Vorteil besitzt,
dass es stets konvergiert, wenn die Funktion f stetig ist (was hier der Fall ist) und wenn
wir Anfangswerte o,, 03 finden konnen, so dass f(o,) und f(op) unterschiedliches Vorzei-
chen besitzen. Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es relativ langsam konvergiert; in jedem
Iterationsschritt halbiert sich der Fehler gerade, d.h. das Verfahren ist linear konvergent.

Viel schneller ist das Newton-Verfahren, bei dem ausgehend von einem Startwert o iterativ
neue Werte 0,41 geméf der Iteration

_ [f(o)
f'(oi)
erzeugt werden. Diese Iteration wird dann so lange durchgefiihrt, bis |o;41 — 0| < tol fiir

eine vorgegebene Toleranz tol ist. Der Konvergenzsatz fiir dieses Verfahren besagt nun das
Folgende: Wenn f zwei mal stetig differenzierbar ist, die Ableitung f’(c) # 0 ist in einer

Oit1 = 0;
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Umgebung von ¢* und der Startwert oy hinreichend nahe an der Nullstelle o* liegt, so
konvergiert die Folge o; quadratisch gegen o*.

Die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens ist tatséchlich viel schneller als die
lineare Konvergenz des Bisektionsverfahrens. Wiahrend die Anzahl der korrekten Nach-
kommastellen der Néherungen o; bei der linearen Konvergenz proportional zur Anzahl der
Iterationen 7 ist, verdoppelt sich die Anzahl der korrekten Nachkommastellen bei der qua-
dratischen Konvergenz in jedem Schritt. Man iiberlegt sich leicht (z.B. durch Ausprobieren
an einem Beispiel), dass dies sehr viel schneller ist.

Aus Sicht der Konvergenzgeschwindigkeit ist das Newton-Verfahren also deutlich vorzuzie-
hen, es besitzt aber auch Nachteile. Die Funktion f muss zwei mal stetig differenzierbar
sein, die Ableitung f’ muss bekannt sein und darf nicht gleich Null sein und es muss eine
gute Startschitzung og bekannt sein, fiir die man Konvergenz des Verfahrens sicher stellen
kann. Wir werden diese Aspekte im Folgenden — beispielhaft fiir den européischen Call —
im Detail untersuchen. Dazu erinnern wir an die Formeln

V(t,S,0) = SP(a) — Ke*T(T*t)p(b)

mit

und

| 2
P(y) = / 5 OXP <2$> dz,
vgl. Kapitel 8.

Da V), (t,S) eine Konstante ist, ist die Ableitung f’(c) von f aus (10.4) gerade

(o) = g—‘;(t, S,0) =vega = SVT — tP'(a),

vgl. Abschnitt 9.2. Wie bereits dort beobachtet, ist f'(c) = vega fiir o > 0 positiv, also
insbesondere ungleich Null. Da vega zudem stetig differenzierbar nach o ist, und f”(o) =
Ovega/do ist, ist f zwel mal stetig differenzierbar. Falls also eine positive Losung o* des
Nullstellenproblems f(o*) = 0 existiert, ist das Newton-Verfahren anwendbar und die
quadratische Konvergenz des Verfahrens fiir einen geeigneten Startwert og sicher gestellt.

Die schwierigere Frage ist nun die Bestimmung eines geeigneten Startwerts, fiir den man
sicher stellen kann, dass das Verfahren auch gegen o* konvergiert. Um diese Frage zu
beantworten, brauchen wir noch einige Voriiberlegungen.

Zunichst untersuchen wir, fiir welche Werte von Vj(t,S) eine Losung o existiert und
zeigen, dass diese dann eindeutig ist. Dazu betrachten wir zunéichst, wie der Wert V (¢, S, o)
asymptotisch von ¢ abhéngt.

Fiir 0 — oo divergiert a gegen unendlich, weswegen P(a) — 1 gilt. Da der von o abhéngige
Summand in @ gerade (nach Kiirzen) gleich /1 —t/2 ist, konvergiert b = a — o1 — ¢
gegen 0 fiir o — oo, also P(b) — 0. Damit ergibt sich aus der Formel fiir V' (¢, 5,0) die
Konvergenz

lim V(¢,5,0)=S5.

T—00
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Fiir o — 0 mit ¢ > 0 (was wir im Folgenden kurz als o \, 0 schreiben) unterscheiden wir
drei verschiedene Fille:

1) S — Ke T > 0: In diesem Fall gilt log S/K + r(T —t) > 0 woraus a — co und
b — oo fiir ¢ \, 0 und damit V(¢,5,0) — S — Ke "I~ folgt

2) S—Ke (T < 0: Hier gilt log S/K +7(T—t) < 0 und damit a — —oco und b — —oo.
Daraus folgt V' (¢, 5,0) — 0.

3) S — Ke "=t = 0: In diesem Fall erhalten wir log S/K + r(T —t) = 0 und somit
a — 0 und b — 0. Daraus folgt V (¢, S,0) — (S — Ke "(T=t)/2 = 0.

Zusammenfassend folgt aus den drei Féllen die Konvergenz

lim V(t,8,0) = (S — Ke "T=t)*,
o\.0

Da vega = 9V/0o positiv ist, ist V (¢, S, 0) in o streng monoton wachsend. Aus den gerade
berechneten Grenzwerten folgt damit

V(t,S, o) € ((S ~ Ke Tty s) .
Diese Rechnungen zeigen, dass es fiir jeden Marktpreis Vi (t, .S) aus diesem Intervall genau

ein 0* > 0 mit f(o*) = 0 gibt.

Zur Analyse des Newton-Verfahrens benotigen wir weitere Informationen tiber die zweite
Ableitung f”(o) (warum, wird in Kiirze klar werden). Fiir diese gilt

n, _ Ovega  SVYT —t _2)y Oa
(o) = = e a-—.
oo oY Oo

Aus den Formeln fiir ¢ und b folgt

Oa _log(S/K)+r(T—t)+1 3
do o?T —t 2

_ [log(S/K) + (r — (a®/2))(T — 1)

o2\/T —t

Einsetzen in die Formel fiir f” liefert dann

b
.

(o) = SV\/T%_%—GZ/QC;Z’ ST = tP’(a)a;b _ %b (). (10.5)

Da der Integrand von P maximal wird fiir z = 0, wird f’(0) = vega genau dann maximal
in o, wenn a = 0 gilt. Auflésen der Gleichung a = 0 nach o zeigt, dass dies gerade fiir

o=

log S/K + (T —t)

T (10.6)




10.2. IMPLIZITE VOLATILITAT 113

der Fall ist. Unter Ausnutzung der Tatsache, dass das Einsetzen von & in a gerade a = 0
liefert, zeigt man dann, dass aus (10.5) die Gleichung

T (10.7)

f(o) =

folgt (Ubungsaufgabe). Wegen f’(o) > 0 und (T — t)/403 > 0 folgt daher

(o) { >0, o€(0,6)

<0, o€ (,00).

Dies bedeutet, dass f konvex ist fiir o € (0,5) und konkav fiir o € (6, 00).

Was bedeutet dies nun fiir das Newton-Verfahren? Dazu analysieren wir die Entwicklung
des Fehlers o; — o* des Newton-Verfahrens mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung;:
. . Jloi) — f(o7) o (oi—0")[(&)
o =g —g* — =0, —oF — 10.8
UZ+1 o J’L g f,(O'rL) J’L g f/(o_z) ( )
mit & € (0;,0%) oder &; € (0¥, 0;), wobei wir im ersten Schritt f(o*) = 0 ausgenutzt haben.
Daraus folgt
o1 = 0" f'(&)
oj—0o* f'(o3)
Wir wihlen nun fiir das Newton-Verfahren den Startwert oy = ¢ aus (10.6) und beweisen
per Induktion iiber i fur alle ¢ mit f(o;) # 0 und f(oi41) # 0 (andernfalls hétten wir die
exakte Nullstelle gefunden und wiirden das Verfahren abbrechen) die Ungleichungen

. (10.9)

(a) o7 >0, (b)0<f,(§i)<f/(0'i), (C)O<M<1, (d)0<<7i—0*<1.

o; —0o* og—o*

Beachte dazu, dass aus der Bedingung f(o;+1) # 0 die Ungleichung f/(&;) # f'(o;) folgt,
denn aus f'(&;) = f'(o;) folgt mit (10.8)

(0i — ") f'(&)
f'(oi)

Zudem folgt wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle o; # ¢* und ;11 # o*.

O'Z'+1—0'*:0'i—0*— =0 = O'Z‘+1—0'*:0 = f(aiH):O.

Induktionsanfang i = 0: Ungleichung (a) folgt sofort wegen o9 = & > 0. Aus der Tatsache,
dass ¢ die Funktion f’ maximiert und der Ungleichung f(&;) # f/(o;) folgt Ungleichung
(b). Beachte, dass & zwischen o* und o¢ liegt und damit positiv ist; daher ist f'(&p)
definiert und positiv. Daraus und aus Ungleichung (b) folgt Ungleichung (c) wegen (10.9).
Ungleichung (d) folgt schliefllich, weil fiir ¢ = 0 Z&hler und Nenner identisch sind.

Induktionsschritt ¢« — i 4 1: als Induktionsannahme nehmen wir an, dass (a)—(d) fiir 7 gilt.
Wir betrachten zunichst den Fall oy < ¢*. In diesem Fall folgt aus (d) die Ungleichung
0o < 0; < 0* und aus (c¢) die Ungleichung o; < 0;+1 < o*. Damit folgt aus Ungleichung (a)
fiir ¢ die Ungleichung (a) fiir i + 1, zudem folgt 0,41 > 0¢. Da f"(0) < 0 ist fiir o € (00, 0)
ist f/ streng monoton fallend in diesem Intervall. Da &; 1 echt zwischen o;11 und o* liegt,
gilt also &;41 > 041 > 0o und damit f'(§41) > 0und f'(&§+41) < f'(0441), also (b) fiir i+ 1.
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Ungleichung (c) fiir 141 folgt damit aus (10.9). Ungleichung (d) fiir i+1 folgt schliefflich aus
der Kombination von (c) und (d) fiir 4. Im Fall og > o* verlduft die Argumentation genau
so mit umgekehrten Ungleichungen; hier nutzt man aus, dass f”(o) > 0 ist fiir o € (0, 09).

Ungleichung (c) zeigt, dass der Fehler o; — o* entweder fiir alle i negativ ist und monoton
wéchst (falls og < 0*) oder fiir alle ¢ positiv ist und monoton fillt (falls op > ¢*). Damit
konvergiert o; — o* gegen einen Grenzwert s und o; konvergiert gegen einen Grenzwert
& > 0. Fiir i — oo folgt daher aus (10.8) und der Stetigkeit von f und f’

f6) - f(e*) = lim f(o3) = f(o") = lim (0441 —0") — (05 —0") =5 —5=0.

f’(&) 1—00 f’(Ui) 1—>00

Daraus folgt aber f(6) = 0 und wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle also & = o*.
Fiir den Startwert og = ¢ aus (10.6) konvergiert das Newton-Verfahren also stets gegen
den gesuchten Wert und da wir bereits gesehen haben, dass die Bedingungen fiir lokal
quadratische Konvergenz erfiillt sind, erhalten wir diese sobald sich die Folge o; in der
Umgebung von ¢* befindet, in der die lokale quadratische Konvergenz gilt.



Kapitel 11

Einfiihrung in die Finite
Differenzen-Methode

Wihrend die Black-Scholes Gleichung fiir européische Optionen analytisch gelost werden
kann, ist dies fiir viele weitere Optionsarten nicht moglich.

Wenn andere Optionen als européische Calls oder Puts betrachtet werden, kann es sein,
dass die zugehorige Black-Scholes-Gleichung entsprechend verédndert werden muss. Dies ist
z.B. der Fall fiir die bereits erwihnten asiatischen Optionen oder fiir sogenannte Basket-
Optionen, in denen die Option von mehreren Basiswerten abhingt, vgl. Giinther und
Jiingel, Abschnitt 6.1 bzw. Abschnitt 6.5. Im Falle amerikanischer Optionen #ndert sich
dabei sogar der Typ der zu losenden Gleichung, vgl. Giinther und Jiingel, Kapitel 7.

Es kann aber auch sein, dass sich die Black-Scholes Gleichung selbst gar nicht &dndert,
sondern dass nur andere Randbedingungen eingesetzt werden miissen. Dies ist z.B. der Fall
fiir die sogenannten (zugegebenermaflen relativ exotischen) Power-Optionen, in denen die
Auszahlungsfunktion z.B. (im Falle eines sogenannten européischen capped symmetrischen
Power-Calls) durch V(T,S) = min{L, ((S — K)T)?} fiir Parameter L,p > 0 gegeben ist.
Hier bleibt die Gleichung bestehen und es #ndern sich nur die Randbedingungen. Ahnlich
ist dies bei sogenannten Barriere-Optionen, bei denen die Auszahlung nur dann faillig wird,
wenn der Basiswert wihrend der Laufzeit eine gegebene Schranke B unterschreitet (down-
and-in) oder nicht unterschreitet (down-and-out), die sich im européischen Fall allerdings
wieder analytisch 16sen lassen.

In diesem Kapitel werden wir ein numerisches Verfahren kennenlernen, mit dem sich die
Black-Scholes-Gleichung numerisch 16sen lisst, die sogenannte Finite Differenzen Methode.
Allerdings werden wir das Verfahren nicht direkt fiir diese Gleichung sondern fiir eine ein-
fachere partielle Differentialgleichung, die sogenannte Warmeleitungsgleichung einfiihren.
Ein Grund dafiir ist, dass diese Gleichung viel einfacher strukturiert ist, weswegen sich das
Verfahren daran leichter erkléren ldsst.

115
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11.1 Black-Scholes- und Wiarmeleitungsgleichung

Der zweite Grund fiir die Betrachtung der Warmeleitungsgleichung ist, dass wir diese in
gewissem Sinne “0.B.d.A.” verwenden konnen, da sich die Black-Scholes-Gleichung durch
eine Variablentransformation in diese Gleichung umformen lidsst. Diese Transformation
wollen wir zunéchst erldutern.

Wir verwenden in diesem Kapitel fiir Ableitungen die iibliche Notation aus Theorie und
Numerik partieller Differentialgleichungen, ndmlich z.B.

ov o0*V
E = ‘/;5 oder @ = VSS

Die Black-Scholes-Gleichung (8.6) schreibt sich damit als
1
Vi(t, S) + 502821/55(75, S) —rV 4 rSVs(t,S) =0,

wobei V' : [0,T] x R>p — R die unbekannte Funktion ist, welche die Randbedingung (wir
betrachten hier beispielhaft einen Call)

V(T,8) = (S — K)*

zur Zeit t =T fur alle S € [0, 00) erfiillt.

Die Wérmeleitungsgleichung hingegen lautet einfach
ur(t, @) — uga(t,z) =0 (11.1)

fiir die unbekannte Funktion (¢, z) mit u : R>¢g x R — R. Die Randbedingung ist hierbei
typischerweise zur Zeit T = 0 als u(0,2) = ugp(x) fir alle x € R und eine vorgebene
Funktion ug : R — R. Die Gleichung beschreibt die Temperatur u(t, z) zur Zeit ¢t im Punkt
x in einem (ndherungsweise) eindimensionalen Stab unendlicher Lange.

Die Transformation der Black-Scholes-Gleichung in die Warmeleitungsgleichung erfolgt nun
in zwei Schritten. Zunéchst definieren wir die Variablentransformationen
r=In(S/K)& S=Ke, 1=0*(T—-1t)2ct=T-27/0"
und setzen
o(r,z) :=V(t,9)/K.

Beachte, dass diese Transformation das Kursintervall S € (0,00) auf das Intervall = €
(—00,00) abbildet und die Zeit t = T auf 7 = 0, so dass insbesondere die Randbedingung
fir V in ¢ = T nun eine Randbedingung fiir v in 7 = 0 wird.

Man rechnet nach, dass v die Gleichung
U (T, ) — Vg (T, 2) + (1 — K)vg (7, 2) + Ko(T,2) =0

fiir alle x € R und alle 7 € [0,7Tp] mit x = 2r/0? und Ty = ¢*>T/2 erfiillt. Zudem gilt die
(Anfangs-)Randbedingung
v(0,7) = (e —1)7.
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Setzen wir nun

4

so rechnet man nach, dass v die Warmeleitungsgleichung

u(r, ) = exp <;(m e+ S(r+ 1)%) o(r, 7).

Ur(T,2) — Uy (T,2) =0

mit der Randbedingung

u(0,) = up(w) = (D2  eleer2)”
erfiillt.
Die Riicktransformation lautet

V(t,S) = Kexp <—;(/@ — 1z — %(m + 1)27-) u(T, )

mit den oben definierten Beziehungen zwischen ¢ und 7 bzw. S und =x.

Wenn wir also die Warmeleitungsgleichung numerisch mit der transformierten Black-Scholes
Randbedingung zur Zeit 7 = 0 auf dem Zeitintervall [0,7p] 16sen, so kénnen wir durch
Riicktransformation die (approximative) Losung der Black-Scholes-Gleichung erhalten.

11.2 Grundidee der Finiten Differenzen

Wir beschreiben nun die Methode der finiten Differenzen fiir die Wérmeleitungsgleichung
(11.1). Dabei bezeichnen wir die Zeitvariable wieder mit ¢ (statt 7) und das Zeitintervall
mit [0, 77 (statt [0, Tp)).

Die Losung u(t, z) der Wéarmeleitungsgleichung (11.1) ist durch IThre Ableitungen an unend-
lich vielen Punkten (¢, x) charakterisiert. Die Methode der finiten Differenzen besteht nun
darin, diese unendlich vielen Ableitungen durch eine endliche (finite) Anzahl von Differen-
zenquotienten (Differenzen) zu ersetzen und so eine approximative Losung der Gleichung
zu erhalten.

Die verwendeten Differenzenquotienten sind dabei fiir A, s > 0

U (£, ) ~ %(u(t, v+ h) — 2u(t,2) + ult,x — )

fiir die 2. Ableitung nach x und entweder die Vorwértsdifferenz
1
Ut(t, SL’) ~ ;(u(t + s, I’) - U(t, :L‘))
oder die Riickwértsdifferenz
1
Ut(t,l’) ~ ;(U(t,l’) - u(t - Svl‘))

fiir die 1. Ableitung nach ¢.
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Hierfiir gilt das folgende Lemma. Darin (und allgemein in diesem Kapitel) verwenden wir
das Landau-Symbol O im folgenden Sinne: Fiir einen beliebigen reellen Ausdruck y(t, z, 2)
mit t,x,z € R, t > 0, z > 0, schreiben wir y(t, z, z) = O(zP), falls fiir jede kompakte Menge
K C [0,00) xR eine Konstante Cx > 0 existiert mit |y(t, z, z)| < Ck2? fiir alle hinreichend
kleinen z und alle (t,z) € K.

Lemma 11.1 Fiir w € C* und h,s > 0 gilt

U (£, ) = %(u(t, 2+ h) — 2u(t,z) + ult,z — b)) + O(h?),

it ) = é(u(t bs.2) — u(t,z)) + O(s)

und
it ) = é(u(t, ) —u(t — 5,2)) + O(s).

Beweis: Nach der Taylor-Entwicklung gelten die beiden Gleichungen
h? h3
u(t,z+h) = u(t,z)+up(t,z)h + ug(t, :1:)? + Ugaa (2, x)g + O(hY
h? h3
u(t,e —h) = u(t,z) —up(t,z)h + ug(t, x)? — Uy (2, x)z + O(h%).
Addition der Gleichungen und Division durch h? ergibt
1 1 1 1
Stz h) 4 ulte = h) = 5 2ult @) + (@) + ﬁO(fﬁ)
und wegen O(h*)/h? = O(h?) folgt die erste Gleichung.
Die zweite und dritte Gleichung folgen direkt aus der Taylor-Entwicklung in . Die ge-
forderte Existenz der Konstanten Cg folgt dabei in allen Fillen aus der Stetigkeit der
Ableitungen, wodurch die entsprechenden Faktoren in den Taylor-Restgliedern stetig sind
und damit auf kompakten Mengen beschriankt sind. U

Wir erhalten damit das folgende Korollar.

Korollar 11.2 Fiir die Losung u(t, z) der Warmeleitungsgleichung gilt

%(u(t s 2) - ult,z) — %(u(t,x +h) = 2u(t,z) +ult,z —h)) = O(s +h2)  (11.2)

und
%(u(t, ) —ult — 5,2)) — %(u(t,x +h) = 2u(t,2) +ut,z —h)) = O(s + 1) (11.3)

sowie fiir jedes 6 € [0, 1]

Lt + 5,2) — u(t,2))

s
1-6
2

- %(u(t—l—s,x—l—h)—2u(t—|—s,x)—|—u(t+s,m—h)) = O(s+h?. (11.4)

(u(t,z + h) — 2u(t,z) + u(t,z — h))
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Beweis: Die Gleichungen (11.2) und (11.3) folgen sofort durch Einsetzen der Gleichungen
aus Lemma 11.1 in Gleichung (11.1) und O(h?) + O(s) = O(h? + s). Zum Beweis von
Gleichung (11.4) betrachten wir (11.3) fiir t + s an Stelle von ¢, also

1 1
g(u(t +s,x) —u(t,z)) — ﬁ(u(t +s,x+h)—2u(t+s,x)+u(t+s,z—h)) =O0(s+ h?).
Multiplizieren wir diese Gleichung mit # und addieren (11.2) multipliziert mit 1 — 6, so
erhalten wir gerade (11.4). U

Fiir 6 = 0 ist (11.4) gerade (11.2), fiir § = 1 gerade (bis auf Verschiebung der Zeitvariablen
t) (11.3). Wir werden spéter sehen, dass man fiir jedes § € [0,1] aus (11.4) sinnvolle
numerische Schemata ableiten kann, allerdings mit unterschiedlichen Eigenschaften.

Um nun zu einem implementierbaren Schema zu kommen, miissen wir zundchst das De-
finitionsgebiet [0,7] x R von u auf eine kompakte Menge einschrénken. Wir definieren
dazu das Rechengebiet Q = [0,7] x [—a,a] mit a > 0. Weil das Intervall der z-Werte nun
nicht mehr unendlich ist, miissen wir an den neuen Réndern [0,7] x {a} und [0,T] x {—a}
Randbedingungen festlegen, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Wir setzen

u(t,—a) = g1(t) und wu(t,a) = go(t) fiir t € [0, 7).

Fiir die physikalische Interpretation der Gleichung bedeutet diese sogenannten Dirichlet-
Randbedingungen, dass der eindimensionale Stab nun nicht mehr unendlich lang ist, sondern
die Lénge 2a besitzt. Die Funktionen g; und go beschreiben dabei gerade die Temperatur
an den freien Endpunkten —a und a des Stabes. Wie die Funktionen g;(¢) und g¢2(t) im
Fall der transformierten Black-Scholes-Gleichung sinnvoll gewahlt werden, betrachten wir
in Abschnitt 12.1.

Auf dem Gebiet 2 definieren wir nun ein regelméifliges Gitter aus (M +1)- (N +1) Punkten
(tj,zi), g = 0,...,M, i = 0,...,N. Dazu setzen wir s := T//M und h := 2a/N und
definieren

tj=sj, j=0,....M und z;:=—a+hi, :=0,...,N.
Beachte, dass damit t;41 =t; + s und x;41 = x; + h sowie x;,_1 = x; — h gilt.

Bezeichnen wir nun die Werte der exakten Losung w in den Gitterpunkten kurz mit
J._ e
w = u(ty, x;),

so kénnen wir (11.4) fiir ¢ = ¢; und = = z; schreiben als

1 ; 1—-6 . : ; 0 . ; .
S ) = o uly — 2u] Fuly) — 5l 20T 1 ult) = O(s + 7). (105)

s h?
Die Finite Differenzenmethode beruht nun darauf, fiir gegebenes 0 € [0, 1] Werte w,{ eR
zu berechnen, indem diese Gleichungen mit rechter Seite = 0 gelost werden, wobei die
entsprechenden Randbedingungen beriicksichtigt werden.

Wir suchen also also Werte wg eR,i=0,...,N,j=0,...,M, welche die Gleichungen

1, g A 1—-6 . A A 0 .4 - o
Sl ) - 2l ol el ) - @i 2wl el =0 (1)
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firi=1,...,N—1und j =0,..., M — 1 sowie die Randbedingungen

wd = uo(z;), 1=0,...,N und wg = g1(t)), wgv =go(t;), 7=0,...,.M (11.7)

)

erfiillen. Die Hoffnung ist dabei natiirlich, dass die Werte Approximationen w; & ui der
exakten Funktionswerte uf = u(tj, ;) in den Gitterpunkten darstellen. Wir werden spéter

beweisen, dass dies unter geeigneten Voraussetzungen auch tatséchlich so ist.

11.3 Lo6sung der Finiten Differenzengleichungen

Wie 16st man nun das Gleichungssystem (11.6), (11.7) numerisch? Um (11.6) dafiir noch
etwas zu vereinfachen, multiplizieren wir die Gleichung mit s und setzen o := s/h%. Mit
Umstellen der Terme (alle Terme mit j + 1 nach links, den Rest nach rechts) ist (11.6)
dann dquivalent zu

—aﬁwfill + (200 + l)wgJrl — a&wffll =l — H)w{Jrl + (1 —2a(1 - 0))11){ +a(l — Q)wf;l.

Diese Gleichung schreiben wir nun rekursiv in Matrixform und setzen die Randwerte gleich
ein. Dies ergibt die implizite rekursive Vorschrift

Awi™ = Buwl +di, j=0,...,M—1 (11.8)
mit den Unbekannten 4 ‘ )
w! = (w],... ,w}vfl)T,
der Matrix
200 + 1 —ab 0 0
—af  2a0+1 —ab 0
A= 0 0 ;
: 0
0 o 0 —af 206 +1

die wir kurz auch als A = diag(—a#, 2a6 + 1, af) schreiben, der Matrix
B = diag(a(1 —0),1 —2a(1 — 6),a(1 — 0))

und dem Vektor
a(l —0)g1(t;) + abgi(tj+1)
0

0
a(l—0)ga(t;) + abga(tjr1)
der sich aus den Randbedingungen fiir wg und wf\, in (11.7) ergibt. Da durch (11.7) zudem
die Werte w? eindeutig bestimmt sind, kénnen wir (11.8) damit rekursiv fiir j = 0,..., M—1
16sen, indem wir in jedem Schritt das lineare Gleichungssystem mit der angegebenen Matrix

A numerisch 16sen, vorausgesetzt A ist invertierbar, was wir am Ende dieses Abschnitts
untersuchen.
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Formal konnte man die Iteration (11.8) dann auch explizit als
wt = AT Buw’ + A7 @

schreiben, aus der Einfithrung in die Numerik ist aber bekannt, dass die explizite Ver-
wendung von A~! numerisch weniger effizient als die Losung des zugehorigen linearen
Gleichungssystems (11.8) ist.

Fiir § = 0 nennt man das Verfahren Vorwdrts-Differenzenverfahren, fiir 6 = 1 Riickwdirts-
Differenzenverfahren. Fiir 6 € (0, 1) erhilt man gemischte Vorwidrts- Riickwdrts-Differenzen-
verfahren, von denen besonders das Verfahren fiir § = 1/2 wichtig ist, das sogenannte
Crank-Nicolson- Verfahren. Warum das so ist, sehen wir spéter.

Fiir das Vorwérts-Differenzenverfahren mit # = 0 wird die Losung von (11.8) besonders
einfach, da A dann die Einheitsmatrix ist. Wir werden aber im nichsten Abschnitt sehen,
dass dies aus anderen Griinden keine besonders gute Wahl ist.

Um die Losbarkeit von (11.8) und allgemein die Existenz eindeutiger Losungen w’ zu
garantieren, reicht es aus, die Invertierbarkeit von A zu untersuchen. Dazu miissen wir
nachweisen, dass A keinen Eigenwert A = 0 besitzt. Dies kann man leicht mit dem folgenden
Satz aus der linearen Algebra beweisen.

Satz 11.3 (Satz von Gerschgorin) Fiir alle Eigenwerte A\ € C einer Matrix A € R™"*"
mit Eintrégen a;; gilt

n n
)\EU zeC ’Z*(Lii|§2’ai]"
j=1

i=1
i

Beweis: Sei 2 = (11,...,2,)7 # 0 ein Eigenvektor von A zu A und sei z; der betragsmifiig
grofite Eintrag von z. Wegen

)\.’L‘i = (Ax)z = Zaija:j
J=1

folgt mit Division durch x; # 0

A= ail =D ai=? —ai| =D ai; =2 < lag| |2 <Y Jagl.
j=1 ¢ j=1 ¢ =1 ¢ =1

j#i e JF#i

Daraus folgt die Behauptung. 1l

Korollar 11.4 Fiir alle Eigenwerte A der Matrix A aus (11.8) gilt |A| > 1 fiir alle @ > 0
und alle 6 € [0, 1]. Insbesondere ist A invertierbar.
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Beweis: Sei A ein Eigenwert von A. Nach Satz 11.3 gilt dann fiir eini=1,...,N —1

N-1
|/\ — aii] S Z |aij| S 2059.
o
Damit folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und wegen a;; = 260 +1 > 0
200 > |\ — aii| > 2a0 +1— |A|,

woraus die Behauptung folgt. U

11.4 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Fiir die Konvergenzanalyse des Finiten Differenzenschemas benotigen wir zwei Eigenschaf-
ten: Konsistenz und Stabilit:it!. Die Konsistenzbedingung stellt dabei sicher, dass die
Losung in einem Schritt von (11.8) nur leicht von der exakten Losung abweicht, die Stabi-
litdtsbedingung garantiert, dass sich diese kleinen Abweichungen in der Iteration in (11.8)
nicht zu sehr groflen Fehlern aufschaukeln. Wir werden diese beiden Begriffe nun genau
definieren und beweisen, dass daraus tatséchlich die Konvergenz — in geeignetem Sinne
— folgt.

Bevor wir die Konsistenz definieren, erinnern wir uns an den Konsistenzbegriff fiir Ein-
schrittverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen aus Kapitel 6. Dort war ein Ver-
fahren ®(t,x,h) konsistent mit Konsistenzordnung p, wenn fiir alle hinreichend kleinen
h > 0 die Ungleichung

|®(to, x0, h) — x(to + h;to, 0)|| < ERPH! (11.9)

gilt, vgl. Definition 6.9. Wir haben diese Ungleichung dort als Vergleich eines Schritts des
numerischen Verfahrens mit der exakten Losung interpretiert. Man kann die Konsistenz-
bedingung aber auch anders interpretieren: Betrachten wir die numerische Losung Z(¢;), so
erfiillt diese (bei konstanter Schrittweite h > 0) gerade

T(tiv1) = (ti, Z(t:), h).
Dies kann man &dquivalent auch als
[@(ti, Z(t:), h) — Z(tixa)|| =0 (11.10)

schreiben. Ersetzen wir nun Z(¢;) durch die exakte Losung z(¢;) und nutzen aus, dass
x(t; + h;ti, x(t;)) = x(ti+1) ist, so erhalten wir nach Ersetzen von Z durch x in (11.10) fiir
ein konsistentes Verfahren aus (11.9) gerade

1@ (L, 2(t:), h) = (tiva)|| < ERPT.

1Teilnehmer/ innen der Vorlesung “Numerik Gewohnlicher Differentialgleichungen” kennen diese Begrif-
fe und das folgende Vorgehen bereits aus der Konvergenzanalyse von linearen Mehrschrittverfahren fiir
gewohnliche Differentialgleichungen.
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Der Konsistenzfehler kann also alternativ auch als der Fehler betrachtet werden, den man
beim Einsetzen der exakten Losung in das numerische Schema erhélt. Konsistenz heifit
dann, dass die exakte Losung die numerische Iterationsvorschrift approximativ (d.h. hier
bis auf den Fehlerterm EhPH!) erfiillt.

Dies ist genau die Definition der Konsistenz, die wir fiir das Finite Differenzenschema ver-
wenden: Wir verlangen, dass die exakte Losung der Gleichung (11.1) die Iterationsvorschrift
(11.8) approximativ erfiillt.

Definition 11.5 Das Finite Differenzenschema (11.8) heifit konsistent mit Ordnung a > 0
in der Zeit und Ordnung b > 0 im Raum, falls fiir die mittels w/ = (u(tj, z1),...,u(tj,xn_1))
definierten Vektoren mit den exakten Losungswerten die Ungleichung

T

|Auitt — Bud — d¥]|o < C's(s* + hP) (11.11)

fiir eine Konstante C' > 0 und alle j =0,..., M — 1 erfiillen. a

Beachte, dass die Bedingung einen zusétzlichen Faktor s aber keinen Faktor h in der
Abschétzung verlangt. Dies liegt daran, dass iiber die ¢-Variable M = T'/s Schritte iteriert
wird, wodurch — ganz analog zu den numerischen Schemata fiir gewohnliche Differenti-
algleichungen — in der Konvergenzanalyse eine Potenz “verlorengeht”. Da iiber x nicht
iteriert wird, ist eine Multiplikation mit der Ortsschrittweite h nicht nétig.

Der folgende Satz zeigt, dass das Schema konsistent ist.

Satz 11.6 Die Losung der Wirmeleitungsgleichung erfiille v € C*. Dann ist das Schema
(11.8) fiir alle 6 € [0, 1] konsistent mit @ = 1 und b = 2. Im Falle §# = 1/2 erhoht sich die
erste Konsistenzordnung auf a = 2.

Beweis: Die allgemeine Aussage folgt sofort aus (11.5) wenn wir beachten, dass die Kompo-
nenten der rechten Seite von (11.11) gerade durch Multiplikation von (11.5) mit s entstehen,
weswegen wir nun O(s(s + h?)) erhalten. Mit K = Q und der vor Lemma 11.1 definierten
GleichméBigkeit der Konstanten in den O-Termen folgt die Existenz von C' = Ck.

Die spezielle Aussage fiir 6 = 1/2 folgt, wenn wir zusétzlich zu den Abschéitzungen aus
Lemma 11.1 noch die zusétzlichen Taylor-Entwicklungen

1, ; s
Sl =) =ty @) + Suntyx) + O(s%),

1
;(u:rx(tj+1a Ti) — Uge (L), 7)) = Ugat(t;, 25) + O(s)
sowie

1-0 - 0 | |
7(u3+1 —2ul +ul_y) — ﬁ(“gill ~ 2t ol th
= (1= O)taw(tj, 2i) + Oz (tjr2:) + O(h?)

= Ugy(tj, xi) + Osugq(t;, x;) + O(s2 + h2)
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betrachten. Damit lésst sich (11.5) verbessern zu

Loy 5 1-6 i 0 j+1 +1 g+l
;(Ug —uj) — 03 (ulpy —2u] +uj_q) — ﬁ(“gﬂ —2ul" +ulTy)

S
= 5 (un(ty, z) — Wuiaar(t;, 1)) + O(s* + h?).

Wegen uy — Uzt = (Ur — Uge ) = 0 (denn u 16st ja gerade (11.1), also uy — ug, = 0) féllt
der erste Summand fiir § = 1/2 weg. Wie oben erhalten wir durch Multiplikation dieser
Gleichung mit s gerade die Komponenten von (11.11) und damit die Behauptung. U

Im Sinne der Konsistenz ist folglich § = 1/2 — also das Crank-Nicolson-Verfahren — am
Besten.

Die zweite Bedingung, die wir zur Herleitung der Konvergenz benétigen, ist die sogenannte
Stabilitdt. Wir erldutern zunéchst anschaulich, warum wir eine zweite Bedingung benéti-
gen:

Bezeichnen wir mit ¢/ = Au/T!— Buf —d’ den lokalen Konsistenzfehler und mit ¢/ = u/ —w?
den globalen Fehler der numerischen Losung, so gilt fiir den Fehler die Rekursion

AT = At — Awt = Bul +d + ¢/ — Bul —d = B& + ¢,

was wir auch als
el =A7'Be + A7l
schreiben kénnen. Schreiben wir kurz A = A7'B, & = A~le/ und verwenden &y = 0 (da

die Randbedingungen in ty = 0 fiir v und w ja identisch sind), so kénnen wir per Induktion
leicht die explizite Formel

7j—1
&= ATkl (11.12)
k=0

herleiten. Fiir immer kleiner werdende s und h passieren nun zwei Dinge: Die Anzahl der
Schritte j wird immer grofer und die Matrix A~', die den Vektor é* definiert, verindert
sich. Das zweite Problem untersuchen wir spéter im Beweis von Satz 11.9, das erste be-
trachten wir jetzt.

Da wir nicht davon ausgehen koénnen, dass sich die einzelnen Summanden giinstig gegen-
einander aufheben, muss nun, damit é/ klein wird, jeder der Summanden klein sein. Fiir
jedes beliebige £ € N mit k < j muss also der Term Ai=F=1gk Klein sein. Da wir fiir immer
kleinere Zeitschritte s auch bei festem Zeitintervall [0, 7] immer mehr Schritte und damit
immer groflere j erhalten, konnen wir keine von s unabhéngige obere Schranke fiir j —k—1
angeben; ebenso haben wir keine Informationen iiber é¥. Wir kénnen zwar annehmen, dass
dieser Fehler klein ist, er wird fiir s — 0 aber nicht beliebig klein, da ja auch die rdumliche
Diskretisierung zu diesem Fehler beitrigt.

Wir brauchen also eine Eigenschaft der Matrix Z, die sicherstellt, dass Al fiir beliebige
Vektoren z mit kleiner Norm und beliebigem [ € N ebenfalls klein ist.

Dies liefert uns Satz 9.10 aus der Numerik gewthnlicher Differentialgleichungen:

Satz 11.7 Fiir eine Matrix A € R™*" existiert genau dann eine Konstante C' > 0, so dass

1Az(| < O]
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gilt fiir alle [ € N und alle z € R™, wenn alle Eigenwerte A von A die Ungleichung |A| <1
erfiillen und alle Eigenwerte mit |A| = 1 halbeinfach sind (d.h. dass A eine einfache Nullstelle
des Minimalpolynoms ist).

Der folgende Satz wendet dies Kriterium auf die Matrix A~!B an.

Satz 11.8 Die Matrix A~!B erfiillt die Stabilititsbedingung aus Satz 11.7, wenn die Un-
gleichungen

1 1
< — < _
O<a_2749, fadlsO_9<2

0<a, fallségegl

gelten. Fiir die euklidische Norm || - ||2 kann die Konstante C' in Satz 11.7 sogar als C' = 1
gewihlt werden.

Beweis: Wegen

1 1-0
gilt
1 1-4
Al B=-A4"1-—"1d.
0 0 d

Jeder Eigenwert von A~!B ist also von der Form \ = i — %, wobei p ein Eigenwert von

A ist. Wir kénnen nun A schreiben als A = Id 4+ oG mit G = diag(—1, 2, —1). Fiir G kann
man nachrechnen, dass die Eigenwerte gerade durch

4$¥<5§),k:L”wN—l

gegeben sind. Die Eigenwerte von A lauten daher

km
=1+ 4afsin® [ —
Uk + 4o sin <2N

>,k_L“qN—1

und die von A~!B folglich

1 1 1-6_  dasin®(kn/2N)
01+ 4afsin?(kn/2N) o 1+ 4afsin?(kn/2N)’

Ak

Weil A~!B symmetrisch und damit diagonalisierbar ist, sind alle Eigenwerte halbeinfach.
Es reicht also, |\x| < 1 nachzuweisen.

Wegen a > 0 ist |A\;| < 1 dquivalent zu

4 sin? 2N
a$n0?/ )29 & (2—0)asin®(kr/2N) < 1.
1+ 4afsin®(kmw/2N)

Fiir > 1/2 ist diese Ungleichung immer erfiillt, fiir 6§ € [0,1/2) wegen sin?(k7/2N) < 1
fiir alle o« < 1/(2 — 46).
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Dass die Konstante als C' = 1 gewihlt werden kann, folgt wiederum aus der Symmetrie von
A~!B. Fiir symmetrische Matrizen A ist die induzierte Matrixnorm || A||> gerade gleich dem
maximalen Betrag der Eigenwerte (dies folgt aus der Darstellung der 2-Norm fiir Matrizen
iiber den Spektralradius, vgl. Satz 2.5 aus der Einfithrung in die Numerik). Damit folgt fiir
alle z € R™ und alle j € N die Ungleichung || A7z|]2 < [|A|]3]|z]]2 < [|z]|2, also C = 1. U

Im Sinne der Stabilitdt sind also die Verfahren mit # > 1/2 besonders gut, weil sie fiir
alle Kombinationen aus Zeit- und Raumschrittweite s und h stabil sind. Man sagt, diese
Verfahren sind unbedingt stabil.

Nun koénnen wir schliellich die Konvergenz beweisen.

Satz 11.9 Unter den Voraussetzungen der Sétze 11.6 und 11.8 existiert eine Konstante
Co > 0, so dass fiir alle € [0, 1] und alle hinreichend kleinen s, h > 0 gilt

] i 2
maxw! =, < Cols + A7)

Im Falle § = 1/2 gilt diese Abschitzung sogar mit Cp(s% + h?).
Hierbei ist die diskrete la-Norm || - ||;, definiert durch

], = llzlla/(N = 1),

Beweis: Betrachte die Fehlergleichung (11.12), die sich durch einfache Umnummerierung
der Indizes schreiben lisst als
7—1
¢ = 3 Argihet
k=0

mit A= A"'B, & = A'ed und & = w/ — w!. Wir miissen zeigen, dass ||¢7]);, < Co(s+ h2)
bzw. < Co(s® + h?) gilt fiir alle j = 1,..., M.

Fiir die lokalen Fehler e/ gilt nach Satz 11.6 und der Definition der diskreten lo-Norm
die Ungleichung ||e’||;, < [l¢/]|cc < Cs(s? 4+ h?) mit p = 1 fiir allgemeines 6 und p = 2 fiir
6 = 1/2. Nach Korollar 11.4 gilt |\| > 1 fiir alle Eigenwerte A von A. Also gilt |A| < 1 fiir alle
Eigenwerte von A~ und weil A und damit auch A~! symmetrisch sind folgt ||A~ ]2 < 1
(vgl. auch das Ende des Beweises von Satz 11.8). Damit folgt ||&7||;, < Cs(s? + h?).

Nach Satz 11.8 gilt fiir die Summanden von &/ nun || A¥&/—+1||,, < [|&@~*1|;,. Damit folgt
j—1
1€l <Y APy, < GCs(s? + B2).
k=0

Wegen j < M < T/s folgt
: T
1€7]li, < Cs(s” + h?) = TC(s” + 7).

Damit ergibt sich die Behauptung mit Cy = T'C.. U

Dieser Satz zeigt sofort, warum das Crank-Nicolson-Verfahren, also § = 1/2, das bevorzugte
Verfahren ist: Es hat die hochste Konvergenzordnung und ist unbedingt — d.h. fiir alle
Kombinationen von s und h bzw. von N und M — stabil.



Kapitel 12

Finite Differenzen fiir die
Black-Scholes (gleichung

12.1 Wahl der numerischen Randbedingungen

Im letzten Kapitel haben wir die Finite Differenzen-Methode fiir die Warmeleitungsglei-
chung
Up — Ugg = 0

betrachtet. Um nun die Black-Scholes-Gleichung mit dieser Methode zu 16sen, kénnen wir
diese wie in Abschnitt 11.1 beschrieben in die Warmeleitungsgleichung transformieren,
die Wirmeleitungsgleichung mit den transformierten Randbedingungen 16sen und die so
erhaltene numerische Losung mit der am Ende von Abschnitt 11.1 angegebenen Formel
zuriicktransformieren.

Wenn wir so vorgehen, miissen wir beriicksichtigen, dass wir den Bereich [0, c0) der rdum-
lichen Variablen S mittels x = In(S/K) auf das Gebiet (—oo,00) fiir  transformieren,
das wir fiir die numerische Approximation auf ein endliches Intervall [—a, a] einschrinken
miissen. Dadurch muss an jedem der Rénder [0, Tp] x {—a} und [0, Tp] x {a} eine Randbedin-
gung eingesetzt werden. Da die exakte Losung nicht als bekannt vorausgesetzt werden soll
(denn ansonsten brauchten wir ja keine numerische Losung), miissen hier Ndherungswerte
fiir die (transformierte) Losung der Black-Scholes-Gleichung eingesetzt werden.

In den urspriinglichen Koordinaten entsprechen diese Rénder gerade
0,T] x {Ke *} wund [0,7] x {Ke"}.

Der “untere” Rand liegt also fiir grofle @ nahe an der Null, der “obere” fiir grofle a weit
weg von der Null. Fiir die Wahl geeigneter Randbedingungen fiir européische Optionen
betrachten wir die a priori Abschidtzungen aus Satz 2.4:

(i) (S — Ke'™T)* < Vee(t,S) < S
(ii) (Ker®T) — )+ < Vpe(t, S) < Ker®=T).

Fiir S — 0 folgt hieraus Vge(t,S) — 0 und Vpe(t,5) — Ke'=T). Fiir groBe S gilt
Vee(t,S) = S und Vpe(t, S) ~ 0, wobei “~” hier im Sinne des relativen Fehlers zu verstehen

127
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ist, d.h. es gilt
Vee(t, ) — S 0 und Vpe(t, S) —0 .
S S
fiir § — oo. Dies fithrt zu den Randbedingungen

0

Vee(t, Ke ) =0, Vee(t,Ke*) = Ke*
und
Vpe(t, Ke™®) = Ke"@ 1) Vp,(t, Ke®) = 0.

Beachte, dass wir durch die nur approximativ giiltigen Randwerte hier einen Fehler erzeu-
gen, der sich in der numerischen Losung auswirkt. Man kann allerdings beweisen, dass der
Fehler fiir festes S und ¢ und immer grofler werdendes a immer kleiner wird.

Fiir die numerische Losung der Warmeleitungsgleichung miissen wir diese Randbedingung

nun noch entsprechend transformieren. Es gilt dann mit den Bezeichnungen des vorherge-
henden Kapitels

g1(t) =0, ga(t) =exp <—;(KL —1a+ i(ﬁ) + 1)2t> e?

fiir den européischen Call und

1 1
g1(t) = exp <—2(/<c —1Da+ Z(Ii + 1)2t> er(=2t/0%) g2(t) =0

fiir den européischen Put.
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Abbildung 12.1: Numerische Ergebnisse und Fehler auf verschiedenen Gebieten

In Abbildung 12.1 sind die numerischen Losungen sowie die — durch den Vergleich mit
der exakten Losung erhaltenen — Fehler fiir den Call abgebildet. Gerechnet wurde hier
mit a = 2, also fiir S € [e7?,e?] ~ [0.1353,7.3891]. Das Gebiet wurde mit 30 Intervallen je
Richtung diskretisiert und die Lésung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren berechnet.
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In der oberen Zeile sind die Losungen auf [0, 7] x [e~?, 2] dargestellt. Man sieht, dass sich
die nicht ganz korrekten Randwerte hier kaum auswirken. Anders ist dies, wenn die Losung
auf dem ganzen Rechengebiet [0, 7] x [e~%, e?] dargestellt wird, was in der unteren Zeile
des Bildes gemacht wurde. Hier zeigt sich, dass sich der Fehler deutlich stiarker auswirkt.

Dass der Fehler im Inneren des Rechengebietes besonders in der Nidhe des “Knicks” im
Ausiibungspreis grof} ist, ist natiirlich kein Zufall. Hier ist die Losung am Rand nicht dif-
ferenzierbar und auch wenn die Losung im Inneren des Gebietes differenzierbar ist, besitzt
sie doch grofle Ableitungen, was grole Restglieder in der Taylor-Entwicklung und damit
grof3e numerische Fehler nach sich zieht.

12.2 Direkte Diskretisierung der Black-Scholes-Gleichung

Die numerische Losung der Black-Scholes-Gleichung iiber die Transformation in die Wérme-
leitungsgleichung ist nur ein moglicher Weg, um diese Gleichung numerisch zu l6sen. Alter-
nativ konnen wir die Gleichung némlich auch direkt diskretisieren und die Transformation
damit vermeiden.

Betrachten wir die Black-Scholes-Gleichung
1
Vi(t, S) + §UQSQVSS(t, S) —rV +7rSVs(t, S) =0,

so haben wir bereits Differenzenquotienten fiir die Ableitungen V; und Vsg eingefiihrt.
Zusétzlich tauchen hier noch die Terme V und Vg auf. Fiir den ersten brauchen wir keinen
Differenzenquotienten, weil es sich nicht um eine Ableitung handelt. Fiir den zweiten haben
wir verschiedene Moglichkeiten: Wir konnten wieder Vorwirts- oder Riickwértsdifferenzen
verwenden, also

Vi(t, S) ~ %(V(t, S+h) —V(K5S) oder Vs(t,S)~ %(V(t, S) = V(t,5 —h)).

Es gibt aber auch die Moglichkeit, den sogenannten zentralen Differenzenqotienten
1
Vs(t, S) ~ %(V(t,S +h)—=V(t,S —h))

zu verwenden. Aus der Taylor-Entwicklung folgt

h2
V(t,S +h)=V(t,S)+ hVs(t,S) + ?Vss(t, S) + O(h3)

sowie
2

V(t,S—h)=V(t,S)—hVs(t,S) + %Vgs(t, S) + O(h®).
Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten liefert
V(t,S+h)—V(t,S—h)=2nVs(t,S) + O(h®),
woraus durch Division durch h und Umstellen der Terme

Ve(t, S) = %(V(t, S+ h) = V(ES — ) +0h2)
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folgt. Der zentrale Differenzenquotient ist also eine Approximation zweiter Ordnung und
liefert daher eine bessere Approximation als der Vorwirts- oder Riickwarts-Quotient, vgl.
Lemma 11.1.

Das Finite Differenzenschema fiir die Black-Scholes-Gleichung erhalten wir nun, indem wir
die Ableitungen in der Gleichung durch die entsprechenden Differenzenquotienten ersetzen.
Betrachten wir wieder ein Gitter mit Gitterpunkten (¢;,S;) und schreiben kurz V7 =
V(t;,S;i), so erhalten wir mit Vorwértsdifferenzen in der Zeit

a%5?

1 . . . . . .
SOV =V S (Vi =2V + V) =V +

T'SZ'
2h

(Vi — Vi) =0(s+1?)

2

und mit Riickwartsdifferenzen in der Zeit (mit verschobenem Zeitargument)

S; :
Doyt vt = O(s + h2).

0’8} i J+1 |yl j+1
Viey =270 + Vi) =V +2h(z’+1 i

1, 1 A
AR DRI

(2

Mit 1 — 0 bzw. 6 gewichtet und aufsummiert ergibt sich

1 .
g(ViJH -V

o282 . A : CoorS .
+1=0) (Gt (Vi —2V7 + V) =17 + 2V~ V)

2h?2
2g2 . . : : :
+0 <U S’L (V]+1 o 2V;~j+1 + V;J_+11) o TVJ+1 + rS;

+1 +1
s (Vi T O VD) = 06+ 1),

Wie im vorhergehenden Kapitel erhalten wir nun Approximationen WZJ R Vij , indem wir
den O(s+ h?)-Term auf der rechten Seite dieser Gleichung vernachlissigen, also gleich Null
setzen, und das entstehende Gleichungssystem

HUA
S

0253 , . . CrS; , .
+(1 - 9) < N2 (Wijﬂ - QWiJ + Wijq) - TWz‘j + 20 (Wijﬂ - sz1)>

rS;
2h

0?8} i i+1 i+1 i+1
+0 (G WIA 27 W) <

Wi = with) o
iterativ 16sen. Auch hier liefert das Crank-Nicolson-Verfahren mit § = 1/2 die beste Ap-
proximation. Weil die Black-Scholes-Gleichung riickwirts von der Endbedingung zur Zeit
tayr = T aus berechnet werden muss, muss die Gleichung dafiir nach W7 aufgelost und in
Vektorform geschrieben werden (withrend wir bei der Wirmeleitungsgleichung nach w/*!
aufgelost hatten). Beachte, dass dadurch das Schema mit § = 1 explizit wird (bei der
Wirmeleitungsgleichung war dies fiir § = 0 der Fall), wihrend in allen Schemata fiir
0 € [0,1) in jedem Schritt ein Gleichungssystem geldst werden muss.

Da das réaumliche Gebiet S € [0, 00) hier nur einseitig unbeschrinkt ist, miissen wir dabei
nur auf einer Seite “abschneiden”, d.h. auf [0, L] fiir ein L > 0 rechnen und den Randwert
V(t,L) analog zum vorhergehenden Abschnitt approximativ einsetzen. Die Details der
vollstéindigen Herleitung der zu losenden Matrix-Gleichung wollen wir hier aus Zeitgriinden
nicht betrachten.
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12.3 Finite Differenzen und Binomialmethode

Wir haben diese Vorlesung in Abschnitt 3.2 mit der Binomialmethode begonnen und in
Abschnitt 7.8 gezeigt, dass diese Methode als schwache Approximation der geometrischen
Brownschen Bewegung verstanden werden kann. Zum Abschluss der Vorlesung zeigen wir
nun, dass die Binomialmethode auch mit der Finiten Differenzenmethode zusammenhéngt.

Wir betrachten dazu das Finite-Differenzenschema angewendet auf die Hilfsfunktion v(¢, x) =
V(t,S) mit z = In(.S). Ahnlich wie in Abschnitt 11.1 rechnet man nach, dass diese Funktion

die Gleichung

1 1
v + QO'Z’Uxx + (r— 502)% —rv=0

erfiillt. Setzen wir nun w(t,z) = e "'v(t,z), so rechnet man nach, dass w die Gleichung

1
o) w, =0

Lo, 4
Wt + 50 Wag + (1 — 5
erfilllt. Ersetzen wir nun die Ableitungen wie im vorherigen Abschnitt durch die Diffe-

renzenquotienten und verwenden die Riickwértsdifferenzen in der Zeit, so erhalten wir

Approximationen ﬁ)g ~ w(tj, ;) mittels

Lo_jr1 1 j+1 1, iy T 002 i i
g(wf )+2TL20( Wiy, — 2w +w§—1)+T( Wity —wity) =0

Aufgelost nach ﬁ;g ergibt sich

2
~j 1 1ol gty S(r=0t/2) g
;o= W +ﬁ 2wl — 20" +wll) + o (Wi —w;5)

50°\ 1 sa®  s(r—a*/2) ! 302 s(r—0%/2)\ i1

Mit der Wahl h = o/s folgt

2 2 2
; SO s(r—o“/2 B SO s(r —o%/2 5
= <+( /)>w§jf+<—( /)> !t

¢ 2h? 2h 2h? 2h
_ 1 Vs(r—0/2) ~j+1 1 /s(r—0°/2) @l t!
= (a7 (g e

41 ~j+1
= sz]+1 + (1 - p)wf_l

LAl o?/2)
2 + 20 ’

Fiir Yzj ~ V(t,5;) erhalten wir wegen V (¢;,5;) = e"w(t;, z;) mit S; = €™ die Vorschrift

p:

Vi = (V2 (- )V

(]

Dies ist genau die Iterationsvorschrift der Binomialmethode. Beachte, dass wir hier kein
Binomialmodell mit p = 1/2 herausbekommen.
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Zur Berechnung der zugehotrigen Dynamik des Binomialmodells
f(S,Z2)=S8-Z mit Pz(ay)=p und Pz(ag) =1—p,

miissen wir noch die Werte «a,, und ag bestimmen. Da sich die Werte fiir ‘N/ij aus Vlfll und
VlJ_Jrl1 ergeben, muss f(S;,Z) = S;+1 mit Wahrscheinlichkeit p und f(S;, Z) = S;—1 mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p gelten. Wegen x; = hi gilt

S, = Mt = oiV5
und damit
Sit1 = e"‘/gSi und S;_1 = e_"\/gSi.
Folglich gilt o, = €?V*® und ag = e~?V*. Fiir den Erwartungswert dieses Modells gilt
E(f(S,2)) = pe”ViS+(1—p)e 7V°8

= p(1+ovs+ 0228)8 +(1-p)(1—-0Vs+ 0228)S+O(s3/2)

=(1+4sr)S
= (1+s)S+0(s*?) = &S+ 0(s*?),

d.h. bis auf einen Fehlerterm der Ordnung s%/2 von der fiir die risikoneutralen Bewertung
benotigten Form.

Der wesentliche Unterschied der Binomialmethode zur Finiten Differenzenmethode besteht
darin, dass die Binomialmethode stets nur die Werte in den Knoten (¢;,.5;) berechnet, die
zur Berechnung des gewiinschten Wertes in (0, S;,) unbedingt bendtigt werden, also diejeni-
gen, die in dem entsprechenden Binomialbaum liegen. Im Gegensatz dazu liefert die Finite
Differenzenmethode Werte fiir alle vorgegebenen Gitterknoten. Abbildung 12.2 veranschau-
licht diese “Einbettung” des Binomialbaums in das Finite Differenzengitter schematisch.



12.3. FINITE DIFFERENZEN UND BINOMIALMETHODE 133

S

° ° ° . ° o

° . ° . ® °

° ° ] /.j’ ° )

° . ® . ® °

° ® ° ® ° ®
e ° el ° ® °
° ® ° el ° )

° ° ® ° e °

° ° ° s . ®

° ° ° ° e °

° . ° . ° ®

| | | | | | t
tn t to ta ta ts

Abbildung 12.2: Binomialbaum und Finite Differenzengitter
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