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Kapitel 1

Kontrollsysteme

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden Systeme definieren, mit denen wir uns in
dieser Vorlesung beschéftigen wollen. Der Ausdruck ,,Kontrollsystem* hat sich im deut-
schen Sprachgebrauch hierfiir inzwischen etabliert, wenngleich er eine eher schlechte, oder
zumindest missverstindliche Ubersetzung des englischen Ausdrucks , control system® dar-
stellt. Eine korrektere Ubersetzung wire , gesteuertes System® oder ,,Steuersystem®, da es
hier um Kontrolle im Sinne von Einflussnahme und nicht im Sinne von Uberwachung geht.
Wir wollen hier aber bei der geldufigen Bezeichnung bleiben.

1.1 Definition

Definition 1.1 Ein Kontrollsystem im R? d € N, ist gegeben durch die gewdhnliche

Differentialgleichung
d
720 = f(2(t), u(?)), (1.1)

wobei f : R? x U — R? ein parameterabhingiges stetiges Vektorfeld ist.

Die Menge U C R™ heifit Kontrollwertebereich, und definiert die Werte, die u(t) fiir t € R
annehmen darf. U wird in dieser Vorlesung iiblicherweise kompakt sein.

Mit dem Symbol U bezeichnen wir den Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen, also
U :={u:R — U|u zuldssig}.
Was ,,zulédssig® im mathematischen Sinne bedeutet, werden wir im folgenden Abschnitt

genauer festlegen. O

Einige Beispiele fiir Kontrollsysteme werden wir in Kapitel 2 kennen lernen.

d
Bemerkung 1.2 Statt ,,ax(t)“ werden wir oft kurz ,,(t)“ schreiben. O
Wir werden uns nun damit beschéftigen, welche Wahl des Kontrollfunktionsraumes ¢ sinn-
voll ist. Zwei Kriterien spielen dabei eine Rolle: Zum einen wollen wir eine hinreichend grofle
Menge an Funktionen zulassen, zum anderen wollen wir eine Existenz— und Eindeutigkeits-
aussage fiir die Losungen von (1.1) erhalten.
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1.2 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass z.B. die Wahl
U =C(R,U) (also die Menge aller stetigen Funktionen mit Werten in U), zusammen mit
der Lipschitz—Stetigkeit von f in x einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz erlaubt. Stetige
Kontrollfunktionen sind fiir Anwendungen in der optimalen Steuerung allerdings eine zu
einschriankende Klasse, da man bereits fiir sehr einfache Probleme nachweisen kann, dass
optimale Steuerstrategien unstetig in ¢ sind. Wir werden deshalb eine gréflere Klasse von
Kontrollfunktionen zulassen. Wir erinnern an die folgende Definition.

Definition 1.3 Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall.

(i) Eine Funktion g : I — R™ heiit stickweise konstant, falls eine Zerlegung von I in
endlich viele Teilintervalle I;, j = 1,...,n existiert, so dass g auf I; konstant ist fiir alle
j=1...,n

(ii) Eine Funktion g : I — R™ heifit (Lebesgue—) messbar, falls eine Folge von stiickweise
konstanten Funktionen g; : I — R™, i € N, existiert mit lim; o, gi(x) = g(z) fiir fast alle!
zel.

(iii) Eine Funktion g : R — R™ heifit (Lebesgue—) messbar, falls fir jedes abgeschlossene
Teilintervall I = [a,b] C R die Einschrankung g|; messbar im Sinne von (ii) ist. O

Der folgende Satz zeigt, dass die Wahl messbarer Kontrollfunktionen einen sinnvollen
Losungsbegriff fiir (1.1) liefert.

Satz 1.4 (Satz von Caratheodory) Betrachte ein Kontrollsystem mit folgenden Eigen-
schaften:

i) Die Menge U C R™ ist kompakt.
ii) Der Raum der Kontrollfunktionen ist gegeben durch

U:={u:R — U |u ist messbar }.

iii) Das Vektorfeld f : R? x U — R ist stetig.

iv) Es existiert eine Konstante L > 0, so dass die Abschétzung

1f (21, w) = fa2, w)|| < L2y — 2o

fir alle z1, 20 € R? und alle u € U erfiillt ist.

Dann gibt es fiir jeden Punkt 2y € R? und jede Kontrollfunktion u € I genau eine absolut
stetige Funktion z(t), die die Integralgleichung

z(t) = xg —i—/o fz(r),u(r))dr

fiir alle ¢ > 0 erfiillt.

'd.h., fiir alle z aus einer Menge J C I mit der Eigenschaft, dass I\ J eine Lebesgue-Nullmenge ist
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Definition 1.5 Wie bezeichnen die eindeutige Funktion z(t) aus Satz 1.4 mit (¢, zo, u)
und nennen sie die Losung von (1.1) zum Anfangswert xo € R und zur Kontrollfunktion
uelU. m

Die folgende Beobachtung rechtfertigt diese Definition: Da (¢, zg, u) absolut stetig ist, ist
diese Funktion fiir fast alle ¢ > 0 nach ¢ differenzierbar. Insbesondere folgt also aus dem
Satz 1.4, dass ¢(t, zg, u) die Differentialgleichung (1.1) fiir fast alle ¢ > 0 erfiillt, d.h. es gilt

Sb(t’ o, u) = f(gp(t, o, u)a u(t))

fiir fast alle t > 0.

Bemerkung 1.6 Im Weiteren nehmen wir stets an, dass die Voraussetzungen (i)—(iv) von
Satz 1.4 erfiillt sind, werden dies aber nur in wichtigen Sitzen explizit formulieren. m

Der Beweis von Satz 1.4 (auf den wir aus Zeitgriinden nicht néher eingehen kénnen) verlduft
dghnlich wie der Beweis des entsprechenden Satzes fiir stetige gewohnliche Differentialglei-
chungen, d.h. mit dem Banach’schen Fixpunktsatz angewendet auf einen passenden Funk-
tionenraum. Er findet sich (unter schwicheren Voraussetzungen als hier) zusammen mit
einer Einfiihrung in die zugrundeliegende Lebesgue-Maftheorie z.B. im Buch von E.D.
Sontag [16, Anhang C].

1.3 Ein einfaches numerisches Verfahren

Eine iibliche Klasse numerischer Verfahren zur Losung von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen sind die sogenannten Einschrittverfahren. Hierbei wird, zu einer Schrittweite A > 0,
die kontinuierliche Losungsfunktion ¢(¢, 2o, u) durch eine Folge von Punkten z; zu den dis-
kreten Zeiten hi, i € Ny angenéhert. Das Einschrittverfahren besteht dabei im Wesentlichen
aus einer (mittels eines Computers) auswertbaren Abbildung, die beschreibt, wie z;;1 aus
x; berechnet werden kann.

Die naheliegende Idee ist nun, fiir festes u € U ein Vektorfeld g(t,xz) = f(z,u(t)) zu
definieren und ein Einschrittverfahren zur Losung zeitvarianter gewohnlicher Differential-
gleichungen (z.B. ein Runge-Kutta oder ein Taylor Verfahren) auf die Gleichung

(t) = g(t, (1))

anzuwenden. Die Tatsache, dass wir messbare Kontrollfunktionen verwenden, fiithrt aber zu
Schwierigkeiten, da alle diese Verfahren namlich zumindest Lipschitz—Stetigkeit von g(t, x)
in t verlangen, eine Eigenschaft, die fiir messbares u im Allgemeinen nicht gegeben ist.

Tatséchlich muss man hier einen Trick anwenden, um Einschrittverfahren definieren zu
konnen, die spéter einen wichtigen ,, Baustein® fiir unseren Algorithmus zur Lésung optima-
ler Steuerungsprobleme bilden werden. Wir werden hier nur den Fall des Euler—Verfahrens
betrachten, fiir weitere Verfahren siehe z.B. die Arbeit [10] von L. Griine und P. Kloeden.

Wir werden einen Konvergenzsatz fiir allgemeine Systeme der Form (1.1) formulieren, uns
im Beweis aber auf Systeme mit der folgenden Konvexitdtseigenschaft beschranken.
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Definition 1.7 Wir nennen ein Kontrollsystem (1.1) konvez, falls die Menge f(z,U) :=
{f(z,u), u € U} C R? fiir jedes 2 € R? konvex ist. O

Wir definieren nun ein numerisches Einschrittverfahren.

Definition 1.8 (Euler—Verfahren fiir Kontrollsysteme) Fiir einen Zeitschritt 2 > 0
und einen Kontrollwert v € U definiere die Abbildung

@h(.CC, u) =Tt hf($, u)

und zu einem Anfangswert zo € RY und einer Folge von Kontrollwerten u = (us)ieN,
betrachte die Folge von Punkten z;(x, u), die rekursiv definiert ist durch z(zg,u) = zo
und

zit1 (w0, u) = Pp(zi(z0, 1), us), > 0.

Der folgende Satz fasst die Eigenschaften dieses Verfahrens zusammen.

Satz 1.9 Betrachte ein Kontrollsystem, fiir das die Voraussetzungen (i)—(iv) von Satz 1.4
gelten. Dartiberhinaus erfiille das Vektorfeld f die Abschitzung

If (2, w)|| < M

fir alle z € RY, alle v € U und eine Konstante M > 0. Dann gilt fiir das Verfahren aus
Definition 1.8:

(i) Es existiert eine Konstante K > 0, so dass fiir jede Kontrollfunktion u € ¢ und jeden
Anfangswert 2o € R? eine Folge von Kontrollwerten u = (u;)ien, existiert, mit der die
Abschétzung

H.CCi(.CC(), 1,1) - QO(t, o, u)” < K\/EeLt
fiir alle t = ih, i € Ny erfiillt ist.

Ist das Kontrollsystem konvex, so gilt die schirfere Abschitzung

M
l|zi(zo, u) — p(t, zo, u)|| < 7h(eLt —1) fiir alle t = ih, ¢ € Ny.

(ii) Umgekehrt gilt fiir jedes 2o € R?, jede Folge von Kontrollwerten u = (u;);ey und die
durch
u(t) :=w;, te€fhi,h(i+1)), ieNp

definierte stiickweise konstante (also messbare) Kontrollfunktion die Abschétzung

M
l|zi(xo, u) — @(t, zo,u)|| < 7h(eLt —1) fir allet =ih, i € Ny.
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Beweis: Wir beginnen mit (i). Wie bereits erwéhnt, betrachten wir hier nur den konvexen
Fall, da der allgemeine Fall deutlich komplizierter ist (ein Beweis findet sich in der Arbeit
[7] von R. L. V. Gonzélez and M. M. Tidball).

Wir betrachten zuniichst zu jeder Kontrollfunktion v € I und jedem Punkt z € R? den
Wert

h
fz,u) = %/0 F(z, u(t)) dt.

Aus der Konvexitit von f(z,U) folgt, dass f(x,u) in f(x,U) liegt (tatsdchlich ist die
Konvexitét von f(z, U) hierfiir auch notwendig). Daher gibt es Kontrollwerte

a(z,u) € U mit f(z,u(z,u)) = f(x,u). (1.2)
Fiir diese Werte zeigen wir zunichst die Abschétzung
i M,
lp(h, 2, u) = Pa(z, ulz, u))|| < —-Lh (1.3)
Es gilt ndmlich

h
o(h,z,u) = x—l—/o flo(t, z,u),u(t)) dt

h
= x—i—/o f(z,u(t))dt+ R(h) = x+hf(z,u)+ R(h)

= z+4hf(z,u(z,u))+ R(h) = Pp(z,u(z,u))+ R(h)
mit dem Restterm .
R(1) = [ ett2..ut) = fa,u(t) .

Also folgt
lo(h, z,u) — p(z, u(z, w)|| < [[R(A)].

Der Restterm R(h) ldsst sich abschédtzen durch

h
IR < /0 Llg(t, z,u) — | dt

IN

h t
/0 L /0 | Fp( 2, w), u(r)) | dr dt

h t M
/ L/ Mdrdt = —Lh?
0 0 2
womit (1.3) gezeigt ist.

Aus der Reihendarstellung e** = 1 + Lh + L?h%/2 + ... folgt e’* > 1+ Lh, damit Lh? <
h(e" — 1) und folglich aus (1.3)

IN

lo(h, 2, u) — (@, @z, u))]| < %h(e’;h _). (1.4)
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Betrachte nun eine Kontrollfunktion v € ¢ und einen Anfangswert zp € R?. Fiir jedes
i € Ny betrachte die Funktion w; € U gegeben durch w;(t) = u(hi + t). Es ist leicht zu
iiberpriifen, dass fiir diese w; die Identitét

@(h(i+ 1), zo, u) = @(h, p(hi, zo, u), w;) (1.5)
fiir alle 7 € Ny gilt. Wir definieren die Folge u = (u;)qcn, als
ui = u(p(hi, vo, u), w;)
mit @ aus (1.2).

Aus (1.4) und (1.5) folgt damit fiir alle i € Ny die Abschitzung

lo(h(i+ 1), zo, u) — ®p(p(hi, zg,u), u;)|| < %h(eLh -1). (1.6)

Wir zeigen die behauptete Ungleichung aus (i) nun durch Induktion iiber . Fiir i = 0 ist
die Behauptung offensichtlich. Nehmen wir also an, die gewiinschte Abschitzung sei fiir
ein ¢ > 0 erfillt, d.h. es gelte

l|zi(x0, u) — @(hi, zo, u)|| < h(eLhi -1) (1.7)

Aus der Annahme (iv) von Satz 1.4 und der obigen Reihendarstellung von e folgt die
Lipschitz—Abschatzung

1@ (21, u) = (2, )| < (14 Lh) |21 — z2]| < e ||z1 — ]| (1.8)
fir alle z1, zo € RY und alle v € U. Damit erhalten wir
[zi41(z0, w) — (R(i + 1), zo, )|
= [|®n(zi(zo, w), us) — p(h(i+ 1), zo, u)
< [|@n(wi(zo, w), ui) — Palp(hi, zo, u), ui)ll
+ 1 ®n(p(hi, zo, u), ui) — @(h(i+ 1), zo, u)||

(1.8) ) ) .
< eLthi(an u) - gO(hZ, Zo, u)” + H‘Ph(gp(hz, o, u)a ul) - gO(h(Z + 1)5 o, u)”

(1.6) o
< eMM|zi(zo, w) — @ (hi, zo, u)|| + 7h(eLh _1)

(1.7) M A M
< eLh_h(eLhz o 1) + —h(eLh o 1)
2 2
— %h(eLh(i—Fl) _ eLh 4 eLh _ 1) %h(elzh(i-f—l) _ 1)

und damit die gewiinschte Abschétzung aus (i).

Zum Beweis von (ii) betrachte eine Folge u = (u;);en, und die in (ii) konstruierte stiickwei-
se konstante Kontrollfunktion v € /. Wenn wir nun eine neue Folge 0 = (@;)ien, wie im
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Beweis von (i) aus diesem u konstruieren, so gilt @; = u; fiir alle i € Ny, d.h. wir erhalten
gerade wieder die Folge u, von der wir ausgegangen sind (beachte, dass fiir diese stiick-
weise konstante Funktion u die Konstruktion aus (i) auch ohne die Konvexitétsbedingung
funktioniert). Also folgt (ii) indem wir (i) auf dieses u anwenden. [

Bemerkung 1.10 Beachte, dass die Folge u aus Satz 1.9(i) implizit definiert ist und daher
im Allgemeinen keine einfache Formel zu ihrer Berechnung angegeben werden kann.

Tatséchlich ist die explizite Kenntnis von u zur Lésung von optimalen Steuerungsproblemen
aber gar nicht notwendig, wie wir in den nichsten Kapiteln sehen werden. o

Bemerkung 1.11 Wir werden spéter sehen, dass es praktisch ist, die Werte u; der Kon-
trollwertfolge u aus einer endlichen Menge U C U zu wihlen. Wenn U hinreichend ,dicht
in U liegt ist, ldsst sich ein dhnliches Resultat wie in Satz 1.9(i) fiir Folgen u mit Werten
u; € U beweisen, zumindest solange die zugehorigen Trajektorien eine kompakte Menge
nicht verlassen. o
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Kapitel 2

Optimale Steuerung

In diesem Kapitel wollen wir ein Modellproblem der optimalen Steuerung einfithren und
einige wesentliche Eigenschaften des Problems betrachten.

2.1 Diskontierte Optimale Steuerung

Zunichst miissen wir uns iiberlegen, was fiir eine Groéfle wir eigentlich ,,optimieren“ wol-
len. Hier betrachten wir zunéchst eine Kosten— oder Ertragsfunktion g, die jedem Punkt
(z,u) € R? x U im kombinierten Zustands-Kontrollwerteraum einen Wert zuweist. In-
tegriert man diese Funktion entlang einer Trajektorie ¢(t, zg, u) und der dazugehérigen
Kontrollfunktion u, so erhélt man einen Wert, der von dem Anfangswert zy und von der
Kontrollfunktion u abhéngt. Ziel der optimalen Steuerung ist es nun, die Kontrollfunktion
u € U (in Abhéngigkeit von z() so zu wihlen, dass dieser Wert maximiert oder minimiert
wird. Formal kénnen wir das so definieren.

Definition 2.1 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1). Fiir eine Funktion g : R x U — R
und einen Parameter § > 0 definieren wir das diskontierte Funktional auf unendlichem
Zeithorizont als

o
J(z,u) = / e % g(p(t, , u), u(t)) dt. (2.1)
0
Das optimale Steuerungsproblem lautet nun: Bestimme die optimale Wertefunktion

v(x) :=sup J(z,u).
ueld

Hierbei machen wir die folgenden Annahmen:

(A1) Das Kontrollsystem (1.1) erfiille die Voraussetzungen (i)—(iv) von Satz 1.4.
(A2) Die Funktion g sei stetig und erfiille
9@ u) <M, und |g(z1,u) — g(wa,w)] < Lyllos — o

fiir alle z, z1, zo € R?, alle u € U und geeignete Konstanten Mgy, Ly > 0.

9
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[}

Bemerkung 2.2 (i) Statt zu maximieren kann—voéllig analog—das entsprechende Mini-
mierungsproblem v(z) := inf,cy J(z, u) betrachtet werden.

(ii) Wir setzen hier nicht voraus, dass optimale Kontrollfunktionen v € U existieren?,

deshalb verwenden wir ,,sup“ statt ,, max“.

(iii) Uber die Kenntnis von v hinaus ist es natiirlich interessant, auch (zumindest niihe-
rungsweise) optimale Kontrollfunktionen u zu berechnen. Wir werden uns hier zunéchst
mit der Berechnung von v beschéftigen und dieses Problem danach behandeln.

(iv) Es gibt eine ganze Reihe anderer Funktionale, die man im Rahmen der optimalen
Steuerung maximieren oder minimieren kann. Viele davon kénnen numerisch mit &hnlichen
Methoden gelost werden, wie wir sie in dieser Vorlesung kennen lernen werden. o

Unser hier betrachtetes Modellproblem des diskontierten Funktionals J mit dem exponen-
tiellen Diskontfaktor e~ und positiver Diskontrate § > 0 stammt urspriinglich aus der
Okonomie und modelliert die Tatsache, dass der Ertrag in naher Zukunft wichtiger ist als
derjenige in ferner Zukunft (beachte, dass e =% fiir t — oo monoton gegen 0 strebt, und da-
mit zeitlich weit entfernte Werte von g(¢(t, z, ), u(t)) schwicher gewichtet werden). Wich-
tiger als diese 6konomische Interpretation sind fiir uns die mathematischen Auswirkungen
des Diskontfaktors. Die offensichtlichsten sind in dem folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 2.3 (i) Das diskontierte Funktional ist endlich. Genauer gilt

M,
‘J(.CI;, u)‘ < Tga
insbesondere also auch |v(z)| < M,/4.

(ii) ,Fiir e-optimale Steuerung reicht die Betrachtung endlicher Zeitintervalle“, oder for-
mal: Seien z € R? und € > 0 gegeben, dann gibt es ein 7. > 0 und eine Kontrollfunktion
ue € U, so dass fiir jede Kontrollfunktion u € U mit u(t) = u.(t) fiir ¢ € [0, T¢] gilt

J(z,u) > v(x) —e.

Beweis: (i) Es gilt

[J(z,u)| =

INA
aQ
&
Y
s
~
©
&
S
=
=
~

OOO
< / —Ot M, dt
0
< M, [ eCtat
0
= M, {_16—&]00 _ My
0 0

lunter gewissen Voraussetzungen lisst sich die Existenz optimaler u € U beweisen; dies niher aus-
zufithren wiirde den Rahmen dieser Vorlesung aber sprengen
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(ii) Sei T, = —logled/(4My)]/d und u. € U so gewéhlt, dass J(z,u:) > v(z) — /2. Dann
gilt fiir u aus der Behauptung

J(au) = /°° &g (t, ), u(t)) dt
_ / e O g(p(t, , u), u(t)) dt + /Ooe—étg(gp(t,x,u),u(t))dt
0 €
— / : _‘5t o(t, z,ue),u ())dt—i—/oo e_étg(go(t,x,u),u(t))dt
0 €
_ /°° 0t g (o (t, 7, up), ue(t)) dt
0
/ &gl (t, z, u), u(t)) di — / &g (p(t, , u2), uclt)) dt

v
>4
—~
8
N—
|
| ™
[\
=
|
—_
ml
=3
~
—
8

2.2 Beispiele

Wir betrachten zunichst ein einfaches mechanisches Beispiel. Ein Wagen, der entlang einer
festen Fiihrungsschiene fahren kann, ldsst sich mit Position z;(t), Geschwindigkeit x2(t)
und Beschleunigung a(t) beschreiben durch

il(t) = xg(t)
z2(t) = al(t)

Wir setzen nun a(t) = uy(t) — (r + ua(t))ze(t) mit u = (ug,u2)? € [-1,1] x [0,1]. Die
Kontrolle u; modelliert hier die externe Beschleunigung, die z.B. durch einen Motor erzeugt
werden kann, r > 0 ist ein Reibungsfaktor und us modelliert eine Bremse.

Wiihlen wir als Zielfunktion g(x,u) = ||z||* +u?, so ist es zur Minimierung des Funktionals
J(x,u) offensichtlich eine gute Strategie, den Wagen in die Position z; = 0 mit Geschwin-
digkeit xo = 0 zu bringen. Andererseits erhoht jeder Einsatz des {iber u; gesteuerten
Motors das Funktional, so dass das Man6ver mit moglichst wenig Motorkraft durchgefiihrt
werden sollte. Abbildung 2.1 zeigt einen Ausschnitt der numerisch berechneten optimale
Wertefunktion dieses Problems fiir Diskontrate 4 = 0.1 und Reibungsfaktor » = 1, sowie
die zugehorige optimale Trajektorie fiir den Anfangswert 2 = (—1,0)7, dargestellt als z;
und z, in Abhéngigkeit von ¢. Der Wagen wird (zunéchst stark, dann schwécher) so weit
beschleunigt, bis er, ungefdhr zum Zeitpunkt ¢t = 2.5, gerade so schnell ist, dass er durch
die Reibung genau im Punkt z; = 0 stehen bleibt.



12 KAPITEL 2. OPTIMALE STEUERUNG
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Abbildung 2.1: Wertefunktion und optimale Trajektorie fiir den gesteuerten Wagen

Ein weiteres Beispiel, das wir betrachten wollen, ist ein einfaches Modell fiir ein Okosystem,
ein sogenanntes Rduber—Beute-Modell.? Es ist gegeben durch die Gleichungen

a'cl(t) = (a() — ag.%‘g(t) — alxl(t) — u(t))xl(t)
.jCQ(t) = (bl.%‘l(t) — b() — bg.%‘g(t) — U t)).%‘g(t).

Hierbei bezeichnen x1 und x5 die Grofle der Populationen zweier Spezies in einem begrenz-
ten Lebensraum (wir konnen uns z.B. zwei Fischarten in einem grofien See vorstellen),
wobei die zweite Spezies (,Rduber*) die erste (,,Beute“) jagt. Beide werden wiederum von
Fischern aus dem See gefangen. Die folgende Liste gibt die Parameterwerte sowie eine kurze
Erkldrung ihrer Bedeutung:

ag : Geburtenrate der Beute (

a1 : Stressfaktor der Beute (

ay : Sterberate der Beute, abhéngig von vorhandenen Riubern  (0.07
(
(
(

bp : Sterberate der Rauber

b1 : Geburtenrate der Réduber, abhingig von vorhandener Beute
by : Stressfaktor der Beute

u(t): Fangrate der Fischer
Ziel des optimalen Steuerungproblems ist es nun, den Ertrag der Fischer zu maximieren.
Der Ertrag des Fangs wird hierbei durch die Ertragsfunktion

1 1

U
g(z,u) = R xluaclu + FR—- aczuxgu -3

festgelegt. Sie beriicksichtigt die Kosten des Fangs durch den Term u/2, sowie die Tatsache,
dass bei erhohter Stiickzahl xiu bzw. xou der erzielte Marktpreis pro Einheit sinkt.

Abbildung 2.2 zeigt die optimale Wertefunktion dieses Problems fiir Diskontrate § = 5.
Abbildung 2.3 zeigt eine optimale Trajektorie sowohl in zeitabhingiger Darstellung als
auch in der (z1, z2)-Ebene. Die Fangrate der Fischer schwankt hierbei zwischen 0.5 und
0.75, der Ertrag liegt bei etwa 0.3. In Vergleich dazu zeigt Abbildung 2.4 die Trajektorie
zu konstanter Fangrate u = 0.75; hier liegt der Ertrag bei 0.29.

%dieses spezielle Modell stammt aus der Arbeit [15] von W. Semmler und M. Sieveking
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Abbildung 2.2: Wertefunktion fiir das Rduber-Beute Modell

Bemerkenswert an diesem Beispiel ist die Tatsache, dass die optimale Fangstrategie peri-
odisch ist, d.h., es wird abhéingig vom vorhandenen Fischbestand entschieden, ob mehr oder
weniger gefischt wird. Zu jeder konstanten Fangrate u € [0, 3] hingegen lduft das System
in ein Gleichgewicht, wie z.B. die in Abbildung 2.4 dargestellte Losung.
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Abbildung 2.3: Optimale Trajektorie fiir das Rduber—Beute Modell
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Abbildung 2.4: Trajektorie zu u = 0.75 fiir das Rduber—Beute Modell
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2.3 Stetigkeit der optimalen Wertefunktion

Um die optimale Wertefunktion v(z) numerisch approximieren zu kénnen, miissen wir
zunéchst betrachten, welche Regularitdtseigenschaften sie besitzt. Wir konnen im Allge-
meinen nicht davon ausgehen, dass v(x) differenzierbar ist; tatséchlich kénnen wir noch
nicht einmal Lipschitz Stetigkeit erwarten. Wir kénnen aber eine Abschwichung der Lip-
schitz Stetigkeit, die sogenannte Hdélder Stetigkeit beweisen. Hierzu bendtigen wir zunéchst
zwei vorbereitende Lemmata.

Lemma 2.4 Sei B eine beliebige Menge und betrachte zwei Abbildungen ai,as : B — R.
Dann gelten die Abschitzungen

< sup |a1(b) — az(D)|
beB

sup aj(b1) — sup az(be)
bi1eB b.€B

und

< sup |ay (b) — az(b)].
beB

inf — inf
ity 10— e ea)

Beweis: Wir zeigen die erste Ungleichung, die zweite folgt analog. Ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit gelte

= sup aj(b1) — sup az(b2).
bi1eB b.€B

sup a1(by) — sup az(be)
bieB b.€B

Wéhle nun € > 0 und b, € B so, dass

aj(be) > sup ai(by) —e.
bieB

Klarerweise gilt dann supy,c g a2(b2) > az(b:) und damit

sup a1(b1) — sup az(b2) < ai(bs) —az(be) +¢

bieB boeB
< lax(be) —az(be)| +¢
< sup|ai(b) — ax()| + €
beU
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. i

Lemma 2.5 Sei § > 0 und ¢ : Rj — R eine Funktion mit ¢(t) < M fiir ein M > 0 und
alle t > 0. Desweiteren nehmen wir an, dass Konstanten C, D, L > 0, C < M, existieren,
so dass die Ungleichung

im Fall L # § oder die Ungleichung

T
/ (1) dt < CT + D
0
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im Fall L = § fir alle T' > 0 gilt. Dann gilt
o
/ e tp(t)dt < KC"+ D
0

mit v =1, falls § > L, v € (0, 1) beliebig, falls § = L und v = §/L, falls 6 < L und einer
Konstanten K > 0.

Beweis: Fiir jedes T' > 0 gilt

o) T o)
/ o) dt < / eOt (1) dt + / e0o(¢) dt
0 0 T
L= _q o7
- +D+ M
C I _s + D+ 5

IN

fur L # 9, bzw.

00 e—éT
/ e '(t)dt < CT + D + M——
0

fir L = §. Wahlen wir nun T' = oo fiir 6 > L, T = llog% fird=Lund T = ﬁlog%
fiir § < L, so ergibt sich

< falls 6 > L
/ e_5t¢(t) dt<D+{ C (% + %log %) , falls 6 = L
0

Ct (Fs+3) Mt falso < L

und damit die Behauptung, wobei wir im Fall 6 = L ausnutzen, dass fiir alle v € (0, 1) ein
B > 0 existiert mit C (log %) < BC” fiir alle C € [0, M]. D

Mit diesen Teilresultaten kénnen wir nun die Stetigkeitseigenschaften von v beweisen.

Satz 2.6 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1. Ist § > L, so ist
die optimale Wertefunktion Lipschitz stetig mit Konstante Ly/(6 — L). Ist 6 < L, so ist die
optimale Wertefunktion Hélder stetig, d.h., es existieren Konstanten K,y > 0 so dass fiir
alle z,y € R? die Abschitzung

(@) —v(y)| < Kz -yl

gilt. Hierbei ist v = §/L, falls § < L und v € (0, 1) beliebig, falls § = L.
Beweis: Aus der Lipschitz Stetigkeit des Vektorfeldes f folgt die Abschéitzung
t
le(t, z,u) = o(t,y,u)|| < llz -yl + /0 Lijo(r, 2, u) = (7, y, u)||d7.

Mit Gronwalls Lemma? folgt daraus

lo(t 2, u) = o(t, y, w)l| < llz — ylle™.

3Dieses Lemma sollte aus der Einfithrung in die gewohlichen Differentialgleichungen bekannt sein, siche
z.B. das Buch von B. Aulbach [1]
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Damit ergibt sich

| e gttt u0) - sttt ., ue)] a

T
< [ eTL o ylet de
0

(L-6)T _ 1
e
< Lglle —yll—F—5—

falls 6 # L oder

A e_éTHg(SO(ta T, u)a u(t)) - g(gp(t, Y u)a u(t))H dt < Lng o yHT

falls § = L. Mit Lemma 2.5 (fiir C = Ly||z — y|| und D = 0) erhalten wir also fiir jedes
uw € U und alle z, y € R? die Abschitzung

I (2, u) = J(y,u)| < Kllz -yl (2.2)

mit v =1, falls § > L, und v wie in der Formulierung des Satzes, falls § < L. Aus Lemma
2.4 mit a3 (u) = J(z,u) und az(u) = J(y, u) folgt

lv(z) —v(y)| < sup |J(z,u) — J(y, u)l,

was zusammen mit (2.2) die Behauptung liefert. E[

2.4 Das Bellman’sche Optimalitidtsprinzip

Wir werden nun die Eigenschaft der optimalen Wertefunktion beweisen, die die Basis fiir die
numerische Approximation darstellt. Es handelt sich dabei um das sogennante Bellman’sche
Optimalititsprinzip*, auch Prinzip der Dynamischen Programmierung genannt. Es besagt,
dass wir den optimalen Wert v(z) in einem Punkt erhalten, wenn wir fiir eine (beliebig
kurze oder lange) endliche Zeit optimal steuern und dabei den Wert von v in dem erreichten
Punkt beriicksichtigen. Eine andere Sichtweise dieses Prinzips ist, dass Endstiicke optimaler
Trajektorien wieder optimale Trajektorien sind. Formal lésst sich dies wie folgt fassen.

Satz 2.7 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1. Dann erfiillt die
optimale Wertefunktion v(z) fiir jedes € R? und jedes T > 0 die Gleichung

/0 e g(p(t, z,u), u(t)) dt+ e Tv(p(T, z, u))} .

u(z) = sup{

ueU

“Benannt nach dem amerikanischen Mathematiker Richard E. Bellman, dem die , Entdeckung® dieses
Prinzips zugeschrieben wird
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Beweis: ,,<“: Seien € R, T' > 0 und u € U beliebig. Dann gilt

J(x,u) = /e_étg(ap(t,x,u),u(t))dt

0

= /e_étg(gp(t,x,u),u(t))ds + /e_étg(gp(t,ac,u),u(t))ds
0 T

< e (ot z,u),u(t))ds + e *Tu(p(t,z,u))
0

und da dies fiir jedes beliebige u € U gilt, gilt die Ungleichung auch fiir das Supremum
und damit fiir v(x).

,>“: Seien € R%, T' > 0 und € > 0 beliebig. Wihle u; € U so, dass
T

sup /e_étg(ap(t,x,u),u(t))dt—i— e Tu(((T, z,u)
ueld

0
T
S/e_étg(gp(t,x,ul),ul(t))dt—i—e_‘STv(go(T,ac,ul)) + €
0

Dadurch ist u; auf [0, t] festgelegt. Wéhle nun u|(; o) so, dass
J(@(Ta z, ul)a ul(T + )) > ’U(QO(T, z, U1)) - €
Damit ergibt sich
T

sup /e_‘stg(go(t, z,u), u(t))dt + e T v(p(T, z,u))
ueld

IN

e g(p(t, m, u1), ur(t))dt + e T T(o(T, 2, ur), us (T +-)) + (L+e D)

IN

— T

e g(p(t, , u1), ui(t))dt + / e g(p(t, z,ur),ur(t))dt + (1+e T )e

o o

(,u1) + (1+e)e < w(@) + (1+e )
und da € > 0 beliebig war somit die Behauptung. i

Der folgende Satz zeigt, dass v(x) durch das Optimalitétsprinzip tatséchlich sogar eindeutig
bestimmt ist.

Satz 2.8 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1 mit optimaler Wer-
tefunktion v. Sei w : R — R eine beschrinkte Funktion, die fiir ein 7 > 0 das Optima-
litatsprinzip

w(z) = ilélg {/OT e g (p(t, 2z, u),ut)) dt+ e Tw(p(T, x, u))} .
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fiir alle z € R? erfiillt. Dann ist w = v.

Beweis: Fiir alle z € R? erhalten wir mit Lemma 2.4 angewendet auf

ax () = /0 et g(p(t, 2, u), u(t)) dt + e~ Tw(p(T, 2, u))

und
as(u) = /0 et g(p(t, 7, u), u(t)) dt + e o(p(T, 2, u)

die Ungleichung

/ e g (p(t, 2, u), ut)) dt+ e Tw(p(T, z,u))

|lw(z) —v(z)] < sup
uel | JO
— /0 et g(o(t, z,u),u(t)) dt+ e Tv(p(T, x,u))
= ilelg e_éT‘w(SO(Ta €, u)) - U(QO(Ta T, u))‘

< e sup w(y) —v(y)|-
yERd

Da dies fiir alle z € R? gilt, folgt

sup |w(y) —v(y)| < e " sup Jw(y) — v(y)]

yER? yER?
und damit
(1= 7 sup [w(y) — v(y)| 0.
yER?
Da 1 —e 9T > 0, folgt daraus sup,epd [w(y) — v(y)| = 0, also w = v. D

2.5 Die Hamilton—Jacobi—Bellman Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung kennen
lernen, die von der Wertefunktion v erfiillt wird. Zwar werden wir diese Gleichung im
Weiteren nicht verwenden, wegen IThrer Bedeutung fiir die Theorie der optimalen Steuerung
wollen wir sie aber zumindest kurz vorstellen.

Satz 2.9 Gegeben sei ein optimales Steuerungproblem aus Definition 2.1 mit optimaler
Wertefunktion v. Betrachte die partielle Differentialgleichung

0v(z) + inf {~Du(z) - f(z,u) — g(z,u)} =0,

die sogenannte Hamilton—Jacobi—Bellman Gleichung.

Dann gilt: Ist die optimale Wertefunktion v differenzierbar in = € R?, so erfiillt v die
Hamilton—Jacobi-Bellman Gleichung in diesem Punkt.
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Beweis: Das Optimalitdtsprinzip besagt, dass fiir alle T' > 0 die Gleichung

/0 e " g((t, z,u),u(t)) dt + e Tv(p(T, =, u))}

v(z) = sup {

ueU

gilt. Durch Umstellen der Terme erhilt man

v(z) —e Ty T.u T
(T e) Lyt -0

inf
ueU

Da v nach Annahme in x differenzierbar ist, folgt damit fiir 7" — 0

inf {(51}(30) ~ Do(z)- L

(72, u) — 2
ueU dr pin T, u

T7=0 dr

/OT e g(p(t,w,u), u(t)) dt} 0.

T7=0

Mit einigen technischen Uberlegungen, die wir hier nicht ausfithren wollen, sicht man,
dass das Infimum tatsédchlich {iber konstante Kontrollfunktionen u = ug € U genommen
werden kann (was insbesondere die Verwendung der Ableitungen von ¢ und [ e 0t g(---)dt
rechtfertigt). Fiir konstante Kontrollen gilt aber

d d T
. o(r,z,u) = f(z,up) und — / e ‘Stg(go(t,x,u),u(t)) dt = g(x, up)
Tlr=0 dr =00
und damit die Behauptung. D

Wir haben bereits erwihnt, dass man nicht erwarten kann, dass die optimale Wertefunktion
v differenzierbar ist. Es gibt aber einen Losungsbegriff fiir partielle Differentialgleichungen,
der ohne Differenzierbarkeit auskommt, da er mit sogenannten Sub— und Superdifferentia-
len arbeitet, d.h. statt

Do(z)(y — z) = v(y) — v(z) + o(|ly — =)

wird nur ,<“ oder ,,>“ verlangt. Dieses Konzept der sogennanten Viskositditslosungen
wurde von M.G. Crandal, L.C. Evans und P.L. Lions um 1980 eingefiihrt (siehe [3, 4, 12]),
und erlaubt insbesondere einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir nichtdifferenzierbare
Losungen von Hamilton—Jacobi—Bellman Gleichungen. Fiir Interessierte empfiehlt sich das
Buch [2] von M. Bardi und I. Capuzzo Dolcetta.

Wir wollen hier noch erwahnen, dass jedes numerische Schema zur Berechnung von optima-
len Wertefunktionen dadurch auch als Schema zur Lésung von Hamilton—Jacobi-Bellman
Gleichungen interpretiert werden kann, und umgekehrt. Insbesondere kann man numeri-
sche Schemata mit Hilfe dieser Gleichung analysieren, ohne das zugrundeliegende optimale
Steuerungsproblem explizit zu betrachten.
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Kapitel 3

Diskretisierung in der Zeit

Das numerische Verfahren, mit dessen Herleitung und Analyse wir nun beginnen wollen, be-
steht aus zwei voneinander weitgehend unabhéngigen Schritten. In diesem Kapitel werden
wir den ersten Schritt betrachten, die Diskretisierung in der Zeit.

Aus Definition 1.8 und Satz 1.9 wissen wir, dass wir zu einem Kontrollsystem eine diskrete
Approximation konstruieren kénnen, die jedem Anfangswert zo € R? und jeder Kontroll-
folge u = (u;)ien, eine Punktfolge x;(x¢, u) liefert. Wir definieren nun, analog zu Definiti-
on 2.1, das folgende zeitdiskrete optimale Steuerungsproblem. Hierzu bezeichnen wir den
Raum der Kontrollfolgen mit UMNo.

Definition 3.1 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1 mit Kon-
trollsystem (1.1) und der zugehorigen Euler—Diskretisierung aus Definition 1.8 mit Schritt-
weite h > 0. Wir definieren das zeitdiskrete diskontierte Funktional auf unendlichem Zeit-
horizont als

[e.9]
Jr(xz,u):=h Z e Mg (zi(z, ), u;) (3.1)
i=0
mit u = (u;)ien,. Das zeitdiskrete optimale Steuerungsproblem lautet nun: Bestimme die
zeitdiskrete optimale Wertefunktion

vp(x) := sup Jp(x,u).
ueUMNo

3.1 Diskretisierungsfehler

Wie schon bei der Diskretisierung der Trajektorien werden wir uns beim Beweis des Konver-
genzsatzes fiir vy — v hier auf eine einfachere Klasse von optimalen Steuerungsproblemen
beschranken.

Definition 3.2 Wir nennen das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1 konver,

{(ggi:g; ),ueU}cRd+1

21

falls die Menge
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fiir jedes = € R? konvex ist. i
Der folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen v und vy,.

Satz 3.3 Betrachte ein optimales Steuerungsproblem aus Definition 2.1 sowie das zu-
gehorige zeitdiskrete optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1. Wir nehmen an, dass
das zugrundeliegende Kontrollsystem die Voraussetzungen von Satz 1.4 und Satz 1.9 erfiillt.
Dann gelten fiir die optimalen Wertefunktionen v und vy, und alle h € [0, 1/4] die folgenden
Abschiitzungen fiir alle z € R?, v € (0,1] aus Satz 2.6 und eine passende Konstante K > 0.

(i) v(z) < op(x) + K(hT +h)
Ist das optimale Steuerungsproblem konvex, so gilt die schirfere Abschiitzung

v(z) <wvp(z) + K(hY + h)

(ii) vp(x) <wv(x)+ K(hY + h)

Insbesondere gilt also fiir eine passend Konstante K >0 und alle 2 € R? die Abschitzung

lv(z) —vp(x)| < Kh

R

im allgemeinen Fall, bzw.
v(z) = vn(2)] < KR

im konvexen Fall.

Beweis: Wie bereits erwidhnt, beschrinken wir uns im Teil (i) wieder auf den konvexen
Fall. Ein Beweis fiir den nicht—-konvexen Fall finden sich—mit #hnlichen Techniken, wie
wir sie hier verwenden—in der Arbeit [7] von R. L. V. Gonzélez and M. M. Tidball. Ein
Beweis, der die Hamilton—Jacobi-Bellman Gleichung verwendet, findet sich im Buch von
M. Bardi und I. Capuzzo Dolcetta [2, Theorem 1.5 in Kapitel VI].

Wir zeigen nun zunéchst die folgende Eigenschaft: Seien z € R? u € ¢ und u € UM so,
dass die Identitédten

1 h(i+1)
Flphi, ), ) = 7 /h T Fp (i), u(t) dt (3.2)

und L k)
(ol 7, ) u) = /h T glphi, ), u(t) dt (3.3)

fiir alle ¢ € Ny gelten. Dann gilt die Abschitzung
|J(z,u) — Jp(z,u)| < K(hY + h) (3.4)

fiir v aus Satz 2.6 und eine passende Konstante K > 0, wobei v und K unabhingig von z
und u sind.
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Zum Beweis von (3.4) definieren wir zunéchst [t], als das groBite ganze Zahl i € Ny, mit
hi < t. Damit gilt
o0
Tuaw) = [ Mg ay, (). ).

Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir
|J (2, u) = Jn(z, u)]
/ e (ot 2, w), u(t)) dt — / e g (o (R, 7, u), u(t)) dt' (3.5)

<

0 0

_l’_

/OO e g(@(h[tln, z, u), u(t)) dt — /OO e~ Mg ((hlt]n, @, w), ult)) dt‘ (36)
0 0

_l’_

/0 e M g (i (hltIh, v, u), u(t)) dt ~ /0 e Mg (ay, (@, w), uy,) dtl (38.7)
Wir schétzen nun die Terme (3.5)—(3.7) einzeln ab. Fiir (3.5) nutzen wir aus, dass aus der
Beschrénktheit | f(z,u)| < M die Ungleichung ||¢(t, z,u) — @(h[t]n, z,w)|| < Mh gilt, und
damit

< st st st
/0 ¢ g(gp(t,x,u),u(t))dt—/o ¢ ‘Sg(go(h[t]h,x,u),u(t))dt' < /0 e L, Mhdt

= Kih.
Zum Abschétzen von (3.6) verwenden wir die Ungleichung
‘e—éh[t]h _ e—ét‘ < 6_6t‘66h N 1‘ < 6_6t615h

(die letzte Ungleichung folgt aus dem Mittelwertsatz und dh < 1), womit gilt

/oo e_étg(ap(h[t]h,%u)au(t)) dt — /OO e—éh[t]hg(ap(h[t]h,x,u),u(t)) dt
0 0

< / e ' Myeldhdt = Ksh.
0
Fiir (3.7) beachte, dass aus (3.3) die Identitét
/0 e M g((hlt]h, @, u), ult)) dt —/O e Mg ((hlt]n, 7, w), upy,) di

folgt. Desweiteren folgt aus (3.2), dass u eine Folge ist, fiir die Satz 1.9(i) im konvexen Fall
gilt, also insbesondere
lo(hltln, %, u) — @, (2, 0)|| < Che™

gilt fir ein C' > 0. Daraus kénnen wir schlieflen, dass

T T
/O e_éh[t]hg(gp(h[t]ha z, u)a u(t)) dt — /O e_éh[t]hg(x[t]h(xa 1,1), u[t]h) dt

T (LT _ 1
< el / e O L,Chel dt < engChLi(s
A -
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fiir § # L, bzw. < e'L,ChT, falls § = L. Aus Lemma 2.5 (mit C = ¢! L,Ch und D = 0)
folgt also

/0 e M g (@ (h[tn, w, w), u(t)) dt - /0 e Mg (ayg, (), up,) dt| < Ksh?

und damit (3.4) mit K = max{K; + Ko, K3}.

Wir zeigen nun (i). Analog zur Konstruktion im Beweis von Satz 1.9 folgt aus der Konve-
xitit, dass zu beliebigem u € U eine Folge u € UM existiert, so dass (3.2) und (3.3) erfiillt
sind. Also folgt aus (3.4) fiir alle u € U die Existenz von u € UNo mit

vp(x) > Jp(z,u) > J(x,u) — KhY

und damit (i), da wir auf der rechten Seite zum Supremum iiber u iibergehen kénnen.
Zum Beweis von (ii) sei u € UNo beliebig. Dann erfiillt die stiickweise konstante Kontroll-
funktion u(t) = ), offenbar (3.2) und (3.3). Mit (3.4) folgt

v(z) > J(x,u) > Jp(xz,u) — Kh,

also (ii), da wir auch hier auf der rechten Seite zum Supremum (jetzt iiber u) tibergehen
konnen. D

Bemerkung 3.4 Analog zum Satz 1.9 kénnen wir die Menge U durch eine hinreichend
grofle endliche Menge U C U ersetzen, so dass die Aussage von Satz 3.3 giiltig bleibt, vgl.
Bemerkung 1.11. Wir koénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass U eine endliche Menge ist.

m

Der folgende Satz formuliert ein Optimalitatsprinzip fir vy,.

Satz 3.5 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.1. Dann erfiillt die
optimale Wertefunktion vy, (x) fiir jedes € R? und jedes k > 0 die Gleichung

k
vp(z) = sup hZe_‘Shig(xi(x, u), ug) + e PE Dy, (2 (2, 0)) b (3.8)
ucUNo i=0
Beweis: Vollig analog zu Satz 2.7. D

Bemerkung 3.6 Beachte, dass das Supremum hier fiir festes k nur iiber Folgen der Form
(ug, . - ., u) genommen wird. Da auflerdem x; stetig in (uy, . . ., u;) ist (bzgl. einer passenden
Topologie fiir diesen Folgenraum), kénnen wir das Supremum hier auch als Maximum
schreiben, falls vy stetig ist. Tatséchlich lasst sich die Stetigkeit von vy dhnlich wie die
Stetigkeit von v beweisen. Insbesodere folgt daraus, dass wir fiir £ = 0 zu jedem z € R?
mindestens ein v} € U finden, so dass das Supremum in (3.8) angenommen wird. o
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3.2 Ein Iterationsverfahren

Aus dem Optimalitdtsprinzip in Satz 3.5 ldsst sich eine Iterationsformel zur Berechnung
von vy, herleiten, die wir als Basis fiir unsere numerische Approximation verwenden werden.
Beachte dafiir, dass die Folge z;(z,u) im Euler—Verfahren aus Definition 1.8 durch die
Abbildung @ (x,u) definiert ist.

Definition 3.7 Wir definieren iterativ Funktionen vfb R - R, 4 = 0,1,... mittels
v)(z) = 0 und v () = Tj(v})(2) fiir alle z € R%, wobei der Operator T}, : C(R%,R) —
C(R? R) gegeben ist durch

Th(w)(z) := max {hg(x, u) 4 e P w(®y (x, u))} .

Hierbei bezeichnet C'(R? R) die Menge der stetigen Funktionen von R? nach R. O
Wir werden zeigen, dass diese Iteration tatsdchlich gegen v;, konvergiert.

Satz 3.8 Betrachte ein zeitdiskretes optimales Steuerungsproblem aus Definition 3.1 mit
optimaler Wertefunktion vy. Dann gilt fiir die in Definition 3.7 definierten Funktionen die

Abschétzung
hM,
— <

1
e—éhie M,
1—eoh — '

1o, = vnlloe < €O

Hierbei ist die Loo—Norm || - || definiert durch ||w||o = sup,epra |w(z)|.

Insbesondere folgt also die Konvergenz v} (z) — vj,(z) gleichmifBig fiir alle z € RY.

Beweis: Betrachte zwei beliebige Funktionen wq, wo : R — R. Dann folgt aus Lemma 2.4
(das analog fiir diskrete Kontrollfolgen u gilt)

| Th(w1)(2) = T(wz) ()] < e~ sup (w1 (®a(@, u)) — ws(Pn(@, u))| < e M |w1 — wa o

und damit
1T (w1) = Th(ws)[loo < €™Ml — w2 oo

Mit dem Optimalitétsprinzip aus Satz 3.5 fiir £ = 0 ergibt sich nun die Gleichung v, =
Th(vp). Damit und mit der Definition der v}, erhalten wir

lor, =05 oo = |1 Th(vn) = Th(vh)lloo < €™ lon — vhloo.
Wie im Beweis von Lemma 2.3(i) sieht man ||vp||oo < hM,/(1 — e~%"), woraus

hM, s hM,
[on = Vi llos = lvnllos < ﬁ =e Oﬁ

folgt. Also ergibt sich die Behauptung leicht durch Induktion iiber i.

61

Die Ungleichung &L_‘gh < f;wg folgt dann aus dem Mittelwertsatz, der auf den Ausdruck

1 — e~ " angewendet wird. i

Das folgende Lemma zeigt, dass jedes der vfb Lipschitz stetig ist, wobei wir sogar die
Lipschitz—Konstante explizit angeben kénnen.
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Lemma 3.9 Die Funktionen vfb aus Definition 3.7 sind Lipschitz—stetig mit Konstanten
Lo=0und

h(6—L)_L
i1 e ( L)(S——L’ 0>1L
Li <hLyy L0k < & hiL,, §=1L (3.9)
k=0 Lo el=0hi 5 <[,

fir 7 > 1.

Beweis: Die zweite Ungleichung in (3.9) ist klar fiir § = L; fir § # L folgt sie aus

i—1 hi
L .
hLg E elL=0)hk < C’Lg/O eL=0tqy — C—L _gé(e(L_‘S)hz -1)
k=0

mit C = emax{h(6-L).0} Wir zeigen nun mittels Induktion die erste Ungleichung in (3.9).
Die Funktion vg ist konstant, also Lipschitz—stetig mit Konstante Ly = 0. Nehmen wir nun
an, dass v} Lipschitz—stetig mit Konstante L; ist.

Mit Lemma 2.4 ergibt sich

i @) — v W) = 1 Th(h) (@) — Tu(oh) )]
< sup {{hg(a,u) = h(y,w) + e o} (B(, ) = "o} (@ny, w))

Fiir jedes u € U lasst sich dieser Term abschétzen durch
|hg (@, u) — hg(y, u) + e v} (@n(x, ) — e v}, (Bn(y, w))]
< |hg(x,u) = hy(y, w)| + e~} (Pn(, w)) — v}, (Paly, u))|
< hLglz —yll + L1+ hL)e ™|z —y| = (hLg+ Li(1+hL)e™")|z - y|

Im Fall i = 0 folgt hLg + L;(1 + hL)e_‘Sh = hLy = L1, also die Behauptung. Im Fall 7 > 1
folgt

i1
hLg+ Li(1+hL)e™™ < hLg+ Lie"e ™ < hLy+ "E=OhL, N " Lm0k
k=0
i1
= hLg+hLyy 0D — 1,
k=0
also ebenfalls die Behauptung. i

3.3 Zustandsraumbeschrinkung

Bevor wir im néchsten Kapitel einen eingeschrankten endlichdimensionalen Funktionen-
raum einfithren, um die Iterationsvorschrift aus Definition 3.7 in eine implementierbare
Form zu bringen, wollen wir uns noch kurz Gedanken zur Einschrinkung von vy auf eine
kompakte Menge @ C R? machen. Dies ist nétig, da wir v, numerisch nicht im ganzen
R? berechnen kénnen. Oftmals ergibt sich eine , interessante* Menge 2 aus dem Modell,
indem man sich z.B. auf einen physikalisch interessanten Bereich einschrinkt. Formal ist
das ganze etwas komplizierter, im Wesentlichen gibt es die folgenden drei Mo6glichkeiten:
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(1)

(2)

Die Menge (2 ist stark invariant, d.h. fir alle z € Q und alle u € U gilt ®p(x,u) € Q.
In diesem Fall gibt es kein Problem.

Die Menge  ist schwach invariant, d.h. fir alle x € Q gibt es (mindestens) ein
u € U mit ®p(z,u) € Q. In diesem Fall beriicksichtigen wir nur diese u € U bei
der Optimierung; wir optimieren damit nur iiber die Trajektorien, die fiir alle Zeiten
in € bleiben. Falls es eine Teilmenge von ) gibt, die optimal invariant ist, d.h. eine
Menge A C Q mit der Eigenschaft, dass @, (z,u}) € A fiir alle x € A und ein u} aus
Bemerkung 3.6, so folgt, dass sich v, auf A dadurch nicht dndert.

Die Menge 2 ist nicht invariant, d.h. es gibt ein z € §, so dass fiir alle u € U gilt
Dy (z,u) ¢ Q. Dann kénnen wir entweder die Punkte @4 (z, ) zuriickprojizieren (d.h.
wir ersetzen ®p(z,u) durch den néchstgelegenen Punkt in ), oder wir definieren
eine Funktion 7y : ¢ — R und benutzen den entsprechenden Wert in der Iteration
fiir Punkte aulerhalb 2. In diesem Fall ist es nicht a priori klar, dass die so erhaltene
Losung noch etwas mit vy zu tun hat. Unter gewissen Voraussetzungen gilt aber die
Aussagen iiber optimal invariante Mengen aus (2). Wir werden das in den Ubungen
an Beispielen genauer diskutieren.
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Kapitel 4

Diskretisierung im Ort

Obwohl alle Groflen, die in der Iterationsvorschrift aus Definition 3.7 vorkommen, im
Rechner—bis auf Rundungsfehler—auswertbar sind (zumindest wenn wir annehmen, dass
U eine endliche Menge ist, vgl. Bemerkung 3.4), kénnen wir diese Vorschrift nicht direkt
implementieren. Der Grund dafiir ist, dass die Funktionen vfb fiir unendlich viele Punkte
berechnet werden miissen. Selbst wenn wir uns auf eine kompakte Menge Q C R? ein-
schrinken, was wir im Folgenden machen werden, 16st dies das Problem noch nicht, denn
auch in einer beliebig kleinen kompakten Menge gibt es im Allgemeinen unendlich viele
Punkte (klarerweise ist es nicht zweckméBig, sich auf eine endliche Menge zu beschrénken).

4.1 Funktionen auf Gittern

Wir miissen uns also zur Berechnung der v, auf einen endlichdimensionalen Funktionen-
raum einschrinken. Wir werden uns hier auf den Fall d = 2 einschrianken; die verwendeten
Techniken lassen sich aber leicht auf beliebige Dimensionen verallgemeinern. Um technische
Komplikationen zu vermeiden, werden wir annehmen, dass die kompakte Menge  C R2,
auf der wir v, berechnen wollen, ein Rechteck ist.

Definition 4.1 Sei Q C R? gegeben durch = [ay, b1] X [ag, bo] mit Werten a; < b; und
ay < be. Ein (regelmdfiges) Rechteckgitter T' auf Q ist eine Menge von Rechtecken R;,
i=1,...,P= PP, mit Kantenléingen k; = (by — a1)/P; und ky = (by — az)/Pa, so dass

P
JRi=Q und intR;NintR; =0 fiir alle d,j =1,..., P, i # j.
i=1

Mit E;, i =1,...,N = (P14 1)(P>+ 1) bezeichnen wir die Eckpunkte (oder Knotenpunk-
te) des Gitters. Der Wert k = \/k? + k3 bezeichnet den maximalen ,Durchmesser eines
Rechtecks. O

Abbildung 4.1 zeigt ein solches Gitter.

Wir definieren nun den Funktionenraum, den wir zur Approximation von v, verwenden
wollen.

29
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E13 E14 Eis E1g
R7 Rs Rg

Eg E10 E11 E12
Ra Rg Reg

Esg Eg E7 Es
R1 R> R3

Eq =] Ej3 Eg

Abbildung 4.1: Beispielgitter

Definition 4.2 (i) Sei A C R2 Eine Funktion w : A — R heifit affin bilinear, falls es
Konstanten ay, . .., as gibt, so dass fiir alle = (z1,22)7 € A die Identitit w(z) = ap +
121 + asxo + azrizy gilt.

(ii) Betrachte eine rechteckformige Menge 0 C R? mit Recheckgitter I'. Wir definieren den
Raum der stetigen und stiickweise affin bilinearen Funktionen auf € beziiglich I" als

W= {w:Q — R|w ist stetig und w|g, ist affin bilinear fiir jedes i = 1,..., P}.

Das folgende Lemma fasst die fiir uns wichtigen Eigenschaften von W zusammen.

Lemma 4.3 (i) Jede Funktion w € W ist eindeutig durch ihre Werte w(E;) in den Eck-
punkten des Gitters bestimmt.

(ii) Fiir jedes Rechteck R; = [c1, d1] X [c2, d2] mit den Eckpunkten
Ei, = (c1,02)", Ei, = (d1,¢2)", Eiy = (c1,da)", Ei, = (d,dg)"

lisst sich w|g, fiir * = (z1,22)T € R; schreiben als

w(@) = >y (@)w(By)

mit
m(z) =1 —y(z)(1—y2(z)),  p2(z) =y1(2)(1— ya2(z)),
p3(z) = (1 —y1(z))y2(), pa(z) = y1(x)y2()
und
x—q
1(x) = &= firl =1,2
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Beweis: (i) Seien w und @ zwei affin bilineare Funktionen auf R; die in den Eckpunkten
von R; iibereinstimmen. Mit den Bezeichnungen aus (ii) folgt aus der Definition der affin
bilinearen Funktionen, dass die Koeffizienten «; beider Funktionen die Gleichungen

oo + a1c1 + agco +agcica = W
ag + ardy + asey +agdics = w
ag + ajcl + asds +ageidys = w
oo +ordy + ody +azdidas = w

erfiillen miissen. Berechnet man die Determinante der zugehérigen Matrix (leicht mit
MAPLE), so erhélt man (d; — ¢1)?(d2 — c2)?. Da die Eckpunkte paarweise verschieden sind,
ist diese verschieden von Null und damit besitzt dieses Gleichungssystem also genau eine
Losung. Folglich stimmen die Koeffizienten a; von @ und w iiberein und damit gilt w = w.

(ii) Man rechnet leicht nach, dass die angebene Funktion tatséchlich affin bilinear auf
R; ist (es tauchen nur Terme der Form ag, ajz1, aszy oder agzrize auf) und in den
Eckpunkten des Rechtecks mit w iibereinstimmt. Also folgt die Aussage aus Teil (i). Die
behaupteten Eigenschaften fiir die 41;(x) sind ebenfalls leicht zu sehen, wenn man ausnutzt,
dass y(z) € [0, 1] gilt. 0

Wir kénnen also jede Funktion w € W mit ihren Werten w(E;) in den Eckpunkten des
Gitters identifizieren. Insbesondere ist der Funktionenraum » somit ein N—dimensionaler
Vektorraum iiber R.

4.2 Die vollstindige Diskretisierung

Wir werden nun den iterativen Algorithmus aus Definition 3.7 fiir Funktionen aus W for-
mulieren. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, reicht es aus, die Werte in den
Eckpunkten des Gitters zu berechnen. Wir miissen also den Operator T} in jedem Schritt
nur an den Punkten E;, ¢« = 1,..., N auswerten, d.h. wir berechnen eine Folge von Funk-
tionen vj, . € W mittels

- o
vf;} (E;) = rilea(}( {hg(Ei, u)+e ‘Shvfhr(@h(Ei, u))} )
Schreiben wir V7 = (Vlj . .,V]{,)T e RY mit Vij = viF(Ei), so konnen wir diese Itera-
tion auf W nun als eine Iteration auf N—dimensionalen Vektoren formulieren. Zu einem

gegebenen Gitter berechnen wir also sukzessive Vektoren V7 € RY gemif der folgenden
Vorschrift.

Definition 4.4 Betrachte ein zeitdiskretes optimales Steuerungsproblem mit einer endli-
chen Menge von Kontrollwerten U. Betrachte weiterhin ein Rechteckgitter I' mit P Recht-
ecken und N Eckpunkten. Zu jedem uw € U und jedem i = 1,..., N sei B(i,u) der N—
dimensionale Zeilenvektor, fiir den fiir jedes w € W und W = (w(Ey), ..., w(Ey))T € RN
mit der iiblichen Matrixmultiplikation gilt

w(@h(Ei, u)) = B(i, u)W
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(beachte, dass B(i,u) unabhingig von w € W ist und héchstens 4 Eintridge # 0 besitzt,
welche zudem > 0 sind und sich zu 1 aufsummieren). Desweiteren sei G(i,u) = hg(E;, u).
Dann berechnen wir Vektoren V7 iterativ durch V° := (0, ...,0)” und dem Gesamtschritt-
verfahren

vith.— ma&({G(i, w)+ e "B(i,uw)V’} fir i=1,...,N

v uec

oder dem Finzelschrittverfahren

vith—yi oyt = ma&({G(i,u) + e "B(i,u)V'*} fiir i=1,...,N.
ue

Bemerkung 4.5 (i) Im Allgemeinen ist das Einzelschrittverfahren vorteilhafter, da wir
fiir jedes ¢ > 1 bereits die aktuellen Werte V;/ ofiir 0 < k< beriicksichtigen, und somit
eine (leicht) schnellere Konvergenz erwarten konnen. Auflerdem miissen im Gesamtschritt-
verfahren jeweils zwei Vektoren V7 und VJ*! gespeichert werden, wihrend das Einzel-
schrittverfahren auf einem einzigen Vektor durchgefithrt werden kann.

(ii) Da wir U als endliche Menge angenommen haben, also U = {uy, ..., uq} fir ein ¢ € N
gilt, kann das Maximum in dieser Iteration fiir jedes i = 1, ..., N durch Vergleich der Werte

Glz,up) + e "Bli,un)V?, k=1,...,q

bzw.
Gz, up) + e "B(i,u)VIT, k=1,...,q

bestimmt werden.

(iii) Falls geniigend Speicherplatz zur Verfiigung steht, empfiehlt es sich in der praktischen
Implementierung, die Werte G(¢, u) und die Vektoren B(i, ug) im Voraus zu berechnen und
zu speichern, da dies der aufwendigste Teil des Algorithmus’ ist. Natiirlich sollte man dabei
die Vektoren nicht komplett speichern sondern nur diejenigen Eintréige, die ungleich Null
sind (Details siche Ubung). O

Das folgende Lemma gibt ein Abbruchkriterium fiir diese Iteration.

Lemma 4.6 Betrachte die Iterationsvorschrift aus Definition 4.4. Dann konvergieren die
Vektoren V7 fiir j — oo komponentenweise gegen den Vektor V>°, der eindeutig bestimmt
ist durch

Vi = Iglea&({G(i, u)+ e " B(i,u)V>} fir i=1,...,N.

Fiir die mit vfb s J =1,...,00 bezeichneten zugehorigen Funktionen aus W gilt dariiber-
hinaus: Falls \VZJ — Vijﬂ\ <efliralle:i=1,...,N, so folgt

i 9
[0 = 07 oo < €15
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Beweis: Beachte zunichst, dass mit Lemma 2.4 fiir beliebige Vektoren V,W € R™ und
alle? =1,..., N die Ungleichung

ma[}({G(i, u)+e " B(i,u)V} — ma[}({G(i, u)+ e "B, u)W} < e |V —W|s (4.1)
ue ue

folgt, wobei wir Y.r | B(i,u)r = 1 ausgenutzt haben und || - [|oo die Lo, Norm im RY
bezeichnet. Insbesondere folgt daraus, dass es genau einen Vektor V*° gibt, der die ange-
gebene Gleichung erfiillt, denn fiir jeden weiteren solchen Vektor W gilt mit (4.1)

[V~ Wlloo < e |V = W o,

woraus W = V' folgt.
Ebenfalls mit (4.1) sieht man leicht, dass die Vektoren V7 die Abschiitzung

VI =Vl < e V7 = V|oq

erfiillen. Daraus folgt die behauptete Konvergenz.

AuBerdem folgt
VI = V¥l < IV = VI oo + VI = V|

IN

e+ e VI — V™| o

und daraus . .
j 1
VI = Voo < T oo <e 75’
wobei die letzte Ungleichung aus dem Mittelwertsatz fiir die Funktion e™" folgt. Die ent-
sprechende Aussage fiir die Funktionen viL r folgt nun leicht mit der Darstellung aus Lemma

4.3(ii). 0

In der Praxis zeigt sich, dass die Iterationsvorschrift aus Definition 4.4 recht langsam gegen
V> konvergiert, insbesondere fiir kleine A und §. Wir werden in einem spéteren Kapitel
alternative Iterationen besprechen, die deutlich schneller konvergieren.

4.3 Diskretisierungsfehler

Wir wollen nun den Fehler abschétzen, der durch die Diskretisierung im Ort entsteht, d.h.
wir wollen eine Abschétzung fiir die Differenz

lon = vr[loo

herleiten. Dazu betrachten wir zunéchst die Projektion einer beliebigen Funktion nach W.

Definition 4.7 Fiir eine Funktion ¢ : 2 — R und ein Gitter I' bezeichnen wir mit mpq
die (eindeutige) Funktion w € W mit

w(E;) = q(E;) fir allei=1,....N
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Das folgende Lemma gibt Auskunft iiber den dabei entstehenden Projektionsfehler, der
auch als Interpolationsfehler bezeichnet wird.

Lemma 4.8 Sei ¢ : 2 — R eine Lipschitz—stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L.
Dann gilt
Hq - 7TVVQHOO < qu

mit dem Wert k& aus Definition 4.1.

Beweis: Sei z € ) ein beliebiger Punkt und R; ein Gitterrechteck, in dem dieser Punkt
liegt. Seien Ej;,, ..., E;, die Eckpunkte dieses Rechtecks. Dann gilt ||z — E;.|| < k fiir alle
Jj=1,...,4 und somit |g(z) — q(E;;)| < Lgk. Mit Lemma 4.3 folgt

lg(z) —mwa(z)| = |g(z) — Z i (x)q(Es,)

4

= | D_mi@a(@) = > p(@)a(Ey)

4

< Zuj(x)\Q(HC)—Q(Ei]-)\ = Zuj(x)k =k

wobei wir im zweiten und im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass Z?Zl pi(z) =1
gilt. D

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun zunichst den Fehler zwischen vfb und vir ab-
schétzen. Hierbei bezeichnet L, wie iiblich, die Lipschitz—Konstante des Vektorfeldes f.

Lemma 4.9 Betrachte die Funktionen vfb und vfb r aus den Definitionen 3.7 und 4.4. Dann
gelten die Abschitzungen

. A Jh
o7, = v}, plloo < 2Mge‘5h/ e Ot dt (4.2)
' 0
und, falls § > L,
A A k
HU?L - Uz,rHoo < CE (4.3)
bzw., falls § < L
A A L [ib
1V, = v, plleo < CE/ =0 gt (4.4)
’ 0

mit einer geeigneten Konstante C' > 0.

Beweis: Beachte zunichst, dass man aus der Definition von my leicht die Gleichungen

J+1 J+1 J
Uy = TWULp = WwTh(vh’F)
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erhilt. Wir zeigen nun zunéchst (4.2). Aus den Definitionen folgt, dass fiir die betrachteten
Funktionen die Ungleichungen

- - ; i+1 - ‘
o, Moo < WMy + e |3l 1umd [Jvj, P oo < WMy + e 0 1o

gelten (beachte, dass |[|[Twq|lco < ||¢]lco gilt). Durch Induktion erhalten wir

Jj—1 j—1
[villoo <D ™M,  und oj plloo <D e MM,
=0 i=0

Aus [|vf, - szHoo < lvpllso + HU?LIHOO und

J

[y

_ | i
e M pM, < &1 / e Ot M, dt

i=0 0

folgt damit (4.2).

Zum Beweis von (4.3) und (4.4) verwenden wir Lemma 3.9, welches besagt, dass vfb
Lipschitz—stetig mit der dort angegebenen Konstante L; ist. Damit ergibt sich

i1l +1 +1 +1 +1
03" = v lleo < HoR™ = 1wl oo + lwop ™ = mwvh 1 oo

IN

kLj1 +e "o}, — v} plloc,

wobei wir zur Abschitzung des zweiten Terms in der letzten Ungleichung die Abschitzung
lmwar — mwezlleo < ||@1 — @2/l und Lemma 2.4 verwendet haben.

Aus v2 = v2 r erhalten wir nun mittels Induktion die Abschétzung
o, = v, plloo < Y e ?"UTIkLy,
i=1

Fiir 6 > L gilt L; < "D, /(6 - L) = C und damit koénnen wir die rechte Seite
abschétzen durch

d ki onk = [T s snk~ [T st ., Ak
e kC <e’*=C e dt <e’"-C e dt =C—.
Z“ ne ne h

Fiir § < L haben wir L; < Lye(t=93% /(L — §) und damit
J

h h
S o, Ly (L-s)in < o(L-omk _Lg /J L0t gy _ ok /J SO0t gy
2 L—0 hL—3 J, A

Mit diesem Lemma kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen.
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Satz 4.10 Betrachte ein zeitdiskretes optimales Steuerungsproblem aus Definition 3.1 auf
einer kompakten Rechteckmenge 2 mit Zeitschritt A und einer endlichen Menge von Kon-
trollwerten U. Sei vy, die zugehorige optimale Wertefunktion. Betrachte weiterhin ein Gitter
I" auf © mit Durchmesser k. Dann gilt fiir die Funktion v, aus Lemma 4.6 die Abschétzung

Jon = o5l < K ()

fir vy =1, falls 6 > L, v € (0, 1) beliebig, falls 6 = L und v = §/L falls § < L, und fiir eine
geeignete Konstante K > 0.

Beweis: Im Fall § > L folgt die Behauptung direkt aus der Abschéitzung 4.3 im Lemma
4.9, die fiir alle j > 0 und damit auch fiir j — oo gilt.

Im Fall § < L erhalten wir aus Lemma 4.9 die Abschitzung

o0
lon — 05l < / (1) dt
0

mit

¢(t) = min {e‘shQMg, C’%eLt} .

Diese Funktion erfiillt die Voraussetzung von Lemma 2.5 mit M = e‘ShQMg, D = 0 und

C= C’%, also folgt
00 Y
/ e OtD(t)dt < K (ﬁ)
0 h

fiir v aus der Behauptung und ein geeignetes K > 0.

Im Falle § = L konnen wir zu gegebenem ~ € (0,1) 0.B.d.A. L = §/v > ¢ annehmen, und
erhalten die gewiinschte Aussage somit aus dem Fall § < L. [l

Kombinieren wir nun Satz 4.10 mit Satz 3.3 so erhalten wir die folgende Aussage.

Satz 4.11 Betrachte ein optimales Steuerungsproblem aus Definition 2.1 auf einer kom-
pakten Rechteckmenge €2 mit optimaler Wertefunktion v, das zugehorige zeitdiskrete op-
timale Steuerungsproblem aus Definition 3.1 zu einem h > 0 sowie ein Gitter I' auf 2 mit
Durchmesser k. Dann gilt fiir die Funktion v;7. aus Lemma 4.6 die Abschétzung

k v
lo = v loo SKW”K(E) |

fir vy =1, falls 6 > L, v € (0, 1) beliebig, falls 6 = L und v = §/L falls § < L, und fiir eine
geeignete Konstante K > 0. Falls das optimale Steuerungsproblem konvex ist, erhalten wir
sogar

)
o — 0% oo < KT + K (%) .
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Aus dem Satz ergibt sich die Forderung, dass wir, um Konvergenz von v;T gegen v zu
erhalten, h und k so gegen Null streben lassen miissen, dass die Bedingung k/h — 0
ebenfalls erfiillt ist. Praktische Tests zeigen aber, dass man auch im Fall & ~ h gute
Ergebnisse erhélt. Der Grund dafiir ist, dass tatséchlich eine stidrkere Abschitzung gilt, die
von M. Falcone und T. Giorgi in [5] bewiesen wurde. Diese lautet

k Y
v =1%o < K2 + K (—)
o= o3 e < N
fiir alle hinreichend kleinen k, h > 0 mit der Eigenschaft, dass k < C1h fiir eine Konstante
C1 > 0 gilt. Fiir k = C1h folgt also insbesondere die Abschétzung [|[v — viF o < K R/?

fiir ein geeignetes K >0.
Der Beweis ist ziemlich kompliziert und verwendet explizit, dass die Funktion v die Visko-

sitétslosung der Hamilton—Jacobi—Bellman Gleichung aus Satz 2.9 ist. Wir werden deshalb
nicht ndher auf ihn eingehen.
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Kapitel 5

Berechnung approximativ
optimaler Trajektorien

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie wir aus der approximativen Wertefunktion ap-
proximativ optimale Trajektorien berechnen kénnen. Wir werden zunéchst das zeitdiskrete
Problem betrachten (unter der Annahme, dass wir v;, kennen), dann den durch die Approxi-
mation vy entstehenden Fehler analysieren, und schliefflich zum kontinuierlichen Problem
iibergehen.

5.1 Zeitdiskrete optimale Trajektorien

Wie erinnern uns an das Optimalitdtsprinzip fiir vy, aus Satz 3.5, das fiir £ = 0 als
vp(z) = meaéc{hg(x, u) + e Py (B (z,u))} (5.1)
u
geschrieben werden kann. Die folgende Definition basiert auf diesem Prinzip

Definition 5.1 Wir definieren eine Abbildung u* : R* — U, indem wir zu jedem 2 € R?
ein u, € U wéhlen, so dass das Maximum in (5.1) angenommen wird (dieses u, wird im
Allgemeinen nicht eindeutig sein), und u*(x) = u, setzen. O

Bemerkung 5.2 Dies Vorschrift definiert eine Kontrollstrategie, die von = und nicht von ¢
abhéngt, also keine Kontrollfunktion bzw. Kontrollfolge im bisher bekannten Sinne ist. Eine
solche Kontrollstrategie nennt man Zustandsrickfihrung oder Zustandsfeedback. i

Mittels u* definieren wir nun zu jedem Anfangswert z eine Kontrollfolge u® € UNo, u®* =
(uf, uf,...), geméf der folgenden iterativen Vorschrift:

ug = ut(x), uy = u*(zi(xz,u”)) fir i=1,2,.... (5.2)
Beachte, dass u] wohldefiniert ist, da z;(z,u”) nur von den Werten (uf,uf,...,uf ;)

abhingt, die fiir ein gegebenes i > 1 bereits iterativ definiert sind.

Der folgende Satz zeigt, dass die so definierten Kontrollen tatséchlich optimale Kontrollen
fiir das zeitdiskrete Problem sind.
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Satz 5.3 Die in (5.2) definierte Kontrollfolge ist optimal fiir das zeitdiskrete optimale
Steuerungsproblem, d.h. fiir alle z € R? gilt

Jn(z,u®) = vp(x).

Beweis: Wir wihlen ein = € R?, schreiben kurz x; = x;(x, u®) und zeigen per Induktion
fir alle £ > 0 die Gleichung

k

vn(@) = by e Mgy, uf) + e Dy (2y44). (5.3)
1=0

Hieraus folgt die Behauptung fiir kK — oo, denn da vy beschrinkt ist gilt

k
lim <hZe ‘Smg(xz, uy)+e S(k+1hy, (Tht1 > —hZe &h g(zi,uy) = Jp(x,u”).

k
—00 0

Zum Beweis von (5.3) verwenden wir, dass aus der Definition von u*(z) und u® fiir alle
j > 0 folgt

vp(x;) = hg(zj,u*(z ))+€_‘5h n(®n (s, u(z)))
= hg(zj,ud) + e Mo (@p(zj,ub)) = hg(zj,ul) +e Pop(zjpr).  (5.4)

Fiir k£ = 0 folgt (5.3) nun direkt aus (5.4) mit j = 0. Gelte also (5.3) fiir ein & > 0. Dann
folgt mit (5.4) fir j =k +1

k

’Uh(.CC) = h Z e_éihg(xu U; ) t+e 6(k+1)hvh(xk+1)
=0
k .
= by e g(mi,uf) + e I (hg(wpia, uf ) + e on(zrt2)
=0
k+1 A
= hY e Mgz uf) + e Py (@),
=0
womit (5.3) fiir k + 1 gezeigt ist und damit fiir alle & > 0 gilt. D

5.2 Numerische Approximation

Analog zu Definition 5.1 definieren wir nun eine numerische Kontrollstrategie u*. Betrachte
dazu den Ausdruck
hg(z,u) + e_éhv;‘fr(@h(x, u)) (5.5)

fiir die Funktion vgor aus Lemma 4.6.
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Definition 5.4 Wir definieren eine Abbildung @* : RY — U, indem wir zu jedem z € R?
ein u, € U wihlen, so dass das Maximum in (5.5) angenommen wird (dieses u, wird im
Allgemeinen wiederum nicht eindeutig sein), und @*(x) = u, setzen. O

Analog zu (5.2) definieren wir nun zu jedem Anfangswert = eine Kontrollfolge a® € UNo,

u” = (4§, af, . ..), gemdf der folgenden iterativen Vorschrift:

Uy =" (x), a; = 4" (z(x,0%)) fir i=1,2,.... (5.6)

Satz 5.5 Die in (5.6) definierte Kontrollfolge ist approximativ optimal fiir das zeitdiskrete
optimale Steuerungsproblem. Genauer gilt fiir alle € R? die Abschétzung

kY

‘Jh(.ﬁC, ﬁx) — vh(x)‘ < CW

fiir v € [0, 1] aus Satz 4.10 und eine geeignete Konstante C' > 0.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 5.3. Wir schreiben kurz zj, = zx(x, u®)
und beweisen

k k

—d1 ~T — —4(7 k’y
vp(z) = hZe ihg (s, 08 + e PF TRy (211) + QKZe & +1)hﬁ. (5.7)
i=0 1=0

fiir ein K > 0. Hieraus folgt die Behauptung analog zum Beweis von Satz 5.3, denn es gibt
ein C > 0 so dass fiir alle k£ > 0 die Abschiitzung

k
e Z o —0(+1R
i=0

gilt.
Zum Beweis von (5.7) beachte, dass aus Satz 4.10, Gleichung (5.1) und der Definition von
@* fiir jedes y € RY folgt

un(y) = max{hg(y,u)+ e " vn(@n(y, u))}

(¥,
ucU
= l;flea(}({hg(yau) v}iof‘(q>h(yau))}+R1(y)
= hg(y, u*(y)) + ‘Shvi"r(@h(y, @*(y))) + Ri(y)
= hg(y, @ (y)) + e Mvop(Bn(y, @*(y))) + Ra(y)

mit |Ry(y)| < e 2K kY/hY.

Nun folgt (5.7) ganz analog zum Beweis von (5.3) im Beweis von Satz 5.3. D
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5.3 Das zeitkontinuierliche Problem

Wir wollen nun abschlielend zeigen, dass wir aus der approximativ optimalen Kontrollfolge
u® eine messbare Kontrollfunktion konstruieren konnen, die auch fiir das urspriingliche
zeitkontinuierliche Problem approximativ optimal ist. Hierzu setzen wir

wE(t) =%, t€ [ih, (i+ 1)h). (5.8)

Satz 5.6 Diein (5.8) definierte Kontrollfunktion ist approximativ optimal fiir das optimale
Steuerungsproblem aus Definition 2.1. Genauer gilt fiir alle z € R? die Abschiitzung

kY
T\ _ /2
|J(z,u®) —v(x)| < C (h"’ + h”f+1)

fiir v € [0,1] aus Satz 4.10 und eine geeignete Konstante C' > 0. Ist das optimale Steue-
rungsproblem konvex, so gilt sogar

T k’y
T (z, u”) — v(z)| < C (h” + mﬂ) .

Beweis: Beachte, dass die stiickweise konstante Kontrollfunktion aud (5.8) die Bedingun-
gen (3.2) und (3.3) aus dem Beweis von Satz 3.3 erfiillt. Also folgt aus (3.4) die Abschétzung

|Jp(z,0%) — J(z,u”)| < K1hY (5.9)

fiir eine passende Konstante K; > 0. Die Behauptung folgt nun mit Dreiecksungleichung
aus (5.9) und den Sétzen 5.5 und 3.3. D



Kapitel 6

Beschleunigung der Iteration

In den Ubungen haben wir festgestellt, dass die Iterationsvorschrift aus Definition 4.4 zur
Berechnung des Vektors V'*° insbesondere fiir kleine § > 0 und h > 0 recht langsam konver-
giert. In diesem Kapitel wollen wir zwei Methoden besprechen, mit denen die Berechnung
von V' schneller durchgefiihrt werden kann.

6.1 Das Koordinatenaufstiegsverfahren

Wir erinnern zunéchst an die bekannte Iteration zur Berechnung von V°°, die in etwas
anderer Notation lautet:

VOi=(0,...,0)7; vitl.=vi vItl.—gWith, i=1,..,N, j=0,1,... (6.1)
mit
N
S(V); = G(i =N B, w),V
(V) rgeag{ (i,u)+e ; (4, w)kVi}

fir V € RY. Dieses Verfahren wird in der Literatur oft als sukzessive Approzimation
bezeichnet. Beachte, dass die ,:=“ in (6.1) Zuweisungen sind; insbesondere geht in der
letzten Zuweisung in (6.1) der Wert V 1 auch auf der rechten Seite ein.

Eine Idee fiir eine alternative Iteration liegt nun darin, die letzte Zuweisung in (6.1) als
Gleichung aufzufassen, d.h. einen Wert V/ 1z bestimmen, so dass

Vit = s(vith; (6.2)

erfiillt ist. Die Gleichung (6.2) ist explizit losbar, denn es gilt

N
Vij-l—l _ S(Vj+1)i = Iz?ea(}({G(i’ u) + e oh ; B(i, u)kvkﬁ—l}

YueU: VP > Gli,u)+e S0 | B(i,u) V7™

JueU: VijJr1 = G(i,u) + e 0k Zévzl B(i, U)kajH
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YueU: VT > Gli,u)+e " S0 B, u)p Vi 4 e "B, u) V7™
ki

JueU: VI =G(i,u) +e S0 B(i, )i V) + e " B(i, u), V7™
ki

G(iu)+e=" Sy B(iu)p VT
k#i

. Jj+1
VueU: V; == B(i.0);

AV

G(i,u)+e= " SOV B(iu)p V)T
k#i

. J+1 _
JuelU: V" = == B(i.0);

i Gisw) + e~ i1 Bl ul
<~ V7 =max ;

uel 1 — e %"B(i,u);

Wir definieren also das sogenannte Koordinatenaufstiegsverfahren analog zur obigen Itera-
tion durch

Vo= (0,...,007; vitl.—vi vt St i=1,...,N, j=0,1,... (6.3)

mit
B G(i,u) + e " S B(i, )i Vi
S(V); = -
V) P 1 —e %" B(i,u);
fir Ve RV,

Dieses Verfahren aus [8] hat eine interessante geometrische Interpretation: Wenn wir (zur
leichteren Interpretation) annehmen, dass G(i,u) > 0 gilt fiir alle ¢ und u, so sieht man
leicht, dass sowohl die Iteration mit S als auch diejenige mit S monoton wachsend sind, d.h.
es gilt V/ > V7. In diesem Fall liegen die Vektoren V7 in einem Polyeder im R”, dessen
Spitze gerade durch V' gegeben ist. Abbildung 6.1 zeigt eine schematische Darstellung
der beiden Iterationen.

IR

Ve IR Ve

Sukzessive Approximation Koordinatenaufstiegsverfahren

Abbildung 6.1: Iterationsverfahren

Die Tatsache, dass man in jeder Koordinate jeweils bis zum Rand des Polyeders ,,aufsteigt“
ist der Grund fiir den Namen Koordinatenaufstiegsverfahren.
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Es ist leicht nachzupriifen, dass Lemma 4.6 auch fiir die Iteration (6.3) gilt, und dass die
Iteration tatséchlich gegen den Vektor V*° konvergiert.

Offenbar ist der Beschleunigungseffekt am grofiten, wenn der Nenner in der Definition von
S; klein wird.! Dies wiederum ist gerade dann der Fall, wenn B(i,u); fiir das maximieren-
de u* grof ist. Dieser Fall tritt ein, falls ®,(E;,u*) = E; gilt, d.h., falls es ein optimales
Gleichgewicht in der Nihe des Eckpunktes F; gibt.? Tatsichlich ldsst sich numerisch be-
obachten, dass das Koordinatenaufstiegsverfahren besonders effizient ist, wenn das System
ein optimales Gleichgewicht besitzt. Sind die optimalen Trajektorien hingegen periodisch,
ist der Zeitgewinn weniger grof}, im Allgemeinen aber immer noch vorhanden. Beispiele, in
denen (6.3) langsamer konvergiert als (6.1) sind nicht bekannt.

6.2 Strategie—Iteration

Eine weitere Iterationsvariante ist bereits seit den 60er Jahren bekannt. Die sogenannte
Strategie—Iteration (engl.: policy iteration) nutzt die folgende Tatsache aus:

Wenn wir einen Vektor @ = (@1,...,4n)7 € U wihlen und statt des maximierenden
weUin S(V/ +1) den Kontrollwert u; einsetzen, so konvergiert die Iteration gegen einen

Vektor V%>, der durch das Gleichungssystem
VI = G(i, @) + e "B, a)V®®, i=1,...,N (6.4)

eindeutig bestimmt ist. Man sieht leicht, dass Vzuoo < Ve firalles = 1,..., N gilt. Da die
Maximierung hier wegfillt, ldsst sich—vor allem wenn U eine grofle Menge ist—der Vektor
V% viel schneller als der Vektor V> berechnen. Dies gilt insbesondere, wenn man zur
Berechnung von V¥ nicht die Iterationen (6.1) oder (6.3) mit fixiertem @ verwendet,
sondern ausnutzt, dass sich aus (6.4) das schwach besetzte lineare Gleichungssystem

B(1,a4) G(1,u)
AVE® —=p A =Tdgy —e " : , b= :
herleiten lisst, fiir dessen Losung es effiziente numerische Verfahren gibt.?

Die Idee der Strategie-Iteration liegt nun darin, zu gegebenem V7 einen Kontrollvektor
@ so zu wihlen, dass dessen Komponenten gerade die maximierenden Kontrollen fiir die
Iterationsvorschrift S(V7); sind, und damit V/+1 = V%> zu berechnen. Formal lisst sich
dieses Verfahren wie folgt beschreiben.

(1) Setze VO:=(0,...,00T e RN, j =0
(2) Wihle @/ € UN mit S(V7); = G(i, @) + e~ B(i, @)V firi=1,...,N

(3) Berechne (approximativ) Yitl — yi,e0

Yim ungiinstigsten Fall ist er gleich 1; dann stimmen S; und §1 iiberein
2dies ist natiirlich keine prizise mathematische Aussage sondern eine heuristische Beobachtung
3In der Praxis haben sich hier z.B. prikonditionierte CGS— oder BiCGStab—Verfahren bewihrt
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(4) Falls ||V7 — Vitl||, > e setze j := j + 1 und gehe zu (2)

In der Arbeit [13] von M.L. Puterman and S. Brumelle wurde gezeigt, dass die Vektoren Vi
lokal quadratisch gegen V*° konvergieren; allerdings muss dabei die Zeit zur Berechnung
von V%% beriicksichtigt werden, die unter Umstinden recht lang sein kann.

In der Praxis zeigt sich, dass dieses Verfahren am Anfang recht langsam konvergiert, oft
langsamer als die Iteration (6.1). Es liegt daher nahe, die beiden Verfahren zu kombinieren.
Dies erreicht man, indem man Schritt (2) wie folgt modifiziert.

(2) (a) Setze VO :=VJ und k := 0

(b) Setze VF*1 := V¥ und berechne Vik+1 =8(V¥),i=1,...,N;
sei dabei @/F € UN der Vektor, der die maximierenden Kontrollwerte enthilt

(c) Falls ||[VkT!l — V*||, < e beende die Berechnung;
Falls ein Abbruchkriterium (s.u.) erfiillt ist, setze @ = @/* und gehe zu (3);
ansonsten setze k := k + 1 und gehe zu (2b)

Natiirlich kann man in diesem Verfahren auch die Iteration S an Stelle von S verwenden,
wodurch eine weitere Beschleunigung erzielt werden kann.

Die Frage, was ein gutes Abbruchkriterium in (2c) ist, kann nur experimentell beantwortet
werden und héngt stark vom zugrundeliegenden optimalen Steuerungsproblem ab. In der
Arbeit [14] von A. Seeck wird vorgeschlagen zu priifen, wie viele Eintrige von @/* und
@?*=1 {ibereinstimmen. Falls die Anzahl der iibereinstimmenden Eintrige groBer als eine
bestimmte Prozentzahl ist, wird zu (3) iibergegangen. Hier haben sich Werte zwischen 80
und 100 Prozent als geeignet erwiesen. In der Arbeit [6] von R. L. V. Gonzélez und C. A.
Sagastizabal hingegen wird ein Wert ¢ € N festgelegt und erst dann zu (3) iibergegangen,
wenn die ¢ + 1 aufeinanderfolgenden Kontrollvektoren #/*~9, ... @/"* exakt iibereinstim-
men. Leider werden in dieser Arbeit keine Vorschlige fiir eine gute Wahl von ¢ gemacht.
Praktische Erfahrungen zeigen, dass Werte zwischen ¢ = 1 und ¢ = 5 recht gute Ergebnisse

zeigen.*

“Der Wert g = 1 entspricht dem 100 Prozent Kriterium aus der Arbeit von Seeck



Kapitel 7

Fehlerschitzung

In diesem abschlielenden Kapitel wollen wir der folgenden Frage nachgehen: Lisst sich der
vollsténdig diskretisierten Losung vy ,,ansehen®, wie grof§ die Differenz ||lvp, — UZ}HOO ist,
ohne dass wir v, kennen? Bisher haben wir eine Abschétzung a—priori, also ohne Kenntnis
von v, allein mit den Daten des Problems gewonnen. Nun wollen wir den Fehler a-
posteriori, d.h. unter Einbeziehung von VLT abschétzen.

7.1 Definition der Fehlerschitzer

Natiirlich ist es nicht moglich, die Differenz |vp, — v;%|/cc ohne Kenntnis von vy, exakt
anzugeben; es gibt aber die M6glichkeit, den Fehler iiber eine geeignete Grofie abzuschiitzen.
Formal macht man dies geméf der folgenden Definition.

Definition 7.1 Betrachte das vollstéindig diskrete optimale Steuerungsproblem auf einem
Rechteckgitter I mit P € N Rechtecken Ry, ..., Rp. Ein lokaler a—posteriori Fehlerschdtzer
(in der ||-||ooc—Norm) ist eine Menge von Werten 7, . . ., np mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Der Wert n; ldsst sich aus den Daten des optimalen Steuerungsproblems und aus der
Funktion vpS. in einer Umgebung N (R;) berechnen.

(ii) Es gibt Konstanten Cj, Co > 0 (unabhingig vom Gitter I'), so dass fiir den Wert
7 :=max;—1,. p1; die Abschitzungen
C1n < [lvp = vprlleo < Can

gelten. Man sagt auch, dass der Fehlerschitzer effizient und zuverldssig* ist.
Gilt dariiberhinaus die Abschétzung

Cimi < sup  |vp(x) — v ()]
zeN(R;)

so heiflt der Fehlerschiitzer lokal effizient. O

'Effizient: grofier Fehlerschitzer = grofler Fehler (kein Uberschitzen)
Zuverlissig: kleiner Fehlerschitzer = kleiner Fehler (kein Unterschitzen)

47
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Analog zur lokalen Effizienz lisst sich die lokale Zuverlassigkeit definieren; diese Eigenschaft
ist allerdings im Allgemeinen schwer zu erhalten. Die lokale Effizienz ist insbesondere wich-
tig, wenn wir auf Basis der Fehlerschitzer ein neues Gitter I'y konstruieren wollen, auf dem
wir eine genauere Approximation berechnen wollen: Da wir wissen, dass grofle 7; einen
groflen Fehler in der Nahe implizieren, liegt es nahe, die Regionen mit groflen 7; genauer zu
diskretisieren, wihrend die Diskretisierung in Regionen mit kleinen 7); gleich bleibt. Dies
fiihrt zur sogenannten adaptiven Gittererzeugung, die tatsichlich die Hauptmotivation fiir
die Konstruktion von Fehlerschitzern darstellt, und heute ein wichtiges numerisches Hilfs-
mittel zur Losung partieller Differentialgleichungen aller Art darstellt. Dies motiviert auch
den Begriff ,effizient: Mit dieser Strategie wird nur dort verfeinert, wo sich tatséchlich
grofe Fehler in der Losung befinden.

Hier kénnen wir auf diese adaptive Gitterkonstruktion aus Zeitgriinden nicht nidher einge-
hen; fiir Interessierte empfehlen sich die Arbeiten [9] fiir die mathematischem Grundlagen
und [11] fiir Details der Implementierung.

In dieser Vorlesung werden wir uns darauf beschrinken zu zeigen, wie sich Fehlerschéitzer
gemf Definition 7.1 konstruieren lassen (diese Konstruktion stammt ebenfalls aus den
zitierten Arbeiten).

7.2 Konstruktion der Fehlerschatzer

Die Fehlerschitzer, die wir nun betrachten wollen, gehéren zur Klasse der sogenannten
residualen Fehlerschitzer. Die Grundidee dabei ist die folgende: Die Gleichung, die wir
16sen wollen, lautet

vp, = Th(vn)

mit dem Operator Tp aus Definition 3.7. Wie wir im Beweis von Lemma 4.9 beobachtet
haben, 16sen wir aber tatséchlich (zumindest approximativ) die Gleichung

v}fr = ﬂ'WTh(v}‘fF) .

Die Idee besteht nun darin, das Residuum des Operators T} bzgl. v; auszurechnen, d.h.,
den Wert

lopr = Th(vip)ll

zu berechnen.
Definition 7.2 Wir definieren eine Funktion 7 :  — R(‘)F mittels

(@) = |vpp(@) = Th(vip) ()]

uelU

i) — (ma {ho(e ) + i o+ @)} )|
Basierend auf n(z) definieren wir einen lokalen Fehlerschétzer mittels

;= maxn(z).
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Offenbar héngen die Werte 7; in dieser Definition tatséchlich nur von den Daten des op-
timalen Steuerungsproblems (genauer von f, g, 6 und h) ab, sowie von den Werten der
Funktion v;% in der Umgebung

N(R;) :={y € Q|es gibt ein z € R; mit ||y — z|| < hM}, (7.1)

wobei M eine obere Schranke fiir || f(x, )] fiir alle x € Q und u € U ist. Der folgende Satz
zeigt, dass auch die anderen Eigenschaften der lokalen Fehlerschitzer erfiillt sind.

Satz 7.3 Fiir den Fehlerschétzer aus Definition 7.2 gelten die Ungleichungen

1 1
2= |lvn — v llee < T
mit 7 = max;—1, . p7;. Dariiberhinaus gilt
1 o
SmS s fon(e) — vk ()

zeN(R;)

fiir die Umgebung N (R;) aus (7.1).

Beweis: Mit Lemma 2.4 folgt, dass fiir je zwei stetige Funktionen vy,vy : 2 — R die
Ungleichung

| Th(v1) () = Th(v2) ()| < e o [v1(y) — v2(y)| (7.2)

gilt.
Wir zeigen nun zunéchst die Abschétzung fiir 7;. Aus der Gleichung T (vy) = vy, ergibt
sich

vk (2) = Th(vir)] vk (2) = vn(@) + Th(va) (z) = Th(vyr)(2)]
Vi () = vn(@)| + [Th(vgT) (@) = Th(vn)(2)]

2 sup |opp(y) —wn(y)l,
yEBpM ()

IN N

wobei die letzte Ungleichung aus (7.2) und e %" < 1 folgt. Die Ungleichung fiir 7; folgt nun
leicht durch Bilden des Maximums iiber x € R;.

Die erste Ungleichung fiir n folgt sofort aus dieser Abschétzung durch Maximumsbildung
ibert=1,..., P.

Die zweite Abschitzung fiir n erhalten wir wiederum mit Ty (vp) = v, und (7.2) aus

lon(z) —vpp(z)] = [Th(ve)(z) — vR ()]
= |Th(vn)(@) — vir(z) + Th(vpr) (@) — Th(vir) ()
< | Th(vpy

e )(w) = Upr(@)| + |Th(vn) () = Th(vyr) (@)]
|

() + ¢ max on (y) — ()

IN

Durch Bilden des Maximums iiber x € (2 ergibt sich

lon = vitlloo < 1+ € {lon — i lloo
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und daraus
(1= e ™) on — 3% lloe < 1,

also die gewiinschte Ungleichung. i

Zwar beruht der Fehlerschitzer n; tatséichlich nur auf Werten, die wir numerisch auswerten
konnen. Allerdings ist es praktisch leider nicht moglich, das Maximum maxze g, n(z) exakt
auszurechnen, da wir die Funktion n(z) an unendlich vielen Punkten auswerten miissten.
Gliicklicherweise lésst sich beweisen, dass auch die Funktion vy Holder stetig ist, womit es
gerechtfertigt ist, das Maximum iiber R; durch Auswertung von n(z) in einer Menge von
Testpunkten approximativ zu bestimmen. In der numerischen Praxis haben sich hierbei
fiir zweidimensionale Rechteckgitter die in Abbildung 7.1 angegebenen 5 Testpunkte als
geeignet erwiesen. Dieses Muster lésst sich leicht auf hohere Dimensionen verallgemeinern.

Abbildung 7.1: Testpunkte fiir die Auswertung von n(z)
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