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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Win-
tersemester 2002/2003 an der Universitit Bayreuth gehalten habe.

Da sich die Vorlesung an Studentinnen und Studenten ab dem 3. Semester richtete, wurde
im Allgemeinen auf eine elementare Darstellung des Stoffes Wert gelegt. In einigen Passagen
dieses Skriptes wurden die Biicher [1, 2, 3] — auch ohne besonderen Hinweis im Text —
benutzt.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehérigen Ubungs-
aufgaben und ihre Losungen als MAPLE-Worksheets finden sich im WWW auf der Sei-
te http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~1lgruene/ unter dem Link “Lehr-
veranstaltungen”.

Bayreuth, Februar 2003 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Lineare GewoOhnliche
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden Systeme definieren, mit denen wir uns
in dieser Vorlesung beschiftigen wollen. Am Beispiel der eindimensionalen autonomen
gewohnlichen Differentialgleichungen werden wir einen ersten einfachen Existenz— und Ein-
deutigkeitssatz beweisen, den wir spéater auf hohere Dimensionen verallgemeinern werden.

1.1 Definition

Eine gewohnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R"
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 1.1 Ein gewéhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

d
Calt) = f(t,2(1)) (1.1)
wobei f: R x R®" — R” eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird.

Eine Losung von (1.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R”, die (1.1)
erfiillt. O

Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

e Die unabhéngige Variable ¢ werden wir iiblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéingig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

o Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).

e Die Losungsfunktion x(t) nennen wir auch Lisungskurve oder (Losungs—)Trajektorie.
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Die folgende Definition beschreibt die Klasse von Differentialgleichungen, die wir im ersten
Teil dieser Vorlesung genauer untersuchen wollen.

Definition 1.2 Eine gewohnliche Differentialgleichung (1.1) heifit lineare autonome ge-
wdéhnliche Differentialgleichung, falls f nicht von ¢ abhéngt und f : R® — R" ein lineare
Abbildung ist, d.h. fiir alle @« € R und x, y € R™ gilt

fla(z +y)) = af (@) + af(y).
In diesem Fall ist aus der linearen Algebra bekannt, dass eine Matrix A € R™*"™ existiert
mit

f(z) = Az.

Man spricht von einem System linearer DGL, falls n > 1.

In diesem ersten Kapitel wollen wir zunéchst den Fall n = 1 genauer betrachten. In diesem
Fall reduziert sich (1.1) zu

z(t) = Axz(t) (1.2)
fiir ein A € R.

Trotz ihrer Einfachheit kann diese DGL zur Beschreibung einfacher realer Phdnomene
verwendet werden.

Beispiel 1.3 (i) Radioaktiver Zerfall: Sei = die Masse einer radioaktiven Substanz.
Nach dem radioaktiven Zerfallsgesetz ist die Abnahme der radioaktiven Substanz propor-
tional zu ihrer Menge, also

&(t) = Az(t) fiir ein A < 0.

(ii) Populationswachstum: Sei z die ,Menge* einer Population, gemessen in einer reellen
Grofle (z.B. Biomasse). Setzt man voraus, dass der Population unbegrenzte Nahrung und
unbegrenzter Lebensraum zur Verfiigung stehen und keine natiirlichen Feinde existieren,
so ist das Wachstum der Population proportional zur vorhandenen Menge, also

&(t) = Az(t) fiir ein A > 0.

Bemerkung 1.4 Die zwei Beispiele zeigen auch einen interessanten Aspekt der mathe-
matischen Modellbildung: Wahrend (i) das reale Phdnomen recht exakt beschreibt, ist (ii)
nur unter stark vereinfachenden Annahmen giiltig. o

Das folgende Lemma beschreibt, wie Losungsfunktionen von (1.2) aussehen.

Lemma 1.5 Fiir jede Konstante C' € R 16st die Funktion
z(t) = CeM
die DGL (1.2).
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Beweis: Es gilt

d _d At _
dtx(t) = dtCe = CXe™ = Ax(t)
und damit erfiillt z(¢) die DGL (1.2). [

Dieses Lemma zeigt, dass es unendlich viele Losungen gibt, die durch die reelle Konstante
C' parametrisiert sind.

1.2 Anfangswertprobleme

Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition, die wir fiir allgemeine gewohnliche Differentialglei-
chungen der Form (1.1) formulieren.

Definition 1.6 Ein Anfangswertproblem fiir die gewohnliche Differentialgleichung (1.1)
besteht darin, zu gegebenem tp € R und xy € R" eine Losungsfunktion z(¢) zu finden, die
(1.1) erfillt und fiir die dartiberhinaus die Gleichung

ZL’(to) = X0 (1'3)

gilt. o

Notation und Sprechweisen:

e Fiir die Losung z(t), die (1.1) und (1.3) erfiillt, schreiben wir x(¢; ¢, zo). Im Spezialfall
to = 0 schreiben wir kurz z(¢; zo).

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert g € R™ als Anfangswert.
Das Paar (tp,z9) € R x R™ nennen wir Anfangsbedingung.

Zurtick zu unserer speziellen DGL (1.2). Hier gilt der folgende Satz.

Satz 1.7 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (1.2) fiir ein A € R. Dann gibt
es fiir jede Anfangsbedingung (o, zp) € R x R genau eine Losung x(t;tg, z¢) des Anfangs-
wertproblems (1.2), (1.3). Diese ist gegeben durch

x(t, to, xo) = xo e Mo At

Beweis: Offenbar gilt x(¢;tp, z¢) = CeM fiir C = xge Mo, Also wird nach Lemma 1.5 die
DGL (1.2) gelost. AuBlerdem gilt

l’(to, th xO) = To e_)\to eAtO ) eAtO_AtO = .%'(]60 = xp,

womit z(t; tg, xo) die Gleichung (1.3) erfiillt. Also ist x(¢;tg, zo) eine Losung des Anfangs-
wertproblems (1.2), (1.3).
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Es bleibt zu zeigen, dass dies die einzige Losung ist. Sei dazu y(t) eine beliebige Losung
von (1.2), (1.3) fiir eine Anfangsbedingung (%o, zp) € R x R. Wir betrachten die Funktion
e At=to)y (1), Fiir diese gilt

ie—k(t—to)y(t) - _)\e—A(t—to)y(t) + e Ai—to) iy(t)
dt dt
=Ay(t)

= e M)y (4) 4 Ne M)y (1) = 0

Also ist e t=t0)y(¢) konstant in ¢, d.h. es existiert ein 3 € R mit e M=)y (t) = 3 fiir alle
t € R. Aus der Anfangsbedingung y(t9) = z¢ folgt

B = e M0y (ty) = y(to) = o,
also B = xp und damit
y(t) = M)z = e Moyt 4, 3).

Jede Losung y(t) des Anfangswertproblems stimmt also mit z(t; tg, z¢) aus der Behauptung
tiberein, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. 0

Unser Ziel im néchsten Kapitel ist es, dieses Resultat auf hohere Dimensionen n > 1 zu
verallgemeinern. Im Wesentlichen miissen wir dafiir die Exponentialfunktion e* auf matrix-
wertige Argumente A € R™*™ verallgemeinern, d.h. wir miissen eine sinnvolle Definition
fir e4, A € R™ " finden.



Kapitel 2

Die Matrix—Exponentialfunktion

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass sich die Losungen der eindimensionalen li-
nearen Differentialgleichung 4(t) = Az(t) durch die Exponentialfunktion e* vollstindig
beschreiben lassen. Um ein analoges Resultat fiir h6here Dimensionen zu erhalten, miissen
wir diese Funktion auf matrixwertige Argumente verallgemeinern. Obwohl wir hier nur
Differentialgleichungen mit reellen Matrizen betrachten wollen, wird es sich als niitzlich
herausstellen, die Matrix—Exponentialfunktion fiir Matrizen iiber den komplexen Zahlen C
zu definieren.

2.1 Definition

Zunéchst wiederholen wir einige grundlegende Begriffe. Fiir eine komplexe Zahl ¢ = a+ib €
C, a,b € R, definieren wir die konjugiert komplexe Zahl ¢ = a — ib und den Betrag als
|c| = v/cé. Fiir einen (Spalten—) Vektor z = (x1,...,2,)? € C" bezeichnen wir mit

n
lzll = | D lewl?
k=1

die euklidische Norm. Fiir eine Matrix

QL1 ot Qan
A= : - : e Ccren

Alpn " Qpn

verwenden wir die zugehorige induzierte Matrixnorm

Ax
jAl = sup A2l
zecr\{0} 117l

Beachte, dass |a; ;| < ||A| fiiri,j = 1,...,n gilt und ||A¥|| < [|A|* fiir alle k € N gilt, wobei
AF die k-fache Matrixmultiplikation von A mit sich selbst bezeichnet. Mit ,,Id* bezeichnen
wir die Einheitsmatrix in R™*" bzw. C"*" und wir verwenden die Konvention A° = Id.
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Eine Matrix A € C™*"™ heifit Blockdiagonalmatrix, falls quadratische Matrizen Aq,..., Aq
existieren, so dass

Ay 0
A =diag(Ay,...,Ay) == .
0 Ay
gilt.
Wir erinnern uns an die Reihendarstellung
A2 A3 = ARk
e)\t:1+)\t+T+T+m = kzow

der Exponentialfunktion, die aus der Analysis bekannt ist. Diese Darstellung verwenden
wir zur Definition der Matrix—Exponentialfunktion.

Definition 2.1 Fiir eine Matrix A € C™*" und eine reelle Zahl ¢t € R definieren wir
At Uk
et = Z k‘!A .
k=0
o

Die Summe in dieser Definition ist hierbei komponentenweise zu verstehen: Schreiben wir

ﬁk;l,l T ﬂk;l,n 6171(t) T 51771(75)
AF =B, = : : und et = : . :
ﬁk;l,n T ﬁk;n,n sl,n(t) T €n7n(t)
so gilt
eig(t) = ) 17Pkiig- (2.1)
k=0

Aus der Ungleichung |By.; ;| < [|A||* ergibt sich somit |¢; ;(¢)] < el 4. Dariiberhinaus folgt,
dass die Reihe (2.1) fiir alle 7,5 = 1,...,n konvergent (sogar absolut konvergent) fiir alle
t € R und gleichméBig konvergent auf jedem Intervall [T, 7] fir T € R ist, weswegen
wir diese Reihe (und damit auch die Reihe aus Definition 2.1) gliedweise differenzieren,
multiplizieren etc. diirfen. Dies nutzen wir im nun folgenden Abschnitt aus, um einige
wesentliche Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion zu beweisen.

2.2 Eigenschaften

At

Wir beginnen mit der Eigenschaft, die wesentlich dafiir ist, dass wir e** zur Bestimmung

von Losungen linearer Differentialgleichungen verwenden kénnen.

Satz 2.2 Fiir jede Matrix A € C™*" ist die Matrix-Exponentialfunktion e? stetig diffe-
renzierbar in ¢ und es gilt

—€At — AeAt — eAt A.
dt
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Beweis: Wie oben beobachtet, diirfen wir die Reihe gliedweise multiplizieren und differen-
zieren. Durch gliedweise Multiplikation mit A sieht man sofort, dass A et = eA* A gilt. Es
bleibt also die erste Gleichung zu zeigen. Aus (2.1) folgt durch gliedweises Differenzieren

d 0 tk 1 o tk
gei,j(t) = Zk 519,@,] Z ( 519,@,] Z kl/gk—l—l 1,
k=0 k=1
und damit
p 4 Z k,ﬂk+1,1,1 Z _!6k+1;1,n
ac1a(t) o gEn(t) )
d a . . . _
e = : . : =
di ig.l(t) ig' (t) o tk'
n, n,n
dt dt Z k'ﬁk+1 n,d Z HﬁkJrl;n,n
k=0
_ k+1  _ Uk At
= A = A AT = A
k=0 =

Das folgende Lemma fasst einige weitere Eigenschaften von e4* zusammen.

Lemma 2.3 Fiir jede Matrix A € C"*"™ gilt

eAO

(i
(ii

)

) eAlts) = eAteAs fiir alle t,s € R

(iii) die Matrix et ist invertierbar mit (e4*)~! = ¢
)
)

—At

(iv) fiir jede invertierbare Matrix C' € C™*™ gilt e(CTHAC) — o-leAty

diag(A1,...,Aq)t ( A1t7 . eAdt).

(v) fiir Blockdiagonalmatrizen gilt e = diag(e

Beweis: (i) Dies folgt direkt aus der Reihendarstellung wegen A° = Id.

(ii) Sei k € N fest. Dann ergeben fiir j = 0,...,k die Produkte der Summanden aus den

Reihendarstellungen von e fiir j und e fiir k—j gerade die Summanden der Produktreihe

von et e4s fiir k. Mit dem binomischen Lehrsatz ergibt sich nun

ko4i o gk . k o4j k=g k
Zt—AJ S : Ak—] — Akzt_ S . Ak (t+3) ,
=t (k—J) «jt (k= j)! k!

J=
also der Summand fiir A* in der Reihe fiir eA(t+$). Damit folgt die Behauptung.
(iii) Aus (ii) und (i) folgt fiir s = —t die Gleichung

QAL oAt _ A0 _ 14
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und daraus die Behauptung.

(iv) Diese Gleichung folgt durch gliedweises Multiplizieren der Reihe aus der Gleichung

(CrAC)k = ctAkC.

(v) Diese Eigenschaft folgt aus der Gleichung diag(A1, ..., Aq)* = diag(4¥}, ..., A¥). [

Mit diesem Lemma kénnen wir den folgenden ,,Eindeutigkeitssatz“ formulieren.

Satz 2.4 Sei F': R — C"*" eine stetig differenzierbare Funktion mit den zwei Eigenschaf-
ten

d
ZF(t) = AF(t) und F(0) =1d

Dann gilt F(t) = et

Beweis: Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis von Satz 1.7, wobei wir A durch A und
to durch 0 ersetzen: Betrachte die Funktion e~4*F(t). Diese erfiillt

d

Ee’AtF(t) = —eMAF(t) + eMAF(t) = 0,

demnach ist e A*F(t) konstant in ¢, und wegen e~49F(0) = Id folgt
e ME(t) =1d.

Multiplikation von links mit e4? liefert die Behauptung. 0

2.3 Jordan’sche Normalform

Bekanntlich definiert eine invertierbare Matrix C' mittels ¥y = C~ 'z eine Koordinaten-
transformation im R™ bzw. C", wobei die Spalten von C' gerade die neuen Basisvektoren
dargestellt in der alten Basis sind, oder, dquivalent dazu, die Spalten von C~! gerade die
alten Basisvektoren dargestellt in der neuen Basis sind. Eine lineare Abbildung, die in der
alten Basis durch eine Matrix A reprisentiert wird, wird dann in der neuen Basis durch
die Matrix B = C~'AC dargestellt. Die Eigenschaft (v) aus Lemma 2.3 zeigt mit anderen
Worten, dass man den Koordinatenwechsel und die Auswertung von e vertauschen kann.

Wir werden dies ausnutzen, um e“? leicht berechnen zu kénnen. Nehmen wir an, dass C
einen Koordinatenwechsel beschreibt, so dass B = C~'AC in den neuen Koordinaten eine
,schone® Gestalt annimmt, in der e! leicht zu berechnen ist. Mittels eA? = CeBtC—1
konnen wir dann die gewiinschte Matrixexponentialfunktion leichter bestimmen.

Wir wollen dieses Vorgehen zunéchst an einem Beispiel erldutern.

Beispiel 2.5 Betrachte die Matrix
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Schon bei diesem einfachen zweidimensionalen Beispiel stellt man fest, dass eine direkte
Berechnung von e iiber die Reihendarstellung aus Definition 2.1 recht aufwindig ist.
Man kann aber ausnutzen, dass fiir die Matrix

(10 Lo (1
C—<_33> mit C —<1 )

die Gleichung C~1AC = diag((1), (2)) gilt. Die 1 x 1 Matrizen (1) und (2) kénnen hierbei
als reelle Zahlen aufgefasst werden; fiir diese ist die Matrixexponentialfunktion natiirlich
nichts anderes als die iibliche reelle Exponentialfunktion und mit Lemma 2.3(v) ergibt sich

wi= O

ediag(1,2)t _ diag(et, th)'

Zuriicktransformiert erhalten wir so

t
et = Cdiag(e!, e?)C7! = < ¢ 0 ) .

Dieses Verfahren lésst sich auch anwenden, wenn die gegebene Matrix nicht diagonalisierbar
ist. Wir erinnern dazu an den folgenden Satz aus der linearen Algebra.

Satz 2.6 (Jordan’sche Normalform) Sei A € R™" eine reelle Matrix. Dann gibt es
eine (moglicherweise komplexe) Koordinatentransformationsmatrix C' € C™"*™, so dass

C1AC = diag(Jy, ..., Jq)

gilt, wobei die Matrizen J;, [ = 1,...,d, sogenannte Jordan—Blécke der Form
NN 1 0 -+ 0
0 N 1 :
Ji = ' 0 (2.2)
: - YR
0 -+ -+ 0 N

sind. Die Werte )\; € C sind dabei die Eigenwerte der Matrix A.
Aus Lemma 2.3(iv) und (v) erhalten wir somit leicht das folgende Korollar.

Korollar 2.7 Fiir jede Matrix A € R™*"™ gilt
et = Cdiag(e”tt, ... et Ot
fiir die Jordan—Darstellung von A aus Satz 2.6.

At

Um Korollar 2.7 zur Berechnung von e”** auszunutzen, miissen wir nur noch kliren, wie

e’it aussieht. Dies zeigt der folgende Satz.
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Satz 2.8 Fiir einen Jordan—Block J; € C™*™ der Form (2.2) gilt

t2 tmfl
Lt g m=1)!
0 1 t
eJlt — e)\lt ﬁ
Pl
; 1 t
0 0 1
Beweis: Wegen Satz 2.4 reicht es, nachpriifen, dass fiir
t2 tnlfl
1 t 2! (m—1)!
0 1 ¢ :
F(t) = eM! 2
21
1 t
0 0 1
die Beziehung
d
—F(t) = JF(t
SF(t) = F()
d tk tkfl
gilt. Wegen i m folgt mit der Produktregel
t'rn—2
0 1 ¢t =2
p 0 0 1 '
_ it
aF(t) MNF(t) + e "
0 1
0 0 0
A0 0 0 0 1 0 0
0 N 0 ' 0 0 1
= ‘ 0o | F)+ 0o | F(t) = JLF(),
A0 0 1
0 0 X\ 0 0 0
was zu zeigen war. 0
A

Die Darstellung von e“* mittels der Jordan’schen Normalform ist nicht nur zur Berechnung
der Matrix—Exponentialfunktion niitzlich. Wie wir spéter sehen werden, ist sie auch ein
wesentliches Hilfsmittel, um die Stabilitédt der Losungen linearer Differentialgleichungen zu
untersuchen.



Kapitel 3

Eigenschaften der Losungen

In diesem Kapitel wollen wir die Losungen linearer gewohnlicher Differentialgleichungen
und einige Threr Eigenschaften untersuchen. Wir beschéftigen uns zunéchst mit Gleichun-
gen der Form

i(t) = Az(t), AeR™" (3.1)
sowie dem zugehorigen Anfangswertproblem (3.1), (1.3).

3.1 Existenz— und Eindeutigkeit

Zunichst zeigen wir, dass wir mittels der Matrix-Exponentialfunktion e die Losung des
Anfangswertproblems (3.1), (1.3) eindeutig beschreiben koénnen.

Satz 3.1 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (3.1) fiir eine Matrix A € R™*"™.
Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (tg, xg) € R x R™ genau eine Losung x(t;to, xo)
des Anfangswertproblems (3.1), (1.3). Diese ist gegeben durch

x(t,to, xo) = e~ Ato oAty

Beweis: Aus Satz 2.2 erhalten wir
d d
ax(t; to, o) = ae_AtO eArg = Ae= Mo Aty = Ax(t; to, xg).

Aus Lemma 2.3(iv) folgt auBerdem

—Atg eAtol,

x(tos to, x0) =€ o = Idzg = xo,

also ist x(t;to, zo) tatséchlich eine Losung des Anfangswertproblems (3.1), (1.3).

Zum Beweis der Eindeutigkeit verfahren wir wie im Beweis von Satz 2.4: Sei y(t) eine
beliebige Losung des Anfangswertproblems mit Anfangsbedingung (to,xo). Aus der Pro-
duktregel ergibt sich

d

Ee*f‘(t*twy(t) = —e~AUT0) Ay (1) + e A1) Ay (t) = 0,

11
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—A(to—to)

demnach ist e~ A=)y (¢) konstant in ¢, und wegen e y(to) = o folgt also

—A(t—to)

e y(to) = xo.

Multiplikation von links mit e4(=%) liefert dann y(t) = eA(~0)zy = z(¢; tg, x9) und damit
die Behauptung. []

Bemerkung 3.2 Die Matrix ®(t) = e?* wird auch Fundamentalmatriz der Gleichung
(3.1) genannt, da sich aus ihr mittels

z(t;to, o) = ®(—t0) @ (to)xo

alle Losungen der Gleichung (3.1) berechnen lassen. Aus Satz 2.4 wissen wir bereits, dass
®(t) die eindeutige Losung des matrixwertigen Anfangswertproblems

X(t)=AX(), X(0)=1Id

ist. ]

Da es fiir spitere Anwendungen niitzlich sein wird, wollen wir die Klasse von Differen-
tialgleichungen (3.1) etwas verallgemeiern. Fiir eine Matrix A € R™*™ und eine stetige
Funktion g : R — R"™ ist die inhomogene lineare gewthnliche Differentialgleichung gegeben
durch

x(t) = Az(t) + g(1). (3.2)
Beachte, dass die Gleichung (3.1) (die auch homogen genannt wird) ein Spezialfall von
(3.2) fiir g = 0 ist.

Der folgende Satz beschreibt, wie die Losungen eines Anfangswertproblems (3.2), (1.3)
aussehen. Hierbei verwenden wir die iibliche Konvention

/tj h(s)ds = — /: h(s)ds

fiir Zeiten t!,#2 € R und eine integrierbare Funktion h : R — R™.

Satz 3.3 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (3.2) fiir eine Matrix A € R™*"
und eine stetige Funktion g : R — R™. Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (o, z¢) €
R x R™ genau eine Losung x(t;to, zg) des Anfangswertproblems (3.1), (1.3). Diese ist ge-
geben durch
t
z(t, o, mo) = e~ A% eAlyy + / A=) g(s)ds.

to

Beweis: Beachte, dass fiir eine beliebige stetige und im ersten Argument stetig differen-
zierbare Funktion A : R x R — R"™ die Ableitungsregel

d t
— h(t tt 7ht
dt/to (t, 5)ds 2

to
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gilt. Mit h(t, s) = eA(t=9)g(s) folgt also

ix(t to,xo) = ie_AtO eMag + 4 /t A= g(s)ds
e dt dt Jy,

t
= Ae Ao My, + eA(t_t)g(t) + %eA(t_s)g(s)ds
to

t
= Ae Ao Aty 4+ eA(t*t)g(t) + / AeA(t’s)g(s)ds
to

¢
- A <6_At0 eAt:EO +/ eA(t—S)g(S)ds) + g(t) = Ax(t; to, xo) + g(t),
to

womit x(t; t, xo) also die Differentialgleichung (3.2) erfiillt. Wegen
to
e Aoy — 2y und / A=) g(s)ds = 0
to
ist offenbar auch die Anfangsbedingung erfiillt.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu y;(¢t) und y2(t) zwei Losungen von (3.2),
(1.3) zur Anfangsbedingung (tg, xg). Dann gilt

d

E(Zh(’f) —y2(t)) = Ay1(t) + g(t) — Aya(t) — g(t) = A(y1(t) — y(2(1)).

Die Funktion z(t) = y1(t) — y2(t) 16st also das Anfangswertproblem

2(t) = Az(t),  z(to) = y1(to) — y2(to) = xo — xo =0,
dessen eindeutige Losung gerade durch z(t) = e~ eAt) = 0 gegeben ist. Es gilt also
y1(t) — y2(t) = 0 fiir alle ¢ € R und damit y;(t) = y2(t), womit die Eindeutigkeit gezeigt
ist. i

3.2 Weitere Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden wir einige weitere Eigenschaften der Losung betrachten, die
wir in unseren folgenden Betrachtungen bendtigen werden.

Das folgende Lemma ist eine Konsequenz aus dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz 3.3.

Lemma 3.4 Fiir eine Anfangsbedingung (o, o) und beliebige Zeiten t',¢?> € R gilt

x(t%;to, xo) = x(t?; ¢, z(t1; tg, x0)).

Beweis: Offenbar ist x(t; tg, xo) eine Losung des Anfangswertproblems (3.2), (1.3) mit An-
fangsbedingung (¢!, z(t';t, z0)). Die Funktion x(¢;t', 2(t';tg, z0)) 16st aber gerade dieses
Anfangswertproblem, also miissen, wegen der Eindeutigkeit der Losung, x(t; t, x(t!; to, z0))
und x(t; tg, 7o) fiir alle t € R iibereinstimmen, insbesondere also fiir ¢ = 2. a
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Bemerkung 3.5 Diese Eigenschaft der Losungsfunktionen wird oft als Kozykluseigen-
schaft bezeichnet. o

Wir wollen nun die Abhéngigkeit der Losungsfunktionen z(¢;to, o) von (3.2), (1.3) von
ihren Paremetern betrachten. Wir beginnen mit einem vorbereitenden Lemma.

Lemma 3.6 Fiir die Matrix-Exponentialfunktion e gilt die Abschiitzung

|| < ellAll,

Beweis: Dies folgt durch Abschéitzen der einzelnen Glieder der definierenden Reihe mittels

At — " i — ||t* &
le® =11>_ A% < D |4
k=0

t[*
< E 5 ||4”k el Al
k=0 k=0

Zunichst beweisen wir eine Schranke fiir ||z(¢; to, zo)|| im homogenen Fall.

Lemma 3.7 Die Losungsfunktion x(t;tg, z9) des homogenen Anfangswertproblems (3.1),
(1.3) erfiillt die Abschéitzungen

e~ IAIE=ol| 3o || < [|@(t; to, 20)|| < elANE=tol||z,.

Beweis: Die zweite Ungleichung folgt direkt aus der Darstellung der Losung als
x(t; to, wo) = ez (3.3)

unter Verwendung von Lemma 3.6. Die erste folgt, indem man die Gleichung (3.3) von
links mit e~4(¢—t0) multipliziert, Lemma 3.6 auf die so entstehende Gleichung

zo = e A0 (t 10, o)
anwendet und die sich ergebende Ungleichung
lzol| < eIl (8; to, zo) |

nach ||z(t; to, xo)|| umstellt. 0

Das folgende Lemma beschreibt die Abhéngigkeit von x(¢;t, z) im inhomogenen Fall von
den Parametern.
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Lemma 3.8 Die Losungsfunktion x(¢; tg, o) des inhomogenen Anfangswertproblems (3.2),
(1.3) ist stetig differenzierbar (also insbesondere stetig) in all ihren Parametern. Insbeson-
dere gilt
(i) i"]}(t't = Ax(t: i i . —_A A(t—to),. _ A(t—to)

i ; Lo, .I()) = x(t, to, .T()) + g(t), (11) dtox(t, to, 1’0) = e Tp— € g(to)
und

d
(iii) d—xox(t; to, zg) = eAt=10),

wobei die rechten Seiten jeweils als lineare Abbildungen von R (im Fall (i) und (ii)) bzw.
R™ (im Fall (iii)) nach R™ aufzufassen sind.

Dariiberhinaus ist die Funktion fiir alle ¢,%y € R global Lipschitz stetig in z¢; genauer gilt
fiir beliebige zg, z1 € R™ die Abschitzung

| z(t; to, mo) — x(t; to, x1)|| < el AIE=t0l||zg — 2. (3.4)

Beweis: Die Ableitung nach ¢ ergibt sich sofort aus (3.2), die Ableitungen nach Anfangszeit
to und Anfangswert xg erhilt man direkt durch Differenzieren der allgemeinen Losung aus
Satz 3.3.

Zum Beweis der Abschitzung (3.4) verwenden wir, dass aus dieser Darstellung folgt
a(t; to, 20) — (t;to, 21) = e A0 Mgy — e7 A0 Aty = A1) (10 — 4y),
also
l(t; to, wo) — x(t:to, z1)|| < e[ |z — an ],

woraus sich die gewiinschte Abschiatzung mit Lemma 3.6 ergibt. N

Bemerkung 3.9 Die Abschitzung (3.4) zeigt insbesondere, dass fiir jedes T' > t( und fiir
jede Folge x,, — x¢ fiir n — oo die Konvergenzeigenschaft

lim sup ||z(t;to, xn) — x(t; to, zo)|| < lim elANT=tol|z,
n—oo

N0 telto,T)

—iUOH =0

gilt. In Allgemeinen gilt dies aber nicht fiir unendliche Zeitintervalle: Z.B. gilt bereits im
eindimensionalen Fall fiir die Losungen z(t;z9) = e'wg der Gleichung () = z(t) die
Gleichung
|2(t; 20) — 2(t; 21)| = e'|zo — 1.
Fiir eine Folge x, — x¢ mit z,, # xo fiir alle n € N gilt also
sup |z(t;z,) — x(t;z0)| = sup €|z, — x| = 00
tG[to,OO) tE[to,Oo)

und damit auch

lim sup |o(t; ) — 2(t; 70)| = oo,

=0 telty,00)
d.h. ,;im Unendlichen® gilt die Stetigkeit im Allgemeinen nicht. Die Konzepte der ,,Stabi-
litdt*“ und der “asymptotischen Stabilitat®, die wir im nachsten Kapitel einfithren werden,
konnen als Stetigkeitsbedingungen ,,im Unendlichen®, bzw. auf unendlichen Zeitintervallen
aufgefasst werden, und wir werden einfache algebraische Kriterien fiir die Matrix A kennen
lernen, unter denen diese Bedingungen erfiillt sind. o
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Kapitel 4

Stabilitat

In diesem Kapitel wollen wir damit beginnen, uns mit dem Hauptthema dieser Vorlesung
zu beschéftigen. Am Schluss des letzten Kapitels hatten wir bereits erwéihnt, dass wir
Stabilitét als eine Stetigkeitsbedingung auf dem unendlichen Zeitintervall [0, co) verstanden
werden kann, wir werden auf diese Interpretation am Ende dieses Kapitels zuriick kommen.
Es gibt dariiberhinaus viele weitere Interpretationen von Stabilitét, die wir nach und nach
kennen lernen werden. Hier betrachten wir zunéchst ein Beispiel bevor wir im Anschluss
daran die formale Definition geben und verschiedene Kriterien fiir Stabilitat einfithren und
beweisen.

Stabilitdt kann man fiir viele verschiedene Losungstrajektorien und sogar fiir Mengen von
Losungskurven definieren. Wir wollen hier nur den einfachsten (aber trotzdem fiir vie-
le Anwendungsn interessanten) Fall behandeln, bei dem wir die Stabilitidt von Gleichge-
wichtslosungen betrachten. Wir werden uns dabei auf Losungen zur Anfangszeit tg = 0
beschrénken.

Definition 4.1 Eine Punkt 2* € R™ heifit Gleichgewicht (auch Ruhelage oder Equilibrium)
einer gewohnlichen Differentialgleichung (1.1), falls fiir die zugehorige Losung

x(t;xz*) = o* fir allet € R

gilt. o

Es ist leicht zu sehen, dass ein Punkt genau dann ein Gleichgewicht der Differentialgleichung
#(t) = f(x(t)) ist, wenn f(x*) = 0 gilt. Insbesondere ist fiir die homogene lineare Gleichung
der Punkt 2* = 0 immer ein Gleichgewicht.

4.1 Ein Beispiel

Um den Begriff der Stabilitéit zu illustrieren, beginnen wir mit einem kleinen Beispiel. Wir
betrachten ein Pendel, das in unserem (idealisierten) Modell aus einer masselosen starren
Stange und einem daran befestigten Massepunkt besteht. Bezeichnen wir die Winkelposi-
tion des Pendels mit ¢ € [0, 27) und die Geschwindigkeit der Masse auf ihrer kreisférmigen

17
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Bahn mit v € R, so ergeben sich (nach geeigneter Normierung der Konstanten) die Glei-
chungen

p(t) = w(t)
0(t) = —ku(t) —sin(p(t))

(eine schone Herleitung dieser Gleichungen findet sich in B. Aulbach, Gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen, Spektrum-—Verlag, Heidelberg, 1997, Beispiel 1.3.3) Hierbei ist & > 0
eine Konstante, die die Reibung beschreibt. In diesen Gleichungen entspricht ¢ = 0 dem
senkrecht nach unten hidngenden Pendel und ¢ = m dem aufrecht stehenden Pendel. Die
Punkte (¢,v) = (0,0) und (¢,v) = (7,0) sind die zwei einzigen Gleichgewichte dieser
Gleichung. Sie beschreiben gerade das ruhig nach unten hingende und das (in der Praxis
schwer zu realisierende) ruhig aufrecht stehende Pendel. Setzen wir ¢ = ¢ — 7, so &ndern
sich die Gleichungen zu

(4.1)

d(t) = ot
® = vt o
o(t) = —kov(t) — sin(I(t) + 7).
Die Gleichungen beschreiben die selben Bewegungen wie zuvor, allerdings entspricht 9 = 0
nun dem aufrecht stehenden Pendel und 99 = —n dem senkrecht nach unten héngenden
Pendel.

Offenbar sind die Gleichungen (4.1) und (4.2) nicht linear, da auf der rechten Seite ein
Sinus auftaucht. Wir kénnen aber lineare Systeme herleiten, die das Verhalten des Systems
in den Ruhelagen zumindest approximieren. Wir nutzen dazu zunéchst aus, dass fiir ¢ nahe
0 fiir den Sinus

sin(p) =~ ¢ (4.3)
und fiir ¥ nahe 0 approximativ die Gleichung

sin(¢ + ) &~ =9 (4.4)

gilt. Schreiben wir x1 = ¢, x9 = v, so erhalten wir aus (4.1) mit (4.3)

( i;g; ) - < 0, _kﬁg; ) = < . ) < 223 > (4.5)

und fiir y; = 9, y2 = v erhalten wir aus (4.2) mit (4.4)

( yl(t) ) — < yQ(t) ) — ( 0 1 ) < yl(t) > (4.6)
Ya(t) yi(t) — kya(t) 1 -k ya2(t)
Wegen (4.3) und (4.4) kénnen wir erwarten, dass diese linaren Gleichungen das Verhalten

der nichtlinearen Gleichungen in einer kleinen Umgebung der Gleichgewichte gut beschrei-
ben.!

Betrachten wir nun die physikalische Interpretation der Gleichungen (4.1) bzw. (4.2): Was
wiirden wir erwarten, wenn sich das Pendel in einer der beiden Ruhelagen befindet, und wir

'Dieses Verfahren nennt man Linearisierung und wir werden in einem spéteren Kapitel sehen, dass diese
Erwartung mathematisch gerechtfertigt ist.
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es durch leichtes Anstofilen aus dem Gleichgewicht bringen? Im Fall des herabhéngenden
Pendels, d.h. fir (¢,v) = (0,0), wiirden wir sicherlich erwarten, dass das Pendel in der
N#he der Ruhelage schwingt, sich aber nicht weiter von ihm entfernt. Falls Reibung auf
das Pendel wirkt (d.h. falls & > 0 ist) wiirden wir sogar erwarten, dass das Pendel sich
wieder der Ruhelage nihert. (In der Praxis wiirde man sogar erwarten, dass das Pendel nach
einiger Zeit wieder ruhig nach unten héingt; dieser Effekt wird aber durch die Haftreibung
bewirkt, die wir in unserem Modell vernachlédssigt haben.)

Im Fall des aufrecht stehenden Pendels, d.h. fiir (¢,v) = (7, 0) bzw. (J,v) = (0,0), wird
man nicht erwarten, dass das Pendel nach einem Stof in der Néhe der Ruhelage bleibt, son-
dern dass es umfillt, um dann, je nachdem ob Reibung vorhanden ist oder nicht, entweder
nach einiger Zeit gegen die hdngenden Ruhelage zu konvergieren, oder fiir alle zukiinftigen
Zeiten mit gleicher Stéirke weiter zu pendeln.

Die folgenden Grafiken stellen Losungen der linearen Gleichungen (4.5) und (4.6) in der
(x1,x2) bzw. (y1,y2)-Ebene dar. Das ,, Anstofien“ des Pendels modellieren wir dadurch, dass
wir einen Anfangswert 2o € R? wihlen, der nicht genau auf dem Gleichgewicht z* = (0,0)”
liegt sondern nur in der Nithe, nimlich z¢ = (1/10,0)7.
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| |
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Abbildung 4.1: Losung von (4.5) fiir £ = 1/10 und k = 0, Losung von (4.6) fiir k = 1/10
(von links nach rechts)

Die Simulationen von (4.5) zeigen gerade das oben diskutierte Verhalten: Fiir £ > 0 konver-
giert die Losung gegen das Gleichgewicht, fiir k¥ = 0 beschreibt das Pendel eine periodische
Bewegung um das Gleichgewicht, entfernt sich dabei aber nie weiter als zum Anfangszeit-
punkt.

Das Verhalten von (4.6) hingegen entspricht nicht ganz unseren Erwartungen: Zwar entfernt
sich die Losung vom Gleichgewicht, die Konvergenz zur héngenden Position ist allerdings
nicht zu beobachten, stattdessen wichst die Losung unbeschriankt. Der Grund liegt darin,
dass sich das lineare System nur in einer kleinen Umgebung von (0,0)7 #hnlich wie das
nichtlineare System verhélt, diese ist jedoch zu klein, um das zweite Gleichgewicht zu
enthalten (tatséchlich sieht man leicht, dass (4.6) iiberhaupt kein zweites Gleichgewicht
besitzt). Es bleibt jedoch festzuhalten, dass das , Weglaufen® vom Gleichgewichtspunkt
korrekt wiedergegeben wird.

Es ist nun aus der Anschauung naheliegend, das Gleichgewicht des Systems (4.5) als sta-
bil zu bezeichnen (nach leichtem Anstofien bleibt die Losung fiir alle Zeiten in der Nihe
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des Gleichgewichts), das Gleichgewicht des Systems (4.6) hingegen als instabil (durch be-
liebig leichtes Anstoen entfernt sich das System weit vom Gleichgewicht). Im folgenden
Abschnitt werden wir dies mathematisch exakt formulieren.

4.2 Definition

Wir wollen nun Stabilitdt formal definieren. Wir machen dies etwas allgemeiner, als wir
dies fiir unsere linearen Gleichungen benétigen und werden spéter zeigen, dass einige der
verschiedenen Definitionen hier fiir lineare Systeme &dquivalent sind.

Definition 4.2 Sei z* ein Gleichgewicht einer gewohnlichen Differentialgleichung.

(i) Das Gleichgewicht x* heifit stabil, falls fiir jedes ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass die
Ungleichung
|x(t; xo) — ™| < ¢ fiir alle t > 0

fiir alle Anfangswerte zo € R™ mit ||zg — z*|| < § erfiillt ist.

(ii) Das Gleichgweicht =* heifit lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und dariiberhinaus
eine Umgebung U von z( existiert, so dass die Losungen mit Anfangswerten xg € U im
folgenden Sinne gleichméflig gegen x* konvergieren: Fiir jedes 6 > 0 und jedes € > 0 gibt
es ein T' > 0, so dass die Ungleichung

|lx(t;z0) —a*|| <efirallet >T
fiir alle 29 € U mit ||xg — 2*|| < ¢ erfiillt ist.
(iii) Das Gleichgewicht x* heiit global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = R"™ erfiillt ist.

(iv) Das Gleichgweicht x* heiit lokal bzw. global exponentiell stabil, falls Konstanten ¢, o >
0 existieren, so dass die Ungleichung

llz(t; m0) — x*|| < ce™"||axp — x*|| fiir alle t > 0
fiir alle xo aus einer Umgebung U von z* (mit U = R™ im globalen Fall) erfiillt ist. m
Bemerkung 4.3 Die Stabilitéit aus (i) wird auch ,,Stabilitdt im Sinne von Ljapunov® ge-

nannt, da dieses Konzept Ende des 19. Jahrhunderts vom russischen Mathematiker Alex-
ander M. Ljapunov eingefiihrt wurde. Beachte, dass aus den Definitionen die Implikationen

(lokal/global) exponentiell stabil = (lokal/global) asymptotisch stabil = stabil

folgen. Die zweite Implikation ergibt sich direkt aus der Definition. Dass aus exponentieller
Stabilitéit die asymptotische Stabilitét folgt, sieht man folgendermafien:

Fiir ein gegebenes ¢ folgt (i) mit 6 = ¢/c, denn damit gilt fiir |29 —2*|| < ¢ die Ungleichung
|z (t; 20) — z*|| < ce™|zg — 2*|| < c|lxg — z*|| < e. Zum Beweis von (ii) setzen wir fiir
gegebene £ und § > 0 die Zeit 7' = —2 In £. Damit folgt fiir ||zo — 2*|| < und ¢t > T

o (t; m0) — 2| < ce™ wo — 2| < ce™ T g — 2| < Sllwo — 2" <5,

also (ii). a]
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Ein Gleichgewicht, das nicht stabil ist, nennen wir instabil. Formal lédsst sich das so be-
schreiben.

Definition 4.4 Das Gleichgewicht x* heifit instabil, falls es nicht stabil ist, d.h., falls ein
e > 0 existiert, so dass fiir jedes § > 0 ein g € R™ mit ||zg — 2*|] < 0 und ein T" > 0
existiert, so dass
[2(T; 20) — ™| = €

gilt. o
Die Losungen in Abbildung 4.1 legen nahe, dass das Gleichgewicht x* = 0 fiir die Gleichung
(4.5) stabil ist, und sogar asymptotisch stabil fiir & > 0. Ebenfalls kann man vermuten,
dass das Gleichgewicht z* = 0 fiir die Gleichung (4.6) instabil ist. Um dies formal zu
beweisen, konnte man die Gesamtheit der Losungen fiir alle moglichen Anfangswerte nahe
z* betrachten, was in der Praxis aber nicht unbedingt praktikabel ist. Wir werden daher

nun ein einfaches Kriterium herleiten, an dem man sehen kann, ob das Gleichgewicht * = 0
einer linearen homogenen Differentialgleichung stabil, asymptotisch stabil oder instabil ist.

4.3 Stabilitit linearer homogener Differentialgleichungen

Wir betrachten nun wieder die lineare homogene Differentialgleichung (3.1) gegeben durch

@(t) = Az(t), Ae RV,

Fiir eine Gleichung dieser Form héngt das Stabilitatsverhalten offenbar nur von der Matrix
A ab. Wir werden daher auch von Stabilitit, exponentieller Stabilitdt bzw. Instabilitit der
Matrix A sprechen.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Stabilitédt des Gleichgewichts z* = 0 fiir (3.1) nicht
von der gewihlten Basis abhéngt. Mit anderen Worten zeigen wir, dass sich die Stabilitéts-
eigenschaften unter Koordinatentransformationen nicht veréndern.

Lemma 4.5 Sei A € R™™" eine Matrix und sei C € C™"*" eine invertierbare Matrix. Dann
gilt: Das Gleichgewicht z* = 0 der Gleichung

x(t) = Ax(t) (4.7)
hat die gleichen Stabilitédteigenschaften wie das Gleichgewicht y* = 0 der Gleichung
y(t) = Ay(t) (4.8)

mit der transformierten Matrix A = C~1AC.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, wie die Losungen z(¢; xo) und y(¢; yo) der Gleichungen (4.7)
und (4.8) mit Anfangsbedingung (1.3) zusammenhéngen. Sei dazu xy € R™. Dann gilt

a(t; m0) = Cy(t; C~ o). (4.9)
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Zum Beweis von (4.9) geniigt es zu zeigen, dass die Funktion Cy(t; C~'zg) das Anfangs-
wertproblem (4.7), (1.3) 16st, da dann der Eindeutigkeitssatz 3.1 die Gleichheit (4.9) liefert.
Die Anfangsbedingung (1.3) ist wegen

Cy(0; C_lxo) =CC 'xy =

offenbar erfiillt. Dass auch die Differentialgleichung (4.7) erfiillt ist, folgt aus

%Cy(t; Clzy) = CAy(t; C~ag) = CCTACY(t; C ' ag) = A(Cy(t; CLap)).

Aus (4.9) folgt nun sofort die Abschitzung

lz(t; o) | < ICIly(t; C~ o). (4.10)

Wir zeigen die Aussage des Lemmas zunichst fiir die Stabilitéit aus Definition 4.2(i). Sei
y* stabil fiir (4.8) und sei ¢ > 0. Dann gibt es fiir £ = ¢/||C|| ein § > 0, so dass fiir yo € R
mit [|yo|| < ¢ die Ungleichung

lly(t;yo)|| < € fur allet >0

gilt. Folglich gilt fir 0 = S/HCAU und alle zp € R™ mit ||zo|| < 6 und yo = Czp wegen
lyoll = |CLzol| < [|C7||zo]| < 6 und (4.10) die Ungleichung

[l(t; zo) | < ICI[1ly (% wo) [l < € fiir alle £ > 0,

womit die Stabilitéit gezeigt ist.

Mit der gleichen Beweistechnik sieht man, dass sich asymptotische Stabilitdt und Instabi-
litdt von (4.8) auf (4.7) tibertrégt.

Falls (4.8) exponentiell stabil ist, erhalten wir
l(t; z0) | < IClly(t; €~ o)l < [Cllee™* |[C7Hl|oll,

d.h., exponentielle Stabilitit fiir (4.7) mit gleichem o und & = ||C||||C~!||c. Beachte hierbei,
dass [|C 7! #[|IC7H. 0

Wir kénnen die Stabilitét also bestimmen, indem wir uns die Matrix A mittels einer geeig-
neten Koordinatentransformation in eine ,,schéne“ Form bringen, womit wir den folgenden
Satz beweisen konnen. Wir erinnern dazu an die Jordan’sche Normalform in der Form von

Satz 2.6.

Satz 4.6 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung (3.1) fiir eine Matrix A €
R™* ™ Seien A1,..., g € C, \; = a;+ib;, die Eigenwerte der Matrix A, die hier so angeord-
net seien, dass jedem Eigenwert A; ein Jordan—Block J; in der Jordan’schen Normalform
entspricht. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte A\; nichtpositiven
Realteil a; < 0 besitzen und fiir alle Eigenwerte mit Realteil a; = 0 der entsprechende
Jordan—Block J; eindimensional ist.
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(ii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist instabil genau dann, wenn es einen Eigenwert \; gibt,
dessen Realteil entweder a; > 0 erfiillt, oder dessen Realteil a; = 0 erfiillt und dessen
Jordan—Block J; mindestens die Dimension 2 x 2 besitzt.

(iii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist lokal asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigen-
werte A; negativen Realteil a; < 0 besitzen.

Beweis: Wegen Lemma 4.5 reicht es, die Stabilitdtseigenschaften fiir die Jordan’sche Nor-
malform J der Matrix A zu beweisen. Wir bezeichnen die zu @(¢) = Jx(t) gehorigen
Losungen wiederum mit z(t; zg).

Zuerst einige Voriiberlegungen. Bezeichnen wir mit eg, k = 1,...,n, die Standard—Basis-
vektoren, so lasst sich jeder Vektor x € R™ schreiben als

n
x = (z1,... ,xn)T = Zxkek.
k=1

Fiir jede Matrix B € R"*" ist Be; gerade die j—te Spalte von B, also

Bej = (b1j7 ce ,bnj)T = Zbkjek'
k=1

Fiir die Norm ||Bz|| gilt die Abschétzung

77777

Im Folgenden werden wir aulerdem verwenden, dass fiir eine komplexe Zahl A = a + ib
und jedes reelle t € R die Gleichung |e*| = e gilt.

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Eigenwert-Bedingungen in (i) bzw. (ii) die behauptete
Stabilitét bzw. Instabilitdt impliziert und beginnen mit (i).

Sei dazu € > 0 gegeben. Aus der Darstellung der Losung aus Satz 3.1 und der Form von
e’t fiir Jordan—Matrizen aus Satz 2.8 folgt mit den obigen Uberlegungen

J A tmkfl
e tek = Mt <ek’ +tep_ 1+ ...+ mek_mk+1) y
wobei [ und my von k abhidngen und m; < m fiir die Dimension m des zu \; gehoérigen
Jordan—Blocks J; ist, vgl. Satz 2.8. Falls A\; = a; + ib; mit a; = 0 gilt, ist der zugehorige
Jordan—Block nach Annahme eindimensional, es gilt also m; = m = 1 und damit

e‘]tek = e’\ltek

woraus

le” exl = e![lex| = €1 =1

folgt. In diesem Fall setzen wir ¢ = 1. Im Fall ¢; < 0 erhalten wir

t2(mk71) t2(mk71)
Jt At 2 — pait 2

< le 14+t4+...+ = 14+t +...+ .
leerll < le ‘\/ (mg — 1)12 ¢ \/ (myg — 1)12
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Fiir jedes negative a < 0 und jedes k € N gilt nun aber e®¢*

eine Konstante c; > 0, so dass die Abschéitzung

— 0 fiir t — oo, also gibt es

t2(mk71)

Jt at 2
lle ek\ﬁel\/lﬂLt +-..+(mk_1)!2 < ¢k

fiir alle ¢ > 0 gilt. Damit folgt fiir beliebige Anfangswerte x € R™ aus (4.11) die Abschéitzung
lz(t; 2)[| = lle”z]| < Vnllall max [le”ex|| < Vnlal| max e fir alle t > 0.
=1,..,n =1,...,n

Also folgt die Ungleichung der Stabilitdtseigenschaft (i) mit 6 = e¢/(y/nmaxg=1 ., ck).

Nun zeigen wir, dass die Eigenwert—Bedingung aus (ii) Instabilitdt von x* impliziert. Sei
dazu zuerst \; = a; + ib; ein Eigenwert mit a; > 0. Dann gibt es einen Vektor ej, so dass

elte, = eMtey, gilt, und damit fiir jedes e > 0 gilt
e’ (cei)| = [l = ez — o0
fir t — oo, woraus die Instabilitéit folgt, denn ||eex|| = . Wenn kein Eigenwert \; mit

positivem Realteil a; > 0 existiert, so garantiert die Bedingung in (ii) die Existenz eines
Eigenwerts A\; mit Realteil ¢; = 0 und mindestens 2 x 2—dimensionalem Jordan—Block. In
diesem Fall finden wir einen Basisvektor e, mit

elle, = eM(ep + tep_1),

woraus fiir jedes € > 0 folgt

Hejt<5€k)H = leAlt‘g\/l + 1?2 = 8\/1 +1t2 = o0

fiir t — oo, womit wiederum die Instabilitit folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass die (In—)Stabilitdtseigenschaften in (i) und (ii) die Eigenwertbe-
dingungen implizieren. Nehmen wir an, x* sei stabil, damit ist * nicht instabil und somit
kann die Eigenwertbedingung aus (ii) nicht gelten. Die Eigenwertbedingung in (i) ist aber
gerade die Umkehrung der Bedingung aus (ii), also muss sie gelten. Analog schliefit man
fiir (i), womit die Aquivalenzen in (i) und (ii) gezeigt sind.

Es bleibt (iii) zu zeigen. Sei dazu z* lokal asymptotisch stabil. Wir nehmen an, es gebe
einen Eigenwert A\; mit a; > 0. Dann gibt es einen Basisvektor e; mit e’te, = eMley, und
damit folgt fiir alle € > 0 die Gleichung

le” ()| = |eMte = e fiir alle ¢ > 0,

d.h. fiir beliebig kleine Anfangswerte e, ¢ > 0, finden wir Losungen, die nicht gegen 0
konvergieren. Dies widerspricht der asymptotischen Stabilitét.

Sei umgekehrt die Eigenwertbedingung aus (iii) erfiillt. Wie im Fall (i) fiir a; < 0 erhalten
wir fiir jeden Basisvektor e, die Abschéitzung

t2(mk71) t2(mk71)
Jt Ait 2 —_ Hait 2

< ! 1+t-+...+ = 1+t-+...+ .
leexll < le |\/ (mg — 1)12 c \/ (my — 1)!12




4.3. STABILITAT LINEARER HOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 25

Wihlen wir nun ein beliebiges 1 € (0,1), so existiert ein ¢ > 0, so dass

t2(m71)

WSCkaI‘&HGtEO
m — :

e“")alt\/l +82 4.+

gilt. Damit erhalten wir

t2(m—1>
e‘”t 1+t2+...+m§€nalt6k

und somit mit (4.11)

l2(t; 2)| = lle™ || < vnllzl] max fe’es|| < v/nllzlle™" max e =ce|lz]|
= 7"'7n =

e

fur allet > 0, ¢ = /nmaxy=1__,c; und 0 = —nmax;=; . 4a; > 0. Dies zeigt globale expo-
nentielle Stabilitét, also nach Bemerkung 4.3 insbesondere globale asymptotische Stabilitét
und damit auch lokale asymptotische Stabilitét. U

Der Beweis von (iii) zeigt tatséchlich globale exponentielle Stabilitét. Die Konsequenz dieser
Tatsache formulieren wir explizit in dem folgenden Satz.

Satz 4.7 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung (3.1) fiir eine Matrix A €
R™ "™ Seien A1,...,A\g € C, \; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matrix A. Dann sind die
folgenden drei Eigenschaften dquivalent.

(i) Alle Eigenwerte \; besitzen negativen Realteil a; < 0.
(ii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist lokal asymptotisch stabil.

(iii) Das Gleichgewicht z* = 0 ist global exponentiell stabil, wobei die Konstante o > 0
aus Definition 4.2(iv) beliebig aus dem Intervall (0, — max;—;, 4 a;) gewéhlt werden kann.

Beweis: (iii) = (ii) folgt mit Bemerkung 4.3, (ii) = (i) folgt aus Satz 4.6(iii) und (i) =
(iii) wurde im Beweis von Satz 4.6(iii) gezeigt. a

Wir wollen nun einige Folgerungen aus den zwei bewiesenen Sétzen formulieren und be-
weisen. Zunéchst beweisen wir eine obere Schranke fiir die Matrix-Norm der Matrix—
Exponentialfunktion einer stabilen bzw. exponentiall stabilen Matrix.

Lemma 4.8 (i) Sei A € R"*" eine stabile Matrix. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so
dass

e < e fiir alle t > 0.

(ii) Sei A € R™ ™ eine exponentiell stabile Matrix mit ¢,o > 0. Dann gilt

leAt|| < ce™° fiir alle t > 0.
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Beweis: (i) Nehmen wir an, die Konstante ¢ existiere nicht. Dann gibt es eine Folge von
Werten ¢, — oo und eine Folge von Zeiten t; > 0, so dass ||e* || > cx. Aus der Definition
der Matrix—Norm folgt dann die Existenz von Anfangswerten x; € R™, so dass

2 (tes zi)l] > crllkl]- (4.12)

Indem wir x), durch xy/(\/c||zk|) ersetzen (beachte, dass (4.12) giiltig bleibt), konnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass ||zx|| — 0 aber ci||xg|| — oo. Damit gibt es also fiir beliebige
e > 0 und 0 > 0 einen Punkt z; mit ||| < ¢ und eine Zeit ¢t > 0 mit ||x(tx; x| > €.
Dies aber ist aber ein Widerspruch zur Stabilitdt von z* = 0.

(ii) Dies folgt sofort aus der Definition von exponentieller Stabilitét und der Definition der
Matrix—Exponentialfunktion. 0

Das folgende Lemma zeigt, dass man der Norm der Matrix—Exponentialfunktion die expo-
nentielle Stabilitdt ansehen kann.

Lemma 4.9 Sei A € R™™. Falls ein 7 > 0 existiert mit ||eAT| < 1, so ist A exponentiell
stabil.

Beweis: Sei a = In(||eAT|)/T, also ||eAT| = e*T. Wegen |[e4T]| < 1 folgt a < 0. Wir
behaupten nun, dass fiir alle ¢ > 0 die Abschétzung

HeAtH < 6||A||T€7(1T€at (413)

gilt. Sei dazu t > 0 beliebig, und £ > 0 die grofite ganze Zahl mit k7T < t. Dann gilt
KT >t —T und t — kT < T und damit

”eAtH ||6A(t—kT)eAkT|| < HeA(t—kT) || ||6AkT|| < €||A”T”6ATHk

elAIT ahT < (AIT ca(t=T) _ AT T gat

also (4.13). Aus (4.13) folgt nun fiir ¢ = el4ITe=9T und ¢ = —a die Abschitzung

l(t; o)l = lle™aoll < ce™ ol

also gerade die behauptete exponentielle Stabilitét. 0

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir nun die Bemerkung, dass die Stabilitdt als
Stetigkeit auf unendlichen Zeitintervallen verstanden werden kann, mathematisch prizisie-
ren.

Lemma 4.10 Eine Matrix A € R™*" ist genau dann stabil, wenn die Losungen z(t; )
der zugehorigen linearen Differentialgleichung (3.1) mit Anfangsbedingung (1.3) Lipschitz—
stetig in xo gleichméafig fiir alle ¢ > 0 sind, d.h., wenn es eine Konstante L > 0 gibt so
dass

|z(t; x1) — x(t;22)|| < L||z1 — 22| fir alle ¢ > 0.
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Beweis: Sei A stabil. Wegen Lemma 4.8 gibt es ein ¢ > 0 so dass ||e!|| < ¢ fiir alle ¢ > 0.
Also folgt

|l (t; 1) —a(t;22) || = llear — eMa|l < [leM|| 21 — 22| < cllz1 — 2],

d.h. die Behauptung mit L = c.
Sei umgekehrt z(t; z¢) Lipschitz. Dann gilt fiir jedes 29 € R™

|lz(t; z0) — O] = [|z(t; x0) — x(¢;0)|| < L||xo — 0| fiir alle ¢ > 0,

woraus die Stabilitdtseigenschaft von z* = 0 mit 6 = /L folgt. N
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Kapitel 5

Stabilitdt und Storung

Wir haben die Konzepte der Stabilitdt eingefiihrt, indem wir uns {iberlegt haben, wie sich
das Pendel in den zwei verschiedenen Ruhelagen nach einem leichten Anstoflen verhilt.
Dieses ,, Anstoflen” wiederum haben wir modelliert, indem wir einen Anfangswert nahe
dem Gleichgewicht gew#hlt haben.

Tatséchlich ist es aber eine sehr idealisierte Annahme, dass eine Storung (wie eben der
StoB) nur zur Anfangszeit—also bevor das System sich bewegt—wirkt. Realistischer ist es,
anzunehmen, dass eine Storung permanent auf das System wirkt. Eine Moglichkeit, dies
zu modellieren, besteht darin, die zu einer gegebenen homogenen Gleichung (3.1)

z(t) = Ax(t)
gehorige inhomogene Gleichung (3.2)
L(t) = Ax(t) + g(t)

zu betrachten, und die Funktion g als Storung aufzufassen. Wir werden nun untersuchen,
wie sich die Losungen von (3.2) unter Stabilitdtsannahmen an A verhalten.

5.1 Stabile Matrizen

Wir wollen dies zunéchst fiir stabile Matrizen A € R™*™ durchfithren. Wir erinnern daran,
dass aus Lemma 4.8(i) folgt, dass fiir stabile Matrizen der Wert ¢ := sup,s ||| eine
endliche reelle Zahl ist.

Satz 5.1 Sei A € R™*"™ eine stabile Matrix und g : R — R" eine stetige Funktion. Sei ¢ :=
SUP;>q le?||. Dann gilt fiir die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
(3.2) die Abschétzung

izl < o (ool + [ o).

29
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Insbesondere folgt, dass alle Losungen auf dem Zeitintervall [0, 00) beschrénkt sind, falls

das Integral
| lato)las
0

Beweis: Aus der allgemeinen Form der Losung aus Satz 3.3 folgt

existiert.

t
fotaoll = [etao+ [ eAgs)ds
0
t
< etz + /0 leAt=)g(s)ds
t
< e |woll + / 1A= lllg(s) | ds
t
< cllwol +c /0 lo(s)ds,
also die gewiinschte Abschitzung. 0

Mit anderen Worten koénnen wir Beschrinktheit der Losung nur dann garantieren, wenn
das Integral von 0 bis co {iber g existiert.

Beispiel 5.2 Ein einfaches Beispiel dafiir, dass man die Losungen einer stabilen homoge-
nen linearen Differentialgleichung tatséchlich mit beliebig kleinen Stérungen unbeschréankt
wachsen lassen kann, liefert die offensichtlich stabile Gleichung

z(t)=0
mit Inhomogenitét
g(t)=e>0.

Hier erhélt man die Losungen
x(t; xo) = xo + £t

die offenbar fiir beliebig kleine € > 0 und beliebige Anfangswerte xg gegen unendlich
streben. m

5.2 Exponentiell stabile Matrizen

Unter der Annahme asymptotischer (d.h. fiir unsere linearen Systeme also exponentieller)
Stabilitit konnen wir deutlich stérkere Aussagen machen.

Satz 5.3 Sei A € R™" eine exponentiell stabile Matrix mit ¢,o > 0 und sei g : R — R"
eine stetige Funktion.

(i) Falls ||g(t)|] < M gilt fiir ein M > 0 und alle ¢ > 0, so gilt fiir die Losungen der
inhomogenen linearen Differentialgleichung (3.2) die Abschétzung

it 2| < ce™ o | + .
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(ii) Falls lim; .o ||g(t)]| = O ist, so gilt fiir die Losungen der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung (3.2) die Konvergenz

tlim |x(t; z0)|| = 0.

Beweis: (i) Analog zur Abschétzung im Beweis von Satz 5.1 erhalten wir

t
o (t; o) | < ce™"[lo] +C/O e~ g(s)|lds. (5.1)

t t o0 1
/ e o(t=5) s — / e %%ds < / e %%ds = —
0 0 0 o

erhalten wir die gewiinschte Schranke.

Wegen

(ii) Wegen (5.1) geniigt es, zu zeigen, dass aus ||g(¢)|| — 0 fiir ¢ — oo die Konvergenz

t
/O o9 g(s)[|ds — 0

fiir t — oo folgt. Sei dazu € > 0 beliebig. Wir wéhlen 7" > 0 so grof}, dass ||g(t)| < oe/2
fiir alle t > T ist. Damit folgt fir t > T

t T !
[ Natoas = [" e gts)ias + [ e g(s)jas

T t
< e_at/ e”5||g(s)||ds—|—/ e =975 g5
0 T 2

—=:b<00
oo
< e"tb—i—/ e*"sa—gds
0 2
—ot €
= b+ —.
e + 5

Fiir alle hinreichend grofien ¢ > 0 gilt aber e=?'b < £/2 und damit auch

t
| e Iglds <.
0
Da € > 0 beliebig war, folgt die gewiinschte Konvergenz gegen 0 fiir ¢ — oo. 0

Bemerkung 5.4 Ein weiterer Aspekt im Fall (i) von Satz 5.3 ist, wie stark die Stérung
g die Losung im Vergleich mit der zugehdrigen homogenen Losung verdndert. Aus der
Darstellung der allgemeinen Losung und der Abschétzung des Integrals in (5.1) folgt, dass
diese Differenz durch den Term cM /o abgeschitzt werden kann, die Norm M der Storung
wird also durch den Faktor ¢/o verstiarkt. Will man also eine Matrix A konstruieren, fiir
die der Einfluss von ¢ auf die Losung moglichst klein ist, so ist es im Allgemeinen nicht
ratsam, nur auf moglichst schnelles exponentielles Abklingen zu achten (d.h., auf moglichst
grofles o). Stattdessen sollte die Matrix A so konstruiert werden, dass der Quotient c¢/o
klein wird. o
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Im Fall (i) von Satz 5.3 kénnen wir im Allgemeinen nicht annehmen, dass die Losungen ge-
gen 0 konvergieren. Wir kénnen aber zumindest zeigen, dass das Limesverhalten nicht vom
Anfangswert xog abhéingt, d.h., dass alle Lésungen fiir ¢ — oo gegeneinander konvergieren,
auch wenn g unbeschrénkt ist. Ist g periodisch, so gibt es sogar eine eindeutige periodische
Limes—Kurve.

Satz 5.5 Sei A € R™" eine exponentiell stabile Matrix mit ¢,o > 0 und sei g : R — R"
eine stetige Funktion.

(i) Fir alle Anfangswerte x1, zo € R™ und die Losungen der inhomogenen linearen Diffe-

rentialgleichung (3.2) gilt die Abschétzung

lo(t; 1) — 2 (t; 22)l| < ce™ ||y — 2.

(ii) Falls g periodisch ist, d.h., falls ein 7' > 0 existiert mit g(t + 7") = g(t) fiir alle t € R,
so existiert eine periodische Kurve G : R — R™ mit Periode T', so dass fiir alle zg € R” die
Abschétzung

l2(t; z0) — G(&)]| < ce™[|lwo — G(0)]

gilt. Diese Kurve ist gegeben durch

(iii) Falls g(t) = go konstant ist, so ist auch die Kurve G(t) aus (ii) konstant und es gilt
G(t) = Gp = —A~1gg. In diesem Fall ist G ein exponentiell stabiles Gleichgewicht der
inhomogenen Gleichung.

Beweis: (i) Die Eigenschaft folgt sofort aus der Tatsache, dass die Funktion z(t) =
x(t;x1) — x(t; x2) die Losung der homogenen Gleichung

A(t) = Ax(t)

zum Anfangswert z(0) = x1 — 2 ist.

(ii) Da die Funktion g stetig und periodisch ist, ist sie insbesondere beschrénkt, d.h. es gibt
M > 0 mit |g(t)|| < M fiir alle t € R. Also folgt

¢ ¢
H/ A=) g(s)ds S/ ce_”(t_S)Mdsgﬁ,

g

—00
weswegen das Integral in der Definition von G(t) existiert. Aus

t+T t
Gt+T) = / A=) g(s)ds = / AT (s 4 T)ds

—00 —00

= /t M=% g(s)ds = G(t)

—00
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folgt, dass G periodisch mit Periode T ist. Wegen

G(t) = /t A% g(s)ds

—0o0

—00 0
t

0 t
= / At=9g(s)ds + [ eAtg(s)ds
0
_ €At / eA(—s)g(S) + eA(t—s)g(s)dS
—00 0
t

= eAtG(O)—i-/ A=) g(s)ds
0

ist G(t) gerade die allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung zur Anfangsbedingung
(to, x0) = (0,G(0)), vgl. Satz 3.3. Also folgt die Konvergenz aus (i).

(iii) Es gilt

G(t) = /t A=) g(s)ds

—00
t
= eAt/ e 4 dsgo
— o0
t
— €At |: _ e—AsA—1:| g = 14—1907
S§=—00
denn J
—(—eMAT) = —eM(—A) A = und lim e 4 =0.
dt t— —oo
Da G(t) = Gy konstant und eine Losung der Gleichung ist, ist G offenbar ein Gleichge-
wicht. Die exponentielle Stabilitdt folgt nun sofort aus (i). O
Bemerkung 5.6 Dass Gg = —A !gg ein Gleichgewicht von (3.2) ist, kann man auch
direkt aus

x* ist Gleichgewicht von (3.2)

— Ax*+go = 0
— Ax* = —go
— ot = —Alg

sehen. Beachte, dass diese Aussage nur richtig ist, falls A invertierbar ist, was fiir exponen-
tiell stabile A immer gilt, da kein Eigenwert gleich Null sein kann. Fiir allgemeine A muss
(3.2) mit konstantem g kein Gleichgewicht haben, vgl. Beispiel 5.2. u]
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Kapitel 6

Ljapunov Funktionen

In diesem Kapitel werden wir ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung asymptotisch
stabiler Differentialgleichungen behandeln, némlich die sogenannten Ljapunov Funktionen.
Asymptotische (und auch exponentielle Stabilitéit) verlangen nur, dass die Norm |[|z(t)||
einer Losung fiir ¢t — oo abnimmt. Fiir viele Anwendungen wére es aber viel einfacher,
wenn die Norm streng monoton in ¢ fallen wiirde. Dies ist natiirlich im Allgemeinen nicht
zu erwarten. Wir konnen die strenge Monotonie aber erhalten, wenn wir die euklidische
Norm ||z(t)|| durch eine allgemeinere Funktion, nédmlich gerade die Ljapunov Funktion,
ersetzen.

6.1 Quadratische Ljapunov Funktionen

Fiir lineare Systeme koénnen wir uns auf sogenannte quadratische Ljapunov Funktionen
beschrianken, wie sie durch die folgende Definition gegeben sind.

Definition 6.1 Seien A € R" " eine Matrix und z(¢;z9) die Losungen des zugehori-
gen homogenen Anfangswertproblems (3.1), (1.3). Eine stetig differenzierbare Funktion
V : R" — Rar heifit (quadratische) Ljapunov Funktion, falls positive reelle Konstanten
c1,c2,c3 > 0 existieren, so dass die Ungleichungen

allz]? < V(w) < colof?

fir alle x € R™ und

d
pr V(2(t; 20)) < —csllzo?
t=0

fiir alle zp € R™ gelten. O

Der folgende Satz zeigt, dass die Existenz einer Ljapunov Funktion exponentielle Stabilitét
der zugehorigen Differentialgleichung impliziert.

Satz 6.2 Seien A € R™" eine Matrix und z(t;x¢) die Losungen des zugehoérigen ho-
mogenen Anfangswertproblems (3.1), (1.3). Dann gilt: Falls eine quadratische Ljapunov

35
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Funktion mit Konstanten c1, co, cg > 0 existiert, so erfiillen alle Losungen die Abschitzung
l(t; o) || < ce™"[|o |

fiir 0 = c3/2co und ¢ = y/ca/cq, d.h. die Matrix A ist exponentiell stabil.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die Ableitungsbedingung in ¢ = 0 die Ungleichung

d

7| V) < —eslla(rszo)ll”

t=1

fiir alle 7 > 0 impliziert. Wegen x(t1 +to, o) = x(t1; x(t2; xo)) gilt fir t; =t —7und to = 7
namlich

%t:Tv(x(t;xo)) = %t:TV(fC(t—T;w(T;wo)))
d
_ %t:OV(w(t;x(T;xO)))
< —csllz(rs o).

Wegen —||z||? < —V(z)/cy folgt nun fiir A = c3/cy die Ungleichung

%V(x(t; 20)) < —AV (2(t; 29)). (6.1)

Die Behauptung ist nun, dass hieraus die Ungleichung
V(x(t;20)) < e MV (20) (6.2)

folgt. Offenbar ist (6.2) fiir ¢ = 0 erfiillt. Wir nehmen nun an, es gebe ein t3 > 0, so dass
(6.2) nicht erfiillt ist, also

V(2 (t2; 0)) > e M2V (2) (6.3)
Dann gibt es wegen der Stetigkeit der Ausdriicke in (6.2) ein ¢; € [0,t2), so dass

V(w(tr; 20)) = eV (x0) (6:4)
und

V(x(t; o)) > e MV (x0) (6.5)

fiir alle t € (t1,t2]. Aus (6.1), (6.4) und (6.5) folgt nun

d
E(V(x(t;xo)) — e MV (20)) < =MV (x(t; 0)) + Ae MV (20) <0 (6.6)
fiir alle t € [t1,t2]. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dass ein ¢ € [t1, to]
existiert mit

V(a(tzo)) — e M2V (o) = V(z(ty;a0)) — eV (z0)

Fth) o _ WVGaltizo) - V().
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Aus (6.4) und (6.6) folgt aber nun

V(x(ty;z0)) — e MV (20) + (t2 — t1) d (V(2(t; 20)) — e MV (x0)) <0

E t=t

und damit
V ((ta; o)) < e 2V (),

was ein Widerspruch zu (6.3) ist. Also folgt (6.2).
Mit den Abschétzungen fiir V(x) erhalten wir nun aus (6.2)

1
|2t 20) |2 < —e MV (2g) < 2|
C1 C1

und damit durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten die Ungleichung
lz(t: z0) | < ce™"||o|

fiir ¢ = \/ca/c1 und o = \/2. 0

6.2 Bilineare Ljapunov Funktionen

Wir wollen uns nun mit einer speziellen Klasse von Ljapunov Funktionen beschéftigen, bei
denen V durch eine Bilinearform der Form z” Bz dargestellt wird, wobei B € R™*",

Wir erinnern daran, dass eine Matrix B € R™ " positiv definit heifit, falls ' Bz > 0
ist fiir alle x € R™ mit « # 0. Das folgende Lemma fasst zwei Eigenschaften bilinearer
Abbildungen zusammen.

Lemma 6.3 Sei B € R™™™. Dann gilt: (i) Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass
2 T 2 fo n
—co||z||” < z" Bz < cof|x||® fiir alle x € R™.
(ii) B ist positiv definit genau dann, wenn eine Konstante ¢; > 0 existiert mit

c1l|lz))? < 2T Bz fiir alle z € R™.

Beweis: Aus der Bilinearitéit folgt fiir alle z € R™ mit 2 # 0 und y = z/||x|| die Gleichung
¢T Bz = ||z|*y" By. (6.7)

Da 3T By eine stetige Abbildung in y € R™ ist, nimmt sie auf der kompakten Menge

{y e R"||ly|| = 1} ein Maximum c¢pax und ein Minimum ¢pin an.

(i) Die Ungleichung (i) folgt nun aus (6.7) mit co = max{cmax, —Cmin }-

(ii) Falls B positiv definit ist, ist cpin > 0, und (ii) folgt mit ¢; = cpin. Andererseits folgt die
positive Definitheit von B sofort aus (ii), also erhalten wir die behauptete Aquivalenz. [l

Als sofortige Folgerung aus Lemma 6.3 erhalten wir die folgende Aussage.
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Lemma 6.4 Seien A, B € R™" und c3 > 0 so, dass die Funktion V(z) = 27 Bz fiir die
Losungen x(t; xg) der homogenen Gleichung (3.1) mit Matrix A die Bedingung

d
2| V@(tizo) < —esllaol®
t=0

fiir alle xg € R™ erfiillt. Dann gilt: Falls B positiv definit ist, so ist V eine quadratische
Ljapunov Funktion. Insbesondere ist A exponentiell stabil.

Das folgende Lemma zeigt, dass, falls die Ableitungsbedingung erfiillt ist, die positive
Definitheit von B sogar dquivalent zur exponentiellen Stabilitdt von A ist.

Lemma 6.5 Seien A, B € R™" und c3 > 0 so, dass die Funktion V(z) = 2 Bz fiir die
Losungen x(t; xg) der homogenen Gleichung (3.1) mit Matrix A die Bedingung

d

—| V@t m)) < —csllao|”

t=0

fiir alle g € R™ erfiillt. Dann gilt: B ist positiv definit genau dann, wenn A exponentiell
stabil ist.

Beweis: Sei B positiv definit. Dann folgt die exponentielle Stabilitdt von A sofort aus
Lemma 6.4.

Sei nun B nicht positiv definit. Dann gibt es ein z¢p € R™ mit z9 # 0 und V(xo) < 0. Aus
der Ableitungebedingung folgt (da die Losung x(¢; zp) mit xg # 0 nach Lemma 3.7 niemals
0 werden kann), dass V (z(t; zo)) streng monoton fillt. Insbesondere gibt es also ein ¢ > 0,
so dass V(z(t;z9)) < —c fiir alle ¢t > 1. Mit der ersten Abschétzung aus Lemma 6.3(i) folgt
dann

l2(t; 20)||* > ¢/ca > O fiir alle t > 1.

Also konvergiert x(t; xo) nicht gegen den Nullpunkt, weswegen A nicht exponentiell stabil
ist. N

Wir kénnen das Ableitungskriterium vereinfachen, indem wir die explizite Verwendung der
Losungen vermeiden. Das folgende Lemma gibt solche Kriterien.

Lemma 6.6 Sei V' : R® — R eine stetig differenzierbare Funktion und A € R™*" eine
Matrix. Seien x(t;zp) die Losungen der zu A gehorigen homogenen linearen Differential-
gleichung (3.1). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(i) %‘t:@ V(x(t;20)) < —cs3l|wol|? fiir alle 29 € R™ und eine Konstante c3 > 0

(ii) DV (z)Az < —csl|z||? fiir alle z € R™ und eine Konstante c3 > 0, wobei DV (z) € R®

die Ableitung von V' (geschrieben als Zeilenvektor) nach = bezeichnet

Ist V von der Form V(z) = x” Bz fiir eine Matrix B € R™", so sind (i) und (ii) auch
dquivalent zu

(iii) Die Matrix C = —AT B — BA ist positiv definit.
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Beweis: Zum Beweis der behaupteten Aquivalenzen schreiben wir kurz x(t) = z(t; x0).
Die Aquivalenz (i) < (ii) folgt dann durch Verwendung der Kettenregel und Ausnutzung
der Differentialgleichung (3.1), nach welcher gilt

d d
ZV(@(t) = DV (w(t) Z-a(t) = DV ((t)) Aa(®).

Zum Beweis der Aquivalenz (i) < (iii) erhalten wir mit der Produktregel

d d

V@) = 4 (@07 Ba(t)
d

_ @x(t))T Ba(t) + 2(t)" B (%x(ﬂ)

= (Az(t))TBx(t) + z(t)T BAz(t)
= ()T (ATB+ BA)z(t) = —zt)TCx(t).

Bedingung (i) ist also dquivalent zu
2T Cx > e3|z||? fiir alle z € R™.

Wegen Lemma 6.3 (ii) ist diese Bedingung genau dann fiir ein c¢3 > 0 erfiillbar, wenn C
positiv definit ist. [l

Die Gleichung in Lemma 6.6 (iii) wird auch Ljapunov Gleichung genannt. Es liegt nun nahe,
diese Gleichung zur Konstruktion von Ljapunov Funktionen zu verwenden. Die Frage ist,
wann kann man zu einer gegebenen Matrix A und einer gegebenen positiv definiten Matrix
C eine Matrix B finden, so dass AT B + BA = —C gilt? Das folgende Lemma beantwortet
diese Frage.

Lemma 6.7 Fiir eine Matrix A € R™*"™ und eine positiv definite Matrix C' € R™*" hat
die Ljapunov Gleichung

ATB+BA=-C (6.8)

genau dann eine (sogar eindeutige) positiv definite Losung B € R™*" wenn A exponentiell
stabil ist, d.h., falls die Realteile aller Eigenwerte A; von A negativ sind.

Beweis: Falls eine positiv definite Lésung B von (6.8) existiert, erfiillt die Funktion V(x) =
27 Bz wegen Lemma 6.6 die Ableitungsbedingung aus Lemma 6.6 (i). Nach Lemma 6.4 ist
V' damit eine quadratische Ljapunov Funktion und A exponentiell stabil.

Sei umgekehrt A exponentiell stabil und C positiv definit. Wir zeigen zunéchst, dass
(6.8) losbar ist. O.B.d.A. koénnen wir annehmen, dass A in Jordan’scher Normalform
vorliegt, denn fiir A = P~!AP siecht man leicht, dass B (6.8) genau dann lést, wenn
B = (P~1)TBP! die Gleichung

ATB4+BA=—-(P HTcp
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16st. Wir konnen also annehmen, dass A von der Form

o B 0 - 0
0 a f
A= Lo .. 0 (6.9)
. Ap—1 5n71
0 - .. 0 o

ist, wobei die «; gerade Eigenwerte von A sind und die §; entweder 0 oder 1 sind. Schreibt
man die Spalten von B untereinander in einen Spaltenvektor b € R”Z, und macht das gleiche
fiir die Matrix C und einen Vektor ¢, so ist (6.8) dquivalent zu einem Gleichungssystem

Ab =,

mit einer geeigneten Matrix A € R"*"*, Falls A in der Form (6.9) ist, sicht man durch
Nachrechnen der Koeffizienten, dass A eine untere Dreiecksmatrix ist, d.h.

a 0 0 e 0
*x ag O
A= o |,
Op—1 O
* * (o7

wobei * beliebige Werte bezeichnet, und die &; von der Form &; = \; + A;, fiir Eigenwerte
der Matrix A sind. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass

(i) bei einer Dreiecksmatrix die Elemente auf der Diagonalen gerade die Eigenwerte sind
(ii) eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn alle Eigenwerte ungleich Null sind.

Da alle \; negativen Realteil haben, sind die a; alle ungleich Null, also ist die Matrix A
wegen (i) und (ii) invertierbar. Demnach gibt es genau eine Losung des Gleichungssystems
Ab = ¢ und damit genau eine Losung B der Ljapunov Gleichung (6.8).

Es bleibt zu zeigen, dass diese Losung B positiv definit ist. Dies konnte man auf algebraische
Weise zeigen, kiirzer und eleganter geht es allerdings mit Lemma 6.5: Wegen Lemma 6.6
erfiillt B alle Voraussetzungen dieses Lemmas. Da A zudem exponentiell stabil ist, muss
B also positiv definit sein. 0

Der folgende Satz fasst das Hauptresultat dieses Kapitels zusammen.

Satz 6.8 Sei A € R™*™. Dann gilt: Eine quadratische Ljapunov Funktion fiir die homogene
Differentialgleichung (3.1) existiert genau dann, wenn die Matrix A exponentiell stabil ist.

Beweis: Sei eine quadratische Ljapunov Funktion V' gegeben. Dann ist A nach Satz 6.2
exponentiell stabil.

Sei A umgekehrt exponentiell stabil. Dann existiert nach Lemma 6.7 eine positiv defini-
te Matrix B, die die Ljapunov Gleichung (6.8) fiir eine positiv definite Matrix C' 16st.
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Wegen Lemma 6.6 und Lemma 6.4 ist V(z) = 27 Bx dann eine quadratische Ljapunov
Funktion. N

Die Existenz einer quadratischen Ljapunov Funktion ist also eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die exponentielle Stabilitdt von A und liefert damit eine Charakte-
risierung, die dquivalent zu der Eigenwertbedingung aus Satz 4.7 ist.
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Kapitel 7

Linearisierung

Im Beispiel in Abschnitt 4.1 haben wir zunichst eine nichtlineare Differentialgleichung
fiir das Pendelmodell hergeleitet und dann mit heuristischen Argumenten lineare Model-
le abgeleitet, fiir die wir dann die Stabilitdt untersucht haben. In diesem Kapitel werden
wir dieses Verfahren mathematisch begriinden. Wir werden uns dabei auf einige wesentli-
che Eigenschaften beschrénken, die fiir unsere Stabilitdtsanalyse wichtig sind. Tatséchlich
kann man fiir Linearisierungen viel mehr beweisen, worauf wir aus Zeitgriinden allerdings
verzichten miissen.

7.1 Die linearisierte Differentialgleichung

Wir betrachten nun eine allgemeine autonome (d.h. nicht zeitabhéngige) nichtlineare Dif-
ferentialgleichung der Form

y(t) = fy(1)), (7.1)
wobei f : R™ — R" eine Lipschitz stetige Abbildung ist. Aus der Theorie der gewthnlichen
Differentialgleichungen ist bekannt, dass fiir jeden Anfangswert yo € R" eine eindeutige
Losung y(t;yo) existiert, die (7.1) sowie die Anfangsbedingung y(0;yo) = yo (1.3) erfiillt.
Im Gegensatz zu unserer linearen Gleichung (3.1) muss diese aber nicht fiir alle positiven
Zeiten t > 0 existieren, sondern es kann sein, dass die Losung nur auf einem beschrénkten
Zeitintervall existiert (siche z.B. Abschnitt 2.4 in B. Aulbach, Gewéhnliche Differential-
gleichungen Spektrum Verlag, Heidelberg, 1997).

Wir erinnern an die Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion f : R® — R"™, siehe
z.B. O. Forster, Analysis II.

Definition 7.1 Eine Abbildung f : R™ — R" heifit differenzierbar in einem Punkt y* €
R™, falls eine lineare Abbildung A : R™ — R"™ existiert, so dass fiir alle y aus einer Umge-
bung N der 0 gilt

FW +y) = fy") + Ay + »(y),

wobei ¢ : N — R eine Funktion ist mit

i PW)

0.
y=0 |yl

43



44 KAPITEL 7. LINEARISIERUNG

Die Abbildung A heifit die Ableitung von f in y* und wird auch mit D f(y*) bezeichnet.
Die zugehorige Matrix wird Jacobi—Matriz genannt. o

Sei nun y* € R" ein Gleichgewichtspunkt der Gleichung (7.1) gemé8 Definition 4.1. Fiir y*
gilt dann f(y*) = 0. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass y* = 0 gilt, andernfalls kénnen
wir die rechte Seite f(y) durch f(y + y*) ersetzen (die Losungskurven werden dadurch nur
,verschoben®).

Falls f nun in y* = 0 differenzierbar ist, so existiert nach Definition 7.1 eine lineare Abbil-
dung A : R® — R" und eine Umgebung N von y* = 0 mit

fly) =Ay+¢(y) und lim 7= — 0.

Die Abbildung A fassen wir im Folgenden stets als Matrix A € R™ ™ auf, womit die
Gleichung
z(t) = Ax(t) (7.2)

eine lineare Differentialgleichung vom Typ (3.1) ist. Die Gleichung (7.2) wird als Lineari-
sierung von (7.1) im Punkt y* = 0 bezeichnet.

7.2 Approximation der Losungstrajektorien

Unser Ziel ist es nun, die Differentialgleichung (7.1) mit ihrer Linearisierung (7.2) zu ver-
gleichen, natiirlich in der Hoffnung, dass die Losungen x(¢;yp) von (7.2) die Losungen
y(t;yp) von (7.1) in geeigneter Weise approximieren. Der folgende Satz zeigt, dass dies in
einer Umgebung von y* = 0 tatséchlich der Fall ist.

Satz 7.2 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (7.1) mit Gleichgewicht y* = 0
und ihre Linearisierung (7.2). Bezeichne die zugehérigen Losungen mit y(¢; yo) und z(t; yo).
Seien € > 0 und T" > 0 gegeben. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir jeden Anfangswert
yo € R™ mit ||yp|| < ¢ die Abschiitzung

ly(t; y0) — x(t;m0)|l < ellyoll

gilt fiir alle t € [0, 7.

Beweis: Wir zeigen zunichst die folgende Eigenschaft der Losungen von (7.1):

Fiir jedes T > 0 existieren ein 6 > 0 und ein a > 0, so dass ||y(¢;v0)| < o|yol|

gilt fiir alle Anfangswerte yo mit ||yo|| < ¢ und alle t € [0, 7. (73)

Zum Beweis von Eigenschaft (7.3) beachte, dass aus der Lipschitz Stetigkeit von f die
Abschitzung

1F (Il < Lilyll (7.4)

folgt fiir eine geeignete Konstante L > 0 und alle y € R™ mit [|y|| < 1. Zu dem gegebenen
T > 0 setzen wir nun § = e T, Die Behauptung ist nun, dass fiir dieses § > 0 die
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Eigenschaft (7.3) erfiillt ist. Wéhle dazu einen Anfangswert yo mit ||yp|| < 0. Sei tg > 0 die
minimale Zeit mit y(to;yo) > 1. Wir zeigen zunéchst, dass tg > T gilt. Fiir ¢ € [0, to] gilt
die Ungleichung

H%y(t;yo)\l = [ f (& yo)Il < Llly(t; vo)ll,

also gilt wegen |z7y| < ||z||||y|| die Ungleichung

d
G o)1 = 2y(t;90)" f(y(t;90)) < 2Lyt o) 1>
Analog zum Beweis von Satz 6.2 folgt damit die Abschétzung

ly(t; 90)lI < €™ llyoll, (7.5)

und daraus nach Wahl von %,
1< Jly(to; o)l < e"lyoll < e"05 < eFoetT = Hlto=T),

also eX(t0=T) > 1 Da L > 0 ist, muss ty > T sein, was zu zeigen war. Die behauptete

Eigenschaft (7.3) folgt nun sofort aus (7.5) mit a = el?.

Wir beweisen nun die Aussage des Satzes und wahlen dazu e > 0 und T > 0. Sei D =
max;e(o,7] [e]] und seien § > 0 und a > 0 aus Eigenschaft (7.3), d.h. es gelte

ly(t;y0)ll < aflyoll

fiir alle ||yo|| < 6 und alle ¢ € [0, T]. Aus der Eigenschaft von ¢ folgt, dass ein § > 0 existiert
mit

I3
o)l < 5yl

fiir alle y € R™ mit [|y|| < é. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass § < ¢ und § < §/a.
Wir wéhlen nun einen Anfangswert yp € R™ mit ||yo|| < 6. Setzen wir g(t) = o(y(t;v0)),
so erfiillt die zugehorige Losung y(¢;yo) von (7.1) fiir ¢ € [0, T] offenbar die nichtautonome
lineare Differentialgleichung

y(t) = Ay(t) + g(0).
Mit der allgemeinen Form der Losung dieser Gleichung aus Satz 3.3 gilt
t t
y(t; yo) = ey +/ et 79g(s)ds = 2 (t; yo) +/ e (y(s390) )ds.
0 0

Also folgt
t
le(t; o) — y(t; 90) | < /0 A9 oy (53 0) )ds

fiir alle t € [0, 7). Dieser Integralausdruck ldsst sich abschétzen mittels

t
/ e o (y(s590))ds
0

t
< /0 1Ay (53 o)) 1ds
E

< DT sup o( y(siyo) ) < DT —alyoll <&,
SE[O,T] SN—— DTO[

[-I<ellyoll<é

was die Behauptung liefert. N
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7.3 Stabilitdt und Linearisierung

Leider liefert Satz 7.2 keine Moglichkeit, direkt Stabilitéitseigenachaften zu untersuchen,
da die Menge der Anfangswerte, fiir die er gilt, von der gewihlten Zeit T abhingt. Eine
Aussage fiir T'— o0 ist also nicht so ohne weiteres zu erhalten.

Um Aussagen iiber Stabilitdt zu erhalten, miissen wir nun andere Techniken verwenden.
Wir werden dabei wiederum das Konzept der Ljapunov—Funktion verwenden.

Definition 7.3 Seien f : R™ — R”™ eine Lipschitz stetige Funktion mit f(0) = 0 und
y(t; xo) die Losungen des zugehorigen nichtlinearen Anfangswertproblems (7.1), (1.3). Eine
stetig differenzierbare Funktion V : R" — Ra' heifit lokale (quadratische) Ljapunov Funk-
tion, falls positive reelle Konstanten -, c1, co, ¢3 > 0 existieren, so dass die Ungleichungen

aflzl? < V(w) < eolaf?

fiir alle x € R™ und p

T V(y(t;y)) < —esllyoll®
=0

fiir alle yo € R™ mit V(yo) < v gelten. u]

Analog zum linearen Fall kénnen wir zeigen, dass die Existenz einer lokalen quadratischen
Ljapunov Funktion lokale exponentielle Stabilitédt impliziert.

Satz 7.4 Seien f:R"™ — R" eine Lipschitz stetige Funktion mit f(0) = 0 und y(¢; z) die
Losungen des zugehorigen nichtlinearen Anfangswertproblems (7.1), (1.3). Dann gilt: Falls
eine lokale quadratische Ljapunov Funktion mit Konstanten +,cy, co,c3 > 0 existiert, so
erfiillen alle Losungen die Abschitzung

ly(t; o)l < ce™|lyol|

fir 0 = ¢3/2¢ und ¢ = /co/c1, und alle Anfangswerte yg mit V(yg) < =, d.h. das
Gleichgewicht y* = 0 ist lokal exponentiell stabil.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 6.2 sieht man, dass die Ableitungsbedingung in Definition
(7.3) die Ungleichung
d

T V(y(t;y0)) < —eslly(to, vo)l? (7.6)

t=to
fiir alle yo € R™ und alle g > 0 mit ||y(to,yo)|| < 7 impliziert.

Wir zeigen nun zunéchst, dass alle Trajektorien y(t;yo) mit Anfangswert yp € R™ mit
V(yo) < ~ fur alle positiven Zeiten die Bedingung V (y(t;y0)) < ~ erfiillen. Wir nehmen
an, dass es eine Zeit T gibt, so dass V(y(T;yo)) > ~ ist. Dann gibt es eine Zeit ¢ty > 0 mit
V(y(to;yo)) = v und V(y(t;y0)) >  fiir alle ¢ € (o, T]. Also folgt

d : V(y(to + h;y0)) — V(y(to; vo))
— t: = 1 >
dt|,_,. Viytyo) =, tim | h 20,
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was aber (7.6) widerspricht, da y(to; yo) wegen V (y(to;yo)) = v > 0 nicht gleich 0 ist.

Fiir alle yo mit V(yo) < 7 erhalten wir somit fiir A = ¢3/ca die Ungleichung

d

2V (y(ty0)) < =AV(y(t: o))

und die exponentielle Stabilitidt ergibt sich genau wie im Beweis von Satz 6.2. i

Der folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen der exponentiellen Stabilitdt der nichtli-
nearen Gleichung (7.1) in y* = 0 und ihrer Linearisierung (7.2).

Satz 7.5 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (7.1) mit Gleichgewicht y* =0
und ihre Linearisierung (7.2). Dann ist das Gleichgewicht y* = 0 lokal exponentiell stabil
fiir Gleichung (7.1) genau dann, wenn es global exponentiell stabil fiir Gleichung (7.2) ist.

Beweis: Sei Gleichung (7.2) exponentiell stabil. Aus Satz 6.8 folgt dann die Existenz einer
bilinearen Ljapunov Funktion V(z) = 27 Bz. Sei nun y(t; o) die Losung der nichtlinearen
Gleichung (7.1). Dann gilt wegen f(y) = Ay + »(y)

G VOt = ) B + ) Byt
t= =
= 5 Bf (o) + f(y0)" Byo
= yi BAyo +y5 AT Byo + i Bo(yo) + 2(y0) " Byo

< —asllyoll® + call(wo) 1ol

fiir eine geeignete Konstante ¢4 > 0 und alle hinreichend kleinen y € R". Aus der Dif-
ferenzierbarkeitseigenschaft folgt, dass [l¢(y)[| < 52 |ly| ist, ebenfalls fiir alle hinreichend
kleinen y € R™. Es existiert also ein 6 > 0, so dass fiir alle yg € R™ mit ||yp]| < § die
Ungleichung

d

=1 Vi) < —Zllyol? (7.7)

t=0
gilt. Da V die Normabschéitzungen einer Ljapunov Funktion erfiillt, gibt es ¢; > 0 mit
cillz]|? < V(z). Mit v = ¢16% erhalten wir also die Implikation V(z) < v = |z] <
VVi(z)/er < 6. Folglich gilt (7.7), falls V(yp) < . Somit ist V' eine lokale Ljapunov
Funktion fiir (7.1) und die exponentielle Stabilitéit folgt aus Satz 7.4.

Sei umgekehrt Gleichung (7.1) exponentiell stabil. Dann gibt es insbesondere ein 7' > 0
und ein 6 > 0, so dass fiir alle ||yo|| < die Ungleichung

1
ly(T5 o)l < S llwoll

gilt. Aus Satz 7.2 angewendet mit ¢ = 1/4 folgt nun, dass ein § > 0 existiert, so dass
die Losungen der linearen Gleichung (7.1) fiir alle Anfangswerte yp mit ||yol] < 0 die
Abschitzung

3
(T yo)ll < 7 llwoll
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erfiillen. Beachte, dass fiir jedes a > 0 die Gleichung

HeAtH = sup ||6Atx||
ol|=a &
gilt. Also folgt fir a =6
leal _ 3
e = sup <3
ali=s 0 T4
Aus Lemma 4.9 folgt damit die exponentielle Stabilitét der linearen Gleichung. 0

Wir formulieren zwei Korollare, die sich aus den Ergebnissen ergeben.

Korollar 7.6 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (7.1) mit Gleichgewicht
y* = 0. Dann ist y* = 0 genau dann lokal exponentiell stabil, wenn alle Eigenwerte der
Jacobi-Matrix D f(0) negativen Realteil haben.

Beweis: Nach Satz 7.5 ist y* = 0 genau dann lokal exponentiell stabil, wenn die Lineari-
sierung #(t) = Axz(t) mit A = Df(0) exponentiell stabil ist. Nach Satz 4.7 ist dies genau
dann der Fall, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil besitzen. 0

Korollar 7.7 Betrachte eine nichtlineare Differentialgleichung (7.1) mit Gleichgewicht
y* = 0. Dann ist y* = 0 genau dann lokal exponentiell stabil, wenn eine lokale quadratische
Ljapunov Funktion existiert.

Beweis: Nach Satz 7.4 impliziert die Existenz einer lokalen quadratischen Ljapunov Funk-
tion die lokale exponentielle Stabilitét.

Falls umgekehrt y* = 0 lokal exponentiell stabil ist, ist die Linearisierung exponentiell
stabil, und nach Satz 6.8 existiert eine bilineare (also insbesondere quadratische) Ljapunov
Funktion fiir (7.2). Aus dem ersten Teil des Beweises von Satz 7.5 folgt, dass dies eine
lokale quadratische Ljapunov Funktion fiir (7.1) in y* = 0 ist. [

Fiir lineare Systeme wissen wir, dass exponentielle und asymptotische Stabilitéit dquivalent
sind. Fiir nichtlineare Systeme ist das nicht der Fall. Insbesondere gilt Satz 7.5 nicht, falls
wir fiir das nichtlineare System (7.1) nur asymptotische Stabilitét voraussetzen. Dies zeigt
das folgende Beispiel.

Beispiel 7.8 Betrachte die nichtlineare eindimensionale Differentialgleichung

§(t) = —y (1),

Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass die Losungen dieser Gleichung gegeben sind
durch

falls yg >0 und falls yg < 0.

1 1
y(t;yo) = T y(t;yo) = I
V2t e V2t
0 0

Man sieht leicht, dass das Gleichgewicht y* = 0 tatséichlich asymptotisch stabil ist (sogar
global asymptotisch stabil).
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Die Linearisierung dieser Gleichung ist gegeben durch
z(t) =0

und offenbar ist diese Gleichung zwar stabil, jedoch nicht asymptotisch stabil.
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Kapitel 8

Lineare Kontrollsysteme

Wir wollen nun unsere lineare Differentialgleichung (3.1)
z(t) = Ax(t), AeR™"™ z(t) eR"
zu einem sogenannten linearen Kontrollsystem erweitern. Dieses ist gegeben durch
z(t) = Ax(t) + Bu(t) (8.1)

mit A und z(t) wie oben und u(t) € R™, B € R"*™,

Der Ausdruck ,, Kontrollsystem* hat sich fiir diese Art Gleichungen im deutschen Sprachge-
brauch etabliert, obwohl er eine eher schlechte Ubersetzung des englischen Begriffs , control
system* ist. Tatséichlich geht es hier um Kontrolle im Sinn von Steuerung oder Regelung
und nicht im Sinne von Uberwachung. Oftmals—vor allem in der ingenieurwissenschaftli-
chen Literatur—wird daher auch der Begriff Regelungssystem, manchmal auch Steuersy-
stem verwendet. Wir wollen hier aber trotzdem bei dem in der mathematischen Theorie
iiblichen Begriff Kontrollsystem bleiben.

Zunichst einmal stellt (8.1) nichts anderes als eine nichtautomone lineare Differentialglei-
chung vom Typ (3.2) dar, allerdings mit der speziellen Struktur g(¢) = Bu(t). Nach Satz
3.3 sind die Losungen des zugehorigen Anfangswertproblems (8.1), (1.3) gegeben durch

t
x(t, to, xo,u) = e A eAtyy +/ eA(tfs)Bu(s)ds. (8.2)
to

Der Ausdruck ,,Kontrollsystem® erklirt sich nun dadurch, dass die Funktion u in (8.1)
als Kontroll- oder Steuerfunktion aufgefasst wird, die von auflen frei vorgegeben werden
kann und durch deren Wahl man das Verhalten der Losungskurven von (8.1) beeinflussen
kann. Deswegen wird diese Funktion—wie in (8.2)—iiblicherweise explizit als Parameter
der Losungskurve angeben. In dieser Vorlesung wollen wir uns in den néchsten Wochen mit
dem Stabilisierungsproblem beschéftigen, d.h., wir wollen u so wihlen, dass das gesteuerte
System asymptotisch stabil wird.

In der Analyse inhomogener gewohnlicher Differentialgleichungen hatten wir angenommen,
dass g : R — R" eine stetige Funktion ist. Um einen brauchbaren Losungsbegriff fiir das
System (8.1) zu bekommen, ist diese Einschrankung nicht unbedingt notwendig. Tatséchlich

o1
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reicht es, die Funktion u so zu wihlen, dass das Integral in (8.2) (im Sinne von Lebesgue)
existiert. Im Allgemeinen wéhlt man deswegen fiir Kontrollsysteme die Funktion u als lokal
integrierbare Funktion. Man kann dann beweisen, dass (8.2) auch fiir diese allgemeinere
Klasse von Funktionen u die Losungen beschreibt. Fiir uns ist die Frage der Struktur von u
aber zweitrangig, weil wir uns fiir unser Stabilisierungsproblem auf eine ganz andere Form
der Kontrollfunktion konzentrieren wollen, wie sie im nun folgenden Abschnitt eingefiihrt
wird.

8.1 Zustandsfeedback

In der Praxis ist man oft nicht daran interessiert, eine Steuerfunktion u abhingig von der
Zeit zu berechnen. Der Hauptgrund dafiir liegt beim Stabilisierungsproblem darin, dass
das Problem fiir alle positiven Zeiten t > 0 gelost werden muss. Kleine Fehler in der
Berechnung von u (die z.B. auftreten kénnen, weil die mathematische Gleichung (8.1) das
wechte“ Modell nur anndherungsweise beschreibt) kénnen sich aufsummieren oder sogar
aufschaukeln, so dass das tatsédchliche Verhalten fiir grofie ¢ mit dem vorausberechneten
Verhalten nur schlecht oder iiberhaupt nicht {ibereinstimmt.

Statt eine Funktion u(¢) zu berechnen, versucht man daher, eine Kontroll- oder Regelstra-
tegie zu entwerfen, die den Kontrollwert u(t) zur Zeit ¢ abhéngig vom aktuellen Zustand
x(t) bestimmt. Formal konstruiert man dazu eine Abbildung F' : R” — R™ und setzt
u(t) = F(z(t)). Aus dem Kontrollsystem (8.1)

z(t) = Az(t) + Bu(t)
erhéilt man so die gewdhnliche Differentialgleichung
x(t) = Ax(t) + BF(z(t)). (8.3)

Gleichung (8.3) wird als rickgekoppeltes oder closed—loop System bezeichnet, die Abbildung
F wird  Zustandsfeedback genannt. In der Praxis kan diese Abbildung z.B. durch eine
elektronische Schaltung oder durch eine Computersteuerung realisiert werden.

Es stellt sich nun die Frage, aus welcher Funktionsklasse die Funktion F' gew#hlt werden
soll. Im Prinzip hat man dabei viele verschiedene Moglichkeiten. Fiir unser lineares Kon-
trollsystem (8.1) liegt es nahe, auch die Abbildung F' : R" — R™ als lineare Abbildung zu
wéahlen. Fassen wir I’ als Matrix auf, so erhalten wir

#(t) = Az(t) + BFz(t) = (A + BF)z(t)

Dass dies nicht nur intuitiv naheliegend ist, sondern auch gute mathematische Griinde hat,
werden wir im Abschnitt 8.2 sehen.

Das Stabilisierungsproblem, mit dem wir uns im Folgenden befassen werden, ldsst sich
damit wie folgt formulieren.

Definition 8.1 Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem (8.1)

#(t) = Az(t) + Bu(t)
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mit Matrizen A € R™", B € R™™. Das (Feedback—-) Stabilisierungsproblem fiir (8.1)
besteht darin, eine lineare Abbildung F' : R™ — R" (bzw. die dazugehérige Matrix F €
R™*™) zu finden, so dass die lineare gewohnliche Differentialgleichung

i(t) = (A+ BF)a(t)

asymptotisch stabil ist. o

Aus unseren Kriterien fiir asymptotische Stabilitdt kann man leicht das folgende Lemma
ableiten.

Lemma 8.2 Gegeben seien zwei Matrizen A € R™*" und B € R™"*™. Dann 16st die Matrix
F € R™*™ das Stabilisierungsproblem, falls alle Eigenwerte der Matrix A + BF € R™*"
negativen Realteil haben.

Wir werden uns im weiteren Verlauf vor allem mit der Frage beschéftigen, wann—zu ge-
gebenen Matrizen A und B—eine solche Matrix F' existiert.

Beispiel 8.3 Als erstes Beispiel fiir ein Kontrollsystem betrachten wir ein (sehr einfaches)
Modell fiir eine Heizungsregelung. Nehmen wir an, dass wir wir die Temperatur x; in
einem Raum an einem festgelegten Messpunkt regeln wollen. Der Einfachheit halber sei die
gewiinschte Temperatur auf 7 = 0 normiert. In dem Raum befindet sich ein Heizkérper mit
Temperatur xz, auf die wir mit der Kontrolle v Einfluss nehmen kénnen. Die Verédnderung
von x4y sei durch die Differentialgleichung #9(¢) = wu(t) beschrieben, d.h. die Kontrolle u
regelt die Zunahme (falls v > 0) bzw. Abnahme (falls u < 0) der Temperatur. Fiir die
Temperatur 27 im Messpunkt nehmen wir an, dass sie der Differentialgleichung 1 (t) =
—x1(t) + z2(t) geniigt, d.h. fiir konstante Heiztemperatur xg ergibt sich

r1(t) = e tx1(0) + (1 — e Hao.
Mit anderen Worten nehmen wir an, dass die Raumtemperatur x; im Messpunkt exponen-

tiell gegen die Temperatur des Heizkorpers konvergiert.

Aus diesem Modell erhalten wir das Kontrollsystem

aw:<éé>ao+<?>mw

Eine naheliegende Regelstrategie ergibt sich nun wie folgt: Falls x; > 27 = 0 ist, so ver-
mindern wir die Temperatur in xo, d.h., wir wihlen v < 0. Im umgekehrten Fall, d.h.
falls 1 < 2] = 0 ist, erhdhen wir die Temperatur und setzen v > 0. Da unser Feed-
back linear sein soll, lasst sich dies durch die Wahl F(z) = —Ax; fiir ein A > 0 erreichen,
oder, in Matrix—Schreibweise F' = (=X, 0) (beachte, dass hier n = 2 und m = 1 ist, F
also eine 1 x 2-Matrix bzw. ein 2-dimensionaler Zeilenvektor ist). Damit erhalten wir das

riickgekoppelte System
. -1 1
z(t) = < N0 >a:(t)
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Berechnet man die Eigenwerte fiir A > 0, so sieht man, dass alle Realteile negativ sind. Wir
haben also (ohne es zu wollen) das Stabilisierungsproblem gelost und folglich konvergieren
x1(t) und zo(t) fiir alle beliebige Anfangswerte exponentiell schnell gegen 0, insbesondere
konvergiert 1 exponentiell schnell gegen die gewiinschte Temperatur 7 = 0. Damit ha-
ben wir bewiesen, dass unser von Hand konstruierter Regler tatsdchlich das gewiinschte
Ergebnis erzielt.

Falls wir die Temperatur zo am Heizkorper messen kénnen, so kénnen wir auch F(z) =
—Ax2, bzw. in Matrix—Schreibweise F' = (0, —\) setzen. Wiederum sieht man durch Be-
trachtung der Eigenwerte, dass das riickgekoppelte System fiir alle A > 0 exponentiell stabil
ist und damit das gewiinschte Verhalten erzielt wird. Das Verhalten dieses Systems mit den
zwei verschiedenen Feedbacks ist allerdings recht unterschiedlich. Wir werden dies in den
Ubungen genauer untersuchen. |

Bemerkung 8.4 In der Praxis ist der Zustand z(t) eines Systems oft nicht direkt messbar,
stattdessen hat man nur Zugriff auf einen Ausgangsvektor y = Cz fiir eine Matrix C €
R¥" In diesem Fall kann ein Feedback F' nur vom Ausgangsvektor y abhiingen, man
spricht von einem Ausgangsfeedback. Das Stabilisierungsproblem besteht dann darin, eine
Matrix F € R™*¢ zu finden, so dass die Matrix A + BFC asymptotisch stabil ist.

Tatsiichlich haben wir im obigen Beispiel so etwas Ahnliches gemacht, indem wir zur Kon-
struktion von F' nur die ,Information“ aus der Variablen x; bzw. xo verwendet haben.
Aus Zeitmangel konnen wir auf diesen allgemeineren Fall in der folgenden mathematischen
Behandlung des Problems nicht néher eingehen. |

8.2 Linearisierung von Kontrollsystemen

Bevor wir uns eingehender mit der Losbarkeit des Stabilisierungsproblem aus Definition 8.1
befassen, wollen wir uns noch kurz mit der Struktur der Feedback—Abbildung F' : R — R™
befassen. Genauer werden wir begriinden, warum die Wahl von F' als lineare Abbildung
sinnvoll ist.

Wir haben in Satz 7.5 gesehen, dass das Gleichgewicht y* = 0 einer nichtlinearen Differen-
tialgleichung

y(t) = f(x(t))
genau dann lokal exponentiell stabil ist, wenn das Gleichgewicht * = 0 ihrer Linearisierung

i(t) = Az(t), A= DFf(0)

global exponentiell stabil ist.

FEin allgemeines nichtlineares Kontrollsystem ist gegeben durch die Differentialgleichung

y(t) = fy(t), u(t)) (8.4)

mit f: R™ x R”™ — R". Wir nehmen an, dass fiir u = 0 der Punkt y* = 0 ein Gleichgewicht
ist, d.h. f(0,0) = 0. Nehmen wir weiterhin an, dass die Abbildung f in (y*,u*) = (0,0)
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sowohl nach y als auch nach u differenzierbar ist, so kénnen wir die Linearisierung von
(8.4) definieren als
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (8.5)
mit
0 0

A= — f(y7u) und B = —— f(yvu)
| (y.u)=(0,0) O (y,u)=(0,0)

Das folgende Lemma zeigt, wie diese Linearisierungen fiir lineares Feedback F zusam-
menhéngen.

Lemma 8.5 Betrachte ein nichtlineares Kontrollsystem (8.4) und seine Linearisierung
(8.5). Sei F' : R™ — R™ eine lineare Abbildung. Dann gilt: Die lineare Differentialglei-
chung

&(t) = (A+ BF)z(t)

ist die Linearisierung der nichtlinearen Differentialgleichung
y(t) = fy(t), Fy(t))

in y* = 0 im Sinne von Abschnitt 7.1.

Beweis: Wir miissen nachweisen, dass

d

= ,Fy)= A+ BF
a yzof(y Y)

gilt. Sei dazu G : R" — R"™ x R™ gegeben durch G(y) = (y, Fy), wobei wir (y, F'y) als
(n + m)—dimensionalen Spaltenvektor interpretieren. Dann gilt

d d
d—yf(y,Fy) = d—yf(G(y))
d d
= fy,u)-G(y)
Ay, ) (-6 dy
d d Idgn
= (8_ f(:%u) d_ f(?/ﬂ))( }5 )
Ylyw=c6) Ul(yu)=G(y)
9 d
Ylyw=cw) Ul(yu)=G(y)
Fiir y = 0 erhalten wir G(y) = (0,0), also
d 9 d
Tu fly,Fy) = E» fly,u) + u fy,u)FF= A+ BF,
Yly=o0 Y1 (y,u)=(0,0) Ul (y,u)=(0,0)
was zu zeigen war. [

Der folgende Satz folgt direkt aus Lemma 8.5 und Satz 7.5.
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Satz 8.6 Ein nichtlineares Kontrollsystem (8.4) ist lokal exponentiell stabilisierbar durch
ein lineares Feedback genau dann, wenn seine Linearsierung (8.5) global exponentiell sta-
bilisierbar durch ein lineares Feedback ist. Dariiberhinaus ist das Gleichgewicht y* = 0 der
Gleichung

y(t) = fy(t), Fy(t))

lokal exponentiell stabil fiir jedes lineare Feedback F', das das (lineare) Stabilisierungspro-
blem aus Definition 8.1 16st.

Mit Hilfe der linearen Struktur des Feedbacks F' ergibt sich also, dass wir nichtlineare Sta-
bilisierungsprobleme lokal 16sen kénnen, indem wir lineare Stabilisierungsprobleme l6sen.



Kapitel 9

Losung des
Stabilisierungsproblems

In diesem Kapitel werden wir Bedingungen untersuchen, unter denen wir eine Losung fiir
das Stabilisierungsproblems aus Definition 8.1 finden koénnen. Insbesondere werden wir
eine hinreichende und notwendige Bedingung an die Matrizen A und B in (8.1) angeben,
unter der das Problem lésbar ist. Die einzelnen Schritte der Herleitung liefern dabei ein
konstruktives Verfahren zur Berechnung eines stabilisierenden Feedbacks.

9.1 Kontrollierbarkeit

Wir definieren nun einen zentralen Begriff der linearen Kontrolltheorie.

Definition 9.1 Betrachte ein lineares Kontrollsystem (8.1) mit A € R™*™ und B € R"*"™.
Das System (bzw. das Matrizenpaar (A, B)) heiit kontrollierbar, falls die n x nm-Matrix

R=(BAB ... A""B)

den Rang n hat. |

Bemerkung 9.2 Der Begriff , kontrollierbar® kommt daher, dass die Bedingung aus Defi-
nition 9.1 dquivalent zu der FEigenschaft ist, dass man fiir zwei beliebige Punkte xg, 1 € R™
und zu beliebigem ¢ > 0 eine lokal integrierbare Funktion u findet, so dass

x(t; wo, u) = 21
gilt, d.h., das System kann von jedem beliebigen Anfangswert zu jedem beliebigen anderen

Punkt , kontrolliert* werden. Leider kénnen wir auf diesen Aspekt aus Zeitgriinden nicht
néher eingehen. o

o7
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9.2 Das Charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt wollen wir einige Fakten iiber das charakteristische Polynom einer
Matrix kurz wiederholen.

Fiir eine Matrix A € R™*" ist dieses definiert durch
XA(2) := det(zIdgn — A).

Als Konvention schreiben wir

xA(2) = 2" — 2" — o — gz — oy

fiir reelle Koeffizienten «; € R.

Die folgenden Tatsachen werden wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels benétigen:

(i) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 sind gerade die Eigenwerte der
Matrix A.

(ii) Es gilt die Gleichung
A" = OénAn_l + o+ agA + a1 Idgn

(Satz von Cayley—Hamilton).

Fiir die Beweise siehe z.B. G. Fischer, Lineare Algebra, Vieweg Verlag, Satz 5.2.5 und Satz
5.5.1.

9.3 Koordinatentransformationen

Wir werden nun zwei niitzliche Koordinatentransformationen fiir Kontrollsysteme betrach-
ten. Beachte, dass fiir eine Transformationsmatrix 7' € R™"*" das zu

z(t) = Ax(t) + Bu(t) (9.1)
gehorige transformierte System
i(t) = Az(t) + Bu(t) (9.2)

durch A = T~'AT und B = T~'B gegeben ist. Ein Feedback F fiir (9.1) wird mittels F' =
FT in eines fiir (9.2) transformiert (dies folgt sofort aus der Bedingung T~'(A + BF)T =
A+ BF). Aus R aus Definition 9.1 fiir (9.1) erhéilt man R fiir (9.2) mittels R = T-'R.

Insbesondere hat R den selben Rang wie R, also ist Kontrollierbarkeit invariant unter
Koordinatentransformationen.

Fiir beliebige Matrix—Paare (A, B) kann man Kontrollierbarkeit im Allgemeinen nicht er-
warten. Man kann durch eine geeignete Koordinatentransformation allerdings erreichen,
dass das System in einen kontrollierbaren und einen nicht—kontrollierbaren Anteil ,,zerlegt*
wird. Dies zeigt das folgende Lemma.
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Lemma 9.3 Sei A € R™" und B € R™™ und sei d = rkR < n fiir R aus Definition 9.1,
d.h., das Paar (A, B) sei nicht kontrollierbar. Dann gibt es eine Koordinatentransformation

I', so dass
1 _ 1 Az el 1
A:=T AT—< 0 3) und B:=T B-( 0 )

mit A; € R4 und By € R¥™ ist und das Paar (A1, By) kontrollierbar ist.

Beweis: Unter der Voraussetzung an den Rang rkR ist das Bild V := imR ein echter
Unterraum des R™ mit dimV = d < n. Offenbar ist das Bild imB von B in V enthalten.

Wir zeigen zunichst, dass V' A-invariant ist, d.h., dass Av € V gilt fiir jeden Vektor
v € V. Aus der Form von R folgt, dass die Vektoren v € V gerade von der Form v =
By + --- + A" 19, fiir geeignete Vektoren o1, ...%, € R™ sind. Sei nun v € V gegeben.
Mit obiger Darstellung von v gilt dann Av = AB®, 4+ --- + A"B%,. Aus dem Satz von
Cayley—Hamilton folgt, dass A" = a, A" 1 + - + a1ldgn~ gilt fiir die Koeffizienten das
charakteristischen Polynoms. Also ist Av von der Form Av = Bo; + --- + A" 1o, fir
geeignete Vektoren vy, ..., € R" und damit wieder in V.

Sei nun vq,...,vq eine Basis von V die wir mit Vektoren wi,...,w,_q zu einer Basis
von R"™ ergénzen. Die Behauptung ist, dass die Matrix T' = (v1,..., 04, W1, ..., W,_q) die
gewiinschte Transformationsmatrix ist. Zum Beweis dieser Behauptung seien ey, ..., e, die

Standard-Basisvektoren des R". Dann gilt T'(e1,...,eq) = V und TV = (e1,...,eq).
Damit folgt die Struktur von von A aus der Invarianz von V:

Falls [A]; ; # 0 ist fiir ein ¢ > d und ein j < d, so folgt

Aej = [Alijei + Y [Aljer & (e1, .-, ea)
k=1
ki

und damit

Aler, ... eq) L {e1,...,eq),

also
AV =TAT 'V =TAleq,...,eq) L Tlei,...,eq) =V,
was der A-Invarianz von V widerspricht.

Die Struktur von B folgt aus der Tatsache, dass imB C V gilt, also imB C TV =
(e1,...,eq), weswegen die letzen n — d Zeilen von B gleich Null sein miissen.

Dass (A1, B1) kontrollierbar ist, folgt schlieBlich aus der Tatsache, dass

dim im(31 AlBl . A(li_lBl) = dim im(B1 AlBl e AT_lBl)
= dimim(BAB ... A" 'B)
= dimim7 'R = dim 7 'imR
= dim77'V = dimR? = d
ist, wobei wir in der ersten Gleichung wiederum den Satz von Cayley-Hamilton ausge-

nutzt haben und die zweite aus der Struktur der Matrizen A und B folgt. Der Rang von
(B1 A1By ... Aclllel) ist also gleich d, was zu zeigen war. 0
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Die zweite Koordinatentransformation, die wir betrachten wollen, gilt fiir kontrollierbare
Systeme, bei denen u eindimensional ist. In diesem Fall haben wir m = 1, also B € R™*!,
d.h. die Matrix B ist ein n—dimensionaler Spaltenvektor.

Lemma 9.4 Sei A € R™*" und B € R™*!. Dann gilt: Das Paar (A, B) ist kontrollierbar
genau dann, wenn es eine Koordinatentransformation S gibt, so dass

0 1 --- 0 0
A=glas=| + &+ " und B=S'B =
a1 Qg o Qp 1

ist, wobei die Werte o; € R gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von
A sind, d.h. xa(2) = 2" — @p2" ! — - — a2z — a.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass fiir Matrizen A der angegebenen Form die «; gerade
die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind. Dies folgt durch Induktion iiber n:
Fiir n = 1 ist die Behauptung sofort klar. Fiir den Induktionsschritt sei A, € R™*" von
der Form des Satzes und A, 11 € R™*" gegeben durch

@

Entwickeln wir nun det(zIdgn+1 — A,11) nach der ersten Spalte, so ergibt sich

n n—1
XAp11 :ZXAH(Z)_QO =2z —0Qnp-12 — - — a1z — Qp,

also nach Umnummerierung der «; gerade der gewiinschte Ausdruck.

Nehmen wir nun an, dass S existiert. Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass

0

R—(BAB.. A'B) = (9.3)

— o O O

* X X =

gilt, wobei * beliebige Werte bezeichnet. Diese Matrix hat vollen Rang, denn durch Um-
ordnung der Zeilen (dies &ndert den Rang nicht) erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix
mit lauter Einsen auf der Diagonalen, welche offenbar invertierbar ist, also vollen Rang
besitzt. Daher ist (4, B) kontrollierbar und da Kontrollierbarkeit unter Koordinatentrans-
formationen erhalten bleibt, ist auch das Paar (A, B) kontrollierbar.

Sei umgekehrt (A, B) kontrollierbar. Dann ist die Matrix R = (BAB ... A" 'B) inver-
tierbar, folglich existiert R~'. Wir zeigen nun zunichst, dass R~'AR = AT ist. Dazu
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reicht es zu zeigen, dass AR = RAT ist. Dies folgt (unter Verwendung des Satzes von
Cayley—Hamilton) aus der Rechnung
AR = ABAB... A" 'B)=(ABA?’B ... A""'B A"B)
= (ABA’B ... A"'B a,A" 'B+---+ a1 B)

0O --- 0 oq

1 - 0 a N
— BAB.. Ay . 7| =gRar

0 - 1 a,

Mit R aus (9.3) folgt mit analoger Rechnung die Gleichung R'AR = AT und damit
A=RATR™' = RR™'ARR™".

Aus den Definitionen von R und R folgt R(1,0,..., 0)7 = B und é(l, 0,...,0)T = E, also
RR™'B = B. Damit ergibt sich S = RR~! als die gesuchte Transformation. N

Die durch Lemma 9.4 gegebene Form der Matrizen A und B wird auch Regelungsnormal-
form genannt.

9.4 Stabilisierung mit eindimensionaler Kontrolle

In diesem Abschnitt werden wir die Losbarkeit des Stabilisierungsproblems fiir u(t) € R,
also m = 1 angeben. Der Grund dafiir, diesen Fall zuerst separat zu betrachten, liegt in
Lemma 9.4, das ja gerade eine Aussage fiir eindimensionale Kontrollen macht.

Zunéchst driicken wir das Stabilisierungsproblem mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
aus. Dies konnen wir fiir beliebige Kontrolldimensionen machen.

Definition 9.5 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™"™ und B €
R™ ™ Ein Polynom x heifit vorgebbar fiir das Kontrollsystem, falls ein lineares Feedback

F € R™*™ existiert, so dass x = xa+pr ist fiir das charakteristische Polynom x4 pr der
Matrix A + BF. o

Da wir wissen, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte
der zugehorigen Matrix sind, erhalten wir aus Lemma 8.2 sofort die folgende Charakteri-
sierung.

Lemma 9.6 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™*™ und B € R™*™.
Dann gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lésbar, falls ein vorgebbares Polynom
existiert, dessen Nullstellen iiber C alle negativen Realteil haben.

Wir betrachten nun den angekiindigten Spezialfall eindimensionaler Kontrollwerte u(t). Der
folgende Satz zeigt die Beziehung zwischen der Kontrollierbarkeitsbedingung aus Definition
9.1 und der Vorgebbarkeit von Polynomen.
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Satz 9.7 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™*" und B € R™*!, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften dquivalent.

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

(ii) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — B,2" ! — -+ — Boz — B1 mit B1,..., 3, € Rist
vorgebbar.

Beweis: (i) = (ii): Sei (4, B) kontrollierbar und sei S die Koordinatentransformation aus
Lemma 9.4. Wir setzen

F=i—ai fr—as ... By—ay) € R

Dann gilt
0 1 0 0
I S 0
A+ BF = : : o + . (Bbi—o1 Pa—az ... By—oy)
o o --- 1 :
a1 o (a7 1
0 1 0 0 0
— . . T . + . . . .
0O 0 --- 1 0 0
ap - ap Br—or Po—ax - By—oy
0 1 0
N o 0 --- 1
Br B2 - bBn

Aus der zweiten Aussage von Lemma 9.4 folgt, dass x 3 LBE = X Ist. Also ist, nach Riick-
transformation, F' = FS~1!die gesuchte Feedback Matrix, da das charakteristische Polynom
einer Matrix invariant unter Koordinatentransformationen ist.
(ii) = (i): Wir zeigen die Implikation ,nicht (i) = nicht (ii)“:

Sei (A, B) nicht kontrollierbar. Sei T die Koordinatentransformation aus Lemma 9.3. Dann
ergibt sich fiir jedes beliebige Feedback F' = (F} F)

Z+§ﬁ:<Al+BlFl A2+BlFQ>::B'
0 As
Fiir das charakteristische Polynom dieser Matrix gilt

Xﬁ = XAl-‘rBlFlXAg;

daher sind (beachte, dass (A1, B1) kontrollierbar ist) die vorgebbaren Polynome gerade
von der Form x = XX, Wobei xi ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d ist und
Xu = XA ist. Dies sind sicherlich weniger als die in (ii) angegebenen Polynome, weshalb
(ii) nicht gelten kann. [

Natiirlich ist es zur Stabilisierung nicht notwendig, dass jedes Polynom vorgebbar ist, wir
brauchen lediglich eines zu finden, dessen Nullstellen nur negative Realteile haben. Der
Beweis von Satz 9.7 ldsst bereits erahnen, wann dies moglich ist.
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Satz 9.8 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™ " und B € R™*!, d.h.
mit eindimensionaler Kontrolle. Seien A; € R¥*4 A, € R¥x(n=d) = 4, ¢ R(r—d)x(n=d) ypd
By € R die Matrizen aus Lemma 9.3 mit der Konvention, dass A; = A und By = B ist,
falls (A, B) kontrollierbar ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (8.1) gerade die Polynome der Form x = xxXu,
wobei xj ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und y, das charakteristische
Polynom der Matrix Aj ist, mit der Konvention x, = 1 falls d = n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann lésbar, wenn alle Eigenwerte
von Az negativen Realteil haben.

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus dem zweiten Teil des Beweises von Satz
9.7. Die Aussage iiber das Stabilisierungsproblem folgt dann sofort aus Lemma 9.6. i

9.5 Stabilisierung mit mehrdimensionaler Kontrolle

Die Resultate fiir mehrdimensionale Kontrolle m > 1 sind voéllig analog zu denen fiir
eindimensionale Kontrolle, lediglich die Beweise sind etwas aufwéndiger, da wir nicht direkt
auf Lemma 9.4 zuriickgreifen kénnen. Trotzdem kénnen wir die Beweise auf den Fall m =
1 zuriickfithren, indem wir das folgende Lemma verwenden, das als Heymanns Lemma
bezeichnet wird.

Lemma 9.9 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™*™ und B € R™*™.
Das Paar (A, B) sei kontrollierbar. Sei v € R™ ein Vektor mit B = Bv # 0. Dann gibt es
eine Matrix F' € R™*" so dass das Kontrollsystem

i(t) = (A+ BF)x(t) + Bu(t)

mit eindimensionaler Kontrolle u(t) kontrollierbar ist.

Beweis: Mittels einer rekursiven Vorschrift konstruieren wir uns zunéchst linear unab-
hingige Vektoren x1,...,x, € R™ mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle [ € {1,...,n}
gilt

Az; e Vifiri=1,...,0 — 1 mit V; = (x1,...,29). (9.4)

Setze 1 = B (wir kénnen die n x 1 Matrix B als Spaltenvektor auffassen) und beachte,
dass die Eigenschaft (9.4) fiir { = 1 und jedes x1 # 0 trivialerweise erfiillt ist.

Fir £ € 1,...,n — 1 und gegebene linear unabhéngige Vektoren zi,...,xy, die (9.4)
fir | € {1,...,k} erfiillen, konstruieren wir nun wie folgt einen Vektor xj;1, so dass
X1,...,Tk, Tk41 linear unabhingig sind und (9.4) fir [ € {1,...,k + 1} erfiillen:

1. Fall: Azy, & Vi: Setze ug, := 0 € R™ und x4 = Axy.

2. Fall: Azxy, € Vi: Wegen (9.4) folgt dann, dass Vi, A—invariant ist. Im Beweis von Lemma
9.3 haben wir bereits gesehen, dass V :=imR fiir R aus Definition 9.1 A—invariant ist und
das Bild imB enthélt. Tatséchlich ist V' der kleinste A—invariante Unterraum des R™, der
das Bild von B enthilt, denn: Sei V ein beliebiger A—invarianter Unterraum, der das Bild
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von B enthélt. Dann muss V alle Vektoren der Form APBy, y € R™, p € Ny enthalten,
also insbesondere alle Vektoren aus V =imR. Also ist V' C V, und da 1% beliebig war ist
V also der kleinste A—invariante Unterraum des R", der das Bild von B enthélt. Aus der
Kontrollierbarkeit von (A, B) folgt nun dimV" = n. Weil Vj ein A-invarianter Unterraum
mit dimV, = k < n ist, kann dieser das Bild von B nicht enthalten. Also gibt es ein
ug € R™ mit Az + Buy € Vi, und wir setzen xp1 = Axy + Bug.

Wir konstruieren nun die gesuchte Abbildung F aus den Vektoren z1,...,z,. Da die z;
linear unabhéngig sind, ist die Matrix X = (21 ... z,) invertierbar, und wir kénnen
F:=UX"!fir U= (uy,...,u,) € R™*" definieren, wobei die u; fiir i = 1,...,n — 1 die
in der obigen Rekursion verwendeten Kontrollvektoren sind und wir u, := 0 € R™ setzen.
Damit gilt Fo; = u; und deswegen (A + BF)x; = x4 fiiri = 1,...,n — 1. Wegen B = 11
folgt somit
(B (A+BF)B ... (A+BF)"'B) =X,

also hat (B (A+BF)B ... (A+BF)""!'B) den Rang n, weswegen das Paar (A+ BF, B)
kontrollierbar ist. 0
Mit diesem Resultat lassen sich nun die Sdtze 9.7 and 9.8 leicht auf beliebige Kontrolldi-
mensionen verallgemeinern.

Satz 9.10 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R™*" und B € R™*™.
Dann sind die folgenden zwei Eigenschaften dquivalent.

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

ii — - nn_ — T P2k — M1 1y---9Mn
(ii) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — 3,2"} Boz — 31 mit 3 Bn € R ist
vorgebbar.

Beweis: (i) = (ii): Sei (A, B) kontrollierbar und y gegeben. Seien F' € R™*™ und B €
R™*! die Matrizen aus Lemma 9.9 fiir ein v € R™ mit Bv # 0 (beachte, dass solch ein
v € R" existiert, da (A, B) kontrollierbar ist, also B # 0 ist). Dann ist das Paar (A+BF, B)
kontrollierbar und aus Satz 9.7 folgt die Existenz eines Feedbacks F} € R'*", so dass

XA+BF+BFR — X
ist. Wegen o B B
A+ BF + BF; = A+ BF + BvFy = A+ B(F + vF))
ist also F = F 4 vF} das gesuchte Feedback.
(ii) = (i): Vollig analog zum Beweis von Satz 9.7. [

Satz 9.11 Betrachte ein Kontrollsystem (8.1) mit Matrizen A € R"*™ und B € R™™"™.
Seien A; € R¥*d A, € Rx(n=d) Ay ¢ R-Dx(n=d) ypd By € RY*™ die Matrizen aus
Lemma 9.3 mit der Konvention, dass A; = A und B; = B ist, falls (A, B) kontrollierbar
ist.

Dann sind die vorgebbaren Polynome von (8.1) gerade die Polynome der Form x = xxXu,
wobei xj ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und x, das charakteristische
Polynom der Matrix Aj ist, mit der Konvention x, = 1 falls d = n.

Insbesondere gilt: Das Stabilisierungsproblem ist genau dann l6sbar, wenn alle Eigenwerte
von As negativen Realteil haben.



9.5. STABILISIERUNG MIT MEHRDIMENSIONALER KONTROLLE 65
Beweis: Vollig analog zum Beweis von Satz 9.8. 0

Bemerkung 9.12 Satz 9.11 wird oft als Polverschiebungssatz bezeichnet, da die Null-
stellen des charakteristischen Polynoms in der Kontrolltheorie auch als “Pole“ bezeichnet
werden (dies hat seine Wurzeln in alternativen Darstellungen linearer Kontrollsystems iiber
sogenannte ,, Ubergangsabbildungen®) und dieser Satz gerade angibt wie man diese Null-
stellen durch geeignete Wahl des Feedbacks ,,verschieben“ kann. o
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Wir kénnen die wesentlichen Ergebnisse dieses Kapitels wie folgt schematisch darstellen:

(A, B) ist kontrollierbar

{ (Satz 9.10)

Jedes normierte Polynom vom Grad n ist vorgebbar

Es gibt ein vorgebbares PN (4, B) ist
,B) is

Polynom, dessen Nullstellen Lemma 9.6 T
alle negativen Realteil haben ( ) stabilisierbar

{ (Satz 9.11)

(A, B) ist kontrollierbar
oder
(A, B) ist nicht kontrollierbar und A3 aus Lemma 9.3 hat nur
Figenwerte mit negativem Realteil
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