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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur numerischen Stabilisierung bilinearer Kontrollsy-
steme entwickelt. Im Gegensatz zu Verfahren wie z.B. der direkten Methode oder dem
Zugang iiber das Maximumsprinzip wird hier zur Stabilisierung ein diskontiertes optimales
Steuerungsproblem gelost, das eine Anndherung an das optimale Durchschnittskostenpro-
blem darstellt, welches das eigentliche Stabilisierungsproblem 16st.

Dazu wird zunéchst eine optimale Wertefunktion berechnet, die dann als Approximation
fir die Lyapunov-FExponenten der betrachteten Kontrollsysteme in gewissen Teilmengen
des Zustandsraumes interpretiert wird. Diese wiederum konnen als Maf} fiir die Stabilitéit
der Systeme aufgefafit werden. Ausgehend von dieser Wertefunktion werden dann stabi-
lisierende Kontrollen fiir die Systeme berechnet. Dies bedeutet, dafl ein grofier Teil des
Rechenaufwandes bereits vor der eigentlichen Berechnung der Kontrollen erledigt wird.
Die tatsédchliche Berechnung dieser Kontrollen 143t sich anschliefend mit einem relativ ein-
fachen numerischen Verfahren durchfiihren.

Zusétzlich zu den vielfiltigen Methoden, die Stabilisierbarkeit von Kontrollsystemen mit
analytischen Methoden zu untersuchen (vgl. z.B. Bacciotti [1]) liefert dieses Verfahren also
neben der eigentlichen Stabilisierung eine Mo6glichkeit, Lyapunov-Exponenten eines Kon-
trollsystems zu berechnen, und so die Stabilisierbarkeit von Kontrollsystemen numerisch
zu analysieren.

Ein grofier Teil der Arbeit beschéftigt sich demnach mit Theorie und Numerik diskontierter
optimaler Steuerungsprobleme und deren Zusammenhénge mit dem Durchschnittskosten-
problem. Diese Zusammenhénge zeigen aber nicht nur die Moglichkeiten und Grenzen
dieses Verfahrens im Zusammenhang mit Stabilisierungsproblemen auf; vielmehr kann die
Theorie und das entwickelte numerische Verfahren auch unabhéngig von Stabilisierungs-
problemen betrachtet werden. So spielen diskontierte optimale Steuerungsprobleme z.B. in
Modellen der mathematischen Wirtschaftstheorie eine Rolle, vgl. Seierstad, Sydsaeter [15],
Kapitel 2 und 3.

Die Arbeit gliedert sich in drei Hauptabschnitte. Im ersten, der die Kapitel 2 — 4 umfaflt
werden die theoretischen Grundlagen des diskontierten optimalen Steuerungsproblems und
die Zusammenhénge mit dem Durchschnittskostenproblem behandelt.

In Kapitel 2 wird zunéchst das diskontierte optimale Steuerungsproblem definiert und dann
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speziell auf die optimale Wertefunktion eingegangen. Die grundlegende Eigenschaft, die die-
se Wertefunktion erfiillt, ist das Bellman’sche Optimalititsprinzip, das in diesem Kapitel
hergeleitet wird. Desweiteren wird die Stetigkeit der Wertefunktion gezeigt.

Aus dem Optimalitdtsprinzip wird dann die Bellman-Gleichung hergeleitet, eine partielle
Differentialgleichung, die von der Wertefunktion erfiillt wird. Eine Diskretisierung dieser
Gleichung wird dann spéter als Grundlage fiir das numerische Verfahren dienen. Da die
Wertefunktion im Allgemeinen nicht differenzierbar ist, mufl der Losungsbegriff von par-
tiellen Differentialgleichungen erweitert werden, was zur Theorie der Viskositétslosungen
fithrt. Zum Abschlufl des Kapitels wird iiber ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat die
optimale Wertefunktion als eindeutige Viskositétslosung der Bellman-Gleichung charakte-
risiert.

In Kapitel 3 wird dann gezeigt, in welchem Sinne die optimale Wertefunktion des diskon-
tierten optimalen Steuerungsproblems eine Annéherung an die optimale Wertefunktion des
Durchschnittskostenfunktionals darstellt. Da diese Wertefunktion im Allgemeinen unstetig
ist, kann eine gleichméflige Konvergenz im gesamten Zustandsraum nicht erwartet werden.
Diese kann jedoch auf gewissen Teilmengen des Zustandsraumes gezeigt werden. Dazu wird
der Begriff der Kontrollmengen eingefiihrt. Eine gleichméflige Konvergenzaussage 148t sich
dann fiir kompakte Teilmengen von Kontrollmengen formulieren, ein schwicheres Resultat
konnen wir fiir Einzugsbereiche von Kontrollmengen formulieren.

Im vierten Kapitel wird dann eine wichtiger Grundlage fiir das Stabilisierungsverfahren
gezeigt. Das numerische Verfahren liefert — wie oben bereits erwihnt — eine Losung des
diskontierten optimalen Steuerungsproblems. Es stellt sich nun die Frage, ob die Kon-
trollen, die dieses Verfahren liefert, auch fiir das Durchschnittskostenproblem ,sinnvoll®
sind. Der in diesem Kapitel bewiesene Approrimationssatz zeigt, dafl dies unter gewissen
Voraussetzungen der Fall ist.

Der zweite Hauptabschnitt der Arbeit beschéftigt sich mit der Numerik des diskontierten
optimalen Steuerungsproblems. Die grundlegenden Ideen dazu stammen von Maurizio Fal-
cone [10], [11]. In dieser Arbeit wird ein anderer Konvergenzbeweis hergeleitet, der eine
etwas bessere Konvergenzrate liefert. Aulerdem wird ein — auf derselben Theorie beruhen-
des — neues numerisches Verfahren vorgestellt, das bei allen durchgefithrten numerischen
Tests mit erheblich weniger Rechenaufwand auskommt.

Kapitel 5 deckt diesen zweiten Hauptabschnitt ab. Zunéichst wird die Bellman-Gleichung
diskretisiert und ein zeitdiskretes Kontrollsystem definiert, dessen optimale Wertefunkti-
on die eindeutige Losung der diskretisierten Bellman-Gleichung ist. Analog zum zweiten
Kapitel wird dann ein diskretes Optimaltatsprinzip und die Stetigkeit der diskretisierten
Wertefunktion gezeigt. Im Anschlufl daran wird der Diskretisierungsfehler der Zeitdiskre-
tisierung abgeschétzt; dies geschieht gleichméfig auf dem gesamten Zustandsraum.

Nach der Zeitdiskretisierung wird die Diskretisierung im Zustandsraum diskutiert. Auch
hier wird wieder ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat bewiesen und dann der Diskre-
tisierungsfehler — wiederum gleichméflig — abgeschétzt.

Nachdem alle theoretischen Grundlagen abgehandelt sind, werden verschiedene Berech-
nungstrategien fiir die diskretisierte Wertefunktion vorgestellt. Der numerische Vergleich
der Strategien ist in Kapitel 7 aufgefiihrt.

Der letzte Abschnitt des Kapitels befait mit der Berechnung der e-optimalen Kontrollen.



Es wird ein Algorithmus hergeleitet, der gleichméflig optimale Zustandsfeedbacks fiir das
diskretisierte Steuerungsproblem liefert und es wird gezeigt, dafl diese Kontrollen auch fiir
das nichtdiskretisierte (also das urspriingliche) Kontrollsystem gleichmifig e-optimal sind.

Der dritte Hauptabschnitt behandelt nun die Anwendung der vorherigen Abschnitte auf
das Stabilisierungsproblem, d.h. wir diskutieren, wie und unter welchen Voraussetzungen
die numerisch berechneten Kontrollen zur Stabilisierung bilinearer Kontrollsysteme ver-
wendet werden kénnen. Anhand von einigen Beispielsystemen wird der Algorithmus dann
numerisch getestet.

Im sechsten Kapitel werden zunéchst die Lyapunov-Exponenten definiert und gezeigt, wie
sich diese durch das Losen eines Durchschnittkostenproblems berechnen lassen. Hierzu
wird das urspriingliche System auf den projektiven Raum projiziert, was eine wesentliche
Vereinfachung darstellt, da die Dimension des Zustandsraumes so um 1 abnimmt und der
neue Zustandsraum kompakt, also insbesondere beschrinkt ist. Weiterhin werden einige
Eigenschaften von Kontrollmengen im projektiven Raum und den Lyapunov-Exponenten
und -Spektren zitiert, die zur Interpretation der numerischen Ergebnisse notig sind.

Der eigentliche Algorithmus wird am Ende des Kapitels vorgestellt. Ausgehend von den
Kontrollen, die das numerische Verfahren liefert, wird eine stabilisierende Kontrolle fiir das
Kontrollsystem konstruiert.

In Kapitel 7 wird dieses Verfahren dann getestet. Zunichst werden zwei verschiedene, in
Kapitel 5 vorgestellte Algorithmen zur Berechnung der Wertefunktion an verschiedenen
Beispielen gegeneinander getestet, um den Rechenaufwand abzuschétzen. Danach werden
die numerischen Ergebnisse des eigentlichen Stabilisierungsalgorithmus vorgsetellt. Am Bei-
spiel des zweidimensionalen sowie des dreidimensionalen linearen Oszillators mit verschie-
denen Parametern werden sowohl die Berechnung der Lyapunov-Exponenten als auch der
stabilisierenden Kontrollen bzw. Trajektorien durchgefiihrt. In allen diesen Beispielen war
die Stabilisierung mit dem Algorithmus moglich.

Im Anhang A finden sich einige Eigenschaften iiber Trajektorien im projektiven Raum
P"~!. Da das numerische Verfahren in lokalen Koordinaten (also im R"~!) durchgefiihrt
wird, muBite das Problem des Parameterwechsels gelost werden. Um zu zeigen, daf§ bei
einen Parameterwechsel, der mit den exakten sowie den diskretisierten lokalen Trajek-
torien durchgefiihrt wird, Eigenschaften wie stetige Abhéingigkeit vom Anfangswert und
Konvergenz des Euler-Verfahrens nicht verlorengehen, sind hier einige differentialgeome-
trische Uberlegungen zusammengefait, die im laufenden Text der vorhergehenden Kapitel
inhaltlich keinen Platz mehr fanden. In den Kapiteln, in denen diese Eigenschaften benotigt
werden, wird auf die entsprechenden Aussagen in diesem Anhang verwiesen.

In Anhang B und C sind die Programme beschrieben, die zur numerischen Berechnung
verwendet wurden. Im Anhang B ist die Implementierung beschrieben. Eine grofie Hilfe
dabei war, dafl ich von einem bereits bestehenden Programm von Uwe Sorgenfrei ausgehen
konnte, welches dieser im Rahmen seiner Diplomarbeit [16] erstellt hat. Lediglich der neue
Algorithmus sowie die zusétzlichen Funktionen zur Behandlung des Parameterwechsels fiir
den projektiven Raum muflten von mir ergédnzt werden.

Anhang C beschreibt die Bedienung der Programme.

Im Anhang D ist der C-Quelltext der einzelnen Module des Programms abgedruckt. Die
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Module, die aus [16] unverdndert iibernommen wurden, sind hier — soweit sie nicht fiir das
Versténdnis des Programms nétig sind — nicht abgedruckt. Bei Modulen, die nur geringfiigig
gegeniiber [16] verdndert wurden, ist dies im Kopf vermerkt.

Fiir die in Kapitel 7 abgedruckten grafischen Darstellungen von Kontrollmengen wurde das
Programm CS2DIM zur numerischen Berechnung von Kontrollmengen von Gerhard Haeckl
verwendet. Ich méchte mich an dieser Stelle fiir die vielen Hilfestellungen im Umgang mit
diesem Programm und bei der Berechnung der Kontrollmengen bedanken. Ebenfalls mochte
ich mich bei G6tz Grammel fiir eine Reihe von Anregungen speziell zu den im Anhang
A ausgefithrten Uberlegungen zu Trajektorien im Projektiven Raum bedanken. Besonders
bedanken mochte ich mich zuletzt noch bei Fritz Colonius fiir die hervorragende Betreuung
und Motivierung wahrend der gesamten Zeit, in der diese Arbeit entstanden ist.

Augsburg, Januar 1994



Kapitel 2

Das diskontierte optimale
Steuerungsproblem

In diesem Kapitel werden wir das diskontierte optimale Steuerungsproblem definieren, und
einige wichtige Eigenschaften der optimalen Wertefunktion dieses Steuerungsproblems her-
leiten.

Im Einzelnen sind dies das Bellman’sche Optimalititsprinzip, die daraus resultierende Fin-
deutigkeitsaussage und die Stetigkeit der optimalen Wertefunktion. Zum Abschluf3 des
zweiten Abschnitts werden wir eine Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die Wertefunktion, die
Bellman-Gleichung, herleiten.

Da die Wertefunktion im Allgemeinen nicht differenzierbar ist, kann sie diese partielle
Differentialgleichung im klassischen Sinne nicht 16sen. Deshalb werden wir im dritten Ab-
schnitt den Losungsbegriff partieller Differentialgleichungen erweitern und das Konzept der
Viskositdtslosungen einfithren, das uns dann zu einem Ezistenz- und Findeutigkeitsresultat
fithrt.

Dieses Kapitel orientiert sich in Aufbau und Argumentation an Sorgenfrei [16], Kapitel 2
und Colonius [4], Kapitel 2.

2.1 Definition des diskontierten optimalen Steuerungspro-
blems

Wir betrachten hier ein Problem der optimalen Steuerung auf einer offenen Menge W C R,
dessen Dynamik gegeben ist durch die autonome gewthnliche Differentialgleichung

w(t) = flz(t),u(t))
z(0) = zeW (2.1)

mit Kontrollfunktionen

u(-) €U :=={u:R — U, u meBbar} (2.2)
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wobei der Kontrollwertebereich U € R™ kompakt ist.

In den in dieser Arbeit diskutierten Kontrollsystemen ist diese Menge W nicht notwendiger-
weise invariant, d.h. es kann Losungstrajektorien von (2.1) geben, die aus W herauslaufen.
Es existiert aber in jedem Fall eine Funktion ¥ : RN — W, die eingeschrinkt auf W gerade
die Identitét auf W ist und verschiedene Eigenschaften erfiillt, die wir im weiteren benttigen
werden. Die Funktion ¥ ergibt sich dadurch, daf§ die betrachteten Systeme als Zustands-
raum den Projektiven Raum besitzen. W ist hierbei eine lokale Parameterumgebung und
U entspricht einem Parameterwechsel. Ndhere Einzelheiten hierzu sowie die Beweise zu
den bendtigten Eigenschaften finden sich im Anhang A. An den Stellen, an denen diese
Eigenschaften eingehen, wird auf die entsprechenden Aussagen im Anhang verwiesen. Wir
nehmen an, daf§ die Losungstrajektorien ¢(t, zg, u(-)) von (2.1) fiir alle Startwerte xg € W
eindeutig existieren, solange sie in W bleiben (vgl. Proposition 2.4). Dann definieren wir
Trajektorien fiir alle Zeiten t > 0 durch

Definition 2.1 Es sei ¢(t,x0) die Trajektorie zum Anfangswert xo € W. Dann definieren
wir mittels der Funktion ¥ zu x € R"~! induktiv
otz ul) = Gt U(),u() YOSt < Ty mit $(t, W) € W
(Ti+t,z,u() = @ U(o(Thzu), u(li—-) VO<t <Tipn =Ti  (23)
mit G(t, (p(Ti, x))) € W

fiir i € {1,2,...}. Hierbei seien die 7; jeweils maximal gewihlt und ¥ garantiert uns, daf
Tiv1 —T; > T > 0 gilt (vgl. Forderung (A.4) und Bemerkung A.5 im Anhang).

Bemerkung 2.2 Die Definition der Trajektorien in Definition 2.1 bedeutet keine Ein-
schrinkung der Allgemeinheit. Fiir Systeme auf dem R™ oder auf invarianten Teilmengen
O C R" koénnen wir ¥ = idgn setzen. Dieser Sonderfall wird in einigen Aussagen speziell
beriicksichtigt.

Definition 2.3 Das Kostenfunktional J, zur Diskontrate p € R* weist jedem Anfangswert
x € W und jeder Kontrolle u(-) € U eine reelle Zahl zu. J, ist definiert durch

JP:WXU — R

e}

() = [ e Pglpttmul)ut)dr

0

Wir stellen folgende Bedingungen an die Funktionen f und g:

f:WxU—W sei stetig auf W x U (2.4)
| f(x,u) — f(y,u)|| < Lgllx —y|| Ve,ye W VueU fir ein Ly e R (2.5)
| f(z,u)|]| < My V(z,u) € W xU fiir ein My eR (2.6)
g: W xU — R sei stetig auf W x U (2.7)
lg(z,u) —g(y,u)| < Lg|lz —yl| Ve,ye W VueU fir ein L, € R (2.8)
0<g(z,u) <My V(r,u) e WxU fir ein My eR (2.9)
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Proposition 2.4 Zu allen (z,u(-)) € W x U existiert unter den obigen Voraussetzungen
an f eine eindeutig bestimmte Losungstrajektorie (¢, x, u(-)).

Beweis: Nach Colonius [3], Satz 2.3 existieren die Trajektorien ¢(t,z,u(-)) eindeutig,
solange sie in W bleiben. Die Definition der ¢(t,z,u(-)) impliziert dann die Existenz und
Eindeutigkeit fiir alle ¢ > 0.

Bemerkung 2.5 Die Funktion ¢ : Rx W xU — W hat fiir bel. x € W, u(-) € U folgende
Flufeigenschaften:

30(07 Z, U()) =
So(tv (10(57 xz, ’LL()), U(S + )) = So(t + 5,7, ’LL()) fiur s,t € R*.
Bemerkung 2.6 Bedingung (2.9) kann auch durch die Forderung
lg(z,u)] < My V(x,u)e W xU fir ein My; € R

ersetzt werden, da sich durch die Addition einer Konstanten zu g qualitativ keine Verande-
rung ergibt.

Wir verwenden in diesem und dem folgenden Kapitel Bedingung (2.9), da sich so an spéte-
rer Stelle technische Vereinfachungen ergeben.

Das diskontierte optimale Steuerungsproblem liegt nun darin, das Kostenfunktional J, zu
jedem x € W iiber alle u € U zu minimieren.

Definition 2.7 Die optimale Wertefunktion v, zur Diskontrate p > 0 ist definiert durch

v,: W — R
inf J :
v nf o(z,u("))

Bemerkung 2.8 Aus Bedingung (2.9) und p > 0 folgt sofort die Beschréanktheit der
Wertefunktion v),:

x
M,
op(a)] < [ ey dr < =2
0
0

Definition 2.9 Ein Paar (zg,uz,(-)) € W x U heifit optimal oder optimales Paar zur
Diskontrate p > 0, falls v,(x9) = J,(20, Uz, (). Die Kontrollfunktion us,(-) € U heifit
dann optimale Kontrolle.

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der optimalen Wertefunktion herleiten, die
wir in spéteren Kapiteln benétigen werden.
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2.2 Eigenschaften der optimalen Wertefunktion

2.2.1 Bellman’s Optimalitéitsprinzip

Das Bellman’sche Optimalitétsprinzip ist die grundlegende Eigenschaft der optimalen Wer-
tefunktion, aus der alle anderen fiir uns wichtigen Eigenschaften abgeleitet werden.

Die Idee, die hinter dem Bellman’schen Optimalitdtsprinzip steht, ist, dafl Endstiicke op-
timaler Trajektorien zu jeder Zeit selbst optimale Trajektorien sind, oder anders gesagt,
daf} bei einer optimalen Kontrolle zu jeder Zeit optimal gesteuert wird.

Satz 2.10 (Bellman’s Optimalitétsprinzip)
Unter den Voraussetzungen (2.4) — (2.9) an f und g gilt fiir beliebiges p > 0 und alle ¢ > 0,
zeW:

o) = inf { / e g(p(r ,u)) u(r) dr + (et ()} (210)

Beweis: Wir zeigen die Gleichheit durch Beweisen der entsprechenden Ungleichungen in
beiden Richtungen.

»>: Sei u(-) € U eine beliebige Kontrollfunktion und z(7) := ¢(7, z,u(-)). Dann gilt fir
t>0:

wa) = [egta(n),ulr)dr

gl (r),u(r)dr + [ e gla(r),u(r)dr

0
t
/
= /te_pTg(x(T), u(r))dr + e " / e Tglp(r,z(t),ult + ), u(t + 7))dr
0
/

0

e PTg(x(r),u(r))dr + e PTv,(z(t))

Da aber u € U beliebig gewéhlt war, folgt die Ungleichung aus v,(z) = (ir)lfu Jo(x,u(-)).
u(-)e

»<*: Seien t > 0, ¢ > 0 gegeben und wui(-) € U so gewéihlt, daf
t
Jnt 0/ e Py (p(r, x,u()), u(r)) dr + € Phuy (ot x, u(-) )
t

> /e*pTg(np(T, z,u1(+)),ur (1)) dr + e Py (o(t, z,ul(-)) — e. (2.11)
0



2.2. EIGENSCHAFTEN DER OPTIMALEN WERTEFUNKTION 9

Sei ua(+) € U so gewéhlt, daBl

Jp(p(ts zun (), ua()) < vp(p(t, z,ua())) + e (2.12)

Wir konstruieren nun eine Kontrollfunktion @(-) € U durch

_ up(T) falls 0 <7 <t
ug(T —t) falls 7>t

Zu u(-) gehort also die Losung ¢(+) gegeben durch

_ o) ez, u(s)) falls 0 <7<t
P(r @ ulr) = { o(t —t,o(t,x,u1(:)),ua(r —-)) falls 7> ¢

und damit gilt

= [emg@raa() ar)dr - (14 e Me = uye) ~ (1+e e
0

Da aber ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt hieraus die Behauptung. 0

Das folgende Korollar zeigt, dafl das Bellman’sche Optimalitéatsprinzip nicht nur eine Eigen-
schaft der optimalen Wertefunktion beschreibt, sondern auch eine Eindeutigkeitsaussage
liefert.

Korollar 2.11 Sei w : W — R eine beschrinkte Funktion, die fiir positive ¢ € R und
x € W die Gleichung (2.10) fiir p > 0 erfiillt. Dann gilt v, = w, d.h. v, ist durch die
Gleichung (2.10) eindeutig charakterisiert.

Beweis: w erfiillt (2.10), also gilt nach Voraussetzung fiir x € W
[vp(@) —w(a)| < %%kﬂ%%wmmum»—wwwxmm»ﬂ
u(-)e

< e sup Jup(p(t 2, u()) — wle(t, z,ul-)))l
u(-)eU

< e sup |uy(Z) — w(@)|
zew
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Da dies fiir beliebige x € W gilt, folgt auch

sup [v,(2) — w(@)| < e sup |o,(x) — w(a)|.
zeW zeW

Wegen e *! < 1 folgt nun v(z) = w(z) Vr e W. 0

2.2.2 Stetigkeit der Wertefunktion

Mit Hilfe des Bellman’schen Optimalitétsprinzips 148t sich eine weitere wichtige Eigen-
schaft der Wertefunktion zeigen, ndmlich die Stetigkeit. Anschaulich ist die Stetigkeit gut
zu erkldren, da sich die Trajektorien zu nahe beieinanderliegenden Anfangswerten wegen
der stetigen Abhéngigkeit vom Anfangswert auf einem endlichen Zeitintervall zu einer vor-
gegebenen Kontrollfunktion u(-) € U nur wenig unterscheiden. Die Stetigkeit von v, folgt
dann aus der Stetigkeit der Kostenfunktion g. Wir werden zeigen dafl v Holder-stetig ist.

Definition 2.12 FEine Funktion w : W — R hei3t Hdélder-stetig mit Hoélder- Exponent
€ (0,1], falls gilt
jw(z1) —w(x2)| < Cllay — zo”

fiir alle 21,29 € W mit einer Konstanten C' € RT.

Definition 2.13 H, bezeichne den Raum der Holder-stetigen Funktionen w auf W mit
Holder-Exponenten « € (0, 1].
H., ist normiert durch

[wllz, = sup lw(@)|+ |wloy,
zeW

wobei |wlo~ definiert ist durch

wloy = sup L) = w(@2)]
’AY T

epogew ||z — 227
T17£T2

Um die Holder-Stetigkeit der Wertefunktion zu zeigen, benétigen wir noch ein vorbereiten-
des Lemma.

Lemma 2.14 Sei ® : [0,00) — RT eine meBbare Funktion mit 0 < ®(¢) < min{Ae5t, C},
t > 0 fiir positive Konstanten A < C' und B aus R.
Dann gilt fiir positives p € R:

/e_ptq)(t)dt < KA

0
mit K = K(0) > 0, wobei o = 1, falls p > B, o € (0,1) beliebig, falls p = B und 0 = £,
falls p < B.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir alle 0 < T < oo

00 T 00
/e"’t@(t)dt < A/e(B_p)tdt+C/e_ptdt
0 0 T
Durch Ausrechnen der Integrale auf der rechten Seite mit 7" = oo fiir p > B, T = %ln %
firp=Bund T = %ln% fiir p < B erhélt man
s A5 falls p > B
_ 1,17,C _
/e PLp(tydt < A (; +5,In3 falls p =B
0 AB (%ﬂ + % C=F  falls p < B.
Aus diesen Ungleichungen folgt nun die Behauptung. l

Satz 2.15 Es seien die Bedingungen (2.4) — (2.9) an f und g erfiillt, p > 0. Dann ist
v € Hy, d.h. die Wertefunktion v, ist Holder-stetig mit Hélder Exponenten v € (0, 1].
Hierbei ist v = 1 fiir p > Ly + C*, v = ﬁ fir p < Ly 4+ C* und v € (0, 1) beliebig fur
p = Ly + C*, wobei C* eine Konstante ist, die von der Funktion ¥ abhéngt mit C* = 0
fir ¥ = idg~.

Beweis: Mit der Definition der optimalen Wertefunktion gilt fiir alle 1,20 € W:

[upler) = vp(az)| = | inf Jp(@ru() — inf J(w2.u()

u(-)eU u(-)el
< sup [Jp(anu() = Jp(wz,ul-))]

u(-)eU
- ﬁg{!fp@W@@hﬂwﬂwn—ﬂﬂ@@WO%WUDﬁ
< [ sup lgllt o, ul)), ult)) — gleltzz u(), u(®)

0 u(-)el R

Zum einen gilt nun wegen (2.9) die Abschétzung
O(t) <2M, (2.13)
zum anderen folgt aus der stetigen Abhéngigkeit der Trajektorien vom Anfangswert
B(t) < OLgl|lzy — xolleEr O, (2.14)

was aus Lemma A.8 (bewiesen im Anhang) folgt. Fiir ¥ = idg» folgt diese Ungleichung
mit C = 1, C* = 0 direkt aus dem Gronwall-Lemma, A.7.
Aus (2.13) und (2.14) folgt nun das Zwischenergebnis

O(t) < min{CLg|x1 — x| e=r+C 20, },

und hieraus mit Lemma 2.14 die Behauptung. Hl
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Bemerkung 2.16 Wenn W # R” ist und ¥ # id|gn, so 148t sich v, holder-stetig auf W
erweitern, indem wir v,(x) = v,(¥(x)) fir € OW setzen. Der Beweis verlauft analog.

Korollar 2.17 Die Wertefunktion v, ist in der Norm beschrénkt, d.h. ||v,|[#., < oo, wobei
v der Holder-Exponent von v, ist.

Beweis: Bemerkung 2.8 sagt, daB |v,(z)| < % Ve e W.
Mit der Definition der Norm auf H, und dem Satz 2.15 folgt die Behauptung. U

2.2.3 Die Bellman-Gleichung

Fine weitere wichtige Eigenschaft der Wertefunktion ist die Tatsache, daf sie dort, wo
sie differenzierbar ist, eine bestimmte partielle Differentialgleichung erfiillt, die Bellman-
Gleichunyg.

Diese werden wir im folgenden Unterabschnitt herleiten.

Lemma 2.18 Sei F': U — R eine stetige Funktion auf U C R". Es gelte

) t
sup E/F(U(T))dT >C(t) Yu(-)elU,t>0. (2.15)
( 0

Dann folgt sup F(u) > C(t).
ucelU

Beweis: Aus (2.15) folgt wegen

;¢
sup / Flu(r))dr € @{F(u)ueU}
¢ 0

die Ungleichung supco{F(u)lu € U} > C(t), wobei co die konvexe Hiille bezeichnet und
co deren Abschlu8.

Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es also F, = 22:0 a;jF(uj) > C(t) —e,uj €U, Zz‘:o a; = 1.
Wihle nun u. € U so, daB F(ue) = maxjcqy,. 1y F(u;) gilt. Es folgt F(u:) > C(t) — &,
ue € U. Da ¢ beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. U

Satz 2.19 (Bellman-Gleichung)

Betrachte das durch (2.1) — (2.9) definierte diskontierte optimale Steuerungsproblem auf
W zu p > 0. Die optimale Wertefunktion v, sei differenzierbar im Punkt o € W. Dann
gilt:

21618{/)%(950) — g(wo,u) — Dvp(wo) f(z0,u)} =0 (2.16)
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Beweis: Nach dem Bellman’schen Optimalitatsprinzip gilt fiir alle ¢t > 0:

sup {1 (vp(e0) — e op(olt, z0,u0)) — 7 [ gl xo,u<->>,u<r>>df} =0,

u(-)eU 0
(2.17)
Die Beweisidee ist nun wie folgt: Wir leiten (2.17) ab und lassen ¢ — 0 gehen. Wir zeigen
so in zwei Schritten die beiden Ungleichungen

—Dupy(x0) f (0, u) + pvp(z0) < g(20, 1) (2.18)

und

sup (= Dy (0) (20, ) + pvy(a0) ~ glz0,u)} 0. (2.19)

Sei u € U als konstante Kontrolle fest gewihlt; x(-) bezeichne die zugehorige Trajektorie
mit Anfangswert xo, d.h. z(-) := ¢(-, zg,u). Damit gilt:

%x&) :f(x(t),u), z(0) = o
fiir geniigend kleine ¢ > 0, d.h. solange x(t) in W liegt. Wegen (2.17) gilt fiir diese ¢ > 0
also

1

! (vp(xo) — e_ptvp(a:(t))) < - [ e Pg(x(r),u(r))dr. (2.20)
t t
0

Da z(t) differenzierbar ist in t = 0 und v, differenzierbar ist in x = xo, mufl auch v,(t) :=

e P'v,(z(t)) in ¢ = 0 differenzierbar sein. Da auerdem ©,(0) = v,(x¢) gilt, ergibt sich

9 50(0) = Doy (o) S 2(0) — puplo) = Do) [(wo,u(0)) — puplao),  (221)

also folgt (2.18) aus (2.20).
Fiir die umgekehrte Ungleichung betrachte Gleichung (2.17). Aus dieser folgt

u?l)lgu {1 ( o(20) — vp(z0 +/f ))dT) ) - f/g xo, U dT—I—pvp(xo)} > aft)

mit a(t) — 0 fiir ¢ N\, 0. Dies ergibt sich durch Ableiten der Ausdriicke unter Ausnutzung
von (2.21) fiir hinreichend kleine ¢ > 0.
Wegen der Differenzierbarkeit von v, in g gilt

Up(x) = vp(w0) + Dvy(wo)(x — wo) + [z — @o[|6(),
¢
wobei §(z) — 0 fiir x — zo. Mit z := z9 + [ f(x(7),u(r))dr erhalten wir
0

sup
u(-)eU

1O/—Dvp($o)f($(7)au(7))d7 - 10/9(1’0716(7))6”} + pup(x0) 2 t) — 0.
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Also folgt auch

) t

?1)1pu {t / —Duw,(xo) f(xo, u()) — g(xg,u(T))dT} + pvy(x0) > a(t) — 0.
u(-)€e
0
Die Behauptung ergibt sich nun aus
F() = Fao () = =Dvp(x0) f (20, -) — g(wo, )

mit Lemma 2.18. 0

2.3 Verallgemeinerte Losungen der Bellman-Gleichung

Im Allgemeinen sind die Voraussetzungen von Satz 2.19 nicht erfiillt, da die optimale
Wertefunktion v, zwar stetig, nicht jedoch differenzierbar ist. Um dieses Problem zu lsen,
miissen wir den Losungsbegriff fiir partielle nichtlineare Differentialgleichungen erweitern.
Dies fiithrt zur Theorie der Viskositdtsldsungen.

2.3.1 Viskositéitslosungen

In diesem Abschnitt wird - in aller Kiirze - das Konzept der Viskositéitslosungen nichtli-
nearer partieller Differentialgleichungen der Form

F(y,w(y), Dw(y)) =0 fir y€ O (2.22)
vorgestellt. Hierbei ist O C R" offen, F': O x R X R™ — R stetig und Dw = (%”1, e %)

bezeichnet den Gradienten von w.

Die Viskositétslosungen sind verallgemeinerte Losungen, die nicht unbedingt differenzierbar
sein miissen, lediglich die Stetigkeit ist in der Definition vorausgesetzt.

Mit diesem Konzept ist es moglich, Aussagen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitét
von Losungen einer grofien Klasse von Gleichungen der Form (2.22) aufzustellen. Dies
ermoglicht uns dann, einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen der Bellman-
Gleichung aufzustellen.

In diesem Unterabschnitt werden wir zwei alternative Definitionen von Viskositétslosungen
zur Gleichung (2.22) angeben und zeigen, dafi diese Viskositéitslosungen konsistent zu den
klassischen Losungen von (2.22) sind. Fiir detailliertere Informationen zu diesem und dem
folgenden Unterabschnitt sei auf die Arbeiten von Crandall, Evans, Lions [7], Crandall,
Lions [8], Elliott [9] und Lions [14] verwiesen.

Fiir die erste Definition der Viskositdtslosungen erinnern wir uns an die Definition der Dif-
ferenzierbarkeit von reellwertigen Funktionen mit héherdimensionalem Definitionsbereich.

Definition 2.20 Sei O C R” offen. Eine Funktion w : O — R heiflt differenzierbar in
yo € O, wenn ein py € R™ existiert, so daf} gilt

Y=o Iy = yoll
Hier bezeichnet - das euklidische Skalarprodukt im R™.
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Wenn so ein pg € R" existiert, so ist dies der eindeutig bestimmte Gradient Dw(yo) von w
in yo. (2.23) ist offensichtlich die Konjunktion der beiden Ungleichungen

Jim sup w(y) —w(yo) —po - (¥ — Yo)
Y=o ||?J - ZJOH

<0 (2.24)

(y) —w(yo) — po - (¥ — o) >

lim inf

Y=o 1y = woll
Fiir eine reellwertige Funktion w, die stetig aber nicht unbedingt differenzierbar ist, gibt
es Punkte, in denen (2.23) fiir kein pp € R"™ erfiillt ist, trotzdem koénnen entweder (2.24)
oder (2.25) fiir bestimmte Vektoren py € R™ erfiillt sein.

0 (2.25)

Beispiel 2.21 Betrachte die Funktion w : R — R, w(z) = |z|, die in « = 0 nicht differen-
zierbar ist. (2.25) ist aber erfiillt fir pg € [-1,1].

Aus diesem Grunde ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.22 Sei w: O — R und gy € O.
Dann ist das Superdifferential von w im Punkte yo definiert durch

DY w(yg) == {po € R"|po erfiillt (2.24)}. (2.26)
Analog ist das Subdifferential von w im Punkte yo definiert durch

D~ w(yo) == {po € R"|py erfiillt (2.25)}. (2.27)

Bemerkung 2.23 DT w(yg) und D~ w(yp) sind konvex und abgeschlossen.
Die Konvexitét ist durch Nachrechnen leicht zu sehen, die Abgeschlossenheit folgt aus der
Stetigkeit des euklidischen Skalarproduktes im R™.

Mithilfe des Super- und Subdifferentials werden wir nun die Viskositétslosung der partiellen
Differentialgleichung (2.22) definieren.

Definition 2.24 Eine stetige Funktion w : O — R heifit Viskositditslosung von (2.22), falls
gilt:

0 VYyeO,Vpe D w(y) (2.28)
0 YyeO,V¥pe D w(y) (2.29)

F(y,w(y),p)

<
und F(y,w(y),p) >

w € C(O) heiBt Viskositdits-Superlosung, wenn w die Bedingung (2.28) erfiillt und Visko-
sitdts-Sublosung, wenn (2.29) gilt.

Diese Art der Definition der Viskositéitslosung ist recht anschaulich, da der Zusammenhang
zu den klassischen Losungen von (2.22) offensichtlich ist.
Zur Durchfithrung von Beweisen empfiehlt sich aber eine andere Definition.
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Definition 2.25 w € C(O) heifit Viskositéitslosung von (2.22), wenn fiir alle ¢ € C1(O)
gilt:

w — ¢ nimmt in yp € O ein lokales Maximum an = F(yo,w(yo), Do(yo))

IV IA

0
w — ¢ nimmt in yp € O ein lokales Minimum an = F(yo,w(yo), Do(y0)) >0

Mit dem folgenden Lemma kénnen wir zeigen, dafi die Definitionen (2.24) und (2.25)
tatséchlich dquivalemt sind:

Lemma 2.26 Sei w € C(O), yo € O und p € R™. Dann sind dquivalent:

1. po € DT w(yo) (bzw. po € D™w(yo)).
2. Es existiert ¢ € C1(O) mit D¢ (yo) = po, so da w — ¢ ein lokales Maximum
(bzw. Minimum) in yp annimmt.

Beweis: Wir zeigen zuerst (1) = (2):

w(y)*wl(lyo)*ﬁ‘o'(y*yo) < 0.
=) =

Dann gibt es auf einer Umgebung N = N(y) von yg eine auf N\ {yo} stetig differenzierbare

Funktion und auf ganz N stetige Funktion ¢ mit e(yp) = 0 und

Sei dazu pg € DT w(yp); daraus folgt nach Definition lim SUDy, .y,

w(y) —w(yo) — po - (¥ — o)
ly — ol

<e(y). (2.30)

Um die Existenz dieser Funktion zu beweisen, betrachten wir die Ringe um yyq, die gegeben
sind durch Ry, := B(yo, 5) \ B(Yo, zrr)- Die linke Seite von (2.30) ist auf allen Ringen
R, beschrinkt durch Schranken r,,. Diese kénnen so gewéhlt werden, daf3 lim,, .o, r, = 0
gilt, da der Limes superior der linken Seite von (2.30) fiir y — yo kleiner oder gleich Null
ist. Wir konnen so also eine Treppenfunktion y — r,, y € R, definieren, die in yo durch 0
stetig fortgesetzt werden kann. Durch differenzierbares Abschneiden zwischen den einzelnen
Treppenstufen kann so die oben angegebene Funktion € konstruiert werden.

(2.30) kann also umformuliert werden zu

w(y) —w(yo) —po - (¥ — o) < elly — voll (2.31)

Setzt man nun ¢(y) := w(yo)+po-y+e(y)||y—yoll, so ist ¢ differenzierbar mit D¢(yo) = po.
Wegen (2.31) kann man nun abschétzen

w(y) — ¢(y) = w(y) —w(yo) —p-y—elly —yoll < —p-yo =w(yo) — é(yo)-

Diese Abschétzung gilt fiir alle y € N, also hat w — ¢ ein lokales Maximum in yg.

(2) = (1):
Sei ¢ € C1(O) und w — ¢ habe ein lokales Maximum in yo. Dann gilt auf einer Umgebung
N = N(yo) von yo

w(y) — o(y) < w(yo) — ¢(yo),
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also
w(y) —w(yo) — (¢(y) — &(yo)) < 0.

Wenn wir ¢ in x( als Taylorreihe entwickeln und das erste Glied betrachten, so erhalten
wir auf V:

w(y) — w(yo) — Dé(yo) - (¥ — o) + o(lly — wol|) < 0.
Fiir y # yo ergibt sich somit

w(y) —w(yo) — Dé(yo) - (Y — yo) < o(lly — yoll)

v — ol =y =woll
und daher auch
_ - D Ay — _
Jimn sup w(y) —w(yo) = Déyo) - (y = o) _ ;1 ollly = wol) _ 0.
y—0 1y — ol v=vo [y — yoll
weswegen Do(yo) € DT w(yg) gilt.
Der Beweis fiir D™w(yp) lauft in beiden Richtungen analog. l

Mit diesem Lemma ist sofort ersichtlich, dafl die beiden Definitionen der Viskositétslosun-
gen dquivalent sind.

Satz 2.27 w ist genau dann eine Viskositatslosung im Sinne von Definition (2.24), wenn
w eine Viskositdtslosung im Sinne von Definition (2.25) ist.

Aus dem Lemma ergibt sich zudem noch eine weitere Folgerung

Proposition 2.28 Ist w in yy € R" differenzierbar, so gilt:
D*w(yo) = D~w(yo) = {Dw(yo)}

Beweis: Klar ist nach Definition, dafl Dw(yo) € D w(yo), D~ w(yo).

Umgekehrt sei (0.B.d.A.) pg € D" w(yp) und w differenzierbar in yy. Dann folgt mit dem
Lemma (2.26) die Existenz einer Funktion ¢ € C'(O) mit D¢(yo) = po, so da w — ¢
ein lokales Minimum in yp annimmt. Wegen der Differenzierbarkeit von w in yg ist auch
w — ¢ in yo differenzierbar und es gilt D(w — ¢)(yo) = 0 = Dw(yo) = Dp(yo). Also ist
po = Dw(yo) und damit wegen der Eindeutigkeit des Gradienten das einzige Element von
DT w(yp). 0

Der folgende Satz zeigt, dafl der Begriff der Viskositétslosung eine Verallgemeinerung des
klassischen Losungsbegriffes darstellt, d.h. klassische Losungen sind auch Viskositétslosun-
gen und umgekehrt sind differenzierbare Viskositétslosungen auch klassische Losungen.

Satz 2.29 Ist w € C!(O) eine klassische Losung von (2.22), d.h.
F(y,w(y), Dw(y)) =0 y€ O, we CY(0),

dann ist w auch eine Viskosititslosung von (2.22).
Ist umgekehrt w eine Viskositétslosung von (2.22) und in yo € O differenzierbar, so gilt

F(yo, w(yo), Dw(yo)) = 0.

Beweis: Folgt sofort aus Proposition 2.28. Hl
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2.3.2 Existenz und Eindeutigkeit

Der Grund, warum wir Viskositatslosungen betrachten, liegt darin, dafl die optimale Wer-
tefunktion v, als Viskositéitslosung der Bellman-Gleichung charakterisiert werden kann und
dariiber hinaus durch diese eindeutig bestimmt ist.

Diese Aussage soll nun zum Abschluf3 dieses Kapitels bewiesen werden.

Satz 2.30 Es seien vy, v € C(R"™) gleichméfig stetig und beschréinkt.

Sei U C R™ kompakt und f, g1, g2 € C(R"™ x U) erfiillen die Bedingungen (2.4) — (2.9), d.h.
sie seien Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und beschriankt durch eine Konstante
M.

Seien nun G; € C(R" x U), i = 1,2 gegeben durch

Gi(x,p) = ilelg{gi(w, u) +p- f(z,u)}

Ist v; eine Viskositétslosung von v;(z) + Gi(x, Dv;(z)) =0, ¢ = 1,2, so gilt

lv1 —v2llec < sup  |g1(z,u) — go(x,u)|. (2.32)
TER" uclU

Beweis: Sei 0 < 0 < 1. Wihle yg = yo(d) € R mit

v1(yo) — v2(yo) = félﬂg{vl () —va(x)} — 0.

Sei nun ® = ®, 5 definiert durch

d:R"xR" — R

T — 2

y
(z,y) — vi(z) —va(y) — — ol — lly — ol
Dann gilt
®(cyo +v0,90) = vi(eyo +yo) — v2(yo) — llevoll
= wvi(eyo + o) — v1(yo) + v1(yo) — v2(yo) — |levoll?
> sup {vi(z) — v2(2)} — 6 — w(llevol]) — lleyoll®
TERM
und
=Yy 2 2
O(z,y) < vi(w) —va(x) + |va(x) — v2(y)| — W — [ly = wol|
2
T -y
< o) - wale) +wllo - o) = | T2 - = Iy - wol®

wobei w(||xz — y||) ein Stetigkeitsmodul der gleichmaBig stetigen Funktionen v;, ¢ = 1,2 ist,
d.h.:

vi(z) —vi(y)| <w(lz —yl), i=1,2
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fir z,y € R" mit w(|lz — y[|) — 0 fiir [z — y[| — 0. Da die v; beschrénkt sind, kann sicher
auch w beschriankt gewahlt werden.

Sei nun ®(x,y) > ®(eyo + Yo, yo). Dann folgt

2

r—y
wllle = o) = | =22 = 0| =y = woll* = =6 = wlllewnl) e

also
2

x_
+ly = woll* < wlllz = yll) + 6 + wlleyoll) + lleyoll*.

Y
— Y

Wir wihlen im Folgenden ¢ > 0 so klein, daB ||eyo||? < § gilt. Dann folgt

2

v —
+ly = ol® < w(llz = ) + 26 + w(lleyol))- (2.33)

Y
— %Yo

Wegen der Beschrinktheit von w existiert nun ein r > 0, so dafl (2.33) fiir x,y mit z,y ¢
B, (yo) nicht gelten kann. Also gilt

P(x,y) < P(eyo + yo,v0) Y,y € R™\ Br(yo).

Daher gibt es x1,y; € R", so dafl @ in (z1,y;) sein Maximum annimmt. Desweiteren folgt
aus (2.33), daB fiir hinreichend kleine ¢ > 0 ein m > 0 existiert mit

lx1 —y1]] < me, m unabhéngig von ¢, d, (2.34)

da sonst die linke Seite von (2.33) unbeschrinkt wire fiir e — 0.
Betrachte jetzt die Abbildungen

v - @(x,yn:vl(x)—<v2<y1>+Hx;@”—yo

2
+ lly1 — y0||2>

2 2
— lly = woll )

Diese Abbildungen nehmen ihr Maximum bzw. Minimum in x = z1 bzw. y = 1 an.
Mit der Viskositéitseigenschaft aus Definition 2.25 folgt:

— 1
vi(z1) + Gy (1‘1,2 (xl 5 Yyl —y()) > <0

xr1—Y

y = —@(wlay)sz(y)—<U1($1)— — %o

€
und 1
T1 —
v2(y1) + G (y1,2 ( - 8 y1y0) - 2(y1 — yo)) > 0.
Mit 1
1 — Y1
pi=2 ( - Z/O) - 4= _2(91 - 3/0)7

€ €

folgt also

vi(z1) + Gi(z1,p)
v2(y1) + G2(y1,p + q)

AVARVAN
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Diese beiden Ungleichungen liefern

vi(z1) —v2(y1) < Ga(yi,p+q) — Go(z1,p) + Ga(x1,p) — Gi(z1,p)

< sup (ga(w,u) = gr(@w) + Lliya — w1 + Llys = @]l Ipll + sup £ (w1, w)]l 1all
zER™ uclU uelU

Die Bedingungen (2.33) und (2.34) liefern nun

lall = 2lly1 — ol < 2/w(llz1 — 1l +28 + wlellyoll) < 2¢/w(me) +28 + wiellyol)

sowie

T — 1
oy - < 2m\/w(m€) + 20 + w(ellyol])-

[z =yl [Pl < 2me 6

— Yo

Es folgt also

vi(z1) —v2(yr1) < sup  (g2(z,u) — gi(z,u)) + ge 5,
TER™ uclU

mit g. 5 := Lme +2\/w(me) + 26 + w(5||y0|])(Lm+M) — 0 fiir £, — 0. Also gilt fiir alle
0<o0<1

sup (vi(z) —v2(z)) < @(eyo + yo,y0) + 6 + w(llevoll) + lleyoll?
TER™
< ®(x1,51) + 0+ w(llevoll) + [lewoll?
< wi(z1) —v2(y1) + 0 + w(llevol) + llevoll?
< sup (ga(m,u) — g1(w,u)) + ges + 6 + w(lleoll) + llevol?
ueU,zER™
Fiir ¢ — 0, 6 — 0 ergibt sich nun die Behauptung. U

Wenn wir mit Hilfe der Funktion ¥ aus Abschnitt 2.1 eine Randbedingung definieren,
konnen wir die gleiche Aussage auch fiir Viskositétslosungen auf beschrinkten offenen
Teilmengen W C R" beweisen.

Satz 2.31 Es seien vy, v € C(W) gleichméBig stetig und beschriinkt auf einer beschrink-
ten offenen Teilmenge W C R".

Sei U C R™ kompakt und f, g1, g2 € C(W x U) erfiillen die Bedingungen (2.4) — (2.9),
d.h. sie seien auf W Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und beschrinkt durch eine
Konstante M. Weiterhin sei ¥ : R” — W wie in Abschnitt 2.1 definiert.

Seien nun G; € C(W x U), i = 1,2 gegeben durch

Gi(z,p) = igg{gi(%w +p- flz,u)}.

Ist v; eine Viskositdtslosung von v;(z) + G;(x, Dvi(x)) = 0 mit vi(x) = v;(¥(z)) Vo €
oW, i=1,2, so gilt

lvg — v2lloo < sup  |g1(z,u) — ga(z, u)l. (2.35)
rzeWuelU
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Beweis: Wihle yo € W mit

v1(y0) — v2(yo) = sup {vi(z) — va(z)}.
zeW

Dieses existiert, da W kompakt ist und kann wegen der Randbedingung an die v; so gewihlt
werden, daf es in W liegt. Sei nun ® = ®. definiert durch

P:R"xR" — R

r—y 2 2
(z,y) — wvi(®)—v2(y) — —vol| —lly —wol*.
Dann gilt analog zum Beweis von Satz 2.30
D(eyo +vo0,%0) = vi(eyo + o) — v2(yo) — |levol?

v1(eyo + ¥0) — v1(¥o) + v1(yo) — va2(yo) — |levoll?

> sup{vi(z) — va(x)} — w(lleyoll) — llevol?
zeW
und
r—y 2 2
Oz,y) = vie) —v2(2) +fva(2) —v2y)l = || = —wo| —lly — ol
2
a’/’_
< (@) —ve(x) +w(llz —yll) — 6y—yo — [ly — woll%,

wobei w(||x — y||) wieder ein beschrinktes Stetigkeitsmodul der gleichméifig stetigen Funk-
tionen v;, 1 = 1,2 ist.

Sei nun ®(x,y) > ®(eyo + Yo, yo). Dann folgt

2
~lly = yoll* = ~w(llewoll) — llewol?

r—y
ollle =9l = |“=2 = o

also

2
—y
—yol| +1ly—wol* <w(lz—yll) + w(llevoll) + lleyol|*.

Wegen der Beschriinktheit von w folgt, dal ein m > 0 existiert mit
|z — y|| <me, m unabhingig von ¢,

fir alle x, ¥y, die diese Ungleichung erfiillen, da sonst die linke Seite unbeschriankt ware fiir
e —0.

Also folgt auch, daf3 die rechte Seite fiir e — 0 gegen Null geht, weshalb die Ungleichung
nur fiir z,y aus einer Umgebung B, (yo) von yp erfiillt sein kann mit » — 0 fiir ¢ — 0.
Deshalb nimmt @ fiir hinreichend kleine £ > 0 sein Maximum in 21,41 € B,(yo) C W an.
Nun kénnen wir fortfahren wie im Beweis zu Satz 2.30, wenn wir dort § = 0 setzen. l

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes, dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz fiir die Losung der Bellman-Gleichung.



22 KAPITEL 2. DAS DISKONTIERTE OPTIMALE STEUERUNGSPROBLEM

Satz 2.32 Sei W C R” offen und beschrankt oder W = R™ und es sei ein Kontrollsystem
wie in Abschnitt 2.1 definiert auf W gegeben.

Dann ist die Wertefunktion v, die eindeutig bestimmte beschrénkte und gleichméfig stetige
Viskositétslosung der Bellman-Gleichung

sup (pup(z) = g(a,u) = Duy(e) - f(z,u)) =0,

die v,(z) = v,(¥(x)) Vo € OW erfiillt. Fiir W = R" und ¥ = id|g» gilt die Aussage ohne
die Randbedingung.

Beweis: Wir definieren zunéchst H(z,t,p) := sup,ecp{pt — g(z,u) —p- f(z,u)}.
Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil des Beweises soll gezeigt werden, daf
fir alle z € W gilt:

Fiir alle ¢ € C'(W,R) mit der Eigenschaft v, — ¢ hat ein lokales Maximum in z, gilt
H(w, vp(2), D()) < 0.

Im zweiten Teil zeigen wir fiir alle x € W:

Fiir alle ¢ € C'(W,R) mit der Eigenschaft v, — ¢ hat ein lokales Minimum in =z, gilt
H(z,u,(x), Do()) > 0.

Im dritten Teil werden wir die Eindeutigkeit beweisen.

Teil 1: Sei x € W fest gewéhlt. O.B.d.A. sei Dv, # ), da sonst nichts zu zeigen ist. Sei
nun ¢ € C1(W,R) gegeben, so dal v, — ¢ ein lokales Maximum in z hat.
Ohne Einschrankung kénnen wir v,(z) = ¢(x) wihlen; ansonsten ersetzen wir ¢ durch

d(y) = od(y) + (vp(x) — ¢(x)). Fiir beliebige konstante Kontrollen u(-) = u und Zeiten
t > 0 folgt aus (2.10)

vp(z) < /e_”Tg(xu(T),u)dT + e_ptvp(xu(t)),
0

mit z,(t) :== p(t,z,u). Da v,(z) — ¢(z) = 0 ein lokales Maximum ist, folgt

v(y) < o(y) Vy €N,

wobei N = N(z) C W eine Umgebung von z ist.
Wegen der Beschrénktheit von f existiert ein ¢; > 0, so daf fiir alle t € (0, 1) gilt ,,(t) € N,
d.h. es gilt fiir t € (0,¢1)

e PTg(xy(T),u)dr + e_ptvp(xu(t))

e g(wu(r), u)dr + e~ P(xu(t)),

O O —_
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also
t
0 < [yl udr + o) - d(a)
0
t

J e PTg(au(r), u)dr + e~ ¢(au(t)) — ¢(2)

=0 < ° -
Fiir ¢t — 0 ergibt sich also
0 < g(z,u) = pp(x) + Do(z) - f(2,u)
=0 = po(x) —g(z,u) — Do(z) - f(z,u)
(vp(z) = ¢(z)) = 0 = py(x) — g(z,u) — DP(x) - f(z,u).

Da diese Abschétzung fiir alle v € U gilt, mufl auch
0 > Sug{pvp(w) - g(xa ’LL) - D(b : f(x,u)} = H(.’L‘,’U(SC), D¢($))
ue

gelten, und somit ist Teil 1 bewiesen.

Teil 2: Sei wiederum = € W fest gewéhlt und 0.B.d.A. D~ v,(x) # (. Weiterhin sei
¢ € C1(W,R) gegeben, so dal v, — ¢ in  ein lokales Minimum hat.
Wiihle wie oben 0.E. ¢ derart, dal v,(z) = ¢(x) gilt. Dann gilt ebenfalls analog zu oben

Up(y) = ¢(y) Vy € N=N(z)CW.
Die Ungleichung H (z,v,(x), Do(x)) > 0 ist sicherlich erfiillt, wenn ein v € U existiert mit

p’l)p(aﬁ) - g(x,u) - D(ﬁ(.f) ’ f(:c,u) > 0.

Wiihle t2 > 0, so dafl x,,(t) € N fiir alle w € U und alle ¢t € (0,t2). (z, wie oben definiert.)
Definiere zu t,, 1= %, Ep 1= # eine Folge (un(+))ney C U mit
tn
Uﬂ(‘r) + En Z /eipTg(QO(T? z, un())v un(T))dT + eiptnvﬂ(go(tm z, ’U,n())),
0

wobei n > ng > % Eine solche Folge existiert nach dem Optimalitéitsprinzip (2.10).
Da v,(x) = ¢(x) und v,(p(t, z,un(-))) = ¢((t, x,up(-))) fiir alle t € (0,t2) gilt somit

> [ € g(o(r, 0, () un(T))ir + ¢ E (ol 2, n (),
0

also
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Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt nun

[ (ol a(0)) = D(o(r,a, ual()) - F (7.2, 100()), (7))
0

gl n () un())e T > =
also
n [ =(po(e(r. 2, un() = Do(e(r. 2, un () - S (7, (), un(7)
0
gl (2, un (), wn(r)))e T S

Der Integrand ist auf N x U gleichméfig stetig. Wegen der Beschrénktheit von f auf N x U
wird der Abstand ||z — (2,2, u, ()| fiir alle u,(-) € U gleichméBig durch eine gegen 0
konvergierende Folge beschrankt.

Daher gibt es fiir alle € > 0 ein n(e), so daf$ fiir alle n > max{n(e),no} gilt:

1

n / ~(péa) — Do(a) - Fla,un(r)) — gl un(r)))e " dr < = + 2.
0

n

Weiterhin gilt

n

—(pd() = D(w) - f(a,un (7)) — g, un (7)) )€ "dr

O\:\H

n

=n [ —(pé(z) = Do) - (@, un(r)) = g(w,un(7))) (1= (1 =€) )dr

0

und

limn [ 1—e*dr=0.

n—oo

o— .

Also existiert eine Folge (dy,)nen mit lim,, o dy, = 0, so daB fir alle n > max{n(e),no} gilt

n

—(pd(x) = Do) - (@, un(7)) = 9w, un(7)))dr < du.

O\:\H

Es bleibt nun noch ein © € U zu konstruieren, das diese Ungleichung erfiillt. Betrachte
dazu

[un

On = n/ng(x,un(T))dT, fn = n/nf(x,un(T))dT.
0 0
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Fiir gentigend grofles n; € N und n > ny gilt

(fns9n) € co{(f(z,u), g(z,u)[u € U}.

Da U kompakt ist, ist die konvexe Hiille ebenfalls kompakt; d.h. es existiert eine konvergente
Teilfolge (fn,,, gn, ) mit

10 (g 9u) = (7.9) € co (7). ) € U}
Insbesondere folgt )
~(po(x) = Do(w) - f = ) <.
Da (f,§) € co{(f(z,u),g(z,u))|u € U} existieren a;, i = 1,2,...,1 mit

Wiéhle nun i € {1,...,1}, so daB

Do) - flarw) + gl ) = max (Do) f(a.w) +glar )}

Dann gilt
~(po(@) — Do(w) - f(a,ui(t)) - gl,uwi(t)) <0,
also
(pé(x) — Do) - f(, uit)) — gl ui(1))) > 0.
Somit ist Teil 2 ebenfalls bewiesen.

Teil 3: Die Eindeutigkeit folgt mit Satz 2.30 bzw. 2.31. Aus Teil 1 und 2 folgt, da8 v, eine
Viskositatslosung der Gleichung

sle) _ Due) fe) (2.36)

v,(x) + sup {—
g p p

uelU

ist. Die Funktionen £, ¢, &

o 0 p und v, erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2.30 bzw. 2.31
fiir beliebiges p > 0. Ist also w eine weitere beschrinkte Losung der Bellman-Gleichung, so
16st w auch (2.36) und es folgt

g(@,u)  g(z,u)

p p

[vp = wlloo < sup
zeWuelU

=0,

also die Eindeutigkeit. 0

Bemerkung 2.33 Diese Aussage gilt auch, falls das System auf einer invarianten Teilmen-
ge O C R" definiert ist. Fiir jede beliebige Lipschitz-stetige und beschridnkte Erweiterung
von f und g auf R” erhalten wir die Aussage; wegen der Invarianz von O ist v,|o aber
unabhéngig von diesen Erweiterungen, weshalb die Eindeutigkeit auf O folgt.



Kapitel 3

Konvergenz der Wertefunktion fiir
p—0

Im letzten Kapitel haben wir uns mit dem diskontierten optimalen Steuerungsproblem
beschéftigt. Obwohl dabei ein Problem auf unendlichem Zeitintervall betrachtet wird,
geniigt es zur Betrachtung von e-Optimalitdt zu vorgegebenem & > 0 immer, endliche
Zeitintervalle zu betrachten, da aus der Beschréanktheit der Zielfunktion sofort folgt, daf
J77 e Ptg(t)dt < e ist fiir hinreichend grofes T' > 0.

Wir wollen nun zusétzlich limsupy_ ., 7 f(;f g(e(t,z,u(-)),u(t))dt, das Durchschnittsko-
stenfunktional betrachten. Es stellt sich die Frage, in welcher Weise das diskontierte Ziel-
funktional eine Naherung fiir das Durchschnittskostenfunktional darstellt.

Wir werden hier zunéchst einige technische Voraussetzungen zeigen, unter denen sich Kon-
vergenz zeigen 1aft, die uns dann zu einem allgemeineren Resultat fithren. Hierzu werden
wir den Begriff der Kontrollmengen einfithren, der auch in folgenden Kapiteln eine grofie
Rolle spielen wird. Die Uberlegungen hierzu gehen im Wesentlichen auf Wirth [17] zuriick.

Am Ende des Kapitels werden wir noch eine Aussage iiber die Wertefunktion im Einzugs-
bereich von Kontrollmengen betrachten.

3.1 Definition der optimalen Steuerungsprobleme

Wir werden in diesem Kapitel das Kontrollsystem etwas verallgemeinern; wir betrachten
als Zustandsraum eine zusammenhdingende C°°-Mannigfaltigkeit M der Dimension n, d.h.
wir betrachten das folgende Kontrollsystem:

#(t) = X(2(t),u(t)) Vt=0 (3.1)
z(0) =zo € M (3.2)
u(-) eU :=={u:Ry — U|u meBbar} (3.3)

U C R? kompakt (3.4)

X(-,u) sei ein C*°—Vektorfeld auf M stetig in u € U (3.5)
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g: M xU — R stetig auf M x U
0<g(z,u) <My V(z,u)e M xU
Ve € M, u €U existiert die Trajektorie (t,x,u(-)) V¢t >0

Das p-diskontierte Kostenfunktional und das Durchschnittskostenfunktional sind fiir p > 0
definiert durch

Towau) = [ eyttt mu(). un)de (39)
0 1 .

Jo(w,u()) = tmsup 2 [ glo(t.z.u(), u(t)d (3.10)
0

die zugehorigen Wertefunktionen lauten also

bla) =t Iyl (3.11)
vo(z) = u(i.?éuj‘)(x’“('))' (3.12)

Bemerkung 3.1 Statt Bedingung (3.7) kann auch die Beschranktheit von |g(z, u)| gefor-
dert werden, vgl. Bemerkung 2.6.

Bemerkung 3.2 Aus (3.7), (3.9) und (3.10) folgt sofort 0 < vo(z) < M, und ebenso
0 < pvp(z) < My Vo € M, vgl. Bemerkung 2.8.

Wir werden nun untersuchen, ob eine Konvergenzaussage der Form
pvp(z) = vo(x) fir p—0, zeM

gilt. Wirth [17], Beispiel 1.6 zeigt, daBl pv,(z) nicht notwendigerweise konvergiert. Im
nichsten Abschnitt werden wir erste Bedingungen angeben, unter denen diese Konvergenz
gilt.

3.2 Punktweise Konvergenz der Wertefunktion

Die Bedingungen, die in diesem Abschnitt hergeleitet werden, lassen sich vereinfacht wie
folgt beschreiben:

Punktweise Konvergenz folgt, wenn approximativ optimale Trajektorien existieren, fiir die
gilt:

(i) Sie werden periodisch nach endlicher Zeit T),.

(ii) Die Lange der Periode und die Zeit T, wachsen nicht zu schnell fiir p — 0.
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Diese Bedingungen scheinen sehr technisch und unhandlich in der Anwendung, dienen
aber dazu, im n#chsten Abschnitt allgemeinere Aussagen herzuleiten. Wir beginnen nun
mit einigen vorbereitenden Aussagen, bevor wir das Hauptresultat, d.h. die oben genannten
Bedingungen formulieren.

Lemma 3.3 Fiir alle u(-) € U und alle 7 > 0 gilt

T—o00 T—o0

T T
limsup;/g(@(t,x,u(-)),u(t))dt = limsupj{/g(gp(t,x,u(-)),u(t))dt.
0 T

Beweis: Folgt sofort aus der Definition des Limes superior. U

Lemma 3.4 Seien p, t > 0. Dann gilt

p

1
_r >
1—ert = ¢

Beweis: Folgt durch einfache Umformung aus e® > 1+ x Vx € R. U

Lemma 3.5 Sei f: R — R stetig und 7" > 0, s > 0 gegeben mit f(¢t + s) = f(t) fiir alle
t >T. Dann gilt

0o T+s
/ pePtF(t)dt = ﬁ / e Pt (t)dt.
T

Beweis: Durch Aufteilen von [T, 00) in die periodischen Teilintervalle und Ausrechnen der
entstehenden unendlichen Summe. U

Wir werden jetzt das Durchschnittskostenfunktional und das diskontierte Kostenfunktional
fiir periodische Trajektorien berechnen.

Proposition 3.6 Seiz € M, u(-) e Y und T' > 0, s > 0, so daB fiir alle ¢t > T gilt
U(t) :U(t+8) und (,O(t,],','LL()) = QO(t‘i‘S,IL’,U())

Dann folgt
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Beweis: Es ist

Joeu()) = s [ gle(tnul),u®)d
0

emma . . 1 [
Lemma 3.3 hmsup—/g(tp(t,%u('))au(t))dt
T

THvs

| stttz ul)).ue)at
T
T+s

| stttz ut), uw)ar

= lim sup
v—00, VEN T+ vs

= lim sup
v—oo,veEN 1 + VS

T+s
= [ sttt

und andererseits

limy .7, (2, u())

:;ii%o/pe_ptg(tp(t,%,U('))7u(t))dt

T o0
:})E% /pe_ptg(go(t,:U,u(-)),u(t))dt—{—/pe_ptg(go(t,:n,u(-)),u(t))dt
0 T
—0 fir p—0
“ p T+s
= lim (1_6_p T/ e_ptg(w(t,%U(-)),U(t))dt>
1 T+s
Do [ gt u()).ult)de,
T

wobei (*) wegen Lemma 3.5 angewandt auf den rechten Summanden gilt und (x*) aus der
Regel von de I’'Hospital folgt. l

Im folgenden Satz werden wir die oben bereits genannten Bedingungen fiir die punktweise
Konvergenz prézisieren und das Konvergenzresultat beweisen.

Satz 3.7 Sei x € M fest. Seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

(i) Fiir alle € > 0 existiert eine Kontrolle ug(-) € U sowie t§ > 0, T > 0 mit

(a) Jo(z,u5(-)) — vo(z) <e
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(b) Fiir alle t > T} gilt:

(ii) Fiir alle p > 0 und alle € > 0 existieren Kontrollen u,(-) € U sowie t7, T > 0 mit

(@) pJp(z,up(-)) — pop(a) < e
(b) Fiir alle t > T} gilt:
ug (t) = up(t +15) und o(t, z,up () = ot + 5, z, ug(-))

c) limpts =0, firallee >0
o te
p—

(d) lim pT; =0, fiir allee >0
p—0
Dann folgt /lji_r)% pup(x) = vo(x).
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Wihle ug(-) so, dafi Bedingung (i) erfiillt ist. Dann gilt mit

Proposition 3.6:

vo(x) > Jo(z,ug(+)) —e = /l)ig%)p,]p(a:,u%(-)) —e> lims(glp pup(z) — €.
p—

Es bleibt also noch zu zeigen lim i(glf pup(z) > vo(x).
p—

Sei dazu wieder € > 0 beliebig. Wihle nach (ii) Kontrollen uj, fiir alle p > 0. Dann gilt

lim inf pv, () > lim inf pdp(x,uy () —
o0
= liminf [ pe "g(p(t 2, u()), wp()dt —
0
[e.e]
»
U0 gt [ gt 050, w50 <
75
Ts+t5
b 35 pimint L [ e gl u (), up(0)d — e
15
Ti+

Lemma 3.4 e ey 1
> lim inf e*p(TPHP)? 9(e(t, , U;())a Ui(t))dt — €
p—0 tp

75

Prop:. 3.6 hml(r]lf ,]O(.%',ua(')) —c > 1)0(;1;') —E.
p*)

Bei der letzten Gleichheit geht ein, dafl p(T); +t;) gegen Null konvergiert fiir p — 0 wegen
den Voraussetzungen (ii)(c) und (d). U
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3.3 Konvergenz in Kontrollmengen

In diesem Abschnitt werden wir nun allgemeinere Bedingungen herleiten, unter denen die
Bedingungen von Satz 3.7 erfiillt sind. Hierzu werden wir den Begriff der Kontrollmen-
gen einfithren und einige Eigenschaften dieser Kontrollmengen betrachten. Kontrollmengen
werden auch in spéteren Kapiteln eine wichtige Rolle spielen.

Anschlielend werden wir ein Resultat iiber gleichméfiige Konvergenz der Wertefunktion des
diskontierten optimalen Steuerungsproblems auf gewissen Teilmengen von M herleiten.

Definition 3.8 Der positive Orbit von x € M bis zur Zeit T ist definiert durch
OJSFT(JU) ={ye€ M|es gibt 0<t<T und u(-) €U, so daBB ¢(t,z,u(-)) = y}.
Der positive Orbit von x € M ist definiert durch

OF(x) := U O;T(x).
T>0

Definition 3.9 Der negative Orbit von x € M bis zur Zeit T ist definiert durch
OZp(z) :=={y € M|es gibt 0 <t <T und u(-) €U, so daB ¢(t,y,u(-)) = z}.
Der negative Orbit von x € M ist definiert durch

O (x) := U OZp(z).

T>0

Definition 3.10 Eine Teilmenge D C M heifit Kontrollmenge, falls gilt:

(i) D C O*(z) fiir alle x € D
(ii) D ist maximal mit Eigenschaft (i)

(iii) Wenn D = {z}, so gibt es u € U mit p(t,z,u(-)) =z Vt > 0.

Definition 3.11 Eine Kontrollmenge C heifit invariant falls gilt

C=0"x) VzeC.

Eine Kontrollmenge, die nicht invariant ist, heifit variant.

Bemerkung 3.12 Periodische Trajektorien liegen immer in Kontrollmengen.
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Im weiteren sei stets die folgende Annahme erfiillt:
Sei L die Lie-Algebra, die von den Vektofeldern X (-,u), u € U erzeugt wird. Sei Ay die
Distribution, die durch L in T'M , dem Tangentialbiindel an M, definiert wird. Wir nehmen
an, daf gilt

dimAp(z) =n (=dim M) fir alle z € M. (3.13)

Nach dem Satz von Krener ([13], Theorem 1) garantiert uns diese Annahme, dafl der der
Schnitt beliebiger offener Umgebungen U(x) mit dem positiven sowie dem negative Orbit
von x € M zu beliebiger Zeit T' > 0 nichtleeres Inneres hat. Diese Eigenschaft werden wir
fiir das folgende Lemma ausnutzen:

Lemma 3.13 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, mit den Eigenschaften (3.1) — (3.8)
und (3.13). Dann gilt:
Wenn D Kontrollmenge ist, dann ist intD C O (z) fiir alle z € D.

Beweis: Wir geben uns beliebige x € D, y € intD vor.

Da intD eine Umgebung von y ist, gibt es wegen (3.13) eine offene Menge A in D, die

in O~ (y) liegt, ndmlich gerade das Innere des Schnitts von intD und O~ (y). Da nach

der Definition der Kontrollmenge D C O (z) gilt, gilt ebenfalls A C O+t (x), wegen der

Offenheit von A gibt es also einen Punkt 2 € ANO™(z), der damit in O~ (y) NO™ () liegt.
U

Also ist y € O (z), was zu zeigen war.

Die Definition von Kontrollmengen setzt nur approximative Kontrollierbarkeit voraus, d.h.
die Existenz von Kontrollen, die in beliebige Umgebungen eines gegebenen Punktes steu-
ern. Lemma 3.13 zeigt, da mit Annahme (3.13) im Inneren von Kontrollmengen exakte
Kontrollierbarkeit gilt. Diese werden wir ausnutzen, um periodische Lésungen zu konstru-
ieren.

Definition 3.14 Wir definieren eine ,,minimale Trefferzeit-Funktion“ durch:

kE:MxM — RU{co}
(x,y) +— inf{t >0]es gibt u(-) €U so daB ¢(t,z,u(-)) =y}

Proposition 3.15 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) —
(3.8) und (3.13) erfiillt.

Desweiteren existiere eine Kontrollmenge D C M mit intD # () und zwei kompakte Mengen
Ky C D, Ky CintD.

Dann gibt es eine Konstante r € R abhéingig von K7 und Ko, so daf} gilt:

(i) k(z,y) <rfirallex € K,y € K»
(i) K1 CintOZ, (y) fiir alle y € Ko

(iii) Ko C intO;(m) fiir alle x € K;.

Beweis: Siehe Colonius, Kliemann [5], Proposition 2.3.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun an die Konstruktion approximativ optimaler
periodischer Losungen machen. Wir beginnen mit dem Durchschnittskostenfunktional.
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Proposition 3.16 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) —
(3.8) und (3.13) erfiillt.

Weiterhin seien eine Kontrollmenge D C M, ein x € M, eine kompakte Teilmenge K C
intD, eine Kontrolle u(-) € U sowie ein T" > 0 gegeben, so dafl ¢(t,z,u(-)) € K fur alle
t>1T.

Dann existiert fiir jedes € > 0 eine Kontrolle u.(-), so daf} gilt

(1) ue(T 4+ ) und (T + -, x,us(-)) sind periodisch mit der gleichen Periode
(ii) Jo(z,ue(+)) — Jo(z,u(:)) <e.
Beweis: Wegen Lemma 3.3 konnen wir 0.B.d.A. T" = 0 annehmen. Nach Proposition 3.15

gibt es r > 0, so dafl k(x,y) < r fiir alle z,y € K.
Nach Definition des Durchschnittskostenfunktionals gibt es nun ein ¢., so dafl

te

1 €
= [ atettau() )t < dofau() + 3, (3.14)
°0
Wenn ¢, geniigend grofi gewiihlt wird, gilt fiir alle v(-) € U:
1 tetr 1 te
5
[ o) e < - [ glett )@t S (315)
e+ / te J 2

Da p(te, z,u()) € K, gibt es eine Kontrolle w(-) , so daB (1, p(te, z,u(:)), w(-)) = z fir
t; < r. Definiere nun u.(-) durch

), 0<t<t.
ue(t) := { w(t —t2), te<t<to+t1.

Wegen ¢(t. + t1,x,u:(-)) = x konnen wir u.(-) t. + t1-periodisch fortsetzen. Nach Propo-
sition 3.6 und den Ungleichungen (3.14) und (3.15) ergibt dies

tetty

T = e [ ottt ) )

le

- [ oottt u@de+ 5 < Do) +e.
0

IN

Eine #hnliche Aussage machen wir jetzt fiir das diskontierte Zielfunktional.

Proposition 3.17 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) —
(3.8) und (3.13) erfiillt.

Sei x € M fest und eine Kontrollmenge D C M, eine kompakte Teilmenge K C intD, eine
Kontrolle u(-) € U sowie ein T' > 0 gegeben, so dal p(t,z,u(-)) € K fiir alle t > T.

Dann existiert eine Konstante » = r(K) und fiir alle ¢ > 0 und alle p > 0 existieren positive
Konstanten s1, so sowie eine Kontrolle w(+), alle abhéingig von € und p, so daf gilt:
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(i> pJp(wi(')) - pJp(x,u(-)) <e

(ii) Fur alle t > T + 57 gilt
U)(t) = w(t+52> und 90(75753710()) = So(t+527wi('))

In @MH)

p

(ili) s1, 52 < +r

(iv) lin% psi(e, p) = lir% psa(e, p) = 0 gilt fiir alle e > 0.
p— p—

Beweis: Zunichst einmal ist (iv) eine sofortige Konsequenz aus (iii), denn da r unabhéngig
von € und p ist, folgt

In (3Mal—e""") +1 Mo(] — =P
limp( ( : )—i—r :11m1n<39<6)+1>:0.
p—0 p p—0 €

Wihle nun € > 0 und p > 0 und definiere r := sup{k(z,y) |z,y € K} < oc.
Zur Abkiirzung setzen wir
My(1—e=P"
In (3202270 4 1)

a:= ; . (3.16)

Fiir jedes y € K definiere U(y) := {u(-) e U | ¢(a,y,u(-)) € K}.

Nach Voraussetzung wissen wir, dafl U(y) nicht fiir alle y € K leer ist. Wenn a > r ist,
also e™P" > ¢/3M,, was fiir hinreichend kleine p und e immer gilt, folgt U(y) # 0 fiir alle
y€e K.

Wiéhle nun z € K und u(-) € U(z), so daB

a a

/pe_ptg(@(t,i‘,U(-)),ﬂ(t))dt— inf inf /pe‘ptg(cp(t,:c,u(-))’u(t))dt <

1 —e™P%).
€K u(-)eU() (1=e™)
0 0

Wl m

(3.17)

Nach Voraussetzung gibt es eine Kontrolle wi(-) und 71 < r mit

p(r1,¢(T + a,z,u(-), wi(-) = &

sowie eine Kontrolle wy(-) und ry < r mit

(P(T27 QO((I, z, ﬁ()), w2(>) =Z.

Wir konstruieren nun die Kontrolle w(-), die die Behauptung erfiillt, indem wir zuerst mit
u(+) aus der Voraussetzung nach K steuern. Wir werden noch fiir die Zeit a diese Kontrolle
beibehalten und dann nach Z steuern, welches der Startpunkt der periodischen Trajektorie
ist. Von dort aus steuern wir fiir die Zeit a mit @(-) und kehren mit wy(-) zu & zuriick.
Insgesamt gibt dies folgende (rekursive) Definition:

u(t), 0 <t< THa

wi(t — (T + a)), T+a <t< THa+mn
w(t) :=¢ u(t—(T+a+r)), T+a+r <t< TH2a+m

wa(t — (T +2a+m1)), TH2a+r <t< TH+2a+71r+1r9

w(t — (a+1r2)), TH2a+r+ry <t
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Fiir diese Kontrolle gelten mit s; = a + r; und sy = a + r9 sicher die Abschéitzungen (ii) —
(iv). Es bleibt also noch zu zeigen, daf§ gilt

pJp<$, w()) - pJp(x,u(-)) <e

Aus der Periodizitéit von w(-) folgt die Abschétzung

pIola.w() = ply(u() = [ pe (gl w())w(®) - glplt . u(),ult) )

T+a
T+s1
< / pe Pt M,dt
T+a
T+s1+vsa+a

£ [ e (alt @ w()), w(®) = glelt mul) u) )
V=0 Tisitvsy
oo THsit(vil)ss

+> / pe P M,dt.
v=0 T+s1+vso+a

Wegen Ungleichung (3.17) und o(T+s1+vsa, x, w(-)) = & sowie o(T+s1+vss, x,u(-)) € K
koénnen wir fortfahren, indem wir die Integrale ausrechnen

o
< Mge—p(T+a)(1 — e 4 e PTHs) Z e_”VSQE(l —e P
< 3

v=0
oo
—i—Mge*p(TJrSlJra) Z e P21 —e P12
v=0
_ _ e(l—e P _al—ePm
pa(] _ =P pa
< Mge P (1—e )+3(1—6*P52) + Mgye s
Aus (3.16) folgt nun
My(1—e "
e = gMel=e™") g (3.18)
£
und daraus .
T 3.19
¢ 3M,(1— e ) (3:.19)
Mit (3.19) ergibt sich fiir den ersten Term
_ _ e(l—ePm) €
Me 1 —e )< Mjy———-— < =
se M=) < Mogyra o <3
und fiir den dritten Term gilt mit (3.18)
1—e P2 1—e P 1—e P
—pa —pa —
Me [—ers = Mye 1 —e-rlatra) M, ert — e=PT2
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1—e P
= Mg
Mg(1—e—rPT) _
gMo(1=e7T) 4 1 _ gmpr
>0
< el=m e
- 3 1—err 3
Also folgt
_ _ g(l—eP) el —er e € ¢
pa(| _ p=pPr1 pa T
Mye (1 —¢ )+3(1—e—082)+Mg€ 1—ePs2 — 3+3+3 - ©
und damit die Behauptung. U

Wir kénnen nun aus Satz 3.7 ein Konvergenzresultat ableiten, dal uns unter relativ einfa-
chen Voraussetzungen gleichméflige Konvergenz der diskontierten optimalen Wertefunktion
auf kompakten Teilmengen von Kontrollmengen liefert.

Eine unmittelbare Folge von Lemma 3.3 und Lemma 3.13 ist, dal vy auf dem Inneren
von Kontrollmengen konstant ist. Diese Eigenschaft nutzen wir aus, um die gleichméfige
Konvergenz zu zeigen.

Satz 3.18 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) — (3.8) und
(3.13) erfiillt.

Auflerdem seien eine Kontrollmenge D C M, ein x € intD, eine kompakte Teilmenge
K C intD sowie optimale Kontrollen u,(-), uo(-) € U gegeben, so daf

p(t,z,uy(-) €K, VE>0, ¥p>0
o(t,z,up(-)) € K, Vt>0

Dann gilt pv, — vg fiir p — 0 gleichmé&Big auf kompakten Teilmengen von intD.

Beweis: Aus den Propositionen 3.16 und 3.17 sowie Satz 3.7 folgt sofort pv,(z) — wvo(z)
fir p — 0.

Wihle nun eine kompakte Menge ) C intD. Nach Proposition 3.15 gibt es dann eine
Konstante oo > r = sup{k(y, 2) |y,z € QU {z}} > 0.

Fiir alle y € @ gibt es also eine Kontrolle u(-) und ein 7' < r, so dal (T, z,u(-)) = y.
Nach Bellman’s Optimalitétsprinzip (2.10) wissen wir, daf fiir alle p > 0 gilt:

T
puo(@) < [ peg(olt mu())u(e)dt + oy ().
0

Also folgt
T
pup(z) — pup(y) < (e = 1)pu,(y) +/pe Pa(o(t,z, u(-)), u(t))dt
0
< /pe PMydt = Mg(1—e ")
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Die letzte Gleichheit sieht man durch Ausrechnen des Integrals. Aus Symmetriegriinden
gilt ebenfalls

pvp(y) — prp(z) < Mg(l—e ).
Da lim, g My(1 — e ") = 0 folgt lim, .o pv,(z) = lim, .o pv,(y) fir alle y € Q.
Die gleichméfligen Konvergenz folgt, da fiir alle y, z € @ gilt:

pvp(2) — pup(y)| < My(1 —e™"").
‘ ’
l

Bemerkung 3.19 Falls auf M eine Metrik definiert ist und D eine Kontrollmenge ist mit
D kompakt, so ist die Voraussetzung an D fiir Satz 3.18 Aquivalent zu:
Es gibt ein z € intD und ein 6 > 0, so daf fiir die optimalen Kontrollen u,(-) und wug(-)
gilt
Qp(tax7up(‘)) € intD, @(ﬂ%%()) € intD

und

d(w(z,up),0D) > 6, w(x,ug) € intD,
mit w(z,u(-)) := {y € M |3ty — oo mit p(tg,x,u(-)) — y}. Hierbei bezeichnet d das
Infimum der Absténde iiber alle Punkte der angegeben Mengen.

3.4 Die Wertefunktion auf Einzugsbereichen von Kontroll-
mengen

In diesem letzten Abschnitt wollen wir uns noch kurz mit der Konvergenz der diskontierten
Wertefunktion auf Einzugsbereichen von Kontrollmengen beschéftigen und ein dhnliches
Resultat wie oben herleiten.

Lemma 3.20 Sei z € M und y € O~ (x). Dann gilt

vo(y) < vo().

Beweis: Da es eine Kontrolle gibt, mit der in endlicher Zeit von y nach x gesteuert werden
kann, folgt die Behauptung sofort mit Lemma 3.3. 0

Definition 3.21 Sei B C M eine Menge. Der Einzugsbereich von B bis zur Zeit T ist
definiert durch

AST(B) = U O;T(.f)
r€EB

Der Finzugsbereich von B ist definiert durch

T>0
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Bemerkung 3.22 Sei D € M eine Kontrollmenge. Dann gilt fiir alle Q C intD und alle
T>0 A<r(Q) C A<r(D) und A(Q) = A(D), letzteres als Folgerung aus Lemma 3.13.

Korollar 3.23 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) — (3.8)
und (3.13) erfiillt.
Auflerdem sei eine Kontrollmenge D C M gegeben. Dann gilt

vo(x) < yel{gD vo(y) Vo e A(D).

Beweis: Sei z € A(D) und € > 0 gegeben. Wahle § € intD, so da8 v (7) < infycintp vo(y)+
e. Da nach Lemma 3.13 § von ganz D aus erreichbar ist, ist z € O~ (g). Mit Lemma
3.20 gilt nun vo(z) < vo(¥) < infyeinep vo(y) + € und da € > 0 beliebig war folgt so die
Behauptung. U

Fiir gewisse Teilmengen des Einzugsbereiches der Kontrollmenge D kénnen wir nun eine

Art gleichméfliige Approximation durch die diskontierte optimale Wertefunktion zeigen.

Satz 3.24 Gegeben sei ein Kontrollsystem auf M, das die Bedingungen (3.1) — (3.8) und
(3.13) erfiillt.

Desweiteren sei D C M eine Kontrollmenge, die die Voraussetzungen von Satz 3.18 erfiillt.
Dann gibt es fiir beliebige kompakte Mengen @ C D, T > Ounde > 0ein R = R(Q,T) > 0,
so daf fiir alle p < R gilt:

pup(x) <wo(z) +e Vo e A<p(Q), z € intD.

Beweis: Wegen Satz 3.18 gibt es Ry, so daf} gilt
pup(y) < voly) + g =wvp(z) + g Vp< Ry, yeQ, z€intD. (3.20)
Zu beliebigem x € A<7(Q) gibt es nun ein y € @ und eine Kontrolle u(-) mit
o(t,z,u(-)) =y fir t <T.

Aus Bellman’s Optimalitdtsprinzip (2.10) folgt nun fiir geniigend kleines Ry > 0 analog
zum Beweis von Satz 3.18:

pup(x) = pup(y) < My(1—e#T) < Vp < Ry.

Do ™

Zusammen mit Ungleichung (3.20) ergibt dies die Behauptung mit R = min{R;, Ra}. U

Korollar 3.25 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.24 gibt es fiir alle x € A(D) und
alle e > 0 ein R > 0, so daf fiir alle p < R gilt

pvp(x) <wo(z) +e Vz€intD.

Beweis: Mit Bemerkung 3.22 konnen wir ein kompaktes ) C D sowie T' > 0 finden, so
daB x € A<7(Q) gilt. Nun folgt die Behauptung sofort mit Satz 3.24. U



Kapitel 4

Ein Approximationssatz fiir das
diskontierte optimale
Steuerungsproblem

Im letzten Kapitel haben wir eine Aussage iiber die Konvergenz der optimalen Wertefunk-
tion des diskontierten optimalen Steuerungsproblems gegen die Wertefunktion des Durch-
schnittskostenfunktionals hergeleitet. In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie die
Werte der beiden Funktionale zusammenhéngen, wenn die gleiche Kontrolle eingesetzt
wird.

Da wir uns in den néchsten Kapiteln speziell mit Teilmengen des Zustandsraumes beschéfti-
gen wollen, in denen die optimale Wertefunktion negative Werte annimmt (also insbeson-
dere nach oben beschrénkt ist), wird hier nun ein Resultat hergeleitet, das Trajektorien
betrachtet, entlang denen das Zielfunktional beschréankt ist.

4.1 Herleitung des Approximationssatzes

Zur Herleitung des Satzes benotigen wir zwei vorbereitende Lemmas, in denen Eigenschaf-
ten diskontierter Integrale gezeigt werden.

Lemma 4.1 Sei g : R — R eine integrierbare Funktion mit
o0

lg(t)] < M, Vt e Rund [e Pig(t)dt < -5, §>0.
0

. . In(— 537 +1) In(537-)
Dann gibt es ein 7 € [a,b], a:= —#7 b= — 2p g

-

mit [ e Plg(t)dt < —g.
0

Beweis: Es ist

d d d
M,
| / e~Pg(t)dt] < / e Pl g(t)|dt < / P M dt = 29 (b0 _ gy,

-9
p
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Also gilt:

M, M
6 < lim |/e Pl(t)dt] < l1m (e —egrd)y = 4
d—o0 d—oco p P

und daher 2?\/,0[ < ‘Sp < 1, womit In(—3 5'0 M, T 1) definiert ist und a, b > 0 gilt. Auflerdem
gilt fiir beheblges a € [0,a)

a
M . M .
| [ertotan < Z2(e0 ety = a1
p p
Sp
M gt
e e
M, op )
= 9P gy =2
P ( 2M, + ) 2
weshalb 7 > a sein muf}; und fiir b gilt:
T M,
\/e Plg(t)dt] = lim ]/e Pla(t)dt] < lim —Z(e PP — e=P%)
d—oo d—oco P
b
M, M, oty 6
— Mg _ Mg r(-—) 0
p p 2
weswegen
b
—pt )
e Pg(t)dt < —5
0
ist und daher 7 < b gew#hlt werden kann. [

Lemma 4.2 Sei g : R — R eine integrierbare Funktion mit

-
lg(t)] < My VE€R, p>0und [e Pg(t)dt <-4, § >0, fiir ein 7 € R.
0

.
Dann gibt esein 7T €R, ¢ <7 <7, ¢c:= M%, mit [ g(t)dt < —0.
0

Beweis: Fiir beliebiges ¢ € [0, ¢) gilt:

é é é
|/mmmg/mm&g/MMZM@<d@:MJ@:&
0 0 0 g
woraus folgt, dafl 7 > ¢ sein muf, falls es existiert.

Seinun f:R — R, f(t):=e Pg(t). Auf [0, 7] sind dann sowohl f als auch e”' f ebenfalls



4.1. HERLEITUNG DES APPROXIMATIONSSATZES 41

durch M, beschrénkt. Zu zeigen ist nun: [ ' f(t)dt < —¢ fiir ein 7 < 7. Es seien fT, f~:
0

R — R wie folgt definiert:
) = { f(t) falls ()20 o

0 sonst 0 sonst

{ —f(t) falls f(£) <0

Dann gilt

a (o} (o}

fydt= | fr@t)— f~t)dt = | fH(t)dt— [ f~(t)dt Vo €R.
[ [roe]
Wihle nun 7 := min{o € [0, 7]| ff(t)dt = —0}. Dieses existiert, da F(-) := ff(t)dt eine
stetige Funktion ist und F(7) < 0—(5, F(0) =0 > —4 ist. "

Im Folgenden wird mehrmals folgende Ungleichung verwendet:
Wenn ¢ : [a,b] — R eine integrierbare Funktion ist mit ¢ (¢) > 0 Vt € [a,b], 0 < a < b,

b b b
p > 0 beliebig, so gilt: e#® [ (t)dt < [ ePlh(t)dt < e [1)(t)dt. Dies ist eine Folgerung aus

a a a
der Monotonie der e-Funktion und des Integrals sowie der Positivitit von .

1. Fall: Sei [ ft(t)dt =0 = [ePtfH(t)dt < ef™ [ fF(t)dt = 0. Daraus folgt:
0 0 0

/e”tf(t)dt _ —/eptf_(t)dt < —/f—(t)dt _ /f(t)dt <6
0 0 0 0
Also ist die Behauptung erfiillt.

2. Fall: Sei [ fT(¢t)dt > 0. Also ist — [ f~(¢)dt < —4.
0 0

’y .
Wihle v € [0,7) so, daBl — [ f~(t)dt = —d. Dieses existiert ebenfalls, da [ f~(t)dt stetig
0 0

ist.
Setze nun f;, fy : R — R wie folgt:

fl_(t):{ f7(t) falls t <~ 7 f{(t):{ g_(t) falls ¢ >

0 sonst sonst

und fo : R — Rals fo(t) := fT(t)— f5 (t). (Dann folgt f = —f; + f2.) Wegen jf+(t)dt >0
0

g
kann 0.B.d.A. angenommen werden, da§ [ f*(¢)dt > 0 fiir beliebiges £ > 0. (Ansonsten
0

kann die untere Integrationsgrenze entsprechend nach oben geschoben werden. f, muf
wegen der Minimalitdt von 7 mindestens bis zu diesem Zeitpunkt gleich Null sein, ansonsten
wire das Integral iiber f bereits kleiner oder gleich —¢.) Ebenfalls wegen der Minimalitét

von 7 gilt
t1

/fg(t)dt >0Vt € (0,7) und /fg(t)dt —0,
0

0
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also auch . ) )
/fz(t)dt— /f{(t)dt < /fg(t)dt =0
0 t1 0

to 51
Setze nun ¥(t1) := min{te > t1| [ fy (t1)dt = [ fa(t)dt}. Sei € € (0,7) beliebig. Dann ist
t1 0

t1
[ fo(t)dt > 6(e) Yt1 € [e,7 — €], da das Integral stetig in ¢; ist und auf dem gesamten
0

kompakten Intervall [e,7 — €] echt grosser als Null ist. Zusammen mit der Beschréanktheit
von f ergibt sich

U(t1)

5(e) < / fo @)dt < (¥(t1) —t1))My, =  Y(t1) —t1 > i\(;g) Vi1 € [e, T — €]

Man kann also [0, 7] wie folgt in k& Teilintervalle [, 7;41] zerlegen:

T70:=0, 7 :=¢, 41 := ¥Y(7;) solange, bis 7,41 > T —¢ ist, 7, := 7. Dann ist 7, > V(7%_1)
und 7 — 7,1 < £. Wegen V(7)) —7; > % ist die Anzahl der Intervalle tatséichlich endlich
und es gilt fir: =2,...,k—1:

U(rs)

|

Ti

Ti+1

jﬁ@ﬁ/bwﬁéjﬁmﬁ

Ti

= /T fHt)dt — /Tifg(t)dt

Ti—1 0

- 7f+(t)dt— 71f2(t)dt— ff*(t)dﬂr ff{(t)dt
Tio1 0 Ti-1 Tio1

Ti—1 T
__ / Falt)dt + / £y (8)dt =0, (4.1)
0 Ti—1
da 7, = V(1) fiir i =2,...,k — 1. Also ist:
T T Tk—1 Tk Tk
/ P fy(t)dt = / e fo(t)dt + / e () dE + / et ()t — / P f5 (1) dt
0 0 T1 Tk—1 T1
N———
<eMy <eMy
k—2 Tl k—1 Tt
< > / e fr(t)dt =) / e fy (t)dt + 2e M,
i=1 7 i=1 7
k1 T; Tit1 P
— / ePt T (t)dt — / et fy (t)dt | — / e fy (t)dt +2e M,
=2 \r,_4 Ti 71

>0
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k—1 Ti Ti+1
< ) e / fr(t)dt — / f5 (®)dt | +2eM,
=2 Ti—1 Ti
<0 wegen (4.1)
< 2eM,

-
Da aber € € (0,7) beliebig gewiihlt war, folgt [ e fo(t)dt < 0.
0

Fir f gilt daher

/ P f(t)dt = / el fo(t)dt — / et fr(t)dt
0 0 0
< o- [rwa = =
0
und somit die Behauptung. Hl

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Approximationssatz beweisen.

Satz 4.3 (Approximationssatz)
Seien p >0, 29 € R", u(-) eU, C €R, § > 0 gegeben, so dal
pJo(p(t, zo,u(:)),u(t+-)) < C —6 ¥Vt > 0. Dann gilt:

Jo(xo,u(~)) < C.

Beweis: O.B.d.A. kann C' = 0 angenommen werden. Ansonsten kann statt g die Funktion
g — C betrachtet werden, fiir die gilt:

o0

p/efp(Tft) (g(cp(T, zo,u(+)),u(t +-)) — C)dT

t
00

C
=p [ gl u ) ulr + ) dr —p < =
t

und

T
lim sup % /(g(gp(T, xo,u(-)),u(r +-)) — C) dr
0

T—o0

T—o0

T
:limsup%/g(gp(r,azo,u(-)),u(T—i-'))dT - C
0
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Fiir C = 0 gibt es nun unter Anwendung von Lemma 4.1 zu jedem ¢ > 0 ein 7(¢), so
7(t)

daB gilt: [ e P Dg(p(s,z,u(-)),u(s))dt < —%. Nach Lemma 4.2 gibt es dann auch ein
t

#(t
7(t) < 7(t) mit j)g(cp(s,m,u(-)),u(s))dt < —2‘5—,0. AuBlerdem gilt 7(t) —t € [c,b], wobei ¢, b
nach Lemma 4.2tund 4.1 nur von ¢, p und M, abhéngen, nicht von ¢.
Sei nun 7' > 0 gegeben. Das Intervall [0, 7] kann wie folgt in k Teilintervalle [7;, 7;+1] zerlegt
werden:
Setze 7o := 0, ;41 := 7(7;), solange %(%) <T,7:=T.
Dann ist ¢ < 7341 — 7 < b Vi = 0,...,k — 1 und daher % <k < % Auflerdem ist

Tit1

f g(p(t, z,u(-)),u(t))dt < —257) Vi =0,...,k— 2. Damit gilt:

T

/g (t,z,u()),u(t))dt
0

k—

2 1+1

-y / (ot 2, u(-)), u(t))dt + / ot u(-)), u(t))dt
=0 % Fro1
< _];i'i‘(%k_%k—l)Mg < —;;i-i-ng
Also folgt:
. r 5 bM, 5
h;n_}s;l) 0/ o(t, z,u( ())dt<l17g1_?olip —%+T=f%<0

Bemerkung 4.4 Analog zeigt sich die ,,symmetrische“ Behauptung:

Seien p > 0, 29 € R", u(-) €U, C €R, § > 0 gegeben, so dafl
pJp(gp(t,xo,u(-)),u(t + )) >2C+6 Vt>0.
Dann gilt: Jy(zg,u(-)) > C.

Wir kénnen ein schwicheres Resultat formulieren, wenn es kein 6 > 0 gibt, wie es in der
Voraussetzung des Approximationssatzes gefordert ist.

Korollar 4.5 Seien p > 0, g € R™, u(-) € Y und C € R gegeben, so dall
pdp(@(t, zo,u(-)), u(t+-)) < C Vt > 0.
Dann gilt: Jo(xo,u(-)) < C.

Beweis: Zu beliechigem ¢ > 0 setze C' := C'+e. Dann ist pJ,(¢(t, w0, u(:)), u(t+-)) < C—¢
Vt > 0. Nach Satz 4.3 ist also Jo(zo,u(-)) < C = C +¢. Da € > 0 beliebig war, folgt so die
Behauptung. U



Kapitel 5

Numerische L6sung des
diskontierten optimalen
Steuerungsproblems

In diesem Kapitel werden wir in den ersten drei Abschnitten ein Verfahren zur Berechnung
der optimalen Wertefunktion diskontierter optimaler Steuerugsprobleme herleiten. Dazu
werden wir zunéchst eine Diskretisierung der Bellman-Gleichung

pvp(xo) + 21615{—9(%7“) — Dvy(x0) - f(z0,u)} =0 (5.1)

betrachten (vgl. (2.16)) und einige Eigenschaften dieser diskretisierten Bellman-Gleichung
herleiten. Die Ideen hierzu gehen zuriick auf Falcone [10], [11] und sind auch im vierten
Kapitel von Sorgenfrei [16] ausgefiihrt; einige Beweise sind hier jedoch abgeéindert oder
vollsténdig anders gefiihrt.

Im Anschluff werden wir ein numerisches Verfahren herleiten, das uns diese diskretisier-
te Bellman-Gleichung 16st. Aufbauend auf der so berechneten Wertefunktion werden wir
im vierten Abschnitt dann Zustandsfeedbacks fiir das diskretisierte optimale Steuerungs-
problem konstruieren und zeigen, dafl diese auch das urspriingliche diskontierte optimale
Steuerungsproblem approximativ optimal 16sen.

5.1 Die diskretisierte Bellman-Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir die diskretisierte Bellman-Gleichung

sup (v (x) — B (V(z + b () ~ hg(a.w)} =0 (5.2)

mit x € W, p,h > 0 und 3 := 1—ph betrachten. Zunéchst werden wir zeigen, dafl Gleichung
(5.2) tatséchlich eine Approximation von Gleichung (5.1) ist.
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Danach werden wir zeigen, daf§ die Losung der diskretisierten Bellman-Gleichung die Wer-
tefunktion des diskretisierten optimalen Steuerungsproblems ist; wie bei Gleichung (5.1)
148t sich auch hier ein Eindeutigkeitsresultat formulieren.

Zum Abschlufl wird noch eine Abschéitzung des Diskretisierungsfehlers hergeleitet.

Bei den Abschitzungen in diesem Kapitel wird davon ausgegangen, dafi die Parameter p
und h nach oben beschriankt sind. So kénnen Terme, die von p oder h abhéngen, durch
Konstanten abgeschéitzt werden. Dies bedeutet keine Einschrénkung, da es in den hier
behandelten Beispielen nicht sinnvoll ist, diese Parameter beliebig grofl zu wéhlen.

5.1.1 Approximation der Bellman-Gleichung

Lemma 5.1 Seien p, h positive reelle Zahlen und G := 1 — ph.
Dann ist die Gleichung (5.2) eine Approximation der Gleichung (5.1).

Beweis: v: W — R erfiille (5.2) und sei differenzierbar in z € W. Dann folgt

v(z) + igg{—ﬁv(‘lf(w + hf(z,u))) — hg(z,u)} =0

< sup{v(z) —v(¥(x + hf(z,u))) + phv(¥(z + hf(z,u))) — hg(z,u)} =0

uelU
s sup { MBI =D (54 hf(0,0)) - 9200} = .

Da W offen ist und ¥ auf W die Identitét ist, gilt fiir hinreichend kleine h > 0:

v(z+hf(x,u)) —v(zx)
sup{— -

+ pv(z + hf(z,) — g(x, u)} 0.
uelU

Mit Grenziibergang h — 0 ergibt sich:

tsy sup { LD =D ot (0,0) — gl

= sup{Du() - (2, u) + pu(a) — gl )}

5.1.2 Das diskretisierte optimale Steuerungsproblem

Wir werden nun zeigen, dafl die Losung von (5.2) die Wertefunktion des mittels des Euler-
Rekursionsschemas diskretisierten optimalen Steuerungsproblems ist. Dazu ersetzen wir
die rechte Seite (2.1) fiir x € W durch

xo =, xj41:=VY(x;+hf(zj,uy)), 7=01,2,..., (5.3)

wobei gilt
h >0, wuj:=u(jh). (5.4)
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Die diskretisierte Trajektorie ist also definiert durch
etz u(-)) = a; fir ¢ € [jh, (§ +1)h).

Wir bezeichnen mit U, C U die Menge aller Kontrollfunktionen, die auf jedem Intervall
[7h, (7 + 1)h) konstant sind. Jeder Kontrolle u € U kann dann eindeutig ein u, € U
zugeordnet werden, so dafl ¢p(t, z,u(-)) = op(t, z,up(-)) gilt.
Das diskretisierte Kostenfunktional Jj, zu einem Anfangswert x € R™ und u(-) € Uy, ist
gegeben durch die Reihe

Jn (2, u( —hZﬁg%,uj)

7=0

Die diskretisierte Wertefunktion ist nun definiert durch

vp(z) = u(?)nefuh Jn(x,u(-)). (5.5)

Wir zeigen jetzt, dal die diskretisierte Wertefunktion die eindeutig bestimmte beschréankte
Losung der diskretisierten Bellman-Gleichung ist. Hierzu zeigen wir zunéchst ein Analogon
zum Bellman’schen Optimalitatsprinzip.

Satz 5.2 (Diskretes Bellman-Prinzip)
Fiir alle x = x¢p € W und alle p € N gilt

Euh

vp(x) = mf {hZﬁ g(zj,uy) ﬁpvh(xp)}. (5.6)

Beweis: Sei x = xp € W beliebig aber fest gewéhlt. Wegen (5.5) existiert zu jedem & > 0
ein u®(-) € U, so daBl
vn(x) + & = Jp(z, u ().

Fiir beliebiges p > 1 gilt

In( _hzﬁj J’ J +5thﬁj J+p’u§+p)’

=pP Jp (x5,u (-+ph))

mit 25 = ¢p(jh, z,u(-)). Also folgt

vn(e) +e = hZﬁ] 5, u3) + B I (2, v (- + ph))

AV

hZﬂ] 25, u3) + BPun(x))

p—1
z o {h > Falwj,u) + 5”%(%)} ;

woraus die eine Richtung folgt. Die andere Richtung wird d&hnlich bewiesen, vgl. den Beweis
zu Satz 2.10. il
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Satz 5.3 Sei g nach (2.9) beschrénkt fiir alle (z,u) € W x U und h € (0, %)
Dann ist die durch (5.5) definierte Funktion vy die eindeutig bestimmte, beschrénkte
Losung von (5.2).

Beweis: Die Beschrianktheit von vy, folgt sofort aus der Beschrianktheit von g. Wir zeigen
nun zunéchst, daf v, die diskrete Bellman-Gleichung (5.2) erfiillt.
Betrachte dazu (5.6) mit p = 1. Dann folgt

on(e) = inf {hg(wo,u0) + Bunlz1)}

= 325%9(33, u) + Bup (¥ (2 + hf(z,u)))}
= — 21618{—hg(:7;,u) — Bop(¥(z + hf(z,u)))},

also erfiillt v;, Gleichung (5.2).
Seien nun v} und v zwei beschrinkte Losungen von (5.2). Analog zum Beweis von Korollar
2.11 ergibt sich dann

sup |vy(x) — vi(x)] < 6 sup |vy(x) — vi ()],
zeW zeW

also wegen 3 = 1 — ph < 1 die Eindeutigkeit. U

5.1.3 Eigenschaften der Losung der diskretisierten Bellman-Gleichung

In diesem Unterabschnitt werden wir die diskrete Bellman-Gleichung in eine dquivalente
Fixpunktgleichung umformen. Dies erméglicht es uns dann, mit dem Banach’schen Fix-
punktsatz die Existenz einer eindeutig bestimmten, Holder stetigen Losung vy, nachzuwei-
sen. Dariiber hinaus wird sich zeigen, dafl der Holder-Exponent der diskreten Wertefunktion
mit dem der exakten Wertefunktion identisch ist.

Danach werden wir Abschétzungen fiir vy, herleiten, aus denen dann die lokal gleichméBige
Konvergenz von vy, gegen die Viskositétslosung v von (5.1) fiir A\, 0 folgt.

Satz 5.4 Sei~y € (0, 1] der Holder-Exponent der Wertefunktion v. Weiterhin sei p > 0 und

heo,1).
p
Dann besitzt die diskrete Bellman-Gleichung (5.2) eine eindeutig bestimmte Losung vy, €
H.
Auflerdem gelten mit p, M, und einer Konstanten L = L(vy) die Abschitzungen
M,
sup |vp(z)] < =2 und (5.7)
TER™ 14

’Uh|0,’y S L. (58)
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Beweis: Aquivalent zu (5.2) ist die Fixpunktgleichung
vp(z) = Thop(z), z €R", (5.9)
wobei der Operator T}, gegeben ist durch

Tho(z) = L%lll}l (ﬁv(\lf(x + hf(z,u))) + hg(ac,u)), x € R"™ (5.10)

Im ersten Schritt zeigen wir die Eindeutigkeit der Losung. Seien dazu v,ll,v% € Hy zwei
Losungen und u',u? € U zwei Kontrollwerte, so dafl das Minimum in (5.10) angenommen
wird. Dann gilt

Thop(x) — Ty ()

B(vh(@ (@ +hf(w,u") = R (T + hf(z,u)) + h(g(w,u) = g(z,u?))

< B(oh(¥(a + hf (@, 0?)) = v} (U@ + hf (2,u)) + h(g(e,u?) - g(a,u?))
8

sup |(vy — 7)) ()],
zeW

<

und aus Symmetriegriinden folgt

sup |Tvp(x) — Troj(2)] < B sup [(vp — vp)(2)], (5.11)
zeW zeW
d.h. der Operator T}, ist eine kontrahierende Abbildung.

Mit dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt nun, dafl es eine eindeutig bestimmte, beschrank-
te Funktion vy, gibt, die (5.2) erfiillt.

Im zweiten Schritt ist nun zu zeigen, dafl v;, tatséchlich in H, liegt. Nach der Definition
von H. sind dafiir die beiden Ungleichungen (5.7) und (5.8) zu zeigen.
Abschétzung (5.7) ist eine Folgerung aus Satz 5.3; fiir beliebiges u € U, gilt

'Uh(.%') < Jh(xau) = hZng(xjauj)
=0

hy My = h
j=0

IN

1-p7
Um Abschétzung (5.8) zu zeigen, betrachten wir

on(a) — en(w)] = | inf Jul,) ~ inf Ja(y.u)

< sup |Jp(z,u) — Jp(y,u)
uEUp,

= sup hiﬂjg(wh(jh,%U(-)),U(J‘h)) +hiﬁj9(soh(jh, y,u(-)), u(jh))
uelnh | j=0 Jj=0

o0

= sup | [ 81 (glon (b)), u(®) = gont. . u(). u(t))at

u€Up, b
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< sup | [ (g(on(t2,u() ult)) = glin(t, v ul)), u(®)de
uEUy
< uség) eph/eipt(g((ph(tﬁtvu('))?“’(t)) _g(¢h(t7 y,u(')),u(t)))dt
" 0 =:Qp(t)

Hierbei bezeichnet die Gaufsklammer [z] fiir reelle x die groite ganze Zahl, die kleiner oder
gleich z ist.
Fiir ¢y, gilt nun wegen (2.9) zum einen die Abschitzung

Oy (t) < 2M,. (5.12)
Zum anderen folgt aus Lemma A.9 im Anhang, daf} gilt
i (t) < CLyllw — ylleErHe

mit C, C* wie in Ungleichung (2.14). Fiir ¥ = idg» folgt aus (A.17) diese Abschéitzung mit
C =1 und C* = 0. Damit ergibt sich die Zwischenbehauptung

@y (t) < min{CLy[lx — ylleFr T 207}

Analog zum Beweis der Holder-Stetigkeit von v, (Satz 2.15) folgt nun mit Lemma 2.14 die
Behauptung. U

Bemerkung 5.5 Mit Blick auf das Lemma 2.14 sieht man, dafl die Konstante L in (5.8) fiir
p < Ly vom Faktor % abhéingt, d.h. fiir kleine Diskontraten p ist L ~ % mit C unabhéngig
von p. (Die gleiche Abschétzung gilt fir v,.)

Das folgende Korollar ergibt sich sofort aus Satz 5.4:

Korollar 5.6 Fiir die Norm der diskreten Wertefunktion vy, gilt [[vp[|#, < oco.

5.1.4 Diskretisierungsfehler

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf vy, fiir  \, 0 gleichméBig gegen v, konvergiert. Dies
zeigen wir, indem wir den maximalen Diskretisierungsfehler auf dem R™ abschétzen.

Zunéchst machen wir diese Abschétzung fiir die Zielfunktionale:

Satz 5.7 Es seien die Bedingungen (2.4) — (2.9) an f und g erfiillt. Dann gilt

n(,u() = To(@u(-)| < Likd + Loh Yu() €U, z€ W, he (0, ;).

Hierbei ist 0 < 6 < 1 und ¢ = ~, falls ¥ = idg». Fiir kleine p > 0 gilt L; ~ % und Ly & %
fiir positive Konstanten C7, Cy > 0.
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Beweis:
[ u()) = T, ()]
< 7rg<goh<s, v, u(),u(s)) — glel(s. @ u(), us)le ds  (5.13)
g
+ 7rg<soh<s, v, u(), u(s))] e — 07l ds, (5.14)
wobei gilt § = 6(p, h)oz —-p In(1 = ph). Hierbei gilt 6 > 1, wegen 1 — ph < e =

In(1 — ph) < —ph = _pih In(1 — ph) > 1.
Fiir den Term (5.13) konnen wir den Integranden mit Lemma A.10 aus dem Anhang ab-
schitzen durch

l9(en(t, 2, ul-)) uls)) = glo(t, @, u(), u(s))] < ChLye @+,

wobei wir fiir ¥ = idg» diese Abschétzung mit C' = My und C** = 0 durch das Gronwall-
Lemma (A.7) erhalten. Unter Beachtung der Beschrinktheit von g ergibt sich

l9(en(t,z,u(-)), u(s)) — g(e(t, 2, ul-), uls)| < min{ChLe! ™ TE08 20},
Mit Lemma 2.14 folgt also

/\g(wh(svw, u(-)) ul(s)) = gle(s,z,ul)), u(s))le”"*ds < L1k’
0

mit einer Konstanten Ly > 0 und 0 < § < 1, wobei ¢ fiir C** = 0 genau der Holder-
Exponent der Wertefunktionen ist (vgl. Beweis zu Satz 2.15).
Den Term (5.14) kénnen wir wie folgt abschétzen:

[ lten(s.zu(), sl e — el as
0

IN

My [ |e™P° — efep[%]h|ds

IA

M, ps—@p{

S ®

0\8 0\8

} h‘ max {e_ps, 6_0’)5} ds

< Mgp(|1 — 6|+ h) /(s + 1)e Pds
0

—_———
=1
_p+

e

1 1. 6-1
=My(|1-0|+h)(1+-) = Mgh(1+-)(—— +1)
p p’ h
1
§M9(1+;)(1+g+o(p2h))h < Lyh.
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In der zweiten Ungleichung wird hier der Zwischenwertsatz fiir dehnungsbeschrankte Funk-
tionen angewendet und die Monotonie der Exponentialfunktion ausgenutzt. Die dritte Un-
gleichung sieht man, wenn man die Integranden fiir festes s > 0 betrachtet und die letzte
Ungleichung sieht man durch Taylor-Entwicklung von In(1 — ph) und Einsetzen in 6. U

Satz 5.8 Es seien die Bedingungen (2.4) — (2.9) an f und ¢ erfiillt und es sei zu festem
p > 0 v, die Wertefunktion des diskontierten optimalen Steuerungsproblems und v, die
diskretisierte Wertefunktion.

Dann gilt die Abschétzung

sup [(v, — vp)(x)| < L1k + Lah (5.15)
zeW

fiir alle h € (0, %) mit den Konstanten L1, Lo, > 0 aus Satz 5.7.

Beweis: Sei zundchst € > 0 gegeben. Zu vorgegebenem x € W seien uy(-), u,(-) € U
Kontrollen, so dafl die optimalen Werte bis auf € angenommen werden. Dann gilt:

Vp(x) — Jn(z,un()) +e < Jplz,un(-)) — Jn(z, un()) +€
S})lgu | Jp(z,u(-)) = Jn(z,u(-))] +&.

vp(x) — vp ()

VARVAN

u

Aus Symmetriegriinden und da € > 0 beliebig war folgt

vp(2) —vn(2)] < sup | Jp(x, u(-)) = Ju(z, ul))]
u(-)eU

und damit mit Satz 5.7 die Behauptung. U

Korollar 5.9 Unter den Annahmen von Satz 5.8 gelten die folgenden Abschétzungen fiir
kleine p mit Konstanten C,C** > 0:

C
sup|v, —vp| < —h fir p> L+ C™,
R'"/ p

sup v, —vp| < C/;(h‘s +h) mit 6 € (0,1) beliebig fiir p = Ly + C**,
RTL

O 4** .
sup [v, —vp| < —(h"T + ) fir p < Lp+ C*™.
R’"/ p

Hierbei ist C** = 0 falls ¥ = idg».

5.2 Diskretisierung im Zustandsraum

In diesem Abschnitt wird die diskrete Bellman-Gleichung (5.2) durch die Diskretisierung
des Zustandsraumes auf ein endlichdimensionales Problem gebracht.

Um die Diskretisierung zu verwirklichen, bené6tigen wir eine beschréankte Teilmenge des
R™. Dies ist moglich, wenn eine offene, beschréiinkte Teilmenge ) C R” existiert, die positiv
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invariant ist beziiglich der Dynamik (2.1) fiir alle Kontrollfunktionen.

Falcone hat in [11], Proposition 2.5 gezeigt, da} dann eine regulire Triangulierung von 2
in eine endliche Zahl P € N von Simplizes S; durchgefiihrt werden kann, so daf§ die Menge
Q. := Ui<j<p S; positiv invariant fiir die diskretisierten Trajektorien ist, d.h. es gilt

3h>0: z+hf(z,u) € QF, V(z,u)cQFxU,

wobei k den maximalen Durchmesser maxi<j<p diam(S;) der Simplizes bezeichnet.

Wenn die gegebene Menge W C R" bereits beschrinkt ist und die Invarianz durch die
Funktion WU sichergestellt ist, konnen wir diese Menge als zu diskretisierenden Bereich
wihlen, d.h. wir setzen  := W.

Wir bezeichnen nun mit z;, ¢ = 1,..., N die Ecken der Simplizes, also die Knotenpunkte
der Triangulierung. Anstelle von (5.2) betrachten wir nun das folgende System von N
Gleichungen

v,li(xl) + Sug ( - ﬂv,’i(\ll(ﬂvZ + hf(xi,u))) — hg(aci,u)) =0 (5.16)
ue
fir i = 1,..., N. Fiir die weitere Betrachtung schreiben wir die Gleichung analog zu (5.9),

(5.10) in Fixpunktform, d.h. wir erhalten fiir i = 1,..., N:

p (i) = Thof ()
mit Ty} (-) = min (Bof (¥ (- + Af(,w) + hy(, ). (5.17)

5.2.1 Finite-Differenzen-Approximation

Wir wollen nach einer Losung von (5.16) im Raum W¥ der stetigen, stiickweise affinen
Funktionen

Wk = {w € C(Q") | Vuw(z) = ¢; in sj} (5.18)

suchen. Dadurch kann dann die Zwischenwertberechnung in einem Punkt x mittels linearer
Interpolation der Werte an den Ecken des Simplizes erfolgen, in dem x liegt.

Bemerkung 5.10 Ein Punkt z € R", der innerhalb eines Simplizes S mit den Eckpunkten

T1,...,Tne1 liegt. 1aBt sich als eindeutige Konvexkombination
n+1 n+1
:E:Z,ujxj mit Zujzl, i =0Vy=1,....,n+1
j=1 J=1

darstellen. Die 1 heilen dann baryzentrische Koordinaten .

Auch fiir diesen eingeschrinkten Losungsraum lé3t sich ein Existenz- und Eindeutigkeits-
resultat formulieren.

Satz 5.11 Es seien (2.4) und (2.7) erfiillt (Stetigkeit von f und g).
Dann existiert fiir alle h € [0, 1) mit U(x + hf(z,u)) € Q V(z,u) € Q x U eine eindeutige

)
Losung von (5.16) in WF.
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Beweis: Fiir jede affine Funktion ergibt sich die Fixpunktgleichung (5.17) zu

N
oF(x5) = Iu11€1(1]1 (62 Nj (i, w)of () + hg(xi,u)) , (5.19)
j=1
wobei gilt
A > 0, Vj=1,...,N
X =1
j=1
N
Y A u)zy = Oz + hf(wi,u),
j=1

d.h. jeder Punkt ist als Konvexkombination der Knotenpunkte darstellbar. Definiert man
nun A(u) € RV*N und G(u) € RV durch

Aij(u) == Nj(z,u), Gi(u) = g(z4,u), (5.20)
so ergibt sich (5.19) zu
V= 7, (V") = min (BA@)V™ + hG(u)) (5.21)
mit V" = ([v}]n(21), . .., [vF]n(zn)) € RV,

Wenn man die i-te Zeile von A mit A; bezeichnet, gilt mit V, W € RV:

(T (V) = Th(W))il < B max|As()[ |V — W],

<1 S————
<1

d.h. der Operator T}, ist eine kontrahierende Abbildung bzgl. der Maximumsnorm || - ||.
Also folgt die Existenz eines eindeutig bestimmten V* € RY mit T3, (V*) = V* mit dem
Banachschen Fixpunktsatz. U

5.2.2 Diskretisierungsfehler

Wir werden nun den Diskretisierungsfehler bei der Diskretisierung des Zustandsraumes
abschétzen:

Satz 5.12 Mit den Voraussetzungen von Satz 5.11 gilt fiir kleine p > 0 und fiir alle & > 0,
h e (0, %) die folgende Abschitzung:

C
k
sup |vp(z) —vp(z)| £ —5—, 5.22

mit einer Konstanten C' > 0. Hierbei bezeichnet v € (0,1] den Holder-Exponenten der
Wertefunktion.
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Beweis: Fiir jedes x € QF gilt

N N
o () = wa(@)] <D mlof(x5) — valay)| + Y pilon(zs) — va(e)].
i=1 j=1

Fiir den zweiten Term gilt mit Satz 5.4 und wegen ||z; — z|| < k die Abschéitzung

N

N N
> wjlvn(as) —vn(@)| < Y pyLlley — ||V < LKV py = Lk (5.23)
j=1 j=1 j=1

Aus (5.2) und (5.16) folgt fiir alle j =1,...,N:

Blop (¥ (2 + hf(aj,u))) = on(¥(z; + hf(zj,u*)))
Blon (¥ (2 + hf(zj,u))) — on((x; + hf(z,u*)))l

B max [vf;(z) — va ()|,
xENk

vk () — vn(z;)|

IAN N IA

wobei u* € U einen der beiden Kontrollwerte bezeichnet, die das Maximum in (5.2) bzw.
(5.16) ergeben. Insgesamt erhalten wir

max [vf () — v (z)| < Bmax [vf (x) — v (2)] + LK
xENk €Nk

und unter Beriicksichtigung von Bemerkung 5.5

k
max |vp () — vp(z)] < = —.
wer‘ h ) ( ’ p2 h

Die Abschiitzungen iiber die Diskretisierungsfehler kénnen wir zusammenfassen:
Korollar 5.13 Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir positive Konstanten C7 und Cy
die Fehlerabschétzung

Cq Ca k7

k é
max vy (z) —v,(x)| < —(h° + h) + ——. 5.24
xeﬁ| n (@) = vp()] p( ) 2 h (5.24)
Fiir ¥ = idgn ist 0 = 7.
Beweis: Folgt sofort aus den Sdtzen 5.8 und 5.12. Hl

Bemerkung 5.14 Aus dieser Abschitzung ergibt sich zum einen die Forderung, daf} die
Zeitschrittweite h gegeniiber der Raumschrittweite k nicht zu klein werden darf.

Zum anderen folgt aus diesem Korollar, dafi die Konvergenzrate mit kleiner werdendem
p immer schlechter wird, d.h. kleine p bewirken zwar nach Satz 3.18 eine Anndherung an
das Durchschnittskostenfunktional, zichen aber eine sehr feine Diskretisierung nach sich,
damit die numerischen Fehler nicht zu grofl werden.
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5.3 Berechnungsstrategien

In diesem Abschnitt wollen wir verschiedene Berechnungsstrategien diskutieren, mit denen
die Fixpunktgleichung (5.17) gelost werden kann. Zunichst werden kurz zwei Strategien
vorgestellt, die in Falcone [10] vorgeschlagen wurden. Danach wird ein neuer Algorith-
mus entwickelt, der auch fiir die in Kapitel 7 beschriebenen numerischen Berechnungen
verwendet wurde, und dort mit dem alten Algorithmus verglichen wird.

5.3.1 Sukzessive Approximation

Die erste Strategie zur Berechnung der Losung der Gleichung (5.17) ergibt sich sofort aus
der Eigenschaft, dafl der Operator T}, eine kontrahierende Abbildung ist. Der Banach’sche
Fixpunktsatz garantiert dann, dal die durch den Operator gegebene Rekursionsvorschrift
gegen die Losung von (5.17) konvergiert.

Das Grundgeriist des Verfahrens 148t sich also wie folgt beschreiben:

Wihle beliebige Anfangswerte in den Knotenpunkten
[wElo(z;) = v (x;), i=1,...,N.

Mit Berechnung des Zwischenwertes vf (z;+hf(zi,u)) durch lineare Interpolation der Werte
an den Knotenpunkten definiert man die folgende Rekursionsvorschrift:

Wi ng1(zs) = Th[vk]a(z), i=1,...,N,
mit Ty [vfF], (z;) = &Ielg (ﬁ[v,li]n(xi + hf(zi,w)) + hg(z;, u))
Der wesentliche Nachteil dieses Verfahrens liegt darin, dafl die Kontraktionsrate § = 1— ph

des Operators fiir kleine A und p nahe bei 1 liegt, und daher die Konvergenz sehr langsam
wird.

Um diesen Mangel zu beheben, kann das Verfahren beschleunigt werden.
5.3.2 Das beschleunigte Verfahren

Die Hauptidee des beschleunigten Verfahrens liegt darin, durch geschickte Wahl des Start-
vektors V = ([v,’j]o(xi))izlw.’]v monotone Konvergenz zu erhalten.

Definition 5.15 Die Teilmenge V € RY ist definiert durch
vi={ver" ‘ v <T(V)},

wobei die Relation < komponentenweise zu verstehen ist, d.h. V; < V5 genau dann, wenn
Vi]i < [Vo; fir allei =1,..., N gilt.

Lemma 5.16 Die Menge V ist eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge des RY.
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Beweis: Die Abgeschlossenheit folgt sofort aus der Definition mittels <.

Zum Beweis der Konvexitét seien Vi, Vo € V gegeben, also V; < Tp(V;), i = 1,2. Sei nun V
eine beliebige Konvexkombination von Vi und Va, also V' = pVi + (1 — p)Va fiir p € [0, 1].
Dann gilt

V= i+ 0-wVa < pTh(Vi) + (1= p)Th(Vz)
pmin{ FA(u)Vi +hG(u)} + (1 — p) min{ fA(u)Vz + hG(u)}

min{SA(u)uVi + phG(u)} + min{ BA(u)(1 — p)V2 + (1 = p)hg(uw)}

< min{BA@) (Y + (1 p)Ve) + hG(w)}
= Th(pWi+ 1 —pV2) = Tu(V)
und damit die Behauptung. 0

Lemma 5.17 Fiir beliebige Vektoren Vi, V5 € RN gilt 1} < Vo = T}, (V1) < Ti(V2).
Beweis: Sei 1 < i < N beliebig. Dann folgt die Behauptung aus

[Th(Vl)]i = [Iglellel,BA(u)‘ﬁ-i-hG(u)]z

N
= minf Z Aij(u)[Vi]j + hg(z;, v)
uelU =1

([Vl]j < [VQ]j Vj = 17"'aN)

IN

N
min 33 Aij (u)[Val; + hg(iu) = [Tw(Va)li
j=1

[

Wir kénnen nun die Hauptaussage dieses Abschnitts formulieren, die sowohl fiir das be-
schleunigte Verfahren als auch fiir das in folgenden Abschnitt beschriebene Koordinaten-
aufstiegsverfahren die notwendigen Grundlagen liefert.

Satz 5.18 Sei V) € V. Dann gilt fiir die Folge V,,41 = Tp(Vy,), n > 0 die Ungleichung
Vi < Vg1, was gleichbedeutend ist mit der Tatsache, dafl V,, in V liegt fiir alle n > 0.
Desweiteren ist der Fixpunkt des Rekursionsverfahrens das komponentenweise Maximum
der Menge V, d.h. der Vektor V* € V fiir den gilt V* > V VV € V.

Beweis: Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 5.17, denn es folgt

Vo <T(Vo) = Vi=T,(Vo) <Th(Th(Vo)) =V2 =

Fiir den Beweis der zweiten Aussage nehmen wir an, dafl ein V' € V existiert mit 73, (V) =V
und [V]; < [V]; fiir ein V € V und ein i € {1,...,N}.

Wenn wir nun V als neuen Startwert des Iterationsverfahrens wihlen, so liefert uns dieses
Verfahren einen Fixpunkt V* € V fiir den wegen der Monotonie der Iteration gilt: [V*]; >
[V]; > [V];, was aber einen Widerspruch zur Eindeutigkeit des Fixpunktes bedeutet. 0

Das folgende Lemma zeigt uns, daf ein Startwert V' € V leicht zu finden ist:
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Lemma 5.19 Sei p > 0 der Diskontfaktor des optimalen Steuerungsproblems und es gelte
maxi<i<n,uet |9(xi, u)| = M. (Die Existenz von M folgt sofort aus (2.9).)

Dann ist V := (—M ...,—M>T ev.

P’ P

Beweis: Sei 1 < i < N beliebig. Dann gilt

[Th(VO)]Z = mlnﬂz zjvb +hg Ti, U )

— mlnﬁ( )Z&ﬁhg(% u)

h (M + mlng(ﬂ:z, w))

>0

Y

U
Mit den oben genannten Uberlegungen kann nun der beschleunigte Algorithmus konstruiert
werden:

Schritt 1: Nimm einen beliebigen Startwert Vo € V und berechne ‘71 =Th(V).

Schritt 2: Berechne Vi = Vj + (Vi — Vi), wobei o gegeben ist durch
a=max{a € R|Vj+ (V1 — V) € V}.

Schritt 3: Ersetze Vo durch Vi und fahre fort mit Schritt 1.
Der Algorithmus ist in der linken Grafik von Abb. 5.1 geometrisch veranschaulicht.

Bemerkung 5.20 Dieser Algorithmus ist tatsichlich wesentlich schneller als der vorher
beschriebene. Ein Vergleich der beiden Algorithmen findet sich z.B. in Falcone [10] oder
Sorgenfrei [16].

Der Hauptrechenaufwand beider Verfahren liegt in den Auswertungen des Operators Tj,.
Beim ersten Verfahren ist diese genau gleich der Anzahl der Iterationen, beim zweiten
Verfahren kommt noch eine unbestimmte Anzahl zur Ermittlung des Faktors « hinzu, z.B.
fiir ein Bisektionsverfahren.

Bei kleinen p zeigt sich in dem beschleunigten Verfahren folgendes Verhalten:

Die Folge ist zwar monoton wachsend, beginnt aber in V gewissermaflen im Kreis zu laufen,
d.h. sie lauft zwischen den ,Réndern“ von V weite Strecken hin und her, ohne sich dabei
dem Fixpunkt V* grofi zu nidhern.

Diese Beobachtung gab den Anstof fiir das folgende Verfahren.

5.3.3 Das Koordinatenaufstiegsverfahren

Fiir das Verfahren ist es notig, die Menge V etwas anders darzustellen.
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Lemma 5.21 Fiir die Menge V aus Definition 5.15 gilt:

B =1, v Aij(w)[V]j + hGiu)

- RN [ [V]; < mi i e {l,...,N
% Ve ’[V] < min = ) Vie{l,...,N}

Beweis: Es gilt

VeV

= <3161l1]152)\” V1] + hGi(u) Vie{l,...,N}

— [V]; < ﬁZAij(u)[V]j +hGi(u) Vie{l,...,N},VueU

= WVi-Ba@Vi<B Y M@Vl +hGi() Vie{l... N} VueU

i
B = Aij(u)[V]; + hGi(u)
= [V];< ]#ll_ﬁ)\ii( ) Vie{l,...,N},VueU
B2 i Aij(u)[V]j + hGi(u)
j#i ;
= [V]; <£ré151 = Ba() Vie{l,...,N}

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der Koordinatenaufstiegsalgorithmus:
Schritt 1: Wihle einen Startvektor Vy € V.

Schritt 2: Setze Vi = Vi und bestimme nacheinander

B3 i=1,..n Nij(w) Vil + hGi(u)

_ . JFi .
Vi)i min e Vie{l,...,N}.

Schritt 3: Setzte Vo = Vi und fahre mit Schritt 2 fort.

Die Konvergenz des Verfahrens stellt das folgende Lemma sicher.

Lemma 5.22 Es sei Vi der Vektor, der durch Anwenden von Schritt 2 in allen Kompo-
nenten aus dem Vektor V) € V berechnet wurde. Dann gilt

Vili = Voli = [Th(Vo)li — [Voli,

d.h. die Konvergenz des Koordinatenaufstiegsverfahrens folgt aus der Konvergenz des suk-
zessiven Approximationsverfahrens.
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Beweis: Wegen V) € V ist sicher [V1]; > [Vp]; Vi =1,..., N. Also folgt

B, Mg (WVil + hGi(u) — (1= Bis(u))[Val;

Vil = Vol = min = 1 — BXii(u)
> runellr}ﬁ | Z Aij(u)[Vols + hGi(u) — (1 — BAsi(u))[Vols
i
N
— Lneillflﬂz Aij(w)[Volj + hGi(u) — [Voli = [Th(Vo)]i — [Voli
j=1

0

In Abbildung (5.1) sind der beschleunigte Algorithmus (links) und der Koordinatenauf-
stiegsalgorithmus (rechts) schematisch dargestellt. Zu beachten ist bei dieser Darstellung,

R V#

Abbildung 5.1: Geometrische Darstellung der Algorithmen, die gepunktete Menge ent-
spricht einem Ausschnitt von V.

dafl beim beschleunigten Algorithmus fiir einen Iterationsschritt (entspricht einem Pfeil)
mehrere Auswertungen des Operators T}, nétig sind. Demgegeniiber entsprechen im Koor-
dinatenaufstiegsalgorithmus N Pfeile (also im Schema zwei Pfeile) einer Operatorauswer-
tung. Dieser Vorteil im Rechenaufwand kommt auch bei den numerischen Tests in Kapitel
7 deutlich heraus.

Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt, wie aus der Grafik anschaulich gut zu erkennen ist,
von den Steigungen der Hyperebenen (im Schema also der Geraden) ab, die die Menge V
begrenzen. Je kleiner diese Steigungen sind, desto schneller konvergiert der Algorithmus.
Di . . ﬂzi# Aij(u) .

iese Steigungen sind gegeben durch i) und werden demnach klein, wenn entwe-
der 3 oder die \;; klein werden. Beides wird jedoch nur dadurch erreicht, dafl p und h bzw.
k grofl gewahlt wird, was aber einen groflen Diskretisierungsfehler nach sich zieht. Hohe
Rechengenauigkeit und niedrige Diskontrate verlangsamen also die Konvergenz des Algo-
rithmus unabhéngig davon, dafl auch die Auswertung des Operators T} bei einer hohen
Knotenanzahl aufwendiger wird.
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Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll noch eine Bemerkung angefiigt werden, die moglicher-
weise Grundlage fiir einen noch effizienteren Algorithmus sein kénnte.

Bemerkung 5.23 Wenn der Kontrollwertebereich diskretisiert wird, d.h. nur mit einer
endlichen Anzahl von Kontrollwerten aus U gerechnet wird (wie dies in der Praxis auch
bei den bisher diskutierten Algorithmen iiblich ist), so l&8t sich das Problem in ein lineares
Optimierungsproblem transformieren.

Bei Auswahl von d Kontrollwerten fiithrt die Darstellung der Menge V in Lemma 5.21 auf
ein Ungleichungssystem mit N Unbekannten und N -d Ungleichungen. Das Problem lautet
dann also:

Maximiere Y [V]; fir V € RY mit AV < b. Hierbei sind die Koeffizienten von A und b
durch die Ungleichungen in Lemma 5.21 gegeben.

5.4 Die Konstruktion e-optimaler Kontrollen

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst ein Verfahren herleiten, das ausgehend von der

zeit- und ortsdiskretisierten Wertefunktion vﬁ ein e-optimales Zustandsfeedback fiir das

diskretisierte optimale Steuerungsproblem liefert.

Fiir die so konstruierte Kontrolle werden wir dann den Diskretisierungsfehler abschéitzen
und zeigen, dafl diese Kontrolle auch fiir das urspriingliche diskontierte optimale Steue-
rungsproblem e-optimal ist.

5.4.1 Das c-optimale Zustandfeedback

Wir gehen zunéchst von der zeitdiskretisierten Wertefunktion vy, aus. Wenn wir annehmen,
daf} v, mindestens unterhalbstetig ist, wird fiir jedes feste x € Q" das Supremum in (5.2)
in einem Wert 4y, () € U angenommen. Davon ausgehend konnen wir definieren:

vy =, iy = V(2] +hf(z; an(}))), 7=0,1,2,... (5.25)
und definieren uns ein u; € U, durch

() = @n(2]), € [jh, (+ Dh) (5.26)

Satz 5.24 Sei h € |0, %) Ist vp, unterhalbstetig und U kompakt, so ist die stiickweise
konstante Kontrolle u} definiert durch (5.25) und (5.26) optimal fiir (5.5), d.h. es gilt

vp(z) = Jp(z,up(-)) Vo eR™

Beweis: Nach Definition von = +— ay(z) folgt aus (5.2), daB fiir jedes p € N gilt:

8° (vn() = Bun(wper) — hg(ap, in(ay))) = 0.
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Durch Aufaddieren ergibt sich so
p .
on(a) = B on (@) +h ) Fglas,an(z))
§=0

und damit fiir p — oo die Behauptung. U

In der Praxis haben wir die Funktion v, jedoch nicht zur Verfiigung; wir miissen ausgehen
von dem Vektor V* € R”, in dem die Werte von v,’i in den Knotenpunkten der Triangulation
gespeichert sind. Fiir jeden Knotenpunkt z; € QF existiert aufgrund des Approximations-
verfahrens mindestens ein Kontrollwert @; € U, so daf§ in (5.17) Gleichheit gilt. Dieser mufl
aber nicht eindeutig sein, weshalb wir die folgende lexikographische Ordnung auf dem R™
einfiihren:

Definition 5.25 Es seien z, y, € R™. Es gelte < y genau dann, wenn ein ¢ € {1,...,m}
existiert mit x4 < y, und z; <y; V1 <7 <gq.

Mit dieser Ordnungsrelation kénnen wir nun einen eindeutigen Kontrollwert auswéhlen,
der Gleichheit in (5.17) liefert. Dies erweitern wir nun auf ganz QF.

Definition 5.26 Zu gegebenen p, h, k > 0 definieren wir zu jedem x € QF einen Kontroll-
wert ﬂ’;h € U als den beziiglich der lexikographischen Ordnung kleinsten Kontrollwert, fiir
den gilt

BOR(W(w + b, 354))) + hy(w, @ ) = min (Bof (W (2 + hf (2, ) + hy(w, v)).

ue
Die stiickweise konstante Kontrolle u’;h() definieren wir nun durch
ub (t) =@y, t € [ih, (G + 1)h),
wobei die diskretisierte Trajektorie x; gegeben ist durch

xo =12, xj41=V(z;+ hf(xj,a’;ﬁh)), j=0,1,2,...

Mit dieser Definition kénnen wir nun folgendes Ergebnis formulieren:

Satz 5.27 Es seien die Voraussetzungen (2.4) — (2.9) an f und g erfiillt und ugh() sei die
in Definition 5.26 definierte Kontrolle.
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein K = K(h) > 0, so daf fiir alle k¥ < K gilt:

]Jh(x,u’;,h()) —vp(z)| <e VreR™
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Beweis: Nach der Konstruktion der Kontrolle ist u \[lh7(1+1)h] = " h? wobei " h eU

derjenige Wert ist, so daf3 hg(:nz,u];Z) + Bk (U (2; + hf (i, u, h))) minimal wird. Hierbei
ist die Folge (z;)ien definiert durch: zg := x, xj11 = ¥(x; + hf(x;,u, h)) Also gilt unter

Berticksichtigung der gleichméfiigen Konvergenz von v,’j( -) gegen vy (-) fiir beliebiges ¢ > 0
und geniigend kleines K (h) > 0 fiir alle k < K (h):

i i i i €
hg (i, ) + B0 (W (i + hf (i) 2 hglagy) + Bon(P (e + hf (viuyh) — 5
> op(ws) — % > vp(m) —e
und andererseits
hg (i, ul) + Bof (W (a; + hf (wi,uly))) < hg(ai,ult,) + B (U (@i + hf (2i,u)),))
i €
< (i, ul) + Bon( (s + hf (i) + 5

€
vp(zi) + 3 < v,’f(mz) + €,

wobei ugzh € U der Wert ist, bei dem hg(z;, ugfh) + Bop (¥ (zi +hf(x;, uglh))) minimal wird.
Zusammen ist also

(i, uyy) + Boh (U (@i + hf (wiug)y) — oh(@)] < e VoeQF (5.27)

Per Induktion ergibt sich damit, daf} fiir alle e > 0, p € N, h > 0 ein k > 0 existiert, so
daf3 gilt:

]hZﬁj g(xj,u rh + P M (xp) — (@) < e VoeQF (5.28)

Da 8 < 1 ist fiir alle h > 0 und g sowie v,’fb beschrankt sind auf ganz QF, kénnen wir nun
zu vorgegebenem € > 0 ein pp € N finden, so daf3

]hZﬁ] x, u hZﬁJ — gtk (z)] < 5 Vo e QF u e Uy, (5.29)

Zu diesen h,p;, kénnen wir nun nach den obigen Uberlegungen K (h) > 0 finden, so daf
(5.28) mit k < K (h) ebenfalls fiir § erfiillt ist. Durch Anwendung der Dreiecksungleichung
ergibt sich so aus (5.28) und (5.29) die Behauptung. 0

Aus der Definiton 5.26 kénnen wir also unseren Algorithmus zur Bestimmung des Zu-
standsfeedbacks ableiten:

Schritt 1: Setze xg = x.

Schritt 2: Bestimme den lexikographisch kleinsten Kontrollwert ﬂ';mh e U, so dafs
Bob(U(x + hf(x,ak ) + hg(z, @, ;) minimal wird.

Schritt 3: Setze u%h(t) = ﬂg o fir alle t € [nh, (n + 1)h].
Schritt 4: Setze xy = ¥(xo + hf(x, umo n)) und fahre mit Schritt 2 fort.
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5.4.2 Die Kontrolle fiir das urspriingliche optimale Steuerungsproblem

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir nun zeigen, daf3 die durch Definition 5.26 gegebene
Kontrolle auch fiir das urspriingliche diskontierte optimale Steuerungsproblem e-optimal
ist. Hierfiir miissen wir nur die bisherigen Resultate zusammenfassen.

Satz 5.28 Sei p > 0 gegeben und u’;h() die durch Definition 5.26 gegebene stiickwei-
se konstante Kontrolle. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein H > 0,K(h) > 0, so dafl
|Jp(:c,u§7h(-)) —vy(z) <e VexeQF, h<H, k< K(h). Db Jp(x,u';h(-)) konvergiert
gleichméBig gegen den optimalen Wert.

Beweis: Es ist

o,z () = vp(@)] < [Jp(a,ug () = Jnle, ug ()]
+In (@, ug () = va(@)]
+lon(x) = vp()].
Fiir diese Terme haben wir bereits Abschiatzungen durch die Sdtze 5.7, 5.27 und 5.8.

Zu vorgegebenem ¢ > 0 kénnen wir also H und K (h) so wéhlen, daf} alle drei Terme kleiner
als § werden, womit die Behauptung erfiillt ist. U



Kapitel 6

Bilineare Kontrollsysteme und
Stabilitit

Die Systeme, fiir die wir in diesem Kapitel einen Stabilisierungsalgorithmus herleiten wol-
len, sind bilineare Kontrollsysteme im R™, d.h. Systeme der Form

d
i(t) = (Ao + Y ws()Ai)a(t),  2(0) = mo € R\ {0} (6.1)
=1

mit A; € gl(n,R), j =0,...,d, u(-) € U := {u: R — U, u meBibar} wobei der Kontroll-
wertebereich U C R? kompakt mit nichtleerem Inneren ist.

Wir nehmen an, daf§ die Losungstrajektorie zu jedem Startwert zp € R™ \ {0} und jeder
Kontrollfunktion u € U eindeutig existiert, sie sei bezeichnet mit z(t, zo, u(+)).

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir die Lyapunov-Exzponenten betrachten, die
ein Ma$ fiir die Stabilitidt der Losungen von (6.1) darstellen. Im zweiten Abschnitt werden
einige Zusammenhinge von Kontrollmengen im Projektiven Raum P"~! und den Lyapunov-
Exponenten zitiert. Im letzten Abschnitt wird dann mithilfe der Lyapunov-Exponenten und
den Hilfsmitteln aus den vorhergehenden Kapiteln ein Stabilisierungsalgorithmus hergelei-
tet.

6.1 Lyapunov-Exponenten

Wir wollen nun das exponentielle Wachstum der Losungen von (6.1) charakterisieren. Dazu
definieren wir

Definition 6.1 Der Lyapunov-Exponent einer Losung von (6.1) ist definiert durch

Azo, u(+)) := limsup % In ||z (t, zo, u(-))]|- (6.2)

t—o0

Der minimale Lyapunov-Exponent zu xo € R™ \ {0} ist definiert als

A (zg) == u(n)lél/{ Az, u(+)) (6.3)
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und der minimale Lyapunov-Exponent des Kontrollsystems als

= inf A* . 6.4
K= inf N (ao) (6.4)

Bemerkung 6.2 Der Lyapunov-Exponent ist ein Maf} fiir das exponentielle Wachstum
von Trajektorien. Trajektorien, deren Lyapunov-Exponent negativ ist, laufen asymptotisch
nach Null, sind also stabil.

Eine einfache Uberlegung erlaubt es uns, den Bereich der Anfangswerte, die wir betrachten,
einzuschrénken.

Lemma 6.3 Es sei ein bilineares Kontrollsystem der Form (6.1) gegeben. Dann gilt

AMzo, u()) = AMaxg,u(-)) Vg € R"\ {0}, a € R\ {0}, ueld.

Beweis: Wegen der Linearitét gilt (¢, axo, u(:)) = ax(t, g, u(:)) fiir alle zy # 0, o # 0.
Also folgt

1 1
limsupglnHx(t,aa;o,u(‘))H = limsup;(ln\a\—i—lnHm(t,xo,u(-))H)

t—o0 t—o0

1
= limsup n In [|z(t, zo, u(-))||

t—o0o
und damit die Behauptung. 0

Es geniigt also, Anfangswerte so aus P!, dem Projektiven Raum, zu betrachten, da dort
alle Punkte auf einer Geraden, die durch den Nullpunkt lduft, identifiziert werden. Wir
konnen das System also zur Diskussion der Lyapunov-Exponenten mittels s = z/||z|| auf
die Sphére projizieren und erhalten dann durch Identifikation gegeniiberliegender Punkte
ein System auf dem Projektiven Raum. Das folgende Lemma zeigt, wie sich das System
auf P! beschreiben Lifit.

Lemma 6.4 Es sei ein bilineares Kontrollsystem (6.1) gegeben. Fiir das auf P*~! proji-
zierte System gilt

d
8(t) = ho(s(t)) + D ui(t)hi(s(1)) (6.5)
i=1
mit
hi(s) = [A; — s'A;s-1d]s Vi=0,...,d.
Fiir den Lyapunov-Exponenten (6.2) gilt mit so = z¢/||zo||

t—o0

AMzo, u()) = A(sg, u(+)) = limsup 1/6](8(7’, S0, u(+)), u(r))dr
0

mit

q(s,u) = s (Ao + zd: uiAi)s.
=0
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Beweis: Fiir die projizierte Trajektorie s(t) gilt

d

0 = Gren = oE Gl - <05 1o)
I 1 ‘
= Tt ® ~ (g O-40) 14)20

d d
= (40+ Z wid;)s(t) = (s(t), (Ao + Z wid;)s(t)) - 1d - 5(t)

d
= [Ag — s(t)" Aos(t) - Id]s(t) + Z[UzAz — 5(t)"(u; Ay)s(t) - 1d]s(t)

=1

und damit die erste Behauptung.
Fiir die zweite Behauptung betrachten wir

Some)] = S le(®]? = & in(), 2(0)
= W = 2s(t)" (Ao + gui(t)Ai>s(t) = 2q(s(t), u(t)).
Also folgt
J(6)] = llzollexp / ofs(7), u(r)dr
und damit die Behauptung. 0 i

Bemerkung 6.5 Das projizierte System erfiillt als optimales Steuerungsproblem die Be-
dingungen (3.1) — (3.8) aus Kapitel 3.

Im Folgenden bezeichnen wir die Losungstrajektorie von (6.5) zum Anfangswert sq € P"~!
wieder mit (¢, sg, u(-)) und nehmen an, daf die Annahme (3.13) fiir das projizierte
System erfiillt ist. Wenn wir uns dann Korollar 3.23 ansehen, kénnen wir daraus fiir den
Lyapunov-Exponenten die gleiche Behauptung aufstellen.

Lemma 6.6 Sei D eine Kontrollmenge des nach Lemma 6.4 gegebenen Kontrollsystems
auf P! und A(D) deren Einzugsbereich nach Defnition 3.21. Dann gilt:

A < i el
i N =)

Beweis: Folgt sofort aus Korollar 3.23. 0

Es gibt also einen Zusammenhang zwischen dem Lyapunov-Exponenten und den Kontroll-
mengen des Systems in P" !,
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6.2 Kontrollmengen im Projektiven Raum

Im diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften iiber Kontrollmengen im Projektiven
Raum sowie iiber Lyapunov-Exponenten in diesen Kontrollmengen zitieren. Es handelt sich
um die Theoreme 1 und 3 aus Colonius, Kliemann [6]. Die Betrachtungen sind zum einen
niitzlich fiir das Verstindnis der numerischen Beispiele, zum anderen aber auch fiir die
numerische Berechnung, da die Konvergenz der Wertefunktion v, fiir p gegen 0 von den
Kontrollmengen und ihren Einzugsbereichen abhéngt.

Wir gehen nun aus von einem geméfl Lemma 6.4 projizierten Kontrollsystem. Wir nehmen
an, dafl das projizierte System die Annahme (3.13) erfiillt, wobei L hier genau die Lie-
Algebra ist, die von den Vektorfeldern h;(-), i = 0,...,d erzeugt wird (vgl. Isidori [12],
Theorem 2.7).

Wenn wir stiickweise konstante Kontrollen betrachten, so kénnen wir die zu System (6.1)
gehorige Systemhalbgruppe definieren als

S :={g=exp(tpnA(un))...exp(t1A(u1))|t; >0, u; €U, j=1,...,n, n €N}

Die Annahme (3.13) impliziert dann, daB das Innere von S in der System(Lie-)Gruppe
G (definiert wie S aber mit ¢t; € R) nichtleer ist. Mit dieser Notation 148t sich fir die
Kontrollmengen von (6.5) in P! folgender Satz beweisen:

Satz 6.7 Sei Annahme (3.13) erfiillt. Dann gilt

(i) Es gibt k Kontrollmengen D1, ..., Dy, 1 < k < n mit nichtleerem Inneren in P"~ 1.
Diese nennen wir die Hauptkontrollmengen.

(ii) Das Innere der Hauptkontrollmengen besteht aus den Zusammenhangskomponenten
von {PE(N)|\ € spec(g), g € intS}, wobei PE()) die Projektion nach P"~! der
verallgemeinerten Eigenrdume von g zum Eigenwert A von g bezeichnet.

(iii) Die Hauptkontrollmengen sind linear geordnet durch
D; < Dj <— dx; € D;, Tj; € Dj, g €S mit gx; = Zj.
Wir numerieren die Hauptkontrollmengen mittels dieser Ordnung D; < Ds ... < Dy.

(iv) Die Kontrollmenge C := Dy, ist abgeschlossen und als einzige invariant, die Kontroll-
menge C* := D ist offen. Alle anderen Hauptkontrollmengen sind weder offen noch
abgeschlossen.

Bemerkung 6.8 Die lineare Ordnung impliziert, da} die minimalen Lyapunov-Exponen-
ten in den Hauptkontrollmengen ebenfalls linear geordnet sind. Eigenschaft (ii) impliziert
auBerdem, daB jeder Punkt in P*~! im Einzugsbereich mindestens einer Hauptkontrollmen-
ge liegt. Die Menge aller Punkte aus P"~!, die negativen Lyapunov-Exponenten besitzen,
148t sich also als Vereinigung von Hauptkontrollmengen und ihren Einzugsbereichen dar-
stellen.
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Die Tatsache, dafl wir uns mit der Systemhalbgruppe auf stiickweise konstante Kontrollen
eingeschrankt haben, fithrt zu folgender Definition:

Definition 6.9 Sei D eine Hauptkontrollmenge von (6.5). Das Floquet-Spektrum von (6.1)
Gber D ist definiert als

. . u(+) ist stiickweise konstant und

z)Fl(l)> T {)\(}?,U( )) ‘ (pau( )) € intD X Z/[, T—periodisch mit @(ij7u<_)> =p }

und das Floquet-Spektrum g von (6.1) ist definiert als

k
Sp=J Sm(Dy).
i=1

Auf dhnliche Weise ist das Lyapunov-Spektrum von (6.1) diber D erklirt als
Y1y(D) == {A(p,u(-) | ¢(t,p,u(-)) € D fir alle t > T fiir ein T > 0}
und das Lyapunov-Spektrum als

Sy = {Ap.u() |p P, u(-) €U}

Sicherlich gilt Xy C X, (D) C Xr,. Fiir die umgekehrte Richtung ist zunéchst nicht klar,
wann Gleichheit gilt. Wir konnen aber ein Resultat formulieren, wenn wir System (6.1) in
eine Familie von Systemen einbetten, indem wir die Gréfle des Kontrollwertebereichs mit
einem Parameter ¢ variieren.

Sei dazu U? := oU, o > 0. Dann héingen alle Groflen in Definition 6.9 von o ab. Die
Annahme (3.13) gilt fiir o > 0 genau dann, wenn sie fiir o = 1 gilt.

Seien A1, ..., \; die verschiedenen Realteile der Eigenwerte der Matrix Ag und E()\;), 1 <
i < k < n, die zugehdrigen Summen von verallgemeinerten Eigenrdumen.
Firi=1,...,k betrachten wir die folgende Abbildung von [0, c0) mit Werten in der Menge
der kompakten Teilmengen von P"~! versehen mit der Hausdorff-Metrik.

o — Do),
wobei D;(o) eine Hauptkontrollmenge ist mit (6.6)
PE()\Z) C intDi(O'> fir o >0 und DZ(O) = PE()\J

Die Anzahl der Hauptkontrollmengen k(o) nimmt fiir wachsendes o ab, deshalb kénnen
einige der D;(0), ¢ =1,...,k in (6.6) zusammenfallen. Wir bezeichnen deshalb die unter-
schiedlichen D;(c) mit D7, j = 1,..., k(o). Der folgende Satz zeigt zunéchst die Wohl-
definiertheit von (6.6), d.h. die Existenz der D;(¢). Auflerdem wird eine Aussage iiber
Zusammenhénge zwischen den oben definierten Spektren gemacht.
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Satz 6.10 Es gelte die Annahme (3.13) und auflerdem die folgende Innere-Punkt-Beding-
ung fiir o/ > 0:
Fiir alle 0 < o < ¢/ und alle (p,u(-)) € P"~! x Y7 existieren T > 0 und S > 0 mit

o(T,p,u()) € intOZ7, 4(p),

wobei (’)gTJ:_ 5(p) der positive Orbit bis zur Zeit T'+ S beziiglich der Kontrollen aus U’ ist.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Fire=1,...,kund o0 > 0 gibt es eine Hauptkontrollmenge D;(o), die die Bedingung
i) Fir: =1 k und 0 gib ine H k 1l D die die Bedi
(6.6) erfiillt und es gilt D;(o) C intD;(0”) fiir 0 < o < o’.

(ii) Die Abbildungen o — clXp(D;(0)) sind monoton wachsend und stetig auf [0, c0)
bis auf abzéhlbar viele Stellen. Die Bilder dieser Abbildungen sind Intervalle. An den
Stellen, in denen die Abbildung stetig ist, gilt cl¥p(D;) = X, (cl(D;)), i =1,...,k,
und clX g = Xy,

(iii) Sei o eine Stetigkeitsstelle, dann gibt es fiir jedes (s, u(-)) € P*~! x U7 eine Haupt-
kontrollmenge D mit mpw(s,u(-)) := {qg € P" 1|3ty — oo mit @(tg,s,u) — q} C D
und A(s,u(+)) € L1, (D).

(iv) An jeder Stetigkeitsstelle o definiere
E7(u(+)) :={z € R" |z # 0 impliziert ¢(t,z,u(")) € D] Vt € R}
fir j=1,...,k(0),u(-) el
Dann sind diese £ (u(-)) Unterrdume mit Dimension unabhéngig von u(-) € U und
es gilt R" = E7 (u(") @ ... & E7, (u(")).

Bemerkung 6.11 Die Spektralintervalle sind durch Xp (D7) < EFI(D;’) fiir i < j im
folgenden Sinne geordnet:

inf X (D7) < inf Xy (DY) und sup Xy (DY) < sup Xpy (D).

Die Spektralintervalle kénnen sich dabei aber iiberlappen.

6.3 Der Stabilisierungsalgorithmus

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate aus den vorangegangenen Kapiteln und Ab-
schnitten verwenden, um einen Stabilisierungsalgorithmus fiir bilineare Kontrollsysteme zu
entwickeln. Die Idee des Algorithmus ist dabei wie folgt:

Wenn wir eine Kontrolle konstruieren, so dafy der Lyapunov-Exponent entlang der zugehori-
gen Trajektorie stets negativ ist, so ist diese Trajektorie exponentiell stabil.

Indem wir das optimale Steuerungsproblem aus Lemma 6.4 mit dem Algorithmus aus
Abschnitt 5.3.3 zu kleinem p > 0 numerisch 16sen, erhalten wir nach Satz 3.18 und Satz
3.24 mit der Wertefunktion eine Approximation der minimalen Lyapunov-Exponenten in
jedem Punkt s € P"!, insbesondere gibt es dort Bereiche, in denen die Wertefunktion
negativ ist. Mit dem Algorithmus aus Abschnitt 5.4.1 kénnen wir dann nach Satz 5.28 zu
jedem Anfangswert e-optimale Kontrollen konstruieren.
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Wir wollen nun diese Kontrollen dafiir verwenden, eine neue Kontrolle entlang der exakten
Trajektorie zu konstruieren, deren Endstiicke das optimale Steuerungsproblem fiir jeden
Punkt auf der Trajektorie approximativ optimal 16sen, und damit die Voraussetzungen des
Approximationssatzes 4.3 erfiillen.

Definition 6.12 Zu jedem z € QF sei mit u,(-) € U eine Kontrolle gegeben. Sei nun (7
eine Folge in R mit 71 = 0, 741 > 7; und 7541 — 7; € [p p] Vi € Nund a,b € R, a
Dann ist die Kontrolle i, (-) € U definiert durch:

i)ien
<.
ux|[7'177'z+1) — u%"(w Tiy (- ’[0 Tit1—Ti) VieN

Lemma 6.13 Sei zu jedem z € QF eine Kontrolle u,(-) € U gegeben, so daB
|Jp(x, uzp(-)) — vp(x)| < e. Dann gilt fiir 4,(-) € U aus Definition 6.12:

o002, 1)), (0 + ) < 0p(0(0,2, 1)) + P e Vo > 0.

Beweis: Nach Wahl der 7; ist e ? < e P(Ti+1-7) < ¢~ Damit ergibt sich mit z,, =
So(x77-i7ul‘(')):
Ti+1—Ti

e_ptg((p(t’ Lrjy Uz, ())v Uz, (t))dt
0

(o ¢]
+ e PTin—T /e Pty oty Tr s sy, () Ua,,,, (1))dE
0

Ti+1—Tq

< / e Plg(plt, Tr,s Us,, (), Us,, (t))dt + e*P(Tz‘+1*T¢)Up(xTi+l) 4 e PTid1—Ti) o

[e.e]

= / eGPt Tr, (), (8))dE 4 €7PT01 7T
0
v

p(r) 42+ e P e < y(an) 4 (L4 e e
Per Induktion ergibt sich so:

T
00 1+1

Jp(ﬂ?,ﬂx()) - Z/eiptg((p(ta(p(Tiymvﬁx('))7uga(n,z,ﬂz(-)))7ugo(n,x,ﬂz(-))(t))dt
i=0
< uple) + (1+e Z — ule) £

1—e@

Wegen der rekursiven Definition von . (-) gilt dies fiir alle J,(¢ (73, , Uz (), Ua (75 +-)), @ €
N.
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Fiir die Zwischenstellen betrachte folgende Ungleichung:
Sei o > 0 und ug,(-) € U gegeben, so daB |J,(xo, Uz, (-)) — vp(xo)| < €. Dann gilt

veo)+e = [P glp(tmn,uay () (O)dt
0

e_ptg(so(tv L0, Uz ())v Uz (t))dt

I
o

e}

+ e_pff/e_ptg((p(t,@(U,$07UIO(-))7UIO(O—+‘))’umo(0+t))dt
0

=Jp (‘P(U:xo YU ()) YU (J+'))

> [ P gloltsmn ) una (D) + €0y (0(0,20,10,)
0
> vp(zo).

Aus dieser Einschachtelung folgt

|Up(90(aa $07u$0('))) - Jp((p(CL x07u$0('))>uwo(a + ))| < ge.

Wenn ¢ € N nun maximal gew#hlt wird mit 7, < o und xg := (73, x, 4 (-)), folgt:

1 —a
[vp((o, 2, Uz (")) — Jp(plo, 2, Us(")), tz(o + )| < 11_72_“ Leefl7TT) < e 1_e-a €

Bemerkung 6.14 Die obige Abschitzung wird minimal fiir a = b = In(1 4 v/2). Es gilt

dann e’ f_f:z = 3 + 2v/2. Dies ist leicht zu sehen durch Gleichsetzen von a und b und

Ableiten des Ausdrucks.

Bemerkung 6.15 Fiir die diskretisierte Trajektorie erfiillt (fiir geniigend kleines & > 0)
bereits die vom Algorithmus gelieferte Kontrolle u,(-) € U}, eine dhnliche Behauptung, d.h
es gilt

|[Jn(on(hs @, ue (), uz(Gh + -)) — valen(ih, @, ua(-)))] < e

Dies ergibt sich sofort aus Satz 5.28 und der Konstruktion von u,(+).

Der folgende Satz formuliert nun das Ergebnis der Uberlegungen zur numerischen Berech-
nung einer stabilisierenden Kontrolle.

Satz 6.16 Sei p > 0 und v} die numerisch berechnete Wertefunktion von (6.5). Sei A € QF
gegeben, so dafl pvf(x) < —6 < 0 fiir beliebig kleine h, k > 0 und alle z € A.

Zuzx € Aund a <b € R sei 4y nach 6.12 mit ug(-) = ugh() aus Definition 5.26 konstruiert
und es gelte p(x,t,u,(-)) € A Vt > 0 ebenfalls fiir beliebig kleine h, k& > 0.

Dann gibt es H > 0, K(h) > 0, so daf} u, das System (6.1) mit zu = korrespondierenden
Startwerten stabilisiert fiir h < H, k < K (h).
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Beweis: Nach Satz 5.28 gibt es zu jedem ¢ > 0 H > 0, K(h) > 0, so dafl J,(x,us(-)) <
—5+4e? L_FZ:Z e Vo € A. Da ¢ in A bleibt, folgt mit Lemma 6.13, da8 J,(¢(t, z, u(-)), 4, (t+
)) < =9 +¢e Vt > 0. Fiir hinreichend kleines € > 0 sind also die Voraussetzungen von
Satz 4.3 erfiillt, womit die zu u, gehorige Trajektorie des urspriinglichen Systems negativen

Lyapunov-Exponenten hat. l

Bemerkung 6.17 Fiir die Betrachtung der Stabilisierungsprobleme ist es sinnvoll, zusétz-
lich zu der oben definierten ,numerischen* Menge A die Menge B := {z € Q*|\*(z) < 0}
zu betrachten. Diese Menge 148t sich nach Bemerkung 6.8 als Vereinigung von Kontroll-
mengen und ihren Einzugsbereichen darstellen. Verlafit eine Trajektorie die Menge B fiir
alle t > tg € R, so muf} es auch t; € R geben, so dafl die Trajektorie nicht mehr fiir alle
t > t1 in A liegt, da sich ansonsten ein Widerspruch zu Satz 4.3 ergibe.

Nach den Sétzen 3.18 und 3.24 143t sich — unter den dortigen Voraussetzungen — auflerdem
eine kompakte Menge K C QF finden, die sowohl in A als auch in B liegt.

Bemerkung 6.18 Es reicht i.A. nicht, bei Satz 6.16 vorauszusetzen, dafl die Trajektorie
zu einer optimalen Kontrolle in einer solchen Menge A bzw. B bleibt. Lauft z.B. diese
Trajektorie ,nahe am Rand“ der Menge, so kann eine Trajektorie herauslaufen, obwohl sie
zu einer e-optimalen Kontrolle gehort. Das gleiche gilt fiir Startwerte, die nahe am Rand
von A oder B liegen.



Kapitel 7

Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden die numerischen Beispiele vorgestellt, die mit dem entwickelten
Algorithmus berechnet wurden. Im ersten Teil wird zunéchst der neue Algorithmus mit
dem alten , beschleunigten Algorithmus “ verglichen.

Im zweiten Teil werden dann zwei Kontrollsysteme vorgestellt, die mit diesem Algorithmus
stabilisiert wurden.

7.1 Vergleich der Algorithmen

Im Folgenden soll der Koordinatenaufstiegsalgorithmus aus Abschnitt 5.3.3 mit dem be-
schleunigten Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 verglichen werden. Als Vergleichskriterium
wurde die Anzahl der Aufrufe von iter_step bzw. die Anzahl der Iterationen in iterate ver-
wendet, was der Anzahl der Auswertungen des Operators T entspricht.

In den folgenden Tabellen ist der Aufwand fiir wechselnde Parameter h, k und p beschrie-
ben. Alle Berechnungen wurden auf einer IBM6000-Workstation durchgefiihrt. Tabelle 7.1
zeigt den Vergleich der Algorithmen fiir das in [16] beschriebene System SAMPLE, mit
dem auch dort die numerischen Tests durchgefiihrt wurden. Hier wie dort wurden N = 16
Knoten und h = 0.01 gewéhlt. Ops; bezieht sich auf den neuen Algorithmus, Opse auf
den alten beschleunigten Algorithmus. In Tabelle 7.1 bezeichnen err; bzw. erry den durch-
schnittlichen Fehler durch Gegeniiberstellung mit den exakten Werten aus [16], Lemma
5.3.

’ p ‘ Vo H Opsy ‘ erry ‘ Opsa ‘ erry ‘
2.0 |-0.715 5 0.0022 | 198 | 0.0091
0.5 -2.86 5 0.0197 | 452 | 0.0336

0.0625 | -22.88 5 0.0415 | 1396 | 0.0616

Tabelle 7.1: Abhéngigkeit vom Diskontfaktor p im Beispiel SAMPLE zu oben
angegebenen Parametern.
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Die folgenden Vergleiche wurden mit dem projizierten zweidimensionalen linearen Oszilla-
tor mit b = 1.5 durchgefiihrt; das System ist im Abschnitt 7.2 beschrieben.

[ p | Vo [ Opsi | Opsy
5.0 -0.66 16 2001
20 | -1.66 35 | 5543
1.0 | -3.32 12 | 11477

0.1 -33.23 194 | 121187
0.01 | -332.27 1707 -
0.001 | -3322.72 || 16836 -

Tabelle 7.2: Abhéngigkeit von der Diskontrate p bei h = 0.1, k = 0.032.

| h | Opsi| Opsy |
1.0 13 11477
0.1 42 11477
0.01 51 11477

Tabelle 7.3: Abhéngigkeit von h bei k = 0.032, p = 1.0.

|k [[Opsi| Opsy |
0.063 28 5918
0.032 42 11477
0.0063 233 | 49625

Tabelle 7.4: Abhéngigkeit von k bei h = 0.1, p = 1.0.

Die Anzahl der Operationen ist bei diesen Rechnungen bestimmt durch die Abbruchgenau-
igkeit. Hier wurde grundsitzlich der Wert 10~ vorgegeben. Die berechnete Wertefunktion
stimmt bei beiden Algorithmen bis auf eine Abweichung von etwa 1072 iiberein. Bei den
Gegeniiberstellungen mufl beriicksichtigt werden, daf3 hier nur der Aufwand des Iterations-
verfahrens gemessen wurde. Gerade bei kleinem k und vielen Kontrollwerten benétigt das
Aufstellen der A-Matrix viel Zeit; dieser Abschnitt des Verfahrens ist bei beiden Algorith-
men gleich.

In Tabelle 7.2 wurde beim alten Verfahren zu den Diskontraten p = 0.01 und p = 0.001 bei
erlaubten 20000 Iterationen (dies entspricht in diesem Beispiel 460000 Operationen) keine
Konvergenz erreicht.

Festzuhalten ist in jedem Fall, daf das hier entwickelte Verfahren in der Iteration gerade bei
hoher Genauigkeit (speziell bei kleinen p) mit erheblich weniger Rechenaufwand auskommt.
Einige der folgenden Berechnungen, bei denen mit recht hoher Genauigkeit gerechnet wird,
wéren mit dem alten Algorithmus in verniinftiger Zeit kaum zu rechnen gewesen.

In den néchsten beiden Abschnitten werden zwei Systeme vorgestellt, an denen der Sta-
bilisierungsalgorithmus getestet wurde. Im einzelnen sind dies der zweidimensionale und
der dreidimensionale lineare Oszillator zu verschiedenen Parametern, so dafl verschiedene
Fille beziiglich Anzahl und Lage der Kontrollmengen auftreten.
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7.2 Der zweidimensionale Lineare Oszillator

Der zweidimensionale lineare Oszillator ist beschrieben durch
E+20c+ (1+u)zx=0
bzw. als zweidimensionales System mit z1 =z, z9 =T

¥ 0 1 7
(2)-(% 5)(2) 2

=:A(u)

T
[Ed]

. 52(1 4+ us? + 2bs1s2) (7.2)
T\ (14 u)sy — 2bsy + s3(usy + 2bs3) '

Fiir das auf P! projizierte System s = gilt nach Lemma 6.4:

Mit der Parametrisierung s(t) = (s1(t), s2(t)) = (cos ¢(t),sin ¢(t)) ergibt sich so

$(6) = ( o) ></3(t) - ( Pt )¢<t> (7.3

Aus den ersten Zeilen von (7.2) und (7.3) folgt nun die Differentialgleichung fiir ¢:

¢ = —(1 4+ ucos® p + 2bsin p cos p) (7.4)
Die Kostenfunktion lautet mit dieser Parametrisierung:

g(p,u) = —sin p(u cos ¢ + 2bsin @) (7.5)

Fiir den zweidimensionalen linearen Oszillator wurden zwei Félle untersucht. Fiir die Wahl
der Parameter betrachtet man die Eigenwerte von A(u) fiir ein u € U. Diese sind A2 =
—b £ vb? — 1 — u. Nach Satz 6.7 kann man nun die Eigenwerte z.B. zu u = 0 betrachten,
und dadurch auf die Kontrollmengen fiir den Kontrollwertebereich U = [—a, a], a geniigend
klein, schliessen.

7.2.1 Das System mit einer Kontrollmenge

Im ersten Fall wurde der Parameter b = 0 gewéhlt. In diesem Fall existieren die komple-
xen Eigenwerte i und damit eine Kontrollmenge, die ganz P' umfat. Zur Berechnung
wurden die numerischen Parameter wie folgt gesetzt: £ = 0.016, h = 0.01, p = 0.01, U =
{-0.5,0.5}. Die berechneten Werte vf(x) lagen dabei im Intervall [—0.162009, —0.161327],
sind also bis auf Abweichungen durch die Rechengenauigkeit konstant auf ganz P!. Bild
7.1 zeigt die Trajektorien zu den konstanten Kontrollen v = —0.5 und v = 0.5, sowie die
Trajektorie zur vom Programm berechneten Kontrolle. Es zeigt sich, dafl diese tatséchlich
exponentiell stabil ist.
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Abbildung 7.1: Stabilisierung bei einer Kontrollmenge.

7.2.2 Das System mit zwei Kontrollmengen

Im zweiten Fall wurde b = 1.5 gesetzt. In diesem Fall gibt es zwei unterschiedliche reelle
Figenwerte und damit zwei Kontrollmengen, in denen sich die Lyapunov-Exponenten stark
unterscheiden. Abbildung 7.2 zeigt die vom Programm berechnete optimale Wertefunktion
fiir verschiedene p > 0. Die Berechnungen wurden durchgefiihrt mit den Parametern k =
0.0016 in einer Umgebung der varianten Kontrollmenge, £ = 0.016 sonst, h = 0.01 und
U = {-0.5,0.5}. Die Sprungstelle, die sich bei kleinen p abzeichnet, deckt sich genau mit
dem Rand der varianten Kontrollmenge.

Es liegt nun nahe, anzunehmen, da8 fiir Startwerte, deren Projektionen nach P! in dieser
varianten Kontrollmenge liegen, die mit der Kontrolle des Programms gesteuerte Trajek-
torie schneller nach Null lduft, wenn die entsprechenden Voraussetzungen aus Satz 6.16
erfiillt sind. Die folgenden Trajektorien in Bild 7.3 (berechnet mit p = 0.01) zeigen, daf
genau dieses der Fall ist. Die von links oben nach Null laufenden Trajektorien sind die-
jenigen, deren Projektionen in der varianten Kontrollmenge liegen, wihrend die anderen
Trajektorien zuerst in die invariante Kontrollmenge laufen und dann in den Nullpunkt.
Die variante Kontrollmenge ist in der Grafik durch die gepunkteten Linien angedeutet, die
invariante durch die gestrichelten Linien.

Die Rénder der Kontrollmengen konnen ausgerechnet werden, wenn man beriicksichtigt,
dafl sie bei diesem einfachen System gerade durch die Eigenrdume zu den extremalen
Kontrollen gegeben sind. Deren Reprisentanten auf P! lassen sich leicht explizit ausrechnen;

es gilt 51 = i\/1+(7bi\/1b2717u)2‘
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Abbildung 7.2: Wertefunktion zu wechselnden p > 0 bei zwei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.3: Stabilisierung bei zwei Kontrollmengen.

Als weiterer numerischer Test mit diesem System wurden die Spektralintervalle numerisch
berechnet. Um den maximalen Lyapunov-Exponent in der varianten Kontrollmenge D; zu
berechnen, wurden zwei Strategien verwendet. Zum einen wurden nur die u € Uy, betrachtet,
fiir die die zugehorigen Trajektorien in dieser Kontrollmenge blieben. Zum anderen wurde
das zeitumgekehrte System betrachtet, fiir das diese Kontrollmenge gerade die invariante
ist, die Lyapunov-Exponenten aber gleichbleiben, was aus der Betrachtung der Floquet-
Exponenten folgt. Mit p = 0.01, h = 0.001 und k£ = 0.0006 ergab sich in beiden Féllen ein
Wert von —2.37. Zusammen mit dem Wert —2.81, der sich beim Minimieren ergab, lautet
die numerische Berechnung des Spektralintervalls also cl¥r, (D) = [-2.81, —2.37]. Fiir die
invariante Kontrollmenge Dj ergab sich cl¥r, (D) = [-0.62, —0.19].

7.3 Der dreidimensionale Lineare Oszillator

Der dreidimensionale lineare Oszillator ist gegeben durch die Gleichung
Y+aj+by+ (c+u)y=0 (7.6)

oder als dreidimensionales System beschrieben durch

g2 | = 0 0 1 Yo (7.7)
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mit a,b,c e Rund u € U.
Mit der Projektion nach P? mittels Lemma 6.4 und s = ﬁ ergibt sich also:

59— s1(—(c+u)s183 + s152 + (1 — b)sas3 — as?)
§= 53 — so(—(c+u)s183 + s182 + (1 — b)sas3 — as3) (7.8)
—(c+u)sy — bsy — asz — s3(—(c+u)s183 + s152 + (1 — b)sas3 — as3)

Fiir die Parametrisierung der Sphéire wurde die im Anhang A beschriebene Stereographi-
sche Projektion (A.6) gewé&hlt.
Durch Ableiten von (A.6) erhélt man

) 2 Az, z)T
s1 = —
L flzf* (14 [l=]?)
) 2&9 Az, x) o
S92 = —
L flzf* (14 [l]?)
. Az, x)
§3 = —0——————
’ (L [J]2)?
also lautet die Umkehrung
(=) (L l=)?)
rT = D)
. _ . 1 2
by = 2= 8sm)(1 4 [z]) (7.9)

2
Die rechte Seite ergibt sich also aus den Gleichungen (7.8), (A.6) und (7.9).
Die Zielfunktion lautet nach Lemma 6.4 mit ¢ = ¢g aus (A.6):

9(x,u) = (—c — u)d1(z)d3(x) + ¢1(z)da(x) + (1 — b)da () P3(x) — ags(x)? (7.10)

Die folgenden grafischen Darstellungen der Ergebnisse in P? sind der besseren Ubersicht-
lichkeit wegen in Kugelkoordinaten (s; = sin 6 cos ¢, so = sinfsin ¢, s3 = cos §) dargestellt.
Auflerdem wurde das System fiir die Ausgabe mittels der Standard-Transformation z(t) :=

e%“ty(t) transformiert.

Die Analysen der Kontrollmengen sowie die Grafiken, die die Kontrollmengen zeigen, wur-
den mit dem Programm CS2DIM zur numerischen Berechnung von Kontrollmengen von
Gerhard Héckl durchgefiihrt.

Auch fiir den dreidimensionalen linearen Oszillator wurden zwei Félle mit unterschiedlicher
Anzahl von Kontrollmengen untersucht. Hierzu wurden wiederum die Eigenwerte bzw.
Eigenrdume von A(0) betrachtet.

Das charakteristische Polynom von A(0) lautet x(z) = @3 + bjz + by mit by = b — 1a?,
by = ¢ — tab+ Za3. Fiir die Eigenwerte betrachtet man nun D = (%1)3 + (%0)2. Fir D >0
existieren ein reeller Eigenwert und zwei konjugiert komplexe Eigenwerte, deren Realteil
gleich Null ist, also existieren zwei generalisierte Eigenrdume. Fiir D < 0 existieren drei
reelle Eigenwerte, also drei Eigenrdume.

Mit diesen Voriiberlegungen kann man nun Parameter finden, so dafi das Kontrollsystem
fir U = [—a,a], a € R, zwei bzw. drei Kontrollmengen besitzt.
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7.3.1 Das System mit zwei Kontrollmengen

In diesem ersten Fall wurden die Parameter wie folgt gewéhlt: a =1, b =0, ¢ = 0.5
(= D =0.094), U = {-0.3,-0.25,...,0.25,0.3}. Mit diesen Parametern ergibt sich eine
invariante und eine variante Kontrollmenge. Bild 7.4 zeigt diese Mengen.

Da die variante Kontrollmenge (links unten und rechts oben im Bild) recht klein ist, gerade
aber die Wertefunktion in dieser Menge und in einer Umgebung dieser Menge interessant
ist, wurde zur Berechnung der Wertefunktion das Gitter in einer Umgebung dieser Kon-
trollmenge feiner gewihlt als auf dem Rest von Q. Die Werte wurden gewihlt als k& = 0.1
auflerhalb einer Umgebung der varianten Kontrollmenge und k£ = 0.0007 um diese Menge.
AuBerdem wurde h = 0.1 und p = 0.01 gewdhlt. Die optimale Wertefunktion ist in Bild
7.5 dargestellt. (Die Gitterpunkte in der Netzgrafik entsprechen nicht den Knoten bei der
Berechnung.)

Bei Verkleinerung von p ohne gleichzeitige Verkleinerung von h und k konnte keine Verbes-
serung der Wertefunktion, d.h. ein ,schéarferer Knick“ am Rand der Kontrollmenge, mehr
erzielt werden.

Es zeigt sich jedoch, dafl die Genauigkeit der Wertefunktion zur Stabilisierung des Systems
fiir Anfangswerte, deren Projektion nach P? in der varianten Kontrollmenge und nicht zu
nahe am Rand liegen, ausreicht. In Bild 7.6 ist der Verlauf einer optimalen Trajektorie
in P? dargestellt. In Bild 7.7 sind die stabilisierte Trajektorie in R? sowie gestrichelt die
Trajektorien zu den konstanten Kontrollen u = —0.3 und v = 0.3 dargestellt.
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Abbildung 7.4: Lage der zwei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.5: Wertefunktion bei zwei Kontrollmengen.

Fiir Anfangswerte, die nicht zu nahe am Rand der Kontrollmenge liegen, zeigt sich nach
einigen Zeitschritten jeweils ein &hnlicher Verlauf ungefdhr in der Mitte der Kontrollmenge.
Bei Anfangswerten, die nahe am Rand der Kontrollmenge liegen, kommt es vor, wie nach
Bemerkung 6.18 zu erwarten war, dafl die berechnete Trajektorie aus der Kontrollmenge
herauslauft und die Losung dann nicht mehr stabil ist.

7.3.2 Das System mit drei Kontrollmengen

In diesem Fall wurden die Parameter a = —1, b = =3, ¢ = 0.5 (= D = —1.28), U =
{-1.0,-0.9,...,0.9,1.0} gewéihlt. Bild 7.8 zeigt die Lage der Kontrollmengen sowie die
Einzugsbereiche von Ds, der zweiten varianten Kontrollmenge. Die Kontrollmenge unten
links bzw. oben rechts ist die offene variante, die Kontrollmenge unten rechts bzw. oben
links ist die invariante, in der Mitte liegt die zweite variante Kontrollmenge.

Die Berechnung wurde durchgefithrt mit £ = 0.1, h = 0.05, p = 0.01. Bild 7.9 zeigt die
optimale Wertefunktion, in Bild 7.10 ist der Bereich markiert, in dem die Wertefunktion
negativ ist.
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Abbildung 7.6: Optimale Trajektorie in P? bei zwei Kontrollmengen.

Bild 7.11 zeigt eine optimale Trajektorie in P2, die im Einzugsbereich der zweiten varianten
Kontrollmenge startet. Die Trajektorie lduft schnell in diese Kontrollmenge und bleibt dort.

In Bild 7.12 ist die zugehérige Trajektorie im R? dargestellt. Zusitzlich sind dort die Trajek-
torien zu gleichem Anfangswert und konstanten Kontrollen v = —1 sowie u = 1 gestrichelt
abgebildet. Auch hier reicht also die Genauigkeit der Wertefunktion aus, um das System
zu stabilisieren.
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Abbildung 7.8: Lage der drei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.9: Wertefunktion bei drei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.10: Negativer Bereich bei drei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.11: Optimale Trajektorie in P? bei drei Kontrollmengen.
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Abbildung 7.12: Optimale Trajektorie in R? bei drei Kontrollmengen.
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Anhang A

Trajektorien im Projektiven Raum

In den Kapiteln 2 und 5 sind wir von einem System im R™ und einer Funktion ¥ mit
gewissen Eigenschaften (im Wesentlichen Erhaltung der stetigen Abhéngigkeit vom An-
fangswert) ausgegangen. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daf sich ein System im
Projektiven Raum in ein solches umformen lést.

Wir werden hier wie in Kapitel 6 den Projektiven Raum als Sphére auffassen, bei der
gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden, da dies der Projektion mittels z/||z| ent-
spricht.

A.1 Umformulierung in ein lokales Problem

Wir haben aus Lemma 6.4 ein Kontrollsystem auf P"~! gegeben. Um die Theorie aus den
Kapiteln 2 und 5 anzuwenden, miissen wir dies nun in ein Problem auf einer offenen Menge
W C R™ ! umformulieren.

Der einfacheren Notation wegen wird in diesem Abschnitt keine Abhéngigkeit der rechten
Seite von einem Kontrollwert u angenommen. Alle Aussagen gelten aber analog.

Wir werden nun Voraussetzungen fiir beliebige kompakte Mannigfaltigkeiten formulieren,
unter denen sich eine Funktion ¥, wie wir sie benétigen, finden 148t; danach wird gezeigt,
dafl P"~! diese Voraussetzungen erfiillt.

Wir betrachten also eine kompakte n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit
lokalen Parametrisierungen (¢;,U;), @ € I und U;e; ¢5(U;) = M. Wegen der Kompaktheit
von M koénnen wir I endlich wahlen.

Auf M sei ein Vektorfeld X : M — TM gegeben, so dafl zu jedem p € M die Losungs-
trajektorie p(t) fiir alle ¢ > 0 existiert. Die lokale Darstellung von X in U; bezeichnen wir
mit fi, d.h. f;(x) := D¢; ' X (¢(x)). Eine Riemann’sche Metrik auf M sei bezeichnet mit

a(-,-).

Die diskretisierte Trajektorie py(:) zu p € M, h > 0 ist definiert durch
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mit

po=p, Dpjr1 =i (07 (05) + hfiy (67 (), (A1)
wobei die unten stehende Forderung (A.4) fiir hinreichend kleine h > 0 die Existenz einer
solchen Parametrisierung ¢;; zu jedem p; sicherstellt.

Fiir die Zeit, in der p(-) bzw. pp(-) in einer Koordinatenumgebung ¢;(U;) bleiben, kénnen
wir die entsprechenden lokalen Trajektorien definieren durch

$( 07 (p) =67 (p(-)) und @ b7 (p) = 6 (pa(-)-
@(-, o) ist dann die Losung der gewshnlichen Differentialgleichung (¢, zo) = f;(¢(t, z0))
mit Anfangswert xog € U;, ¢n(-, zo) ist deren Diskretisierung per Euler-Verfahren.
Wir stellen nun folgende Anforderungen an M, X und die (¢;, U;):
Die f; seien auf allen U; beschriankt und Lipschitz — stetig mit Konstanten

My, Ly unabhingig von i. (A.2)

ollor ! (p) — 67 ()]l < d(p,q) < Blloi () — 67 ()| Vi€ L pq € ¢i(Us)
fiir positive reelle Konstanten «, . (A.3)

I >0: Vpe M Ficl mit
p(t) € 6i(U3) Y€ 0,T), 67 pg) + o7 (1) €U Vi< ¢ (A4)

Fiir p und (¢;,U;), die (A.4) erfiillen, schreiben wir kurz p < ¢;. Mit dieser Notation
konnen wir die letzte Anforderung formulieren.

Vp,q € M mit p < ¢;, ¢ = ¢j, 1 # j gibt es eine Kette

p=1r9, T, ..., Tk =q auf der kiirzesten Verbindung von p nach ¢ in M und

U, = Ulo, Ul17 Ceey Ulk+1 = Uj mit r; < Ulp r; <> Uli+1 Vi € {0,. . .,k} (A5)
Falls X und damit die f; von weiteren Parametern abhingen, fordern wir, daf (A.4) zu
festem ¢ fiir alle moglichen Parameter erfiillt ist.

Bevor wir jetzt zeigen, daB8 S”~! und P"~! mit , geeignetem* Vektorfeld X diese Anforde-
rungen erfiillen, betrachten wir zunéchst noch eine Parametrisierung, die wir im weiteren
verwenden werden. Hierbei beschranken wir uns wegen der einfacheren Notation auf den
Fall n = 3, der uns fiir die in dieser Arbeit diskutierten numerischen Beispiele geniigt. Die
folgenden Aussagen gelten aber auch fiir beliebige hohere Dimensionen.

Definition A.1 Die stereographische Projektion ist definiert durch
¢s B> — §7\{(0,0,-1)}

2z 2x2 2
| ) | | B A6
¢s(@1,22) (1+HmHQ 1+ )27 1+ [l ) o
on R — s2\{(0,0,1)}
2xq 219 2
Y | a2 AT
on (1, T2) (1+||x||2 1 |22 1+Hx||2) (A7)



90 ANHANG A. TRAJEKTORIEN IM PROJEKTIVEN RAUM

Bemerkung A.2 Die stereographische Projektion ist eine Parametrisierung der Sphére.

Lemma A.3 Sei X ein Vektorfeld auf S?, so daB fiir alle beschriinkten offenen Mengen
W C R? fiir die bzgl. ¢g, ¢ zu X gehorigen lokalen Darstellungen fg und fy Bedingung
(A.2) mit M;(W) und L;(W) erfiillt ist.

Dann gibt es Uy = Us = W C R?, so daf} die Bedingungen (A.2) — (A.5) erfiillt sind.

Beweis: Es bezeichne Ds := {z € R?|||z|| < 1 + &} die offene Scheibe in R? mit Radius
14 6 um den Nullpunkt. Dann gilt fiir beliebige § > 0

§* = ¢s5(Ds) U o (Ds).

Die Existenz von a und 3, die (A.3) erfiillen, kann aus der Existenz von & und (3 in einer
dhnlichen Abschétzung fiir die Linge von Kurven (vgl. [2], Beweis zu Theorem 3.1) herge-
leitet werden. Fiir die Sphiére ist die Existenz von o und ( auf Ds aber auch anschaulich
klar, o und S8 héngen dabei von § ab.

Wir wéhlen nun ein beliebiges § > 0 und schétzen ab, wie weit sich eine Trajektorie zu
vorgegebener Zeit T' > 0 von einem beliebigen Startpunkt auf dem Aquator (also der Men-
ge Ai={(z,y,2) € S?|z = 0}) vom Aquator entfernt. Wir brauchen dabei nur Trajektorien
zu beriicksichtigen, die den Aquator nicht kreuzen, also 0.B.d.A. ganz in ¢g(Ds) liegen.
Daher kénnen wir die lokalen Trajektorien ¢(-, zg) und ¢p (-, xo) betrachten. Fiir diese gilt:

0 — &(T, o) = /fs (t,20))dt < M,T (A8)

und )
2o — @n(T, o)l = hfs(@n(jh, m0))dt < M{T. (A.9)

j=1

Also gilt fir pe A

d(p,p(T)) < Bllos' (p) — A(T. d5" (0))Il < BM;T

und ebenso fiir p, (7).

Wir wihlen nun 6 so grof, daf§ alle Punkte mit Abstand SM;T" vom Aquator sowohl in
¢s(Ds) also auch in ¢ (Ds) liegen und setzen W := Ds.

Klar ist, da8 mit diesem W die Bedingungen (A.2) bis (A.4) erfiillt sind.

Um zu zeigen, dafl auch Bedingung (A.5) erfiillt ist, ben6tigen wir folgende Uberlegung:
Wenn p und ¢ auf einer Halbkugel der Sphére liegen, ist (A.5) wegen (A.4) sofort erfiillt.
Wenn sie auf verschiedenen Halbkugeln liegen, gibt es auf der kiirzesten Verbindung sicher
einen Punkt 7 auf dem Aquator der Sphire. Nach Konstruktion von W erfiillt dieser Punkt
r < ¢n und r < ¢g, also ist Bedingung (A.5) ebenfalls erfiillt. U

Das folgende Lemma liefert uns die Moglichkeit, Differentialgleichungen, die durch ein
Vektorfeld auf P?~! gegeben sind, in ein Problem auf einer offenen Teilmenge des R™~!
umzuformen.
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Lemma A.4 Es seien die Voraussetzungen von Lemma A.3 erfiillt. Die Funktion ¥ sei
mit W aus Lemma A.3 gegeben durch:

UoR" 5 W

fall eWw
T (A.10)
ERE sonst

Weiterhin sei g : P*~! — R eine beliebige reellwertige und Lipschitz-stetige Funktion auf
Pl
Dann gilt mit obiger Notation:

(i) Die Losung von ¢(t, z9) = fs(p(t, z0)), ©(0,20) = 7o € R" ! existiert eindeutig fiir
alle t > 0, 29 € R"™L, fiir die die Trajektorie p(7) in M mit p = ¢5(x0) nicht durch
(0,...,0,—1) € S"~! lauft fiir alle 7 < ¢.

(i) Fiir diese Losung gilt: W(p(t,x0)) = ¥(p(t, ¥(zg))) Vae € R L.

(iii) Fir g gilt: g(¢s(2)) = g(¢s(P(x))) Vo e R

Dariiberhinaus ist fg auf W beschrinkt und Lipschitz-stetig, desgleichen ist g(¢g(-)) auf
W Lipschitz-stetig.

Beweis: (i) folgt aus der Tatsache, dal p(-) = ¢g(¢(-,x0)) mit p = ¢g(z) gilt. Da p(-)
eindeutig existiert, muf dies auch fiir ¢(-, zo) gelten.
Durch Nachrechnen sieht man, daf

U(z) = g’ (—ds(x)) VYo e R"H\W.

Wegen der Identifikation gegeniiberliegender Punkte auf der Sphére gilt (—p)(t) = —(p(t))
fiir beliebige Punkte p € S"~!, also folgt mit p = ¢5(z0)

U(p(t,20)) = ¢35 (—p(t)) = d5' (=)(1)) = b5 (—s(o(t, ¢ (=p)))) = V(p(t, ¥(z0)),

also gilt (ii).
(iil) gilt mit p = ¢g(x) wegen

9(ds(z)) = g(p) = 9(—p) = g(—¢s(x)) = 9(¢s(¥(z)))-

Die Lipschitz-Stetigkeit und Beschrianktheit von fg auf W ist nach Voraussetzung klar, die
Lipschitz-Stetigkeit von g(¢s(-)) folgt aus der Existenz der Konstanten [3. 0

Bemerkung A.5 Eine weitere Eigenschaft der Funktion U ist, da§ W(x) € Dy Vz €
R" 1\ W (Dy ist die offene Scheibe um 0 mit Radius 1). Zusammen mit der Wahl von W
garantiert uns dies nach Lemma A.3, daf alle Trajektorien (exakte sowie diskretisierte),
die in einem Punkt ¥(z) mit x aulerhalb von W starten, mindestens fiir die Zeit T in W
bleiben.

¥ kann also als eine Funktion aufgefait werden, die in lokalen Koordinaten einen Wechsel
der Parametrisierung vornimmt, so dafl danach Bedingung (A.4) erfiillt ist.
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Mit der Funktion ¥ definieren wir nun lokale Trajektorien (exakte sowie diskretisierte), die
dquivalent zu denen im projektiven Raum sind.

Definition A.6 Es seien nach Lemma A.3 eine Menge W C R™! und eine Lipschitz-
stetige und beschrinkte Funktion f : W — R"~! gegeben, die durch ein Vektorfeld auf
P"~! definiert ist. Es sei $(t, zo) die Trajektorie zum Anfangswert 2o € W. Dann definieren
wir mittels der Funktion ¥ aus (A.10) zu x € R"! induktiv
o(t,r,u) = 4, ¥(x)) YO<t<Ty mit p(t,¥(z)) e W (A.11)
(T +t,x) = ¢t U(p(T;,x))) YO <t <Tpyy —T; mit G(t, U(p(T;,x))) € W

und analog zu h > 0 die diskretisierte Trajektorie
o = ‘l’(x), Ti41 = ‘IJ(CCZ + hf(ﬂ?l)) (A.12)

firi=1,2,...

A.2 Stetige Abhingigkeit und Diskretisierung

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daf} fiir die exakten und diskretisierten Trajektorien
stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert gilt. Desweiteren zeigt sich, dafl wir Differentialglei-
chungen, die durch ein Vektorfeld auf P! bzw. S"~! gegeben sind, approximativ lésen
konnen, indem wir das Euler-Verfahren in lokalen Koordinaten anwenden. Fiir dieses Ver-
fahren kénnen wir dann den Diskretisierungsfehler abschéitzen.

Lemma A.7 (Gronwall-Lemma)
Sei I C R ein Intervall, v : I — R™ eine stetige Funktion, die fiir positive Konstanten
a, BER, tg € I und alle t € I die Abschéitzung

Y(it)<a+p ttw(s)ds (A.13)

erfiillt. Dann gilt fiir alle ¢t € I die Ungleichung
P(t) < aellt=tol, (A.14)

Setzt man in (A.13) die strikte Ungleichung voraus, so ergibt sich auch in (A.14) die strikte
Ungleichung.

Beweis: Setze

o) = [ v(s)as.

Damit schreibt sich (A.13) als d(t) < a+ Bo(t). Setze nun (t) := ¢(t)e L. Durch Diffe-
renzieren von @ erhiilt man 0(t) < ae™P!. Integration dieser Ungleichung (die Funktionen
sind nichtnegativ wegen (A.13) und es gilt §(tp) = 0) liefert

o(t) < %\e*ﬂt — e B,



A.2. STETIGE ABHANGIGKEIT UND DISKRETISIERUNG 93

Damit ergibt sich fiir ¢

& Blt—to] _ ¢
o(t) < ﬁe 5

Fiir ¢ erhélt man daraus
U(t) < a+ Bo(t) < a+ aelt=l — @,

Eine strikte Ungleichung in (A.13) fithrt zu einer strikten Ungleichung in jeder dieser
Abschitzungen. l

Lemma A.8 Seien eine Mannigfaltigkeit M und ein Vektorfeld X gegeben, die (A.2) —
(A.5) erfiillen.
Dann gilt fiir beliebige Punkte p, ¢ € M und fiir alle ¢t > 0:

d(p(t), q(t)) < d(p, q)e(&=D T+t

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dafl es ein ¢ € I gibt mit p < ¢; und ¢ < ¢;. Dann
folgt mit dem Gronwall-Lemma A.7 V0 <t < T:

A(t),a(1) < Blo7 0(0) — 67 (@O < 567 () — 67 @] < Ld(p, et (A15)

Wenn p und ¢ nun zu verschiedenen Parametrisierungen gehoren, so konnen wir nach (A.5)
Zwischenpunkte rq bis 1 auf der Geodétischen finden, die die kiirzeste Verbindung zwischen
p und g darstellt. Wir betrachten nun die Trajektorien, die von diesen Zwischenpunkten
ausgehen. Fiir jeweils zwei dieser Trajektorien konnen wir (A.15) anwenden, dies fithrt zu

k kg
d(p(t),q(t)) = d(rj-1(t),7;(t)) < ZEGLftd(Tj—laTj)
=1 =1
= geLftzk:d(Tj-l,Tj) = geLftd(p,q) (A.16)
=1

fiir alle 0 <t < T'. Per Induktion ergibt sich nun fiir beliebige ¢ > 0

d0.q0) < (2) peHdp.a)

a
Aus €€ > (14C) folgt e(©~Y > C und auch e(©~1J > (7 fiir beliebige C' € R. Damit folgt
dp(t).at)) < e VTelrtd(p,g),

also die Behauptung. 0

Lemma A.9 Seien eine Mannigfaltigkeit M und ein Vektorfeld X gegeben, die (A.2) —
(A.5) erfiillen.
Dann gilt fiir beliebige Punkte p, ¢ € M und fiir alle ¢t > 0:

d(pn(t), qu(t)) < d(p, q)e(G=DF+LNE
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Beweis: Wir konnen vereinfachend annehmen, dafl T" ein Vielfaches von h ist. Fiir beliebige
Punkte z, y in U; gilt auBlerdem (solange die Trajektorien in U; bleiben):

1£n(t, 2) — @t )l < €|z — yl, (A.17)

was durch Induktion iiber j = [£] gezeigt wird:
Fiir j = 0 ist (A.17) klar.
Fiir j — j + 1 gilt:

16n((F + Dh,z) = en((G + Dh,y)
= llzj + hf(x;) —y; — h(f(y)l
< lwj = yjll + Al f () = f ()l

1.V. .
< M|z —y|| + hLset M o —y|

= (L+hLp)e Mz —y| < elrhelsiz —y| = MUz —y).

Wir nehmen nun wieder an, dafl es ein ¢ € I gibt mit p < ¢; und ¢ < ¢;. Dann folgt aus
(A.17)
p
d(pn(T), qn(T)) < "7 d(p,q).
Nun kénnen wir die Aussage analog zum vorhergehenden Beweis auf beliebige p, ¢ € M

erweitern, und die Behauptung per Induktion zeigen.

Lemma A.10 Seien eine Mannigfaltigkeit M und ein Vektorfeld X gegeben, die (A.2) —
(A.5) erfiillen.
Dann gilt fiir beliebige p € M und fiir alle ¢t > 0:

d(p(t),pn(t)) < th§e<(§)%+Lf)t

Beweis: Wir nehmen wieder vereinfachend an, daf§ T' Vielfaches von h ist. Wenn wir das
Gronwall-Lemma A.7 auf die lokalen Trajektorien anwenden, erhalten wir

d(p(t),pn(t)) < ngheLft VO <t <T.

Unter Verwendung von Abschitzung (A.16) erhalten wir daraus fiir beliebige p, ¢ € M

d(p(t),qn(t)) < d(p(t),q(t)) + d(q(t),qn(t))
< geLft(d(p, q)+hMy) WO<t<T. (A.18)

Wir zeigen nun zunéchst per Induktion fiir j > 0 die Zwischenbehauptung

d(p(T), pn(GT)) < jhMpe (&) THLAIT (A.19)
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Fiir j = 0 ist die Behauptung klar, fiir j — j + 1 gilt

A.18
(18 g

d(p((j + DT),pr(( + 1)T)) ~MT (d(p(T), pa(GT)) + hMf)

< geLfT(thfe“%—l)%“f)jT +hM)

< e((g_l)%ﬂLLf)T(thfe((g—l)%Jfo)jT + th)
< thfe((g—l)%+Lf)(j+1)T + the((g—l)%JrLf)T
< G+ DaMpel (GG

und damit ist (A.19) bewiesen.
Um eine Abschétzung fiir alle ¢ > 0 zu erhalten, setzen wir ¢t = j7 + ¢ mit 0 < £ < T und
wenden (A.18) an:

Ap(0).pu(1) < 2t (dp(T), o7T)) + ;)
< ﬁeLff(thfA(%—l)%+Lf>J'T+th)
(0%
< Dty (jel (30100 4 (G g
< gth((j + 1)el(G-1)F+L1)

Unter Ausnutzung von j +1 < e/ und j < % erhalten wir hieraus
B ((2-1)A+Lp)t+j B (8-1)L+Lp+2)t
d(p(t),pn(t)) < hMp=e'\a™ )T T8 < pMp—e\\a ™) TTHTT
e o
und damit die Behauptung.

Bemerkung A.11 Wenn die Mannigfaltigkeit so parametrisiert ist, dafl a = § = 1 gilt,
verbessern sich die Abschétzungen.

Bei der Sphire S! ist dies moglich durch die Parametrisierung mit Polarkoordinaten. Die
Funktion ¥ entspricht dann einer Periodizitétsbedingung ¥(x) = = — 7. Mit dieser Pa-
rametrisierung wird das Vektorfeld beim Parameterwechsel nicht verzerrt, so daf fiir die
diskretisierte Trajektorie W(W(x) 4+ hf(¥(x)) = ¥(x + hf(x)) gilt. Deshalb entsteht durch
den Parameterwechsel im Euler-Verfahren kein weiterer Fehler. Im Beweis zu Lemma A.10
kann der Abstand der Trajektorien dann durch eine Integralungleichung fiir alle ¢ > 0 ab-
geschitzt werden, auf die dann das Gronwall-Lemma angewendet werden kann. Dadurch
wird der Term 1/7" im Exponenten vermieden.



Anhang B

Implementierung des Algorithmus

Die beiden Algorithmen zur Berechnung der optimalen Wertefunktion und der e-optimalen
Kontrollen wurden auf zwei einzelne Programme aufgeteilt. Diese bauen auf der Implemen-
tierung des beschleunigten Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 auf, die von Uwe Sorgenfrei
im Rahmen seiner Diplomarbeit [16] erstellt wurde.

Das Modul findsimp, das die Verwaltung der Triangulation enthélt, wurde direkt {iber-
nommen. In das Modul orbit, das die Berechnung der e-optimalen Trajektorien und Kon-
trollen vornimmt, wurde lediglich die Funktion W eingefiigt, die fiir die lokale Berechnung
der Trajektorien im Projektiven Raum nétig ist. Das Modul iterate enthélt die komplet-
te Iterationsroutine des Koordinatenaufstiegsverfahrens und ist demnach neu geschrieben
worden. Die anderen Module dienen zur Unterstiitzung: inout enthélt die Ein- und Aus-
gaberoutinen, lu_solve enthilt eine Routine zur Losung von Linearen Gleichungssystemen,
die zur Berechnung der \;; bendtigt wird. Die rechten Seiten der Kontrollsysteme sowie die
Kostenfunktionen sind im Modul equation implementiert, das Modul equ_orb schliellich
enthélt weitere Funktionen, die im Modul orbit zur Verwaltung des Projektiven Raums
benstigt werden.

Bemerkung B.1 Die im Programm verwendeten Variablen- und Konstantenbezeichnun-
gen weichen zum Teil von den Bezeichnungen ab, die in dieser Arbeit verwendet werden.
Im Modul iterate.c sind die Bezeichnungen im Programm ausfiihrlich erldutert.

B.1 Verwaltung der Triangulation

Wie oben bereits erwéhnt, wurde dieser Programmteil direkt aus [16] {ibernommen. Zum
Versténdnis des Programms soll er hier aber trotzdem noch kurz beschrieben werden.

Fiir die Triangulation werden sowohl die Knotenpunkte als auch die Simplizes in jeweils
einem Feld gespeichert. Die Grofle dieser Felder ist gegeben durch die Anzahl der Knoten-
punkte NV, die Anzahl der Simplizes P und die Dimension des Systems n. Die Raumschritt-
weite k ergibt sich dann als der maximale Abstand zweier Knoten, die zu einem Dreieck
gehoren. Mit QF bezeichnen wir das gesamte triangulierte Gebiet.
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Wir miissen nun zu einem beliebigem Punkt z = (x1,...,2,)! den Index j des zugehéri-
gen Simplizes S; zu finden, und danach seine baryzentrischen Koordinaten Aj,..., A;
berechnen. Dies geschieht wie folgt: Wenn x;,,...,x;,., € R" die Eckpunkte des Simplizes

S; bezeichnen, 14t sich das Gleichungssystem

< {1 - j1+1 ) ()\jl’ tee ’Ajn-‘rl)t = (1:17 e 7':L'n, 1)t (Bl)

eindeutig 16sen, da die Regularitét der Koeffizientenmatrix direkt aus der Eigenschaft folgt,
daf die x;, Eckpunkte eines Simplizes sind. Dieses Gleichungssystem wird mit einer einfa-
chen LU-Zerlegung nach Gaufl im Modul lu_solve gelost.

Wenn dieses Gleichungssystem fiir alle Simplizes gelost wird, ist der gesuchte derjenige, bei
dem \;, > 0 gilt fiir alle¢ = 1,...,n+1. Der Aufwand, alle Simplizes zu ,,durchsuchen®, ist
jedoch sehr hoch. Wir kénnen deshalb ausnutzen, dafl die Eckpunkte des Simplizes, der x
enthilt, hochstens den Abstand k& von x haben kénnen. Deshalb besteht die Suchstrategie
aus drei Abschnitten:

Im ersten werden alle Knoten durchlaufen und diejenigen markiert, die einen Abstand
kleiner oder gleich k& von x haben.

Im zweiten werden alle Simplizes markiert, die einen der markierten Knoten als Eckpunkt
haben.

Im dritten wird nun fiir diese Simplizes das Gleichungssystem (B.1) gelost, und getestet,
ob Aj, > 0 gilt.

Das Markieren geschieht hierbei durch Aufnehmen der Indizes in lineare Listen, da so eine

dynamische Speicherverwaltung verwendet werden kann.

Alle diese Schritte werden in der Funktion seek_simplex erledigt. Der Riickgabewert dieser
Funktion gibt an, ob ein Simplex gefunden wurde; als Zeigervariablen werden die \j;, und
der Index des gefundenen Simplizes iibergeben.

B.2 Berechnung der Wertefunktion

Die Routinen zur Berechnung der Wertefunktion v’,i befinden sich im Modul iterate. In
diesem wird also die in Abschnitt (5.3.3) beschriebene Iteration

16 Zj:;¥4,,w Aij(w)[Vilj + hGi(u)
Vier =Vj, Vil = gélg : = B () i=1,...,N (B.2)

mit einem Startvektor Vy € V durchgefiihrt.

Zu diesem Zweck dienen drei Funktionen: prepare berechnet zu jedem u € U die Matrix
A(u) € RV*N mit den Eintréigen \;; sowie den Vektor G (u), iterate fiihrt die Iteration durch
und stiitzt sich dabei auf die Funktion det_i, die den Bruch in (B.2) zu vorgegebenem Vj44
und ¢ berechnet.

Da jedem Punkt z € QF von der Routine seek_simpler genau ein Simplex zugeordnet wird,
ergibt sich eine Zeile von A(u) zu

[A(u)h = ( . )‘ijl e Aijg ...... Aijn+1 . ) (Bg)
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Alle restlichen Eintréige sind 0. Statt nun die gesamte Matrix zu speichern, geniigt es fiir
jede Zeile von A(u) den Index j des Simplizes und die n+1 Nicht-Null Eintrége zu speichern.
Uber den Index j lassen sich dann aus dem Simplex-Feld die zugehorigen Spaltenindizes
J1s-- -, jns1 entnehmen. Statt N? Dezimalwerten miissen so nur N Integerwerte und N (n+
1) Dezimalwerte gespeichert werden.

Die Routine prepare funktioniert nun wie folgt:

Zu jedem Knotenpunkt x; wird zu jedem Kontrollwert 4 € U ein Euler-Schritt durchgefiihrt
und — falls nétig — die Funktion ¥ auf den erreichten Punkt angewendet. Mittels der
Funktion seek_simplex werden dann der zugehorige Simplex und die A;; berechnet und in der
beschriebenen Weise in der Matrix A(u) abgelegt. G(u) wird durch einfaches Auswerten der
Kostenfunktion in den Knotenpunkten ermittelt. Die Funktion liefert in einem Diagnoseflag
die Anzahl der Knotenpunkte zuriick, fiir die kein Simplex gefunden wurde.

Die Funktion iterate steuert die eigentliche Iteration:

Ausgehend von einem Startvektor V wird die Routine det_i fiir alle ¢ = 1, ..., N aufgerufen,
die das Minimum der Briiche aus(B.2) iiber alle uw € U berechnet. Der neue Vektor wird
mit dem alten verglichen, und solange die erreichte Verbesserung iiber einem vorgegebenem
Wert djter liegt, wird mit demselben Verfahren weitergemacht. Die Iteration bricht ebenfalls
ab, wenn eine maximale Iterationsanzahl I,,,, {iberschritten wird.

Fiir bestimmte Kontrollsysteme geniigt optimale Invarianz des triangulierten Gebietes (vgl.
[16], Kapitel 3). Deshalb ist im Programm die Moglichkeit vorgesehen, daf§ nicht zu al-
len u € U ein Simplex gefunden wird. In diesem Fall setzt prepare den entsprechenden
Simplex-Index auf —1 und gibt eine Warnung aus. Diese Kontrollwerte werden dann in
det_i ignoriert.

Das Verfahren bricht ab, falls es Knotenpunkte gibt, bei denen fiir jedes u € U die Invari-
anzbedingung verletzt ist.

B.3 Berechnung der Orbits und Kontrollen

Die Berechnung der e-optimalen Kontrollen und Orbits findet in der Funktion calc_orbit
des Moduls orbit statt. Diese Funktion stiitzt sich auf die Funktion calc_next, in der die
eigentlichen Berechnung durchgefiihrt wird.

In calc_next wird einem gegebenen Punkt x; zu jedem Kontrollwert u € U per Euler-
Schritt und eventueller Anwendung der Funktion ¥ der Punkt z7,; berechnet. Nach dem in
Abschnitt 5.4.1 beschriebenen Algorithmus wird nun der optimale Kontrollwert bestimmt,
wobei zur Bestimmung der Werte von vﬁ in den Zwischenpunkten die Funktion seek_simplex
benétigt wird. Fiir die notige Interpolation werden die von seek_simplex gelieferten \;;
verwendet.

Fiir die Berechnung der e-optimalen Trajektorien ruft calc_orbit diese Routine iterativ auf
und bricht nach einer vorgegebenen Anzahl von Zeitschritten I, ab.

Die hier abgedruckte Version der Funktion calc_orbit wurde etwas abgewandelt, um die
Berechnung der Trajektorien der urspriinglichen Systeme, die stabilisiert werden sollten,
zu ermoglichen. Zusitzlich zur Trajektorie in P*~1, die ja durch calc_next berechnet wird,
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wird hier auch die Trajektorie im R™ durch das Euler-Verfahren berechnet. Die rechte Seite
hierzu wird im Modul equ_orb bereitgestellt, dort befinden sich auch die Funktionen zur
Projektion auf die Sphére und deren Umkehrung. Der jeweils néchste Fuler-Schritt wird
mit dem berechneten optimalen Kontrollwert durchgefiihrt. Da das Euler-Verfahren auf
P"~! und im R” i.A. nicht die gleichen Werte liefern, wird hier nach jedem Zeitschritt mit
der Projektion des Wertes im R™ fortgefahren, was dem Verfahren aus Definition 6.12 fiir
die exakte Trajektorie entspricht. Die urspriingliche calc_orbit Routine erhélt man einfach
durch Weglassen der Zuweisung

x[j1=y2[j]

Die nachfolgende Anwendung der Funktion ¥ kann dann auch weggelassen werden, da dies
bereits in calc_next geschieht.



Anhang C

Bedienung der Programme

In diesem Anhang wird die Bedienung der Programme beschrieben.

Grundsétzlich sind die Programme so ausgelegt, dafl die Eingabe der Werte von stdin und
die Ausgabe auf stdout erfolgt. Das bedeutet, dafl Ein- und Ausgabedateien den Program-
men mit den Operatoren ,,>“ und ,,<“ zugewiesen werden miissen (Beispiele folgen in den
néchsten Abschnitten). Parameter der Programmaufrufe sind lediglich die Indexnummer
der Systemgleichung und fiir die Orbitberechnung der Startpunkt der Trajektorie.

In den folgenden Abschnitten ist die Bedienung sowohl unter UNIX als auch unter MS-DOS
beschrieben.

C.1 Dateneingabe

Eine Eingabedatei besteht aus fiinf bzw. sechs Teilen:

Der Kontrollzeile, der Spezifikation der Funktion W, der Liste der Simplizes, der Liste der
Kontrollwerte und einer Liste von Systemparametern. Fiir die Orbitberechnung kommt
noch der Ergebnisvektor des Iterationsverfahrens dazu.

Achtung: Kommentare sind in der Eingabedatei nicht méglich.

In der Kontrollzeile werden die Werte h, p, Inaz, Oiters Odummys Odummy, Lors festgelegt. Die
beiden deltagymmy-Werte werden fiir den Koordinatenaufstiegsalgorithmus nicht benétigt,
sie dienen hier nur als Platzhalter fiir Parameter, die im beschleunigten Algorithmus
bendétigt werden, um weitestgehende Kompatibilitdt der Eingabedateien sicherzustellen.

In der zweiten Zeile der Eingabedatei wird die Funktion W festgelegt. Bei einem positiven
Wert wird U als Periodizitidtsbedingung festgelegt, wobei die Perioden in den Komponenten
gerade gleich dem angegebenen Wert sind. Wird dieser Wert auf 0 gesetzt, so wird ¥ als die
Identitiit festgelegt, also davon ausgegangen, dafi QF invariant ist. Fiir beliebige negative
Werte wird die Funktion (A.10) gewéhlt, also die Stereographische Projektion. QF ist dann
intern festgelegt als [—1, 1] x [—1,1].

Die dritte Zeile enthélt die Dimension des Systems und die Anzahl N der Knotenpunkte.
Nach dieser Zeile folgt dann die Liste der Knotenpunkte, im Anschlufl daran die Anzahl
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der Simplizes und deren Liste. Danach folgt die Dimension und Anzahl der Kontrollwerte
und deren Liste.

Nach diesen Angaben kénnen dann noch drei Systemparameter festgelegt werden, auf die
im Programm {iber die Variablen a_d, b_d, c_d zugegriffen werden kann.

Falls die Eingabedatei fiir die Orbitberechnung vorgesehen ist, mufl nun noch der Vektor
der Wertefunktion in den Knotenpunkten angehéingt werden; diese Liste wird vom Iterati-
onsverfahren geliefert.

Die folgende Mustereingabedatei kann als Beispiel fiir den Aufbau der Eingabedaten dienen.

0.01 2.0 50 1.0e-6 1.0e-3 1.0e-6 100  Kontrollzeile

0.0 Spezifikation von ¥

225 Dimension und Anzahl der Knotenpunkte
0 0.0 0.0 Liste der Knotenpunkte

10.00.25

241.01.0
32 Liste der Simplizes
0056

311920 24

12 Liste der Kontrollwerte
00.0

11.0

1.0 Systemparameter

1.5

-0.5

0 0.000000 Ergebnisvektor der Iteration

24 0.335335

C.2 Das Iterationsverfahren

Fiir das Beispiel nehmen wir an, dafl wir die Wertefunktion fiir das System mit der Nummer
0, das System sample berechnen wollen, und dafl eine Eingabedatei in der obigen Form
(ohne Wertefunktionsvektor) unter dem Namen sample.dat vorliegt. Dann sieht ein Aufruf
des Iterationsverfahrens wie folgt aus:

mkn 0 < sample.dat > sample.out

Der Index 0 steht hierbei fiir die Nummer des Kontrollsystems. Bei erfolgreicher Durch-
fithrung der Iteration wird der Ergebnisvektor dann in die Datei mit dem Namen sample.out
geschrieben. Sémtliche Fehlermeldungen werden auf stderr, im Normalfall also auf den
Bildschirm geschrieben. Auch die fortlaufenden Iterationen werden dort ausgegeben. Auf
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UNIX-Systemen gibt es die Moglichkeit, das Programm im Hintergrund laufen zu lassen
und die laufenden Ausgaben z.B. in die Datei sample.log zu schreiben. Der Aufruf lautet
dann

mkn 0 < sample.dat > sample.out 2>>sample.log &

In der Datei sample.log kann dann jederzeit nachgesehen werden, wie weit die Berechnung
fortgeschritten ist.

C.3 Die Orbitberechnung

Fiir die Orbitberechnung mufl das Ergebnis des Iterationsverfahrens an die alte Eingabe-
datei angehéngt werden. Das kann unter UNIX geschehen mit

cp sample.dat sample.orb
cat sample.out >> sample.orb

bzw. unter MS-DOS mit

copy sample.dat sample.orb
type sample.out >> sample.orb

Die Datei sample.orb ist nun die neue Eingabedatei fiir das Programm mko zur Orbitbe-
rechnung. Der Programmaufruf benétigt nun wieder den Index des gewiinschten Systems
und zusétzlich die Angabe des Startpunktes fiir die Orbitberechnung. Mit dem Startpunkt
z = (0.0,1.0)" lautet der Aufruf also

mko 0 0.0 1.0 < sample.orb > sample.tra
bzw.
mko 0 0.0 1.0 < sample.orb > sample.tra 2>>sample.log &

wenn unter UNIX im Hintergrund gerechnet werden soll und die bestehende Protokolldatei
sample.log fortgefithrt werden soll.

In der abgedruckten Version wird die Trajektorie im R™ in die Datei sample.tra geschrieben
und die Trajektorie im projektiven Raum zusammen mit der optimalen Kontrolle auf stderr,
also bei Verwendung des zweiten Aufrufs in sample.log. Dies kann leicht durch die Anderung
der entsprechenden fprintf-Anweisungen umgestellt werden.

C.4 Hinzufiigen neuer Kontrollsysteme

Um weitere Kontrollsysteme hinzuzunehmen, miissen die Module equation und equ_orb
gedndert werden. Dies geschieht wie folgt

(i) Die Prototypen der Systemgleichung und der Kostenfunktion miissen in die Datei
equation.h eingetragen werden. Die Typen miissen dabei geméf3 der typedef-Anwei-
sung im Modul defs gewahlt werden.
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Die Namen der Funktionen miissen in die Funktionenarrays am Anfang des Module
equation.c eingetragen werden. Durch die Lage in diesen Arrays bestimmt sich der
Index, den das System erhélt, wobei die Zdéhlung nach C-Konvention mit 0 beginnt.

Nun kann unten im Modul equation.c die Implementierung der neuen Funktionen
vorgenommen werden.

Falls das System eine Projektion eines Systems im R” auf die Sphére ist und auch
die Trajektorien des urspriinglichen Systems berechnet werden sollen, miissen die be-
schriebenen Anderungen ebenfalls in equ_orb.h und equ_orb.c vorgenommen werden,
falls dies nicht der Fall ist, geniigt es, in den Funktionenarrays an Anfang des Moduls
equ_orb.c die bereits definierten Dummy-Funktionen an die entsprechenden Stellen
einzutragen.

Nach einer Neukompilierung sind die Programme, wenn keine Fehler gemacht wur-
den, wieder lauffahig. Fiir Compiler, die das Makefile-Konzept unterstiitzen, sind die
entsprechenden Makefiles im Anhang abgedruckt.



Anhang D

Programmtext

Auf den folgenden Seiten ist der Programmtext der Module abgedruckt, die gegeniiber
dem Programm von Uwe Sorgenfrei [16] abgedndert wurden bzw. véllig neu geschrieben
wurden. Sie kdnnen mit den ebenfalls abgedruckten Makefiles mit den in [16] abgedruckten
Modulen zusammengebunden werden.

/**>x<**********>x<*********>x<>x<*************************** (c) Lars Gruene 1993

HEADER : iterate.h

PURPOSE: This module provides two functions, “iterate” and "prepare”, for
common use.
Given all characteristic data and a start vector this function
iterates the values of the (optimal) value function at the node
points of the given triangulation.
“iterate” calls the function “det_i”, which determines the next step
in the i-th component of the vector.
To obtain all characteristic data there is the function
"prepare”, which sets up the lambda-matrices and the cost-vectors
used in the iteration procedure.

**>I<>I<**>l<>|<**>I<>f<*>I<***>l<***>I<***>I<***>I<>|<*>I<***>I<***>I<*****>I<>I<*>I<>l<>|<***********************/

#ifndef ITERATE_H
#define ITERATE_H

int iterate( void );
void prepare( RHS, CFN, intx );

#endif
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[skssrsrorsokkkskskkskskkskskskkk sk skttt ok ks sk ks stotookkokkkkkok - (¢) Lars Gruene 1993

HEADER : equation.h
PURPOSE: Implementation of the equations for the control systems

>k*************************>I<**>l<>I<**>k**>l<>I<**>l<>l<**********************************/

real testg( real x, real x );
real phi_g(realx, realx);
real osz3dp_g(real*, realx);

void testf( real x, real x, real x );
void phi_f( real %, real x, real * );
void o0sz3dp_f( real x, real *, real x );
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[ssskskskksksksksksksksksksk sk sk skttt ks sRRsksksksksk sk skttt (¢) Lars Gruene 1993

HEADER : equ_orb.c
PURPOSE: Additional equations for dealing with the projective space

>l<>k>|<>|<>k>k>|<>k>k*>l<>l<>k>|<>|<>k>k>I<>k>k*>l<>l<>k>I<>|<**************************************************/

void dummyl(real *, real *, real *);
void dummy?2(real *, real *);

void osz2_f(real *, real *, real x);
void o0sz2 p(real *, real x);
void osz2_o(real *, real *);
void osz2_i(real *, real *);

void o0sz3 _f(real x, real *, real x);
void osz3_p(real *, real x);
void osz3_o(real *, real *);
void osz3_i(real *, real x);
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[Hskssrkkkksssskskskkokkssoookkkkkkk - (¢) Uwe Sorgenfrei 1992, Lars Gruene 1993

HEADER : orbit.h
PURPOSE: Calculation of optimal orbits.

>l<>l<>k>I<>I<>k>k>l<>k>k******************************************************************/

#ifndef _.ORBIT_H
#tdefine _.ORBIT_H

#ifndef __STDIO_H
#include <stdio.h>
#endif

#ifndef _STDLIB_H
#include <stdlib.h>
#endif

#ifndef _MATH H
#include <math.h>

#endif

#ifndef __TIME_H
#include <time.h>

#endif

#include "equ_orb.h”

real calc_orbit( real *x, RHS f, CFN g, RHS 2, PRO p, PRO o, PRO i);

#endif
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[k sk sksroookk koo (¢) Uwe Sorgenfrei 1992, Lars Gruene 1993

HEADER : inout.h
PURPOSE: Loading and checking input data.

sk sk kkotototoR R RRRskksk sk sk sk sk skttt sk sk sk sk skttt sk sk sk sk sk kot sk s ko |/
#tdefine FACTOR 1.1

void read_data( void );
int get_nodes( void );

real det_timst( RHS f );
real det_spatial( void );

real det_iterstart( CFN g );
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[k sk k kst k Rk () Sorgenfrei Uwe, December 1992
STANDARD DEFINITIONS FILE defs
skt sksk sk ok sk kR Rk sk ot Rk sk ok Rk sk ok sk sk ok sk sk skt sk sk ot sk sk ot sk sk ok ok ok /

typedef
double

real;

typedef real (xCFN)( realx, real* ); / cost function */
typedef void (*RHS)( realx, realx, realx ); /x system equation %/
typedef void (xPRO)( realx, realx );

#define FOR( var, start, end ) \

for( (var) = (start); (var) < (end); (var)++ )
#define DOWNTO( var, start, end ) \

for( (var) = (start)-1; (var) > (end); (var)-- )
#define SWAP( tmp, x,y ) \

( (tmp) = (x), (x) = (v), (y) = (tmp) )
#define INRANGE( x,y, 2 ) \

((x) = (y) && (x) < (2))
#define ABS(x ) \

((x) <07-(x) : (%)
#define MIN( x,y ) \

() < ()7 ()5 ()
#define MAX(x,y )\

() < () 7 () : ()

#define B_D ((real) 1.0)

#ifndef _ALLOC
#ifdef __MSDOS__
#include <alloc.h>
#else
#include <malloc.h>
#endif
#endif
#define DOALLOC( nitems, type ) \
( (typex) malloc( (size_t) (nitems)xsizeof( type ) ) )
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#define UNALLOC( ptr ) \
free( (voidx) (ptr) )
#define ALLOC_FAILED( ptr ) \

I((ptr))
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[skssrsrorsokkkskskkskskkskskskkk sk skttt ok ks sk ks stotookkokkkkkok - (¢) Lars Gruene 1993

MODULE : iterate.c
PURPOSE: Implementation of the iteration

>k*************>l<>l<>k*********>I<**>l<>l<*>(<>k**>l<>I<**>l<>l<**********************************/

#undef DEBUG

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <ctype.h>
#include <math.h>
#include <string.h>

#include "defs”
#include "iterate.h”
#include "findsimp.h”

int
sksimplices; [/ field for simplices x/
real
skvertices, /x field for vertices x/
skcontrolvals; /* field for control values */
real
lambda, /* discount factor =/
time_step, /* time stepsize */
spatial, /* space step size */
per; /x flag for periods x/
int
max_vertex, /+ number of vertices x/
max_simplex, /* number of simplices x/
max_control, /+ number of control values */
dim_system, /x dimension of system state space */
dim_control, /*x dimension of control values x/
max_iter; /« maximum number of iterations %/
unsigned long
pops; /* counter of partial operations */
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real
iter_delta, /x abort criterium for iteration x/
bis_delta, /* abort criterium for bisection */
orb_delta, /* abort criterium for optimal orbit calculation */
max_time; /* mazximum optimal orbit calculation time */
int
wxsi; /* index field for Lambda-matrices */
real
xvec, [* iteration vector */
*v_temp, /* temporary iteration vector */
xxwa, [ field for nonnegative entries of Lambda-matrices */
wkcs; [* field for G vectors x/

real det_i(real*, int);

int iterate( void )

{
int i, j, k, par,
niters = 0;
int Abort = 0;
real delta;
void xmalloc();
void free();

v_temp = DOALLOC( max_vertex, real );

if( ALLOC_FAILED( v_temp ) )
return( 1 );

pops=0;

do
{

niters++; /* incrementation of iteration counter */
fprintf( stderr,’”’ [1%2d]’, niters );
FOR(i, 0, max_vertex)

v_templi]=vecli|;

delta= (real) 0.0;

FOR(i, 0, max_vertex)

{
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v_templi]=det_i(v_temp,i);
if (v_templi]<vecli])
fprintf(stderr,’ >\n%d IMPROPER VALUE’’i);

}

FOR(i, 0, max_vertex)

{
delta=MAX(v_templi]-vec[i], delta);
vecli|=v_templi];

}

fprintf( stderr, ’’ [delta=%12.8f1\n’’, delta );
if( delta < 0.0 )
{
Abort = 1;
fprintf( stderr, >>ITERATION ABORTED: IMPROPER START VALUE.\n’ ’ );
}
¥

while( niters < max_iter && delta > iter_delta && !Abort );
fprintf(stderr,’ > \n%d OPERATIONS\n’’,pops);

FOR( i, 0, max_vertex )
UNALLOC( vertices|i] );
FOR( i, 0, max_simplex )
UNALLOC( simplices[i] );
FOR( i, 0, max_control )
{
UNALLOC( controlvals[i] );
UNALLOC( wali] );
UNALLOC( cs[i] );
UNALLOC( sili] );
}
UNALLOC( vertices );
UNALLOC( simplices );
UNALLOC( controlvals );
UNALLOC( si );
(w
(cs
(

UNALLOC( wa );
UNALLOC );
UNALLOC( v_temp );
return 0;

}

real det_i(vec, 1)
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real *x vec;
int i;
{
real a, sum;
int j, k, kk, ind, first_time=1;

pops—+-+;
FOR(j, 0, max_control)

{

if (sifj][il==-1) continue;
sum = (real) 0.0;
kk=-1;

FOR(k, 0, dim_system+1)
{

ind=simplices]si[j][i]] [k];
if (ind#i) sum+=( wa[ j ][ k + 1 * ( dim_system + 1) |
« vec[ ind ]);

else kk=k;
}
sumx =(1-lambdaxtime_step);
sum+=time_steps*cs|[j][i];
if (kk>0) sum/=1-(1-lambdaxtime_step)*wa[j][kk+i*(dim_system+1)];
a = (first_time) 7 (first_time=0, sum) : MIN(a,sum);

}
if (first_time) exit(1);

return (a);

}

void prepare( f, g, diag )
RHS f;
CFN g;
int xdiag;
{
int i, kk, ¢, v, code;
int r_val = 0;
int idx, seek_simplex();
real xlin, xy, yh;
void xmalloc(), free();

lin = DOALLOC( dim_system+1, real );
y = DOALLOC( dim_system, real );
si = DOALLOC( max_control, intx );
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wa = DOALLOC( max_control, real* );
cs = DOALLOC( max_control, realx );
if( ALLOC_FAILED( si ) || ALLOC_FAILED( wa ) || ALLOC_FAILED( cs ) )
{
xdiag = -1;
return,;

}

else

{
FOR( i, 0, max_control )

{
si[if = DOALLOC( max_vertex, int );
wali] = DOALLOC( max_vertexx(dim_system+1), real );
csli] = DOALLOC( max_vertex, real );
if( ALLOC_FAILED( wali] ) ||
ALLOC_FAILED( sifi] ) ||
ALLOC_FAILED( csli] ) )
{
xdiag = -2;
return,;
}
}
}

#ifdef DEBUG
fprintf( stderr, >°M : %d, N : %d, P : %d\n’’, max_control, max_vertex,
max_simplex );
#endif
FOR( ¢, 0, max_control )
FOR( v, 0, max_vertex )
{
#ifdef DEBUG
fprintf( stderr, >?.7? );
#endif
(xf)( vertices|v], controlvals[c], y );
FOR( kk, 0, dim_system ) /x apply Psi if necessary x/
{
y[kk] = vertices[v][kk] + time_step * y[kK];
if (per>(real) 0.0) /* periodicity */
{
while (y[kk]<0) y[kk]+=per;
while (y[kk]>per) y[kk]-=per;
¥
}

if (per<(real)0.0) /* check identification x/
if ((fabs(y[0])>1.0) || (fabs(y[1])>1.0))
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{
yh=y[0};
y[0]=-y[0]/(y[0]+y[0]+y[1]*y[1]);
y[1]=-y[1]/(yhxyh+y[1]*y[1]);

}
code = seek_simplex( y, &idx, lin );
if( lcode )
{

fprintf( stderr, > ’ERROR in [c%d] [v%d]’’, c, v );
FOR(Kk, 0, dim_system) fprintf(stderr, >’ %.15f >’ y[kk]);
fprintf(stderr,’ >\n’);

}

sifc][v] =
code == 1 7 idx : ( rval++, (int) -1 );
FOR( kk, 0, dim_system+1 )
{
walc][v#(dim_system+1)+kk] =
code == 1 ? lin[kk] : (real) 0.0;
}

}
UNALLOC( lin );

UNALLOC( y );
FOR( ¢, 0, max_control )
FOR( v, 0, max_vertex )

{
cslc][v] = (xg)( vertices|v], controlvals[c] );
}
xdiag = r_val;
return;



117

[skssrsrorsokkkskskkskskkskskskkk sk skttt ok ks sk ks stotookkokkkkkok - (¢) Lars Gruene 1993

MODULE : equation.c
PURPOSE: Implementation of the equations for the control systems

skttt RRRkskk sk sk sk skttt RRRkskk sk sk sk skttt sk sk sk sk sk sk sk kot R s sk skokok [
#include "defs”

#include "equation.h”

#ifndef __MATH_H
#include <math.h>
#endif

real a_d, b_d, c_d;
CFEN cfn_ptr[] =

{
testg, phi_g, osz3dp_g

5

RHS rhs_ptr[] =

{
testf, phi_f, osz3dp_f
b

[k kR Rk kR Rk Rk sk KRR
*

The first control system equations are taken from the article x

” Numerical Solution Of Deterministic Continuous Control Problems” x

by Maurizio Falcone. These equations are used for numerical tests. %

*

¥ K X X X

>I<**>l<>I<*>I<>l<>I<**>I<*>I<>l<>I<*>I<>l<>I<**>I<**>l<>I<**>l<>I<**>I<**>l<>I<*>I<>l<>I<**>I<*>I<>l<>I<************************/

void testf( real *x, real *u, real xy )

{
y[0] = - x[0] + u[0] * x[1];
y[1] = - x[1};
return;
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}

real testg( real *x, real *u )

{

return( 1.0 - x[0] + 0.3 * u[0] );

}

/x SYSTEM: 2D LINEAR OSCILATOR on P,

parameterized by polar coordinates*/

void phi_f(real *x, real #u, real *y)

{
y[0]=(-1.0-u[0]*cos(x[0])*cos(x[0])-2.0xb_d*sin(x[0])xcos(x[0] ) );

}

real phi_g(real *x, real *u)

{
return -(sin(x[0])#(u[0]*xcos(x[0])+2.0xb_d*sin(x[0])));

}

/x SYSTEM: 3D LINEAR OSCILLATOR ON P,
parameterized by stereographic projection x/

void osz3dp_f(real *x, real *u, real xy)

{

real s1, s2, 83, slp, s2p, s3p, T, ¢;

¢ = 1.0+x[0x[0]+x[1]xx[1];
sl = 2.0/c * x[0];

s2 =2.0/c * x[1];

s3 =2.0/c-1.0;

T = (-c_d-u[0])#slxs3 + slxs2 + (1.0-b_d)*s2xs3 - a_dxs3*s3;
slp=s2-s1%T;

s2p=s3-s2xT;

s3p=(-c_d-u[0])*sl-b_d*s2-a_dxs3-s3xT;

y[0]=(s1p-s3p=*x[0])*c/2.0;
y[1]=(s2p-s3p*x|[1])*c/2.0;
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real osz3dp_g(real *x, real *u)

{

real sl, s2, s3, c;

¢ = 14x[0]x[0]+x[1]5x[1];

sl = 2/c * x[0];
s2 = 2/c * x[1];
83 =2/c-1;

return ( (-c_d-u[0])*sl*s3 + slxs2 + (1.0-b_d)*s2%s3 - a_d*s3%s3 );
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[ssskskskksksksksksksksksksk sk sk skttt ks sRRsksksksksk sk skttt (¢) Lars Gruene 1993

MODULE : equ_orb.c
PURPOSE: Additional equations for dealing with the projective space
and calculating the trajectory in RAn

sk sk ktotototoRRRRRRRRskkskk sk sk sk skttt sk sk sk sk sk sk skttt sk sk sk sk sk sk kot sk s ok |/
#include "defs”

#include "equ_orb.h”

#ifndef _MATH_H
#include <math.h>
#endif

extern real a_d, b_d, c_d;

RHS rhs2_ptr[] =
{

dummyl, osz2_f, osz3_f

%

PRO p_ptr[] =
{

dummy?2, 0sz2_p, 0sz3_p

%

PRO o_ptr[] =
{

dummy?2, 0sz2_0, 0sz3_0

h

PRO iptr[] =
{

dummy?2, osz2_i, 0sz3_i
b
/xdummiesx/

void dummyl(real *x, real xu, real *y)

{

void dummy?2(real *x, real *u)

{
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/* 2d linear oszillator, Projective space parameterized by cos, sin */

void osz2_f(real *x, real xu, real xy) /*x System equation */
X
y[1]=(-1. 0 u[ ])*x[0]-2.0xb_d*x[1];

void osz2_p(real xx, real xy) /+ Projection from S to R */

{
y[0]=acos( fabs(x[0]/sqrt(x[0]xx[0]+x[1]*x[1]))*((x[0]*x[1]<0.0) ? -1.0 : 1.0) );

}

void o0sz2_o(real xx, real xw) /% Output Function x/

/* 3d linear oszillator, S2 parameterized by stereographic projection x/

void osz3_f(real *x, real xu, real xy)

{

y[0]=x[1};
y[]=x(2];
v[2]=-((c-d+u0])*x[0]+b_d*x[1]+a_d*x[2]);

}

void o0sz3_p(real *x, real xy)
{
real yh;
veal n=sqrt(x[0] x[0]-+x[1}x(1]+x[2}x[2]);
y[0]=1.0/(1.0+x[2]/n) #x[0] /n;
YI1]=1.0/(1.0+x(2] /) x[1] /n
f{f((fabS( y[0])>1.0) || (fabs(y[1
yh=y[0];

})>1.0))
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-y[0]/(y[0]*y[0]+y[1]*y[1]);
-y[1]/ (yhxyh+y[1]xy[1]);

y[0]
y[1]
}
}

void osz3_i(real *y, real xx)

{
real ¢ = 2.0/(1+y[0]xy[0]+y[1]*y[1]);
x[0] = cxyl0];
x[1] = exy[1];
x[2] = ¢-1.0;
}
void osz3_o(real *x, real *w)
{
w{0]=x]0];
wll]=x[1];

ANHANG D. PROGRAMMTEXT
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skl (¢) Uwe Sorgenfrei 1992, Lars Gruene 1993
MODULE: orbit.c

skt sksk sk ok sk kR Rk sk ot Rk sk ok Rk sk ok sk sk ok sk sk skt sk sk ot sk sk ot sk sk ok ok ok /

#include "defs”
#include "orbit.h”
#include "findsimp.h”
#include "equ_orb.h”
#include <math.h>

#define TRACE fprintf( stderr, >7.7 )

int sxxsimplices;
real xxvertices, *xcontrolvals;

real lambda, time_step, spatial;

int max_vertex, max_simplex, max_control;
int dim_system, dim_control;

int max_iter;

real iter_delta, bis_delta, orb_delta, max_time;
int *x*si;

real *vec, *v_temp;

real xxwa, **cCs;

real per;

extern real a_d, b_d;

static real dist( int, real *, real * );

static real interpolate( real *, int );

static int TheBetter( int, int );

static real calc_next( real *, int x, RHS, CFN );

static real dist( int n, real xx1, real *x2 )

{
int i;
real distance = 0.0, pow(), sqrt();

FOR(1,0,n)



124 ANHANG D. PROGRAMMTEXT

distance += pow( x1[i] - x2[i], 2.0 );
return( sqrt( distance ) );

}

static int TheBetter( ul, u2 )
int ul, u2;

{

int i, u_opt;

FOR( i, 0, dim_control )
if( controlvals[ul][i] # controlvals[u2][i] )

u_opt = ( controlvals[ul][i] < controlvals[u2][i] ) 7 ul : u2;
break;
}

return u_opt;

}

static real interpolate( lin, simp_no )
real *lin;
int simp_no;
{
int i;
double dummy = 0.0;
FOR( i, 0, dim_system + 1)
dummy += lin[i]*vec| simplices[simp_nol[i] ];
return( dummy );

}

static real calc_next( x, u_opt, f, g )

real *x;

int xu_opt;

RHS f;

CFN g;

{
real xh, ik_val, ik_min, beta, lin, *x_new, retval, xdir, interpolate();
int i, ¢, simp_no;
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void xmalloc(), free();

lin = DOALLOC( dim_system+1, real );
xnew = DOALLOC( dim_system, real );
dir = DOALLOC( dim_system, real );
beta = 1 - lambda * time_step;
*u_opt = 0;
FOR( ¢, 0, max_control )
{
ik_val = time_step * g( x, controlvals|c] );
(+f)( x, controlvals[c], dir );
FOR( i, 0, dim_system ) /* apply Psi */

xnewli] = x[i] + time_step * dir[i];

if (per>(real)0.0) /* check periodicity */
if (x_new|i]<0) x_new|i]+=per;

else if(x_new[i|>per) x_newl[i]-=per;

if (per<(real)0.0) /* check identification x/
i{f ((fabs(x-new[0])>1.0) || (fabs(x_new[1])>1.0))
xh=x_new|0];
x_new[0]=-x_new[0]/(x_new[0]*x_new[0]+x_new[1]*x_new[1]);
x-new(l]|=-x_new[l]/(xh*xh+x new[l]*x_new[1]);

}

seek_simplex( x_new, &simp_no, lin );

ik_val += ( beta * interpolate( lin, simp no ) );
if(c==0)
{
ik_min = ik_val; xu_opt = 0 ;
}
else
{
if( ik_min == ik_val )
su_opt = TheBetter( xu_opt, ¢ );
else if( ik_min > ik val )
{
ik_min = ik_val;
*u_opt = c¢;
}
}
}

(xf)( x, controlvals[*u_opt], dir );
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FOR( i, 0, dim_system )
x_newli] = x[i] + time_step * dir[i];
retval = dist( dim_system, x, x_new );
FOR( i, 0, dim_system )
x[i] = xnewli];
UNALLOC( lin );
UNALLOC( x_new );
UNALLOC( dir );
return retval;

real calc_orbit( real *x, RHS f, CFN g, RHS {2, PRO p, PRO o, PRO i)
{

real distance, *lin, calc_next(), xh, y[10], y2[10];

int u_opt, j, simp_no, maxval, count=0;

clock_t clock(), start = clock(), stop;

void xmalloc(), free();

lin = DOALLOC( dim_system+1, real );
maxval=(int)max_time;
fprintf(stderr,’ >%d steps\n’’,maxval);
FOR( j, 0, dim_system )

fprintf( stderr, >’%.101f *’, x[j] );
fprintf( stderr, >’\n’’ );

(1) (¥);

do
{

distance = calc_next( x, &u_opt, f, g );
(+£2) (y,controlvals[u_opt],y2);

fprintf(stderr,’ >%d ’’,count);

FOR( j, 0, dim_system+1 )

{
fprintf(stdout,’ > %f’ *,y[j]);
if (j<dim_system) fprintf(stdout,”’ , *’);
else fprintf(stdout,’’\n’’);
yi]+=time_stepxy2[j];
fprintf( stderr, > %1f 7, y[j] );

}

fprintf( stderr, >’%.31f ’’, controlvals[u_opt|[0] );



}

(+p) (v:¥2);

FOR(j, 0, dim_system)

{
fprintf(stderr, >* %.51£°,y2[j]-x[j]);
x[j]=y2[j];

}

fprintf(stderr,’ > \n’);

/* apply Psi (only necessary if (xp) doesn’t work properly) /
if (per>(real)0.0) /x check periodicity =/

{
FOR( j, 0, dim_system )

if (x[j]<0) xl[j]+=per;
else if(x[j]>per) x[j]-=per;
}
}

if (per<(real)0.0) /* check identification x/
if ((fabs(x[0])>1.0) || (fabs(x[1])>1.0))

xh=x[0];
< [0]=-x{0]/ (<[00 x[1]x[1]):
} x[1]=-x[1]/ (xhsxh+x[1]*x[1]);

seek_simplex( x, &simp_no, lin );
stop = clock();
TRACE;

}

while( distance > orb_delta && simp_no # -1
&& ++count<maxval);

UNALLOC( lin );

return distance;
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[k sk sksroookk koo (¢) Uwe Sorgenfrei 1992, Lars Gruene 1993
MODULE: inout.c
sk sk kR Rk kR R Rk kR kR Rk ok [

#ifndef __STDIO_H
#include <stdio.h>

#endif

#ifndef _STDLIB_H
#include <stdlib.h>

#endif

#ifndef _MATH_H
#include <math.h>

#endif

#include "defs”
#include "inout.h”
#include "equation.h”

extern int xxsimplices;
extern real xxvertices,
sxkcontrolvals;

extern real lambda, time_step, spatial, per;

extern int max_vertex, max_simplex, max_control;
extern int dim_system, dim_control;

extern int max_iter;

extern real iter_delta, bis_delta, orb_delta, max_time;
extern int xsi;

extern double xvec, *xv_temp;

extern double xxwa, *xcs;

extern real a_d, b_d, c_d;

static int get_para( void );
static int get_tria( void );
static int get_ctrl( void );
static real dist( int n, real *x1, real *x2 );

void read_data()

{
get_para();
get_tria();
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get_ctrl();

static real dist( n, x1, x2 ) /* euklidian distance function x/
int n;
real *x1, *xx2;
{
int i;
real distance = 0.0, pow(), sqrt();

FOR(1,0,n)
distance += pow( x1[i] - x2[i], 2.0 );
return( sqrt( distance ) );

}

double det_timst( f ) /x checking time step size */
RHS f;
{

int i, j;

real dummy = 0.0;

real xzero, xy, dist();

void xmalloc(), free();

zero = DOALLOC( dim_system, real );
y = DOALLOC( dim_system, real );
FOR( i, 0, dim_system )

zero[i] = 0.0;

FOR( i, 0, max_vertex )
FOR( j, 0, max_control )

(xf)( verticesli], controlvals[j], y );
dummy = MAX( dummy, dist( dim_system, zero, y ) );
}
UNALLOC( zero );
UNALLOC( y );
/xdummy = MIN( spatial/dummy, 1/lambda )/
dummy=1/lambda;
if( time_step > dummy/2.0 )
time_step = dummy / 2.0;
return( time_step );



130 ANHANG D. PROGRAMMTEXT

real det_spatial() /* checking space step size */

{

int i, j;

FOR( i, 0, max_simplex )
FOR( j, 0, dim_system—+1 )
spatial = MAX( spatial, dist( dim_system, vertices| simplices][i]j] |,
vertices| simplices]i][(j+1) % (dim_system+1)] ] ) );
spatial * = 1.1;
return( spatial );

}

real det_iterstart( g ) /* determine start vector %/
CFN g;
{

int i, j;

double dummyl, dummy?2 = 0.0;

void smalloc();

vec = DOALLOC( max_vertex, double );
if( ALLOC_FAILED( vec ) )
{
fprintf( stderr, > >’NOT ENOUGH MEMORY. EXIT.\n’ ’ );
exit( EXIT_FAILURE );
}
FOR( i, 0, max_vertex )
FOR( j, 0, max_control )
{
dummyl = (xg)( vertices|i], controlvals[j] );
dummy2 = MAX( dummy?2, ABS( dummy1 ) );
}
dummyl = - dummy?2 * 1.1 / lambda;
FOR( i, 0, max_vertex )
vec[i] = dummyl;
return( dummyl );



int get_para() /* read control line x/

{

char string[80];
real atof();

fscanf( stdin, >’%s’’, string );
time_step = atof( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
lambda = atof( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
max_iter = atoi( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
iter_delta = atof( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
bis_delta = atof( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
orb_delta = atof( string );
fscanf( stdin, >’%s’’, string );
max_time = atof( string );

fscanf(stdin, ’’%s’’, string);
per=atof(string);
if (per> (real) 0.0)

fprintf(stderr, > ?PERIODIC: %f\n’’,per);
if (per< (real) 0.0)

fprintf(stderr, > > STEREOGRAPHIC\n’’);

return 0;

int get_tria() /* read triangulation x/

{

int i, j;

char dummy _string[80];
real atof();

void *malloc();

fscanf( stdin, *’%d %d’’, &dim system, &max _vertex );

vertices = DOALLOC( max_vertex, realx );
do
{

fscanf( stdin, *?%d’’, &i );
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vertices[i] = DOALLOC( dim_system, real );
for(j = 0; j < dim_system; j++ )
{
fscanf( stdin, >’%s’’, dummy _string );
vertices|i][j] = atof( dummy_string );

}
}

while( i # max_vertex-1 );

fscanf( stdin, >’%d’’, &max_simplex );
simplices = DOALLOC( max_simplex, intx );
do
{
fscanf( stdin, >?%d’’, &i );
simplices[i] = DOALLOC( dim_system+1, int );
FOR( j, 0, dim_system + 1)
{
fscanf( stdin, >’%s’’, dummy string );
simplices[i][j] = atoi( dummy _string );

}
while( i # max_simplex-1 );
return 0;

}

int get_ctrl() /x load control values */
{

int i, j;

char dummy _string[80];

real atof();

void smalloc();

fscanf( stdin, >’%d %d’’, &dim_control, &max_control );
controlvals = DOALLOC( max_control, realx );
do
{
fscanf( stdin, >’%d’’, &i );
controlvals[i] = DOALLOC( dim_control, real );
for( j = 0; j < dim_control; j++ )
{
fscanf( stdin, ’’%s’’, dummy _string );
controlvals[i][j] = atof( dummy _string );

}
}

while( i # max_control-1 );
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fscanf( stdin, ’’%s’’, dummy _string);
a_d=atof(dummy _string);
fscanf( stdin, ’’%s’’, dummy _string);
b_d=atof(dummy _string);
fscanf( stdin, ’’%s’’, dummy _string);
c_d=atof(dummy string);

return 0;

}

int get_nodes() /* load iterated node values
(for calculation of optimal orbits) x/
{

int i;

char dummy string[80];
real atof();

void *malloc();

vec = DOALLOC( max_vertex, real );
do
{
fscanf( stdin, *?%d’’, &i );
fscanf( stdin, ’’%s’’, dummy _string );
vec[i] = atof( dummy string );
¥
while( i # max_vertex-1 );
return 0;

}
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#

# Makefile : mk_nodes (project)

i

#

# CALL: make -f mkn.fil (without standard defaults)

#

OBJECTS=equation.o iterate.o findsimp.o inout.o \
lu_solve.o mk_nodes.o

#

LIBES=-Im

#

mkn: $(OBJECTS); cc $(OBJECTS) $(LIBES) -0 $@
#

equation.o : equation.c equation.h defs; cc -c equation.c
falcone.o : iterate.c iterate.h findsimp.h \
lu_solve.h defs; cc -c iterate.c
findsimp.o : findsimp.c findsimp.h lu_solve.h defs; cc -c findsimp.c
inout.o : inout.c inout.h defs; cc -c inout.c
lu_solve.o : lu_solve.c lu_solve.h defs; cc -c¢ lu_solve.c
mk_nodes.o : mk_nodes.c inout.h equation.h iterate.h defs
cc -¢c mk_nodes.c

#

# Makefile : mk_orbit (project)

#

#

# CALL: make -f mko.fil (without standard defaults)
#

OBJECTS=equation.o equ_orb.o findsimp.o inout.o \

lu_solve.o mk_orbit.o orbit.o

#

LIBES=-lm

#

mko: $(OBJECTS); cc $(OBJECTS) $(LIBES) -0 $@
#

equ_orb.o : equ_orb.c equ_orb.h defs; cc -c equ_orb.c
equation.o : equation.c equation.h defs; cc -c¢ equation.c
orbit.o : orbit.c orbit.h findsimp.h defs; cc -c orbit.c
findsimp.o : findsimp.c findsimp.h lu_solve.h defs; cc -c findsimp.c
inout.o : inout.c inout.h defs; cc -c¢ inout.c
lu_solve.o : lu_solve.c lu_solve.h defs; cc -c¢ lu_solve.c
mk_orbit.o : mk_orbit.c inout.h equation.h falcone.h defs
cc -¢ mk_orbit.c
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