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Zusammenfassung:

Die vorliegende Arbeit untersucht ein Iterationsverfahren, das zur numerischen
Losung optimaler Steuerungsprobleme angewendet werden soll. Dieses Verfahren
verwendet interpolierende Splinefunktionen, um die optimale Wertefunktion nu-
merisch zu approximieren.

Zunéchst werden einige theoretische Grundlagen interpolierender Splinefunktio-
nen sowie der diskontierten optimalen Steuerung vorgestellt.

Es folgt die ausfiihrliche Beschreibung und theoretische Betrachtung des Itera-
tionsverfahrens selbst. Aulerdem wird die Vorgehensweise der adaptiven Gitter-
erzeugung erklart und angewendet. Den Abschluss bilden die Darstellung eines
nach diesem Iterationsverfahren implementierten Algorithmus’ sowie die Diskus-
sion der bei der Anwendung auf verschiedene Beispielprobleme erhaltenen Ergeb-
nisse.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Approximation durch interpolierende
Splinefunktionen und ihrer Anwendungsmoglichkeit bei der numerischen Losung
eindimensionaler optimaler Steuerungsprobleme.

Die ersten Werke iiber Splinefunktionen, im Folgenden Splines genannt, wur-
den 1946 von Issac J. Schoenberg veroffentlicht, wobei schon Leonhard Euler im
18.Jahrhundert ,,exponential Euler splines“ (natiirlich nicht unter diesem Namen)
untersucht hat.

In den 60er, 70er und 80er Jahren erschienen unzihlige Arbeiten, die sich mit der
Theorie der Splines beschéftigten und diese weiterentwickelten.

In den meisten klassischen Lehrbiichern der numerischen Mathematik tauchen
speziell kubische Splines als Losung eines Interpolationsproblems auf. Ungeach-
tet der weitreichenden Einsatzgebiete von Splines soll diese klassische Anwendung
betrachtet werden.

Einsatz finden die Interpolationssplines in einem Verfahren zur Losung optimaler
Steuerungsprobleme. Aufgaben und Problemstellungen aus vielen verschiedenen
Bereichen kénnen als optimale Steuerungsprobleme formuliert werden. Szenarien
beispielsweise aus der Okonomie, der Mechanik, der Biologie oder der Physik, um
nur einige zu nennen, lassen sich derart beschreiben.

Grundlage des betrachteten numerischen Losungsansatzes bildet ein in Griine
und Semmler [13] sowie Griine [11] dargestelltes Iterationsverfahren, das sich li-
nearer Interpolationsmethoden bedient, um die optimale Wertefunktion eines op-
timalen Steuerungsproblems auf einem Gitter I' approximativ zu berechnen. Ob-
jekt der Untersuchungen der vorliegenden Arbeit ist die Anwendung der Spline-
Interpolation anstelle der linearen Interpolation. Die Frage ist, ob sich die Eigen-
schaften der Splines fiir das Losen von optimalen Steuerungsproblemen ausnutzen
lassen. Carl de Boor spricht von ,einer groflen praktischen Niitzlichkeit der



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Splines“ auf Grund ihrer lokalen Einfachheit und globalen Flexibilitdt (siche
de Boor [7], S.2). Zudem approximieren (polynomiale) Interpolationssplines eine
durch gegebene Werte an den Interpolationspunkten definierte Funktion im All-
gemeinen wesentlich genauer als lineare Interpolationsfunktionen. In Trick und
Zin [23] werden kubische Splines verwendet, um die Grofle, d.h. die Anzahl der
Variablen, von linearen Optimierungsproblemen zu reduzieren. Nun sollen die
Splines bei der Losung nichtlinearer Probleme herangezogen werden.

Beziiglich des Verfahrens aus Griine [11] muss zunéichst untersucht werden, ob sich
die Eigenschaften des Verfahrens iibertragen lassen und somit die Approximation
der optimalen Wertefunktion erfolgreich bleibt, wenn dabei Spline-Interpolation
angwendet wird. Dieser Gesichtspunkt soll im Folgenden betrachtet werden.

Die Arbeit gliedert sich in drei grofiere Teilbereiche. Der Erste (Kapitel 2) befasst
sich mit der Spline-Interpolation an sich und bietet ein kurze Einfithrung. Splines
werden definiert und eine Moglichkeit der Berechnung eines kubischen Interpo-
lationssplines zu vorgegeben Werten aufgezeigt. Auflerdem wird auf das Konver-
genzverhalten kubischer Interpolationssplines eingegangen. Kernpunkt dabei ist
die Untersuchung eines Beweises aus Hall [15], der sich mit der Konvergenz eines
kubischen Splines gegen die von ihm interpolierte Funktion befasst.

Der zweite Abschnitt umfasst die Kapitel 3,4 und 5. Er stellt die betrachtete Form
der optimalen Steuerungsprobleme vor und beschreibt die theoretischen Grund-
lagen des Verfahrens aus [11] und [13]. Die Vorgehensweise wird dargestellt und
die durch die Einbeziehung der Spline-Interpolation auftretenden Anderungen
aufgezeigt. Zusétzlich beschrieben wird die Vorgehensweise der adaptiven Gitter-
erzeugung. Durch die sukzessive Berechnung der Approximationen auf geeignet
verdnderten Gittern wird die Bestimmung der optimalen Wertefunktion deutlich
effektiver. Die Auswirkungen dieses Verfahrens werden anhand von Beispielrech-
nungen erlautert.

In Kapitel 6, dem dritten und letzten Abschnitt, wird zu Beginn das schritt-
weise Vorgehen bei der Implementierung eines nach dem vorgestellten Verfahren
ablaufenden Algorithmus’ beschrieben. Anschliefend werden die erhaltenen Er-
gebnisse diskutiert. Dabei steht der Vergleich der durch die unterschiedlichen
Interpolationsarten erzielten Ergebnisse im Mittelpunkt. Betrachtet werden vier
Beispiele aus dem Bereich der Okonomie aus Griine und Semmler[13].

Es sei angemerkt, dass die anglo-amerikanische Notation fiir Kommazahlen (z.B.
0.1) sowie fiir Intervalle (z.B. [0, 1]) verwendet wird.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Lars Griine fiir die zahlrei-
chen Anregungen und die hervorragende Betreuung bedanken.



Kapitel 2

Einfithrung in die
Spline-Interpolation

Bevor die Splines bei der Losung von optimalen Steuerungsproblemen Anwen-
dung finden, werden in diesem Kapitel einige Grundlagen der Spline-Theorie
vorgestellt. Nach der Definition und der Darstellung einiger grundlegender Ei-
genschaften sowie den notwendigen Randbedingungen von Splines folgt die Aus-
arbeitung einer Variante zur Berechnung kubischer Interpolationssplines. Die-
se ist wiederum abhéngig von der Art der vorliegenden Randbedingungen. Der
Schwerpunkt liegt in diesem Kapitel auf dem Beweis einer Aussage iiber die Kon-
vergenzeigenschaften kubischer Interpolationssplines.

Aus der umfassenden Literatur iiber Splines erschienen mir die Einfiihrungen
in Bohmer [5], Kapitel 1, Griine [12], Kapitel 4.2, sowie Stoer [22], Kapitel 2.4,
am verstdndlichsten strukturiert. Aus diesem Grund orientiere ich mich im Fol-
genden weitgehend an diesen.

2.1 Definition und Eigenschaften von Splines

Splines werden durch die Werte an bestimmten Punkten gegeben. Diese Knoten-
punkte sind durch ein Gitter geméf folgender Definition festgelegt:

Definition 2.1 Sei eine kompakte Menge Q = [a,b] € R mit a < b gegeben. Ein
eindimensionales Gitter I' auf Q st eine Menge von Intervallen I;, ©+ = 1,....1,
mit

I
U_fi =Q und intl;Nintl; =0 firalle i,j=0,..1,i#]
i=1

Die Menge der Intervallendpunkte oder auch Knotenpunkte des Gitters ist durch
A={x;}, i=0,...,1, mit xog = a und x; = b gegeben.

3
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Auf dieser Knotenmenge A bzw. diesem Gitter I' definiert sich ein Spline wie
folgt:

Definition 2.2 Sei ein Gitter I' auf [xg, x,] mit Knotenmenge A = {zo, ..., x,}
und v < r1 < ... < 1, gegeben . Eine Funktion sa : [xo,z,] — R heifit zu
A — gehoriger Spline vom Grad k € N, wenn gilt:

o sp € CF 1z, )

o Auf jedem Teilintervall I; = [x;_1,x;], © = 1,2,...,n stimmt san mit einem
Polynom p; vom Grad k tiberein, d.h. fir x € I; kann man schreiben

sa(2) = a + an(x — 1) + .. + ag(z — 221)" = pi(2). (2.1)

Ein Spline s ist also derart aus n Polynomen k-ten Grades zusammengesetzt,
dass er selbst und die ersten (k—1) Ableitungen an den Knoten z;,i =1, ...,n—1,
keine Sprungstellen besitzen.

Bemerkung 2.3 Offensichtlich ldst der Spline sa das Interpolationsproblem
F(ajz) =y, 1=0,..,m,

wenn, gilt:
sa(z)) =vy;, 1=0,...,n.

Im Folgenden wird generell der Spline auf A = {xy, ..., z,} mit
Ty < x1 < ... < T, betrachtet und s statt sa geschrieben.

2.1.1 Eindeutigkeit

Zunichst stellt sich die Frage, ob der Interpolationsspline s mit s(z;) = y; fiir
gegebene Daten (z;,v;), ¢ =0, ...,n eindeutig ist. Durch

Vi1 = S(xi1) =ayp fur i=1,..,n
sind gerade n Koeffizienten aus (2.1) bestimmt und durch
Yn = 5(Tn) = Gno + an1 (2 — Tp1) + oo+ (2 — 2p_1)" (2.2)
noch ein weiterer, da man (2.2) umformen kann zu

Yn — Apo — anQ(xn - xn—l)Q e T ank(mn - xn—l)k

Tp — Tp-

Ap1 =

Somit sind genau (n + 1) Koeffizienten festgelegt.
Durch diese ist der interpolierende Spline allerdings noch nicht eindeutig be-
stimmt, da folgende Aussage gilt (siche auch Griine [12], Kapitel 4.2):
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Satz 2.4 Fir A = {xg,...,x,} mit 1o < x1 < ... < x,, und k € N ist der Raum
der zur Knotenmenge A gehirigen Splines vom Grad k (bezeichnet mit Sa ) ein
(k +n) — dimensionaler Vektorraum tber R.

Anders ausgedriickt: Durch (k 4+ n) gegebene Koeffizienten a;; ist der Spline s
eindeutig festgelegt.

Beweis: Die Giiltigkeit der Vektorraumaxiome fiir Sa j, ist auf Grund der Defi-
nition der Splines sofort zu erkennen.

Die Dimension ist durch die Anzahl der freien Parameter a;; bestimmbar. Das
Polynom p; auf dem ersten Intervall [z, z1] ist frei wihlbar. Somit ergeben sich
(k+1) freie Parameter. Da der Spline s nach Definition 2.2 auf der ganzen Menge
[0, x,] und demnach auch in den Stiitzstellen z; stetig und (k — 1)-mal stetig
differenzierbar ist, sind die Werte der j — ten Ableitung jedes folgenden Teil-
polynoms am Intervallanfang durch das jeweils , vorherige* Polynom bestimmt,
d.h.

PP (2i1) = p, (i) (2.3)

firi=2,..,nund j =0,....k - 1.
Es folgt damit zwangsldufig aus pm(xi_l) = j!-a;; und (2.3)

i

ai; = pP (zi0)/jl G =0,. k—1,i=2 .. n

Daher ist von den (n — 1) restlichen Polynomen p; ,i = 2,...,n, nur noch jeweils
ein Koeffizient, namlich a;, frei wihlbar.
Insgesamt hat man folglich (k+ 1) + (n — 1) = (k + n) freie Parameter.

O

Folgerung 2.5 Um einen Interpolationsspline s der Ordnung k eindeutig zu be-
stimmen, sind aufSer den Werten an den Knoten noch zusdtzliche Bedingungen
notwendig, durch die weitere (k — 1) Koeffizienten festgelegt sind.
Diese Bedingungen werden in Form von Randbedingungen, d.h. Vorschriften an
s oder an Ableitungen von s in den Punkten xo und x, formuliert.

2.1.2 Randbedingungen am Beispiel kubischer Splines

Eine besondere Rolle spielen besonders in der Praxis die Splines der Ordnung
k = 3, die kubischen Splines. Grund dafiir ist, dass der kubische Spline von al-
len Funktionen, die gegebene Werte interpolieren, diejenige ist, die die kleinste
Kriimmung aufweist.

Bevor diese Extremaleigenschaft der Splines bewiesen wird, soll anhand von ku-
bischen Splines darstellt werden, wie die oben genannten Randbedingungen aus-
sehen konnen:
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Lemma 2.6 Seien die Werte (x;,y;), i = 0,...,n und ein zu diesen Werten
gehoriger Interpolationsspline s gegeben. Dann gilt:
Erfillt s zusdtzlich eine der drei folgenden Bedingungen

(i)  §"(x9) =5"(xn) =0 ( ,natirliche Randbedingungen,),
(i)  §'(xo) = ' (xn) und s§"(xg) =5"(x,) (,periodische” Randbedingungen),
(iii) s'(xo) = f'(xo) und $'(x,)= f'(x,) (,hermitsche“ Randbedingungen),

so ist s eindeutig bestimmi.

Beweis: Nach Satz 2.4 ist ein kubischer Spline durch (n+3) Koeffizienten a;; aus
(2.1) eindeutig bestimmt. Oben wurde gezeigt, dass durch die Werte (z;, y;) genau
(n+1) Koeffizienten festgelegt sind. Nun kann man jede der obigen Bedingungen
als Vorschrift fiir zwei weitere Koeffizienten ausdriicken, wenn man s in der Form
(21) fir k=3 (also S(ZE) = a;p + CLil(ZL’ — $z‘—1) + CL»L'Q(ZL’ — Ii_1)2 + CL,;g(x - l’i_l)g)
betrachtet:

s 0 S app =0 und
s"(x,) =0 & 2ap9 + 6ap3(, — 4-1) =0
< Qp2 = _3an3(xn - xn—l)

(i)  §'(xo) = &' (Tn) & a11 = ap1 + 2ap2(Tn — Tp1) + 3ans(@n — ,-1)*  und
s"(xg) = " (xn) < a12 = 2apg + 6ap3(Ty, — Tp-1)

(iii) §'(xo) = f'(x0) < a1 = f'(xo) und

S,(In) - f/(xn> & Apl = f/(xn) - 2an2(xn - :En—l) - 3an3(l'n - mn—l)Q

Somit sind fiir jeden Interpolationsspline s, der eine der obigen Bedingungen
erfiillt, (n+3) Koeffizienten festgelegt. Nach Satz 2.4 folgt daraus die Behauptung.

O

Bemerkung 2.7 (i) Man kann auch andere Randbedingungen definieren. Dabei
ist wichtig, dass durch sie ebenfalls zwei zusdtzliche Koeffizienten besimmt sind.
Die drei genannten Bedingungen sind allerdings diejenigen, die in der Literatur
hauptsdchlich zu finden sind.

(ii) Die natiirlichen Randbedingungen lassen sich geometrisch gerade so interpre-
tieren, dass der Spline tiber xy und z, hinaus linear mit der Steigung s'(xy) bzw.
s'(x,) fortgesetzt wird.

(iii) Der Algorithmus, der in dieser Arbeit entwickelt wird, wird in MATLAB
implementiert und benutzt die MATLAB-eigenen Routinen zur Berechnung der
kubischen Splines. MATLAB legt dabei natiirliche Randbedingungen fest.
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Nun zuriick zur Minimalitdt der Kriimmung:
Die Kriimmung r,(z) des Graphen einer zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tion ¢ : [z,, ,] — R am Punkt x ist nach Herrmann [18] definiert durch

g"(x)
Kg(T) = ——"—.
(1+g'(2)?)2

Ist nun |¢'(z)| << 1 fiir x € [xg, ,], so ist die Kriimmung néherungsweise gleich
der zweiten Ableitung:

ryl) = g ()

Die Gesamtkriimmung auf [z¢, z,] kann nun durch ¢”(z) in der Lo-Norm ausge-

driickt werden: )
Tn 5
iy = g2 = ( / g"<x>2da:)
0

Die Extremaleigenschaft des kubischen Interpolationssplines zeigt folgender Satz
aus Griine [12], Kapitel 4.2:

Satz 2.8 Sei s : [xg,x,] — R ein kubischer Interpolationsspline zu den Daten
(xi,y:), © = 0,...,n, der eine der Randbedingungen aus Lemma 2.6 erfillt. Sei
zudem p : [xg, x,] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die ebenfalls
das Interpolationsproblem lost und die gleichen Randbedingungen wie s erfillt.
Dann gilt
Rs < Fp.

Beweis: Zunichst quadriert man die Lo-Norm von p” und ersetzt p” durch s” +
(p" — §"). Es ergibt sich

g = [ 0 (@) da = / U (0 () — ()

X0 o
- / (s"())2di 12 / (2)(p" () — 5" (2))da + / ('(z) — §"(x))2de
zo L, U o _
—i2 = >0

> R4 2.

Durch partielle Integration erhilt man fiir J

;= [T - S @) (2.4

o
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Mit jeder der drei Randbedingungen aus Lemma 2.6 gilt fiir a

[s"(x)(p'(x) — s'(2)];2s, = 8" (@) (0 (2n) — 8'(20))
—5"(20) (P (20) — 8'(0)) = 0,

da fiir natiirliche Randbedingungen s”(z,) = s"(xq) = 0 erfiillt ist, fir peri-
odische Randbedingungen der rechte und der linke Term iibereinstimmen und
fiir hermitsche Randbedingungen sowohl s'(z,) = p'(z,) = f'(x,) als auch

s'(z0) = p(z0) = f'(z0) gelten.

Folglich ist a in (2.4) gleich Null. Da s(z) auf jedem Intervall I; = [z;_1, x;] nach
Definition 2.2 ein kubisches Polynom ist, ist s”(x) = d; konstant fir =z € I,.
Deshalb folgt fiir b

b= [ @ - S =Y [ dwe - )

zo

= z;dz /g:il(p’(l’) - 3’(x))dx = Zldl\[(p(l‘z) — p(%‘-ﬂ — S(l‘z) + S<xi—1)l‘

N
=:C;

Nach Definition stimmen die Werte von s und p an allen Knoten z; iiberein, also
ist s(x;) = p(z;) und s(z;—1) = p(z;—1). Damit ist ¢; = 0 fiir alle i und daraus
resultierend auch b = 0.
Demzufolge ist

J=a—-b=0

und die Behauptung ist bewiesen.

O

Bemerkung 2.9 Durch diese Extremaleigenschaft ldsst sich auch die Bezeich-
nung Spline erkliren. Im Englischen st ein ,spline” eine diinne Holzlatte. Ist
diese Latte nun an gewissen Interpolationspunkten x; festgehalten, so wird die
Biegeenergie, die ndherungsweise durch die Krimmung beschrieben ist, minimal.
Falls nun die erste Ableitung an den Interpolationspunkten sehr klein ist, also
g'(z;) << 1, was einer kleinen Auslenkung entspricht, so stimmt die Splinefunk-
tion mit der Lage der Holzlatte iiberein.

2.2 Berechnung von kubischen Interpolations-
splines

Es gibt verschiedene Varianten, die Koeffizienten a,, ..., a;3 aus (2.1) eines ku-
bischen Interpolationssplines zu den gegebenen Werten (x;,y;) zu bestimmen.



2.2. BERECHNUNG VON KUBISCHEN INTERPOLATIONSSPLINES 9

Dieser Abschnitt zeigt eine Moglichkeit, die Koeffizienten direkt aus den ersten
Ableitungen der zu interpolierenden Funktion f an den Knoten z; zu berechnen.
Eine &hnliche Vorgehensweise zeigt beispielsweise Bohmer [5], S.20f, wobei dort
nur zwischen periodischen und nicht-periodischen Splines unterschieden wird.
Alternativ konnen auch die zweiten Ableitungen gewéhlt werden (siehe Griine
[12], Kapitel 4.2, oder Stoer [22], S.105f).

Zunéchst stellt man die Einzelpolynome dritten Grades in Abhéngigkeit von
Ss(x;—1) und s(z;) (den Funktionswerten an den Knotenpunkten) und s'(z;_1)
und §'(x;) (den Werten der Ableitung an den Knotenpunkten) fiir i = 1,...,n dar
und zeigt, dass sie eindeutig sind.

Lemma 2.10 Fiir ein Intervall [a,b],a # b und gegebene Werte p(a), p(b),
p'(a), p'(b) existiert genau ein Polynom p(x) dritten Grades, das an den End-
punkten diese Werte annimmdt.

p(x) ldasst sich schreiben als

o(z) = pla)+pa )4 {3p b_a p’(b)bt?’(a) (z — a)?
p(8) —pla) . p(B) + /(@) :
0w T B ap }( )

Beweis: Dass p(x) die vorgegebenen Werte an den Endpunkten annimmt, ist
leicht durch Einsetzen von a und b, sowie durch Differentiation zu erkennen.

Gébe es neben p ein weiteres Polynom p vom Grad 3 mit den gewiinschten Ei-
genschaften, so wiirde in a und in b sowohl das Polynom p := p — p als auch die
erste Ableitung p’ verschwinden. Das heifit das Polynom p dritten Grades hétte
die beiden doppelten Nullstellen a und b. Somit muss p = p sein.

0
Im Folgenden gelte stets die Notation:
s; = s(x;), st =5 (x;), hy == (x; —x;_1)
Nach Lemma 2.10 kann man fiir x € I; = [z;,1,2;], ¢ = 1,...,n, schreiben:
s(@) = siiitsi(T— i)
si—Sic1  Si+2si 2
3 - —
i { n? T A (2.5)

Si— 81 Si+ s
+ [—2 h3 ! + h2 1:| (CL’ - xi_1)3.
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Dabei stellen die Vorfaktoren der Terme (z; — x;1)%, i = 0,...,3, gerade die
Koefizienten aq, ..., a;3 aus 2.1 dar. Man bendétigt zu deren Berechnung damit
lediglich die Werte s, fiir i = 0, ..., n, da h; und s; durch die Knotenmenge A und
die Werte y; an den Knoten gegeben sind. Es wird sich fiir alle Randbedingungen
ein hochstens (n + 1)-dimensionales Gleichungssystem mit diagonaldominanter
Matrix A ergeben, aus dem sich die s} bestimmen lassen. Dieses Gleichungssystem
ist nach folgendem Satz eindeutig losbar (siche auch Bohmer [5], S.19).

Satz 2.11 Sei die Matriz A diagonaldominant, d.h.

n

|(ln’| > Z |aij| ,i=1,...,n.

=1

Dann ist A nichtsinguldr und das Gleichungssystem Ax = b somit eindeutig
losbar.

Beweis: Es sei Av =bmit A € R™" b e R™ x € R” und x; der betragsgrofite
Eintrag von x, also ||zl = |zx| # 0. Offensichtlich gilt

n
bi:aiixi+ g QT4 1= l,...,m.
J=1j#i

Daraus folgt

n
blle > arsze+ Y arjs|

=Lk
= o+ Y ar; | - ]
j=Lj#k O F
= |—am— ), @ij—” 2]
j=ti#k "k

n

> (ol = Y larg]) |7l
j=Li#k

-
>0

N

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus Anwendung der Dreiecksungleichung und
<1.

der Tatsache, dass ‘j—i

Somit gibt es fiir b = 0 nur die triviale Losung x = 0. Daraus folgt die Behaup-
tung.

O
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Zur Bestimmung der s, wird (2.5) durch Ausmultiplizieren umgeformt zu

S(.T) = Kﬂ(l‘)Si_l + KZ'Q(Z')SZ‘ + Kig(.I')S;fl + K,;4(ZE)S;, xr € Il (26)

Dabei sind
2  Lg— 3 _ — Lj— th h3
AR LR S T, BT
2 —x;-1)° — 3(x — x;-1)%h;
Kz2($> _ _( 1) h3( 1) :
B 9 — 2z )2 o B2
Ka(z) — (x — 1) (x :1;521) hi + (x — x;—1)h;
(. —21)° = (v — 251)°hy
Kz4(l') = .

h2

(2

Die Idee ist nun, die Glattheitseigenschaft des Splines in den Stiitzstellen auszu-
nutzen, um auf das gewiinschte Gleichungssystem zu kommen.

Dazu leitet man (2.6) zweimal ab und erhalt

1
Sl(l') = F((}(l’ — l’i_l)Q — 6(ZE — l’z_l)hz):| Si—1
[1
— ﬁ(G(l‘ — l’i_l)Q — 6(37 — l‘l_l)hl):| Si
[ 1 2 2 !
+ ﬁ<3($ —xi1)” —4x —xi)hi + h7)| st
1
+ ?<3($ — 513'2'71)2 — 2(1} — le)hz):| S;
sowie
" 1
S (SL’) = ﬁ(lQ(Q? — Ll'l',l) — 6h1)1 Si—1
1
- 1 /
+ P(G(I — xi—l) — 4h2) Si_1
1 )
+ ﬁ(G(ZL‘ - mi—l) - 2hz):| Si—1 f’LL’I“ x e Iz

Nach Definition 2.2 ist s in den Stiitzstellen zweimal stetig differenzierbar, also
ist der Graph der zweiten Ableitungen in x;, t = 1,...,n — 1 stetig.
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Somit miissen der linksseitige Grenzwert (s”(z;—)) und der rechtsseitige Grenz-
wert (s”(x;+)) von s(z) fiir * — x4, i = 1,...,n — 1, identisch sein.

Es gelten
) 6 6 2 4
s (xi—):si_lﬁ—siﬁ S;_ 1h ~|—5Zh
und 6 6 4 2
s"(zi+) = + 54 — S — & .
( ) h12+1 hi, h12+1 hi+1 +1 hi+1

Aus §"(x;+) = §"(x;—) folgt

3s' +4 i—ir ! s'+is’ 65 +6 i 0 ——s
h el ) S T T Tt T g S g e

Durch Umformung und Multiplikation mit Z“ ergibt sich firt=1,...,n — 1:

Si — Si-1 Si+1 — i
h; 2.7
T h (27

:51

hi+18;71 -+ 2(hi+1 + h2>8; + hiS;+1 =3 hi+1

Man erhélt auf diese Art (n — 1) Gleichungen fiir die (n 4 1) Unbekannten s, bis
s!. Das Gleichungssystem ist also nicht eindeutig lésbar.

Aus den Randbedingungen ergeben sich jedoch zusétzliche Angaben:

Zunéchst der periodische Fall, d.h. s wird iiber [zg, z,] hinaus mit der Periode
(2, — x0) fortgesetzt. Dann gelten

o o 4 —
so=25, und s} =s,,,; sowie hy = h,1. (2.8)

Aus (2.7) und (2.8) ergibt sich in Matrixschreibweise das folgende Gleichungssy-
stem der Dimension n:

2(hy + hy) hy 0 --- 0 ha
/

]’L3 2(h3 + hg) hg . 0 S,1 51
So 52
0 Dy R : _ :
: 0 : .
0 IR hn—l S'/n 571,

. 0 .0 hy 2(hi+hy)

mit den Werten &; aus (2.7) fir i = 1,...,n — 1 und 6, = 3[hy =522 + h,, 2522,
sy ist durch s/, bestimmt.
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Nun der Fall der hermitschen Randbedingungen:
Sind die Werte s; und s/, durch die Ableitungen von f an den Stellen zy und z,,
bekannt, also

so = ['(20), s, = f'(n), (2.9)

werden nur noch die Werte s} fiir i = 1,...,n — 1 benotigt.

In Matrixform erhélt man aus (2.7) und (2.9) das Gleichungssystem:

2(hy + hy) hy 0 - 0 0 / i
: )
h3 2<h3 -+ hg) hg . 0 i,l 61
. 2 2
0 hy S B
: 0 . .
0 . - Pn—2 S;L*l 5n—1
0 0 0 hy 2(hy A hay)

mit den Werten §; aus 2.7 und 8; = &, — hasy  sowie  8p_1 = 0p_1 — hp_1S,.
Sind die Ableitungen von f unbekannt, benétigt man vorgeschriebene Werte
und §7, die ndherungsweise den Werten der zweiten Ableitung des gesuchten Spli-

nes in den Randpunkten xy und z,, entsprechen.

Fiir ¢ = 0 lautet (2.7)

So— S_ S1—§
hlsl,l + 2(h1 + ho)SIQ + hoSll =3 ]?,1 0 ! + ho ! 0
ho hy
Durch Umformen ergibt sich
2h186 + 2h086 + h()S/l = 3h081 — %0 + 2h1 S0 51 + hl S0~ 5 — hlsl_l.
hy ho ho

Ersetzt man nun approximativ den Differenzenquotient SO;LOS” durch den Wert

5’6 fiir die erste Ableitung im Punkt zq, so folgt weiter

51— S0
hy
51— S0
hy

2h036 + hQSll = 3h0 + h186 — hls'_1

= 3h

+ h1(86 - Sl—l)v

und nach Division durch hq

S1 — S
L2y

2s5+51=3
80+ 1 hl ho
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Verwendet man nun erneut den Differenzenquotienten % als Approximation
fiir 57, so ergibt sich
24/ I 951 =50 ~I1
So+s, =3 + h13p. (2.10)
1
Analog erhélt man fiir (2.7) mit i = n
Sp — Sn— ~
S 428 = 3h—1 — h,S". (2.11)

(2.7) und die beiden zusétzlichen Gleichungen (2.10) und (2.11) lassen sich fol-
gendermaflen in Matrixform schreiben:

2 1 o --- 0 0 -
: 50 do
hg Q(hg + hl) hl . 0 /
0 hs ' . : = :
O hn 2<hn + hnfl) hnfl S;L Sn
0 0 ... 0 1 2
mit den ¢§; aus (2.7) firi =1,...,n — 1 und
So =310 4 n3l sowie b, =3n "=l pg
hy I,

Im Fall der natiirlichen Randbedingungen gelten 5 = sj = 0 und 3! = s” = 0.
Auflerdem sind hier nach Bemerkung 2.7 die ersten und die zweiten Ableitungen
bei xg und z,exakt gleich dem Differenzenquotienten.

Man erhilt in Matrixform:

2 1 0 - 0 0 )
_ 50 9o
ho 2(ha+hi) hy . 0 /
0 hs ’ ' : = :
: - . 0 Sh_q On—1
0 hn Z(hn + hn—l) hn—l S;l 511
0 0 ... 0 1 2

mit den J; aus (2.7) fur i =1,...,n — 1 und

2 51— S0

do=3

. e Sp — Sn—1
sowie 0, =3———.

hl hn
Somit entsteht wie gefordert fiir alle aufgefithrten Randbedingungen ein Glei-
chungssystem mit klar ersichtlich diagonaldominanter Matrix A, das nach Satz
2.11 eindeutig losbar ist.
Mit den durch Auflésen dieses Gleichungssystems erhaltenen Werten s}, i =
0,...,n, lassen sich die Koeffizienten K;;(z) aus (2.6) und somit der kubische
Interpolationsspline s fiir alle = € [xg, x,] berechnen.




2.3. EINIGE KONVERGENZEIGENSCHAFTEN 15

2.3 Einige Konvergenzeigenschaften kubischer In-
terpolationssplines

Interpolationspolynome haben den Nachteil, dass sie im Allgemeinen nicht gegen
die Funktion f, die sie interpolieren, konvergieren. Demgegeniiber lasst sich fiir
Interpolationssplines zeigen, dass sie unter schwachen Voraussetzungen an f und
das Gitter I' gegen f konvergieren.

2.3.1 Konvergenz bei Interpolation einer Funktion f €
CH o, )

Dieser Abschnitt stellt ausfiihrlich einen Beweis von C.A.Hall aus [15] dar, der
den Interpolationsfehler bei der Spline-Interpolation einer zumindest 4-mal stetig
differenzierbaren Funktion abschétzt und zeigt, dass dieser verschwindet, wenn
die maximale Intervalllinge des Gitters I' gegen Null konvergiert.

Es sei (wie teilweise bereits definiert):

s 1= s(xi), ;=8 (), fi = f(xi), fi = f'(zi), hi = (2 — 2i1)
Satz 2.12 Sei s der kubische Interpolationsspline mit hermitschen Randbedin-
gungen von f € C*xg,x,] auf der Stitzstellenmenge A = {xq, ..., x,} mit x5 <
v < . Dann gilt
157 = FOlloe < Gl F Db, 7 =0,1,2,3

max

mit
5 9++/3 30+1 02 +1
CO = 551 1= ) CQ = ) C3 =
384 216 12 2
und
hmaw . .
0= h v hinae = ,{TIlaX {i =i} i = ,jlllln {zi =221} sowie
IO = sup fD(x)
TE€[x0,Tn]

Der Beweis erfordert drei vorbereitende Lemmata. Zunéchst wird die Differenz
zwischen den ersten Ableitungen von f und denen von s in den Stiitzstellen ab-
geschéitzt. Diese Abschitzung bestimmt spéter eine Schranke fiir den Fehler auf
dem gesamten Intervall.

Lemma 2.13 Fiir s, f, und A mit obigen Eigenschaften gilt

max

1 .
|s; — fi] < ﬂHf(‘*)llh?’ i=0,...m.
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Beweis: Wie schon gezeigt, gilt fiir s das Gleichungssystem (2.7)

hi+13;_1 + Q(hi_H + hl)S; + hi$;+1 =3 |:hi+1 % T S + hl Sit1 7 Si:|

hi hiy

firi=1,...,n—1.
Durch Taylor-Entwicklung lidsst sich nach Hall [15], S.8, herleiten, dass folgende
Gleichung erfiillt ist:

hivifl o+ 2(his +h)fl +hifl, = 3 {hm Ji _hf Ly gt +hl =/ 1 (2.12)
7 i+1

o FOE e () + halhsn))
firi=1,...,n—1und z; 1 <& < x;11.
Aus (2.7) und (2.12) ergibt sich
hiv1si_y + 2(hipa + hi)s; + hisiy = 1Hﬂ1+2mwrwmﬂ+mﬂﬂ
f Y& hisa (ha)® + hi(higa)?],

da f; = s; fiir 1 =0, ..., n gilt.
Und daraus erhalt man durch Umformen

hiv1(siy = fi1) + 2(hipa + h i) (si = fi) + hi(sin — fig) =
f(4)(§z)[ i+1(hi)” + hi(hisa)?].

Weil aus den hermitschen Randbedingungen folgt, dass s; = f! fir i = 0 und
1 = n gilt, kann man in Matrixform schreiben

ME = Z (2.13)

wobei [E],L = §; — fi, [Z]z = f (fz)[ z+1( ) + h (hi+1)3] f’lﬂ" 1= 1, = 1
und

2(hg + hy) hq O --- 0 0
h3 2(h3 + hg) hg 0
M = 0 s e R x R!
: 0
0 P

0 0 i 0 Ry 2(hy+ hooy)
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Nun werden beide Seiten von (2.13) mit der Diagonalmatrix D € R*~! x R"™!

mit den Diagonalelementen

1
D)= 77—~
Pli = s

multipliziert, so dass sich DME =DZ ergibt.
Dabei hat DM die Form:

1 _m
1 2 ot 0 0 0
1_hs 1_ho
2 h3z+ho 1 2 ha+ho 0
0 i 1t
DM = 2huthy
0
t. l hn72
0 ) 1 h 2 hn71+hn 2
0 0 0 3 o — 1

Offensichtlich ist
DM =1"1Y4+B

mit 7"~V der Einheitsmatrix der Dimension (n — 1) und

1_m -
0 dpbe 0 0 0
1_hs 1_ho
2 h3+ha 0 2 hz+hs 0
0 1_hg ..
B = 2 ha+h3
: 0
.. .. 1 hn-o
O ' ) 2 hn71+hn72
0 0 0 1t 0
U 2 hn+hnfl
Fiir B gilt
Bl = 5,

da fiir die Zeilensummen

(2.14)

1 hipa I hy 1 .
bix| = = - = -, =2,...,n—2 d
Z| d 2 hit1+ h; +2hi+1+hi 2 fr i " u
1 H—l 1 ..
E |blk|—§ o <3 furi=1 bzw.
1 z+1 1 .
g b; ———<— =n-—1
|bi| i+ T 2 furi=n

erfiillt ist.
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Als Hilfsmittel dient folgender Satz (sieche Wilkinson [24], S.61):

Hilfssatz 2.14 [ sei die Finheitsmatriz. Fir die Matriz A gelte ||Al|o < 1 und
(I + A) sei invertierbar. Dann ist

17+ A) oo < (1= [ Afl0)™
Beweis:
I = (I+A) W I+A)=

(I+A) P+ T+A)A
11+ A7+ (I +A) Al =
I(7+A)" = (I + A7 (=A) ] =
17+ A oo = (T +A) T (=A) ]l =

)"

)"

= [l

AVARLY,

17+ A) oo = 11+ A) oo - |4l =
||(I+A 1”00(1 - HAHOO)

Da ||I]|o =1 gilt, folgt die Behauptung und der Hilfssatz ist bewiesen.

Hilfssatz 2.14 liefert fiir (2.14)
I(DM) oo = 11+ B) Moo < (1= [1Blloc) ™" =2,
da [|Bll =
Nun schreibt man E als £ = (DM)~'DZ und schiitzt es in der Norm ab durch
1E]lsc = [(DM) "' DZ|loo < [(DM) Moo - [1DZ]lo0 < 2D Z|oc. ~ (215)
Es bleibt daher noch DZ abzuschétzen. Die Zeilen von DZ haben die Form

D2 = s | (G B ()" + Bl
_ —1 4 z+1(h' ) + h (hz+1>
N Ef( )(52) h1+1 + h/L

firi=1,...,n—1und & € [x;_1,T;i11]

Demnach gilt
(hmax)g(hi + hi+1)
hiy1 + hy

1 .
@Hf(‘l)ll(hmaz)?’ mit ||fP] = max fY(z).
z€[z0,Tn]

1
IDZ] < @Ilf(‘”ﬂ
(2.16)

IN
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Aus (2.15) und (2.16) folgt also

1
||E||oo S ﬂ||f(4)||(hmaa:)37

das heifit fiir i = 1,...,n — 1 ist

1
HSQ - fz/”OO < ﬁl‘f(4)|’<hmam)3'

Fiir 2 = 0 und ¢ = n ist auf Grund der vorausgesetzten hermitschen Randbedin-
gungen s, = f/. Somit ist das erste Lemma bewiesen.

O

Nun wird eine Schranke fiir den Betrag der Differenz zwischen f und dem stiick-
weise kubischen Polynom q bestimmt, dessen Werte der 0-ten und der ersten
Ableitung in den Stiitzstellen mit denen von f iibereinstimmen. Sei ¢ € C'[zq, x,,]
das (nach Lemma 2.10 eindeutige) stiickweise Polynom dritten Grades fiir das

o(xs) = (&) sowie ()= f'(z:) fiiri=0,...n (2.17)
gilt. Analog zu (2.6) kann man fiir z € [z;_1, x;] schreiben:
() = Ku(2)q(zi1) + Kio(2)q(zi) + Kis(2)q (wi-1) + Kia(2)q (2:)
und damit
q(z) = K (2) fi1 + Kia(2) fi + Kis(2) fiy + Ku(2) f, (2.18)

wobel wiederum
20w —x; 1) = 3(x — w_1)?hi + W}

Kij(z) =

B
Kp(z) = 20z —w)? _hj(;v — 931'_1)2hi7
Kis(z) = (z - 2i0)” 2(; — '721‘2—1)2@ + (. — zm)h?
Kiy(x) = (v —i1)® — (v — I¢Z1)2hi'

h?

Die Herleitung dieser Schranke beruht auf der Vorgehensweise in Birkhoff und
Priver [4].

Der Beweis nutzt die Darstellung von d(x) := ¢(z) — f(z) als Losung einer Rand-
wertaufgabe mit Hilfe einer Greenschen Funktion G. Deshalb erfolgt zunéchst
eine kurze Ausfithrung iiber die Greensche Funktion zu einem Randwertproblem
und die fiir den Beweis notigen Eigenschaften. Zu detaillierteren Betrachtungen,
den Beweisen der folgenden Aussagen sowie der expliziten Bestimmung von G
sei auf Spezialliteratur iiber gewohnliche Differentialgleichungen, beispielsweise
Arndt und Werner [2] oder Myint-U [19], verwiesen.
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Einschub: Greensche Funktionen

Definition 2.15 Sei L der auf C"[a,b] durch
Lz = pin(2)2™ + .+ iy (2)2 4 po(z)2 (2.19)

definierte lineare Differentialoperator der Ordnung n mit stetigen Koeffizienten
iy i =0,....,n sowie R: C" a,b] — R"™ der Randoperator mit Bedingungen an
z(a), ..., 2"V (a) und z(b), ..., 2™ (b).
Dann heift

Lz=f, Rz=g
Randwertproblem fiir eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n mit steti-
gem fund g € R".
Das Randwertproblem heifst homogen, falls g =0 und f =0 gilt.

Definition 2.16 Die Greensche Funktion zur Randwertaufgabe Lz = f, Rz = 0
mit dem Differentialoperator L der Ordnung n > 1 ist diejenige Funktion G(x,t),
die die folgenden Bedingungen erfiillt:

o G ist stetig auf [a, b] X [a, b] und fir jedest € [a,b] ist G(.,t) (n-2)-mal stetig
differenzierbar in [a,b].

o G(.,t) besitzt in [a,b] \ {t} stetige Ableitungen der Ordnung n-1 und n.
Zusdtzlich besteht die Sprungrelation

AT S YV S
Jgn—1 7 Oxn=1" 7y ()

mit p,(x) aus (2.19).

o [ir jedes feste t € [a,b] ist G(.,t) Losung der homogenen Differentialglei-
chung in [a,b] \ {t} (also LG(.,t) = 0) und fiir jedes feste t € [a,b] erfillt
G(.,t) die homogenen Randbedingungen (also RG(.,t) =0).

Bemerkung 2.17 Durch die oben aufgefiihrten Figenschaften ist die Funktion
G zur Randwertaufgabe Lz = f, Rz = 0 eindeutig definiert, falls der Koeffizient
tn () aus (2.19) keine Nullstelle besitzt.

Satz 2.18 Sei f stetig auf dem Intervall [a,b]. Dann lost die Funktion

b
vie) = [ Glof
das Randwertproblem Lz = —f, Rz = 0.

Mit Hilfe einer Funktion G mit diesen Eigenschaften ist es jetzt moglich, das
folgende Lemma zu beweisen.
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Lemma 2.19 Sei f € C*zg, z,] und q wie in (2.17) definiert. Dann gilt

¢ — | < apl|fP|RET . r=0,1,2,3.

max

Daber sind
1 V3 1 1

Oélzﬂ, CYQ:E, 04325.

Beweis: Man leitet in dem Beweis eine Schranke fiir die Differenz auf einem be-
liebigen Teilintervall [z;_;, 2;] in Abhéingigkeit von ||f®|| her. Aufgrund der bes-
seren Ubersichtlichkeit und zur algebraischen Vereinfachung seien hier zunéchst
die Punkte x;_; = 0 und z; = 1 gewéhlt. Anschlielend wird das Resultat auf
allgemeine Intervallendpunkte iibertragen.

Durch die Definition von q als Polynom dritten Grades ist sofort ersichtlich, dass
d(x) = q(x) — f(x) eine Losung des Randwertproblems

2B = W 20) = 2(1) = 2(0) = 2'(1) =0 (2.20)

ist.
Somit lasst sich d nach Satz 2.18 schreiben als

d(z) = /0 Gt [ (0t (2.21)

mit G(z,t) der zum Randwertproblem (2.20) gehérigen Greenschen Funktion.

Behauptung:
G(z,t) hat die Form

~

G(z,t) = 1—12[|x —t]? — (v +1)* + 6xt(x + 1) (1 + xt) — 42**(3 + at)].

Um diese Behauptung zu beweisen, formt man zuerst é(x, t) um. Dadurch ver-
einfachen sich die notwendigen Differentiationen.

)
Sll@ — 1) — (x +t)* + 622t + 62t 4 62°? + 62*® — 12077 + 4a’t?]
. _ 1[(242 _ 943),.3 3 [p2),.2 2,. 43 .. <
G(x,t) = 5l(387 = 26%)2% + (37 — 61%)2" + 3t°x — 1] fir t<uz
%[(t —z)? — (x4 1)3 + 62% + 6xt? + 623t + 6223 — 122212 + 42317]
= 1[(3t% — 2t3 — 1)z + (3t3 — 6% + 3t)x?] fir t>ua
(2.22)

Nun bestimmt man die partiellen Ableitungen nach x

aaTCj(x,t) ,r=1,2,3.
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Es ergeben sich:

9C 1 S[(30° —20)2” + (20 —4t)e + 7] fir t<u
[E— :I/” pu—

Ox S[(3t2 =23 — 1)a? + (2t — 48> + 2t)x]  fir t>w
G o] BF e (-2 fir t<w
— x7 pu—

o2 (312 — 283 — 1)z + (t3 — 2t2 + 1) Jur t>w
836( t) 3t2 _ 2t3 fﬁT t S T
— x’ p—

oxr3 3t2—2t3_1 fUT t>x

(2.23)

Nun lassen sich die verlangten Eigenschaften aus Definition 2.16 zeigen:

o G(x,t) ist stetig in [0, 1] x [0,1], da der linksseitige Grenzwert G(t—,t) und
der rechtsseitige Grenzwert G(t+,t) von G(z,t) fiir x — t iibereinstimmen.

A 1 1 ~
G(t+,t) = 6[3t5—2t6+3t5—6t4+3t3—t3] = 6[—2156+61t5—6754+2t3] =G(t—,1)]

‘g—f(x, t) und gﬁ (x,t) existieren fur jedes feste ¢ € [0, 1] und sind stetig in
0,1], da
R . .
Z—G(t+, t) = 5[—2755 + 5t — 4? + 1% = g—G(t—,t)
x T
sowie
e G

2 ——(t4,t) = =2t + 4t — 27 = e ——(t—,1).

e Fiir jedes feste ¢ € [0, 1] existiert auch die dritte partielle Ableitung 2-§ (a: t)
nach x. Sie ist stetig in [0, 1] \ {¢} und es gilt

G 0°G 1
—(t+,1 t—,1 1=
856'3( =+, ) 831:3( ) N4(t)
mit py(t) =1 aus (2.20).
Klarerweise existiert auch ?7?(:5, t) = 0 und ist stetig.

e Fiir jedes feste t € [0,1] ist G(x,t) offensichtlich Lésung der homogenen
Differentialgleichung LG (x,t) = 0 (also % 0 G(x t) = 0) und erfiillt die Rand-
bedingungen RG(z,t) = 0, da

G(0,t) =0, G(1,t)=0, —(0,t)=0,

erfiillt sind.
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Bemerkung 2.20 (i) puu(z) = 1 hat keine Nullstellen und G(x,t) ist somit nach
Bemerkung 2.17 eindeutiq.

(ii) Die eben nachgewiesenen Eigenschaften werden auch sofort deutlich, wenn
man betrachtet, dass G(z,t) auch in der Form

. f(x—1)® = P(x,1) fur t<zx
P(z,t) fur t>=x

mit P(x,t) = x2(1_t>2(2+2xt_3t) genau dem kubischen Polynom, fiir das mit
festem t

. . oG G
G(0,t) = G(1,t) = %(O,t) (%(1 t)=0

qilt, geschrieben werden kann.

8TG(.CE, t) fur r = 1, 2, 3 existieren,

kann man (2.21) nach x ableiten zu

(/ Gz, t)f dt) /1 (gr(j(x,t)> fOydt  r=0,1,2,3.
0 x

Bemerkung 2.21 Firr =0 ist G auf dem gesamten Intervall > 0, d.h. der Be-
trag der Differenz d ist offensichtlich dann mazimal, wenn f™®(t) = max, |fW (2)| =
LFOI gitt.

Fiir 98 (x,t) variables Vorzeichen ha-
ben. Hier tritt die betragsmazimale Differenz dann auf, wenn f®(t) = max, | f¥(z)| =
| £ @] und zusitzlich das Vorzeichen von f¥(t) immer dem von %—G(x t) ent-
spricht - oder immer das Gegenteilige aufweist.

Somit ist es moglich, d) abzuschitzen durch

@ - | 1 (‘3;%,@) O war
: / (gfu,t)) |79t
= | II/< )dt fiirr=0,1,2,3.

Es bleibt also noch, obere Schranken fiir die Integrale

/01 (gf (x,t)) dt




24

KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE SPLINE-INTERPOLATION

zu bestimmen. Dafiir miissen die jeweiligen Nullstellen der Ableitungspolynome
von G aus (2.23) bestimmt werden und anschlieend die entsprechenden Integrale
errechnet werden. Da es sich ausschliellich um elementare Integrationsrechnun-
gen handelt, werden nur die mittels Maple bestimmmten Integralwerte und nicht
die ausfiihrlichen Rechenwege angeben.

) Sei zunéchst r = 0:

/ Gl t)dt — / et ()P Gt (1) () 4% (3 ot (2.24)

Da G(x,t) > 0 nach Bemerkung 2.21 auf ganz [0, 1] gilt, sind keine weiteren
Nullstellen zu beachten, und (2.24) ldsst sich in der Form (2.22) schreiben:

1
/ Gz, t)dt
0

“1
/ EthQ —2t%)a?
0

+ (3t3 —

6t%)2* + 3tz — t°]dt

1
1
+/ 6[(3t2 —2t% — 1)2® + (3t% — 6t* + 3t)z?|dt

005 -

\2%11:4 - 1—12:153 + 2—143%
—do(x)

e .

N

A

oot / \

Abbildung 2.1: do(z) fiir z € [0, 1]

do(x) hat auf [0, 1] ein betragsmiBiges Maximum bei z = 5 und es gilt:

-

Somit ergibt sich fiir d(x) die obere Schranke

|d(x)

|_384

1F

L
334
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(ii) Nun sei 7 = 1, d.h. es ist

zu betrachten.

Zur Erinnerung:

~

oG

(.0 [(3t2 — 2t3) 2% + (263 — 4t*)z + 7] fiur t<uzx
—_ :B —
ox "’

[(3t% — 2t — 1)x? + (263 — 41 + 2t)x] fur t>x

NI= N

Hier sind die zusétzlichen Nullstellen von %—G(x t) im Innern des Intervalls [0, 1]
zu beachten. Wichtig ist, dass fiir die Nullstellen jeweils auch entsprechend ¢ < x
bzw. t > x erfillt ist.

1

5[(St2 —2t%) 2% + (27 — 4t*)z + 7]
hat eine Nullstelle bei ¢ = 321 [0, [ links von 0.
Fiir « €]3,1] gilt fiir die Nullstelle ¢ > 2. Also ist diese Nullstelle nur auf dem

Intervall z € [3, 3] relevant.

1
5[(3t2 — 2% — 1)a® + (217 — 4t + 2t)a]

hat eine Nullstelle bei ¢t = oD 1) Diese Nullstelle liegt fiir = E]— 1] rechts von 1.

Fir z € [0, [ gilt fiir die Nullstelle ¢ < z. Entsprechend ist diese Nullstelle nur

auf dem Intervall z € [3, 2] zu beriicksichtigen.

Zusammenfassend gibt es somit im Inneren von [0, 1]:

%—f(w, t) hat fiir 2 € [0,3[ keine Nullstelle,
fir x € [3,3] die Nullstelle ¢ = 222 fiir t <z,
fir z € [3,2] die Nullstelle ¢ = 3o firt >z und
fir z €]2,1]  wieder keine Nullstelle.

Es gilt also:
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e
(
Jy 51387 = 23)2? + (2t® — 4t?)x + ¢*]dt

I3 — 263 — 1)a? + (23 — 44> + 2t)z]dt fir 0<z<li

3z—1

Jo = 51387 —23)2? + (2t° — 4t?)x + ¢*]dt

— [ien 3[(3t% — 2t%)2? + (26° — 4t%)x + 2] dt

— [TL[(32 — 23 — 1)2? + (263 — 482 + 2t)x]dt fir t<a<i
= 9
— [ 3132 = 2t%)2® + (2t° — 44?)x + 1%t
_ fxm%n (382 — 23 — 1)a? + (2t° — 4> + 2t)z]dt
FIL @R -2 1)+ (20— 4 b 2n)lde fir b <w <
— 7 I3 = 20?4 (26 — 422+ P
| - JEL(382 — 2 — 1)a® + (26% — 4t + 2t)a]dt fir 2<z<1
aG

Die Vorzeichen vor den Integralen entsprechen dem Vorzeichen von %Z(x,t) im
jeweiligen Intervall.
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Ausgewertet ergibt sich:

/01 (g—f(x,o) it =

(1, 1 1

— _— 2 —
ﬁ:c 456 + 12%
::JH(:J:)

1 (1625 — 10525 4 1972* — 1622° + 6622 — 13z + 1)

96 x3

-~

=:c212(x)

1 x(162° + 9x* — 8823 + 1042? — 487z + 8)

96 (C1ta)p
i3 (@)
1 3 1 9 1
\ =:d1a(z)

fur

fur

fur

27

@)
IA
&
AN
W=

W=

N

Wi

D=

IN

8

IA
wirn

Die Funktionen dy;(x) haben in den entsprechenden Intervallen folgende Form:

008 o — 008 5

\ 007 1
006 1 006 1~
005 1 o
.004 004 4 \\\\

.003 1

.002 / .002

.0014

0 0.05 01 o.isx 02 025 03

0034 036 038 04 oxitz 0.44 0.46 048 05

(&) dll(l‘) fir0<z< % (b) dlg(ﬂi) fiir

W=

<z<

o[



28 KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE SPLINE-INTERPOLATION

o 008 P

007 ]

= — .006 -

005 P

004 - B

o3

o 002

.0014 \
005052 054 0.56 058 06 062 0.64 0.66 0" 07 ‘075 08 08 09 095 1

(d) dia() fir 2 <z <1

(c) dis(z) fiir 53 <z <

N|—=
wWin

Abbildung 2.2: dy;(z) fiir @ € [0,1]

Die Betrags-Maxima auf den entsprechenden Intervallen betragen

di1(x) beix:%—% 3 mit |d11(%— 1\/§)| :2_\{?37
6512<I‘> bei z = % mit |d12(%)| ~ 6.17- 10~ 3,
d13(1’> bei z = % mit |d13(§)| ~ 6.17- 10~ 3,
dia(z) beiw =4+ 33 mit |du(3 +§v3)l = 3.
Es ergibt sich also ¥3 2—16 als obere Schranke von | fo a—G x,t))dt| auf dem gesamten

Intervall [0,1] fiir = 1 & 1/3. Somit gilt:

V3

(4)
< 25

()

1) Aut dieselbe Weise ergeben sich fir r = aso—;x,t mit
iii) Auf dieselbe Wei ben sich f 2 (also 2§

G (3t — 263 + (3 — 2%) fir t<uwz
|l B2+ (B —22+1t)  fir t>x

folgende Nullstellen:

?T?(x, t) hat fiir z € [0,3] die Nullstelle ¢ = ;=%
fir # €], 2]  keine Nullstelle und
fir z € [3,1] die Nullstelle ¢ = 2‘2’?:?) fir ¢t < z.
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Man muss daher folgende Integrale berechnen:
1 20
oG
—(z,t) | dt =
/ ( e >)
(
— Jo (32 =263 )z + (7 — 2t?)dt
— [T (32— 23 — 1)z + (£ — 2% + t)dt
1 . 1
+f2%1(3t2—2t3—1)x+(t3—2t2+t)dt fir 0<z<3
— [y (3% = 28%)x + (t* — 2t*)dt
— [1(3t% — 263 — D)x + (3 — 26> + t)dt fir 3 <az<?
3z—2
Joo (382 = 28%)x + (¢7 — 2t7)dt
— [ama (382 — 283)x + (£ — 2t2)dt
2c—1
— [13t% — 263 — D)z + (83 — 26> + t)dt fir 2<z<1
\
Fiir diese ergibt sich
1 2
oG
—(z,t) | dt =
/ ( o ))
( 5 4 _ 3 2 _
48x° + 422* — 100x° 4 54x° — 122 + 1 fir 0<u<
12(1 — 22)3
::J;(x)
1 2 w1
E(—Gx + 6z — 1) fir 3 <w<
~ (482° — 2822* + 5481° — 4862® + 204z — 33) fir 2<a<
12(2z — 1)3 3
::J;;(x)

\

Dabei haben die J% in den entsprechenden Intervallen die folgenden Graphen:

29

W=

wino
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0.08 ] 0.08
0.07 0.07 7
0.06 0.06
0.05 10.05
0.04 0.04 ] = T
0.03 § 0.03 4 - \\\
0.02 - e 0.02]
0 005 01 0.‘15X 02 055 03 035 04 045 05 055 06 065
(a) doy(z), 0<z <3 (b) daz(z), & <z <2
0.08 ]
0.07 ]
0.06
0.05 ]
0.04 ]
0.03 ]
0.02] .
07 075 o8 085 09 085 1

Abbildung 2.3: dy;(z) fiir = € [0, 1]

Nun wird wiederum das Betrags-Maximum der Funktionen auf den entsprechen-
den Intervallen bestimmt.

Jm(x) bei x =0 mit ]Jm(())] = %’
dys(z) beix =1 mit |dyo(l)] = &,
1

CZQg((L’) beix =1 mit |CZ23( >| = %

Man erhilt - als obere Schranke von |f01 %(m,t}dt\ auf [0,1] fir x = 0 und

12
r = 1.

Somit gilt

1
(@) < 172
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(iv) Bei r = 3 (also 2% (z,t))) mit

T

PG (3t2 — 2t%) fir t<uz
(:L‘, t) =
O3 (3t2 — 2t3 — 1) fur t>ux

gibt es dagegen wieder keine weiteren Nullstellen im Inneren von [0, 1]. Folglich
gilt

1 83@ z 1
%(x,t)dt = / (3% — 2t%)dt — / (3t* —2t3 — 1)dt fir0<z<1.
0 0 T

Daraus ergibt sich

1 93/~
oG 1
—(x,t)dt = —z* 4 223 — = fir 0<z<1.
i &Es(x ) x x x+21 fir 0<z<
=:d3(x)
Jg(x) hat die Form
0.54 //
0.457\\ /
04l \ /
/
0.35 1
0.3
0.25
0.2 —
0 0.2 04 x 06 0.8 1

Abbildung 2.4: ds(z) fiir z € [0, 1]

Somit ist ds(x) betragsmaximal fiir z € [0,1] bei 2 = 0 und 2 = 1 mit d3(0) =

d3(1) = 4. Dementsprechend gilt:

1
@ (@) < 51V
Damit sind die Konstanten @, auf dem speziellen Intervall [0, 1] bewiesen.

Durch exakt dieselbe Vorgehensweise erhédlt man auf dem allgemeinen Intervall
[z;_1,x;] folgende obere Schranken fiir den Betrag von dm (x), m = 0,1,2,3;:
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1

ld(x)| < @||f(4)||($i—$z‘—1)4a
V3

|d'(z)] < me(“)H(xi—xi_l):‘,

" 1 (2.25)
@] < SOl - i),

1
|d"(x)] < §||f(4)||(l’z' — T 1).

Die hierbei benétigte Greensche Funktion G ist analog zu G

G(z,t) =

~ Yo —t)® = P(x,t)  fir t<uz
P(z,t) fur t>x
mit 15(:1:, t) genau dem kubischen Polynom, fiir das mit festem t die Gleichungen
C?(xi,l,t) = é(a:i,t) = %(mi,l,t) = %(zi,t) = 0 gelten.
Die Ausdriicke in (2.25) sind auf dem langsten Teilintervall am grofiten, d.h.
auf [xg, 7,] wird (v; — 2;,_1)*" = h{™" in (2.25) ersetzt durch h*~" und Lemma
2.19 ist bewiesen.

O

Als dritte Vorbereitung wird eine Schranke fiir die Differenz zwischen diesem q
und s sowie zwischen deren Ableitungen bestimmt, die, wie man spéter sehen
wird, von der Schranke aus Lemma 2.13 abhéngt.

Lemma 2.22 Sei [ € C4xg,1,], s der hermitsche Interpolationsspline zu f auf
A und q sei wiederum wie in (2.17) definiert. Dann gilt:
IO — w7 oo < ll f DMy 7 =0,1,2,3.

max

2
_ 0 ; _ h
, 13 = % und wie oben o = e

min

1

Dabei sind vy = 9—16, N =5q Vo=

=

Beweis: Aus (2.6) und (2.18) ergibt sich fiir x € [x;_1,24], i=1,..,n

s(x) —q(z) = Kj(v)si1 + Kipp(x)s; + Kiz(x)si_; + Ki(x)s,
—(Kir(2) fio1 + Kio(2) fi + Kis(2) fi_; + Kua() f7)
= Ki(o)(siy — fioy) + Ku(x)(s; — f),

da s; = f; fir ¢ =0, ...,n. Dabei sind die K;;(x) wie in (2.6) definiert.
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Nach Lemma 2.13 ist s, — f/ fiir ¢ = 0,...,n beschréinkt durch 2| f@|(Amas)®.
Also gilt

S(I)_Q( )— 24||f ||( maa:) ( ( )+K24< ))

Durch r-maliges Ableiten ergibt sich in der co-Norm

Is(2)™ = g(2) Hoo_24|\f N (himae)* (1 Kis(2)" + Kia(2)loe). - (2:26)

Es bleibt also noch
max ]{|K13( 2)" + K ()]} (2.27)
TE[XT;—1,24
zu bestimmen. Die Berechnung erleichtert sich etwas, wenn man (2.27) mit der
Dreiecksungleichung abschétzt durch

max {’Klg( ) )+KZ4( )(T ‘} < max {|Kz3( ) )’+|Kz4($)(T)J’}

TE[Ti—1,%] TE[Ti—1,T;]

— K (2)

Fiir r = 0 zeigt der folgende Abschnitt eine ausfiihrliche Herleitung der Bestim-
mung von K. Analog erhélt man die Ergebnisse fiir die Falle r = 1,2, 3.

Sei r = 0, dann gilt

Ko(z) = [Kga(z)|+ |Ku(z)|
(CL’ - ZL’Z‘_l)g — Z(I — I’i_1)2hz‘ + (ZL’ — Ii_l)h?
(. —21)° = (v — 25-1)°hy
+ 32 .

Es ist leicht nachzurechnen, dass sowohl K3 als auch K;, auf dem betrachteten
Intervall einzig zwei Nullstellen in den Intervallendpunkten z;_; und z; haben.
K3 ist im Innern des angegebenen Intervalls stets > 0, K4 stets < 0. Somit gilt

Ko(z) = [Kis(x)|+ [Kis(z)|
(SU — .T}i,1>3 — 2(33 — Qfl',l)th' + (l’ — Qiifl)h?
(Zl') — $i_1)3 + (x — ,Ti_l)Zhi
— 72
—(JI — xi—l)th + (ZL‘ — J]i_l)h?
Eine Extremstelle liegt vor, wenn
. —2(.17 — iL‘Z',l)hi + h? . —h2 h

K{(z) = + X1 = — +Ti—1.

h? T T oy, 2
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Da die zweite Ableitung K{/(x) = —2h; kleiner als Null ist, hat K bei
T = % + x;_1 ein Maximum.

Damit ist also die obere Schranke von Ky(x) auf [x;_1, 2]

% h; n —(% + X1 — .’13’1'71)2}11' + (% + X1 — xifl)h?
“\2 ' h
hi3 | hd
_ Tty _ Ml
h? 4’

Auf dieselbe Weise berechnet, ergeben sich auf dem Intervall [x; 1, z;] die Maxi-

malwerte 6 19
Lvon Ki(z), -+ wvon Ky(z) und -5 von Ks(x).

hi h;

)

Auf der gesamten Menge [z, x,,] gelten somit offensichtlich die oberen Schranken

Ko = hmfiz fiir KO(I) , Kl =1 fiir K1($),
KQ = 6 fir KQ(ZL’) s f(g = hgi fir Kg(l‘)

hmin min

(2.26) mit den oben festgelegten K; impliziert

Is() = g@lloe < BN mar) B = SO (),
ls(@) — a@)lle < HIFON(hunas),

Is2)" =@ loe < BTN mar)5 = 21O ()
Is2)” = @)oo < B ONmar) 2 = SUOl (),

und damit die Behauptung.
O
Mit den Aussagen aus Lemma 2.19 und Lemma 2.22 lédsst sich nun Satz 2.12

beweisen:

Beweis: Aus Lemma 2.19 und Lemma 2.22 folgt nach der Dreiecksungleichung
fir r=0,1,2,3

s = FOU = g — £ = (g = 5|

< g = 5N = g = s
< g = 7O+ llg = 50|
< Yl F N + || OB,
= Cllf D hpan

mit den oben bestimmten «, und ~,., also
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Co = aw+% = 505

C, = a1+ 7= 9—2‘_1%37
Co = at+r = 3%17
C; = o+ = £,

womit der Satz bewiesen ist.

Bemerkung 2.23 Cy st die optimale, d.h. minimale obere Schranke. Fiir
r = 1,2,3 konnen noch bessere Schranken Ci,Cy,C3 gefunden werden. In Hall

und Meyer [16] werden die Schranken Cy = i, Cy = % und Cs = ﬁ+§71 bewiesen.

Dann ist auch Cy optimal. Fiir diese Arbeit ist jedoch der Fall r = 0 entscheidend.

Bemerkung 2.24 Dieser Satz lisst sich nicht auf natiirliche Splines ibertragen.

2.3.2 Konvergenz bei Interpolation einer Funktion f €

Clzo, ]

Da in der Praxis im Allgemeinen nicht angenommen werden kann, dass die in-
terpolierte Funktion viermal stetig differenzierbar ist, ist es interessant, welche
Konvergenzaussage man unter schwécheren Bedingungen an f machen kann.

Es lasst sich zeigen, dass auch der Abstand zwischen einer nicht zwingend diffe-
renzierbaren Funktion f und dem periodischen Interpolationsspline s gegen Null
konvergiert, wenn die Grofle der Gitterzellen gegen Null konvergiert. Fiir den
Beweis sei auf Ahlberg u.a. [1], S.22f, oder Bohmer [5], S.26f, verwiesen.

Satz 2.25 Sei f stetig auf [xo, x,| und sei {T'y} eine Folge von Gittern auf [xg, x,,]
mit g oo Rpnaa s = 0 und hmask < 5 < 50,

hmin,k

Ist sy, der periodische Interpolationsspline zu f auf der zu dem Gitter I'y, gehdren-
den Knotenmenge Ay, dann gilt

Jim [|f = splloo = 0. (2.28)

Ist f zusdtzlich Hoélder-stetig von der Ordnung o €]0, 1], so ist schirfer:

Hf - SkHOO S C : (hmax,k)a (229)

mit einer geeigneten Konstante C.
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Korollar 2.26 Aussage (2.28) trifft nach Bohmer [5] ebenfalls zu, wenn die zwei-
ten Ableitungen von sy folgenden Randbedingungen geniigen.:

QSZ(ZB()) + )\k,ﬂslk{(l’l) = 5k,0

und
pk,nksgc/(xnk*l) + 28%(1}%) = 5’%”1@?
mit
S%P{|/\k,o|a [Pk} <2
und

h?naz,k(|5k,0| + |5k,nk|) — 0 fUT k — o0o.
Ist wiederum f zusdtzlich Hélder-stetig von der Ordnung « €]0,1] und es gilt

ho (8k0] + [0k, |) — O fiir k — oo,

max,k

so ist (2.29) ebenfalls erfillt.

Folgerung 2.27 Nach Korollar 2.26 gilt fiir einen natirlichen Spline $y auf der
Knotenmenge Ay zu dem Gitter T'y:

Sind
>\k70§/k,(l‘1) = 5k,0 mat (5]@0 >0

und
pk7nk§;c/(xnk—1) = 5k»nk mit 5’%”1@ >0

sowie die anderen Voraussetzungen aus Korollar 2.26 erfiillt, so gilt auch fir Sy
Gleichung (2.28) sowie Gleichung (2.29) bei zusdtzlicher Hoélder-Stetigkeit von f.



Kapitel 3

Optimale Steuerungsprobleme

Dieses Kapitel stellt in Anlehnung an Griine [11] die Probleme dar, die durch das
spéter folgende Verfahren gelost werden sollen. Es wird die typische Form der
Problemstellung gezeigt und die fiir diese Arbeit wichtigen Eigenschaften dis-
kutiert. Obwohl nur eindimensionale Probleme gelost werden sollen, werden die
folgenden Abschnitte allgemein in der Dimension d € N formuliert.

Da fiir die Praxis, also die nachfolgende Anwendung des Losungsalgorithmus’,
nur die Eigenschaften an sich von Bedeutung sind (nicht aber deren analytische
Herleitung) wird in manchen Fillen auf die langwierigen Beweise verzichtet. Ver-
weise auf tiefergehende Literatur sind beigefiigt.

Grundlage der optimalen Steuerung bildet die Betrachtung eines Kontrollsystems.

3.1 Kontrollsysteme
Kontrollsysteme sind folgendermaflien definiert:

Definition 3.1 (Kontrollsystem) (i) Ein Kontrollsystem in kontinuierlicher
Zeit T =R im R, d € N, ist gegeben durch die gewéhnliche Differentialgleichung

d
S 0(t) = f(a(t), ult), (3.1)

wobei f: R x U — R ein parameterabhingiges stetiges Vektorfeld ist.

(ii) Ein Kontrollsystem in diskreter Zeit T = hZ = {hk|k € Z} im R? d € N, ist
fiir ein h > 0 gegeben durch die Differenzengleichung

z(t +h) = fu(z(t),u(t)), (3.2)

wobei fj, : RTx U — R? eine stetige Abbildung ist. h ist die zeitliche Schrittweite.

37
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Die Menge U C R™ heifit Kontrollwertebereich und definiert die Werte, die u(t)
firt € R annehmen darf.
U bzw. Uy sei der Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen, d.h.

U:={u:R — Ulu zulissig}

bzw.
Uy, = {up, : hZ — Uluy, zulissig}.

Bemerkung 3.2 (i) Im Folgenden sei bei der numerischen Lésung optimaler
Steuerungsprobleme U immer als kompakt vorausgesetzt. Diese Annahme fiihrt
im Allgemeinen zu keinerler Finschrankungen, da in der Prazis ebenfalls keine
unendlich grofien oder kleinen Kontrollwerte mdéglich sind.

(ii) Aus Griinden, die spdter erliutert werden, erweist es sich als giinstig, die
Werte uy(t) der diskreten Kontrollfunktion u, aus einer endlichen Menge U C U
zu wdhlen. In diesem Fall werden sich dhnlich gute Resultate wie ber U ergeben,

falls U hinreichend ,dicht* in U liegt.

Nun stellt sich die Frage, was zuléssig in diesem Zusammenhang bedeutet. Fiir
die Bestimmung von U bzw. U, spielen zwei Kriterien eine Rolle:

Erstens sollte eine moglichst grofie Menge an Funktionen zugelassen werden, und
zweitens sollte eine eindeutige Losung existieren.

Im zeitdiskreten Fall ist es kein Problem, diese beiden Kriterien gut zu erfiillen.
Es werden alle moglichen Funktionen von hZ nach U zugelassen, also

Uy, = {up : hZ — U}.

Somit sind keine wu; ausgeschlossen und per Induktion lésst sich zeigen, dass fiir
jeden Anfangswert o und jede Kontrollfunktion w, € U, eine eindeutige Losung
(¢, xg, up) in positiver Zeitrichtung von (3.2) existiert.

D.h. fiir ® : ANy x R? x i), — R? gilt
D4 (0, 0, up) = x9 und Pp(t+ h,zo,up) = fr(Pn(t, o, up), up(t)). (3.3)

Im kontinuierlichen Fall ist dies nicht ganz so einfach. Eine naheliegende Idee
ist, fiir U die Menge der stetigen Funktionen mit Werten in U zu wéhlen. Be-
kanntlich lasst sich hierbei fiir Losungen gewhnlicher Differentialgleichungen eine
Existenz- und Eindeutigkeitsaussage machen, wenn f zusétzlich Lipschitz-stetig
in x ist.

Es zeigt sich allerdings, dass dieses Kriterium in der Praxis der optimalen
Steuerung zu streng ist. Auch fiir viele einfache Beispiele sind die optimalen
Steuerungsstrategien unstetig in t.

Als eine bessere Alternative erweist sich der Raum der messbaren Funktionen.
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Definition 3.3 Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall.

(i) Eine Funktion g : I — R™ heifit stickweise konstant, falls eine Zerlequng
von I in endlich viele Teilintervalle I;, j = 1,...,n, existiert, so dass g auf I,
konstant ist fiir alle j.

(i) Eine Funktion g : I — R™ heifit (Lebesque-) messbar, falls eine Folge von
stiickweise konstanten Funktionen g; : I — R™,i € N, existiert mat

lim; o gi(z) = g(x) fir fast alle x € I.

(Fast alle x € I heifit in diesem Fall alle x € J C I mit I\ J ist Lebesgue-
Nullmenge.)

(iii) Eine Funktion g : R — R™ heifit (Lebesgue-) messbar, falls fir jedes ab-
geschlossene Teilintervall I = [a,b] C R die Einschrinkung g |1 messbar im
Sinne von (ii) ist.

Dass die Wahl U gleich der Menge der messbaren Kontrollfunktionen im Hinblick
auf Aussagen iiber die Losbarkeit sinnvoll ist, zeigt folgender Satz:

Satz 3.4 (Satz von Caratheodory) Betrachte ein Kontrollsystem mit folgen-
den FEigenschaften:
(i) Der Raum der Kontrollfunktionen ist gegeben durch

U = {u:R —-U]| uist messbar und

aufSerhalb einer Lebesque-Nullmenge beschrinkt. }

(ii) Das Vektorfeld f : R x U — R? ist stetig.

(i1i) Fiir jedes R > 0 ezistiert eine Konstante Lr > 0, so dass die Abschitzung

| f(z1,u) — f(z2,u)|| < Lgllzr — 2|
fiir alle z1, 75 € R und alle uw € U mit ||z1]], |22, ||u|| < R erfillt ist.

Dann gibt es fiir jeden Punkt xo € R und jede Kontrollfunktion u € U ein (ma-
zimales) offenes Intervall I mit 0 € I und genau eine absolut stetige Funktion
x(t), die die Integralgleichung

x(t) = xg +/0 f((z(7),u(r))dr
fiir alle x € I erfillt.

Der Beweis ist z.B. in Sontag, Mathematical Control Theory, Springer Verlag,
New York, 1998, Anhang C, nachzulesen.
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Definition 3.5 Man nennt die eindeutige Funktion x(t) aus Satz 3.4 die Lisung
von (5.1) zum Anfangswert zo € R und zur Kontrollfunktion u € U. Im Folgen-
den sei sie mit ®(t, xg,u) bezeichnet.

Nun wird ein sogenanntes Einschrittverfahren definiert, durch das ein kontinuier-
liches Kontrollsystem durch ein diskretes System approximativ dargestellt werden
kann. Einschrittverfahren sind aus der Theorie der gewohnlichen Differentialglei-
chungen bekannt und dienen der numerischen Lésung.

Die kontinuierliche Losungsfunktion ®(¢, xg, ) wird durch eine diskrete Funktion
auf einem Gitter I' mit der Schrittweite h > 0 approximiert. Diese Gitterfunktion
hat die Form (3.2). Die Iterationsvorschrift f, kann dann mit einem Computer
ausgewertet werden.

Das folgende einfache Einschrittverfahren fiir Kontrollsysteme wird im Algorith-
mus zur Losung optimaler Steuerungsprobleme verwendet.

Definition 3.6 (Euler-Verfahren fiir Kontrollsysteme) Fiir einen
Zeitschritt h > 0 und einen Kontrollwert uw € U definiert man das Euler-Verfahren
als das durch die Abbildung

fo(z,u) ==+ hf(z,u) (3.4)

beschriebene zeitdiskrete Kontrollsystem (3.2). Die Lisung sei mit ®p(t, xo, up)
bezeichnet.

Uber die Konvergenzeigenschaften dieses Verfahrens lisst sich folgende Aussage
machen. Fiir den langwierigen Beweis sei auf Gonzalez, Tidball, On a discrete ti-
me approximation of the Hamilton-Jacobi equation of dynamic programming, IN-
RIA Rapports de Recherche Nr. 1375, 1991, verwiesen. Fiir die enifachere Klasse
der konvexen Kontrollsysteme ist der Beweis einfacher. Siehe dazu Griine [11],
Kapitel 1.

Satz 3.7 Sei ein Kontrollsystem mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 3.4 ge-
geben und sei Br(0) die abgeschlossene Kugel mit Radius R um 0 im R<,
Dann gilt fiir das Verfahren aus Definition 3.6 und jede Konstante R > 0:

(i) Es existiert eine Konstante K > 0, so dass fiir jede Kontrollfunktion v € U
mit ||u]l < R und jeden Anfangswert xo € Bgr(0) eine diskrete Kontrollfunktion
up, € Uy, existiert, mit der die Abschdtzung

Héh(t,mo,uh) — O(t,xp,u)|| < KV helrt

gilt fiir all die t € hNy, deren zugehérige Losungen in Br(0) liegen.
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Umgekehrt gilt auch: -
(ii) Es gibt eine Konstante K > 0, so dass fir jedes xo € Bgr(0), jede diskrete
Kontrollfunktion uy, € U, mit ||ul|oc < R und die durch

u(T) :==up(t), 7Tet,t+h[, tehN;

definierte stiickweise konstante (und damit messbare) Kontrollfunktion die
Abschdtzung i
||(I)h(t7'r07 Uh) - @(t,l‘m u)H < Kh(eLRt N 1)

qilt fiir all die t € hNg, deren Losungen éh(t,xo, uy) in Br(0) liegen.

Dabei ist K jeweils unabhdngig von R. Ly ist die Lipschitz-Konstante fir [ aus
Satz 3.4.

Bemerkung 3.8 Zur Diskretisierung kann die Iterationsvorschrift (3.4) auch
durch andere Einschrittverfahren ersetzt werden. Es zeigt sich jedoch, dass der
Aufwand fiir die Konstruktion von Verfahren mit hoherer Konvergenzordnung
sehr hoch ist.

3.2 Diskontierte Optimale Steuerung

Im Folgenden wird eine typische Form von optimalen Steuerungsproblemen vor-
gestellt.

3.2.1 Modellproblem

Man betrachte eine Funktion
g:RIxU—-R.

Ziel der optimalen Steuerung ist es, das Integral (im Kontinuierlichen) bzw. die
Summe (im Diskreten) dieser Funktion entlang einer Trajektorie ®(¢, xq,u) bzw.
®y,(t, z9,u) und der dazugehorigen Kontrollfunktion v € U bzw. u, € U, zu
optimieren, d.h. zu maximieren oder zu minimieren. Integral und Summe héngen
beide von xy und von u ab. Man sucht also zu einem Anfangswert x, diejenige
Kontrollfunktion v € U bzw. u, € Uy, die das Integral bzw. die Summe optimiert.

Definition 3.9 (Optimales Steuerungsproblem) Gegeben sei ein Kontroll-
system (3.1) bzw. (3.2). Fiir eine Funktion g : R? x U — R und einen Parameter
d > 0 sei das diskontierte Funktional J(x,u) auf unendlichem Zeithorizont in
kontinuierlicher Zeit definiert durch

J(z,u) == /000 et g(D(t, x,u),u(t))dt (3.5)
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sowie in diskreter Zeit durch

Tn(@,up) o= > (L= 6hY g(@n(jh, x,upn), un(jh)). (3.6)

5=0
Das optimale Steuerungsproblem dazu lautet: Bestimme

v(x) = max J(z,u) bzw. wvy(z) = max Jn(z,up). (3.7)

v(x) bzw. v,(x) heifft dann optimale Wertefunktion.

Dabei gelte
(i) U ist kompakt.
(i) g ist stetig und erfillt

|g(z, u)] < My und  [g(z1,u) — g(z2,u)| < Lyl[z1 — 22 (3.8)
fiir alle x,x1, 29 € R, alle uw € U und geeignete Konstanten My, L, > 0.

Fiir das Kontrollsystem gelte aufserdem.:
In kontinuierlicher Zeit sind die Voraussetzungen aus Satz 3.4 erfillt und in dis-
kreter Zeit existiert eine Konstante L > 0, so dass gilt:

[fn (1, w) = fu(we, w)| < (L+ Lh)[z1 — 22l

fiir alle x1, 25 € R und alle w € U.

Bemerkung 3.10 (i) Bei Minimierung lautet das optimale Steuerungsproblem
analog
v(x) :=minJ(x,u) bzw. wvu(x):= min J,(x,up).
() o= min J () (@) 1= min ()
(ii) Es sei hier angenommen, dass eine optimale Kontrollfunktion in U bzw. in
Uy, existiert. Ansonsten schreibe ,sup“ statt ,mazx* bzw. ,inf“ statt ,min*.

(iii) Der sogenannte Diskontfaktor e bzw. 1—6h mit Diskontrate § > 0 stammt
urspringlich aus der Okonomie. Er sorgt dafiir, dass der Ertrag in naher Zukunft

starker gewichtet wird als derjenige in ferner Zukunft (beide konvergieren gegen
0 fiirt — oo).

(iv) Im Folgenden gelte stets die Annahme 0h < 1. Im Kontinuierlichen ist dies
immer erfillt, da hier h = 0 ist.

Wichtig fiir den Algorithmus zur Losung optimaler Steuerungsprobleme ist fol-
gende Eigenschaft des diskontierten Funktionals.
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Lemma 3.11 Das diskontierte Funktional ist endlich. Es gilt
M M,
)l < 50 und e w)] < 52

mit My aus (3.8). Damit gilt offensichtlich auch |v(z)|, |vp(z)| < %.

Beweis: Zunichst der Beweis in kontinuierlicher Zeit:

/OOO e~ g((t, 2, ), u(t))dt
< / e Stg(@(t, 2, ), u(e))dt
_ /Oooe&\g(@(t,x,u),u(t))\dt

< / e_‘stMgdt
0
< Mg/ e Odt
0

RV e Ly
=l =5

| J(z,u)| =

In diskreter Zeit gilt

| T (@, up)| = hz (1= 0R)! g(®n(jh, z, un), un(jh))
< hZ| (1 = 6R) g(®n(jh, x, up), un(jh))]
= hz (1= 6h)g(®n(5h, z, un), un(jh))]
7=0
< hY (1—6hyM,
5=0
= hM,» (1—5h)
j=0
1 M,
Da nach Voraussetzung dh < 1 gilt, konvergiert die geometrische Reihe
> 52o(1 = 6h) gegen ;5 = g, woraus die vorletzte Gleichung folgt.
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3.2.2 Eigenschaften der optimalen Wertefunktion

Nun werden zwei Charakteristika der optimalen Wertefunktion v(x) vorgestellt,
die grundlegend fiir die numerische Approximation sind. Zum einen die Stetig-
keitseigenschaft, zum anderen das sogenannte Bellmannsche Optimalitatsprinzip
oder auch Prinzip der Dynamischen Programmierung, auf das der Algorithmus
aufbauen wird.

Im Allgemeinen ist nicht davon auszugehen, dass die optimale Wertefunktion v(x)
differenzierbar ist. Es kann aber Holder-Stetigkeit und unter gewissen Vorausset-
zungen auch Lipschitz-Stetigkeit angenommen werden.

Satz 3.12 FEs sei ein optimales Steuerungsproblem der Form (3.7) gegeben. Das
Vektorfeld f : RIxU — R? sei global Lipschitz-stetig, d.h. die Lipschitz-Konstante
Ly fiir f sei unabhdngig von R, also Lr = L.

Dann gilt:

Ist die Diskontrate § > L, so ist v(x) Lipschitz-stetig mit Konstante i—QL.

Ist dagegen 6 < L, so ist v(z) ,nur® Hoélder-stetig, d.h. es existieren Konstanten
K, v >0, so dass fiir alle x,y € R? die Abschitzung

() —o(y)| < Kz -yl
erfillt ist. Fiir § = L ist v €]0, 1[ beliebig, fiir § < L ist v = L.

Diese Aussage gilt auch im diskreten Fall fiir vy,.

Fiir den Beweis schéitzt man die Integrale bzw. die Summen durch Konstanten
ab, die von den Lipschitzkonstanten L von f und M, von g abhéngen. Dies wird
in Griine [11], Kapitel 2.3, ausfiihrlich gezeigt.

Die zweite Eigenschaft, das Bellmannsche Optimalitatsprinzip, bildet wie bereits
erwahnt die Grundlage fiir die numerische Losung eines optimalen Steuerungs-
problems bzw. die Approximation der optimalen Wertefunktion.

Es besagt, dass man den optimalen Wert v(x) in einem Punkt erhilt, wenn man
fiir eine (beliebig kurze oder lange) endliche Zeit optimal steuert und dabei den
Wert von v in dem erreichten Punkt beriicksichtigt. Anders ausgedriickt: Die
Endstiicke optimaler Trajektorien sind wieder optimale Trajektorien.

Satz 3.13 (Bellmansches Optimalitéitsprinzip) Betrachte ein optimales
Steuerungsproblem der Form (3.7). Dann erfillt die optimale Wertefunktion v(z)
fiir jedes x € R? und jedes T > 0 die Gleichung

v(x) = sup {/0 e g(D(t, 2, u), u(t))dt + e T u(S(T, z, u))} : (3.9)

uel
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bzw. im Diskreten fiir jedes k € N die Gleichung

o(e) = sup {hY"(1 = 0h) g(@n(ih, x ), un(ih))
€ =0 (3.10)

(1 = Sh) Loy (@ (K + 1), uh))}.

Beweis: Die Beweise fiir die beiden Fille laufen vollstandig analog. Deshalb wird
hier nur derjenige fiir den kontinuierlichen Fall dargestellt. Statt der Integrale sind
im Diskreten entsprechend die Summen zu betrachten.

, < “:Seien x € R, T > 0 und u € U beliebig. Dann gilt
Sy = [ et un)d
0

= /0 e5tg(<1>(t,x,u),u(t))dt+/ooe&g(CI)(t,x,u),u(t))dt

T

= /0 e_étg((b(t,x,u),u(t))dt

+/ 6_5(t+T)g((I>(t,@(T,x,u),u),u(t +T))dt
0

_ /0 et g(B(t, 7, u), u(t))dt

+e T /00 el g(D(t, ®(T, 2, u),u),u(T +.))dt
= /OT e g(B(t, x,u), u(t))dt + e T J(B(T, z,u), uw(T +.))

< /0 e g( Dt 2, u), u(t))dt + e~ To(B(T, 2, ).

Dies ist nach Annahme fiir jedes beliebige u € U erfiillt, also auch fiir

v(x) = max J(z,u).

, > “: Seien wiederum z € RY und T' > 0. Sei € > 0 beliebig. Man wihle @ € U
so, dass gilt:

sup { /0 ' et g(D(t, x,u), u(t))dt + e To(d(T, z, u))}

! (3.11)
< / (D (t, 2, ), @) dt + e To(®(T, 2, 7)) +
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Nachdem @ somit auf [0, 7] festgelegt ist, sei @ |7, 50, dass

J(®(T,z,a),a(T +.)) > v(®(T,z,u)) — ¢ (3.12)
erfiillt ist. (3.12) in (3.11) eingesetzt ergibt
T
sup {/ e (L, x,u),u(t))dt + e *Tu((T, =, u))} (3.13)
ueU 0

< /T e g(D(t, x,0), a(t))dt + e T (J(O(T, 2, @), (T +.)) + &) + ¢

T
= / e Otg(®(t, z,a), at))dt + e T J(B(T,z, @), a(T +.)) + (1 + e *T)e.
0
Nun geht man wie im Beweisteil ,, < “ vor und verschiebt bei
HOT ) alT+0) = [ e (@ V(T 0, 0),0), 0T + )
0

die untere Integralgrenze; diesmal umgekehrt von 0 nach T. Dadurch ergibt sich
wieder

J(®(T, 2, 7),a(T +.)) = 6_1” /T g (Dt @), () ).

Dies eingesetzt in (3.13) liefert

sup {/OT e Og(®(t, x,u),u(t))dt + e Tu((T, z, u))}

ueU

= /O e Otg(d(t, z,a), a(t))dt + e L J(®(T, z,a),a(T +.)) + (1 + e T)e

o0

:/0 eétg(é(t,x,ﬁ),ﬁ(t))dt—l—/ eV g(®(t, x,0),a(t))dt + (1 + e °T)e

T
=Jz,a)+ 1 +eMe <wv@)+ (1+e e,
e > 0 ist beliebig wahlbar, somit ist die Behauptung bewiesen.

U

Es lasst sich auBerdem zeigen, dass die optimale Wertefunktion v(x) durch das
Optimalitéatsprinzip eindeutig bestimmt ist. Dafiir ist zunéchst folgendes Lemma
notwendig:

Lemma 3.14 Betrachte zwei Abbildungen fi, fo : A — R aus einer beliebigen
Menge A nach R. Dann gilt:

sup fi(a1) — sup fa(ag)| < 5161112 | fi(a) = fa(a)]

a1€A a2€A
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Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte

sup fi(a1) — sup fa(az)| = sup fi(a1) — sup fa(ag)
a1 €A a2€A a1 €A a2€A

Sei nun € > 0 beliebig. Wéihle ein a. € A so, dass gilt:

filae) > sup filar) —¢

Wegen a. € A gilt offensichtlich

Slgf)1 fz(a2) > f2(a6)

und folglich

s%afl(al) — Slé}?qu(az) < filas) = falac) +¢
< [filae) = falas)| +¢
< sup | fila:) — folae)| +e.

Da ¢ > 0 beliebig wahlbar war, folgt die Behauptung.

Nun lésst sich folgende Aussage beweisen:

Satz 3.15 Sei das optimale Steuerungsproblem (3.7) mit optimaler Wertefunk-
tion v sowie ein T > 0 bzw. ein k > 0 gegeben.

Seiw : R? — R eine beschrinkte Funktion, die das Optimalitditsprinzip (3.9) bzw.
(3.10) fiir alle x € R erfiillt. Dann gilt:

w=v bxw w=u,

Beweis: Zur besseren Ubersichtlichkeit sei hier nur der kontinuierliche Fall auf-
gefiihrt. Im Diskreten werden statt der Integrale entsprechend die Summen be-
trachtet. Die Vorgehensweise bleibt die gleiche. Sowohl fiir w als auch fiir v gilt:

(2 )er-sg[ o marmec o)

Sel nun

a(u) = /0 e (Dt z,u), ut))dt + e Tw(®(T, z,u))
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und analog
T
oafu) = [ e g(®(tn, ), ut)dt + e To(@(T )
0
Dann erhélt man mit Lemma 3.14

w(z) —v(z)] =

< sup |ai (u) — az(u)|
ueU

sup a1 (u) — sup as(u)
ueU uelU

/0 e’&g(@(t, z,u),u(t))dt + e"STw((I)(T, x,u))

= sup
ueU

— [ e @t w0t + e To@(T )
= sup{e” " |w(®(T, x,u)) — v(®(T, z,u))[}

ueU

< e Tsup lw(y) —v(y)l-
yeRd

Dies gilt fiir alle x € R?, also auch fiir

sup |w(y) — v(y)| < e " sup [w(y) — v(y)|.
y€ER4 y€ERd

Umgeformt ergibt sich demnach

(1—e™) Sup w(y) —v(y)] <0.

Da e~ %7 < 1 ist, muss das Supremum 0 sein. Also ist w = v.



Kapitel 4

Numerische L6sung optimaler
Steuerungsprobleme

In diesem Kapitel folgt die Darstellung des numerischen Verfahrens aus Griine
[11], mit dessen Hilfe optimale Steuerungsprobleme gelost werden sollen. Im Ge-
gensatz zu den dort verwendeten linearen Interpolationsmethoden soll allerdings
hier Spline-Interpolation angewendet werden. Die theoretische Betrachtung rich-
tet sich jedoch weitgehend nach der Vorgehensweise von Lars Griine.

Das Verfahren besteht im Wesentlichen aus zwei Schritten. Der erste Schritt ist
die Diskretisierung in der Zeit. Er ist nur notwendig, wenn ein kontinuierliches
Problem vorliegt. Dieses kontinuierliche Problem wird hierbei durch ein zeitdis-
kretes approximiert. Durch eine Iterationsformel soll dann die optimale Werte-
funktion des zeitdiskreten bzw. zeitdiskretisierten optimalen Steuerungsproblems
bestimmt werden.

Dazu ist der zweite Schritt notwendig, die Diskretisierung im Ort. Grund dafiir
ist, dass in jeder Iteration unendlich viele Punkte berechnet werden miissten, um
die jeweilige néchste Funktion zu erhalten, was natiirlich nicht méglich ist. Um
die Diskretisierung im Ort zu ermoglichen, muss vorher der Definitionsbereich R¢
eingeschrénkt werden. Auf die Auswirkungen dieser Einschrinkung wird ebenfalls
kurz eingegangen.

4.1 Diskretisierung in der Zeit

Nach Definition 3.6 und Satz 3.7 lésst sich zu einem kontinuierlichen Kontroll-
system mittels des Euler-Verfahrens (3.4) eine zeitdiskrete Approximation fin-
den, die zu jedem Anfangswert zo € R? und jeder diskreten Kontrollfunktion
up, - hZ — U eine zeitdiskrete approximierte Losung @, (¢, 2,, up) liefert.

Sei fiir ein gegebenes kontinuierliches optimales Steuerungsproblem das zu des-
sen Euler-Approximation gehorige diskrete optimale Steuerungsproblem gegeben

49
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durch )
op(z) = max Jn(z, up,) (4.1)
mit -
Tn(@,u) = b (1= 6h)Y g(@n(jh, x,up), un(jh)).
j=0

Wie folgender Satz zeigt, konvergiert die Approximation o, (x) gegen v(x), wenn
der Zeitschritt h gegen 0 geht:

Satz 4.1 Sei ein optimales Steuerungsproblem der Form (3.1) sowie das zu-
gehorige durch das oben beschriebene Euler-Verfahren diskretisierte Steuerungs-
problem (4.1) gegeben. Das zu Grunde liegende Kontrollsystem erfiille die Vor-
aussetzungen von Satz 3.4.

Dann gelten fiir die optimalen Wertefunktionen v(zx) und v,(x) mit passender
Konstante K > 0

(i) v(z) < op(x) + K(h? + h) und
(i) () < v(w) + K (W7 + )

fiir alle h € [0, 5[ und alle x € RY. ~ €]0,1] sei die Holder-Konstante aus Satz
3.12.

Man kann also fiir alle x € R? schreiben:

lv(x) — op(z)| < Kh

X
2

(4.2)
mit passendem K > 0.

Einen Beweis kann man in Bardi und Capuzzo-Dolcetta [3], Kapitel VI, nachlesen.
Fiir konvexe optimale Steuerungsprobleme wird die Behauptung wiederum in
Griine [11] bewiesen.

Bemerkung 4.2 o, erfillt nach Satz 3.13 fiir alle k € N das Optimalititsprinzip
k

in(e) = sup {AD (1= Y g(Pn(ih, 2 w), wi(jh)) (4.3)

up EUp j=0
(1 — Sh) 155 (Bp((k + 1), :U,uh))}.

Man kann hier anstelle des Supremums auch das Mazimum bilden, da sowohl ®
und g in (up(0),...,un(k)) als auch vy, stetig sind.

Aufgrund der Stetigkeit ist auch sichergestellt, dass es fiir k = 0 zu jedem x € R?
mindestens ein u; € U gibt, so dass das Supremum in (4.3) fir ein u, € U, mit
up(0) = ul angenommen wird.
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4.2 Ein Iterationsverfahren

Ausgehend vom Optimalitatsprinzip (4.3) kann man fiir zeitdiskrete, und ent-
sprechend auch fiir zeitdiskretisierte, optimale Steuerungsprobleme ein Iterati-
onsverfahren definieren, dessen errechnete Funktionenfolge gegen die optimale
Wertefunktion vy, konvergiert.

Definition 4.3 Durch
v () =0 und v () = Tyw(v))(x) fir alle v € R (4.4)
werden iterativ Funktionen vfl ‘R - R,j=0,1,... definiert.
Dabei hat Ty, : C(RY,R) — C(R% R) die Form
Th(w)(x) = max{hg (. u) + Bl (e, ) (4.5)
mit 3 =1—35h und C(R% R) der Menge der stetigen Funktionen von R? nach R.
Nun wird die gewiinschte Konvergenzeigenschaft der vi untersucht:

Satz 4.4 Sei vy, die Wertefunktion des zeitdiskretisierten optimalen Steuerungs-
problems (4.1). Dann gilt fir die Funktionen v;, aus (4.4)

; M,
o = onlloe < F =22,

Nach Bemerkung 3.10(iv) gilt 5 = 1 — éh < 1, also folgt insbesondere, dass vib
gleichmdf$ig gegen vy, konvergiert.

Beweis: Seien wy, w; : R — R zwei beliebige Funktionen. Dann gilt

[T (w) (@) = T (ws) ()| =
max{hg(z,u) + fwi(fa(z,u))} — max{hg(w, u) + Hwa(fu(z, U))}‘

sup{hg(e,u) + G (fu(e, )} — sup{hg(e.u) + fual fur. )}

ueU
< sup |Bwi(fu(z,u)) — Bwa(fr(z,u))l
= 631615 [ (fu(z,u)) — wo( fu(z,u))]

< Bllwr — wal|so.
Dabei folgt die erste Ungleichung aus Lemma 3.14. Daraus resultiert

[T (w1) = Th(ws)[loo < Bllwr — w2l (4.6)
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Nun betrachtet man das Optimalitdtsprinzip (4.3) fiir £ = 0. Man erhélt

vp(z) = max {hg(Py(0, z, up), up) + Bop(Pp(h, x,up))} .

upEUR

Nach der Definition von ®; als Losung des Kontrollproblems (siehe (3.3)) folgt
die Gleichung

vp(z) = max {hg(z,un) + Bop(fu(z,un))} = Th(v)(z). (4.7)

up €U,
Mit der Defintion von v} "' aus (4.4) und (4.6) ergibt sich
lon = 03" lso = 1T (vn) = Ta(w) oo < Bllon — villoc- (4.8)

Dabei wird jeweils (4.7) ausgenutzt.

Fiir 7 = 0 kann man nach Lemma 3.11 zudem schreiben:

M, M,
29 g0e 4.

Mit (4.8) und (4.9) ist somit die Behauptung durch Induktion iiber j bewiesen.

lon = vhllso = llvnlloo <

O

Bemerkung 4.5 Auflerdem ldsst sich zeigen, dass die erhaltenen Funktionen vfb
fiir alle j Lipschitz-stetig sind.

4.2.1 Zustandsraumbeschrinkung

Wie bereits angedeutet, ist es numerisch nicht méglich, v;, im ganzen R? zu be-
rechnen. Aus diesem Grund muss man den Definitionsbereich von v, bzw. der
zeitlichen Diskretisierung @), auf eine kompakte Menge © C R? einschrinken.
Dann werden nur die Losungen betrachtet, die fiir alle positiven Zeiten in €2 blei-
ben. Das Erstellen einer geeigneten Menge €2 soll hier nicht weiter ausgefiihrt
werden. In der Praxis ergibt sich ein solches Q) oft aus der Aufgabenstellung, z.B.
aus dem physikalisch interessanten Bereich.

Entscheidend ist, welche Konsequenzen die Einschrinkung auf eine kompakte
Teilmenge des R? fiir vj, hat. Es existieren drei Moglichkeiten:

(1) Q ist stark invariant, d.h. fiir alle x € Q und alle u € U ist fi,(x,u) € €.
Hier ergibt sich kein Problem. Durch die Einschriankung &ndert sich vy, auf €
nicht.

(i) © ist schwach invariant, d.h. fiir alle x € Q gibt es mindestens ein u € U
mit fj,(z,u) € Q.
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In diesem Fall optimiert man nur iiber diese u € U, also iiber eine kleinere Menge.
Folglich wird die Funktion v, kleiner.

Oft existieren jedoch optimal invariante Teilmengen Q) C Q, d.h. fiir alle z € Q
und fiir das jeweils optimale, also maximierende u* gilt f,(z, u*) € Q. In Worten
heifit das, dass die optimalen Trajektorien die Menge Q) nicht verlassen. Somit
dndert sich v;, auf Q) nicht.

(iii) Der dritte Fall erweist sich als ungiinstiger: € ist nicht invariant, d.h. es
gibt ein x € Q, so dass fiir alle u € U gilt: f,(z,u) € Q.

In diesem Fall bietet sich an, f(z,u) durch den nichstgelegenen Punkt in €2 zu
ersetzen.

Hier kann aber die erhaltene numerische Losung sehr stark von der tatsachlichen
optimalen Wertefunktion abweichen.

4.3 Diskretisierung im Ort

Durch den Operator 7, aus (4.5) ist ein Iterationsverfahren definiert, das, an-
gewendet auf die Funktionen vfl, die optimale Wertefunktion v, eines diskreten
oder diskretisierten optimalen Steuerungsproblems erzeugt. Bei der Implementie-
rung miisste der Operator, also die jeweiligen Funktionen vfl, an unendlich vielen
Punkten ausgewertet werden. Dieses Problem bleibt selbstverstédndlich auch be-
stehen, wenn man sich, wie oben beschrieben, auf eine kompakte Menge 2 € R?
beschrankt.

Der folgende Abschnitt beschriankt sich auf die Betrachtung des eindimensio-
nalen Falls d = 1.

Man 16st das Problem, indem man zunéchst ein eindimensionales Gitter I' geméafl
Definition 2.1 mit der Knotenmenge A = {z, ..., z,} auf der kompakten Men-
ge ) bildet, auf der das optimale Steuerungsproblem geltst werden soll. Ziel ist
es, einen endlichdimensionalen Funktionenraum zu finden, auf dessen Funktionen
man den Operator 7T}, anwendet.

Eine geeignete Wahl ist hier der Raum W der stetigen und stiickweise affin li-
nearen Funktionen auf Q beziiglich I". In Griine [11], Kapitel 3.2, wird gezeigt,
dass es moglich ist, vfl durch eine Funktion @fl € YV anzunéhern, und es ausreicht,
die Werte an den Knotenpunkten des Gitters zu berechnen. Die Knotenpunkte
bestimmen 272 eindeutig auf 2. Diese f)fl konvergieren gegen ein v, € W, wobei
v, wiederum fiir eine gegen Null gehende maximale Intervalllinge h,,.. gegen die
exakte optimale Wertefunktion v, konvergiert.

An dieser Stelle kommen nun die Splines ins Spiel. Als Alternative zu W wird der
Raum der kubischen Splines auf der Stiitzstellenmenge A, also Sa 3, betrachtet
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und untersucht, ob hierbei dhnliche Ergebnisse erzielt werden. Zur Vereinfachung
sei im Folgenden immer Sa = Sa 3

In Lemma 2.6 ist gezeigt worden, dass jeder Spline s € Sa durch die Werte
an den Knotenpunkten des Gitters s(zo), ..., s(x,) sowie eine der beschriebenen
Randbedingungen eindeutig bestimmt ist.

s(z) ist fur = € [z;_1, ;] durch die Vorschrift (2.5) bzw. (2.6) definiert.

Somit geniigt es auch im Fall der Splines, fiir vorgegebene Randbedingungen die
Werte an den Knoten des Gitters zu berechnen. Untersucht werden muss, ob sich
die Funktionen Ui durch Splines @i € Sa anndhern lassen und ob diese Splines
172 gegen ein T}fl € Sa konvergieren.

Der folgende Abschnitt zeigt die Iterationsvorschrift fiir Funktionen aus Sa.

4.4 Vollstandige Diskretisierung

Es geniigt also fiir Splines aus Sa, den Operator T}, in jeder Iteration nur an den
Knotenpunkten z;, ¢ = 0, ...,n auszuwerten. Man berechnet demnach eine Folge
von Funktionen o € Sa durch

5 (1) = ma{hg (i) + 55 (e w)}, (4.10)

wie oben mit =1 — dh.

Schreibt man die Werte o (z;) als Bintrige V/ = @) (z;) in einen Vektor V7 =
V7, ..., Vg )T € R™! 50 wird zu einem eindimensionalen Gitter I in jeder
Iteration der Vektor V7*! € R™ durch V/*+! = T),(V7) gemiB folgender Defini-
tion berechnet:

Definition 4.6 Es sei ein diskretes optimales Steuerungsproblem sowie ein ein-
dimensionales Gitter T' auf Q =[x, z,] gemdf Definition 2.1 gegeben. G(i,u)
und Ps(i,u) seien wie folgt definiert:

Zu jedem i =1,...,n+ 1 und jedem u € U sei

(i) G(i;u) = hg(wi1,u)
(ZZ) PS('éa U’) = é(fh(zi—lau))
mit dem durch den Vektor S € R™! mit den Eintrdgen sq,...,s, als Werte an

den Knoten xg, ..., x, bestimmten Spline §.
Ps(i,u) errechnet sich dabei durch Auswertung des Splines § am Punkt f,(x;—1,u).

Dann werden die Komponenten der Vektoren V7 iterativ berechnet durch

Vith.=vi oyt = meagc{G(i,u) + BPyii(i,u)} (4.11)

firi=1,...n+1 und mit V° := (0,...,0)T.
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Bemerkung 4.7 (i) (4.11) beschreibt das Einzelschrittverfahren. Méglich ist auch
das Gesamtschrittverfahren mit der Vorschrift

VI = max{G(i,u) + BPva(iw)} fiir i=1.,n+ 1
ue

Dadurch, dass beim Einzelschrittverfahren fiir jedes i > 1 bereits die neuen Werte
V,j“ fiir 1 < k <1 berticksichtigt werden, kann allerdings hier eine leicht
schnellere Konvergenz erwartet werden.

(i) Durch die Einschrinkung von U auf eine endliche Menge {uy,...,uw}, | € N
wird das Mazimum in einer Iteration fir i = 1,...,n + 1 durch Vergleichen der
Werte

G(i, uk) + ﬁPVj+1(i,uk) L k=1,...1

bestimmd.

Diese einfache Bestimmung des Maximums liefert bis zu einer gewissen Genau-
1gkeit brauchbare Ergebnisse. Wird eine sehr hohe Genauigkeit gefordert, sind
sehr viele Kontrollwerte u; nétig, was eine sehr lange Rechenzeit zur Folge hat.
In diesem Fall sollten bessere kontinuierliche Optimierungsverfahren angewendet
werden, auf die hier allerdings nicht weiter eingegangen werden soll.

Es bleibt zu beweisen, dass diese Vektoren V7 gegen einen Vektor V konvergieren.
Im Fall der Approximation durch Funktionen aus W wird dazu gezeigt (siehe
wiederum Griine [11], Kapitel 3.2), dass durch Anwendung des Operators T auf
zwei beliebige Vektoren V,W mit den Werten der zugehdrigen Funktionen

v,w € YW an den Knoten als Eintrdgen eine Kontraktion auf dem R" beziiglich
der Lo — Norm im R"™ definiert ist durch

| Tu(V) = T(W)] < Bllv — w]|o.

Die Werte Py (i,u) bzw. Py (i,u) erhélt man in diesem Fall durch lineare Inter-
polation, d.h. Py (i, u) wird als Linearkombination aus den Werten an denjenigen
Knotenpunkten berechnet, zwischen denen (fj,(x;_1,u)) liegt.

Fiir Funktionen aus Sa lésst sich analog folgende Aussage machen:

Lemma 4.8 Seien S, R € R"™! zwei Vektoren, deren Eintrige die Werten an
den Knoten xy, ..., x, des Gitters T' auf Q = [xg, x,] sind. Fir die zwei zu diesen
Werten gehdrigen kubischen Splines 3,7 € Sa sowie eine Norm ||.||s gelte folgende
Ungleichung:

15(z) = ()]s < [IS — Rl (4.12)

fiir alle x € Q). Zusdtzlich gelte die Aussage aus Lemma 3.14 ebenfalls, wenn man
dort anstatt der Betrdige die Norm ||.||s untersucht.
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Betrachte nun die Vektoren VI aus Definition 4.6. Diese Vektoren V7 konvergie-
ren dann fir j — oo komponentenweise gegen den Vektor V.

V ist bestimmt durch )
V =T,V).

Fiir die Komponenten von V gilt also

Vi = mgg{{G(i, u) + BPy(i,u)} ,i=0,..,n. (4.13)

Fiir die zu VI und V gehérigen Funktionen @fl und U, aus Sa gilt auflerdem:
Ist ' ‘
V7 = Vi <e (4.14)

fir alle i =0, ...,n erfillt, so folgt

< j . €
|5 (@) = in@)ls <

fiir alle x € €.

Beweis: Lemma 3.14 und (4.12) implizieren fiir alle i = 1,...,n

lmax {G(i,u) + 6Ps(i,u)} — max{G(i,u) + FPr(i u)}s (4.15)
max {||3(Ps (i, u) — Pr(i, u))l|s}

IN

Da = 1—0h < 1 vorausgesetzt ist, definiert (4.15) eine Kontraktion auf dem R™
beziiglich der Norm ||.||s. Das bedeutet, dass der Vektor V existiert. Die Differenz

V7—V wird in der Norm ||. | fiir wachsendes j immer kleiner, was durch Einsetzen
von V7 und V in (4.15) deutlich wird:

v+ = v, < BIV? = V],
Damit ist die Konvergenz gezeigt.
Fiir einen Vektor W mit denselben Eigenschaften wie V gilt
V=Wl <BlV =W|s <[V =W,

Es ergibt sich also ein Widerspruch. Demnach ist W = V| womit die Eindeutigkeit
von V bewiesen wére. Die erste Ungleichung folgt hierbei aus (4.13) sowie (4.15),
die zweite aus § < 1.
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AuBlerdem folgt mit der Dreiecksungleichung und (4.14)

IV =V = IV =V vy,

< VI VIR v -,
< e+ BV =V,
Umgeformt ergibt sich
; € €
i _ < - =

und nach (4.12) somit

A ' -
197,(x) = on(@)]ls < V7 = Vlls < .

Bemerkung 4.9 (i) (4.12) beschreibt, dass der Abstand der Werte zweier
Splines auf demselben Gitter bzgl. der Norm ||.||s unter der Bedingung, dass die
Werte an den Knoten in dieser Norm nahe zusammenliegen, durch diese Entfer-
nung beschrdankt ist. Es ist nicht klar, ob eine Norm mit den oben beschriebenen
Eigenschaften existiert. Es ist aber anzunehmen, dass in dieser Norm nicht nur
die Funktionswerte an den Knoten, sondern auch die Werte der ersten und evtl.
auch der zweiten Ableitung an den Knoten einbezogen werden miissen. Fine dies
betreffende Untersuchung soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

In der Praxis zeigt sich, dass die Anwendung der Spline-Interpolation zur Be-
rechnung der Werte Py;(i,u) nicht zwingend dhnlich gute Ergebnisse fir die
Funktionen 17‘,1 liefert wie lineare Interpolationsmethoden. Aus diesem Grund ist
anzunehmen, dass die Voraussetzungen fir diesen Satz nicht generell giiltig sind
und somit auch keine Konvergenz der Vektoren V7 erreicht wird. Kapitel 6 geht
anhand der praktischen Ergebnisse niher auf diese Problematik ein.

(#i) Durch Abschitzung (4.14) ist ein Abbruchkriterium fiir den Algorithmus defi-
niert. Lemma 4.8 besagt, dass die Funktion ijl zu den Werten Vij an den Knoten
x; bzgl. der Norm ||.||s nahe an der Approximation v, der exakten optimalen Wer-
tefunktion liegt, wenn die Differenz zwischen Vij und V;j_l in dieser Norm fiir alle
1 entsprechend klein ist.

Bei der Implementierung setzt man einen Wert ( fest, der von der gewiinsch-
ten Genauigkeit abhdingt. Da nach (i) nicht genau klar ist, welche Form ||.||s hat,
betrachtet man lediglich das Betrags-Maximum des Differenzvektors mit den Ein-
trigen ¢ = V7 — Vij_l. Ist dieses kleiner als (, so ist die Approximation genau
genug und der Algorithmus bricht ab.
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4.4.1 Diskretisierungsfehler

Der durch die Diskretisierung im Ort verursachte Diskretisierungsfehler ist bei
Anwendung der Spline-Interpolation schwer abzuschétzen. Die Analyse soll hier
auch nicht weiter vertieft werden.

Der Diskretisierungsfehler, also die Differenz

v — On|oo,

ist sicherlich abhéngig vom Interpolationsfehler bei Approximation einer Funktion
auf einer Knotenmenge A durch den kubischen Spline auf A. Dieser Fehler wird
in Satz 2.12 abgeschétzt. Da die Funktion 9, € Sa allerdings nicht der Interpola-
tionsspline zu vy, auf A ist, ist die Fehleranalyse hiermit noch nicht abgeschlossen.

Wie in Bemerkung 4.9 angedeutet, ist die Abhéngigkeit des Abstands zwischen
zwel Interpolationssplines vom Abstand der interpolierten Funktionen nicht ex-
plizit klar.

Dadurch lidsst sich der Abstand zwischen vfl und {)ﬁl und damit zwischen v, und
Uy, schwer abschétzen.

Im Fall der linearen Interpolation wird in Griine [11], Abschnitt 3.2.3, gezeigt,
dass die Abschatzung

hmam 7
MWWM§K<}1) (4.16)
gilt, mit einer geeigneten Konstante K > 0 und einem von der Diskontrate o
und der Lipschitzkonstanten L von f abhdngigen v €]0,1]. hpq, ist wieder die
maximale Intervalllinge des Gitters I' mit Knotenmenge A.

Aus dem ,,rdumlichen Diskretisierungsfehler” (4.16) und dem , zeitlichen Diskre-
tisierungsfehler (4.2) lésst sich somit fiir den gesamten Diskretisierungsfehler
folgern:

o h 7
o=l < K83 4 1 (P22

mit einer geeigneten Konstante K > 0 und einem von der Diskontrate ¢ und der
Lipschitzkonstanten L von f abhéngigen v €]0, 1].

Demnach erhélt man Konvergenz dann, wenn h und h,,., so gegen Null ge-
hen, dass auch der Quotient gegen Null geht. Diese Abschéitzung ist allerdings
relativ schwach, da auch fiir etwa gleich grofle Werte h und h,,,, akzeptable Er-
gebnisse erzielt werden. Eine stérkere Abschétzung wird in Falcone und Giorgi
9] bewiesen.
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4.5 Mogliche Verbesserungen des Verfahrens

Es gibt Moglichkeiten, die hédufig langwierige Bestimmung von V' weiter zu be-
schleunigen. Im Folgenden werden zwei Ansétze mit diesem Ziel vorgestellt. Ob-
wohl beide vor allem bei der Verwendung linearer Interpolationsmethoden eine
groBen Beschleunigungseffekt erzielen und die Ubertragung auf Spline
-Interpolation nicht unproblematisch ist, sollen die zu Grunde liegenden Ideen
kurz dargelegt werden.

Der erste Variante verbindet den in dieser Arbeit vorgestellten Losungsansatz
mit einer schon ldnger bekannten Iterationsvariante, der sogenannten Strategie-
[teration.

Die zweite Vorgehensweise, eine Form des Gauf-Seidel-Verfahrens, wird in dieser
Arbeit lediglich bei der Berechnung der zum Vergleich notigen Ergebnisse mit
linearer Interpolation angewendet.

4.5.1 Strategie-Iteration

Die Idee der Strategie-Iteration (vom englischen Wort policy-iteration) ist es, sich
die Maximierung iiber die Werte u bei der Bestimmung des Vektors V7 zu sparen.
Dies ist moglich, da (im Falle der linearen Interpolation) fiir einen Vektor @ =
(g, ..., Un—1)" € U™ die Iteration

Viatl = i VR = G, ) + BPyag (i, 1) (4.17)
gegen den Vektor V% konvergiert, dessen Komponenten durch

Vi = G(Z,ﬂl) + BPya+1 (Z,ﬂl)

]

eindeutig gegeben sind.

Wiihlt man nun in jeder Iteration, also zu jedem Vektor V7 gerade den Vektor
@, dessen Komponenten die maximierenden Kontrollwerte aus (4.11) sind, um
V% = Vi*! zu berechnen, so konvergieren die Vektoren V7 quadratisch gegen
den Vektor V, dessen zugehorige Funktion 0, € VW die optimale Wertefunktion
approximiert. Der Beweis befindet sich in Puterman, Brumelle, On the conver-
gence of policy iteration in stationary dynamic programming, Math. of Operations
Research, 4 (1979).

Vorausgesetzt, man kann man diese Eigenschaften auf das Verfahren mit Spline-
Interpolation iibertragen, ist dies ist ein Vorteil gegeniiber der Iteration (4.11),
von der nur lineare Konvergenz erwarten werden kann.

Da dieses Verfahren am Anfang ziemlich langsam konvergiert und die optima-
len Kontrollwerte im Allgemeinen unbekannt sind, verbindet man diese beiden
Iterationsverfahren.
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Zunichst erfolgt die iterative Berechnung der Vektoren V7 wie vorher auch durch

Vith.=vyi  yith .= magc{G(i, u) + BPyi+1(i,u)}
ue
fir i =1,..,n+ 1 und mit V°:= (0, ...,0)T.

Wichtig ist dabei, jeweils die optimalen (d.h. maximierenden) Kontrollwerte in
einen Vektor @/ € U™ abzuspeichern. Wenn sich nun diese Vektoren @ nur noch
wenig bzw. iiberhaupt nicht mehr &ndern, wird zur Strategie-Iteration iiberge-
gangen. KEine leicht zu implementierende Moglichkeit dies festzustellen ist, zu
iiberpriifen, wieviele Eintriige der beiden Vektoren @’ und @/~! {ibereinstimmen.
Liegt diese Ubereinstimmung iiber einer gewissen Grenze (sinnvoll ist eine Wert
zwischen 80 und 100 Prozent) wird das Verfahren gewechselt. Diese Vorgehenswei-
se stammt aus Seeck, [terative Lisungen der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
bei unendlichem Zeithorizont, Diplomarbeit, Universitit Kiel, 1997.

Man lésst dann @ fest und berechnet so iterativ die Vektoren V## durch (4.17)
mit V%% = VJ, Diese konvergieren gegen den Vektor V%', der dann als Vektor
VI+L fiir die niichste Iteration des urspriinglichen Verfahrens verwendet wird.

Es zeigt sich, dass mit dieser Variante im Falle einer differenzierbaren optima-
len Wertefunktion die Rechenzeit erheblich reduziert werden kann. Einzelheiten
folgen in Abschnitt 6.2.1.

4.5.2 Kontrolliertes Gauf3-Seidel-Verfahren

Das kontrollierte GauB-Seidel-Verfahren (auch Koordinatenaufstiegsverfahren)
fasst die Iterationsvorschrift

Vith.= i it = max{G(z u) + BPyi+1 (i, u)}, (4.18)

fir i = 1,...,n + 1 und mit V° := (0,...,0)T, nicht als Zuweisung, sondern als
Gleichung auf.

Durch die Bestimmung des Wertes Py +1 (i, u) mittels Interpolation (linear oder
mit Splines) geht der Wert V7" auch in die rechten Seite ein. Betrachtet man
(4.18) nun als Gleichung, kann man den von V7" abhingigen Term auf die linke
Seite bringen und so die Gleichung nach Vl-j 1 auflosen. Man erhilt

VJ+1 — max {G(Z,U) + 6PVJ'+1 (Z7u) } ’ (4.19>

uelU 1-— 6p

wobei Py41(i,u) dem Wert PV]+1(Z u) ohne den Term mit V7™ entspricht. p €
[0,1] ist der Vorfaktor von V%" in der Interpolationsgleichung Py ;1 (i, u).
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Ist der Faktor p gleich Null, so entspricht der durch das kontrollierte GauB-Seidel-
Verfahren ermittelte Wert fiir V/ ! genau dem, der mit dem urspriinglichen Ver-
fahren ermittelt wird.

Ist dagegen p > 0, wird der Nenner in (4.19) kleiner als 1 und Vin ist hier
grofler als beim urspriinglichen Verfahren. Da man das Maximum sucht, wird
somit eine Beschleunigung erzielt. Folglich ist die Beschleunigung umso groéfer,
je grofler p ist.

Da Pyi+1(i,u) den Wert der Funktion 0;41 bzw. 0j4; an der Stelle f,(z;,u)
enthélt, ist p genau dann grof}, wenn f,(z;, u) fiir das maximierende u sehr nahe
bei z; liegt.

Nach Griine [11], Kapitel 4.2, konvergiert dieses Verfahren ebenso wie die ur-
spriingliche Iterationsvorschrift linear gegen den Fixpunkt V € R

Fiir den Fall der linearen Interpolation ist die Implementierung gerade im Eindi-
mensionalen relativ unkompliziert, da der Vorfaktor p leicht aus der
Interpolationsgleichung Pyj+1 (4, u) zu entnehmen, und die Gleichung

V7T = max{G(i, u) + APy (i, u)}
somit sehr einfach nach V%" aufzulésen ist.

Bei Anwendung der Spline-Interpolation gestaltet sich dieses Vorgehen als schwie-
riger, wenn man die MATLAB-eigenen Routinen zur Splineberechnung benutzt.
MATLAB errechnet den Wert eines Splines am Punkt x durch Gleichungen der
Form (2.5). Daraus ist der Vorfaktor p nicht direkt zu entnehmen.

Verwendet man eigene Routinen, ist es unkomplizierter, (2.5) in die Form (2.6)
zu bringen, aus der der Faktor p = K;; bzw. p = K;5 direkt abzulesen ist.






Kapitel 5

Adaptive Gitter

5.1 Grundidee der adaptiven Gittererzeugung

In Kapitel 4 wird die Approximation der optimalen Wertefunktion v, eines zeit-
diskreten optimalen Steuerungsproblems auf Q = [z, x,,] durch den Spline @, auf
einem gegebenen festen Gitter I' mit Knotenmenge A = {xq, ..., z,,} dargestellt.
Eine ausreichend genaue Berechnung kann allerdings (auch bei Anwendung der
beschriebenen Verbesserungsmoglichkeiten) immer noch sehr lange dauern. Ein
Problem ist, dass die Implementierung des Verfahrens fiir sehr viele Knoten ei-
ne enorm lange Rechenzeit und sehr viel Speicherplatz in Anspruch nimmt. Fiir
wenige Knoten kann es dagegen passieren, dass es Punkte z € 2\ A gibt, de-
ren approximierter Losungswert v, (x) relativ stark vom tatsiachlichen Wert vy, ()
abweicht, die Approximation die exakte Losung also nur unzureichend wiedergibt.

Dieses Problem 16st die sogenannte adaptive Gittererzeugung, die bei der nu-
merischen Losung verschiedenster partieller Differentialgleichungen herangezogen
werden kann.

Die Idee ist, die Approximation auf einem Startgitter I'y zu berechnen, dann das
Gitter geeignet zu verdndern und anschlieflend die Losung auf diesem neuen Git-
ter I'y zu berechnen. Man setzt das so lange fort, bis man eine zufriedenstellende
Approximation auf ganz Q = [xg, z,| erhalten hat. Wie man die , Qualitat® der
erhaltenen Approximation bestimmt und daraufhin das Gitter geeignet adaptiert,
wird im Folgenden genauer betrachtet.

Bemerkung 5.1 Wieder liegt das Hauptaugenmerk auf dem eindimensionalen
Fall. Die entsprechende Vorgehensweise bei zweidimensionalen Problemen mat
einem Rechteckgitter T wird allerdings zur Verdeutlichung kurz aufgezeigt. Das
Konzept der adaptiven Gittererzeugung kann auch auf beliebig héhere Dimensio-
nen ausgeweitet werden.

Eine Moglichkeit das Gitter zu verdndern wire es, mit einem groben Gitter zu
starten, und nach jeder Losungsberechnung dquidistant zu verfeinern, d.h. jedes

63
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Intervall zu halbieren. Das fiihrt zu einer rechenzeitlichen Verbesserung gegeniiber
der Berechnung auf einem sehr feinen Startgitter ohne Gitterverdnderung, ver-
schwendet aber immer noch Zeit und Speicherplatz. Der Grund dafiir ist, dass es
vorkommen kann, bzw. in den meisten Féllen vorkommen wird, dass die Appro-
ximation ¥, auf einem Gitter I, nicht auf allen Intervallen [x; 1,2, i = 1,...,n,
dieses Gitters gleich gut bzw. gleich schlecht ist. Das heifit auf manchen Teilinter-
vallen [; existieren Punkte x, in denen 9, (z) noch relativ weit von vy (z) entfernt
ist, wihrend auf anderen Intervallen I die Differenz zwischen approximierter und
tatsdchlicher Losung fiir alle x € [, ausreichend klein ist. Bei der adaptiven Git-
tererzeugung wird nun dieser Fehler auf den einzelnen Teilintervallen abgeschétzt
und das Gitter anschliefend an den Intervallen I; mit vergleichsweise groem Feh-
ler verfeinert.

Bevor die genaue Vorgehensweise bei der Verfeinerung erldautert wird, soll vorweg
die Bestimmung des lokalen Fehlers auf den einzelnen Teilintervallen beschrieben
werden.

5.2 Lokale Fehlerschiatzer

In Abschnitt 4.4.1 wird eine Abschétzung fiir den Fehler a-priori ausschlieflich
aus den Daten des Problems bestimmt. Nun gilt es unter Einbeziehung einer
aus dem Losungsalgorithmus zu einem Gitter I' erhaltenen Approximation o,
die maximale Differenz ||vy, — 0| zu bestimmen, ohne die exakte Losung vy,
zu kennen. Die fehlende Kenntnis der tatséchlichen Losung lésst keine exakte
Bestimmung dieser Differenz, also des Fehlers der Approximation, zu.

Im Folgenden wird der Fehler durch einen sogenannten residualen Fehlerschétzer
in der co — Norm a-posteriori abgeschétzt. Die Definition und die Eigenschaften
des Fehlerschitzers stammen aus Griine [11], Kapitel 4.

Definition 5.2 Fiir ein vollstindig diskretes optimales Steuerungsproblem auf
einem Gitter I' mit n € N Intervallen I, ..., I, ist ein lokaler a-posteriori Feh-
lerschitzer (in der oo — Norm) eine Menge von Werten 1y, ...,n, mit folgenden
Eigenschaften.

(i) Der Wert n; lisst sich aus den Daten des optimalen Steuerungsproblems und
aus der Funktion vy, in einer Umgebung N (I;) berechnen.

(ii) Es existieren von T' unabhingige Konstanten C1,Cy > 0 , so dass fir den

Wert

N i= Mmax 1)

i=1,...,n

die Abschdatzungen
C1n < lon — Onllee < Can
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gelten. Man nennt den Fehlerschdtzer effizient und zuverldssig.

Der Fehlerschdtzer heifst lokal effizient, wenn die Abschdtzung

Cin; < sup |vp(x) — Op(2)]
xEJ\/’(Ii)

gilt.

Effizient bedeutet hier, dass man aus einem grofsen Fehlerschdtzer einen grofen
Fehler folgern kann, und zuverldssig steht dafiir, dass ein kleiner Fehlerschdtzer
einen kleinen Fehler impliziert. Durch Effizienz wird also ein Uberschitzen ver-
mieden, wihrend die Zuverldissigkeit ein Unterschitzen des Fehlers verhindert.

Durch diese Definition ldsst sich schon erkennen, wie ein lokaler Fehlerschétzer
zur adaptiven Gittererzeugung herangezogen wird. Die lokale Effizienz garantiert,
dass ein grofler Wert 7; auf einen groien Fehler in der Umgebung hinweist. Daraus
ergibt sich fiir die Gitteradaption, dass es sinnvoll ist, das Gitter in den Bereichen
mit grofem Fehlerschéitzer zu verfeinern, wiahrend auf den Bereichen mit kleinem
Fehlerschéatzer keine Verfeinerung notwendig ist.

Nun bené6tigt man einen geeigneten lokalen Fehlerschétzer fiir diesen Algorithmus:

Die exakte Losung des betrachteten diskreten optimalen Steuerungsproblems
erfiillt die Gleichung
vy = Th(vp)

mit 7}, aus (4.5). Durch die ortliche Diskretisierung 16st der Algorithmus aller-
dings die Gleichung )
V=T,(V)

mit dem zu v, € Sa gehorigen Vektor V. Auf ganz 2 wird die Gleichung
O = s, Th(0n)

approximativ gelost. mg, ist dabei die Projektion auf den Raum der kubischen
Splines auf A. Die Idee ist nun, den lokalen Fehlerschéitzer durch das Residuum
von T}, bzgl. v, also

[[0n = T (0n)] oo

zu berechnen:
Definition 5.3 Sei eine Funktion n: Q — R gegeben durch
n(x) = |on(z) = Th(0n)()]
in(o) = (maxlhatie, ) + 96, )} ) |
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Durch n(zx) sei dann der lokale Fehlerschitzer definiert gemdyfs

n; = ma}xn(m) i=1,..,n. (5.1)
TEL;
Eigenschaft (i) aus Definition 5.2 ist offensichtlich erfiillt. Die Werte n; aus (5.1)
héngen nur von den Werten des diskreten optimalen Steuerungsproblems
(fn, g, 0, h) und den Werten von ¢, in der Umgebung N (I;) ab.
N (I;) ist dabei definiert als

N (L) .= {y € Q| es existiert ein z € I; mit ||y — x| < M}, (5.2)

wobei M), eine obere Schranke fiir ||x — f(x,u)|| fiir alle x € Q und alle u € U
ist. Bei Anwendung der Euler-Diskretisierung gilt gerade M), = hM, mit M einer
oberen Schranke fiir || f(z,u)||. Folglich ist N(I;) fiir kleines h > 0 auch eine
kleine Umgebung.

Die zweite Eigenschaft aus Definition 5.2 sowie die lokale Effizienz beweist fol-
gender Satz:

Satz 5.4 Es sei 0h < 1. Fiir

n= max 7
i=1,...,n

mit den lokalen Fehlerschdtzern n; gemafs (5.1) gilt

L < on — onlloe < = (5.3)
_ Vh — Uhlloo < — 1. .
277 = ||Un h 5h77
Auflerdem gilt
1 .
oM< sup fup(w) — p(z)] (5.4)

fiir die Umgebung (5.2).

Beweis: Seien zwei stetige Funktionen vy, v9 : 2 — R gegeben. Dann gilt nach
Lemma 3.14

[Th(vi)(x) = Th(ve) ()] = |\max{hg(z,u) + Fvi(fu(z,u))}

— %eag{hg(x, u) + Boa(fr(w,u))}
< max|F(vi(fulz, ) = v2(falw, u)))|

< B max |vi(y) —va(y)l.
y€B,, ()

(5.5)
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Aus der Tatsache, dass v, = Ty (vp,) gilt, folgt

n(z) |0 () — Th(0n) ()]
= |on(z) — on(z) + Th(vn)(w) — Th(0n) ()]
< on(x) — vn(@)| + [Th(on)(x) — Th(vn)(z)] (5.6)
< [on(z) — vn(2)] + ﬁyemjﬁx) [on(y) — vn(y)] '
< 2 max |[0n(y) — vn(y)l.

yEBm, ()

Dabei resultiert die vorletzte Ungleichung aus (5.5) und die letzte aus § = 1—dh <
1. Maximiert man nun iiber alle x € I;, so erhélt man (5.4).

Die erste Abschitzung aus (5.3) entsteht, wenn man nun das Maximum iiber
1 =1,...,n, also iiber alle Intervalle, bildet. Fiir die zweite Abschétzung verwendet
man wieder v, = T}, (vy,) und schreibt:

lun(z) — on(2)] = |Th(va)(z) — 0n(2)]

T (vn) () — () + Th(0n)(x) — Th(0p) ()|

| T (0n) () — ()| 4+ |Th(vn) (z) — Th(0n) ()|
n(z) + ﬁ max [vr(y) — On(y)l,

IA A

wobei die letzte Ungleichung wiederum aus (5.5) folgt.
Bildet man nun das Maximum {iber alle z € €, so ergibt sich

lvn = Onlloe < 0+ Bllvn — Unlls

Umgeformt erhélt man
(1= B)llvn — Onlloe <.

Da 1 — 8 = 6h ist, ist auch die zweite Abschiatzung aus (5.3) bewiesen.
U

Nachdem nun bewiesen ist, dass es sich bei den in (5.1) definierten 7; um lokale
Fehlerschitzer handelt, gilt es, diese Werte zu berechnen. Wieder taucht das
bekannte Problem auf, dass man n(x) an unendlich vielen Punkten auswerten
miusste, um

n; —glgxn( )

exakt zu bestimmen. Da aber die Funktion ¢, als kubischer Interpolationsspline
nach Definition stetig ist, kann man das Maximum {iber alle z € [; durch Aus-
wertung von n(x) in Testpunkten approximieren. Im eindimensionalen Fall zeigt
die Praxis, dass es geniigt, den Mittelpunkt des Intervalls I; als Testpunkt z; zu
wéhlen.
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Ti—1 X4 T

Abbildung 5.1: Testpunkt im eindimensionalen Fall

Somit ergibt sich
ni = n(Zi) = |0n(T5) — Th(0n)(T3)]-

Im zweidimensionalen Fall eignen sich folgende fiinf Testpunkte z;;, j =1,...,5,
zur Auswertung iiber alle x im Rechteck R;:

Abbildung 5.2: Testpunkte im zweidimensionalen Fall

Hier gilt also
ni = max {n(Zy)}

Ly

Diese Vorgehensweise lésst sich leicht auf hohere Dimensionen verallgemeinern.

Bemerkung 5.5 Die Wahl der Knotenpunkte, also im Eindimensionalen der In-
tervallendpunkte sowie im Zweidimensionalen der Rechteck-FEckpunkte, als Test-
punkte ist natiirlich wenig sinnvoll, da sich in diesen Punkten v, nach (4.13)
nicht mehr dndert. Der Fehler in den Knotenpunkten ist also gleich Null.

5.3 Durchfithrung der adaptiven Gittererzeugung

Die in den beiden vorangegangenen Abschnitten formulierten Ansétze werden
jetzt kombiniert, um eine moglichst genaue Approximation der diskreten optima-
len Wertefunktion vy, in akzeptabler Rechenzeit zu erhalten.

Fiir ein Gitter I'; lauft die Gitteradaption zusammengefasst folgendermafien ab
(siche auch Griine und Semmler [13]):
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Sei vy, ; die auf dem Gitter I'; errechnete Approximation von vy,.

Man berechnet die lokalen Fehlerschétzer n; geméafl (5.1) durch Anwendung
des Operators T}, aus (4.5) auf die Uy, ; in den Testpunkten ; der Intervalle
Ii ,’i = ]_, .

Wenn alle n; ,i = 1,...,n kleiner als eine angegebene Schranke sind, ist die
Approximation ¥y, ; schon gut genug. Es muss also kein neues Gitter mehr
gebildet werden.

Wenn das nicht der Fall ist, bestimmt man 1 = max;—1__, 7.

Man verfeinert alle Intervalle I;, deren zugehoriges n; relativ grof3 im Ver-
gleich zu 7 ist, d.h. man verfeinert (also halbiert) alle Intervalle I; mit
n; > 6 -n. Die Grofle des Parameters 6 € [0, 1] hingt von dem zu lésenden
Problem ab. Oft erweist sich § = 0.1 als eine gute Wahl.

Durch Verfeinerung werden also die Testpunkte z; mit grolem Fehler zu
Knotenpunkten im neuen Gitter I';;.

Nun approximiert man die Losung auf dem neuen Gitter I';;;.

Im mehrdimensionalen Fall hat man verschiedene Moglichkeiten, die Zellen zu
verfeinern. Bei der einfachsten Variante werden die Zellen mit groflem Fehler
in jeder moglichen Koordinatenrichtung verfeinert, im Zweidimensionalen ergibt

sich:

Abbildung 5.3: Verfeinerung in beiden Koordinatenrichtungen

Bei bestimmten mehrdimensionalen Problemen kann es vorkommen, dass die
Funktion v, in manchen Richtungen eine starke Kriimmung aufweist, in anderen
Richtungen jedoch gar nicht bzw. nur schwach gekriimmt ist. Das fiihrt dazu,
dass der Fehler in manchen Koordinatenrichtungen im Vergleich zu anderen sehr
grof} ist. Hier ist es sinnvoll, die Zelle nur in den Richtungen mit groflem Fehler
zu verfeinern, im Zweidimensionalen also z.B.:
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Abbildung 5.4: Verfeinerung in jeweils einer Koordinatenrichtung

Bemerkung 5.6 Die Vorgehensweise der Gitteradaption funktioniert
selbstverstindlich auch in die andere Richtung. Stellt man zum Beispiel fest, dass
ausgehend von einem groben Startgitter auch in Bereichen verfeinert worden ist,
die ein sehr regelmdfliges Verhalten der Losung zeigen, so kénnen hier Knoten-
punkte gestrichen werden. Das bewirkt eine ,Weitung® des Gitters an den ent-
sprechenden Stellen. Diese Stellen sind auffindbar, indem man die Approximation
vn,; auf dem Gitter I'; mit seiner Projektion Uy ; auf dem Gitter f‘j vergleicht.
Dabei entsteht fj aus I'; durch einmaliges “Ausweiten” jeder Zelle.
Anschliefiend kann man jede Zelle tatsdchlich ,ausweiten®, in der vy ; nicht weit
von vy ; abweicht, oder anders ausgedriickt, in der die Approximation vy ; nicht
viel besser ist als Uy ;. Diese Abweichung wird analog zur Fehlerbestimmung auf
einer Zelle bei der Gitterverfeinerung bestimmdt.

Dieses Verfahren macht allerdings erst bei Problemen hdéherer Dimension Sinn.
Bei den in dieser Arbeit betrachteten eindimensionalen Problemen wird es nicht
angewendet.

Die adaptive Gitterverdnderung spart wie gesagt Speicherplatz und Rechenzeit.
Zum einen werden durch die Konzentration auf die ,komplizierten“ Regionen
insgesamt weniger Gitterpunkte bendtigt, um eine gewiinschte Genauigkeit der
Approximation zu erhalten. Zum anderen geniigen dadurch auch weniger Ite-
rationen, um diese Genauigkeit zu erreichen. Der Start auf einem sehr groben
Gitter spart zusétzlich Rechenzeit, da die Losungen auf dem alten Gitter immer
als Startwerte auf dem neuen Gitter benutzt werden. Somit sind auf den letzten
Gittern mit sehr vielen Knoten nur wenige Iterationen notwendig,.

Beide Einsparungen hédngen sehr stark von dem zu losenden Problem ab und
sind deshalb sehr schwer generell abzuschétzen. In Kapitel 6 wird bei Beispiel 1
genauer auf den Vergleich zwischen den auf dquidistanten Gittern erhaltenen Er-
gebnissen und denjenigen, die mit adaptiver Gitterverdnderung erzeugt worden
sind, eingegangen.

Eine Grofle, iiber die allerdings allgemeingiiltige Aussagen gemacht werden konnen,
ist die Reduzierung des Interpolationsfehlers bei Gitteradaption. Dieser der of-
fensichtlich auch direkten Einfluss auf die Genauigkeit der Approximation im
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Losungsalgorithmus. In dieser Arbeit interessiert natiirlich in erster Linie der
Fall der Spline-Interpolation.

Wie in Satz 2.12 deutlich wird, hdngt der Fehler bei der Interpolation mit kubi-
schen Splines direkt von der Intervalllinge, also dem Abstand der einzelnen Kno-
ten, ab. Der Fehler wird dort durch die maximale Intervalllange h,,., abgeschétzt.
Wie sich der Fehler lokal verdndert, wenn man einige Intervalle verfeinert, un-
tersuchen die folgenden beiden Abschnitte. Zur besseren Veranschaulichung wird
vorausgesetzt, dass mit Verfeinerung eine Halbierung gemeint ist. Dies entspricht
auch der Vorgehensweise in der Praxis.

5.4 Theoretische Verbesserung des Ergebnisses
durch Anwendung von adaptiven Gittern

In Satz 2.12 ist der Fehler zwischen einer Funktion f und dem zugehorigen kubi-
schen Interpolationsspline s auf einer gegebenen Stiitzstellenmenge A = xy, ..., x,,
mit maximaler Intervalllinge h,,., abgeschétzt worden. Zur Erinnerung:

OIS
fHOO — 384Hf || max

Wie verdndert sich nun aber der Fehler, wenn man das Gitter in einigen In-
tervallen verfeinert? An der Schranke wird sich nichts d&ndern, da die maximale
Intervalllinge h,,q, im Allgemeinen gleich bleiben wird. Die Frage ist also eher,
ob und wie sich der Fehler in den verfeinerten Bereichen verringert.

Dazu betrachtet man die drei einzelnen Teil-Lemmas, in die sich der Beweis auf-
gliedert.

Lemma 2.19 schétzt den Abstand zwischen f und dem stiickweise kubischen Poly-
nom q ab, dessen Werte der O-ten und der ersten Ableitung in den Stiitzstellen mit
denen von f iibereinstimmen. Dieser Abstand ist auf jedem Intervall I; = [z;_1, x;]
gerade kleiner als

Is —

Somit ist sofort ersichtlich, dass sich bei Anderung der Intervalllinge durch Git-
teradaption von h; auf h; = %hi dieser Abstand um den Faktor 1—16 andert.

Lemma 2.22 wiederum grenzt den Abstand zwischen q und dem Interpolations-
spline s ab durch:

Is = glloo < 24||f | (Ponae)* (Kia () + Kia(2),

wobei fir (Ki3(z) + Ki(z)) auf dem Intervall I; = [z;_1, x;] gilt:

q>|3

(Kis(x) + Kiu(x)) <
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Auch hier wirkt sich also die Verédnderung durch Gitterverfeinerung direkt auf die
obere Schranke aus. Die Schranke reduziert sich im selben Mafle wie die Lange
des betrachteten Intervalls.

Der Faktor .|| f®||(hmas)® entsteht durch die Abschitzung der Differenz zwi-
schen der ersten Ableitung von f und der ersten Ableitung von s an den Knoten
z; und wird in Lemma 2.13 bewiesen:

1 .
|8"(ws) — f'(2s)] < ﬁl\fM)thmw i=0,..,n

Hier lasst sich die genaue Auswirkung einer Verfeinerung nicht so leicht erkennen.
Das soll durch das folgende einfache Rechenbeispiel veranschaulicht werden.
Die Werte des Vektors £ € R"~! mit den Eintriigen

E;=5¢"(x;)— fl(x;) ,i=1,...,n—1,

errechnen sich aus dem Gleichungssystem

2(hg + hy) hy 0 -~ 0 0
h3 2(h3 —f-hg) hg 0
0 hy E_g
: 0
0 hn—2
0 0 o 0 Ry 2(hg A+ ha)

mit [Z]z = ;_if(4)(§z)[hz+l<h?) —l—hz(hH_l)S] fiir ¢ = 1, ey U — 1 und & € [xi—laxi+1]-

Nimmt man zur Vereinfachung an, ein sehr einfaches Ausgangsgitter habe sie-
ben Knoten (also fiinf innere Knoten) und sei dquidistant, d.h. alle h; seien gleich
gro} (h; =h, i =1,...,6), so ergibt sich

4h h 0 0 O

h 4h h 0 0

0O h 4h h 0 |E=2Z (5.7)
0 0 h 4h h

0 0 0 h 4h

mit [Z]; = 53 fW(&)2h4, i =1,..,5.

Bei der Losung dieses Gleichungssystems (z.B. mit Maple) ergeben sich die

exakten Werte:

~ —11 ~ -1 - ~ -3 . ~ -1 4 ~ —11

Ey=——fh® FEy=—fh’ E3;y=——fh’, Ei=—fh", Es=—fh°
1 624f ) 2 78f ) 3 208f ) 4 78f ’ 5 624f
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Dabei ist f = ||f®]|. Nun verfeinert man das Gitter zunichst nur einmal in
einem Intervall, d.h. es wird ein neuer Knoten eingefiigt und aus einem Intervall
der Léange h entstehen zwei Intervalle der Linge %

O.B.d.A. sei hier I, das verfeinerte Intervall. Aus hy = h werden somit iL41 = %

und Ay = % Das obige Gleichungssystem (5.7) veréindert sich zu

4h ' 0 0 0 0
h 4h h 0 0 0
0 h 30 h 0 0 [, 4
0 0 3h 2h th O k=2
0 0 0 h 3h 3h
0 0 0 0 h 4h
mit ]
7], = 510
fiir i = 1, 2,6, sowie
s -1 h M’ -1 5
7l = ——f@EeN 123 e p | = — — f@ e Iph
2] = Jhe) | (2)] e
s -1 \* —1 1
Zl = — W2 = AN
7], - Froee(3) e
-1 AN —1 5
7] = S n Rpsl = 22 @) 208,
s ox! (5)[h<2) +2h] ar ! (&)gh

Dabei ist immer & € [x;_1, Ti11]-

Lost man nun dieses Gleichungssystem, so ergeben sich fiir E folgende Werte:

. — . —1175 - _ .
I 5359 75 659

- R B, = R, By = 3
! 313632f r 78408f b 104544f ’
—997 . . —109 - . —3049 .
= h2, FE:=——Ffh’ Es= h?

4 627264f b 19602f b e 156816f

Aus diesem Ergebnis lassen sich zwei Dinge ablesen. Zum einen ist deutlich, dass
der Unterschied zwischen s’ und f’ an den Randpunkten des verfeinerten In-
tervalls abnimmt und am neuen Knotenpunkt in der Mitte des urspriinglichen
Intervalls wesentlich kleiner ist als an den Randpunkten. Zum anderen ist schon
bei diesem sehr einfachen &quidistanten Gitter die Verbesserung offensichtlich
nicht allgemein auszudriicken. Noch deutlicher wird diese Tatsache, wenn man
die Ergebnisse fiir £ auf einem Gitter mit sieben Knoten und unterschiedlichen
Intervalllingen h; betrachtet. Diese Werte sind in Abschnitt A.1 im Anhang der
Arbeit angefiigt.
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Bedenkt man, dass in der Praxis selbst im Anfangsgitter von wesentlich mehr als
sieben Knoten ausgegangen werden kann, so ist klar zu erkennen, dass man sich
bei einer allgemeinen Aussage iiber die Fehlerverdanderung auf die ersten beiden
direkt aus dem Beweis abzulesenden Anderungen beschrinken muss.

Zusammengefasst ldsst sich aus diesen Resultaten und Satz 2.12 folgern:

Folgerung 5.7 Durch Verfeinerung eines Intervalles mit der Zellenlinge h aus
einem Gitter I' mit mazimaler Intervalllinge h,,q. in zwei Teilintervalle mit den
Intervalllingen h= %h reduziert sich die obere Schranke fiir den Abstand zwischen
fund s auf dem betrachteten Intervall von

_ < 44
Is— £l < 384Hf i+ o 7O,

= h(h? + 4h?
S IO + 43,

auf

— < B pt 4 @3
Is =1l < 384||f || ||f ||
1

= 4) —
384Hf 56 h + o IO g

Anders ausgedriickt: Fine Halbierung der [ntervallldnge hat mindestens eine Ver-
1 hP432h3 .,
16~ h3+4h3

max

max

kleinerung der Schranke fiir den Interpolationsfehler mit dem Faktor -
zur Folge.

Seit nun 0.B.d.A. hpe. = 0.4. Dann hat eine Halbierung des Intervalls der Linge
h folgende Auswirkung auf die Fehlerschranke:

h | Verdnderung der Schranke | Verhéltnis
0.4 0.4125 1.28
0.2 0.4867 1.04
0.1 0.4983 1.005

0.05 0.4998 1.0006

Tabelle 5.1: Fehlerschrankenénderung bei verschiedenen Intervalllingen

. . h34+32h3 . . .
Die Verdnderung der Schranke ist der Faktor % . W, mit dem sich die

Fehlerschranke reduziert. Die letzte Spalte zeigt das Verhaltnis zwischen der Feh-
lerschrankendnderung und der Anderung der Intervalllinge mit dem Faktor X 3 in
der Form

Verhdaltnis

Intervalllangenanderung = Fehlerschrankenanderung. (5.8)
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Bei im Verhdltnis zu hp,e. kleinem h ist demnach nur eine lineare Auswirkung
der Verfeinerung auf die Fehlerschranke festzustellen.

Der grofite Teil der Reduzierung ldasst sich durch die oben gezeigte komplizierte
Form der Verdnderung beim Abstand der Ableitungen von f und s an den Kno-
tenpunkten leider nicht allgemein ausdriicken. Tatséchlich ist die Reduzierung
der oberen Schranke aber deutlich grofer.

Aus diesem Grund stellt das néchste Kapitel die tatséichliche Anderung des Inter-
polationsfehlers bei Gitterverfeinerung an einem einfachen numerischen Beispiel
dar.

5.5 Praktische Verbesserung des Ergebnisses
durch Anwendung von adaptiven Gittern
anhand eines einfachen Beispiels

Zur Ilustration der Verdnderung des Interpolationsfehlers durch Gitteradaption
wird hier die sogenannte Runge-Funktion fr (bis auf einen Streckungsfaktor)
verwendet. Diese vergleichsweise einfache Funktion wird héufig fiir Tests von
numerischen Interpolationsverfahren angewendet. Sei fr definiert durch

1

fr(z)
Man betrachte das grobe Ausgangsgitter mit den Knoten
{zo, 1, ..., 290} = {—4,—3.6,...,4}. Aus diesen Daten ergibt sich fiir den maxi-
malen Interpolationsfehler, berechnet auf 800 Testknoten, der Wert 0.0017 im
Intervall [—0.8, —0.4]. Auf Grund der Symmetrie von fr natiirlich auch entspre-
chend im Intervall [0.4,0.8]. O.B.d.A werde aber nur die Region [—4, 0] betrach-
tet. Nun wird das Intervall mit dem grofiten Interpolationsfehler verfeinert. Es
entsteht also ein neuer Knoten bei z = —0.6. Auf den beiden neuen kleineren
Intervallen betrigt der maximale Interpolationsfehler nun 1.994 - 10~* im Inter-
vall [—0.6, —0.4]. Dieses wird nun weiter verfeinert, so dass ein neuer Knoten bei
x = —0.5 entsteht. Die Analyse der beiden neuen kleinsten Intervalle zeigt einen
maximalen Interpolationsfehler von 3.988-107° im Intervall [—0.5, —0.4]. Verfdhrt
man nach diesem Muster weiter, ergeben sich die Resultate aus Tabelle 5.2.
Die Fehlerdnderung ist dabei der Faktor, mit dem sich der maximale Fehler auf
den durch die letzte Verfeinerung entstandenen Intervallen durch diese Verfeine-
rung verkleinert hat, also

max. Fehler auf kleinsten Intervallen — Fehlerinderung.

mazx. Fehler auf diesen Intervallen vor Ver feinerung

Das Verhiltnis gibt analog zu (5.8) das Verhiltnis der Fehlerdinderung zur Ande-

rung der Intervalllinge mit dem Faktor % an.



76 KAPITEL 5. ADAPTIVE GITTER

Intervalllinge max. Fehler auf klein- | Fehlerinderung | Verhéltnis
vor Verfeinerung | sten Intervallen
0.4 1.99-107* 0.117 3.0912
0.2 3.99-107° 0.200 2.3225
0.1 1.00-107° 0.251 1.9957
0.05 2.59-10°¢ 0.259 1.9490

Tabelle 5.2: Vergleich Intervalllingendnderung - Fehlerénderung pro Verfeinerung

Im Vergleich zu Tabelle 5.1 fillt auf, dass durch Verfeinerung auch bei kleiner
Intervalllinge noch eine relativ grofie (im Vergleich zur Intervalllingenidnderung
anndhernd quadratische) Reduzierung des Fehlers erzielt wird.

Interessant ist auch das Verhéltnis der Fehleréinderung zur Intervalllangenédnde-
rung im Vergleich zum Ausgangsgitter. Hier erhélt man diese Ergebnisse:

min. Inter- | max. Fehler auf klein- | Intervalllingen-| Fehler- Verhiltnis
valllinge sten Intervallen dnderung dnderung
0.4 0.0017
0.2 1.99-107* 0.5 0.117 3.0912
0.1 3.99-107° 0.25 0.023 2.7069
0.05 1.00-107° 0.125 0.007 2.4698
0.025 2.59-10°° 0.0625 0.002 2.3396

Tabelle 5.3: Vergleich Intervalllingenénderung - Fehlerdnderung gesamt

Die Intervalllingenénderung ist dabei die Grofle der beiden kleinsten (also der
betrachteten) Intervalle im Vergleich zur Ausgangsgroe 0.4. Also

aktuelle minimale Intervalllange

= Int llla and .
Ausgangsintervalllinge (= 0.4) nrervatangenandering

Die Fehlerdanderung ist entsprechend der Faktor, mit dem sich der Fehler im
Vergleich zum Ausgangsgitter verkleinert hat, also

max. Fehler auf kleinsten Intervallen

= Fehlerand :
max. Fehler auf Ausgangsintervall (= 0.0017) ehieranaerung

Das Verhéltnis ist wiederum das logarithmische Verhéltnis der beiden Groflen
gemaf (5.8).

Der Vergleich der beiden Anderungen ist in Abbildung 5.5 als Diagramm darge-
stellt.
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Abbildung 5.5: Vergleich Intervalllingenéinderung - Fehlerdnderung

Dabei zeigt die x-Achse die Reduzierung der Intervalllange
(1 - Intervalllingenénderung) und die y-Achse den Fehler auf dem betrachteten
Intervall.

Natiirlich sind diese Zahlen abhéngig vom entsprechenden Problem, dem jeweili-
gen Intervall, sowie der Vorgehensweise beim Verfeinern. Bei diesem Beispiel wird
nur das jeweils kleinste Intervall wieder verfeinert. Die zusétzliche Verfeinerung
anderer Intervalle in der Umgebung fiihrt selbstverstdndlich zu anderen Werten.

Die Tabellen 5.2 und 5.3 spiegeln aber wider, dass in der Praxis eine Gitterver-
feinerung eine grofle Auswirkung auf den Fehler im verfeinerten Intervall haben
kann bzw. hat.

Dieses kleine Rechenbeispiel verdeutlicht, dass Gitteradaption bei der Spline-
Interpolation durchaus geeignet ist, um den Interpolationsfehler in kritischen Re-
gionen entscheidend zu verkleinern.






Kapitel 6

Diskussion der praktischen
Ergebnisse

Nach der theoretischen Betrachtung des Losungsalgorithmus’ und der verwen-
deten Spline-Interpolation werden nun die Ergebnisse bei der Losung eindimen-
sionaler optimaler Steuerungsprobleme diskutiert. Zunéchst wird der Algorith-
mus im Detail vorgestellt sowie einige Hinweise zur Implementierung gegeben. Es
folgt die Anwendung auf vier verschiedene Probleme aus unterschiedlichen Be-
reichen der Okonomie und die Untersuchung der Brauchbarkeit der Ergebnisse.
Als Grundlage dieser Aussage dienen die Ergebnisse, die durch Anwendung der
Variante mit linearer Interpolation (mit dem in Kapitel 4.5.2 beschriebenen kon-
trollierten GauB-Seidel-Verfahren, kurz GSV) erzielt worden sind. Wie schon die
Spline-Theorie vermuten lésst, spielt das Differentiationsverhalten der exakten
optimalen Wertefunktion eine grofie Rolle. So begriindet sich die Unterteilung in
Probleme mit differenzierbarer und Probleme mit nicht global differenzierbarer
optimaler Wertefunktion. Besonderes Augenmerk richtet sich im zweiten Fall auf
das Verhalten der errechneten Approximation der optimalen Wertefunktion in
der Umgebung der nicht differenzierbaren Stellen.

6.1 Aufbau des Algorithmus’

Die Herleitung und die theoretische Fundierung des Algorithmus’ ist bereits in
Kapitel (4) dargestellt worden. Es folgt eine Aufstellung der exakten Vorgehens-
weise bei der Implementierung.

Der Algorithmus besteht aus zwei groflien Teilen. Zum einen die Bestimmung der
Losung auf dem aktuellen Gitter und zum anderen die Gitteradaption.

Zunéchst sind vom Benutzer die Daten des Problems sowie einige Parameter

festzulegen. Zur Erinnerung (siehe auch (3.7)), das Problem ist in der Regel fol-
gendermaflen gegeben:

79
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(i) in diskreter Form ¢ € Nj:

vp(x) = max {hz (1—6ny @h(jh,x,uh),uh(jh))}, (6.1)

uhEZ/{h

wobel

<I>h(0, l’,uh) =X ,(I)h((j + 1)h,$, ’Lbh) = fh(q)h(jh,x,uh),uh(jh)), (62)

oder

(ii) in kontinuierlicher Form ¢ € R

v(z) = max { /0 h e-étg,(q»(t,x,u),u(t))dt} , (6.3)

ueU

wobei
do(t,z,u)
FELY  f(@(t, 7w, u(t). (6.4

Im zweiten Fall wird das Problem (wie in Kapitel 4.1 beschrieben) durch das
zeitdiskretisierte Problem

¢0,z,u) =z

max{hz 1 —5h @h(]h x,up), up(jh))}

ueU

mit Zeitschritt h und

CTDh(O,x,uh) =
(i)h((] + 1)h,m,uh) = fh((i)h(]h xr Uh) h(~ ))
= u(jh, 2, up) + hf(P(ih, x,up), up(jh))

ersetzt.

Es miissen demnach die Kosten- oder Ertragsfunktion g sowie die die Trajek-
torie ®), bzw. ®), bestimmende Funktion f, eingegeben werden, durch die das
optimale Steuerungsproblem beschrieben ist. Ebenfalls festzulegen sind die Kno-
ten 2%, i = 1,...,n, des Ausgangsgitters I'° im Vektor z sowie die Kontrollwerte
ur im Vektor u. Durch den ersten und letzten Eintrag von x ist damit auch
der Losungsbereich ) festgelegt. Der Vektor v mit den Werten v? der optima-
len Wertefunktion an den Knoten x? wird mit v) = 0 fiir 4 = 1, ..., n vorbelegt.
Um bei einer einheitlichen Bezeichnung fiir Vektoren im Algorithmus zu bleiben,
wird der Vektor v mit einem Kleinbuchstaben bezeichnet und nicht mit V wie in
den Kapiteln 4 und 5. Der zu v gehérige Spline aus Sao wird wie vorher auch vy,
genannt.
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Festzusetzende Parameter sind

Bezeichnung | Funktion
h Schrittweite
4] Diskontrate
0 Parameter zur Bestimmung der Intervalle, die verfeinert werden
¢ Abbruchparameter; gewiinschte Genauigkeit der Approximation

Tabelle 6.1: Parameter

Der Algorithmus lauft in der Iteration j + 1 folgendermaflen ab:

1.

10.

. Bestimme den zu den Werten v/ ™" an den Knoten 27 gehérigen Spline v

Berechne zu jedem Knoten 2} € x und jedem Kontrollwert u;, € u die Werte
gz, ug) und fi,(x], ug).

Bestimme den zu den Werten vg an den Knoten xi gehorigen Spline ﬁi.
Bestimme fiir jedes 27 den neuen Wert v/ gemif der Tterationsvorschrift
(4.11) durch Maximierung iiber alle uy mit fy,(x], uy) € Q.

Jj+1

Bestimme die Differenz ¢; = v/ — o/ fiir alle i

. Wenn max;{|(;|} < ¢ gehe zu 6. Die Losung auf dem Gitter IV mit den

Knoten ] ist durch 17{0“ nach (4.14) genau genug approximiert. Es folgt

eine Gitteradaption.

Ansonsten setze j = 7+ 1 und gehe zu 2. Das Gitter bleibt in der néchsten
Iteration gleich.

Gitteradaption:

Jj+1

Bestimme Vektor 227 mit den Testpunkten xx{ in der Mitte der Intervalle
(%], 27,,] sowie den zugehdrigen Wert vu] durch Auswertung von ot an
der Stelle zx.

Bestimme fiir alle zz] und alle u, mit fy(za],u;) € Q den Wert vo] ™
gemaB der Iterationsvorschrift (4.11).

Bestimme die Differenz n; = vvlj o zwlj fiir alle 1.

Ist 6h - max;n; < (, breche ab. Die approximierte Losung ist auf ganz (2
genau genug.
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11. Mache alle :L‘JZ? mit 7; > 6-max; 7; zu neuen Knoten. Dazu werden die Werte
:173:{ so in x eingefiigt, dass alle Eintrige der Grofle nach sortiert bleiben.
Die Werte vvlj werden neue Eintrdge in v an den entsprechenden Stellen.
Der neue Vektor x enthélt somit die Knoten xf i =1,....,n, und der neue

Vektor v die enstprechenden Werte vf“, t =1,...,n, an den Knoten. Der

Index n hat sich um die Anzahl der neuen Knoten vergrofiert.

12. Setze j = j + 1. Gehe zu 1. Nun wird die Approximation auf dem neuen
Gitter berechnet.

Zur Implementierung dieses Algorithmus’ sind einige Anmerkungen zu machen:

Bemerkung 6.1 (i) Der Algorithmus wird hier in MATLAB Version 6.0 Re-
lease 12 implementiert. So konnen die MATLAB-eigene Routine ,spline“ zur
Errechnung der Splines verwendet werden. Die Auswertung des Splines an Nicht-
Knotenpunkten erfolgt durch die Routine ,ppval®. Dafiir miissen im Vergleich zu
Implementierungen beispielsweise in C starke Einbuflen bei der Rechenzeit ge-
macht werden.

Die im Folgenden dargestellten Berechnungen sind auf etnem 1700MHz Prozessor

mit 512MB RAM unter Windows ME durchgefiihrt worden.

(ii) Je mehr Kontrollwerte u € U verwendet werden, desto besser ist das Er-
gebnis. Abhdngig vom betrachteten Problem wird eine gewisse Mindestanzahl an
Kontrollwerten bendtigt. Ab etwa 50 Kontrollwerten lassen sich bei den betrach-
teten Problemen brauchbare Ergebnisse erzielen.

(iii) Die Wahl des Ausgangsgitters hat ebenfalls Einfluss auf das Ergebnis; bei
Spline-Interpolation noch mehr als bei linearer Interpolation. Genaue Anmerkun-
gen dazu folgen bei der Betrachtung der Beispiele im ndchsten Abschnitt.

(v) Zusdtzlich kann noch ein weiteres Abbruchkriterium herangezogen werden.
Beim Uberschreiten einer vorgegebenen Anzahl an Gitterknoten wird kein neu-
es Gitter mehr gebildet, sondern der Algorithmus beendet. Diese Vorgehensweise
wird auch bei den Beispielrechnungen angewendet.

(v) Fiir den Abbruchparameter ¢ ist - wenn nicht anders angegeben - der Wert
107° festgesetzt.

(vi) Der MATLAB-Quelltext befindet sich in Abschnitt B.1 im Anhang.

Die folgenden Abschnitte zeigen die Ergebnisse, die durch Anwendung des oben
beschriebenen Algorithmus’ auf verschiedene optimale Steuerungsprobleme er-
zielt worden sind. Die Auswahl der Beispiele stammt wie bereits erwahnt aus
Griine und Semmler [13].
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Zunichst ein Problem, dessen exakte optimale Wertefunktion bekannt ist. An
diesem Beispiel lassen sich somit die exakten Fehler bestimmen. Hier wird auch
ausfiihrlich auf den Unterschied zwischen den Implementierungen mit und ohne
Gitteradaption eingegangen.

6.2 Beispiel mit differenzierbarer Optimalwert-
funktion

6.2.1 Beispiel 1: Wachstumsmodell

Das folgende zeitdiskrete Wachstumsmodell, nach seinen ,, Entdeckern® auch Brock-
Mirman-Modell genannt, wird héufig als Testproblem fiir numerische Algorith-
men verwendet.

Das Problem der Form (6.3)-(6.4) ist gegeben durch die Ertragsfunktion
g(z,u) =Inu

und die Dynamik
z(t+1) = Az® — u(t)

mit Konstanten A > 0 und 0 < @ < 1.

Die exakte Losung ist bestimmt durch
V() =B+ Clnz, (6.5)

wobel

a In((1 —aB)A) + fga In(afA)
T und B = =5

ist (vgl. Santos, Vigo-Aguiar [20]).

C:

Die Berechnungen wurden durchgefithrt mit A = 5, @ = 0.34 und Diskontra-
te 0 = 0.05. Da das Problem bereits in diskreter Zeit vorliegt, ist die Schrittweite
h = 1. Der Diskontfaktor betrégt folglich 3 =1 — ¢ = 0.95.

Der betrachtete Bereich ist € = [0.1, 10] mit einer Diskretisierung von

U = [0.1,11] mit 500 Kontrollwerten.

Abbildung 6.1 zeigt die exakte optimale Wertefunktion auf €.
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Abbildung 6.1: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 1

Zunéchst wird das Problem auf dquidistanten Gittern gelost. Tabelle 6.2 bein-
haltet die Differenz in der oo -Norm zwischen der exakten Losung und der nu-
merischen Approximation in Abhéngigkeit von der Knotenzahl, also den maxi-
malen Fehler der jeweiligen Approximation. Die zweite Spalte zeigt den Fehler
bei Losung mit linearer Interpolation, die dritte Spalte entsprechend mit Spline-
Interpolation.

Der Fehler wird hier bstimmt durch den Vergleich der exakten optimalen Werte-
funktion (vgl. (6.5)) mit der Auswertung der jeweils erhaltenen Approximation
an 1000 Testpunkten.

Knotenzahl | Fehler mit linea- | Fehler mit Spline- | Rechenzeit (mit
rer Interpolation | Interpolation Spline-Int.)

17 2.50- 1071 9.99 - 10~ 306s

50 7.99-1072 2.53-1072 940s

100 3.17-1072 6.47-1073 1993s
130 2.12-1072 3.54-107° 253065
150 1.72-1072 2.65-1073 3125s
200 1.06 - 1072 1.32-1073 42365

Tabelle 6.2: Fehler der numerischen Losung auf dquidistanten Gittern

Es zeigt sich also, dass bei der Losung auf dquidistanten Gittern die Variante mit
Spline-Interpolation genauere Ergebnisse liefert als diejenige mit linearer Inter-
polation. Zu den Rechenzeiten muss erwéahnt werden, dass bei den hier verwende-
ten Implementierungen nicht primér auf Minimierung der Rechendauer geachtet
worden ist. Es wird allerdings deutlich, dass die MATLAB-Berechnungen sehr
zeitaufwendig sind. Die Rechenzeit kann bei diesem Beispiel durch die in Ab-
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schnitt 4.5.1 beschrieben Verkniipfung mit dem Verfahren der Strategie-Iteration
erheblich verkiirzt werden. Einzelheiten dazu folgen bei der nun betrachteten Be-
rechnung auf adaptiven Gittern.

Bei der Losung mit Gitteradaption wird der Verfeinerungsparameter auf § = 0.1
gesetzt. Das Anfangsgitter besteht aus 17 Knoten und als zusétzliches Abbruch-
kriterium wird hier die Grenze von 300 Gitterknoten gewéhlt. Es ergeben sich
mit Spline-Interpolation die Ergebnisse in Tabelle 6.3.

Knotenzahl Fehler Fehlerschranke | Rechenzeit
17 9.99 - 1072 1.91 303s
19 4.82-1072 0.74 439s
21 1.57-1072 |  0.25 515s
23 3.60-1073 5.79-1072 538s
26 6.43-1074 9.15-1073 614s
33 2.94.1074 1.54-1073 655s
57 1.73-1074 6.70 - 1074 688s
109 1.11-1074 1.07-1073 746s
202 7.79-107° 1.16-1073 860s
279 5.90-107° 1.26- 1073 1041s
345 5.19-107° 7.84-107% 1186s

Tabelle 6.3: Fehler der numerischen Losung mit Gitteradaption

Dabei wird der (maximale) Fehler wie in Tabelle 6.2 berechnet, und die Fehler-
schranke ist die obere Schranke, die durch die lokalen Fehlerschitzer n; geméafl
(5.3) bestimmt wird, also #maxi n;. Durch diesen Wert ist nach Satz 5.4 der
Abstand zwischen der auf dem jeweiligen Gitter errechneten Approximation und
der exakten optimalen Wertefunktion nach oben beschréinkt. In diesem Fall durch
20-max; n;. Die Werte 7; werden wie in Kapitel 5.2 bestimmt. Die vierte Spalte ist
die gesamte bis zu der Approximation auf dem entsprechenden Gitter bendtigte

Rechenzeit (inklusive der Gitteradaptionen und Fehlerbestimmmungen).

Im Vergleich dazu erhélt man mit dem kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahren die
Testergebnisse in Tabelle 6.4.
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Knotenzahl Fehler Fehlerschranke
17 2.50 - 1071 4.19
18 1.41-1071 1.92
22 6.84 - 1072 0.95
27 3.24-1072 0.40
38 1.72 - 1072 0.11
63 4.21-1073 3.38 - 1072
116 1.48-1073 1.26 - 1072
203 3.73-1074 3.92-1073
352 2.13-107* 1.34-1073

Tabelle 6.4: Fehler der numerischen Losung mit GSV und Gitteradaption

Es wird deutlich, dass durch den beschriebenen Algorithmus mit
Spline-Interpolation hier gute Ergebnisse erzielt werden. Sie erweist sich bei die-
sem Beispiel als eine geeignete Alternative zu linearen Interpolationsmethoden.
Die mit der Iterationsvorschrift (4.11) und Spline-Interpolation ermittelten Spli-
nes T)i konvergieren in diesem Beispiel gegen ein v, oder besser gesagt, die diese
Splines bestimmenden Vektoren v’/ konvergieren (monoton) gegen einen Vektor
v. U, approximiert die exakte optimale Wertefunktion. Die Konvergenz folgt aus
einer Kontraktion der Form

~i+1 - Y v
1977 = Onlloo < 1197, — Tnlloc
Die Giiltigkeit dieser Kontraktion ldsst sich aus den Werten fiir max;{|(;|} im
Laufe der Berechnungen ablesen (siche Abbildung 6.2). Der Wert max;{|(;|} nach
der Berechnung von v’ in Iteration j sei von nun an mit ¢ . bezeichnet.

Die x-Achse zeigt die Anzahl der Tterationen, die y-Achse den Wert ¢/ nach der
entsprechenden Iteration. In Abbildung 6.2 a) auf einem gréfieren Ausschnitt und
lediglich als durchgezogene Graph; in Abbildung 6.2 b) nur die letzten Iteratio-
nen und mit zusétzlicher Markierung der Werte. Die senkrechten Striche bei etwa
x = 240, 330, 380, usw. symbolisieren die nach dieser Iteration stattfindende Git-
teradaption. Der in dieser Iteration berechnete Wert ¢J, . war also kleiner als das
Abbruchkriterium ¢ = 1-1075. Direkt nach der Bildung eines neuen Gitters sind
die ,,Spriinge* zwischen den Funktionen Di und @iﬂ und damit der Wert ¢J

vergleichsweise grof3 und verringern sich anschliefend wieder.

Zur Erinnerung: Der Wert (; beschreibt den Abstand zwischen der aktuellen
Approximation der optimalen Wertefunktion und derjenigen aus der letzten Ite-
ration am Knoten z; (im Algorithmus in der j-ten Iteration berechnet durch die
Differenz der i-ten Eintriige der Vektoren v/ und v/~ | also ¢; = v/ —v/~'). Durch
das Betrags-Maximum (7, dieser Differenzen iiber alle Knoten z; ist nach (4.14)
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Abbildung 6.2: Entwicklung von ¢/

J . ZU Beispiel 1

in Lemma 4.8 eben der Abstand der Approximation bfl in der Iteration j von der
Funktion v, gegen die die ¢} fiir j — oo konvergieren, beschrénkt.

In den bei diesen Berechnungen angewendeten Implementierungen zeigt sich au-
Berdem, dass durch Anwendung der Spline-Interpolation Speicherplatz gespart
werden kann. An den Tabellen 6.3 und 6.4 siecht man, dass eine gewiinschte Ge-
nauigkeit schon auf einem Gitter mit weniger Knoten erzielt wird. So wird der
maximale Fehler von 2.22-10~% auf dem Endgitter des kontrollierten GauB-Seidel-
Verfahrens mit 352 Knoten bei Anwendung der Spline-Interpolation schon auf
einem Gitter mit 57 Knoten deutlich erreicht (1.73 - 1074).

Zusétzlich verdeutlicht der Vergleich der Tabellen 6.2 und 6.3, dass die Anwen-
dung von adaptiver Gittererzeugung bei der Spline-Interpolation eine grofie Aus-
wirkung auf den benétigten Speicherplatz hat. So wird hier beispielsweise der
Wert des maximalen Fehlers bei der Losung mit Spline-Interpolation auf einem
dquidistanten Gitter mit 130 Knoten (3.54 - 1073) bei der Losung mit Gitterad-
aption bereits auf dem noch sehr groben Gitter mit 23 Knoten erreicht. Oder von
der anderen Seite betrachtet: Auf dem dquidistanten Gitter mit 200 Knoten hat
die errechnete Approximation den maximalen Fehler 1.32- 1073, withrend bei der
adaptiven Variante auf dem anndhernd , gleich feinen* Gitter mit 202 Knoten ein
Wert von 7.79-107° errechnet wird. Der Fehler wird also bei dieser Knotenanzahl
um knapp 94 Prozent reduziert. Zusatzlich wird die Rechenzeit dabei um ca. 80
Prozent verringert. Die Zeit zur Bestimmung der Approximation auf einem Gitter
mit (etwa) 200 Knoten reduziert sich von 4236s (auf dem festen Gitter) auf 860s
(mit Gitteradaption).
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Diese Zahlen sind nur Beispielwerte und variieren abhéngig von den dem Vergleich
zugrundeliegenden Kennzahlen. Vergleicht man die Genauigkeit beispielsweise bei
anderen Knotenzahlen, ergeben sich andere Werte. Eine eklatante Einsparung ist
jedoch bei Anwendung des Verfahrens der Gitteradaption in jedem Fall auszu-
machen.

Die Gitteradaptionen sind in Abbildung 6.3 sichtbar. Sie zeigt die Intervalllingen
des letzten Gitters in Abhéngigkeit von x; links auf ganz €2, rechts den Ausschnitt
der kleinen Intervalle. Die y-Achse zeigt die Lénge des Intervalls, das bei x be-
ginnt. Das bedeutet: Je kleiner der y-Wert ist, desto feiner ist an dieser Stelle das
Gitter.

T T T T T T T T T T T T T

o 0000 O fecle 00000 000 000 O
0.018
0.016

0.014F

0.012F

0.008
0.006
0.004

0.002

L L L L L L L L L L L L L
) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 0.2 0.4 06 08 1 12

(a) auf ganz (b) Ausschnitt

Abbildung 6.3: Intervalllingen des Endgitters zu Beispiel 1
Vergleicht man die Intervalllingen mit der optimalen Wertefunktion, kann man
erkennen, dass eine groflere Steigung ein feineres Gitter verursacht.

Dieser Zusammenhang ist bei der Losung mit linearer Interpolation noch deutli-
cher (siche Abbildung 6.4).
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Abbildung 6.4: Intervalllingen des Endgitters zu Beispiel 1 mit GSV
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Zum Abschluss der Betrachtungen zu Beispiel 1 folgt noch die Auswirkung bei
Anwendung der in Abschnitt 4.17 beschriebenen Verbesserung des Verfahrens.
Durch die Verkniipfung des beschriebenen Iterationsverfahrens mit Spline-
Interpolation und der Idee der Strategie-Iteration, ist die Bestimmung der Ap-
proximation der Optimalwertfunktion wesentlich effizienter. Bei der hier ange-
wendeten Implementierung ergeben sich die folgenden Fehlerwerte auf den ent-

sprechenden Gittern:

Knotenzahl Fehler Fehlerschranke | Rechenzeit
17 9.99 .10~ 1.91 16s
19 4.82-1072 0.74 27s
21 1.57-1072 0.25 36s
23 3.61-1073 5.79 - 1072 46s
26 6.80 - 1074 9.11-1073 59s
33 2.81-107¢ 1.53-1073 72s
55 1.55-1074 6.85-107* 93s
105 8.95-107° 1.04-1073 134s
188 5.95-107° 1.11-1073 214s
256 5.06-107° 1.56 - 1073 330s

Tabelle 6.5: Fehler der numerischen Losung mit Spline-Strategie-Iteration

Die Genauigkeit auf feineren Gittern nimmt also noch einmal zu. Die gréflere
Einsparung ist allerdings bei der Rechenzeit zu erkennen. Die Zeit um die Ap-
proximation auf dem Endgitter zu berechnen (die anndhernd gleich genau ist)



90 KAPITEL 6. DISKUSSION DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE

reduziert sich von 1186s auf 330s. Das entspricht in diesem Fall einer Einsparung
von etwa 72 Prozent.

Diese Beschleunigung der Berechnungen ist allerdings nur bei diesem Beispiel
mit differenzierbarer Optimalwertfunktion anwendbar. Bei den nachfolgenden
Beispielen schlédgt sie fehl. Die Strategie-Iteration konvergiert in diesen Féllen
nicht.

Die verwendete Implementierung ’verf mit_splinestrategie.m’ ist auf der beilie-
genden CD zu finden.

6.3 Beispiele mit nicht global differenzierbarer
Optimalwertfunktion

Bei den folgenden kontinuierlichen Beispielen ist die exakte optimale Wertefunk-
tion nicht bekannt. Zu jedem Beispiel werden zunéchst die Resultate vorgestellt,
die unter Anwendung linearer Interpolationsmethoden errechnet worden sind. Im
Vergleich dazu werden im Anschluss die jeweiligen Berechnungen dargelegt, bei
denen Spline-Interpolation verwendet worden ist.

Ein weiteres Merkmal dieser Beispiele ist, dass die optimale Wertefunktion einen
Knick besitzt, also an einer Stelle nicht differenzierbar ist. Wie man bei den ein-
zelnen Beispielen sehen wird, fiihrt dies zu Problemen bei der Anwendung der
Spline-Interpolation.

Der folgende Abschnitt beinhaltet bei jeder Berechnung die adaptive Gitterer-
zeugung. Aufgrund der langen Rechenzeiten werden die optimalen Werte mit
lediglich 50 Kontrollwerten berechnet. Dadurch sind kleine Abstriche bei der Ge-
nauigkeit zu machen. Es dndert sich allerdings nichts am Verhalten der approxi-
mierten optimalen Wertefunktion.

6.3.1 Beispiel 2: Okologie-Problem

Bei diesem Beispiel aus dem Bereich der Okologie aus Brock und Starret [6] be-
schreibt die Ertragsfunktion g(z,u) eine Nutzenfunktion mit zwei Komponenten.
Auf der einen Seite der Nutzen einer Partei, beispielsweise eines Unternehmens,
der durch die Leitung von Phosphor in einen See erzielt wird. Auf der anderen
Seite der Schaden, den eine andere Partei, z.B. Badegéste, durch den Gehalt an
Phosphor in dem See davontréagt. Die Menge des momentan in den See geleiteten
Phosphors ist durch u dargestellt; die gesamte Menge an Phosphor in dem See
durch z. Die Nutzenfunktion hat die Form

g(z,u) = au’ — kyx®.



6.3. BSP. MIT NICHT DIFF.BARER OPTIMALWERTFUNKTION 91

Die Zustandsfunktion zeigt die dynamische Entwicklung der Phosphormenge in
dem See, gegeben durch

m®(t, x,u)’
ne + ®(t, z,u)’’

d
£<D(t,:c,u) =u(t) — p®(t, z,u) +

Durch die im Abschnitt4.1 beschriebene FEulerdiskretisierung erhélt man

Op((j + Dhywyup) = (b, x,un) + un(ih) — p®u(ih, ,up)
mq:)h(jh, x, up)P
ne + &Dh(jh,x,uh)P
= fu(@n(ih, 2, un), un(jh))

Die Parameter werden besetzt mit

a=2,k=0c=7=05,40=055 m=n=1,p=2

Die Diskontrate betrdgt 6 = 0.1. Der Zeitschritt fiir die notwendige zeitliche
Diskretisierung ist A = 0.05 und die Kontrollwerte kommen aus U = [0,0.4].
Berechnet wird die optimale Wertefunktion im Bereich Q = [0, 3]

Bei der Anwendung linearer Interpolation und einem Ausgangsgitter mit 50 Kno-
ten ergibt sich auf 2 folgende optimale Wertefunktion:

b

-2

L L L L L
0 05 1 15 2 25 3

Abbildung 6.5: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 2 mit GSV

Dabei betrigt die obere Fehlerschranke aus (5.3) 1.76 - 102 auf einem Endgitter
mit 225 Knoten.

Die Knotenzahl der Gitter sowie die entsprechende obere Fehlerschranke ent-
wickelt sich im Laufe der Berechnungen wie folgt:
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Knotenzahl | Fehlerschranke
50 3.52-107!
71 1.37-1071
117 2.68-1071
128 3.51-1071
129 2.60-107!
131 2.33-1071
134 8.54-1072
220 3.57-1071
221 1.63-1071
223 1.60 - 101
225 1.76 - 1072

Tabelle 6.6: Entwicklung der Fehlerschranke zu Beispiel 2 mit GSV

Bei genauer Betrachtung erkennt man einen Knick in der optimalen Wertefunk-
tion bei etwa x = 0.71. Diese Art Schwellenpunkt (auch Skiba-Punkt) , trennt*
zwei Gleichgewichte bei © = 0.396 und bei x = 1.861. Rechts vom Skiba-Punkt
konvergieren die Werte gegen das eine Gleichgewicht, links davon gegen das ande-
re. Ausfithrungen zur Gleichgewichtstheorie sowie zur Thematik ,,Skiba-Punkte*
(siche dazu Deissenberg u.a. [8]) sollen allerdings nicht Teil dieser Arbeit sein.

Deutlicher kommt der Skiba-Punkt bei der Betrachtung der optimalen Kontroll-
werte, also derjenigen Werte u* zu jedem x € €2, die den Ausdruck auf der rechten
Seite der Iterationsvorschrift (4.11) jeweils maximieren, zur Geltung. Hier ist in
Abbildung 6.6 bei x = 0.71 ein Sprung zu erkennen.

Abbildung 6.6: Optimale Kontrollwerte zu Beispiel 2 mit GSV



6.3. BSP. MIT NICHT DIFF.BARER OPTIMALWERTFUNKTION

93

Ebenfalls sehr gut sichtbar ist der Skiba-Punkt, wenn man die Intervalllingen des
Endgitters betrachtet. Hier fillt auf, dass das Gitter um den Skiba-Punkt herum

wesentlich feiner ist als im Rest von §).

ooooooooooooo

0.035

(a) auf ganz

Abbildung 6.7: Intervalllingen des Endgitters zu Beispiel 2 mit GSV

(b) Ausschnitt

Dies ist die Folge davon, dass der Knick in der optimalen Wertefunktion zu einem
groflen lokalen Fehler in dieser Region fiihrt. Dies ist sehr gut an Abbildung 6.8
sichtbar. Sie zeigt den Abstand zwischen der auf einem Gitter mit 128 Knoten
approximierten optimalen Wertefunktion an den Testpunkten zz; (angetragen

auf der x-Achse) und dem Wert an der selben Stelle nach einer Iteration geméas
(4.11). Durch diesen Abstand lésst sich nach Kapitel 5.2 der lokale Fehler zwi-

schen der aktuellen Approximation und der exakten optimalen Wertefunktion

abschétzen.

Abbildung 6.8: Beispiel zur Fehlerschiatzung
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Entsprechend der Vorgehensweise aus Abschnitt 5.3 wird nur ein Intervall ver-
feinert. Das ist hier das Intervall, das den Skiba-Punkt enthélt. Eine dhnliche
Tendenz ist auch auf den anderen Gittern, auf denen die optimale Wertefunktion
berechnet wird, zu erkennen. Dadurch entsteht ein Endgitter, das in der Umge-
bung des Knicks wesentlich feiner ist als im Rest von €.

Diese ermittelte Stelle, an der die (approximierte) optimale Wertefunktion nicht
differenzierbar ist, fithrt zu Problemen bei der Anwendung der Spline-Interpolation:

Zunichst wird der Algorithmus mit denselben Vorgaben wie bei der linearen
Interpolation gestartet, d.h. auf demselben Ausgangsgitter mit 50 Knoten und
50 Kontrollwerten sowie den identischen Parameterwerten.

Man muss feststellen, dass der Algorithmus nie abbricht, d.h. es wird weder eine

maximale Knotenzahl erreicht, noch eine geforderte obere Fehlerschranke unter-

schritten. Es kommt tatséchlich nicht einmal zu einer einzigen Gitteradaption.

Das bedeutet, dass auf dem Ausgangsgitter im Laufe der Berechnungen der Wert
Jdie gesetzte Grenze ¢ = 107> nie erreicht.

max

Betrachtet man die Entwicklung der Werte (7 . in jeder Iteration (siche Abbil-
dung 6.9), so zeigt sich, dass sie nicht wie bei Beispiel 1 gegen Null konvergieren.
Die Funktionenfolge @7 konvergiert hier folglich auch nicht gegen ein die exakte

optimale Wertefunktion approximierendes vy, fiir j — oo.

WA

L L L h L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Abbildung 6.9: Entwicklung von (7, zu Beispiel 2

Die x-Achse zeigt analog zu Abbildung 6.2 die Anzahl der Iterationen, die
y-Achse den Wert (7, .. nach der entsprechenden Iteration.

Der Algorithmus wird hier nach 3600 Iterationen abgebrochen. Zum Vergleich:
Bei linearer Interpolation ist das Ergebnis auf dem Endgitter nach 230 Iteratio-
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nen berechnet.

Dieses ,,unerwiinschte Resultat ist klarerweise auch in der Entwicklung der opti-
malen Wertefunktion zu sehen. Es zeigt sich, dass sich die Funktionen {Jfl zunéchst
an die mit dem kontrollierten Gau3-Seidel-Verfahren bestimmten optimalen Wer-
tefunktion v, annédhern, dann aber (ab etwa der 500. Iteration) ein oszillierendes
Verhalten ausgehend vom Skiba-Punkt aufweisen. Diese Grenze ist auch in Ab-
bildung 6.9 durch den dortigen Anstieg der Werte (7 .. zu erkennen.

Die folgenden Graphen zeigen die Form von {J{L nach je 50 Iterationen. Als Ver-
gleich ist in jeder Abbildung die ,,Gau-Seidel-Losung® ©), zu sehen. Die Kreise
zeigen die Werte von @7 an den Knoten. Der ,komplette“ Graph von v; wur-
de durch Auswertung an insgesamt 3000 Zwischenknoten erzeugt. Die genaue
Entwicklung der '17{1 anhand weiterer Graphen befindet sich in Abschnitt A.2 im
Anhang.
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0 05 1 15 2 25 3

(a) nach 300 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(c) nach 550 Iterationen (d) nach 600 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(e) nach 650 Tterationen (f) nach 850 Iterationen
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(g) nach 1350 Iterationen

(h) nach 1600 Iterationen
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(i) nach 2100 Iterationen

(j) nach 2550 Iterationen
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(k) nach 2950 Iterationen

(1) nach 3600 Iterationen

Abbildung 6.10: Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2
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Es lasst sich sehr gut erkennen, dass die Funktionen f)i, ausgehend vom Skiba-
Punkt, ein unregelméfliges Verhalten zeigen und die erhoffte Konvergenz nicht
eintritt.

Bei weiteren Untersuchungen stellt man fest, dass sich durch Anderung der Pa-
rameter auch das Verhalten der f}i andert.

Eine Méglichkeit, kleinere Werte fiir ¢/, zu erreichen, ist, ein feineres Ausgangs-
gitter zu wéahlen. Durch die kiirzeren Intervalle liegen die Funktionen z?{l auf dem
Ausgangsgitter ndher an ¥, und somit ist auch der Abstand zwischen Df; und 17{;_1,
durch den die Werte ¢/ bestimmt sind, geringer. Auf diesen Zusammenhang
zwischen der Feinheit des Ausgangsgitters und den Werten (7, wird bei Beispiel
4 noch einmal eingegangen.

Dementsprechend wird nun ein Ausgangsgitter mit 150 Knoten gewéhlt. Die an-
deren Parameterwerte bleiben unveriandert.

Wieder muss der Algorithmus ,, von Hand“ abgebrochen werden. Auch mit dem
feinen Ausgangsgitter wird keine Gitteradaption erreicht. Es wird allerdings die
Abweichung von der mit linearer Interpolation erhaltenen optimalen Wertefunk-

tion erheblich reduziert. Die errechneten Funktionen o7 oszillieren mit geringer

Auslenkung rund um den Skiba-Punkt, wihrend die Approximation auflerhalb
einer Umgebung dieser Stelle recht gut ist.

Dies verdeutlichen die folgenden Beispielgraphen:

L L L L L L L L L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 0.67 0.68 0.69 07 0.71 0.72 073 0.74 075

(a) nach 1400 Tterationen (b) nach 1400 Tterationen (Aus-
schnitt)
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41—

39f

38F

37t

36f

(¢) nach 4000 Iterationen (d) nach 4000 Iterationen (Aus-
schnitt)

(e) nach 5000 Tterationen (f) nach 5000 Iterationen (Aus-
schnitt)

Abbildung 6.11: Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2 auf fei-
nem Startgitter

Die gewiinschte Genauigkeit in Form des Wertes ¢ wird global nicht erzielt. Statt-
dessen verhalten sich die Werte (7 ., durch die der Abstand von ¥] zu o), be-
schrankt ist, periodisch (siche Abbildung 6.12).

J - betrigt ca. 1.2-107°. In der betreffenden Ttera-
tion betrégt die obere Schranke fiir den Fehler gemé$ (5.3) etwa 0.88.

Der minimal erreichte Wert ¢/

Also kann durch das feinere Ausgangsgitter auch keine ausreichend genaue Appro-
ximation bestimmt werden; die Abweichung zur Approximation des kontrollierten
Gauf-Seidel-Verfahrens ist aber erheblich kleiner geworden.
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Abbildung 6.12: Entwicklung von ¢/ . zu Beispiel 2 auf feinem Startgitter

max

Der Algorithmus wird jetzt abermals auf diesem feinen Ausgangsgitter gestartet,
die gewiinschte Genauigkeit allerdings in Form der Abbruchvariablen ¢ auf 10~
reduziert. Bei dieser Parametereinstellung lauft der Algorithmus durch und liefert
folgende optimale Wertefunktion auf einem Endgitter mit 240 Knoten:

-2

L L L L L
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Abbildung 6.13: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 2 auf feinem Startgitter mit
(=101

Die obere Schranke fiir den Fehler gemif (5.3) betriigt 2.18-1072. Die Entwicklung
der Knotenzahl der Gitter sowie die zugehorige obere Fehlerschranke zeigt Tabelle
6.7.
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Knotenzahl | Fehlerschranke

150 2.19

163 3.81-107!
172 3.88-107!
179 2.23.107!
183 5.81-1072
201 4.70 - 1072
240 2.19-1072

Tabelle 6.7: Entwicklung der Fehlerschranke zu Beispiel 2 auf feinem Ausgangs-
gitter mit ¢ = 10~*

Wie bei der Losung mit linearer Interpolation lédsst sich der Skiba-Punkt als
Sprung bei den optimalen Kontrollwerten (siche Abbildung 6.14 a) ) sowie an-
hand der starken Verfeinerung bei den Intervalllingen erkennen (siehe Abbildung
6.14 b) ).

0.015

@

0
? 0.005 o ®
©

)
o8 8

(a) Optimale Kontrollwerte (b) Intervalllingen des Endgitters

Abbildung 6.14: Optimale Kontrollwerte und Intervalllingen des Endgitters zu
Beispiel 2 mit ¢ = 10~*

In diesem Fall wird demnach eine gute Approximation der exakten optimalen
Wertefunktion erreicht. Der geschitzte Fehler (also die obere Schranke fiir die
Abweichung) ist fast genauso klein wie bei der Losung des kontrollierten Gauf-
Seidel-Verfahrens. Allerdings wird schon durch die beiden beschriebenen Fehl-
versuche deutlich, dass die Konvergenzeigenschaft des Verfahrens mit linearer
Interpolation nicht direkt auf das Spline-Verfahren iibertragbar ist. Die in Lem-
ma 4.8 beschriebene Kontraktionseigenschaft ist hier nicht erfiillt. Somit kann
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im Fall der Spline-Interpolation auch keine dquivalente Konvergenzaussage der
Vektoren v’/ bzw. V7 gemacht und keine generelle Abschiitzung des Abstands
der momentan errechneten optimalen Wertefunktion 6{1 von der evtl. existieren-
den Approximation vy, der exakten optimalen Wertefunktion aufgestellt werden.
Der Vergleich der Abbildungen 6.10 und 6.9 ldsst aber darauf schliefen, dass ein
grofier Wert (7  auch einen groBen Abstand der Approximation {)fl von der mit

max
linearer Interpolation bestimmten Optimalwertfunktion impliziert.

Nur durch einen geeignet gewéhlten Zeitpunkt fiir den Abbruch der Berechnun-
gen auf den einzelnen Gittern und die damit erfolgende Gitteradaption (hier beim
Erreichen des Wertes ¢7 . < ¢ = 107%) wird die Oszillation verhindert. Wiirde
man nicht so frith zur Gitteradaption iibergehen, wiirden die Werte im Laufe der
Berechnungen wieder steigen (vgl. Abbildung 6.9), und die erhaltenen Resultate
wéren nicht zufriedenstellend . Im Falle eines zu groben Ausgangsgitters, in die-
sem Beispiel mit 50 Knoten, geht die Berechnung vollig schief und die tatséchliche
optimale Wertefunktion wird nicht annéhernd erreicht.

Somit ldsst schon dieses erste Beispiel den Schluss zu, dass die Anwendung von
Spline-Interpolation offenbar nicht sinnvoll ist, wenn die optimale Wertefunk-
tion nicht im gesamten betrachteten Bereich differenzierbar ist. Bei passender
Wahl des Ausgangsgitters sowie der Parameter kann in manchen Fillen eine gu-

te Approximation errreicht werden. Diese Approximation ist allerdings nur eine
»gliickliche Momentaufnahme® und nicht das Resultat aus der Konvergenz der
Vektoren v/ gegen einen Vektor v wie in Beispiel 1.

Die folgenden Beispiele verdeutlichen ebenfalls den Zusammenhang zwischen dem
Skiba-Punkt und dem oszillierenden Verhalten der mit Hilfe von Spline-Interpolation
berrechneten Approximationen.

6.3.2 Beispiel 3: Investitionsmodell

Diese Problemstellung beschreibt das Ziel eines Unternehmens, den Cash-flow
durch eine optimale Investitionsstrategie zu maximieren. Dabei sind bestimmte
technologische Beschrankungen zu beriicksichtigen. Ein Problem dieser Art wird
in Hartl u.a. [17] vorgestellt

Die Ertragsfunktion, hier der Cash-flow, ist gegeben durch

g(x,u) = ar — br* — ur — cu — du®

Die Hohe des Kapitals ist beschrieben durch die Dynamik

d
a@(t, zyu) = u(t)®(t, x,u) — o®(t, x,u)

Dabei steht z fiir das Kapital und u - = fiir die Investition.
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Wiederum mittels Euler-Diskretisierung ergibt sich das zeitdiskrete Problem

(I)h((] + 1)h7l’,Uh) = éh(jh,l’,’dh) + Uh(jh)(i)h(jh,{[',Uh) - O‘éh(jh,l’,ﬂh)
= fu(®u(jh, 2, un), un(jh))

Als Werte fiir die Parameter werden gewéhlt
a=1,b=06,c=0,d=03,0=0.1,

sowie die Diskontrate 6 = 0.2 und der Zeitschritt A = 0.05. Der relevante Bereich
der optimalen Wertefunktion ist hier = [0,0.7], wihrend Kontrollwerte aus
U = [0, 1] herangezogen werden.

Zunéchst werden wieder die Ergebnisse des kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahrens
betrachtet. Das Ausgangsgitter besteht aus 131 Knoten und der Verfeinerungs-
parameter wird hier auf 8 = 0.3 verdndert.

Abbildung 6.15 zeigt die errechnete optimale Wertefunktion.

L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7

Abbildung 6.15: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 3 mit GSV

Die durch die Fehlerschitzer aus (5.1) bestimmte obere Schranke des Fehlers be-
triagt auf dem Endgitter mit 307 Knoten 2.2-1073. Auch bei diesem Beispiel lisst
sich ein Skiba-Punkt als Knick in der optimalen Wertefunktion ausfindig machen,
der sich ebenfalls in den Graphen der optimalen Kontrollwerte sowie dem der In-
tervalllingen des Endgitters widerspiegelt (sieche Abbildung 6.16).

Der Knick bei z = 0.01 ist in Abbildung 6.15 noch relativ schwer zu erkennen.
In Abbildung 6.16 (a) ist der Sprung der optimalen Wertefunktion bei z = 0.01
jedoch gut zu sehen und auch Graphik 6.16 (b) macht die starke Verfeinerung
rund um den Skiba-Punkt deutlich.
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(a) Optimale Kontrollwerte

(b) Intervalllingen

Abbildung 6.16: Optimale Kontrollwerte und Intervalllingen des Endgitters zu

Beispiel 3 mit GSV

Bei Anwendung der Spline-Interpolation auf dem selben Ausgangsgitter mit 131
Knoten und den selben Parameterwerten (0 = 0.3, ¢ = 1-107°) muss der Al-
gorithmus wieder abgebrochen werden. Das geschieht hier nach 3000 Iterationen.
Offenbar wird wieder keines der Abbruchkriterien erfiillt. Es finden zwar vier Git-
teradaptionen statt; auf dem fiinften Gitter wird jedoch keine zufriedenstellende
Losung berechnet. Die errechnete optimale Wertefunktion oszilliert leicht um den

Knick bei x = 0.01, was an den folgenden Graphen zu erkennen ist:

(a) nach 600 Iterationen

(b) nach 600 Iterationen (Aus-

schnitt)
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(¢) nach 1200 Iterationen

(e) nach 2600 Iterationen

(d) nach 1200 Iterationen (Aus-
schnitt)

(f) nach 2600 Iterationen (Aus-
schnitt)

Abbildung 6.17: Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 3
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Betrachtet man die Entwicklung der Werte (7., fillt nach der vierten Gitterad-
aption wie schon in Abbildung 6.12 bei Beispiel 2 ein periodisches Verhalten auf:

L L L L
500 1000 1500 2000 2500

Abbildung 6.18: Entwicklung von ¢/

max

zu Beispiel 3

Die Gitteradaptionen bei etwa 800, 1000, 1300 und 1400 Iterationen sind wie
schon in Abbildung 6.2 durch senkrechte Striche markiert und durch den dorti-
gen deutlichen Anstieg der Werte zu erkennen.

Durch Verdnderung der Parameter wird nun erneut versucht, bessere Ergebnisse
zu erzielen. Der Start auf einem feineren Gitter verspricht wenig Erfolg, da auf
den ersten Gittern die Werte ¢7  im Laufe der Berechnungen bereits die Schran-
ke ¢ = 107" unterschreiten.

Um auch auf feineren Gittern weitere Adaptionen zu erreichen, wird ¢ vergrofiert.
Als eine geeignete Wahl erweist sich ¢ = 6 - 107°. Hier beendet der Algorithmus
seine Berechnungen auf einem Gitter mit 367 Knoten mit der optimalen Werte-
funktion in Abbildung 6.19.

Zwar betriigt die obere Schranke fiir den Fehler 5.8 - 1072 (die Approximation
ist also relativ nahe an der exakten optimalen Wertefunktion), bei genauer Be-
trachtung féllt jedoch auf, dass der Knick in der optimalen Wertefunktion nicht
erkannt worden ist. Die Vergroflerung in Abbildung 6.20 macht dies deutlich.

Die untere Funktion ist dabei die mit dem kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahren
ermittelte optimale Wertefunktion, die obere diejenige, die mit Spline-Interpolation
bestimmt worden ist.

Diese Problematik ist auch bei der Betrachtung der optimalen Kontrollwerte in
Abbildung 6.21 zu erkennen. Der Sprung ist weit weniger deutlich ausgepragt als
bei der Losung mit linearer Interpolation (vgl. Abbildung 6.16 a)).
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Abbildung 6.19: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 3 mit ¢ = 6-107°

0.035

x10°

Abbildung 6.20: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 3 mit ¢ = 6 - 107> (Aus-

schnitt)

Abbildung 6.21: Optimale Kontrollwerte zu Beispiel 3 mit ( = 6-107°
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Auflerhalb einer kleinen Umgebung des Knickes stimmt die berechnete optimale
Wertefunktion fast genau mit der durch das kontrollierte Gau-Seidel-Verfahren
berechneten {iiberein.

Dass dieses unregelmifiige Verhalten in der Umgebung des Skiba-Punktes nicht
durch eine dquidistante Verfeinerung im ganzen betrachteten Bereich aufgefangen
werden kann, zeigen diese Ergebnisse:

Verfeinert man bei der Gitteradaption nicht nur die Intervalle mit vergleichsweise
grofilem Fehlerschitzer, sondern alle (das entspricht dem Verfeinerungsparameter
6 = 0), so zeigt die erhaltene optimale Wertefunktion ein &hnliches Verhalten
rund um z = 0.01.

08

L L L L L L
o 0.1 02 03 0.4 05 06 0.7

(a) auf ganz Q (b) Ausschnitt

Abbildung 6.22: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 3 bei dquidistanter Verfei-
nerung

Das Endgitter besteht aus 1041 Knoten, es finden also 4 Verfeinerungen statt.
Wieder wird anhand des Vergleichs der Graphen der berechneten optimalen Wer-
tefunktionen mit denen der ,linearen Losung* deutlich, dass es nur um den Skiba-
Punkt herum Probleme mit der Spline-Interpolation gibt.

Bei Beispiel 3 wird im Gegensatz zu Beispiel 2 in keinem der berechneten Félle ei-
ne gute Approximation der optimalen Wertefunktion durch Spline-Interpolation
erzielt.

6.3.3 Beispiel 4: Wachstumsmodell mit Kreditaufnahme

Als viertes und letztes Beispiel wird ein Wachstumsmodell aus Griine u.a. [14]
betrachtet. Es erlaubt z.B. einem Staat (unter Annahme eines uneingeschriankten
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Zugangs zum Kapitalmarkt) die Aufnahme von Krediten, um zu investieren. Die
maximale Kredithche ist allerdings durch das momentane Einkommen aus der
Geschéftstétigkeit gegeben. Bestimmt werden soll eine Beschréankung der Kredit-
aufnahme abhéngig vom Zeitpunkt. Diese Angaben fithren zu dem Problem, das
definiert ist durch die Ertragsfunktion

g(x,u) = Az® —u — ™

sowie die Dynamik
d
Ed)(t,x, u) =u(t) — o®(t, z,u).
x beschreibt die Hohe des Kapitals, u die Hohe der Investition. In zeitdiskreter

Form erhalt man

O,((j+ Dh,x,up) = i)h(g'h,x,uh) + up(jh) — Uéh(jh,x,uh)
= [u(®n(Gh, v, un), un(jh)).

Die optimale Wertefunktion wird berechnet auf 2 =0, 2] mit den Parametern
A=029, a=11,y=2,u=0.3c,0 =0.15,

dem Kontrollwertebereich U = [0, 0.25] und einer Schrittweite A = 0.05. Die Dis-
kontrate 6 = 0.1 entspricht hier dem konstanten Zinssatz auf den Kredit.

Bei Losung mit linearer Interpolation auf einem Startgitter mit 39 Knoten und
dem Verfeinerungsparameter 6 = 0.5 entsteht die optimale Wertefunktion in Ab-
bildung 6.23.

0
0

Abbildung 6.23: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 4 mit GSV

Der Fehler auf dem Endgitter mit 180 Knoten ist durch die Schranke 9.2 - 1074
begrenzt.
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Bei diesem Beispiel ist der Skiba-Punkt als Knick in der optimalen Wertefunktion
nicht zu erkennen. Erst bei Betrachtung der optimalen Kontrollwerte (Abbildung
6.24 a)) sowie den Intervalllingen des Endgitters (Abbildung 6.24 b)) wird dieser
durch den Sprung bzw. die hohe Gitterfeinheit bei x = 0.267 sichtbar. In diesem
Fall stellt der Skipa-Punkt eine Grenze dar, unterhalb der es optimal ist, die
Kapitalmenge zu vermindern. Oberhalb der Grenze steigt die Kapitalmenge und
damit das Pro-Kopf Einkommen.

m:§m OOOOOO fele

L L L L L L L L L L
05 1 15 2 25 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12

(a) Optimale Kontrollwerte (b) Intervalllingen des Endgitters

Abbildung 6.24: Optimale Kontrollwerte und Intervalllingen des Endgitters zu
Beispiel 4 mit GSV

Bei der Berechnung mit Spline-Interpolation ergibt sich das inzwischen bekannte
Ergebnis. Die Approximation oszilliert um den Skiba-Punkt:

(a) nach 1750 Iterationen (b) nach 1750 Tterationen (Aus-
schnitt)
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(¢) nach 2250 Iterationen (Aus-
schnitt)

(e) nach 3250 Iterationen (Aus-
schnitt)

(d) nach 2750 Iterationen (Aus-
schnitt)

(f) nach 4000 Iterationen (Aus-
schnitt)

Abbildung 6.25: Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 4

Es kommt zu einer Gitteradaption; anschlieBend muss der Algorithmus allerdings
abgebrochen werden. Das geschieht hier nach 4000 Iterationen.

Die Betrachtung der Werte ¢/

max

in jeder Operation zeigt wiederum sehr deutlich
die fehlende Konvergenzeigenschaft:
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500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Abbildung 6.26: Entwicklung von ¢/

max

zu Beispiel 4

Um mehrere Adaptionen zu erreichen, wird nun wie schon bei den vorherigen Bei-
spielen die geforderte Genauigkeit reduziert, indem der Parameter ¢ auf 2 - 107°
erhoht wird. Durch diese Anderung kommt es zu weiteren Gitterverfeinerungen
und auf einem Endgitter mit 119 Knoten ergibt sich die optimale Wertefunktion
¥y, in Abbildung 6.27.

0

Abbildung 6.27: Optimale Wertefunktion zu Beispiel 4 mit ¢ = 2-107°

Die obere Schranke fiir den Fehler betriigt 3.1 - 1073,

Hier ist das Ergebnis fiir die optimale Wertefunktion zwar was die obere Schranke
des Fehlers betrifft zufriedenstellend, allerdings ist die Existenz des Skiba-Punktes
bei x = 0.267 bei Betrachtung der optimalen Kontrollwerten nicht so deutlich zu
erkennen wie in Abbildung 6.24:
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Abbildung 6.28: Optimale Kontrollwerte zu Beispiel 4 mit ( =2-107°

Aus der Betrachtung der Intervalllingen des Endgitters ergibt sich, dass zwar ei-
ne stéirkere Verfeinerung in der Umgebung des Skiba-Punktes stattgefunden hat,
allerdings nicht nur an diesem direkt.

00 00O 0000

Abbildung 6.29: Intervalllingen des Endgitters in der Umgebung des Skiba-
Punktes zu Beispiel 4 mit ¢ =2-107°

Abermals zeigt also die Approximation in dieser Umgebung ein unregelméfiges
Verhalten.

Bemerkenswert ist auflerdem folgendes Ergebnis:

Erhoht man ¢ weiter, beispielsweise auf 5 - 1075, stoppt der Algorithmus mit
einer Approximation auf einem Gitter mit 119 Knoten und der Fehlerschranke
9.8-1073. Die durchgefiihrten Gitteradaptionen finden aber in folgendem Sinn zu
frith statt:
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Die Funktionen néhern sich der Gauf-Seidel-Approximation von unten an.

osf 1 05l
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

(a) nach 300 Iterationen (b) nach 600 Iterationen

Abbildung 6.30: Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 4 mit ( =
5-107°

In der Iteration, in der die maximale Differenz zwischen den Vektoren v/ und 7!
kleiner als ¢ = 5- 107 ist, das Gitter also verfeinert wird, ist diese Anniiherung
noch nicht abgeschlossen. Im ,rechten Teil* von f},]l ist der Abstand zur exak-
ten optimalen Wertefunktion noch relativ groff. Das Gitter wird daher fast nur
in den rechts liegenden Intervallen verfeinert. Daraus resultiert ein Gitter, das
rechts sehr fein ist, links aber beinahe unveridndert bleibt:

000bo 00000

Abbildung 6.31: Intervalllingen des Endgitters zu Beispiel 4 mit ( =5-107°

Die Verfeinerung erfasst also die Struktur der errechneten optimalen Wertefunk-
tion nicht; der Knick wird nicht erkannt. Dieses Resultat belegt, dass es nicht
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immer sinnvoll ist, den Parameter ¢ zu erh6hen. Zumindest kann eine Art Gren-
ze fiir ¢ existieren, bei deren Uberschreitung keine brauchbaren Ergebnisse mehr
erzielt werden.

Bei den beiden vorhergehenden Beispielen fallt auf, dass es bei einigen Brech-
nungen zu einer periodischen oder zumindest annéhernd periodischen Entwick-
lung der Werte (7. auf (vgl. Abbildungen 6.12 und 6.18) kommt. Lisst man
den Algorithmus auf dem Ausgangsgitter weiterlaufen und geht nicht bei einer
bestimmten Grenze auf ein neues Gitter iiber, so ist dieses Phanomen auch bei

diesem Beispiel auf verschiedenen Gittern zu betrachten:

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000

(a) 20 Knoten (b) 49 Knoten

35

25+

1000 1500 2000 2500 3000 3500

(c) 77 Knoten

Abbildung 6.32: Entwicklung von (J

7 . 20 Beispiel 4 auf verschiedenen &quidi-
stanten Gittern
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Dies belegt erneut, wie schon in den abschlieBenden Uberlegungen zu Beispiel
2 auf Seite 102 bemerkt, dass keine Kontraktion und somit keine Konvergenz
der Vektoren v’/ gegen einen Vektor v fiir j — oo vorliegt. An Abbildung 6.32
ist abzulesen, dass die Schwankungen des maximalen Abstands zwischen v/ und
v/~1 auf feineren Gittern geringer werden. Die Auslenkung der Oszillation hingt
demnach von der Feinheit des Gitters ab. Einen derartigen Schluss lédsst auch
der Vergleich der Berechnungen zu Beispiel 2 auf den Gittern mit 50 bzw. 150
Startknoten zu (vgl. Abbildungen 6.9 und 6.12).

Zum Abschluss der praktischen Tests folgt noch eine weitere Beobachtung:
Die erhaltenen Ergebnisse sind auch von den Anfangswerten v? an den Knoten
des zu Grunde liegenden Gitters abhéngig. Zu Beginn der Berechnungen sind die-
se auf dem Ausgangsgitter mit Null vorbelegt. Startet man nun bei Beispiel 4 auf
einem dquidistanten Gitter mit 77 Knoten, so erkennt man an Abbildung 6.32 ¢),
dass die Oszillation erst sehr spét einsetzt (spat heifit hier bei einem kleinen Wert
fiir ¢7 ,.) und im weiteren Verlauf maximal ein Wert von etwa (7 . ~ 1.6-107°
berchnet wird. Startet man im Gegensatz dazu allerdings auf einem Gitter mit
39 Knoten und verfeinert bei Erreichen der Grenze ¢ = 107° jede Zelle, d.h. man
erhélt das identische dquidistante Gitter mit 77 Knoten wie oben, entwickeln sich
die ¢J . vollig anders. Schon sehr bald nach der Verfeinerung steigen die Werte
J . anund pendeln zwischen wesentlich htheren Werten (bis zu ¢J,,, = 1-1073).
Die leichte Auslenkung, die der Graph 17{; auf dem Ausgangsgitter um den Skiba-
Punkt bei der Verfeinerung bereits aufweist, wird auf dem neuen Gitter verstérkt
und die Abweichungen werden grofier. Die folgende Abbildung zeigt die Entwick-
lung der Werte (7 . nach der Verfeinerung auf das Gitter mit 77 Knoten (im

Vergleich dazu die Entwicklung auf dem Ausgangsgitter mit den identischen 77
Knoten in Abbildung 6.32 ¢) ):

10F
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Abbildung 6.33: Entwicklung von (7 . zu Beispiel 4 bei dquidistanter Verfeine-
rung
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6.4 Fazit der praktischen Ergebnisse

Stellen nun interpolierende Splines bei der numerischen Bestimmung der opti-
malen Wertefunktion eindimensionaler optimaler Steuerungsprobleme mit dem
vorgestellten Iterationsverfahren eine geeignete Alternative zur linearen Interpo-
lation dar?

Als Antwort sollen die aus den Beispielen gewonnenen Erkenntnisse noch ein-
mal kurz zusammengefasst werden.

Bei Problemen mit differenzierbarer optimaler Wertefunktion wie Beispiel 1 kann
man diese Frage bejahen. Durch die Splines wird die optimale Wertefunktion
genauer approximiert als durch die Verwendung stiickweise affin linearer Funk-
tionen.

Da wie bereits erwahnt bei der in dieser Arbeit verwendeten Implementierung
nicht in erster Linie auf Minimierung der Rechenzeit Wert gelegt wurde, bleibt
zu untersuchen, ob sich das Verfahren auch zeitsparender implementieren lésst.
Das vergleichsweise langsame MATLAB ist dazu sicherlich nicht geeignet, auch
wenn die Berechnung und Auswertung der Splinefunktionen hier sehr bequem ist.
Generell ldsst sich sagen, dass das Verfahren der adaptiven Gittererzeugung grofle
Einsparungen bringt.

Bei den Beispielen 2 bis 4, bei denen die optimale Wertefunktion einen Knick
aufweist, sind die Ergebnisse nicht so positiv. Die durch das Verfahren mit Spline-
Interpolation errechneten optimalen Wertefunktionen f)i entwickeln sich abhéngig
vom Ausgangsgitter, den Startwerten an den Knoten und der Wahl der Parame-
ter im Algorithmus. Sie néhern sich zwar zunéchst der mit Hilfe des Verfahrens
mit linearer Interpolation bestimmten Approximation an, oszillieren dann aber
frither oder spéter in einer Umgebung der nicht differenzierbaren Stelle mit einer
von den eben genannten Bedingungen abhéngigen Auslenkung. Es ist keine Kon-
vergenz gegen eine die exakte optimale Wertefunktion approximierende Funktion
oy, fiir 7 — oo zu erkennen. Bestenfalls durch geschicktes Eingreifen in den Algo-
rithmus kann bei manchen Beispielen eine gute Approximation gefunden werden.

Der Algorithmus scheint folglich numerisch instabil zu sein.

Die vorliegende Arbeit zeigt einen ersten Einblick in die Betrachtung der An-
wendungsmoglichkeiten der Spline-Interpolation bei der Losung optimaler Steue-
rungsprobleme. Die verschiedene Berechnungen fithren zu den dargestellten Riick-
schliissen.

Diese bieten Ankniipfungspunkte, die in weiterfithrenden Arbeiten betrachtet
werden kénnen. Beispielsweise ausfiihrliche Stabilitétsbetrachtungen des beschrie-
benen Losungsverfahrens mit Spline-Interpolation oder auch die genauen Aus-
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wirkungen der Gitteradaption, bzw. der lokalen Intervallverfeinerung, auf den
Interpolationsfehler von interpolierenden Splines.



Anhang A

Erginzungen

In diesem Abschnitt werden die genaueren Ergebnisse aufgefiihrt, auf die in der
Arbeit verwiesen worden ist. Zum einen die Ergebnisse zu Kapitel 5.4 bei der Be-
trachtung eines Gitters mit unterschiedlichen Intervalllingen sowie zum anderen
die genaue Entwicklung der errechneten optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2,
an der man die Enstehung der Oszillation um den Skiba-Punkt deutlich erkennen
kann.

A.1 Erginzungen zu Abschnitt 5.4

In Kapitel 5.4 wird gezeigt, dass die Auswirkung einer Intervallverfeinerung auf
den Betrag des Abstandes zwischen der ersten Ableitung des Splines s und der
ersten Ableitung der interpolierten Funktion f an den Knotenpunkten sehr schwer
allgemein auszudriicken ist.

Schon fiir identische Intervalllingen ergeben sich sehr komplizierte Werte fiir
B: = | (z:) — f'(w)].

Stellt man nun das Gleichungssystem 5.7 fiir allgemeine unterschiedliche Inter-
valllingen h;, i = 1,...,6, auf, so ergibt sich

A(hy + hy) ha 0 0 0
hs 4(hy + hs) hs 0 0
0 ha A(hy + hy) hs 0 E=27 (A1)
0 0 hs 4(hy + hs) ha
0 0 0 he 4(hs + he)

mit [Z]; = 51 fW(&) (hahi,y + BPhir), i =1,...,5.

Lost man dieses System wiederum mit Maple, ergeben sich folgende kaum tiber-
schaubaren Werte fiir E;:

- 1 1
B o= 5 (_@(%3%2%52 + 12h2°h3hs + 9hihihe + 12h5hghZ + 12h3hyh?
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+2h2hshd — 2hihshy — 4h2hyh3 — 4h2hshi + 4hihshs — 3heh2hi
—6h3hshe — 6hshehy — 8hzhyhs + 3hehihs + 12h3hahshe + 12h3hshshg
+16h3hshahs + 12h3hshehy + hshihshy — 4hshghahy — hihghshy
+2hshehsh? + 8hshihyhshe + 8hahah2hs + 8hihahyhs

+6hshihihe + 6hihihehy + 12h2hohgh? — 6h3h2 + 6h3h3hshe
+9h2hyhihe + 12h2hshghshg + 12h2hshehshy 4+ 16h2hsh2hs

+16h3 hahahshe + 12h3h3h: + 12h3hahihe + 12h3h3hehy

+16hihghah? + 12h3h3hshe + 16hTh3hahs + 16hThahghyhs

+12h2hohshghy + 12h2hohsh2 + 12h2hah2hs + 8h2hshah2)hahy f)

- (2_14@ Fhs(—6hhah? — SH3h2hs — 6h3h2he — 6h3hsh?
—8h3hyh? — 8h3hshshs — 6h3hshshs — 8h3hshyhs — 6h3hshghy
—4h2hshehyhg — 3hihohihe — 6hihohehy — 8hihohyhs — 6h3hohshg
—4hZhohihs — 8hahshyihi — 6hghahyhi — 6h2hihi — 6hshehy b
+4hihshy + 3hehihy + 3h3hshshe 4+ 4h3hshyhs — 3hyhsh2h? 4 4h3h2hs
+3hihihe + 3hihahehy + 4R3hahZ + Ah$hyhshe + 3hihehy — 4hyhihshy
+2h1h2h3 — 2hyhihy + 2hihshghi — 3hiheh2h2 — 3hyhshihehy
+hihshihy — 4hihshehahi — hihihehy + 3hihsh? — 4hih3hyhshe
—4hyh3hihs — 4hihsh3hghs — 3hyh3hihe + hshihohy — 4hyh3hyhZ
—3hyhsh3hshe + 4hihihs + 2h2hohi — hihghohy + 2hshshoh’

o — Al h2hih? — 4h§h2h4hg))

é (_% Fhsha(16h3hah2 + 8h2R2H2 + 8h2h2hahs + 6h2h2hehs
+12h3hohehy + 16h3hahshs + 16h3hohshe + 8h3hahshe + 12hyhshihi
+16h3hshshy + 12hihshihs + 6hhahohih 4+ 9hshahihi + Ohhihihs
+12hgh3hshg — 6hehahy 4+ 12hghihs + 3hehahihy — 3hghahyhi
—6hahihg — 8hyhshy 4+ 16h3hsha + 12h2hyh3 + 8hyhshoh bl
+4hyhshihy — Ahghshohi + 4hshihahy + 16hihshahy + 8hshehohi b}
—8h2hy — 8hihshy — 4hshghihi + 12heh3hohy — 8hihi — 3h3hghihs
+4hshehihy — 4h3hehshg + 4hshihsha + 3hshihihs + 4h2h3h,
+8hshghah? — 8hshghy + 8hihohih? — 4h2h RS 4 4hshiha
+8hshghshah? — 4h2heh2 + 8hshehohyh? 4+ 12hshghi b3



A.1. ERGANZUNGEN ZU ABSCHNITT 5.4 121

+6hshehihsh? — 8hihohy — AR3hghahy + 6hyhsh2h2 + Shahahlh?

+8h3hih: + 8h2h1h§h§)>

B, = é (—%% fhs(—4hohihshi + 8hshahahyh2 + 9hyhih + Ohih3hsh?
—2hshiahy + 8hihshyh? — hihshghi — 4h2hoh3 + 16h2hshyh?
—3hyh3h; + 3hihghy + R hshahy + 12k hghihé + 6hihghih?
—6hyhsh} + 12h hshyh? + 12hihshyhsh? + 12k hihyhl 4 6hyh3hyh?
+12h3hoh3 + 12h3hyhshi + 4h3hohy + 16hshyh3hi + 8hahohih?
—8hghahy + 16hshahah? + 16hshohshshi + 16h3hohyhy + 8hihohyh?
+12h2hsh? + 12h2hshsh? — 4h3hsh3 + 2h2hyhi 4+ 12h305 02
+6h3hihz — 6hahy + 12h3hahi + 12h3hahshi + 12hohihsh?
+12hghyhahshg + 2hahyhah} + 12hohyhihE + 6hohyhihZ — 6hahyh)

+12hohihah® + 12hshy hahsh2 + 16h2h1h3h4h§))

B - % (i Fhsha(—4hsh2h2hs — Ahsh2h2h — Ah2hah2he — AhZhoh2hs
—8hihshshy — 6hihshihs — 6hghihihs — 8hehihshy — 6hehihs
—6h3hshs — 6h3hshahy — 6hehihohy — 3hihihshi — 3hihghih3
+3h3hahy — 3hehshahi — 4hshahihshi 4 3hyhshah} + 3hih3hg
+4hzhohyhy + 4h3hshy + Wihohshg + hihahshs + 2hshohy b
—4hghshahgh? — 4hghshohih? — 4hghihsh? — 4hghohyhsh?
+4hohyhshd — hih3hshe 4 3hihahe + 3hihihs + 2h2h3hs — hih3hshs
+4h2hohy + 3hohihyhy — 2h3hshe — 2hyhshs + 4hshaohs + 4h3hohg
+2h3hihe + 2hghahihi — 3hghohihyh? — 4hghihohi — 3hehihshyh?
—3hehih3hi — 6hyh3h3 — 6hyhahah? — 8hihohl — S8hshohyhi

—8h3hshi — 6h3hahi — 8hohihshi — 6h2h1h4h§)>
mit
C = 12h2h2hs + 12h2hoh2 + 12h3hsh? 4 9h2h2he 4+ 12h3hyh2 + Ohyhah2
+16h3hshehahy + 12h3hshehy + 12h3hohsha + 12hghohihe + 16hshohyh?

+16h3hohshs + 12h3hshshe + 16hshohihs + 12h3hohshe + 12h3hyhshe
+16h3hshahs + 9hyhshihe + 9hihihehs + 12k hshihs + 9hihihshe
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+12h1hshgh? + 12h1h3hshs + 12hohyhsh2 + 9hohihihe + 12hoh hyh2
+12hoh1hihs 4 12h1hshyhshg + 12hohihshshg + 12hohihahsheg
+12hyhy hshghy 4 16hohihahyhs)

Wird nun eine Intervalllinge halbiert, so entstehen &hnliche Ausdriicke fiir die
neuen Werte Ei, deren Zusammenhang mit den alten Werten E’, nicht direkt
auszumachen ist.

Es lésst sich somit auf diesem Weg keine allgemeine Aussage iiber die Auswirkung
einer Intervallverfeinerung auf die Werte E; = s'(z;) — f'(x;) machen.

Hier soll nicht weiter auf eine mogliche Abschitzung des Verhéltnisses zwischen
E; und E; eingegangen werden. Dies wiirde den Rahmen sprengen.

A.2 Entwicklung der Optimalwertfunktion zu Bei-
spiel 2

Im Laufe der Betrachtungen zu Beispiel 2 (Okologieproblem) wird anhand von
Beispielgraphen die Entwicklung der errechneten Approximation der Optimal-
wertfunktion (ausgehend von einem Startgitter mit 50 Knoten) aufgezeigt. Um
die Entstehung der Oszillation deutlicher erkennbar zu machen, folgt die genaue
Entwicklung der Approximation. In der Phase, in der sich die berechnete Funk-
tion noch der Gauf-Seidel-Losung annéhert wird das Ergebnis nach jeweils 100
Iterationen gezeigt, anschlieffend nach jeweils 50 Iterationen.

Die Graphen sind wieder identisch aufgebaut wie schon in Kapitel 6, d.h als Ver-
gleich ist die Losung des kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahrens eingezeichnet. Die
Werte der Approximation an den Knoten sind wiederum durch Kreise gekenn-
zeichnet.

2 L L L L L »y L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(a) nach 100 Iterationen (b) nach 200 Iterationen
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0 05 1 15 2 25

(¢) nach 300 Tterationen

(e) nach 500 Tterationen

0 05 1 15 2 25 3

(g) nach 600 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3

(h) nach 650 Iterationen
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0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(m) nach 900 Tterationen (n) nach 950 Tterationen
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) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(0) nach 1000 Iterationen (p) nach 1050 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(q) nach 1100 Iterationen (r) nach 1150 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(s) nach 1200 Iterationen (t) nach 1250 Iterationen

Abbildung A.1: Genaue Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2,
[terationen 0 bis 1250
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(a) nach 1300 Iterationen

(b) nach 1350 Iterationen

(¢) nach 1400 Tterationen

0 05 1 15 2 25 3

(e) nach 1500 Tterationen

(d) nach 1450 Iterationen

(f) nach 1550 Iterationen
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0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(g) nach 1600 Iterationen (h) nach 1650 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(i) nach 1700 Iterationen (j) nach 1750 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(k) nach 1800 Tterationen (1) nach 1850 Tterationen
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0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(q) nach 2100 Tterationen (r) nach 2150 Iterationen



A.2. ENTWICKLUNG DER OPTIMALWERTFUNKTION ZU BSP. 2

129

0 05 1 15 2 25

(s) nach 2200 Iterationen

(t) nach 2250 Iterationen

0 05 1 15 2 25

(u) nach 2300 Tterationen

(v) nach 2350 Iterationen

(w) nach 2400 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3

(x) nach 2450 Iterationen

Abbildung A.2: Genaue Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2,

Tterationen 1250 bis 2450
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) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(a) nach 2500 Iterationen (b) nach 2550 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(¢) nach 2600 Tterationen (d) nach 2650 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(e) nach 2700 Iterationen (f) nach 2750 Iterationen
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) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(g) nach 2800 Iterationen (h) nach 2850 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(i) nach 2900 Iterationen (j) nach 2950 Iterationen

) 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(k) nach 3000 Tterationen (1) nach 3050 Tterationen
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0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

(q) nach 3300 Iterationen (r) nach 3350 Iterationen
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(s) nach 3400 Iterationen

0 05 1 15 2 25 3

(t) nach 3450 Tterationen

L L L L L
0 05 1 15 2 25 3

(u) nach 3500 Tterationen

L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

(w) nach 3600 Iterationen

(v) nach 3550 Iterationen

Abbildung A.3: Genaue Entwicklung der optimalen Wertefunktion zu Beispiel 2,

Tterationen 2450 bis 3600






Anhang B
MATLAB-Quelltexte

Im Folgenden ist der Quelltext des verwendeten MATLAB-Programms aufgefiihrt,
das zur Bestimmung der optimalen Wertefunktion eindimensionaler optimaler
Steuerungsprobleme geméfl des oben beschriebenen Verfahrens mit Spline
-Interpolation verwendet worden ist.

B.1 Quelltext des Hauptprogramms

Dieser Abschnitt enthélt den vollstindigen Quelltext der Funktion ’‘aufruf.m’
welche die Parameter festlegt und das Iterationsverfahren aufruft, sowie die Im-
plementierung des Iterationsverfahrens mit Spline-Interpolation in der Funktion
verf-mit_spline.m’.

Um die Implementierung fiir den Leser versténdlicher zu machen, ist jeder Schritt
ausfithrlich kommentiert. Umlaute sind in der Form ’ae’ und '’ ist als ’ss’ ge-
schrieben.

Es werden weitestgehend die selben Bezeichnungen verwendet, die auch in den
obigen Kapiteln benutzt worden sind.

Quelltext aufruf.m:

function aufruf (problem)

% aufruf (problem) legt die Variablen und Parameter fuer das

% entsprechende Problem fest und ruft das Iterationsverfahren
% fuer das entsprechende Problem auf.

%» Die Variable problem ist entweder eines der Probleme

% wm’ =  Wachstumsmodell (Beispiel 1)
% ’oek’ = 0Oekologieproblem (Beispiel 2)
% ’im’ = Investitionsmodell (Beispiel 3)
% ’kred’ =  Wachstumsmodell mit Kreditaufnahme (Beispiel 4)
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% oder ein neues Problem ’neu’, das durch die Funktionen fh_neu
% und g_neu definiert ist.

tic;

% Start der Messung der Rechenzeit

switch problem case ’wm’

fh = @fh_wm;

g = Qg_wm;

% Aufruf der das Problem bestimmenden Funktionen;
% als M-file unter fh_. bzw g_. abgespeichert.

startknoten = 17;
% Anzahl der Knoten des Ausgangsgitters
x_1 = 0.1;

% linke Grenze des zu betrachtenden Bereichs [x_1,x_n]

X_n = 10;

% rechte Grenze des zu betrachtenden Bereichs [x_1,x_n]

X = x_1:((x_n-x_1)/(startknoten-1)):x_n;

% Speicherung aller Knoten des Ausgangsgitters im Vektor x

kontrollen = 500;

% Anzahl der Kontrollwerte aus der Diskretisierung von U
u_1 = 0.1;

% linke Grenze des Kontrollwertebereichs U

u_m = 11;
% rechte Grenze des Kontrollwertebereichs U
u = u_1:((u_m-u_1)/(kontrollen-1)):u_m;

% Speicherung aller Kontrollwerte im Vektor u

h = 1;
% Schrittweite der zeitlichen Diskretisierung
delta = 0.05;

% Diskontrate

zeta = le-5;
% Abbruchparamter; bestimmt, ab wann die Approximation auf dem
% betrachteten Gitter genau genug ist

theta = 0.1;
% Verfeinerungsparamter; bestimmt, welche Intervalle bei der
% Gitteradaption verfeinert werden
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grenze_kn = 300;
% maximale Knotenzahl; hat das betrachtete Gitter mehr Knoten,
% wird nicht mehr verfeinert

x_vgl x_1:((x_n-x_1)/(1000-1)) :x_n;
v_vgl exakt_wm(x_vgl);
% Die bekannten exakten Werte dienen als Vergleichswerte.

case ’oek’ % Variablen analog zu oben
fh = @fh_oek;
g =  Qg_oek;
startknoten = 50;
x_1 = 0;
X_n = 3;
X = x_1:((x_n-x_1)/(startknoten-1)):x_n;
kontrollen = 50;
u_1 = 0;
u_m = 0.4;
u = u_1:((u_m-u_1)/(kontrollen-1)):u_m;
h = 0.05;
delta = 0.1;
zeta = le-5;
theta = 0.1;
grenze_kn = 225;

[x_vgl, v_vgl]l=loesung_linear(’oek’);

% Die Loesungen, die mit kontrolliertem Gauss-Seidel-Verfahren
% errechnet wurden, werden eingelesen. Sie dienen hier als

% Vergleichswerte.

case ’im’ % Variablen analog zu oben
th = @fh_im;
g = Qg_im;
startknoten = 131;

x_1 = 0;
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X_n = 0.7;
X = x_1:((x_n-x_1)/(startknoten-1)):x_n;
kontrollen = 50;
u_1 = 0;
u_m = 1;
u = u_1l:((u_m-u_1)/(kontrollen-1)):u_m;
h = 0.05;
delta = 0.2;
zeta = le-5;
theta = 0.3;
grenze_kn = 307;
[x_vgl, v_vgll=loesung_linear(’im’);
case ’kred’
fh = Ofh_kred;
g =  Qg_kred;
startknoten = 39;
x_1 = 0.0001;
X_n = 2.0001;
X = x_1:((x_n-x_1)/(startknoten-1)):x_n;
kontrollen = 50;
u_1 0;
u_m = 0.25;
u = u_1l:((u_m—u_1)/(kontrollen-1)):u_m;
h = 0.05;
delta = 0.1;
zeta = le-5;
theta = 0.5;
grenze_kn =  116;

[x_vgl, v_vgl]l=loesung_linear(’kred’);
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case ’neu’ Y% Hier koennen die Daten fuer ein weiteres Problem
% abgespeichert werden.

fh = @fh_neu;

g =  Qg_neu;

startknoten = 1;

x_1 = 0;

X_n = 1;

X = x_1:((x_n-x_1)/(startknoten-1)):x_n;
kontrollen = 1;

u_1 = 0;

u_m = 1;

u =  u_1:((u_m-u_1)/(kontrollen-1)):u_m;
h = 0.1,

delta = 0.1;

zeta = le-5;

theta = 0.1;

grenze_kn = 11;

[x_vgl, v_vgl]l=loesung_linear(’neu’);
otherwise

fprintf (’Unbekanntes Problem!’);

break;

end

% Aufruf des Iterationsverfahrens mit den festgelegten
» Parametern und Funktionen

beta = 1-deltaxh; % Diskontfaktor wird berechnet

verf_mit_spline(fh,g,x,u,h,delta,beta,zeta,theta,grenze_kn,\\
x_vgl,v_vgl,problem);

toc % Ausgabe der gesamten Rechenzeit
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Quelltext verf_mit_spline.m:

function verf_mit_spline(fh,g,x,u,h,delta,beta,zeta,theta,
grenze_kn,x_vgl,v_vgl,problem);

% Die Funktion ’verf_mit_spline.m’ berechnet Optimalwertfunktion
% eines eindimensionalen optimalen Steuerungsproblems mit

% der MATLAB-Spline-Interpolationsroutine auf adaptiven Gittern.
b

% In jeder Iteration wird die maximale Differenz zwischen der

% aktuellen und der vorherigen Approximation sowie die Anzahl

% der momentanen Knoten ausgegeben. Ausserdem wird nach jeder

% Hauptiteration (d.h. auf dem aktuellen Gitter ist die optimale
/» Wertefunktion bestimmt) eine obere Grenze fuer den Fehler auf

% dem gesamten betrachteten Bereich [x_1,x_n] angezeigt.

z_iter = 0;

% Iterationszaehler wird auf Null gesetzt.

%» FESTLEGUNG DER VOM BETRACHTETEN PROBLEM UNABHAENGIGEN PARAMETER
grenze_iter = 4000;

% Sind grenze_iter Iterationen durchlaufen, wird abgebrochen

% (noetig bei periodischer Entwicklung der Optimalwertfunktion)
plotintervall = 200;

% Gibt an, nach wie vielen Iterationen die momentane
% Optimalwertfunktion jeweils geplottet werden soll.

% VORBESETZUNG DER VEKTOREN

ff = zeros(length(x),length(u));
gg = zeros(length(x),length(u));
uopt = ones(1,length(x));

v = zeros(length(x),1);

abbruch = 0;

% Wenn Variable abbruch=1, wird der Algorithmus beendet



B.1. QUELLTEXT DES HAUPTPROGRAMMS 141

% DURCHLAUFE SCHLEIFE SO LANGE, BIS EIN ABBRUCHKRITERIUM ERFUELLT IST

while (abbruch==0)
for i=1:length(x)
for k=1:length(u)
ff(i,k) = feval(fh,x(i),u(k),h);
gg(i,k) = feval(g,x(i),u(k));

end
end
% Berechnung von fh an allen Knotenpunkten fuer alle Kontrollwerte
% Berechnung von g an allen Knotenpunkten fuer alle Kontrollwerte

zetamax = 2%*zeta;

while(zetamax>zeta)

% Durchlaufe Schleife so lange, bis der maximale Schritt zetamax
% in einer Iteration klein genug ist, d.h. bis

% das Ergebnis auf dem betrachteten Gitter genau genug ist

z_iter=z_iter+1;
% Erhoehe Iterationszaehler

ss=spline(x,V);
% Berechnung des Splines zu den Werten v_i an den Knoten x_i

V2=V;
% Speicherung zur Bestimmung der Werte zeta

for i=1:length(x)
for k=1:1length(u)
if ££(i,k)>=x(1) & ff(i,k)<=x(length(x))
% Es werden nur die Knoten x betrachtet, bei
% denen fh(x,u) noch im Bereich [x_1,x_n] liegt

ss2(k)=ppval(ss,ff(i,k));
% Auswertung der Splines an den Werten von ff

t (k) =h*gg(i,k)+beta*xss2(k);

% Berechnung der Vergleichswerte, aus denen
% anschliessend das Maximum und so der neue
% Wert v_i am Knoten x_i berechnet wird.

% Sie werden im Vektor t abgespeichert.
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else
t(k)=-1le+b;
% Fuer alle u_k, fuer die der Wert fh(x_i,u_k)
% nicht im Bereich [x_1,x_n] liegt, wird der
% Vergleichswert so besetzt,dass er bei der
% Maximierung keine Rolle spielt.

end

end

v(i)=max(t);
% Bestimmung des neuen Wertes v_i am Knoten x_i
% durch Maximierung

for j=1:length(t)

if t(j)==max(t)

uopt (i)=u(j);

end
end
% Speicherung der optimalen Kontrollwerte zu
% jedem Knoten x_i im Vektor uopt.
clear t;
clear ss2;

end;

zeta2=v-v2;
% Berechnung der "Schritte" zeta_i in der letzten Iteration,
% abgespeichert im Vektor zeta2.

zetamax=max (abs (zeta2));

% Bestimmung des Betrags-Maximums von zeta2.

% Es zeigt an, ob die Approximation auf dem betrachteten
% Gitter genau genug ist.

fprintf (’\nmax. Schritt: %f %d %d’,zetamax,length(x),z_iter);
% Ausgabe maximaler Schritt, Knotenzahl, Iterationsanzahl

maxschritt(z_iter)=zetamax;

% Abspeichern des Wertes zetamax im Vektor maxschritt
% zur spaeteren Veranschaulichung der Entwicklung

% im Laufe der Berechnungen
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end

if z_iter>=grenze_iter
grenze_kn=1;
break;
end
% Sind grenze_iter Iterationen bereits durchlaufen wird der
% Algorithmus beendet. Dazu wird die Begrenzung der Knotenzahl
% grenze_knoten auf 1 gesetzt und die while-Schleife verlassen.

if problem(1:2)=="wm’
if mod(z_iter,plotintervall)==0
xhilf2 = x(1):(x(length(x))-x(1))/3000:x(length(x));
for i=1:length(xhilf2)
vhilf2(i)=ppval(ss,xhilf2(i));
end
figure;
plot(xhilf2,vhilf2,x,v,’0’ ,x_vgl,v_vgl);
title(’Entwicklung der Approximation’);
end
else if mod(z_iter,plotintervall)==0
xhilf2 = x(1): (x(length(x))-x(1))/3000:x(length(x));
for i=1:length(xhilf2)
vhilf2(i)=ppval(ss,xhilf2(i));
end
figure;
plot(xhilf2,vhilf2,x,v,’0’ ,x_vgl, v_vgl,’r’);
title(’Entwicklung der Approximation’);
end
end
% Nach jeweils "plotintervall" Iterationen wird
% die momentane Approximation der optimalen Wertefunktion
% geplottet. Um die Form des Splines deutlicher darzustellen,
% werden 3000 Hilfspunkte erzeugt und der Spline an diesen
% ausgewertet. Zusaetzlich wird zum Vergleich die mit linearer
% Interpolation ermittelte Optimalwertfunktion ausgegeben.
% Ist die exakte optimale Wertefunktion bekannt
% (hier bei Beispiel 1) wird die exakte Funktion als
% Vergleichsfunktion eingezeichnet. Der Wert v_i an den
% Knoten x_i wird zusaetzlich als Kreis markiert.
% Durch diese regelmaessige Ausgabe kann die Entwicklung der
% Approximationen nachvollzogen werden.

% Ende der inneren While-Schleife



144

ANHANG B. MATLAB-QUELLTEXTE

figure;

plot(x,v,x_vgl, v_vgl,’r’);

title(’Approximation vor Gitteradaption’);

% Die auf dem betrachteten Gitter ermittelte Optimalwertfunktion
% wird ausgegeben. Wieder zum Vergleich zusammen mit der

% mit lin. Interpolation ermittelten Approximation.

abbruch=1;
% Den Abbruch bestimmende Variable wird auf eins (=Abbruch)
% gesetzt.

if problem(1:2)=="wm’
% Ist die exakte Optimalwertfunktion bekannt (in dieser
% Arbeit bei Beispiel 1), wird die Approximation mit dieser
% verglichen. Das geschieht an 1000 Hilfspunkten des
% Vektors x_vgl, der durch die Aufruffunktion mit
% uebergeben wird.

ss=spline(x,v);
% Bestimmung des Splines mit den neuen Werten v_i.

z2=1; % Hilfszaehler

for i=1:length(x_vgl)
vhilf3(i)=ppval(ss,x_vgl(i));

end

% Auswertung des Splines an den 1000 Hilfspunkten

% des Vektors x_vgl (aus ’aufruf.m’).

% Die Werte werden abgespeichert im Vektor vhilf3.

maxfehl (z2)=max (abs(vhilf3-v_vgl));

% Der maximale Fehler wird bestimmt durch Vergleich

% der Werte der Approximation mit denen

% der exakten Optimalwertfunktion an den Hilfspunkten.
% Diese sind im Vektor v_vgl mit uebergeben worden.

fprintf (° max. Fehler= %d’ ,maxfehl (z2));
% Ausgabe des maximalen Fehlers der aktuellen Approximation

z2=z2+1;
end
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% GITTERVERAENDERUNG

ss=spline(x,V);
% Berechnung des Splines zu den neuen Werten v_i an
% den Knoten x_i

for i=1:length(x)-1
xx(1)=((x(i+1)+x(i))/2);
% Alle Zellen werden halbiert und die so gewonnenen
% Testpunkte im Vektor xx abgespeichert. Durch die Werte
% an den Testpunkten wird der loakle Fehler abgeschaetzt.

vv(i)=ppval(ss,xx(i));
’» Berechnung des Wertes an den Testpunkten durch Auswertung
% des zu x und v gehoerigen Splines an den Testpunkten

end

for i=1:length(xx)
for k=1:1length(u)
ff2(i,k) = feval(fh,xx(i),u(k),h);
% Berechnung von fh an den Testpunkten

gg2(i,k) = feval(g,xx(i),u(k));
% Berechnung von g an den Testpunkten
end;
end;

for i=1:length(xx)

for k=1:1length(u)
if ££2(i,k)>=x(1) & ££2(i,k)<=x(length(x))
t2(k)=(h*gg2(i,k)+beta.*ppval (ss,ff2(i,k)));
% Fuer jeden Testpunkt wird analog zu oben eine Iteration
% durchgefuehrt. Die Vergleichswerte werden bestimmt und
% im Vektor t2 abgespeichert.

else
t2(k)=-1e+5;
end
% Die Werte fuer diejenigen Kontrollwerte u_k,
% fuer die fh(xx_i, u_k) nicht in [x_1,x_n] liegt,
% werden "ausgeschlossen".
end
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vtest (i) =max(t2);

/» Bestimmung des neuen Wertes am Punkt xx_i durch Maximierung.
% Die neuen Werte an den Testpunkten werden

% im Vektor vtest abgespeichert.

clear t2;
end

for i=1:length(xx)
eta(i)=abs(vtest(i)-vv(i));
end
% Bestimmung der betragsmaessigen Groesse
% eines Schrittes in allen Testpunkten, durch Vergleich
% mit dem alten Wert. Abgespeichert im Vektor eta.
% Durch diesen Wert ist der Fehler im Intervall begrenzt.

maxeta=max(eta) ;
% Bestimmung des Residuums durch Maximum-Bestimmung
% des Vektors eta

fprintf (° eta: %f ’ maxeta);
% Ausgabe des Residdums zum betrachteten Gitter
fprintf (° Gesamtfehlerschranke: %f °’,maxetax(1/(1-beta)));

% Ausgabe der oberen Schranke fuer den Gesamtfehler
% gemaess Satz 5.4

figure;

plot(xx,eta,’0’);

title(’lokaler Fehler in den einzelnen Intervallen’);
% Ausgabe der Schritte und somit des Fehlers am

% jeweiligen Knoten.

% NEUE KNOTENPUNKTE:
if (length(x)<grenze_kn)
% Neues Gitter wird nur gebildet, wenn die maximale

% Knotenzahl noch nicht erreicht ist.

z3=1; % Hilfszaehler
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for i=1:length(xx)
if eta(i)>theta*maxeta
xneu(z3)=xx(1);
vneu(z3)=vv(i);
z3=z3+1;
end
end
Die Knoten, an denen der Fehler vergleichsweise gross ist,
werden im Vektor xneu abgespeichert. Die zugehoerigen
Werte im Vektor vneu. Die Variable O < theta < 1 wird
in ’aufruf.m’ festgesetzt.

xhilf=x;

vhilf=v;
Hilfsvektoren zur Erstellung des Gitters fuer die
naechste Hauptiteration

[x,v]=vektsort(xhilf,vhilf,xneu,vneu);

% Erstellung der Vektoren fuer die naechste Hauptiteration
% durch Hilfsfunktion vektsort.

% vektsort gibt die alten Knoten aus x und die neuen Knoten
/» aus xneu sortiert im neuen Vektor x aus. Die zugehoerigen
% Werte stehen an den entsprechenden Stellen im

% neuen Vektor v.

clear xneu;
clear vneu;

if maxeta>zeta/(1/(1-beta))
abbruch = 0;
clear uopt;
end
/» Wenn der maximale Fehler nicht klein genug ist, wird die
% Abbruchvariable auf Null gesetzt und man geht zur naechsten
% Hauptiteration. Es wird also die Approximation auf
% dem neuen Gitter mit den Knoten x_i bestimmt.
% Ansonsten wird der Algorithmus beendet.
end

% Ende der aeusseren While-Schleife
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% VERANSCHAULICHUNG DER ERRECHNETEN ERGEBNISSE

intlaengen=diff (x);
% Berechnung der Intervalllaengen

intlaengen(length(x))=intlaengen(length(x)-1);
/» Laenge des Vektors intlaengen wird an x angeglichen

erstelle_graphen(x,v,uopt,intlaengen,x_vgl,v_vgl,maxschritt);
% Aufruf des Unterprogramms erstelle_graphen.
% Die errechneten Ergebnisse werden als Plots ausgegeben.

Die Funktionen befinden sich auf der beiliegenden CD im Verzeichnis 'MATLAB-
Funktionen’. Da durch die ausfiihrlichen Kommentare die Ubersichtlichkeit ziem-
lich nachlésst, ist auf der CD auch eine identische Version ohne Kommentare
(‘verf-mit_spline_ohnekom.m’) angefiigt. Ebenfalls auf der CD befindet sich eine
Implementierung des Verfahrens (“verf-mit_spline_ohneplots.m’), welche auf die
Ausgabe der Zwischenergebnisse verzichtet und nur die Ergebnisse am Ende der
Berechnungen ausgibt. Diese wird durch die der Funktion ‘aufruf.m’ entsprechen-
de Funktion ‘aufruf-ohneplots.m’ aufgerufen.

Desweiteren enthélt die CD die Implementierungen des Verfahrens mit Spline-
Interpolation verkniipft mit der in Abschnitt 4.17 vorgestellten Strategie-Iteration
(werf-mit_splinestrategie.m’) sowie die verwendete Implementierung des kontrol-
lierten GauB-Seidel-Verfahrens mit linearer Interpolation (’gsv.m’). Diese werden
angesprochen durch ’aufruf strategie.m’ bzw. ‘aufruf gsv.m’. Eine Anleitung be-
findet sich zusétzlich in der Datei 'ReadMe.tzt’.

B.2 Verwendete Hilfsfunktionen

Diese Hilfsfunktionen werden im Hauptprogramm aufgerufen:

In “loesung_linear.m’ sind die Knoten und die entsprechenden Werte der optima-
len Wertefunktion gespeichert, die mit dem kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahren
mit linearer Interpolation ermittelt worden sind. Entsprechend dem Aufruf wer-
den die zum jeweiligen Problem gehérigen Vektoren x_vgl mit den Knoten des
Endgitters und v_vgl mit den dazugehorigen Werten ausgegeben. Diese Werte
dienen als Mafistab fiir die mit Spline-Interpolation ermittelten Approximatio-
nen.
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Die Funktion ’exakt_wm.m’ berechnet zum Vektor x die exakte Losung der Op-
timalwertfunktion zu Beispiel 1 geméf (6.5). Diese dient bei der Berechnung der
optimalen Wertefunktion des Wachstumsmodells (Beispiel 1) als Vergleichsmaf-
stab fiir die berechnete Approximation.

An die Funktion "wektsort.m’ werden die Knoten des alten Gitters im Vektor
x mit den entsprechenden Werten im Vektor v sowie die durch Gitteradapti-
on neu hinzugekommen Knoten im Vektor xneu mit den dazugehorigen Werten
im Vektor vneu {ibergeben. Die Funktion erzeugt den Vektor x fiir die Berech-
nungen auf dem neuen Gitter. Die Eintriage sind in x der Grofle nach geordnet
(1 < ... < x,). Die Werte v; stehen an den entsprechenden Stellen im neuen
Vektor v.

Die Ergebnisse werden nach Ablauf der Berechnungen durch die Funktion ’erstel-
le_graphen.m’ veranschaulicht. Zum einen wird die Approximation der optimalen
Wertefunktion gezeichnet, zum anderen auch die optimalen Kontrollwerte sowie
die Intervalllingen des Endgitters. Zum Schluss wird zusétzlich noch einmal die
errechnete Approximation mit der durch lineare Interpolation bestimmten Appro-
ximation verglichen (bzw. bei Beispiel 1 mit der exakten Optimalwertfunktion).
Bei Berechnung mit dem kontrollierten Gauf-Seidel-Verfahren wird die entspre-
chende Funktion ’erstelle_graphen_gsv.m’ aufgerufen. Der Vergleich mit der Ap-
proximation durch lineare Interpolation fallt dabei klarerweise weg.

Die beschriebenen Hilfsfunktionen finden sich ebenfalls auf der beiliegenden CD.

Eine nochmalige Zusammenfassung aller Dateien auf der CD befindet sich in
Kapitel C.






Anhang C

Material auf der beiliegenden CD

Die dieser Arbeit beiliegende CD enthélt alle angesprochenen MATLAB-
Funktionen (im Verzeichnis MATLAB-Funktionen), die Abbildungen zu Kapitel
6 als eps-Dateien (im Verzeichnis Abbildungen) sowie die komplette Arbeit als
pdf-Datei (im Verzeichnis Arbeit).

Verzeichnis Abbildungen:

Die eps-Dateien der Abbildungen haben die jeweilige Bildunterschrift als
Dateinamen. Zur besseren Ubersicht ist das Verzeichnis ’Abbildungen’ in die Un-
terverzeichnisse 'Beispiel 1’ bis 'Beispiel 4’ untergliedert. Die Abbildungen befin-
den sich im jeweils zugehorigen Verzeichnis.

Verzeichnis MATLAB-Funktionen: )

Tabelle C.1 beinhaltet noch einmal eine komplette Ubersicht iiber alle verwen-
deten und alle angesprochenen MATLAB-Funktionen sowie eine kurze Beschrei-
bung.

Zusétzlich enthélt dieses Verzeichnis die Datei 'ReadMe.txt’, die eine kurze An-
leitung zur Ausfithrung der Funktionen gibt.
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Funktion Aufgabe
aufruf.m legt Parameter fest und ruft Iterationsverfahren

mit Spline-Interpolation auf

verf_mit_spline.m

berechnet Approximation der optimalen Werte-
funktion mit Spline-Interpolation und gibt Ergeb-
nisse aus

verf_mit_spline_ohnekom.m

wie 'verf_mit_spline.m’; allerdings ohne Kommen-
tierung

aufruf_ohneplots.m

ruft Iterationsverfahren auf, bei em keine Zwi-
schenergebnisse ausgegeben werden

verf_mit_spline_ohneplots.m

wie ’verf_mit_spline.m’; allerdings ohne Ausgabe
der Zwischenergebnisse

aufruf_strategie.m

ruft Iterationsverfahren mit Spline-Strategie-

Tteration auf

verf_mit_splinestrategie.m

berechnet Approximation unter Anwendung der
Strategie-Iteration

aufruf_gsv.m

ruft kontrolliertes Gauf3-Seidel-Verfahren mit li-
nearer Interpolation auf

gsv.m

berechnet Approximation mit Hilfe des kontrollier-
tes Gauf-Seidel-Verfahrens mit linearer Interpola-
tion

erstelle_graphen.m

stellt Endergebnisse graphisch dar

erstelle_graphen_gsv.m

stellt Endergebnisse bei Anwendung von ’gsv.m’
graphisch dar

vektsort.m

sortiert Vektoren der Knotenpunkte und der zu-
gehorigen Werte entsprechend

exakt_wm.m

berechnet exakte optimale Wertefunktion zu Bei-
spiel 1

loesung_linear.m

enthlt die Losungen bei Anwendung von 'gsv.m’

fh_..m

enthalt die Funkion th des Problems .

g_.m

enthélt die Funkion g des Problems .’

Tabelle C.1: Verwendete MATLAB-Funktionen




Notation

Diese Ubersicht enthilt einige wichtige Bezeichnungen und Notationen, die in der
vorliegenden Arbeit regelméBig erscheinen, in der Reihenfolge ihres ersten Auftre-
tens. Die jeweilige Bedeutung der folgenden Ausdriicke ist in den entsprechenden
Kapiteln erklart.

hmas
Pmin

0
179
G, G
Cla, 0]

Gitter

Menge der Knotenpunkte des Gitters I’
Knotenpunkte des Gitters I', i =0,...,n
Intervalle des Gitters T, I; = [z;_1, x;]
Spline zur Knotenmenge A

Raum der Splines zur Knotenmenge A

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall [a,b]

Kriimmung des Graphen der Funktion g am Punkt x
Gesamtkriimmung des Graphen g
f'(@i)

xr; — x;_1; Lange des Intervalls I;

max;—1,_,{%; — z;_1}; maximale Intervalllinge des Gitters I
min;—y _,{®; — x;_1}; minimale Intervalllinge des Gitters I
hma:l:
hmin

Supxe[aro,:cn] f(4) (ZE)
Greensche Funktionen

Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b]
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h zeitliche Schrittweite; Ausnahme: Kapitel 5.2, hier steht h fiir
eine einheitliche Intervalllinge

U Kontrollwertebereich

U Raum der kontinuierlichen Kontrollfunktionen

Uy, Raum der diskreten Kontrollfunktionen

U kontinuierliche Kontrollfunktion; auch Kontrollwert

uy, diskrete Kontrollfunktion

) Trajektorie in kontinuierlicher Zeit

028 Trajektorie in diskreter Zeit

J diskontiertes Funktional

v optimale Wertefunktion in kontinuierlicher Zeit

vp, optimale Wertefunktion in diskreter Zeit

) Diskontrate

I6] Diskontfaktor in diskreter Zeit

Up, zeitdiskretisierte optimale Wertefunktion

vl optimale Wertefunktion im Laufe des Iterationsverfahrens
nach der j-ten Iteration

Ty Operator zur Bestimmung der vi

Q betrachteter Bereich der optimalen Wertefunktion

W Raum der stetigen, stiickweise affin linearen Funktionen

p, Approximation der opt. Wertefunktion aus W

@fl Approximation der opt. Wertefunktion nach der j-ten Iterati-
on aus W

p, Approximation der opt. Wertefunktion aus Sa

{JiL Approximation der opt. Wertefunktion nach der j-ten Iterati-
on aus Sa

V bzw. v Vektor der Werte von 7, an den Knoten

V7 bzw. v’ Vektor der Werte von 172 an den Knoten

i lokaler Fehlerschétzer

i Maximum der lokalen Fehlerschétzer

0 Parameter zur Verfeinerung der Intervalle
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