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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur modellpriadiktiven Regelung nichtlinearer sampled-
data Systeme entwickelt. Zweck dieses Verfahrens ist es dabei, eine stiickweise konstante
Steuerfunktion zu berechnen, die zu einem gewiinschten Langzeitverhalten eines kontinuier-
lichen Systems fiihrt. Eine derartige Steuerung ermoglicht es mit Hilfe von digitalen Rechner,
die nur zeitdiskret arbeiten kénnen, kontinuierliche Systeme zu steuern, wie sie in der Na-
tur vorkommen. Da die Berechnung on-line durchgefiihrt wird, also zu jedem Zeitpunkt
der sampled-data Folge, ist es moglich dieses Verfahren auszubauen, so dass auf aktuelle
Storungen durch Updates der Anfangszustinde eingegangen werden kann, die etwa durch
Ungenauigkeiten des Modells oder andere Fehlerquellen verursacht werden.

In einem ersten Schritt wird dabei die Steuerung fiir einen unbeschrénkten optimalen Steu-
erprozess auf einem Horizont fester Lénge mit Hilfe eines direkten Verfahrens bestimmt.
Dabei werden zwei Zustandssysteme betrachtet, eines mit zeitkontinuierlich implementierter
Steuerung und eines mit zu bestimmender stiickweise konstanter Steuerung. Diese Steuerung
liefert im zweiten Schritt eine Regelung. Dazu wird nur das erste Folgenglied dieser stiickwei-
se konstanten Funktion implementiert und anschliefend der Horizont um die sampled-data
Rate verschoben. Somit kénnen die beiden Schritte iterativ angewandt werden und man
erhélt die gewiinschte Losung. Der Begrift der Modellprddiktivitdt rithrt dabei daher, dass
ein wesentlich langerer Horizont betrachtet wird als dies fiir die Implementierung lediglich
eines Folgengliedes der Steuerung notwendig wire.

Gewdhlt wurde dieser Ansatz, da damit eine numerischen Berechnung auch fiir grofie nicht-
lineare Systeme moglich ist. Andere Ansétze benotigen etwa die meist unmaglich zu bestim-
mende Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung oder verwenden die Diskretisierung
einer zeitkontinuierlichen Steuerung, bei deren Durchfithrung die sampled-data Rate bereits
im linearen Fall aulerhalb technischer Moglichkeiten liegen kann.

Neben der Untersuchung einer derartigen Regelung in Hinsicht auf Optimalitidt der Regelung
und Stabilitdt des geregelten Systems wird explizit auf die numerische Lésung der einzelnen
optimalen Steuerprozesse eingegangen.



2 Kapitel 1: Einleitung

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich in vier Hauptabschnitte. Im ersten dieser Abschnitte
werden fiir Kontrollsysteme die grundlegenden Definitionen und Begriffe eingefiihrt und Zu-
sammenhéinge der Sétze fiir derartige Systeme gezeigt. Dazu wird in Kapitel 2 ausgehend von
dynamischen Systemen zunéchst die Definition eines Kontrollsystems gegeben. Im Weiteren
wird auf die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung dieses Systems sowie auf die Kontrol-
lierbarkeit eingegangen und der Begriff eines Zustandsfeedbacks eingefiihrt, wobei auch im
Kurzen die Zusammenhénge erldutert werden. Zum Abschluss werden sampled-data Systeme
definiert und auf die Stabilitdt dieser mit unstetigem Zustandfeedback gesteuerten Systeme
eingegangen. Dabei spielt der zuvor eingefiithrte Begriff einer Lyapunov-Funktion eine wich-
tige Rolle.

Der zweite Hauptabschnitt, bestehend aus Kapitel 3, basiert auf den Arbeiten von Ch.Biiskens
2], K.Malanowski, Ch.Biiskens und H. Maurer [16] und P.E.Gill, W.Murray und M.H.Wright
[6]. Nach der Definition eines optimalen Steuerprozesses werden darin die Theorie und die
Numerik derartiger Probleme dargelegt. Zudem wird dabei auf die Problemstellung des mo-
dellpradiktiven Regelungsansatzes nichtlinearer sampled-data Systeme, entsprechend der Ar-
beit von D.Nesi¢ und L.Griine [23], eingegangen und an relevanten Stellen der Theorie wer-
den Anmerkungen zur praktischen Implementierung dieses Ansatzes gegeben. Neben dem
ausfiihrlich erlduterten Ansatz der direkten Verfahren wird zudem auf indirekte Verfahren
mit ihren Vor- und Nachteilen eingegangen. AnschlieBend wird ein Ergebnis zur Konvergenz
der Eulerdiskretisierung im Rahmen eines direkten Verfahrens gegeben, wobei zudem die
Varianten der vollstdndigen Diskretisierung und des rekursiven Ansatzes erwidhnt werden.
Zum Abschluss dieses Abschnitts wird mit Hilfe der notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen der Optimalitiat des aus der Diskretisierung entstandenen Optimierungsproblems ein
numerisches Losungsverfahren, ein sogenanntes SQP-Verfahren, dargelegt.

Die Theorie zu Stabilitdt und Optimalitdt des modellpradiktiven Regelungsansatzes wird
im dritten Hauptabschnitt behandelt. Dieser besteht aus den Kapiteln 4 und 5 und ba-
siert auf den Arbeiten von G.Grimm, M.J.Messina, A.R.Teel, S.Tuna [7], D.Nesi¢, A.R.Teel,
P.V.Kokotovi¢ [20, 21] und D.Nes§i¢ und L.Griine [23].

Kapitel 4 geht dabei zunéchst auf Stabilitdtsergebnisse ein, die fiir eine derartige modell-
pradiktive Regelung bei Vorliegen exakter zeitdiskreter Systeme gezeigt werden konnten.
Da allerdings meist keine exakten zeitdiskreten Systeme vorliegen wird danach der Schluss
von der Stabilitdt des approximierten zeitdiskreten Systems auf die Stabilitdt des exak-
ten zeitdiskreten Systems bewiesen, wobei die Steuerung eine Konsistenzbedingung erfiillen
muss. AnschlieBend werden die Stabilitéitszusammenhénge zwischen exakten zeitdiskreten
und sampled-data Systemen gezeigt. Hauptergebnis dieses Kapitels ist dabei, dass unter
annehmbaren Voraussetzungen die semiglobal praktisch asymptotische Stabilitdt des mo-
dellpradiktiv geregelten kontinuierlichen closed-loop sampled-data Systems bewiesen werden
kann.

Weiter wird in Kapitel 5 die inverse Optimalitéit der vorliegenden modellpradiktiven Rege-
lung unter gewissen Annahmen gezeigt. Zudem wird darauf eingegangen, warum der Mayer-
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Anteil des Zielfunktionals nicht notwendigerweise eine Lyapunov-Kontroll-Funktion des ex-
akten zeitdiskreten closed-loop sampled-data Systems sein muss.

Der letzte Abschnitt besteht aus Kapitel 6 und befasst sich mit der Anwendung des in Kapitel
3 beschriebenen Verfahrens auf die Problemstellung. Darin wird mittels der Theorie der Kon-
trollsysteme und der Theorie iiber die Stabilitdt des modellpréadiktiven Regelungsansatzes
eine allgemeine Vorgehensweise zur Generierung einer Losung formuliert und das implemen-
tierte Verfahren anhand von Beispielen untersucht. Auf Grund der praktischen Zielsetzung
die sampled-data Rate moglichst gro3 zu wihlen werden zudem die dadurch auftretenden
Probleme erlautert. Um mit Hilfe der beeinflulbaren Parameter mogliche Auswege aufzeigen
zu konnen werden dazu anhand der Beispiele die Auswirkungen von Wertdnderungen dieser
Parameter untersucht und zum Abschlufl ein Ausblick fiir mogliche Verbesserungen gegeben.

Anhang A enthilt Erlauterungen zu dem implementierten Verfahren, insbesondere zur Ein-
gabe der Problemstellung, und zeigt die vorgenommenen Anderungen am Basisprogramm
NUDOCCCS von Ch.Biiskens auf, das er im Rahmen seines wissenschaftlichen Werdegangs
entwickelt hat.

Im Anhang B sind die Programmcodes der in Kapitel 6 aufgefithrten Beispiele sowie des
implementierten modellpréadiktiven Regelungsansatzes abgedruckt. Fiir die in Kapitel 6 ab-
gebildeten Darstellungen und die Berechnung auftretender Fehler wurden die in Anhang C
enthaltenen Matlab-Programme verwendet. Zusétzlich sind hier ausgegliederte Darstellun-
gen zur Verlaufsuntersuchung der Losung abgedruckt.

Anhang D schliellich stellt eine Auflistung der auf der beiliegenden CD enthaltenen Pro-
gramme und Ergebnisse dar.

Bayreuth, den 17. Februar 2005
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Kapitel 2

Kontrollsysteme

Zunéchst sollen hier einige Grundbegriffe dynamischer Systeme, die einen Sonderfall der Kon-
trollsysteme darstellen, erkldrt und auf verwendete Schreibweisen eingegangen werden. Im
Weiteren wird die Problembetrachtung von gewdhnlichen Differentialgleichungen auf Kon-
trollsysteme erweitert. Dabei versteht man unter einem Kontrollsystem ein dynamisches
System, das nicht mehr nur vom aktuellen Zustand z(t) € R" und eventuell von der Zeit
t € R abhéngig ist, sondern auch von einem beeinfluBbaren Parameter u € R™.

Dieser Parameter kann verschieden interpretiert werden, zum einen als Steuerung, zum an-
deren als Storung, jedoch ergeben sich aus den zwei Konzepten keine strukturellen Unter-
schiede, so dass hier lediglich die sogenannten Kontrollsysteme untersucht werden.
Insbesondere wird hier auf die Existenz und Eindeutigkeit der Losung sowie die Kontrol-
lierbarkeit und Feedback-Stabilisierbarkeit eingegangen. Fiir die spitere Anwendung sind
ebenso die Begriffe der Lyapunov-Kontroll-Funktion und der sampled-data-Losung von Be-

deutung, die hier ebenfalls kurz eingefithrt werden. Der Aufbau orientiert sich dabei an dem
Buch von H.K.Khalil [13] sowie den Arbeiten von L.Griine [8, 9] und Ch.Biiskens [2].

2.1 Grundlegende Definitionen

Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N, die der ganzen Zahlen mit Z und die Menge
der reellen Zahlen wird hier mit R bezeichnet.

Definition 2.1. Fiir eine komplexe Zahl ¢ = a + b € C, a,b € R, sei die konjugiert
komplexze Zahl ¢ = a—ib definiert und der Betrag durch |c| = \/cé gegeben. Fiir einen Vektor
r=(x1,...,1,)" € C" bezeichne

el =) |l (2.1)
k=1

5
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die Betragssummennorm,

]| = (2.2)
die euklidische Norm und
[ ]loe = max {|ax[} (2.3)
die Mazimumsnorm, wobei -7 transponiert bedeutet. Fiir eine Matriz
i1 - Qin
A= el e Ccr (2.4)
Qp1 " Qnpn
wird die zugehorige induzierte Matriznorm
| Az]]
IAll = ST (2.5)

zeC\{0} ]|

verwendet. Weiter wird die k-fache Matrizmultiplikation von A mit sich selbst mit A* und
die Finheitsmatriz in R™™ bzw. C™" mit Id bezeichnet. Dabei entspricht A° = Id.

Zudem werden Klassen von Funktionen, die sogenannten Vergleichsfunktionen, verwendet
und wie in der Literatur [7, 8, 9, 13, 20, 21, 22, 23] iiblich betitelt.

f(x) B(zt) B(zt)

Abbildung 2.1: Vergleichsfunktionen der Klassen G, I und £

Dabei bezeichne G die Klasse der Funktionen f : Rf — R{, die stetig und nicht-fallend sind
und fiir die f(0) = 0 gilt.

Ist f(.) stetig, streng monoton steigend und gilt f(0) = 0, so wird diese Klasse mit K
bezeichnet.

Weiter sei K, := {a € K|a ist unbeschrankt}.
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Mit £ wird die Klasse der nichtnegativen Funktionen f : R — R{ bezeichnet, fiir die
lim, . f(x) = 0 gilt.

Eine Funktion g : Ry x Ry — Ry sei aus der Klasse KL, wenn fiir alle festen ¢ > 0 die
Funktion g(., ) aus der Klasse K und fur alle festen s > 0 die Funktion g(s,.) aus der Klasse
L ist.

Zudem sei N die Klasse der stetigen und monoton wachsenden Funktionen ¢ : Rf — Ry .
Dabei sind folgende Eigenschaften von Vergleichsfunktionen erwéhnenswert:

(i) Sei &« € K und o := sup,, a(r). Dann existiert eine Umkehrfunktion o' : [0,a) —
Ry mit a~!(a(r)) =r fiir aller € R, r > 0 und a(a™*(r)) = r fiir alle r € [0,a™) C R.

(ii) Sei o € K. Dann ist die Umkehrfunktion a™! aus (i) auf ganz R definiert und es gilt
a !t e K.

(iii) Fiir alle Konstanten C,o € R mit C,o > 0 ist die Funktion §(r,t) = Ce™"r aus KL.
Der Abstand eines Punktes x € R™ von einer Menge A C R"” sei durch
= inf ||z — 2.
lzlla:= int [z — 5] (2.6)

festgelegt. Zudem definiert man den Gradienten einer Funktion f : R™ — R beziiglich x € R"

als
of  of\"
T = a_ 9 27
Vel (83:1 axn) 27)
die Hesse-Matrix von f : R® — R beziiglich x € R™ durch
0*f *f
2
und die Jacobi-Matrix einer Funktion f : R®™ — R™ beziiglich x € R™ mittels
%
a €T
V=f=o| ] (29
Ofm
oz

Diese Definitionen bilden die Grundlage zur Untersuchung der in dieser Arbeit aufgefiihrten
Probleme und zur Darstellung der Eigenschaften dieser Probleme. Den Einstiegspunkt hierzu
bilden die dynamischen Systeme, wobei das Standardmodell eines dynamischen Systems eine
endliche Anzahl von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

d
Jo(t) = f(t.z, ) (2.10)
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ist mit

T fl (tv x, u)

X2 t Q(tv x, u)

. U2 .

z=|: |,u=| |, fit,z,u) = : ) (2.11)

. w, :

Tn fult @, u)
Hierbei bezeichnet man im Allgemeinen ¢ als die Zeit, uq,...,u,, als Eingabevariable und
Z1,...,2, als Zustand. Ein Sonderfall dieser Gleichung ist die sogenannte Zustandsglei-

chung, bei der die Differentialgleichung nicht explizit von v abhéngt und die auch ungestorte
gewohnliche Differentialgleichung genannt wird.

Definition 2.2 (Gewdhnliche Differentialgleichung).
Eine gewohnliche Differentialgleichung im R™, n € N, ist gegeben durch die Gleichung

d
Ex(t) = f(t,z(t)), (2.12)

wobet f: R x R" — R™ eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird. Im Weiteren
wird in Kurzform oft i(t) statt Lx(t) verwendet.

Bemerkung 2.3. Verwendet man eine Gleichung dieser Art, so bedeutet dies aber nicht
notwendigerweise, dass u =0 gilt. So kann zum Beispiel w = u(t) als Funktion der Zeit, als
Zustandsfeedback u = u(x) oder als Mischung aus beidem vorgegeben sein, u = u(t, ), und
in (2.10) substituiert werden, so dass eine Gleichung der Form (2.12) vorliegt.

Einen weiteren Sonderfall von (2.12) stellt die sogenannte autonome oder zeitinvariante
gewohnliche Differentialgleichung

#(t) = f(x(t)) (2.13)

dar, da sich die rechte Seite dieser Differentialgleichung durch den Tausch der Zeitvariablen
von t zu 7 =t — a nicht verdndert.

Um eine eindeutige Losung zu erhalten ist noch eine weitere Bedingung, die sogenannte An-
fangswertbedingung, festzulegen. Dazu wird zu einem ¢, € R ein x € R" vorgegeben und
die Losungsfunktion x(t) gesucht, die (2.12) und zudem z(ty) = z erfiillt. Im Weiteren wird
die Losung dieses Problems mit z(¢;tp, z), oder im Fall ¢y = 0 mit x(¢, ) bezeichnet. Zum
Beweis der Existenz und Eindeutigkeit dieser Losung (Satz von Picard-Lindelof) sei auf den
folgenden Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von Kontrollsystemen ver-
wiesen, da Kontrollsysteme eine Verallgemeinerung dieses Problems darstellen. Alternativ
findet sich ein Beweis dazu in Kapitel 10 des Buchs von W.Walter [28].

Eine wichtige Figenschaft von Differentialgleichungen der Form (2.12) ist die sogenannte
Lipschitz-Stetigkeit, die eine Schliisselbedingung fiir den Nachweis der Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung dieses Problems darstellt.
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Definition 2.4 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit).
Eine Funktion f: U — R heifit Lipschitz-stetig, wenn

[f(z) = f(y)] < Cle -yl (2.14)
fiir alle x,y € U und eine Konstante C € R. Man schreibt
syeUaty T =Yl

Von besonderem Interessen im Umgang mit Differentialgleichungen ist das Langzeitverhalten
dynamischer Systeme, etwa bei technischen Anwendungen oder in der klassischen ¢konomi-
schen Theorie. Ziel einer solchen Untersuchung ist zumeist das Auffinden von Ruhelagen.

Definition 2.5 (Ruhelage).
Als Ruhelage wird ein Punkt x* € R™ bezeichnet, falls fir die Lésung einer gewdhnlichen
Differentialgleichung (2.12) gilt:

x(t,z*) =2" VteR. (2.16)
Daraus folgt insbesondere, dass fir f(z*) =0 eine Ruhelage vorliegt.

Bemerkung 2.6. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann der Ursprung als Ruhelage
eines Systems betrachtet werden, da x* verschoben werden kann mittels y = x — x*. Somit
folgt aus (2.12) das neue Differentialgleichungssystem

y=1o=f(x)= fly+2%)=:g(y), wobei g(0)=0. (2.17)

Uber das Verhalten der Losung auBerhalb von Ruhelagen sagt dies allerdings noch nichts aus,
deshalb wurde der Begriff der Stabilitit in der Systemtheorie definiert und spielt eine zentrale
Rolle, insbesondere die Stabilitit von Ruhelagen, auf die im weiteren Verlauf eingegangen
werden soll. Zudem kann der Begriff der Stabilitét in der Literatur auch im Zusammenhang
mit periodischen Orbits und Input-Output-Stabilitdt gefunden werden. Da dies hier nicht
betrachtet werden soll sei dazu lediglich auf die Kapitel 5 und 8 im Buch von H.K.Khalil
[13] verwiesen.

Definition 2.7 (Stabilitdt und asymptotische Stabilitit).
Sei x* € R" eine Ruhelage einer gewéhnlichen Differentialgleichung (2.12).

(1) Die Ruhelage x* heifst stabil, falls eine Umgebung N C R™ von z* und eine Funktion
a € K existieren mit

[ (t, 2) — 27| < alle —27)) VE=0 (2.18)

fir alle Anfangswerte x € N.
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(i) Als (lokal) asymptotisch stabil bezeichnet man die Ruhelage x*, falls eine Umgebung
N C R™ von x* und eine Funktion 3 € KL existieren, so dass

|x(t,z) — «*|| < B(||x — z*||,t) Vz € N,t>0. (2.19)

(iii) Die Ruhelage heifst global asymptotisch stabil, falls (ii) mit N = R™ erfillt ist.

(iv) Lokale (bzw. globale) exponentielle Stabilitat liegt bei einer Ruhelage x* vor, falls Kon-
stanten C,0 € R mit C,0 > 0 existieren, so dass (i) (bzw. (iii)) mit

B(r,t) < Ce r (2.20)
gilt.

Weiter heifit eine Ruhelage z* € R" instabil, wenn sie nicht stabil ist. Der Begriff der Stabi-
litdt, wie er hier dargestellt wird, wird auch Lyapunov-Stabilitdt genannt, wobei Stabilitét
und Instabilitdt durch hinreichende Bedingungen an die Linearisierung iiberpriift werden
konnen. Dazu berechnet man die Eigenwerte )\; der Matrix

d * nxn
A= —-f(z") €R (2.21)

und kann fiir
o = max(Re(\;)), (2.22)

wobei Re den Realteil bezeichnet, aus o < 0 auf Stabilitdt und aus o > 0 auf Instabilitit
der Ruhelage schlieflen.

Bemerkung 2.8. Bei der Definition ist darauf zu achten, dass implizit die Ezistenz der
Lésung x(t,x) der Differentialgleichung (2.12) fir alle t > 0 vorausgesetzt wird. Die hier
verwendete Definition von Stabilitdt und asymptotischer Stabilitat ist im eigentlichen Sinn
lediglich eine Folgerung aus der standardmdfigen € — d— Definition dieser Begriffe fiir Dif-
ferentialgleichungen der Form (2.12).

Zum Nachweis dessen sei auf den Beweis zu Lemma 4.5 im Buch von H.K.Khalil [13] ver-
wiesen. In der Definition zu Stabilitdt und asymptotischer Stabilitdt wurde bereits zwischen
lokaler und globaler Stabilitdt unterschieden. Im lokalen Fall ist man dabei oft daran inter-
essiert, wie weit entfernt von der Ruhelage x* die Trajektorie verlaufen und insbesondere
starten kann und sie trotzdem fiir ¢ — oo zur Ruhelage konvergiert. Diese Menge wird mit
Basin bezeichnet und ist definiert durch:

Basin(z*) := {x\x(t, x)R™ ist definiert V¢ > O,tlim x(t,x) = x*} (2.23)

Dabei ist es oftmals schwierig bis unmoglich das exakte Basin analytisch zu bestimmen.
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2.2 Definition eines Kontrollsystems

Ein Kontrollsystem wird dabei wie folgt festgelegt:

Definition 2.9 (Zustand, Steuerung, Dynamik).

Seien m,n € N natiirliche Zahlen und U C R™. Weiter sei f : R" x U — R" eine stetige
und beziiglich x(t) € R™ und u(t) € U stetig partiell differenzierbare Funktion. Das System
von n Differentialgleichungen 1. Ordnung

;wy:%ao:ﬂdmum,teR (2.24)

heifst Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit T = R (oder auch Dynamik des Systems in
kontinuierlicher Zeit).

FEin Kontrollsystem in diskreter Zeit T = hZ = {hk|k € Z} im R™, n € N fiir ein h € R,
h > 0 ist gegeben durch die Differenzengleichung

a(t+ h) = fu(a(t),u(t)), (2.25)

wobei fr, : R x U — R" eine stetige Abbildung ist.
z(t) = (x1(t), ..., 2 (t))" € R wird Zustandsvektor zum Zeitpunkt t € R genannt.
Durch den Steuervektor

u(t) = (ui(t), ..., um(t) €U CR" (2.26)

kann das System zum Zeitpunkt t beeinflufit werden, wobei U C R™ Kontrollwertebereich
oder Steuerbereich genannt wird. Im Weiteren soll U als kompakt angenommen werden.

U und Uy, bezeichnen den Raum der zulissigen Kontrollfunktionen in kontinuierlicher bezie-
hungsweise diskreter Zeit,

U :={u:R — Ulu zulissigy und Uy, = {uy, : hZ — Uluy, zuldssig} (2.27)
der mit der Norm
|t oo :=Inf {C > 0| |Ju(t)|| < C fir alle t € R} (2.28)

versehen ist.

Ist t aus einem Intervall [to,t¢], ty > to zu wihlen, so wird ty € R mit Anfangs- und t; € R
mit Endzeitpunkt bezeichnet. Ebenso werden x(ty),x(ty) € R™ Anfangs- und Endzustand
genannt.

Bemerkung 2.10. Da es sich um ein autonomes Problem handelt kann fir den Anfangs-
zeitpunkt ohne FEinschrinkung der Wert ty = 0 gewdhlt werden, wohingegen der Endzeitpunkt
ty entweder fest vorgeschrieben oder frei wéhlbar sein kann.
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Eine allgemeinere Form der Anfangswertbedingung ist die sogenannte Randbedingung, die
an dieser Stelle schon im Vorgriff auf die Behandlung des Kontrollsystems im Rahmen eines
Optimalsteuerungsproblems eingefiihrt werden soll:

Definition 2.11 (Randbedingungen).
Setr,n € N, 0 <r < 2n. Die Bedingung

(x(to), x(ty)) =0 (2.29)

fiir Anfangs- und Endzustand mit einer beziiglich x(ty) und x(ty) stetig differenzierbaren
Funktion ¢ : R™ x R" — R" wird allgemeine Randbedingung genannt.

Als Losungspaar eines Kontrollsystems (2.24) bezeichnet man dabei das Funktionenpaar
(x(t),u(t)), wenn es die Gleichung

(1) = Sor(t) = F(a(t),u(t) (2.30)

fir alle Stetigkeitsstellen ¢t € [ty, ] erfiillt. Gilt fiir ein solches Losungspaar (z(t), u(t)) von
(2.24) die Randbedingungen (2.29), so wird es auch zuléssig zur Endzeit ¢; genannt.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ist im zeitdiskreten Fall leicht durch Induktion
zeighar. Hierzu sei

die Menge aller moglichen Funktionen u,. Die Losung von (2.25) ist somit eine Funktion
xp  hNy x R™ x U, — R” fiir jeden Anfangswert x € R™ und jede Funktion w, € U, fiir die
gilt:

zp(0,2,up) = x und x4(t + hyx,up) = fo(en(t, ,un), un(t)) (2.32)

Bei der Wahl des Kontrollfunktionenraumes U ist vor allem zu beachten, dass zum einen
die Existenz und Eindeutigkeit fiir die Losungen von (2.24) gegeben ist, zum anderen aber
auch die Menge der zulédssigen Kontrollfunktionen nicht zu klein ist, wie zum Beispiel die
Einschrankung auf die Menge der stetigen Funktionen fiir viele Anwendungen zu eng ist.
Bekanntestes Beispiel fiir eine unstetige Steuerung ist hierbei die sogenannte bang-bang
Steuerung, die haufig bei beschrinkten optimalen Steuerprozessen vorkommt. Es ist aber
moglich, fiir die Klasse der messbaren Funktionen die Existenz und Eindeutigkeit von Kon-
trollsystemen zu zeigen. Hierzu sei an die Definition messbarer Funktionen erinnert:

Definition 2.12 (Messbarkeit).
Sei I = [a,b] € R ein abgeschlossenes Intervall.
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(i) FEine Funktion g : I — R™ heifit stickweise konstant, falls eine Zerlegung von I in
endlich viele Teilintervalle I;, j = 1,...,n existiert, so dass g auf I; konstant ist fiir
alle j =1,...,n.

(ii) Eine Funktion g : I — R™ wird (Lebesque-)messbar genannt, falls eine Folge von stiick-
weise konstanten Funktionen g; : I — R™, i € N, existiert mit lim;_,, g;(x) = g(z) fir
fast alle x € 1.

(iii) Eine Funktion g : R — R™ heifst (Lebesque-)messbar, falls fiir jedes abgeschlossene
Teilintervall I = [a,b] C R die Finschrinkung g|; messbar im Sinne von (ii) ist.

(iv) Als lokal essentiell beschrdankt bezeichnet man eine messbare Funktion g : R — R™,
falls fiir jedes kompakte Intervall I C R eine Konstante C € R, C' > 0 existiert, so
dass ||u(t)|| < C ist fir fast alle v € I.

Satz 2.13 (Satz von Caratheodory).
Gegeben sei ein Kontrollsystem (2.24) mit folgenden Figenschaften:

(1) Der Raum der Kontrollfunktionen ist gegeben durch

U :={u:R — Ulu ist messbar und lokal essentiell beschrinkt} . (2.33)

(2) Das Vektorfeld f:R™ x U — R™ ist stetig.

(3) Fliir jedes R € R, R > 0 existiert eine Konstante Mpr € R, Mr > 0, so dass die
Abschdtzung
1f(z,u)|| < Mg (2.34)

fiir alle x € R und alle u € U mit ||z|| < R und ||u|| < R erfillt ist.

(4) Fiir jedes R € R, R > 0 existiert eine Konstante Lr € R, Lgr > 0, so dass die
Abschdtzung

1f (21, u) = f (2, u)[| < Lilley — 2o (2.35)

fir alle x1, 29 € R™ und alle w € U mit ||z1]] < R, ||z2|| < R und ||u|| < R erfillt ist.

Dann existiert fir jeden Punkt x € R™ und jede Kontrollfunktion u € U ein mazimales
Intervall J = (Tomin, Tmaz) € R mit Tynae > 0 > Toin, auf dem eine eindeutige und absolut
stetige Funktion xz(t) ezistiert, die die Integralgleichung

z(t)=x +/0 fx(r),u(r))dr (2.36)

fiir alle t € J erfiillt.
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Als Losung der Gleichung (2.24) wird in diesem Sinne die eindeutige Funktion z(t) zum
Anfangswert x € R" und Kontrollfunktion v € U gewé#hlt und im Folgenden mit x(t, z, u)
bezeichnet.

Bemerkung 2.14. Diese Bezeichnung ldsst sich mit der Beobachtung rechtfertigen, dass
x(t,x,u) € R™ die Differentialgleichung (2.24) fiir fast alle t € I erfillt, da x(t,z,u) absolut
stetig und somit fiir fast alle t € I nach t differenzierbar ist.

Weiter bezeichnet man fiir eine Kontrollfunktion u € U und ¢;,t5,t € R mit u(¢; +.) die um
t; verschobene Kontrollfunktion. Diese hat fiir t1, %5 > 0 folgende Eigenschaften:

(i) Ist 21 : [0,¢;] — R™ eine Losung von (2.36) zur Kontrollfunktion v und x5 : [0,t5] — R™
eine Losung zur Kontrollfunktion u(t; + .) mit x2(0) = x(¢), so ist die Funktion
x :[0,t; + ta] — R™ mit

o(t) = {xl(t) - tel0.h], (2.37)

$2<t—t1) y t e [t17t1+t2],
eine Losung von (2.36).

(ii) Ist x; : [0,¢1 + t2] — R™ eine Losung von (2.36) zur Kontrollfunktion wu, so ist die
Funktion xs : [0,%s] — R™, gegeben durch

xg(t) =T (t + t1>, (238)
eine Losung von (2.36) mit 25(0) = z1(¢1) zur Kontrollfunktion w(t; + .).

Beweis des Satzes von Caratheodory.

Gezeigt wird der Satz zur Existenz und Eindeutigkeit fiir Intervalle der Form J = [0, Tyn4z)-
Fiir t < 0 erhélt man mit der gleichen Argumentation die Aussagen, wenn x(t), f(x(t),u(t))
durch z(—t), —f(xz(—t),u(—t)) ersetzt und mit den vorab genannten Eigenschaften die
Losungen zusammengesetzt werden.

Existenz auf [0, d]:

Wihle x € R™ und ein v € U. Zunéchst wird gezeigt, dass ein § € R, § > 0 existiert, so dass
auf dem Intervall [0,6] C R eine eindeutige Losung z(t) € R" existiert. Dazu wird R € R,
R > 0 so grofB gewéhlt, dass ||u(t)|| < R fiir fast alle ¢ € [0,1] und ||z < £. Nun w#hlt man
6 € (0,1] so, dass 6Lg =: A < 1, A € R, und My < £ fiir die Konstanten aus (3) und (4)
gilt.

Fiir eine stetige Funktion § : [0,6] — R” definiert man [[{[|c = sup;epoq [[§(?)]]- Sei
([0, 6], R) der Raum der stetigen Funktionen ¢ : [0, 6] — R"™ mit [|{||o < R.

Gezeigt wird:

¢
S0 =+ [ f(e(s).u(s))ds (2.39)
bildet die Menge C([0, 6], R) auf sich selbst ab.
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o S(&) ist stetig, falls £ stetig ist.

e Aus Annahme (4) und der Wahl von R folgt, dass || f(£(t), u(t))|| < Mg ist fiir fast alle
t € [0, d]. Daraus folgt fiir t € [0, 0] die Abschétzung

T+ ))ds
/f

also [|S(¢)]l < R.

R R
2

<||x||—|—/ |Mgl||dt < ||z|| + Mg < §+ =R, (2.40)

e Fiir zwei Funktionen &, & € C([0,4], R) folgt auBerdem aus der Wahl fir R die
Abschétzung

(&), ut)) = f(&(t), u(®))]] < Lrll&(t) — &) (2.41)

tiir fast alle ¢ € [0, 0] gilt. Es folgt
/ F(x(s), uls))ds — / F(x(3), u(s))ds
0 0

< /0 Lg|&(s) = &2(s)llds < OLg|[&1 — &allee = Allé1 = &2llco- (2.42)

Da A < 1 gilt ist S eine Kontraktion auf C'([0, 6], R), und da der Raum C(]0, ], R) mit
der Norm ||.||» ein Banach-Raum ist, so folgt nach dem Banachschen Fixpunktsatz die
Existenz eines eindeutigen Fixpunktes z € C(]0, 4], R) mit S(x) = x. Dies entspricht
gerade der gesuchten eindeutigen Losung von (2.36).

15(€)(t) —

Fortsetzbarkeit auf J = [0, 7,42 )¢
Sei
Tmae = Sup {t > 0| es existiert eine Losung von (2.36) auf [0,¢]} . (2.43)

Offenbar ist J = [0, Typas) das gesuchte Intervall. Wegen des ersten Teils des Beweises und
dem vorher genannten Eigenschaften muss dieses Intervall rechts offen sein, da es ansonsten
auf [Thaz, Tmae + 0] fortgesetzt werden konnte und somit der angenommenen Maximalitét
widerspréche.

Eindeutigkeit auf J = [0, 7y40):

Seien 1,2 € R™ zwei verschiedene Losungen mit z1(0) = z2(0) = z. Somit existiert ein
t € J mit x1(t) # x2(t). Sei t* := inf {t € J|z1(t) # x2(t)}, dann gilt z1(t*) = 25(t*) =: z*.
Gemif} den aufgezihlten Eigenschaften sind die Funktionen xq(¢*+.) und z5(t*+.) Losungen
von (2.36) mit Anfangswert x = z* und Kontrollfunktion u(t* +.). Aus dem ersten Teil des
Beweises folgt, dass ein 6* > 0 existiert, so dass diese Integralgleichung eine eindeutige
Losung auf [0,0*] hat. Also miissen x; und xo auf [t*,t* 4 0*] tibereinstimmen und es ergibt
sich ein Widerspruch zur Definition von t*. Il

Bemerkung 2.15. Bei der Verwendung unstetiger Steuerungen muss die Robustheit einer
Losung gegen Storungen beachtet werden. Fir FErgebnisse zu dieser Frage sei auf Kapitel 6
der Arbeit von C.M.Kellet [12] verwiesen.
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2.4 Asymptotische Kontrollierbarkeit

Es soll nun das Konzept der asymptotischen Stabilitéit fiir Differentialgleichungen der Form
(2.12) auf nichtlineare Kontrollsysteme der Form (2.24) verallgemeinert werden. Analog zur
Idee der gleichméfligen Konvergenz gegen 0, wie die asymptotische Stabilitit sie verlangt,
soll dies fiir das Kontrollsystem ebenso gelten fiir eine passende Wahl von u € U. Dabei wird
aber nicht verlangt, dass f(z*,u) = 0 fiir alle u € U gelten muss, sondern ein Gleichgewicht
x* des Kontrollsystems (2.24) liegt dann vor, wenn

fx*,0)=0 (2.44)

gilt. Hierbei kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 0 € U angenommen werden. Die
asymptotische Kontrollierbarkeit definiert sich dann wie folgt:

Definition 2.16 (Asymptotische Kontrollierbarkeit).
Sei x* € R"™ ein Gleichgewicht des Kontrollsystems (2.24).

(1) =* heifit lokal asymptotisch kontrollierbar, falls eine Umgebung N von z*, eine Funktion
d € N und eine Funktion 8 € KL existieren, so dass fiir alle v € N eine Funktion
Uy € U mit ||uglloo < 0(||x — 2*||) existiert, fir die gilt:

lx(t, 2, uz) — 2%|| < B(||lz — ™[], 2) V&= 0. (2.45)

(i) a* heifit global asymptotisch kontrollierbar, falls (i) mit N = R" gilt.

Der Begriff der asymptotischen Stabilitét wird fiir Kontrollsysteme noch weiter differenziert.
Dabei unterscheidet man zwischen starker und schwacher asymptotischer Stabilitét:

(i) Ein Punkt z* € R™ heifit starkes (oder robustes) Gleichgewicht, falls fiir alle v € U und
alle t > 0 gilt:
x(t, 2", u) =z (2.46)

(ii) Ein starkes Gleichgewicht z* heifit stark asymptotisch stabil (oder robust asymptotisch
stabil), falls eine offene Umgebung N(z*) und eine L-Funktion § existieren, so dass
fiir alle z € N(z*) die Ungleichung

lz(t, 2, u) — 27| < B(]le — 27, ¢) (2.47)
fiir alle u € U und alle ¢ > 0 gilt.

(iii) Ein Punkt z* € R™ heiit schwaches (oder kontrolliertes) Gleichgewicht, falls ein u € U
existiert, so dass
x(t, 2", u) = x” (2.48)

fiir alle ¢t > 0 gilt.
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(iv) Ein schwaches Gleichgewicht z* heiit schwach asymptotisch stabil (oder asymptotisch
kontrollierbar), falls eine offene Umgebung N (z*) und eine KL Funktion [ existieren,
so dass fiir jedes x € N(z*) ein u, € U existiert, so dass die Ungleichung

[t @, ue) — 27| < B(llz — 27, 1) (2.49)
fiir alle ¢ > 0 gilt.

Bemerkung 2.17. Diese Definition geht auf die anfangs erwdihnten unterschiedlichen Sicht-
weisen des Problems (2.24) zurick. Im Fall einer starken Stabilitit etwa wirken sich Storun-
gen innerhalb einer Menge U nicht negativ auf die asymptotisch stabile Eigenschaft eines
Gleichgewichts x* aus. Besonders interessant ist diese Figenschaft bei moglichem Auftreten
von Diskretisierungsfehler, etwa in der numerischen Berechnung, oder auch bei Fehlern im
Modell.

Bemerkung 2.18. Die schwache Stabilitit dagegen geht bei der Auswahl eines u € U davon
aus, dass ein bestimmtes Verhalten des Systems (2.24) erzwungen werden soll. Dies schliefit
nicht nur mogliche andere existente Ldsungen aus, sondern verfolgt bereits ein bestimmtes
Ziel. Weiterfiihrend soll das Erreichen dieses Zieles durch ein Optimalitdtskriterium bewertet
werden.

Der Ansatz zur Kontrollierbarkeit ist somit eine natiirliche Erweiterung der asymptotischen
Stabilitit, bringt jedoch verschiedene Probleme mit sich.

e Die Steuerung u, muss bereits zum Anfangszeitpunkt fiir alle zukiinftigen Zeitpunkte
t > 0 berechnet worden sein.

e Da nicht immer nur von einem Anfangswert = ausgegangen werden kann, ist die Steue-
rung u, fiir eine Vielzahl dieser Anfangswerte im Voraus zu berechnen.

e Abweichungen oder Storungen sind nicht immer im mathematischen Modell des echten
Systems miteinbezogen, so dass dies fiir das berechnete u, und wachsende t zu immer
ungenaueren Ergebnissen fiithren kann.

2.5 Feedback-Stabilisierbarkeit

Eine Méoglichkeit zur Losung dieser Probleme stellt die Implementierung der Steuerung
als Feedback dar. Das Konzept des Zustandsfeedbacks, das zur Feedback-Stabilisierbarkeit
fithren soll, setzt dabei daran an, dass die Steuerung u € U nicht mehr im Voraus zu berech-
nen ist, sondern abhéngig von vorliegenden Zustand x € R™ bestimmt werden soll. Daraus
ergibt sich die folgende Definition.
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Definition 2.19 (Zustandsfeedback).
Gegeben sei das Kontrollsystem (2.24). Eine Abbildung F : R™ — U heifit Zustandsfeedback
oder Riickkopplung. Die zugehdrige Differentialgleichung

p(t) = fr(x(t))  fr(z) = f(z, F(z)) (2.50)

bezeichnet man als Feedback-geregeltes oder riickgekoppeltes oder geregeltes System. Fiir die
Losungen von (2.50) wird im Weiteren die Notation x(t,x, F') benutzt.

Eine derartige Steuerung, die on-line, das heiffit zur Rechenzeit, berechenbar ist, wird closed-
loop Steuerung oder auch Regelung genannt.

Definition 2.20 (Feedback-Stabilisierbarkeit).

Sei x* € R™ ein Gleichgewicht des Kontrollsystems (2.24). Ezistiert eine stetige Funktion
F:R™— U, so dass das geregelte System (2.50) lokal asymptotisch stabil ist, dann heift x*
lokal stabilisierbar mit stetigem Feedback (oder auch feedback-stabilisierbar).

Hier wurde das Feedback auf die Klasse der stetigen Funktionen eingeschréinkt, um die
Existenz einer Losung garantieren zu konnen. Da fr nicht notwendigerweise Lipschitz-stetig
sein muss ist die Eindeutigkeit einer Losung von (2.50) nicht beweisbar, so dass zu einem
Anfangswert verschiedene Losungen existieren konnen.

Zwischen der Kontrollierbarkeit und der Feedback-Stabilisierbarkeit ist aber der im néchsten
Satz folgende Zusammenhang nachweisbar.

Satz 2.21 (Feedback-Stabilisierbarkeit = Asymptotische Kontrollierbarkeit).
Sei x* = 0, 2* € R™ Ruhelage eines Kontrollsystems der Form (2.24). Wenn die Ruhelage
lokal beziehungsweise global feedback-stabilisierbar ist, so ist sie auch lokal beziehungsweise
global asymptotisch kontrollierbar.

Beweis. Aus der Feedback-Stabilisierbarkeit folgt fiir das geregelte System fr mit geeigne-
tem Feedback I, dass eine Funktion 5 € KL existiert mit:

lz(t,z, F)|| < B(||z||l,t) Vo€ NCR¢t>0 (2.51)

Setzt man §(r) := max{||F(x)| | ||z]| < B(r,0)}, so folgt aus der Stetigkeit von F', dass
F € N ist. Fiir x € N gilt
u(t) = F(x(t,z, F)) (2.52)

und u, stellt eine der Losungen von (2.50) dar. Wegen der Stetigkeit von F' und z(¢,x, F)
ist u, zudem stetig und messbar. Aus

x(t,z, F) :x—i—/o flz(r,z, F))dr
:x+/0 fle(r,z, F), F(x(1,2z, F)))dr

= 33+/0 flx(r,z, F),u.(7))dr (2.53)
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folgt mit der Losung

t
x(t,z,u,) = x +/ fla(r, 2, uy), us(7))dr (2.54)
0
von (2.24) und der Existenz und Eindeutigkeit nach Caratheodory die Behauptung
x(t,x,u,) = x(t,z, F) VYVt >0. (2.55)
O

Bemerkung 2.22. Die Bestimmung eines solchen Zustandsfeedbacks wirft allerdings grofle
Probleme auf. Da zudem von stetigen Funktionen ausgegangen wird stellt die Verwendung
von Zustandsfeedbacks eine zu starke Einschrdinkung dar.

2.6 Lyapunov-Kontroll-Funktionen

Ein weiteres wesentliches Hilfsmittel zur Analyse der Stabilitdt und Stabilisierbarkeit von
Kontrollsystemen ist die Lyapunov-Kontroll-Funktion.

Definition 2.23 (Lyapunov-Kontroll-Funktion).

Gegeben sei ein Kontrollsystem (2.24) mit f(0,0) = 0. Als eine lokale Lyapunov-Kontroll-
Funktion bezeichnet man eine stetige Funktion V : R® — R, falls Funktionen aq,as € Ko,
eine stetige Funktion W : R® — R, eine Funktion § € N, eine Umgebung N C R" mit0 € N
und eine Konstante C € R, C' > 0 existieren, so dass W (zx) > 0 fir alle x € cIN, V(z) < C
fir alle x € N, V(x) = C fiir alle x € ON gilt und die Ungleichungen

ar(f|lz]) < V() < a([|]]) (2.56)
infcrg ulslel) § V@t 2, 0) + fy W(a(s, 2, u))ds b < V() (2.57)

fir alle x € N und alle t > 0 erfillt sind. Weiter wird eine Funktion V globale Lyapunov-
Kontroll-Funktion genannt, falls V und W die Bedingungen (2.56),(2.57) fir N = R™ und
C = oo erfiillen.

Das Paar (V,W) heifit auch Lyapunov-Kontroll-Paar.

Dabei bezeichnet ¢/N den Abschluss der Umgebung N und ON den Rand von N. Fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen vereinfacht sich dies zu der sogenannten Lyapunov-
Funktion:

Definition 2.24 (Lyapunov-Funktion).

Gegeben sei eine gewdhliche Differentialgleichung (2.12) mit f(0) = 0. Eine stetige und auf
R™\{0} stetig differenzierbare Funktion V : R™ — R heif$t lokale Lyapunov-Funktion, falls
Funktionen aq, s € Ky, eine stetige Funktion W : R™ — R, eine Umgebung N C R™ mit
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0 € N und eine Konstante C € R, C > 0 existieren, so dass W(z) > 0 fir alle x € ¢IN,
V(z) < C fir alle x € N, V(x) = C fir alle x € ON gilt und die Ungleichungen

ay([lz]]) < V(z) < as(z]]) (2.58)
DV (x)f(x) < -W(z) (2.59)

fiir alle x € N erfillt sind.

Bemerkung 2.25. Fliir die Lyapunov-Kontroll-Funktion ldsst sich beweisen, dass sich die
Existenz dieser Funktion und die asymptotische Kontrollierbarkeit gegenseitig implizieren.
FEine entsprechende Beweisskizze ist in Kapitel 5.2 der Arbeit von L.Griine [8] gegeben.

Unter den Bedingungen, dass
e die Lyapunov-Kontroll-Funktion zweimal stetig differenzierbar ist
e und fiir diese zudem eine Funktion § € N mit §(0) = 0 gewéhlt werden kann,

ist es zudem moglich explizit ein stetiges Zustandsfeedback zu bestimmen, das fiir die Dif-
ferentialgleichung (2.50) global asymptotisch stabil ist. Die entsprechende Formel ist in der
Literatur auch als Sontag-Formel bekannt und entsprechend bewiesene Séatze finden sich un-
ter anderem in Kapitel 6.2 der Arbeit von L.Griine [§].

Wichtigstes Ergebnis ist aber folgendes Theorem, dessen Beweis in H.K.Khalils Buch [13] zu
Theorem 4.1 zu finden ist.

Theorem 2.26 (Lyapunov Stabilititstheorem).
Sei z* € R™, 2* = 0 eine Ruhelage fir das System (2.12) und sei N C R™ eine Umgebung
von x*. Gilt fiir eine stetig differenzierbare Funktion V : N — R

V(z)>0 Yz e N\ {0} und V(0) =0 (2.60)

V(z) <0 VzeN, (2.61)

dann ist die Ruhelage x* stabil. Gilt zudem

V(z) <0 Vxe N\{0}, (2.62)
dann st x* asymptotisch stabil.

Bemerkung 2.27. Lyapunov-Funktionen stellen ein probates Mittel zum Nachweis der
asymptotischen Stabilitdt dar, da lediglich das Vektorfeld bekannt sein muss, nicht aber die
tatsdchlichen Lésungen des Systems. Theorem 2.26 stellt allerdings nur hinreichende, nicht
aber notwendige Bedingungen zur Verfigung. Dagegen liefern die sogenannten umgekehrten
Lyapunov Theoreme notwendige Bedingungen, fiir die im kontinuierlichen Fall auf Kapitel
4.7 des Buchs von H.K.Khalil [13] und im zeitdiskreten Fall auf Kapitel 7 und 8 der Arbeit
von C.M.Kellet [12] verwiesen sei.
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2.7 Sampled-data Losungen

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Implementierungen der Steuerung, die immer von
einer stetigen Funktion ausgingen, ist der sampled-data Ansatz ein Konzept fiir eine unstetige
Feedback-Steuerung. Da im Folgenden mit derartigen Steuerungen gearbeitet werden soll
werden an dieser Stelle neben einer grundsétzlichen Definition auch die Zusammenhénge zu
den zuvor aufgefiithrten Themen aufgezeigt.

Definition 2.28 (Sampled-data Lésung).
Als sampled-data Folge wird die Folge

t:(ti)iGNou O=th<ti<ta<..., t; e R (263)
bezeichnet, falls t; — oo fiir 1 — oo und

Ay = sup(tip —t;) < 00 (2.64)
1€Np

gilt. Die Zahl A; € R wird auch sampled-data Rate genannt.

A

t t t t

0 1 i i+1

Abbildung 2.2: Sampled-data Folge und sampled-data Rate

Gegeben sei ein Kontrollsystem (2.24) und eine Funktion F : R" — U, die ||F(z)|| < 6(||z]])
fiir ein & € N und alle x € R"™ erfiillt. Die sampled-data Lisung des Problems

p(t) = f(x(t), F(z()), 2(0)=z
definiert man zu einer gegebenen sampled-data Folge t fiir t > 0 induktiv durch
.It(t_,l',F) = l’(t_— t,,ZEZ,F(ZEZ)) VEE [ti,ti_ﬂ], (265)

wobei x(.,x;, F(x;)) € R™ die Losung von (2.24) zum Anfangswert z; := z,(t;,z, F) und
konstanter Kontrollfunktion u(t) = F(x;) bezeichnet.

Setzt man hierbei die Bedingungen zum Existenz und Eindeutigkeitsatz von Caratheodo-
ry voraus, so existiert wegen der Beschrianktheit von F' eine eindeutige Losung x; fiir jede
sampled-data Folge ¢. Eine Definition von Stabilisierbarkeit fiir sampled-data Losungen lau-
tet dabei wie folgt.
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Definition 2.29 (Semiglobale praktisch asymptotische Stabilisierbarkeit).
Gegeben sei ein Kontrollsystem (2.24) mit f(0,0) = 0. Eine Familie von Feedbacks Fa :
R™ — U fir A € (0, A*] C R stabilisiert das Gleichgewicht x* = 0 des sampled-data Systems
semiglobal praktisch asymptotisch, falls eine Funktion B € ICL existiert, so dass fiir je zwei
Konstanten R,e € R, R>¢ >0, ein Ag € R, Ag > 0 existiert, so dass fir alle A € (0, Ag]
die sampled-data Losungen xy, (t,x, Fa) € R™ der Abschitzung

thA(t?xv FA)H < maX{ﬁ(Hvat)?g} (266>
fir alle t > 0 und alle Anfangswerte x € R™ mit ||z|| < R geniigen.

Dabei bezieht sich praktisch auf die Konstante € und der Begriff semiglobal auf die Konstante
R. Es kann also eine stabilisierende Steuerung gefunden werden, so dass jede beliebige kom-
pakte Menge im Basin eingeschlossen werden kann. Somit ist die sampled-data Rate umso
kleiner, die sampled-data Folge damit umso feiner zu wéhlen, je niher man dem Gleichge-
wicht * = 0 kommen will und je weiter man mit dem Anfangswert x von x* entfernt ist.
Kann man R = oo setzen, so spricht man auch von praktisch asymptotischer Stabilisierbar-
keit.

Ebenso wie bei stetigem Feedback kann auch fiir unstetiges Feedback die Lyapunov-Funktion
zur Entwicklung eines stabilisierenden Feedbacks benutzt werden.

Definition 2.30 (Semiglobale praktische Familie von Lyapunov-Funktionen).
Betrachte ein Kontrollsystem (2.24) mit f(0,0) = 0. Falls Funktionen ay,as € Ko, eine
stetige Funktion W : R™ — R und eine Funktion 6 € N derart existieren, so dass W(zx) > 0
gilt fir alle x € R"\{0}, die Ungleichungen

ay([|lz]) < Va(z) < as(flz]]) (2.67)

fir alle A € (0, A*] C R erfillt sind und fir alle Konstanten Cy,Cy € R, Cy > Cy > 0, ein
Ag € R, Ag > 0 existiert, so dass
inf Va(z(A, z,u)) < max{Va(x) — AW (z),C4} (2.68)
u€Us|ul| <5(||]])
fir alle € R™ mit Va(xz) < Csy, alle t > 0 und alle A € (0,A¢] gilt, dann bezeichnet man
eine Familie von stetigen Funktionen Va : R" — R fiir A € (0, A*] als semiglobale praktische
Familie von Lyapunov-Funktionen.

Da im Gegensatz zu den Lyapunov-Kontroll-Funktionen hier lediglich ein konstanter Kon-
trollwert u € U und keine messbare Kontrollfunktion aus u € U zu bestimmen ist, vereinfacht
sich das Problem dementsprechend.

Satz 2.31. Fir ein Kontrollsystem (2.24) mit f(0,0) = 0 sei eine semiglobale praktische
Familie von Lyapunov-Funktionen VA fir A € (0, A*] C R gegeben. Dann ist die Familie
von Feedbacks Fa, die durch

Va(z(A,z, Fa(2))) = min Va(z (A, z,u)) (2.69)

weUs|lu|| <5(]l«)
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definiert ist, eine Familie von semiglobal praktisch asymptotisch stabilisierenden Feedbacks
im Sinne von Definition 2.29.

Um diesen Satz beweisen zu konnen wird zunéchst das folgende Lemma gezeigt, das eine
dquivalente Formulierung der Ungleichung (2.59) darstellt.

Lemma 2.32. Sei V eine stetige Funktion, die auf R"\{0} zweimal stetig differenzierbar
ist. Weiter erfiille V' die Bedingung (2.56) fir eine Umgebung N C R mit 0 € N und
eine Konstante C € R, C' > 0 (fir N = R" ist C = o0). Dann existiert genau dann eine
Funktion W, die die Bedingungen von Definition 2.24 erfillt, wenn es eine lokal Lipschitz-
stetige Punktion g : RS — RS gibt, so dass g(r) > 0 fiir alle r € (0,C] (im Fall N =R fiir
alle r > 0) und die Ungleichung

DV(x)f(x) < —g(V(z)) (2.70)
fiir alle x € N gilt.

Beweis. Analog zum lokalen Fall kann im Globalen mit C' = oo, r > 0 und N = R" der
Beweis gefiihrt werden.

“«<*“: Da g gegeben ist erfiillt W (z) := g(V(x)) die Bedingungen aus Defintion 2.24.

“=“ W sei gegeben. Fiir r € [0, C] sei

g(r) :=inf {W(z)lz e R", V() =1}. (2.71)

Weiter setzt man g(r) = g(C) fiir alle r > C. Somit ist nur noch die Lipschitz-Stetigkeit von
g zu zeigen:
Wahlt man eine Folge (tx)rez, tx € R derart, dass gilt:

0< Tl < Tk Vk € Z, khm t, =0, khm tp = 00 (272)
und setzt
9(0)=0, gr:= min g(r) (2.73)

r€[tky1te—1]
fiir alle k € Ny, so definiert man

t_tk+1 (

g(r) == gr+1 + Gk — Gk+1), T € [thgr, i) (2.74)

b — Tkt
Somit gilt 0 < g(r) < g(r) fur r € (0,C] und die Bedingungen an g sind erfiillt, insbesondere
folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit, da g eine stiickweise lineare Funktion ist. O]

Beweis zu Satz 2.31. Analog zum Beweis des vorangegangenen Lemmas kann man ohne
Beschrinkungen der Allgemeinheit annehmen, dass W(z) > g(Va(x)) fiir ein geeignetes
stetiges g : Ry — Ry mit g(r) > 0 fiir » > 0, » € R ist. Da alle Vo durch die gleichen K,
Funktionen a1, as beschrankt werden, kann g von A unabhéngig gewéahlt werden.
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Fiir gegebene R > ¢ > 0 wird Cy = as(R), Cy = 041_1(%) gewahlt. Es sei Ay geméaf Definition
2.30 gegeben und A € (0, Ag] beliebig.

= Va(z) < ao(([z]) < a2(R) = Oy (2.75)
Aus (2.68) und der Definition von Fx folgt
Va(xz(A, 2, Fa(z))) < max{Va(xz) — Ag(Va(x)),C1} (2.76)
Definiert man eine Funktion pu(r,t) durch
wu(r,t+71) = p(r,t) — Tsei[g)l,on] g(p(r,t+s)) Vre (0,2, u(r,0) =r, (2.77)

so ist diese Funktion streng monoton fallend in ¢ und konvergiert gegen 0.
Annahme: 7 := limy_,, p(r,t) >0
Fiir g9 > 0 folgt fiir jedes € € (0,¢0] und alle ¢ > 0 mit p(r,t) <y +e:
plrt+A) = prt)—A inf g(u(rt+s))
s€[0,A0]

< p(rt)=A inf  g(r) =p(rt) —Aag <v+e—Aag  (2.78)
r€[ysy+eo]

Fir e < Aayg gilt p(r,t + A) < v. = Widerspruch
Somit gilt lim; . p(r,t) = 0 und p ist eine KL-Funktion. Mittels Induktion folgt fir ¢t =
(iA)iGNo

Va(ze(t,xz, Fa)) < max{z(Va(x),t),C1} (2.79)
fur alle t = 4A und alle z € R" mit ||z| < R.

= [lz]l < a7 (Va(®)), Va(z) < az(]lz]]) (2.80)
Zudem gilt fiir B(r,t) := oy (u(aa(r),t)) € KL die Ungleichung

(e, 2, Fa)l| < max {ai (w(as(ll2l). 1), ar (O} = max {(llell, 1), 5} (281)

fiir ¢ = ¢A. Wegen der Stetigkeit von ||z;(t, z, Fa))|| gilt diese Abschéitzung fiir hinreichend
kleines A > 0 auch fiir beliebige ¢ in den Zwischenintervallen [iA, (i + 1)A], wenn § durch e
und ( durch Cf fiir eine geeignete Konstante C' € R, C' > 0 ersetzt werden. O

Bemerkung 2.33. VA muss nicht fir alle A € (0, Aq] berechnet werden, sondern es gentigt
zu gegebenem R > € > 0 eine Lyapunov-Funktion Va, mit as(R) < Co und Cy < o7 (§) 2u
berechnen. Mittels Satz 2.31 kann dann das stabilisierende Feedback Fa, mit Parametern R

und € bestimmt werden ohne Va fir A < Ag zu kennen.

Zudem kann auch folgender Satz bewiesen werden, wobei hier auf den Beweis zu Satz 8.4
aus der Arbeit von L.Griine [8] verwiesen sei.

Satz 2.34. Gegeben sei ein Kontrollsystem (2.24) mit f(0,0) = 0. Wenn das System asym-
ptotisch kontrollierbar ist, so existiert eine Familie von Lyapunov-Funktionen gemdfl Definition
2.30 und das sampled-data System ist semiglobal praktisch asymptotisch stabil.



Kapitel 3
Optimale Steuerprozesse

Optimale Steuerprozesse bewerten die Losungen von Kontrollsystemen anhand eines Opti-
malitidtskriteriums, dem sogenannten Zielfunktional. Die Gestaltung des Zielfunktionals ist
dabei sinnvoll vom Anwender vorzugeben und kann verschiedenste Ziele verfolgen. Bekann-
teste Beispiele hierfiir sind die zeitoptimale Steuerung, die auf eine kiirzest mogliche Endzeit
abstellt um ein bestimmtes Ziel zu erreichen, und die energieoptimale Steuerung, bei der
mit moglichst geringem Steueraufwand ein Ziel erreicht werden soll. In das Zielfunktional
konnen natiirlich auch die Zustandstrajektorien eingehen, etwa um den Verlauf der Losung
des Kontrollsystems zu bewerten.

Das sich hieraus ergebende Ziel der optimalen Steuerung ist demzufolge die Bestimmung
einer Kontrollfunktion u € & in Abhéangigkeit von z, die den Wert des Zielfunktionals opti-
miert.

Zur Losung optimaler Steuerprozesse stehen zwei verschiedene Ansétze zur Verfiigung:

optimaler Steuerprozess

Minim/W Wemng

indirekte Verfahren direkte Verfahren
Mehrpunkt—Randwertproblem Optimierungsproblem

Abbildung 3.1: Ansétze zur Losung optimaler Steuerprozesse

Aufbau und Inhalt dieses Kapitels orientieren sich weitgehend an den Kapitel 3, 4 und 5 der
Arbeit von Ch.Biiskens [2]. Dabei wird neben der Definition eines optimalen Steuerprozesses
auf verschiedene numerische Losungsverfahren eingegangen und zusétzlich die Problemstel-
lung des zu untersuchenden modellpradiktiven Regelungsansatzes festgelegt. Letzterem liegt
die Arbeit von D.Nesi¢ und L.Griine [23] zugrunde.

25
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3.1 Definition eines unbeschrinkten optimalen Steuer-
prozesses

Die hier angefiihrte Definition eines optimalen Steuerprozesses ist allgemeiner fiir Randbe-
dingungen der Form (2.29) gehalten, so dass fiir gegebene Anfangswerte x(tg) := x

P(x(to), x(ty)) = w(to) — (3.1)

zu setzen ist. Als letzten noch fehlenden Bestandteil sei hier das Optimalitédtskriterium fol-
gendermaflen definiert:

Definition 3.1 (Zielfunktional).
Sei U C R™, &y : R" x R" — R eine stetig differenzierbare und Ly : R® x U — R eine stetig
und beziglich x(t) € R™ und u(t) € U stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann wird

J((t), u(t)) == Bo(a(te), 2(t)) + / ' Lo(a(t), u(t)dt (3.2)

to

als Zielfunktional bezeichnet.

In der Literatur werden die Funktionen ®g(z(tp),x(t;)) Mayer-Anteil und Lo(x(t), u(t))
Lagrange-Anteil genannt. Der Lagrange-Anteil stellt dabei die Bewertung des Losungspaares
(x(t),u(t)) fiir alle Zeitpunkte t € [t,ts] dar, das bedeutet insbesondere, dass sowohl der
Zustand als auch die Steuerung bestraft werden kénnen, wohingegen der Mayer-Anteil nur
von Anfangs- und Endzustand abhéngig ist. Somit lasst sich mit dem Mayer-Anteil etwa
eine Bestrafung fiir die Nichteinhaltung von Randwerten (2.29) realisieren.

Kompakt stellt sich der optimale Steuerprozess durch die Vereinbarungen zu den Definitionen
von (2.24), (2.26), (2.29) und (3.2) folgendermafien dar:

Definition 3.2 (Optimaler Steuerprozess ohne Beschrinkungen).
Das Problem

Minimiere — J(x(t),u(t)) = Po(z(to), z(ts)) + /t ' Lo(x(t), u(t))dt
unter x(t) = f(z(t),u(t))
Palto), 2(t)) =0
u(t) e U, te€ [ty ty]

heifst optimaler Steuerprozess OCP oder optimales Steuerungsproblem.

Die hier vorliegende Darstellung wird auch Bolza-Problem genannt. Andere Arten von Steue-
rungsproblemen unterscheiden sich nur in der Beschreibung des Zielfunktionals und kénnen
ineinander iiberfithrt werden:
Lagrange-Problem : by =
Mayer-Problem : Ly=0
Tschebyscheff-Problem : J(z,u) = max{Lo(x(t),u(t),t)}
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Ebenso konnen Probleme mit freier Endzeit auf Probleme mit fester Endzeit und nicht-
autonome auf autonome Probleme transformiert werden. Entsprechende explizite Formeln
hierzu finden sich in Kapitel 4.2 der Arbeit von Ch.Biiskens [2]. Das Optimalsteuerungspro-
blem heiffit dabei autonom, wenn Ly und f nicht explizit von ¢t abhéngen.

Bemerkung 3.3. Dabei eignen sich bestimmte Darstellungsweisen des Zielfunktionals besser
fiir analytische oder numerische Zwecke, obwohl sie dquivalent ineinander tiberfihrt werden
konnen. Beispielsweise hat sich das Mayer-Funktional in der numerischen Anwendung als
vorteilhaft herausgestellt. In der analytischen Betrachtung wird jedoch hdufig die Lagrange-
Form zugrunde gelegt.

Im weiteren Verlauf spielt die sogenannte Wertefunktion

V(z) := inf J(z,u) (3.3)

ueU

vor allem in der Beweisfiihrung eine besondere Rolle, sie bildet aber auch die Grundlage fiir
das folgende fundamentale Prinzip.

3.2 Bellmansches Optimalitatsprinzip und
Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

Als Basis einer numerischen Approximation einer optimalen Losung stellt sich eine Eigen-
schaft der Wertefunktion V' dar, die unter dem Namen Bellmansches Optimalitédtsprinzip
bekannt geworden ist. Dieses besagt, dass aus der Optimalitéit einer Trajektorie die Opti-
malitdt jedes Endstiickes folgt. Bei Vorliegen einer optimalen Steuerung wird also zu jedem
Zeitpunkt optimal gesteuert.

Satz 3.4 (Bellmansches Optimalitéitsprinzip).
Gegeben sei ein optimales Steuerungsproblem gemdfs Definition 3.2. Dann gilt

ueU

V(z) = inf { /0 ' Lo(x(t, ,u), u(t))dt + V(:U(T,x,u))} (3.4)

fiir alle x € R™ und alle T > 0.

Ein entsprechender Beweis fiir das sogenannte diskontierte Zielfunktional

J(x,u) = /000 e Lo(x(t, x(ty), u), u(t))dt, (3.5)

das einen Sonderfall von (3.2) darstellt, ist in Kapitel 2.4 der Arbeit von L.Griine [9] nach-
zulesen. Dort wird sogar weitergehend bewiesen, dass die durch das Optimalitétsprinzip
bestimmte Wertefunktion V' eindeutig ist.

Aus dem Optimalitdtsprinzip kann man auf eine weitere wichtige Gleichung schlieflen, die
hier zumindest kurz fiir ein Zielfunktional der Form (3.5) erwahnt werden soll.
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Satz 3.5 (Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung).
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

OV (x) +sup{—DV(x) - f(x,u) — Lo(z,u)} =0, (3.6)

uelU

die sogenannte Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung, und ein optimales Steuerungsproblem
OCP mit Zielfunktinal (3.5) und optimaler Wertefunktion V. Ist die optimale Wertefunktion
V' differenzierbar in x € R"™, dann gilt die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung fir V in
diesem Punkt.

Da die Losung differenzierbar sein muss stellt dies eine starke Einschriankung dar, die in
der Beweisfithrung aus Kapitel 2.5 der Arbeit von L.Griine [9] explizit verwendet wird.
Fiir nichtdifferenzierbare Losungen dieser partiellen Differentialgleichung lassen sich den-
noch Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit treffen, die auf dem Konzept sogenannter
Viskositétslosungen basieren. Hierzu sei auf die Biicher von M.Bardi und I.Capuzzo Dolcet-
ta sowie L.C.Evans [1, 4] verwiesen.

Bemerkung 3.6. FEine direkte Folgerung ist jedoch die Aussage, dass jedes (numerische)
Schema zur Bestimmung einer optimalen Steuerung und somit einer optimalen Wertefunkti-
on als Schema zur Lésung der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung angesehen werden kann
und umgekehrt.

3.3 Modellpriadiktive Regelung nichtlinearer sampled-
data Systeme

Implizit ergibt sich der Ansatz der modellpridiktiven Regelung aus dem Optimalitétsprinzip
(Bellman, 1957), im Speziellen seien hier Lee und Markus aus dem Jahr 1967 mit folgender
Aussage zitiert:

One technique for obtaining a feedback controller synthesis from knowledge
of open-loop controllers is to measure the current control process state and then
compute very rapidly for the open-loop control function. The first portion of this
function is then used during a short time interval, after which a new measurement
of the process state is made and a new open-loop control function is computed
for this new measurement. The procedure is then repeated.

Bevor ndher auf die Problemstellung eingegangen wird sollen Anforderungen formuliert wer-
den, denen die zu untersuchenden Systeme geniigen miissen. Die Problemstellung orientiert
sich dabei an der Arbeit von D.Nesi¢ und L.Griine [23].
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3.3.1 Grundannahmen

Fiir alle folgenden Kapitel sollen die folgenden Annahmen fiir das zeitkontinuierliche System

i = fla,u) (3.7)
mit einem Zustandsvektor x € R”, einer Steuerung u € U und einer Funktion f: R" xU —
R™ gelten:

e Ein zeitkontinuierliches Zustandsfeedback u = u(x(t)) mit u(x(t)) € U fiir alle z(t) €
R™ wurde fiir das System derart konzipiert, dass das zeitkontinuierliche closed-loop
System

p(t) = fla(t),u(z(t)), x(t) == (3.8)

global asymptotisch stabil ist.

e Zudem wird angenommen, dass f(x(t),u(x(t))) lokal Lipschitz-stetig ist in z, so dass
fiir jedes x(tg) = x eine eindeutige Losung des zeitkontinuierlichen closed-loop Systems
(3.8) existiert.

Im Folgenden wird die Losung des Systems (3.7) zum Zeitpunkt ¢ und Anfangswert x mit
x(t, x) oder auch z(t) bezeichnet.
Fiir das sampled-data System ist die Steuerung derart zu implementieren, dass sie stiickweise
konstant ist zwischen zwei Diskretisierungspunkten t;,t,.1 € R der festen Periode T € R,
T > 0.
=t = k-T (39)

T stellt somit gleichzeitig die sampled-data Rate und die Folge (¢;)gen die sampled-data
Folge dar. Es gilt also fiir

&(t) = f(&(1),v(t)) (3.10)
mit Zustandsvektor £ € R™, einem Steuersignal v(t) = v, € U C R™, t € [tg,tx11), K € N
und einer Funktion f:R"” x U — R™:

e Die Steuerfolge vy, k € [0, M] wird mit v ) bezeichnet.
e Sei & = £(t1) € R™ die Losung des Systems
£<t> = f(£(t),vo), §<t0) = 57

dann ergibt sich die Losung des sampled-data Systems im Zeitintervall [¢;, 5] aus der
Losung des zeitkontinuierlichen Systems

g(t) = f(g(t)a Ul)v g(tl) - 51'
e Die Losung des sampled-data Systems zum Zeitpunkt ¢ und Startwert & unter der
Steuerfolge v as) wird mit &(t, &, vjo,ar) oder auch £(t) bezeichnet.

Bemerkung 3.7. Da es sich um autonome Differentialgleichungen handelt kann ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit der Anfangszeitpunkt to = 0 gesetzt werden. Zudem wird aus
Vereinfachungsgrinden die Notation (§,x) := (fT, xT)T verwendet.
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3.3.2 Problemstellung des modellpridiktiven Regelungsansatzes

Das Problem der stiickweise konstanten Implementierung einer kontinuierlichen Steuerung
soll hier im Rahmen der Losung optimaler Steuerungprobleme und des sogenannten mo-
dellpradiktiven Regelungsansatzes erfolgen. Zweck der so bestimmten Steuerung ist es, dass
kontinuierliche Systeme mit Hilfe von Computern gesteuert werden konnen, die auf Grund
ihrer zeitdiskreten Natur nur in der Lage sind zu jeweils festgelegten Zeitpunkten einzugrei-
fen. Dabei sind optimale Steuerungsprobleme der Form

Finde tp p—1) = arg inf  Jpr(&(t), 2(t), vo,m-1]) (3.11)

V[o,M —1]

unter

IaE(0, 20, v = Y [ e ~ 20,00t + Flelta)n(ta)) (12)

v, € U Vie{0,...,M—1}
) = fE®),v), &) =& t € [tiytis)
a(t) = fla(t),u(z(t)), x(t) ==

ti = to+i-T ,i€e€{0,...,M}

auf Zeitintervallen

im Folgenden auch Horizont genannt, zu betrachten. Das Zielfunktional J,; in Bolza-Form
bewertet also mit dem Lagrange-Anteil [ : R" x U — R die Differenz zwischen der sampled-
data Losung £(.) und der zeitkontinuierlich gesteuerten Losung z(.) auf dem zu betrachtenden
Horizont ebenso wie die aufgebrachte Steuerenergie. Da dies zu jedem Zeitpunkt des Hori-
zonts erfolgt wird [ auch als “stage-cost“ bezeichnet. Der Mayer-Anteil F' : R” x R” — R
dagegen muss nicht unbedingt als Strafe fiir die Abweichung im Endzeitpunkt gesehen wer-
den, sondern kann auch zur Abschitzung der Trajektorienentwicklung iiber den Horizont
hinaus verwendet werden. Dabei sollen fiir das zeitkontinuierliche und das sampled-data
System die Grundannahmen gelten.

Bemerkung 3.8. FEs ist fiir diese Art des modellpradiktiven Regelungsansatzes nicht un-
bedingt notwendig, dass die Anfangswerte & € R™ fir die sampled-data Losung mit den
Anfangswerten x € R™ der zeitkontinuierlichen Lisung tbereinstimmen. Da man allerdings
die Differenz zwischen beiden zu minimieren versucht, wird im Allgemeinen & = x gewdhlt.

Bemerkung 3.9. F' kann dabei zudem eine Abschditzung fiir den Fall des unendlichen Ho-
rizonts darstellen und wird auch ’cost-to-go’ genannt:

[e.e]

Va(€2) = inf 3 /t e — 2(t), vn)dt (3.18)

F10.00) g Jta
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Im Allgemeinen kann hierfir eine Lyapunov-Kontroll-Funktion verwendet werden, die grob
gesagt eine obere Schranke darstellen soll. Idealerweise soll F' dem Kostenfunktional mit
unendlichen Horizont entsprechen. Damit wdre die online Optimierung unndtig und die be-
kannten Vorteile des unendlichen Horziontes, Stabilitit und Robustheit, wiirden automatisch
zutreffen. Entsprechende Aussagen finden sich in [11, 19]. Im linearen Fall fiihrt dies zu Ho
und H,, Lésungen, im nichtlinearen Fall jedoch ist zuingend die Ldsung einer Hamilton-
Jacobi Gleichung erforderlich, die nur sehr schwer zu erhalten ist.

Bemerkung 3.10. Es wird im Weiteren aber davon ausgegangen und bewiesen, dass F'
nicht zwingend eine Lyapunov-Kontroll-Funktion sein muss um die Stabilitdt zu garantieren.
Hierzu sei auf das Kapitel zur Optimalitdt der modellprddiktiven Regelung verwiesen. Da
die Bestimmung einer Lyapunov-Kontroll-Funktion sehr schwierig sein kann stellt dies eine
enorme Erleichterung dar.

Die Vorgehensweise des modellpriadiktiven Regelungsansatzes wird dadurch verwirklicht,
dass fiir die bestimmte sampled-data Losung nur der erste Wert der Steuerfunktion

u=up(& ) =1uy(& ) (3.19)

in der optimalen Steuerfolge o —1) iibernommen wird. Anschlieflend wird, wie in Abbil-
dung 3.2 veranschaulicht, der zu betrachtende Horizont [0, M - T] um die sampled-data Rate
T > 0 verschoben zu [T, (M + 1) - T7.

u u
Horizont Horizont
\I . ~
. | |
~ ! =1 —=1
Uiopny (&%) | | ~, |
— | T |
: | - |
. ! [ |
. | .
| ! M E !
I B
_— I | — |
. 1 | : L |
D— N — | — P o |
— t — t
T MT T M+D)T

Abbildung 3.2: Vorgehensweise des modellpriadiktiven Regelungsansatzes

Die zur Losung des sich daraus ergebenden neuen optimalen Steuerungsproblems notwen-
digen Anfangswerte der zeitkontinuierlichen und sampled-data Systeme ergeben sich durch
die Anwendung des iibernommenen ersten Wertes der optimalen Steuerfolge. Somit l&sst
sich eine optimale Steuerfolge fiir das neue optimale Steuerungproblem bestimmen und die
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beschriebene Vorgehensweise kann iterativ angewandt werden.

Die modellpradiktive Regelung (3.19) liefert daher ein statisches Zustandsfeedback, das dis-
kretisiert implementiert ist, so dass das closed-loop System folgendermaflen beschrieben wer-
den kann:

) = &), un(€(tr), 2(tr)), £(0) =&, t € [tr tura) (3.20)
w(t) = flz(t) u(z(t))), z(0)==z (3.21)
Ziel ist es nun zu zeigen, dass dieses System asymptotisch stabil und die mit Hilfe des mo-
dellpradiktiven Ansatzes bestimmte Regelung in angebrachter Weise suboptimal ist. Dabei

wiirde die asymptotische Stabilitét von (3.20), (3.21) die Existenz einer Funktion 5 € KL
geméf Definition 2.7 (ii) implizieren, weswegen Tracking, also

Jim l6(2) — 2(0)] = . (322)

moglich wire und so das gewiinschte Langzeitverhalten garantiert werden kann.
Explizit formuliert hat das Problem des modellpradiktiven Regelungsansatzes die Form
MPC

Bestimme u = wuy; (&, ) == @) (€, x), (3.23)

wobel

a{o,M—l]:Wg inf JXQ(&@)J@)W[O,MA]) (3.24)

Vlo,M—1]

unter

L (E(t), 2(t), vorr—) : Z/ﬁ w(t),v)dt + FEE ) 2(fy)  (3.25)

v, € U Yie{0,....,M—1} (3.26)
1) = fE),v), M) =¢, telttl,) (3.27)
#(t) = fle),ulz), =(t) == (3.28)

th = 94 G+5j-1)-T ,ie€{0,...,M}, j € N\ {0} (3.29)

Auf die Eigenschaften dieses Problems soll in den folgenden Kapiteln eingegangen werden.
Jedoch werden zunéchst verschiedene Ansétze zur Losung des dem modellpréadiktiven Ansatz
zugrunde liegenden optimalen Steuerungsproblems erortert.

3.4 Indirekte Verfahren zur Losung optimaler Steuer-
prozesse

Bei den indirekten Verfahren wird zunéchst analytisch der optimale Steuerprozess mittels
der notwendigen Bedingungen des Pontryaginschen Minimumprinzips in ein Randwertpro-
blem tiberfiihrt, das anschlieBend mit numerischen Methoden wie etwa Einfach-, Mehrfach-
Schieverfahren oder Kollokationsverfahren gelést werden kann.
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Bemerkung 3.11. Trotz der hohen Genauigkeit der Lisung und der leichten Uberpriifbar-
keit notwendiger Bedingungen werden diese Verfahren nicht mehr sehr hdufig eingesetzt, da
mit direkten Verfahren eine grifiere Problemklasse leichter abgedeckt werden kann und nicht
fiir jedes einzelne Problem die Vorarbeiten durchzufiihren sind, wie sie das Pontryaginsche
Minimumprinzip erfordert. Zudem entstehen Mehrpunkt-Randwertprobleme, wenn der opti-
male Steuerprozess beschrinkt ist, die weitere numerische Probleme verursachen.

Zentrales Hilfsmittel des Pontryaginschen Minimumprinzips ist die sogenannte adjungierte
Differentialgleichung:

Definition 3.12 (Hamiltonfunktion und adjungierte Variable).
Sei Ao € R und A € R™, dann heif$st unter Beachtung der Vereinbarungen zu den Definitionen
von (2.24), (2.26), (2.29) und (3.2)

H(x(t), A\ ult), t) = Ao - Lo(z(t), u(t)) + A" - f(a(t), u(t)) (3.30)

Hamiltonfunktion zu einem unbeschrdnkten optimalen Steuerprozess O CP.
Dabei wird N € R"™ adjungierte Variable oder Kozustand zu x genannt.

Okonomisch lisst sich die adjungierte Variable \;, j € {1,...,n}, als Schattenpreis interpre-
tieren, also nicht als Marktpreis, der fiir eine marginale zusétzliche Menge von x; zu zahlen
wére, sondern den Preis, den man bereit wére zu zahlen ohne dabei den Wert der optimalen
Wertefunktion zu édndern.

Die totale Auswirkung einer Steuerung u zu einem Zeitpunkt ¢ wird von der Hamilton-
Funktion beschrieben. Die Auswirkung kann dabei zerlegt werden in

e die Wirkung, die diese Steuerung mit dem vorliegenden Zustand x auf den Zustand
des Systems iiber dessen Dynamik f(x,u) haben (6konomisch entspricht dies der
Werténderung des Kapitalstocks) und

o den Effekt, der direkt mit L, in das Zielfunktional eingeht (die Profitrate).

Eine optimale Losung des Steuerprozesses OCP zur festen (freien) Endzeit ¢y zu finden
bedeutet, ein zuléssiges Funktionenpaar (z*, u*) zu bestimmen, so dass

J(x*u") < J(x,u) (3.31)

fiir alle zuléssigen Paare (z,u) zur (beliebigen) Endzeit ¢;(> 0) gilt. Dabei wird z* auch als
optimale Trajektorie und u* als optimale Steuerung bezeichnet.

Zur Berechnung einer optimalen Losung eignet sich diese Aussage allerdings nicht, da hierzu
das Zielfunktional fiir alle zulédssigen Losungen ausgewertet werden miisste. Daher werden
fiir unbeschrénkte optimale Steuerprozesse OCP die notwendigen Bedingungen des Pon-
tryaginschen Minimumprinzips verwendet.
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Satz 3.13 (Pontryaginsches Minimumprinzip - Notwendige Bedingungen).

Fiir eine optimale Losung (z*,u*) eines optimalen Steuerprozesses ohne Beschrinkungen
OCP mit Hamiltonfunktion (3.30) existieren eine reelle Zahl Ay > 0, eine stetige und stiick-
weise stetig differenzierbare Funktion X : [to,t;] — R™ sowie ein Vektor o € R, so dass
qgilt:

o (Ao, ANT(¢), o) # 0 Vt € [to, t/]
o An allen Stetigkeitsstellen t von u* in [to,tf] gelten
— Minimumbedingung

H(z* u*, A\ t) = mi(I}{H(x*,u, A1)} (3.32)
ue

— Adjungierte Differentialgleichung
AN = VY, H(x* u*, )\, t) (3.33)
o Transversalititsbedingung

Ato) = =V (Mo Ro(a"(to), " (t5)) + 0 - (@ (to), 2" (7)) (3.34)
Atr) = Vo Ro(a"(to), 2" (ty)) + 0" - (2" (o), 2" (t5)))" (3.35)

e [m Fall freier Endzeit gilt fir die optimale Endzeit t}

H(z*(£5), u™(£), \(£5), £) = 0. (3.36)

e Im Fall autonomer Probleme gilt

H(z", u*, \,t) = konstant Vt € [to,ty]. (3.37)

Der Beweis des Satzes ist in der Arbeit von L.S.Pontryagin, V.G.Boltjanskij, R.V.Gamkrelidze
und E.F.Miscenko [25] nachlesbar.

Die Idee des Minimumprinzips ist dabei die Konstruktion eines Systems von adjungierten
Differentialgleichungen, wodurch auch die indirekten Folgen einer Steuerung beriicksichtigt
werden und damit das Ergebnis minimiert wird. Ergebnis dieser analytischen Losung ist
ein Differentialgleichungssystem, das aus doppelt so vielen Differentialgleichungen besteht
wie das zugrunde liegende Kontrollsystem (2.24). Dieses entsteht aus der Minimierung der
Hamiltonfunktion zu jedem Zeitpunkt ¢ € [tg,?s] und der dementsprechenden Bestimmung
der adjungierten Differentialgleichung. Die Transversalititsbedingungen schliellich liefern
die zusétzlichen Randwerte, die zur Losung des Randwertproblems notwendig sind.

Bemerkung 3.14. Fir den modellpridiktiven Regelungsansatz wiirde dies bedeuten, dass
ein Mehrpunkt-Randwertproblem mit 4n Differentialgleichungen zu losen ist und zudem die
Unstetigkeitsstellen der Steuerung beriicksichtigt werden miissen.
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3.5 Direkte Verfahren zur Losung optimaler Steuer-
prozesse

Bei direkten Verfahren diskretisiert man den optimalen Steuerprozess und reduziert diesen
dadurch auf ein Optimierungsproblem, welches im Anschluss durch numerische Verfahren,
etwa SQP-Verfahren, gelost werden kann. Bei der Diskretisierung kann man zwischen ver-
schiedenen Implementierungen wéahlen. Hier soll im Kurzen auf die sogenannte volle Diskre-
tisierung und den rekursiven Ansatz eingegangen werden.

Zentraler Vorteil der direkten Verfahren ist die Tatsache, dass das optimale Steuerungspro-
blem nicht zuerst analytisch umzuformen ist, sondern dass man dieses direkt diskretisiert.
Somit sind keine Vorkenntnisse der optimalen Steuerungstheorie, insbesondere der Struktur
der Losung und Schétzungen kritischer Punkte erforderlich. Ebenso kann auf die Berechnung
der adjungierte Differentialgleichung verzichtet werden, die aber ex post nachgeholt werden
kann.

Hierbei soll ein allgemeineres Problem betrachtet werden, als dies eigentlich fiir das modell-
pradiktive Regelungsproblem nétig wire. Dazu werden die sogenannten Steuerbeschrankun-
gen u(t) € U, t € [ty,ts] in allgemeinerer Form iiber den Vektor der Beschrankungen aufge-
nomimen.

Definition 3.15 (Vektor der Beschrinkungen).
Sei s €N, s > 1 und c(x(t),u(t)) = (cr(x(t),u?)),...,c(z(t),u)).

(1) Seick:R*xR™ — R firke{l,...,s}. Dann heiffen die Funktionen cy mit
cp(x(t),u(t)) <0 Vit e [to,ty] (3.38)
gemischte Beschrinkungen.
(2) Seic,:R™ =R firk e {l,...,s}. Dann werden Beschrdinkungen der Form
cp(z(t)) <0Vt e [to, ty] (3.39)
Zustandsbeschrinkungen genannt.

(3) Seien sy, S.,8 €N, s:= 8, + 5, und ¢ : R* x R™ — R® mit

Jea(@(®),u(t), k=1,... 5m,
enlo(t), ult)) = {ck(az(t)), k—sm+1,... s (3.40)
Dann wird
c(z(t),u(t)) <0 Yt € [t ty] (3.41)

Vektor der Beschrdnkungen genannt.
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Fiir den optimalen Steuerprozess bedeutet dies, dass neben den Steuerbeschrinkungen nun
auch Beschriankungen an den Zustand und gemischte Beschrankungen an Zustand und Steue-
rung vorliegen kénnen. Die Ordnung einer Beschrankung wird dabei wie folgt definiert:

Definition 3.16 (Ordnung einer Beschrinkung).

Seip € N* mit 0 < p; < Pz, wWobel Prgr € N mit Py == max(p; : ¢ = 1,...,5) gesetzt
wird. Weiter sei f eine CPmer-Funktion. Dann heifit p; die Ordnung der Beschrdnkung c;
beziiglich der Differentialgleichung ©(t) = f(x(t), u(t)) mit

{0 ie{l,... sn}

o . . (3.42)
p: p ist Ordnung der Funktion ¢; i € {s,, +1,...,s}.

pi =

p heifit dabei Ordnung der Funktion F : R™ — R beziiglich der Differentialgleichung &(t) =
F((t), u(t)), falls

V.F' = 0, i=0,...p—1 (3.43)
Vu FP # 0 (3.44)

fiir CP-Funktionen F': R — R, die sich rekursiv definieren durch:
FO=F, F'=V,(FY)f, i=1,...,p. (3.45)

Da fiir das zu betrachtende Problem der modellpradiktiven Regelung eine einheitliche sampled-
data Rate einzuhalten ist soll hier die Diskretisierung dquidistant auf einem Gitter der Stufe
n erfolgen, das wie folgt definiert ist:

Definition 3.17 (Gitter der Stufe 7).
Gegeben sei ein Intervall D = [tg,t;] C R mit —oo < tg < t; < oo, ng € N fest, l; :=ng - 2"

und hy = %, n € N. Dann wird die Menge

Dﬁ = {yj ER‘yj =1 —|—jhﬁ,j = 17lﬁ} (346)
als Gitter der Stufe n auf D bezeichnet.

Bemerkung 3.18. Fir die Anwendung auf die vorliegende Problemstellung (3.24) unter
(3.25), (3.26), (3.27), (3.28) und (3.29) setzt man dabei ng = M, da auf Grund der mdégli-
chen Unstetigkeit der Steuerung 12{07M_1] € U an den Stellen t,, = k-T, k € {1,...,M},
k € N, zur Vermeidung von Fehler bei der numerischen Integration die dquidistante Diskre-
tisierung der sampled-data Rate T angepasst werden sollte.

Bemerkung 3.19. Die Lisung liegt nach einer Diskretisierung nur noch an den isolierten
Gitterpunkten vor und Werte zwischen diesen diskreten Punkten konnen lediglich approxima-
tiv bestimmt werden. Zudem fihrt die Diskretisierung zu Problemen beziiglich der Stabilitit,
der Konvergenz und insbesondere der Genauigkeit.
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3.5.1 Losung mittels voller Diskretisierung

Da es sich aus numerischer Sicht empfiehlt ein optimales Steuerungsproblem mit Zielfunk-
tional in Mayer-Form zu berechnen, soll bei der Erlauterung der verschiedenen Diskreti-
sierungsarten auf diese spezielle Form zuriickgegriffen werden. Da die Probleme &dquivalent
ineinander iiberfithrbar sind stellt dies zudem keine Einschrinkung dar. Es wird nun die
allgemeine Vorgehensweise der Diskretisierungsansétze erlautert.

Die Diskretisierung muss dabei nicht dquidistant sein, zur Vereinfachung der Darstellung
wird hier allerdings ein dquidistantes Gitter verwendet. Es sei N; € N, N; > 0 die Zahl der
Diskretisierungsstellen und

tr—t
nER,i=1,.. N, mit n:t0+h-(z‘—1),¢:1,...,Nt,h:H (3.47)
-

seien #dquidistante Gitterpunkte. Die approximierten Werte z(7;) € R™ und u(r;) € R™
werden mit 2 und u’ bezeichnet. Somit kann der optimale Steuerprozess OCP mit Be-
schrinkungen der Form (3.41) mittels des Euler-Verfahrens durch

Minimiere  Jo(z,u) = do(at, 2™) (3.48)
unter xitt =2'+h-fla'u),i=1,..,N,—1 (3.49)
P(at, aM) =0 (3.50)

c(zt,u’)y <0,i=1,.., N, (3.51)

approximativ ersetzt werden.
Dies kann auch als nichtlineares Optimierungsproblem dargestellt werden, wobei

2= (24 . 2™ et u™M) eRY N, €N, N, = (n+m)-N, (3.52)
die neue Optimierungsvariable darstellt. Bezeichnet man die Anzahl an Gleichungsnebenbe-

dingungen mit Ny € N und die der Ungleichungsnebenbedingungen mit N; € N, dann hat
das nichtlineare Optimierungsproblem folgende Form:

Minimiere F(z) = ®o(a', 2™) (3.53)
(=™ 2t + b f(af )iz N
Pzt ™)
unter G(z) = c(z,ul) € RNVetNr(3.54)
c(z™t, u)
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3.5.2 Losung mittels eines rekursiven Ansatzes

Es gelte wieder (3.47). Die approximierten Werte z(7;) € R™ und u(7;) € R™ werden weiter
mit z° und u® bezeichnet. Jedoch wird hierbei der Optimierungsvektor

Z = (x17u17"'7uNt)ERNz 5 Nz:n+mNt (355)

verwendet, wobei mit z! lediglich der Anfangswert in z dazu aufgenommen wird, um rekursiv
mit der Euler-Approximation die Zustandstrajektorie

ot (z) =2t TN(2) =2 (2) + h- f(2(2),u"),i=1,...,N,—1 (3.56)

berechnen zu kénnen. Die Anzahl an Gleichungsnebenbedingungen wird mit Ng € N und die
der Ungleichungsnebenbedingungen mit N; € N bezeichnet. Das neue nichtlineare Optimie-
rungsproblem, das man damit aus dem optimalen Steuerprozess OCP mit Beschrinkungen
der Form (3.41) erhilt, hat folgende Form:

Minimiere — F(z) = ®g(z'(2), 2™ (2)) (3.57)
¢($1(1Z)»1‘Nt1 z))
unter G(z) = el (=), ) c RNe+ N1 (3.58)

mitNE:T, NE+N[:]€Nt+T

Bemerkung 3.20. Sowohl die Anzahl der Optimierungsvariablen als auch die Anzahl der
Nebenbedingungen verringern sich bei diesem Verfahren drastisch. Die Zustandsvariablen
jedoch sind jetzt Funktionen der diskreten Steuervariablen.

Da es sich beim Ergebnis der vollstandigen Diskretisierung wie des rekursiven Ansatzes um
ein Optimierungsproblem handelt, kénnen entsprechend bekannte Routinen zum Einsatz
kommen. Als besonders geeignet haben sich dabei die sogenannten SQP-Verfahren erwiesen.

Bemerkung 3.21. Um ein Gitter der Stufe 0 zu implementieren und dieses zudem auf
die Unstetigkeitsstellen der Steuerung im vorliegenden Problem abzustimmen ist dabei Ny =
M + 1 zu wdhlen.

Daraus ergibt sich das Problem, dass h = T qilt, wobei es das Ziel des modellpridiktiven
Regelungsansatzes ist, dass T mdglichst grof§ ist. Bei beiden Ansdtzen ist es allerdings wichtig,
dass die Differentialgleichung méglichst exakt gelost wird, h also klein sein muss. Um die
Optimierungsvariable und die Anzahl der Nebenbedingungen nicht zu vergréfiern, wie dies fiir
ein Gitter der Stufe n > 0 geschehen wiirde, kann hierzu eine Schrittweitensteuerung auf den
Intervallen [1;,7i11) der Lange T' fiir 7; aus (3.47) verwendet werden. Fiir die entsprechende
Theorie sei dazu auf Kapitel 5 des Buchs von P.Deuflhard und F.Bornemann [3] verwiesen.
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3.5.3 Konvergenz der Euler-Diskretisierung

Nach der Darstellung der Diskretisierung sollen an dieser Stelle notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Optimalitét eines optimalen Steuerungsproblemes gezeigt werden, da
die daraus resultierenden Ergebnisse wesentliche Voraussetzungen fiir den Konvergenzbeweis
diskretisierter optimaler Steuerprozesse darstellen.

Bemerkung 3.22. Die Konvergenz ergibt sich dabei fiir Schrittweiten h — 0, die Pro-
blemstellung erfordert es aber h =T zu setzen, welches mdglichst grofs gewdhlt werden soll.
Die Konvergenz der Euler-Diskretisierung rechtfertigt jedoch den verwendeten Ansatzpunkt
direkter Verfahren.

Hierfiir soll das Problem OCP

Minimiere Jo(z,u) = Do(z(ty)) + /0 ' Lo(z(t),u(t))dt
unter x(t) = f(x(t),u(t)), fir fast allet € [0,t/]
H0)  =w. lalty) =0

c(z(t),u(t)) <0, fir fast allet e [0,tf]

betrachtet werden mit Funktionen ¢ : R* — R", ¢ : R" x R — R?® &, : R* — R,
Ly :R"xR™ - Rund f:R"” x R" — R".
Die optimale Losung werde mit (x*, u*) € W1*°(0,t5;R™) x L>(0, t7; R™) bezeichnet, wobei

Whe(tg, t; R") = {x € L™®(t, t;; R")|& € L®(to, ts; R™)} (3.59)
der Sobolev-Raum mit geeignetem Banach-Raum

L>(to, ts; R™) = {x : [to, ty] — R"|z ist Lebesque messbar, ||z[|ze (., < 00}, (3.60)

[l oo ito.£7) = €58 SUDpzg 7 [l (3.61)

ist. Fiir dieses Problem lassen sich die notwendigen Bedingungen mittels der erweiterten
Hamilton-Funktion formulieren:

Definition 3.23 (Erweiterte Hamiltonfunktion).
Seten A\g € R, A € R® und p € R®. Dann heifit

H(x, A\ i, t) == No - Lo(x,u,t) + AT - f(a,u,t) + pb - el u) (3.62)
die erweiterte Hamilton-Funktion zum optimalen Steuerprozess O CP.

Zusammengefafit prisentieren sich die notwendigen Bedingungen beschriankter optimaler
Steuerprozesse in dhnlicher Form wie im Pontryaginschen Minimumprinzip. Dazu definiert
man den Funktionenraum C*(U) wie folgt:

C*(U) = {u : U — R|u ist k-mal stetig differenzierbar} (3.63)
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Als Randstiick der k-ten Komponente ¢ (z,u) wird ein Teilintervall [ti,t5] C [to,tf] be-
zeichnet, fur das cg(x(t),u(t)) = 0 fir alle t € [t1,t5] gilt. Verbindungspunkte heiflen da-
bei die Punkte ¢, to € R, wenn ein 6 € R, § > 0 mit ¢ (z(t; —€),u(t; —e)) < 0 und
cr(z(ta+e),u(ta+¢€)) < 0 fir alle e €]0, J[ existiert. Fallen dabei die Verbindungspunkte des
Randstiicks der k-ten Komponente ¢ (z,u) zusammen, dann nennt man ¢; Kontaktpunkt
der k-ten Komponente.

Theorem 3.24 (Erweitertes Minimumprinzip).

x*(t) und u*(t) seien die optimale Losung eines autonomen optimalen Steuerprozesses O CP
mit einer Beschrinkung der Ordnung p. Weiterhin seien f und Jy C?P-Funktionen und die
beiden folgenden Bedingungen seien erfiillt:

e Die Gleichung ?(z,u) = 0 ist eindeutig auflisbar nach v = u(x) mit einer CP-
Funktion u(z).

o Auf jedem Randstiick [t1,ts] gilt fir die Randsteuerung u(t):

Vo (@) (2(t),ut)) £ 0 , t € [t ta] (3.64)

Auferdem gelte: u*(t) € int(U) firt €]ty,ta]. Dann existieren

.)\020,>\0€R

A 1 [0,t7] — R™ eine stickweise stetige und stickweise stetig differenzierbare (adjun-
gierte) Funktion

e 0 cR"

po: (0,8 — R stickweise stetige Multiplikatorfunktion

e v(t;) >0, v(t;) € R in jedem Verbindungs- oder Kontaktpunkt t;
so dass die folgenden Aussagen gelten:

o An allen Stetigkeitsstellen t von u* in [0,tf] sind die beiden Bedingungen erfillt:
— Minimumbedingung

H(x* X\, p,u*) = min H(z*, X\, g, u) = konstant (3.65)

uelU

— Adjungierte Differentialgleichungen und Transversalitdtsbedingungen
A = —V,H(z* \ p,u¥) (3.66)

Mtg)" = XV ®(z"(tg)) + o Voo (2™ (ty)) fir e(a*(tp),u'(tr)) <0 (3.67)
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o Fiir alle t € [0,tf] gilt
u(t) =20, p)e(z®,u’) =0 (3.68)

e In jedem Verbindungs- oder Kontaktpunkt t; gelten (im Falle reiner Zustandsbeschrdnkun-
gen) die Sprungbedingungen

AT = ()T = V7 (1) Ve (1)), (3.69)

(2

Bei gemischten Beschrinkungen sind die adjungierten Variablen stetig in [0,tf], d.h.
es ist v(t;) = 0.

e Bei freier Endzeit gilt

H(x™(ty), A(ty), ulty), u*(ts)) = 0. (3.70)

Ein Beweis dieses Satzes findet sich fiir eine gemischte Beschrénkung in dem Buch von
L.W.Neustadt [24] und im Fall von Zustandsbeschrankungen in der Arbeit von H.Maurer
[17]. Dabei bezeichne int(U) das Innere von U.

Die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen des beschriankten optimalen Steuerungsproblems
lassen sich dabei wie folgt zusammenfassen. Fiir einen Beweis sei in der Literatur auf die
Arbeit von H.Maurer und S.Pickenhain [18] verwiesen. Zur leichteren Lesbarkeit werden die
Voraussetzungen des Satzes danach in kompakter Form dargestellt.

Satz 3.25 (Hinreichende Optimalititsbedingungen).

Funktionen X\ : [0,tf] — R"™, p : [0,t5] — R und ein Multiplikator p € R" sollen derart
existieren, so dass die notwendigen Optimalitdtsbedingungen des Satzes 3.24 erfillt sind mit
o = 1 und zudem die Voraussetzungen (V.1) - (V.6) fiir den Steuerprozess OCP fiir ein
Paar (z*(t),u*(t)) gelten. Dann ist (x*(t),u*(t)) eine optimale Lésung und es existieren
Konstanten ¢ > 0 und ¢ > 0, €,¢c € R, so dass fir alle zuldssigen Funktionen (z,u) €
B.(z*,u*) mit

Be(x",u") = {(z,u) € L=([0,,, R™™)| [|(,u) = (2", u") [l < £} (3.71)
die Ungleichung
Tolyw) > Jo(a,u) + e {1 w) — (2w + [ @(0), (k) — (2 (0), ()2} (3.72)
qgilt.
Die Voraussetzung (V.1) - (V.6) sind dabei:
(V.1) Die Funktionen Ly(.,.), ®o(.), f(.,.), ¥(.) und ¢(.,.) seien zweimal Fréchet differen-

zierbar beziiglich aller Argumente. Die Fréchet Differenzierbarkeit einer Funktion F'
impliziert die Existenz eines linearen Operators A : X — Y, so dass

F(x+h)=F(z)+ Ah+r(h) (3.73)

mit ||7(h)|y - [|h||x" — O gilt fiir ||A]|x — 0. ||.||z bezeichnet dabei die Norm auf dem
Raum Z.
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(V.2) Es gibt eine lokal zuléssige Losung
(z*,u*) € CH(0,tp; R™) x C(0,¢;R™).

(3.74)

Fir [ :={1,...,s}, s € Ny und 7 € R mit 7 > 0 sei folgende Nahebedingung zu einer

Beschrankung eingefiihrt:

L(t) = {iel|e(z*(t),u"(t)) > —m7},
w(t) = #(),

G(t) = Vaei(a™(t),u (1), i€ Ix(t),
ar(t) = V(™ (t),u"(t)), i€ L(t).

(V.3) Es existieren Konstanten 7,3 € R, 7 > 0 und 3 > 0, so dass

ez @] = Bll=ll
fiir alle z € R=(® und fast alle ¢ € [0, ;] gilt.

(V.4) Fiir v(t) € R™ und jedes e € R" habe das Randwertsystem

g(t) = At)y(t) — B(tyo(t),
0, Vuyp(a™(ty))y(ty) = e
mit
) = f(sc*(t),u*(t»,
FA(8) = V(O Vue™ ()" (Vu™ (1) Vuc™(0)) ' Vac™ (1),
Bt) = Vu.f*(t) [Id V. ()T (vucﬂ(t)vucﬂ(t)T)‘lvucﬂ(t)}
eine Losung v(.).

Fiir die Bedingungen (V.5) und (V.6) werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
Fir o >0, a € R, sei I¢(ty) := {i € Io(t)|(p*)i(t) > o}, womit fiir i € I$(1)

Ve (t) = Vea(z*(t),u" (1)),
Vueo(t) = Vyue(x*(t),u*(t))

definiert wird.
(V.5) Es gebe ein v € R mit v > 0, so dass fiir
B () o= A (2), A0), ), " (1)
die Legendre-Clebsch-Bedingung
VIVEH (to > Allv])?,
fiir alle v € R™ mit V,é*(t)v = 0 gilt.

(3.84)

(3.85)
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(V.6) Fiir v(t) € R™ und y(¢) € R", die die Bedingungen
y(t) = Vo f (®)y(t) + Vuf @v(t), y(0)=0 (3.86)
0 = V.e*(t)y(t) + Ve (t)v(t)
erfiillen, gilt
Yy (VL) VEE®)Y (v(t) r
[ (0) (i vii) (e senmen >0 es
und zudem
Vath(@™(t5))y(ty) =0 (3.89)
m@bdl‘:zVi(@@ﬁ@ﬂ)+¢fTw@ﬁ@D>iﬁ.

Nun sei die Euler-Diskretisierung des optimalen Steuerungsproblems OCP angegeben. Dafiir

beschreibe h = %, N; € N, fiir t; = 0 den Gitterabstand, der als Parameter der Approxi-

mation behandelt werden soll. Somit erhalt man das Gitter
ti+1:ih, Z:O,,Nt—l (390)

Der Raum L§°(0,ts;R™) sei fiir festes h auf [0,tf] definiert als der Raum der stiickweise
konstanten Funktionen v,

’U(t) = U(tl) firt € [tz, ti—i—l) , 1=1,...,N;,— 1. (391)
Die zugehoérige Norm ist
||| = max{|v(t;)|: i=1,..., Ny — 1}. (3.92)
Mit W,(0,t;; R™) wird zudem der Raum der stiickweise linearen Funktionen
tiv1) —yli) . ,
y(t) = y(tl) —+ (t — tl)w firt e [tiytiJrlL 1= 1, ce ,Nt —1 (393)

eingefiithrt und mit der Norm

:i:l,...,Nt—l} (3.94)

o)l H y(tz‘+1)h— y(t;)

nmuwznmx@w

versehen. Die Euler-Diskretisierung lasst sich dann wie folgt darstellen und wird mit OCPy,
bezeichnet:

Ne—1
Minimiere Jo(zp, un) = Po(zn(ty)) + h > Lo(zn(ts), un(ts))
=0

unter — z (tig1) + 2 () + hf (2 (6), un(t;)) 0, i=1,....,N,—1
r—uzp(t;)) = 0
¢(an(ty,)) = 0
c(axp(t),un(t)) < 0, i=1,...,N;
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Da OCP,, ein Optimierungsproblem darstellt sei zunichst auf die Losungstheorie dieser
Probleme verwiesen, die im anschlieenden Abschnitt genauer behandelt wird. Danach lasst
sich die Lagrange-Funktion mit Hilfe der Multiplikatoren \, € Ly°(0,t;;R"), 9, € R",
on, € R" und py, € Li2(0,t5; R®) angeben als Funktion

L:W,20,t5R™) x L0, R™) x L°(0, 15, R™) x R™ x R” x Li°(0,t5;R*) — R, (3.95)

Ni—1

L(@n, wn, My O ons pn) - = D(an(t,)) +h Y Lo(@n(t:), un(t:)
i=0

3 Mt (nltin) a0 + R () (1)
+97 (z — 2 (1)) + ol b (zn(ty,))

+h Zt () c(an(t;), un(ts)). (3.96)

Die Auswertung der KKT-Bedingungen, auf die bei der numerischen Losung optimaler Steu-
erprozesse explizit eingegangen wird, ergibt folgende Resultate:

M (tiv1) — An(ti 5 ;
n( +1)h ( )+Vxﬁ(mh(ti),uh(ti),/\h(ti+1),,uh(tz‘)) = 0,¢e=1,...N,—1(3.97

(3.97)

Au(t) =0 = 0 (3.98)

—Mn(tn,) + Va(®(a(tn,) + opd(za(ty,) = 0 (3.99)
Vo H (), wn(t:), A (tis), pn(t:)) = 0, i=1,... N, —1(3.100)

Damit kann das Hauptergebnis dieses Abschnittes formuliert werden:

Satz 3.26 (Konvergenz der Euler-Diskretisierung).

Es seien die Voraussetzungen (V.1) - (V.6) erfillt. Dann existiert einn € R, n > 0, so dass
es fir jede Schrittweite h < n einen lokal eindeutigen KKT-Punkt (xp, un, An, On, On, fin)
des diskretisierten optimalen Steuerungsproblems OCP), gibt und die Aussagen

|zn — 2710 < U[A] (3.101)
lup — u*|loe < U'[R] (3.102)
(A =N l100 < U]A] (3.103)
|9, — 0% < Ul|n] (3.104)
lon, — o[ < Ulh] (3.105)
ln — 1o < UlR] (3.106)

fiir eine von h unabhdngige Konstante I' > 0 gelten.
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Fiir den Beweis sei auf die Arbeit von K.Malanowski, Ch.Biiskens und H. Maurer [16] ver-
wiesen.

Bemerkung 3.27. Auffallend ist dabei, dass das Ergebnis unabhdingig ist von Nichtdiffe-
renzierbarkeitsstellen.

Bemerkung 3.28. Um eine Verbesserung bei der Zustandsapproximation zu erreichen las-
sen sich andere Verfahren wie etwa Runge-Kutta-Verfahren anwenden. Die Tatsache, dass
diese jedoch interpolierte Werte der Steuerung an ihren Stiitzstellen bendtigen, stellt fiir den
vorliegenden Fall keine Einschrinkung dar, da innerhalb eines zu betrachtenden Intervalls
auf Grund der Wahl der Diskretisierung nur konstante Funktionen vorliegen.

Bemerkung 3.29. Die Handhabung steifer Differentialgleichungen erfordert die Verwen-
dung tmpliziter Loser oder Verfahren hoher Ordnung bei kleinen Schrittweiten. Um diese
Genauigkeitsproblematik zu umgehen kann auch die bereits erwihnte Implementierung einer
Schrittweitensteuerung verwendet werden.

3.6 Numerische L6sung optimaler Steuerprozesse

Das bekannteste Hilfsmittel zur analytischen Losung differenzierbarer nichtlinearer Opti-
mierungsprobleme sind die sogenannten Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen. Diese Probleme
haben dabei die Form NLP

Minimiere  F(z) (3.107)
unter G,(z) =0, i=1,..,Ng (3.108)

mit 2 € RY>, Ng, N; € N, F: RY> — R und G : RY> — RY¢, N; = Np + N;. Hierbei wird
die Funktion F als Zielfunktion und die Vektorfunktion G als Nebenbedingung bezeichnet.
Fiir dieses Problem definiert man die zuldssige Menge wie folgt:

Definition 3.30 (Zulissige Menge).
Die Menge

SZ:{ZERNZ ’ GZ(Z):O,’L:LNE,
Gi(2) <0, i=Ng+1,...Ng} (3.110)

wird Menge der zuldssigen Punkte oder zulissige Menge genannt. z € S heifit dabei zuldssiger
Punkt.

Bemerkung 3.31. Allerdings stellt schon allein die Gréfle des durch die Diskretisierung
entstandenen Optimierungsproblems ein derartiges Hindernis dar, dass nur mehr eine nu-
merische Ldsung in Frage kommdt.
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Jedoch beruhen auch die meisten numerischen Losungsverfahren fiir nichtlineare Optimie-
rungsprobleme wieder auf der Auswertung der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, die sich
wie folgt darstellen:

Satz 3.32 (Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen).

Sei F' differenzierbar und G stetig differenzierbar beziiglich z in einer Umgebung N der
Minimalstelle z* € R™= des nichtlinearen Optimierungsproblems NLP, dessen Lagrange-
Funktion L : RM> x RN¢ — R definiert ist durch

L(z,n) == F(2) +n7G(2) (3.111)
mit n € RN¢. 0 wird dabei auch Lagrange-Multiplikator genannt. Weiter sei

I(z") = {i € {Np+1,...Ng+ N} Gi(z*) =0}, (3.112)
J(z*) = I(z)U{l,...Ng}. (3.113)

(1) Ist z* regulir, d.h.

o V.G1(2%),...,V.Gn,(z") sind linear unabhingig,
e Jv e RY\{0} mit

V.Gi(z")v < 0,i€l(z"), (3.114)
V.Gi(zV = 0,i=1,.. Npg, (3.115)
so gibt es n € RN¢ mit
V.L(z*,n) = nV.F(z*)+n'V.G(z*) =0, (3.116)
ni > 0,4i€l(z%), (3.117)
mo= 0,idJ(z). (3.118)

(2) Ist z* normal (oder streng regulir), d.h. V.G;(z*) sind linear unabhingig ¥V i € J(z*),
so gilt (1) und der Lagrange-Multiplikator n ist eindeutig bestimmit.

Der Beweis dieses Satzes kann in den Biichern von R.Fletcher [5], Kapitel 9.2, oder P.E.Gill,
W.Murray und M.H.Wright [6], Kapitel 3.4, nachgelesen werden.

Als kritischen oder auch KKT-Punkt bezeichnet man einen zulissigen Punkt z* € R™=, der
zusammen mit einem Multiplikator n € RY¢ die KKT-Bedingungen erfiillt. Fiir Optimie-
rungsprobleme lassen sich zudem hinreichende Bedingungen angeben, deren Beweis in Ka-
pitel 9.3 des Buchs von R.Fletcher [5] oder in Kapitel 3.4 des Buchs von P.E.Gill, W.Murray
und M.H.Wright [6] enthalten ist.
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Satz 3.33 (Hinreichende Optimalititsbedingungen).
Es sei z* € RN ein zuldssiger Punkt von NLP und weiter sei z* normal. F sei zweimal diffe-

renzierbar beziiglich z und G sei zweimal stetig differenzierbar beziiglich z in einer Umgebung
N(z*) C RM=. Der Kegel C sei definiert durch

C:={veRY | V.Giz")w <0, i€ l(z), fallsn; =0,
V.Gi(z")v =0, 1 € I(z"), fallsn; >0,
V.Gi(z")v=0,1=1,..,Ng} (3.119)

(1) Notwendige Bedingung zweiter Ordnung
Ist z* eine lokale Minimalstelle von NLP, so gibt es eindeutig bestimmte Zahlen n; :
n € R, 1€ {l,..., Ng} mit

n>0,i€l(z*)undn, =0,1i ¢ J(z*) (3.120)
V.L(z*,n) =0 (3.121)
vIV2L(2*,n)v >0, Yv € C\{0} (3.122)

(2) Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung
Es gebe Zahlen n; € R, i € {1, ..., Ng} mit

n; >0,i€I(z") undn; = 0,0 ¢ J(z*) (3.123)
V.L(z*,n) =0 (3.124)
vIVEL(z*,n)v > 0, Yo € C\{0} (3.125)

Dann gibt es € > 0 und eine Konstante ¢ > 0, c¢,e € R mit

F(2) > F(z*) + ¢z — 2| firz € O, ||z — 2*|| < e. (3.126)

(3) Strenge hinreichende Bedingung zweiter Ordnung
Es gebe Zahlen n; € R, i € {1,..., Ng}, so dass die hinreichenden Bedingungen zweiter
Ordnung mitn; > 0 Vi € I(z*) erfillt sind. Dann gilt die Aussage ebenso und der Kegel
C wvereinfacht sich zu

C = Kern(V,G;(2) : i€ J(z")). (3.127)

Bemerkung 3.34. Die notwendigen Optimalititsbedingungen unterscheiden sich lediglich
durch die bei den hinreichenden Bedingungen geforderte positive Definitheit in (3.125) von
diesen.

Bemerkung 3.35. Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung erlauben Einblicke in
die Sensitivitdt der optimalen Losung bei Storungen.
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Da in der Praxis besonders bei hochdimensionalen nichtlinearen Optimierungsproblemen die
sogenannten SQP-Verfahren sich als stabil und effektiv erwiesen haben und zur numerischen
Losung des modellpriadiktiven Problems die Routine 'EO4UCF’ der Nag benutzt wird, die
im Wesentlichen auf den Arbeiten von P.E.Gill, W.Murray und M.H.Wright [6] basiert, soll
hier im Kurzen auf die Funktionsweise dieses Verfahrens eingegangen werden.

Annahme 3.36. FEs wird dabei vorausgesetzt, dass die Funktionen F und G hinreichend

oft differenzierbar in einer ausreichend grofien Umgebung N(z*) der lokalen Minimalstelle
2* € RM: sind.

Eine weitere Vereinfachung wird durch die notwendigen (und hinreichenden) Bedingungen
moglich gemacht, denn auf Grund der Aussage n; = 0, ¢ ¢ J(z) miissen nichtaktive Neben-
bedingungen bei der Auswertung nicht beachtet werden. Daher kann man sich ausschliefllich
auf Probleme mit Gleichungsnebenbedingungen beschrinken, wobei der Vektor der aktiven
Nebenbedingungen

G = (Giicsz), Mo €ERY | N, :=1tJ(z) (3.128)

fiir zuldssige Punkte z € S dem Rechnung tragt.

Die prinzipielle Idee aber liegt in der Generierung und Losung quadratischer Unterprobleme,
sogenannten QP-Problemen, die lokal eine Ndherung des Ausgangsproblems NLP darstel-
len.

Definition 3.37 (Quadratisches Unterproblem).

Mit B! sei eine geeignete Approzimation der Hesse-Matriz der Zielfunktion gegeben. Weiter
[K]

sei 2Kl € RN+ eine Néiherung der Optimallosung z* € RN=. Dann nennt man
Minimiere 1
(K] Zp7 gkl
» € RY: V.F(z")p+ 5P B%p (3.129)
unter  G(z") + v.G*(zFp =0 (3.130)

quadratisches Unterproblem des nichtlinearen Optimierungsproblems NLP und p* € RN
Suchrichtung der SQP-Iteration.

Bemerkung 3.38. Die Bedingung, dass z¥ € RN eine Niherung der Optimallisung
2* € RN+ sein soll, ist in der Praxis dabei sehr problematisch. Dies riihrt daher, dass die Op-
timierungsvariable zumindest aus dem Anfangszustand und der Steuerung besteht und eine
Startlosung der Steuerung fir das vorliegende Problem nur sehr schwer zu erhalten ist.

SQP-Verfahren lassen sich in Haupt- und Nebeniterationen aufteilen, die sequentiell ab-
gearbeitet werden. Dabei wird in der Hauptiteration mittels Newton- oder Quasi-Newton-
Verfahren eine Folge (z!*1) berechnet durch

R RN ) (3.131)
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Darin beschreibt z* den aktuellen Zustand der Néherung, al¥! die Schrittlinge und p¥ die
Suchrichtung, die mit der Nebeniteration als Losung des QP-Unterproblems bestimmt wird.
Fiir genauere Ausfithrungen zu Newton- und Quasi-Newton-Verfahren sei an dieser Stelle
auf Kapitel 3 der Arbeit von Ch.Biiskens [2] verwiesen.

Bemerkung 3.39. Da die Berechnung der Hesse-Matrix sehr aufwendig ist und die Ver-
wendung einer einmal berechneten Hesse-Matrix tiiber mehrere Iterationsschritte zu grofsen
Fehlern fiihren kann verwendet man eine sogenannte Quasi-Newton-Korrektur mittels der
BFGS-Formel, die explizit im abschlieffenden Algorithmus aufgefiihrt ist.

Zur Ermittlung der Schrittlinge o/*l wird eine sogenannte Bewertungsfunktion, auch Merit-
Funktion genannt, eingefiihrt. Diese besteht immer aus der Lagrange-Funktion und einem
additiven Ausdruck, wobei die Bewertungsfunktion nicht zwingend differenzierbar sein muss.
In der Literatur finden sich sowohl differenzierbare wie auch nichtdifferenzierbare Funktionen,
die hierfiir benutzt werden konnen. In 'EO4UCF’ wird dabei folgende Bewertungsfunktion
angewandt:

N,
1 a
L(z,m.p) = L(z.0) + 5 Y 0G5 (2) (3.132)
j=1

Bemerkung 3.40. Durch die Wahl der Schrittlinge olF) mittels

LM )~ min LM+ alfpit M, p) (3.133)

o<alkl<1

reduziert die Bewertungsfunktion allerdings die natirliche Schrittlinge des Newton-Verfahrens
a® =1, jedoch ist zu erwarten, dass o¥ in der Néihe der optimalen Lisung niherungsweise

1 betrigt. Auferdem muss beachtet werden, dass beim Abstieg entlang der Suchrichtung pl¥!

Beschrankungen aktiv werden kénnen.

Somit ergibt sich folgender Algorithmus, die sogenannte Strategie der aktiven Mengen:

1. Wihle zuldssiges 2z[% € R bestimme die Indexmenge der aktiven Nebenbedingungen
A©® und setze k € R auf k = 0.

2. Berechne Suchrichtung pl¥! durch Losen des QP-Unterproblems. Ist p/* = 0 die Losung,
dann gehe zu 3., sonst gehe zu 4.

3. Da pl¥l = 0 ist, 16st 2/ das Problem
1
Minimiere V. F (2 4 E(z[k})TB[k}z[k} (3.134)
unter  Gi(z")y =0, ie AM, (3.135)
Berechne den zugehorigen Lagrange-Multiplikator nz[k] , i € A durch

—V.GHplH = BRI g f (M) (3.136)
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wobei GIFl = [G;(2")] , i € AM Vektor der aktiven Nebenbedingungen ist. Wihle j,
so dass 7, = min,e gkin\ 1) nik .

Wenn nj[»k] > 0, dann beende mit z* = 2Ik,

Sonst setze AFl = AKI\ {5} und gehe zu 2.

4. Da p* £ 0 setze 2FH1) = 28 4 olFlplkl mit

o = min(a", aly | (3.137)

bei al!l = i — 3.138
wopera i: VZG}(I;%g)p[kko VzGi(Z[k} )p[k] ( )

und al* aus (3.133). Ist o < &M, dann setze AF+1 = Al U p, wobei p € {i :
V.G (pl* < 0} Minimum fiir @*), sonst setze AF+1 = Ak,
Bestimme Approximation der Hessematrix neu mit BFGS-Formel:

(k) (y YT BlkI glK] (5[K1)T Blk]
B+ = Bl Zs[k](;%?k] - (s[k])ﬁB[k)ls[kl (3'139>
mit sl — o+ _ (3.140)
A = v, Lz plkly — 7, L2 )y (3.141)

Setze k = k 4 1 und gehe zu 2.

Bemerkung 3.41. Nachteilig an dem Verfahren ist offenkundig die Verwendung einer le-
diglich approrimativen Hessematriz. Wiirde an dieser Stelle die exakte Hessematrix verwen-
det werden, so entspriche es dem Newton-Verfahren und hdtte die Konvergenzordnung 2.
In der dargelegten Form als Quasi-Newton-Verfahren reduziert sich die Konvergenzordnung
auf 1, jedoch kann fir die Quasi-Newton-Korrektur in Schritt j superlineare Konvergenz
nachgewiesen werden. Fin entsprechender Konvergenzbeweis findet sich in der Arbeit von
K.Schittkowski [26]. Zudem garantiert die BFGS-Formel die positive Definitheit der appro-
ximierten Hessematriz, falls die zu Beginn des Algorithmus berechnete Hessematrix positiv
definit ist.



Kapitel 4

Stabilitat

Den modellpradiktiven Regelungsverfahren liegen verschiedene Ideen zugrunde, eine davon
ist die Optimalitit der Regelung, auf die im néchsten Kapitel eingegangen werden soll, die an-
dere ist die Stabilitat des geregelten Systems. Eine der frithen Beobachtungen (Kalman, 1960)
war dabei, dass Optimalitéit die Stabilitéat nicht impliziert, aber dass unter Stabilisierbarkeits-
und Detektierbarkeitsbedingungen eine optimale Steuerung auf einem unendlichen Horizont
stabilisierend ist, wobei eine entsprechende Lyapunov-Funktion zur Erméglichung der Stabi-
litat ein Zielfunktional ist, das mit dem Optimalsteuerungsproblem mit unendlichen Horizont
assoziiert ist. Frithere Verfahren stellten Stabilitdat nicht automatisch sicher, sondern erreich-
ten dies durch Tuning, indem etwa nur stabile Systeme untersucht oder der Zeithorizont
entsprechend grofi gewéhlt wurde. Eine ausfiihrliche Zusammenfassung dazu findet sich in
der Arbeit von D.Q.Mayne, J.B.Rawling, C.V.Rao und P.O.M.Scokaert [19]. Der Aufbau die-
ses Kapitels richtet sich nach den Arbeiten von G.Grimm, M.J.Messina, A.R.Teel, S.Tuna
[7], D.Nesi¢, A.R.Teel, P.V.Kokotovi¢ [20, 21] und D.Ne§i¢ und L.Griine [23].

4.1 Stabilitiatseigenschaften zeitdiskreter modellpradi-
tiver Regelungsverfahren

Im Folgenden werden einige der Ergebnisse aus der Arbeit von G.Grimm, M.J.Messina,
A.R.Teel und S.Tuna [7] zusammengefa8t. Um diese auf das vorliegende Problem anwenden
zu konnen wird ein zeitdiskretes Hilfssystem eingefiihrt. Dabei hat das exakte zeitdiskrete
Modell des kontinuierlichen sampled-data Systems

H1) = Jalt)u(e(n), ©(0) =z (4.1)
) = fEQ),v@), &0)=¢ v(t) =y firt € [ty trr1) 4.2
die Form

¢ = G&u)=¢(T,&u), €£0)=¢ (4.3)
rt = H(z):==x(T,x), z(0)=uz. (4.4)



52 Kapitel 4: Stabilitét

Exakt bedeutet, dass die Losungen dieses Systems,

& = &k, & von-1) (4.5)
4.6

xp = x(k,x),

tatsédchlich exakt an den diskreten Punkten berechnet werden, wobei man die Steuerung aus

M-1
Upo,m—1) = arg v{(}?ffﬁ Z Q& wiyvi) + F(&ar, ) (4.7)
’ 1=0
welU Yie{01,...,M—1} (4.8)
T
it Q(¢,o,u) i= [ U6(s,6w) — ols,2) w)ds (4.9)
0

bestimmt und so das exakte zeitdiskrete Modell des closed-loop sampled-data Systems mit
up (&, x) aus (3.19) erhélt:

& = G uu(é ) (4.10)
= H(z) (4.11)

4.1.1 Stabilitit des zeitdiskreten Verfahrens

Es werden nun die entsprechenden Definitionen und Ergebnisse aus [7] angepasst, so dass
sie zur Stabilitdtsanalyse des exakten zeitdiskreten Modells des closed-loop sampled-data
Systems (4.10), (4.11) verwendet werden konnen. Besonders zu bemerken ist dabei, dass
weder der Mayer-Anteil F' noch der Lagrange-Anteil [ des Zielfunktionals positiv definite
Zustandsfunktionen sein miissen, wie dies im zu betrachtenden Problem der Fall ist.

Definition 4.1 (Detektierbarkeit).

Gegeben sei das System (4.3), (4.4) und eine Funktion Q = Q(&,xz,u). Dann nennt man
das System (4.3), (4.4) detektierbar durch @ mit (Qw,aw,yw), wenn aw,yw € Ky und
aw € G und eine stetige Funktion W : R*" — R ewistieren, so dass die Abschitzungen

W(¢, )

aw ([|(&; 2)]) (4.12)
—aw ([, 2)[]) + 1w (Q(E, =, u)) (4.13)

<
<
fiir alle (&, z) € R*™ und alle w € U gelten.

Definition 4.2 (Lyapunov-Kontroll-Funktion).
Die Mayer-Anteil F(.,.) des Zielfunktionals (3.12) heifit Lyapunov-Kontroll-Funktion des
Systems (4.3), (4.4), wenn F zerlegt werden kann in

F(&,2) = Fy(¢.2) = T(N) - F(£, ) (4.14)
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mit einer nicht-fallenden und unbeschrinkten Funktion I'sy @ Z>1 — Z>1 und wenn zudem
Funktionen ap,aq € Ky existieren, so dass

ap([[(¢2)]) < F(&, ) (4.15)

gilt und fiir alle (£, 2) € R*™ ein u € U existiert mit
F(G(&u), H(z)) = F(§z) < 0 (4.16)
Q& zu) < ag([l(& =)). (4.17)

In [7] wurde bewiesen, dass die Stabilitdt auch aus den angegebenen Bedingungen gefolgert
werden kann ohne das F' eine Lyapunov-Kontroll-Funktion sein muss. Die dort gemachten
Annahmen und die sich ergebende Aussage lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Theorem 4.3 (Stabilitit des zeitdiskreten modellpriadiktiven Regelungsverfah-
rens).
Es gelten die folgenden Bedingungen:

(1) F und Q aus (4.7), (4.9) seien stetig;
(ii) U C R™ aus (4.8) ist beschrinkt;

(iii) Das exakte zeitdiskrete System (4.3), (4.4) ist detektierbar durch Q(&,z,u) mit (qw,
aw, ny);

(iv) Die optimale Wertefunktion ist von der Gestalt, dass fir @ € Ko, gilt:

Vi€, z) <a(||(&)]]) Vi >0 und V(,x) € R™ (4.18)

Dann existieren fir alle M > 2 Funktionen ay,ay,ay € Ky, By € KL und eine stetige
Funktion Yy, : R*™ — Ry, so dass fiir alle (£, z) € R*™ die Ungleichungen

ay (1€ =)1) Yau(€x) < ay([[(€2)]) (4.19)
Y (G(& un (&, 2)), H(x)) = Y (€, ) —ay ([[(§, 2)[) + By ([[(§, z) ||, M) (4.20)

<
<
gelten. Ist zudem die Voraussetzung

(v) Der Mayer-Anteil des Zielfunktionals F(.,.) aus (4.7) ist eine Lyapunov-Kontroll-Funktion
des Systems (4.3), (4.4) mit (ap,ag).

erfillt, dann existiert eine stetige Funktion Yy, und eine Funktion By € KL derart, so dass
die Ungleichungen (4.19) und

Yar(G(&, un (€, 2)), H(w)) = Yar (6, 2) < —ay ([ ) ) + By (€, 2), T(M))  (4.21)

fiir alle (¢, 7) € R*™ giiltig sind.
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Bemerkung 4.4. In dem Theorem wurde die Voraussetzung (i) mit aufgenommen um ga-
rantieren zu konnen, dass die Funktion Yy, stetig ist. Im Fall von unstetig vorliegenden
Funktionen F und @ gelten zwar die genannten Beschrdankungen, jedoch kann bei Vorliegen
einer stetigen Lyapunov-Funktion Yy, fir das exakte zeitdiskrete closed-loop sampled-data
System (4.10), (4.11) trotz der maéglichen Unstetigkeit der Feedbacksteuerung aus (3.19) die
Robustheit des Systems gezeigt werden. Fiir die entsprechende Theorie sei auf Kapitel 6.1
der Arbeit von C.M.Kellet [12] verwiesen.

Einige direkte Folgerungen aus Theorem 4.3 sollen hier ohne Beweis aufgenommen werden,
wobei diese in [7] enthalten sind. Im Zusammenhang mit dem konkret vorliegenden Verfahren
werden sie noch von Bedeutung sein.

Proposition 4.5. Es gelten die Bedingungen (i), (ii), (iii) und (iv) des Theorems 4.3.
Dann existiert fiir jedes Paar positiver reeller Zahlen (A,0) ein My € Zsy und eine Funktion
B € KL, so dass fir alle (¢, x) € Ba die Losungen des Systems (4.10), (4.11) die Ungleichung

1€k, ) || < max {B([|(§, 2) ||, k), 0} Yk =0 (4.22)

erfillen. Gilt zudem die Bedingung (v) des Theorems 4.3, dann ezistiert fir jedes Paar
positiver reeller Zahlen (A, ) ein My € Z>1, so dass fir alle (§,x) € Ba die Lisungen des
Systems (4.10), (4.11) die Ungleichung (4.22) erfiillen.

Bemerkung 4.6. Dies bedeutet, dass Yy, eine Lyapunov-Funktion fir das exakte zeitdis-
krete closed-loop sampled-data System (4.10), (4.11) ist, wenn die Linge des Horizonts M
entsprechend grofS gewdhlt wird, so dass By beziehungsweise By hinreichend klein werden. Da

By, By € KL sind ist dies fiir beschrinktes I' beziehungsweise fiir eine Lyapunov-Kontrol-
Funktion F' und unbeschrinktes I' immer mdglich.

Proposition 4.7. Es gelten die Bedingungen (i), (ii), (iii) und (iv) des Theorems 4.3. Zudem
gelte fiir gegebenes Ay > 0, A; € R, so dass fiir alle s € [0, A;] die Funktionen aw, aw, yw, @
aus den Bedingungen (iii) und (iv) die Ungleichungen

aw(s) > aw-s (4.23)
aw(s) < aw-s’ (4.24)
Tw(s) < s (4.25)
a(s) < a-s? (4.26)

mit aw,a € RT ay € R{ erfillen. Dann existiert eine Funktion 8 € KL derart, dass fiir
jedes A € R, A > 0 ein M{ € Zsy existiert, so dass fir alle M > M{ und alle ({,z) € Ba
die Losungen des Systems (4.10), (4.11) die Ungleichung

1Ek z)ll < BUIE )], k) VE =0 (4.27)
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erfillen. Gilt zudem die Bedingung (v) des Theorems 4.3 mit

s (4.28)
Q" 57

|2

ap(s)

ag(s)

VANAYS

Q|

fir alle s € [0, A)] mit ap,ag € RY, dann ezistiert eine Funktion 3 € KL, so dass fir alle
A eR, A >0 ein M e Zs existiert, fir welches fir alle (§,x) € Ba die Losungen des
Systems (4.10), (4.11) die Ungleichung (4.27) erfillen.

Proposition 4.8. Es gelten global die Bedingungen der Proposition 4.7. Weiter seien alle
Funktionen global quadratisch. Gilt entweder

o M > 2ataw) 4 1 ier

W

o [ ist eine Lyapunov-Kontroll-Funktion des Systems (4.3), (4.4) mit

ap(s) > ap-s° (4.30)
ag(s) <ag- s, (4.31)
wobei ap,ag € RT sind und fir M gilt:
aga
I'M) > 4.32
(o) > L2 (1.32)

dann existieren Konstanten K, A\ € R, K > 1,\ > 0, so dass die Ungleichung
(& z)ll < Ke?|[(€, @)l Yk >0 (4.33)

fir die Losungen des Systems (4.10), (4.11) erfillt ist.

4.1.2 Stabilitdtszusammenhinge zwischen approximiertem und ex-
aktem zeitdiskreten System

Im Normalfall liegt kein exaktes zeitdiskretes System der Form (4.3), (4.4) vor, woraus sich
die Frage ergibt, ob ein berechnetes Feedback der Form (3.19) des approximierten zeitdis-
kreten Systems auch das exakte zeitdiskrete Problem stabilisiert.

Daher soll unter Bezug auf die Arbeit von D.Nesi¢, A.R.Teel und P.V.Kokotovi¢ [20] gezeigt
werden, dass dies unter bestimmten Forderungen an die Steuerung, die das approximierte
zeitdiskrete System stabilisiert fiir 7' €]0, T*[, T, T* € R, fiir das exakte zeitdiskrete System
mit T’ E]O,T[, TeR, T <T* gefolgert werden kann. Das exakte zeitdiskrete System sei
dabei durch die Differenzengleichung

o(k+1) = Fa(a(k), u(k)) (4.34)



56 Kapitel 4: Stabilitét

dargestellt, die parametrisiert ist durch die sampled-data Rate T'. In analoger Weise sei das
approximierte System mittels

o(k+1) = Fa(x(k), u(k)), (4.35)

gegeben, wobei beide global fiir alle kleinen 7" definiert sein sollen. Dazu beschriankt man
die Losungspaare (zy, uy) fiir eventuell auftretende endliche Entweichzeiten und die entspre-
chende Schranke darf fiir " — 0 wachsen. Die Losung des exakten zeitdiskreten Systems
wird dabei mit z¢(k, z) oder %, die des approximierten zeitdiskreten Systems mit z*(k, z)
oder z§ bezeichnet und u(k) = urp(z(k)) ist ein statischen Zustandsfeedback fiir ein festes
T > 0.

In [20] wird die Aussage fiir zwei verschiedene Arten von Konsistenzen gezeigt, die Ein-
Schritt- und die Mehr-Schritt-Konsistenz. Da sich die beiden Konsistenzen nicht gegenseitig
implizieren seien hier beide erwihnt:

Definition 4.9 (Ein-Schritt-Konsistenz).
Fulls fiir jede kompakte Menge A C R™ eine Funktion p € Ko existiert und es ein T € R,
T > 0 gibt, so dass die Ungleichung

17 (2, ur (2)) — Fp (2, ur ()| < Tp(T) (4.36)

fir alle x € A und T €)0,T*[ erfillt ist, dann wird eine Familie (ur, %) Ein-Schritt-
konsistent mit (ur, F) genannt.

Definition 4.10 (Mehr-Schritt-Konsistenz).

FEine Familie (ur, F) bezeichnet man als Mehr-Schritt-konsistent mit (ur, F5), wenn fir
jedes 6,L,m € R, 6 > 0, L > 0, n > 0 und jede kompakte Menge A C R"™ eine Funktion
a: Ry xRy — Ry U{oc} und ein T* € R, T* > 0 existieren, so dass

{z,2 € A |lz— 2| <6} = || Fr(z, ur(z)) — Fp(z, ur(2))[| < a6, T) (4.37)
und
k< L, a"(0,T) :=a(...a(a(0,T),T)...,T) <n (4.38)
T —_—

fiir alle T €]0, T gilt.

Bemerkung 4.11. Der Unterschied in den Definitionen liegt also darin, dass bei Ein-
Schritt-Konsistenz garantiert wird, dass der Fehler zwischen den Lésungen xf,, xj, ausgehend
vom gleichen Anfangswert fiir einen Schritt relativ zur Schrittweite klein ist. Bei der Mehr-
Schritt-Konsistenz dagegen wird garantiert, dass der Fehler zwischen den Lésung, wieder mat
gleichem Anfangswert, klein ist iber mehrere einzelne Schritte hinweg.

Theorem 4.12 (Stabilisierbarkeit des zeitdiskreten Systems).
Sei € KL und N C R" eine beschrdnkte Umgebung des Ursprungs.
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(1) Dann ist das System (4.34) fir die Familie (up, F%) semiglobal praktisch asymptotisch
stabil, wenn

(1i) die Familie (up, F¢) Mehr-Schritt-konsistent ist mit der Familie (ur, )
(1ii) und ein T* € R, T* > 0 emistiert, so dass das System (4.35) fir die Familie
(ur, F%) asymptotisch stabil ist fir alle T €]0,T*[.
(2) Es gelten die Bedingungen

(2i) Die Familie (ur, FY%) ist Ein-Schritt-konsistent mit (up, F¥).

(2ii) FEs existiert eine semiglobale praktische Familie von Lyapunov-Funktionen Vy fir
die Familie (ug, F#) und fiir jede kompakte Menge A C R™\{0} gibt es M, T* € R,
M >0, T* >0, so dass die lokale Lipschitz-Bedingung

Vr(z) = Vi (2)] < M|z — z]] (4.39)
fir alle x,z € A und alle T €]0,T*[ gilt.

Dann ist das System (4.34) fir die Familie (ur, FY) semiglobal praktisch asymptotisch
stabil.

Bewets. Der Beweis wird fiir beide Teile getrennt gezeigt:

(1) Sei eine Konstante R € R, R > 0, eine Funktion 8 € KL und eine beschréinkte Umgebung
N des Ursprungs gegeben. Zu zeigen ist hier, dass ein T e R, T > 0, existiert, fiir das fiir
alle T €]0,T[, z(0) € N, k € N, k > 0, die Abschiitzung

(R, z(0))I] < B({[x(0) ]|, KT) + R (4.40)

gilt.

Sei M = supeen||€|| und sei B ein abgeschlossener Ball mit Radius 5(M,0). Zudem sei
n € R, n > 0 derart gegeben, dass der abgeschlossene Ball mit Radius 2n in N enthalten ist
und ((2n,0) < % gilt. Die Existenz eines solchen 7 ist gesichert, da N eine Umgebung des
Ursprungs und [3(s,0) eine K-Funktion ist. Aus (1ii) folgt fiir die Ungleichung

lz(k, z(0)] < B(|[«(0)[|, KT) + B Vz(0) € N, k=0 (4.41)

fir k = 0, dass ((s,0) > s und dass 2n < %. Sei L € R, L > 0 derart, dass S(M,t) <17
fir alle ¢ > L — 1 gilt. Aus der asymptotischen Stabilitdt der Familie (u}., /%) folgt, dass
z¢(£) € B in B verweilt fiir alle ¢ € N und alle £ > 0. Mit Annahme (1i) ldsst sich der

Fehler ¢, gegeben durch
er(&, 2) = x%(k, &) — 2%(k, 2), (4.42)
folgendermaBen abschiitzen fiir 2(0) € N, T €]0, T und k : kT € [0, L]:

lex(z(O)] <7 (4.43)
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Dies kann gezeigt werden, da (ur, Fi¥) Mehr-Schritt-konsistent ist und dadurch fir (ur, F5)
eine Funktion «f(.,.) und ein 7" € R, T* > 0 existieren, so dass die Bedingungen (4.37) und
(4.38) erfiillt sind fiir (X, L, n), wobei man

X :=N(X,n) = {z] in]% |z — z|| < n} (4.44)
ze

fiir eine kompakte Menge X € R™ definiert.
Fiir den Induktionsanfang gilt

leo(z(0)[I =0 < a'(0,7) <. (4.45)
Zudem ist
ler(z(0)] < a™(0,T) <7 (4.46)
erfiillt und (k+1)T € [0, L]. Da 2¢(z(0)) € X folgt aus der Definition von X, dass z¢(z(0)),
2$(x(0)) € X. Daher gilt wegen (4.37)
lersa ()] < a0, 7). (4.47)

Da (k+1)T € [0, T] ist folgt aus (4.38), dass &**1(0,T') < 5. Somit ergibt sich die Behauptung
(4.43). Damit ist fiir ein den zuvor genannten Bedingungen entsprechendes Tripel (T, k, 2(0))
die Ungleichung

[ (s (O <l (, 2N + [lew(x(0)] < B({[x(0)], KT) +n (4.48)

erfiillt. Da n < £ ist, gilt (4.40) fiir alle 2(0) € N, T €]0,7[ und alle k € N mit 7 € [0, L].
Fiir grofere k sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass T < 1 ist. Weiter
sei

k7 = max{k € N|KT < L}. (4.49)

Dann gilt fiir alle T €]0, 7
kil >L—-T>L-—1. (4.50)

Mit der Definition von L und Ungleichung (4.48) kann
[2°(kz, ()] < 21 (4.51)

gefolgert werden. Fiir k € [k}, 2k} gilt wegen der Zeitinvarianz, (4.43) und (4.48)

[2(k, z(0)[| = llz®(k — kg, 2°(k, 2(0)) |
< ek — kg, 2°(kp, 2 (0) | + [len—k;. (2 (b7, z(0)))]]
< 6(2777 (k - k:}>T) + 1, (4'52)

wobei zudem ausgenutzt wurde, dass die Kugel mit Radius 27 in NV enthalten ist. Somit gilt
fir alle k € [k5., 2k}

| =

o (h, 2(O)]| < B(20,0)+ 0 < 5 + 5 < R (459
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woraus (4.40) folgt. Ausnutzung der Definition von k7. liefert auBerdem
l2* (27, ()| < B(2n, kxT) +n < 2n. (4.54)

(2) Es sei angenommen, dass fiir jedes Paar (d, D), d,D € R", ein T* € R, T* > 0 existiert,
so dass fiir alle 7" €]0, T*[ die Folgerung

{ |z]| < D }
max{Vy (Ff(z, ur(z))), Vo ()} > d

= Vo(Fr(z, ur(x))) = Vr(z) < —gas(HwH) (4.55)

gelte. Sei weiter N eine beliebige, aber feste beschriankte Umgebung des Ursprungs und es
sei

D :=supa;’oas(]|z]). (4.56)

zeN

Zudem sei d aus dem Intervall 0, ay (D)]. Fiir ein solches Paar (d, D) folgt aus der Annahme,
dass ein T* > 0 existiert, so dass fiir alle 7' €]0, T*[ und alle z(0) € N

Vr(x}) < max{Vp(zg), d} (4.57)
und
max{Ve(rf), Ve(a)} > d
= Vi) ~Ve(f) < g as(og! (Vela))
— _Ta(Vi(al)) (4.58)

gilt. (4.55) folgt per Induktion, wobei der Fall & = 0 klar ist. Die Definitionen von d, D,
sowie die Ungleichungen (2.56) und (4.57) implizieren

okl < max{ay (Ve (af)), oy (d)} < D. (4.59)

Also gilt entweder Vp(xf ;) > d, woraus durch (4.55) und (4.59) Vp(xf, ) < Vr(ag) folgt,
oder es gilt Vp(xf ;) < d. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt fiir (4.57). Mit (4.55),
(4.59) und (2.56) folgt zudem Behauptung (4.58).

Es wird nun die stetige, nicht negative und in ¢ € R stiickweise lineare Funktion yp(t)
eingefithrt durch

yr(t) = Vip(a) + ﬁ(VT(x;m CVp(a%)) Vit e [kt (k+1)T], k> 0. (4.60)

Somit ist diese absolut stetig und die Ableitung ist fiir fast alle ¢ gegeben durch

Vi (@541) = V()
T )

yr(t) = te[kT, (k+1T]. (4.61)
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Aus (4.58) folgt fiir yp(t):

{yr(t) > d, t € [kT, (k+ DT} = max{Vr(xg,,), Vr(zf)} > d
= Vr(zi,) — Vr(ag) < —To(Vr(z}))

= yr(t) < Vr(xg) (4.62)

Somit gilt mit (4.61) fir fast alle ¢:
yr(t) >d = yp(t) < —a(Vp(ay)), k:te kT, (k+1)T] (4.63)
< —a(yr(t) (4.64)

Nach E.D.Sontags Arbeit [27] existiert eine Funktion 8, € KL, die durch a = a3 o ay’
festgelegt und unabhéngig ist von 7" und d, so dass gilt:

yr(t) < max{f(yr(0),kT),d}, ¥t >0 (4.65)
Daraus folgt
Vr(k) < max{0 (Vr(z§), kT),d}, Yk >0 (4.66)
unter Verwendung von Vp(zf) = yr(t) mit ¢ = kT, yr(0) = Vr(z§). Nutzt man (2.56), so
erhdlt man

lz ()] < ar* (Biea(llz(0)])), kT) + a1 (d), Yx(0) €N, k>0 (4.67)

Somit ist 3(s,7) := a7 (Bi(as(s), 7)) € KL.
Zu zeigen bleibt die urspriingliche Annahme (4.55). Dazu definiert man fiir ein Paar (d, D)

§ = %a;l (g) (4.68)

1
A = ajloay(D)+ 5042_1 (g) . (4.69)

Aus der Annahme (2ii) generiert man fiir die Menge
X :={zeR":|z| €[6,A]} (4.70)

und die Werte M, T* € R, M,T* > 0. Aus Annahme (2i) erhdlt man fiir eine abgeschlossene
Kugel &} mit Radius D eine Funktion p € K und eine Konstante 75 € R, 75 > 0. Man
wahlt 75,7y € R, T, Ty > 0, so dass die Ungleichungen

Mp(T5) < lOég ooyt oa(f) (4.71)

-2
1 d

T < it (3) (472)
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erfiillt sind. Anschlieflend wird 7% = min{T7}, Ty, T5,T;} gesetzt.
Sei ||z|| < D. Aus (2.56) folgt

oy (Ve (Fp (@, ur(2))))
ar ' (Vr(@)) < ap' o as(|j]))

17 (, ur(2))]

IAIA
|

= [|F(z, ur(2))]| < a7t o as(D) < A. (4.73)
Aus T* und (4.36) ergibt sich fur alle T" €]0, 7%[

1 d
IFf(o.ur(a)] < o' 0aa(D) + 305" (5) = & (4.74)
Sei Vo (Eg(z, ur(x))) > 4. Wegen (2.56) folgt daraus
e -1 d
1P ur@)] > o5 (2) =4 (1.75)
Wiederum aus 7™ und (4.36) erhélt man fiir alle 7' €]0, 7%]
) 1, (d
[F7 (2 ur ()| = Sa5 " (5 ) =0 (4.76)

und mit (4.73) gilt

llz|| > ayt o ay(6). (4.77)
Die Ungleichungen (4.73) - (4.77) erlauben es zu zeigen, dass Vi (Ffi(z,ur(z))) > £ und
|z|| < D Folgendes implizieren:
Vr(Fp(z,ur(x))) = Vr(z) =
= Vo(Ep (2, ur(x))) = Vo (x) + Ve(Ep (2, ur () = Ve (F(x, ur(z)))
< —Tas(||z]]) + MTp(T*) < —Fas(||z[]) (4.78)

Sei nun angenommen, dass Vr(Fg(z, ur(z))) < 4 und Vy(z) > d gelten. Aus (2.56) folgt
Vr(x) > Tas(]|z||). Somit gilt

Vo (Fr(z, ur(r))) = Vi(z) < S(d = Vr(z) = Vo (z)) < —%as(l\x\l), (4.79)

N | —

woraus sich die Annahme (4.55) ergibt. O
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4.1.3 Stabilitdtszusammenhinge zwischen sampled-data und zeit-
diskretem System

Da hier sampled-data Systeme zu betrachten sind, soll nun die Stabilitdt solcher Systeme
untersucht werden. In der Arbeit von D.Nesi¢, A.R.Teel und P.V.Kokotovié¢ [21] wurde da-
bei gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen die Stabilitéit des zeitdiskreten Systems
(4.3), (4.4) und die Stabilitdt des sampled-data Systems (4.1), (4.2) sich gegenseitig impli-
zieren. Dazu werden die dort aufgefithrten Definitionen und Theoreme in geeigneter Weise
abgeédndert und zusammengefafit, so dass sie dem hier vorliegenden Problem und der ent-
sprechenden Notation geniigen.

Theorem 4.13 (Sampled-data System asymptotisch stabil <= zeitdiskretes Sy-
stem asymptotisch stabil).

Gegeben seien das kontinuierliche sampled-data System (4.1), (4.2) und das exakte zeit-
diskrete sampled-data System (4.3), (4.4). Genau dann ezistieren Konstanten 7,1’ € R,
r*, 7% > 0, und Funktionen 3 € KL und 7 € K, so dass die Bedingungen

(1) Das zeitdiskrete Modell (4.3), (4.4) ist lokal gleichmdfig asymptotisch stabil.
[(ko) — E(Ro)[| < 7° =
[ (k, (ko)) — £k, E(Ro)) | < B(llx(Ko) — E(Ro)ll, b — ko), k= ko >0 (4.80)

(ii) Die Losungen (4.5), (4.6) sind gleichmdfig beschrankt in T € R, wobei T die sampled-
data Rate ist.
Vio > 0, ||z(to) — E(to)|| < 7° =

[l(t, x(to)) — £, E(to)) Il < A([lx(to) — (L)), t € [to,to + T (4.81)

erfillt sind, wenn das kontinuierliche sampled-data System (4.1), (4.2) lokal gleichmdfig
asymptotisch stabil ist, also wenn

|z(to) — &(to)|] < 7o =

l(t, 2 (t0)) — &(t,E(to))I < B([lx(to) — E(to) |l t — to), VE>1to >0 (4.82)
gilt, wober r,, € R gegeben ist durch
r, = min {’yfl(rs), 77 1o ﬁal(rb)} , (4.83)

mit Bo(s) = B(s,0), By € Keo. Zudem wird 3 € KL durch die folgenden Bedingungen be-

stimmit:

(1) Wenn (s, 7) :=3(8(3(s),7)) < P3(s, 7+ 1) mit P > 1, P,7 € R beschrinkt ist, dann
kann man

B(s,T) = max {’y(s)eT_T, P2j <s, %)} (4.84)

verwenden.
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(2) Generell kann man

B(s,7) = max {ws) T-7 4 max 27"J ( u - ’7)} (4.85)

n€l0,7]

verwenden.
Beweis. Sei r, = min {77'(r*), 5 o f5(r*)} mit Bo(s) = B(s,0) € K.
Dann gilt wegen J(s) > s und fy(s) > s, s € R, die Abschétzung
r, <min {r*, ;" (r") } < min {B(r®),r"} > 0. (4.86)

Durch diese Wahl von r,, gilt fiir beliebiges ty > 0, tp € R, und N € Nmit ¢ty € [NT, (N+1)T|
die Abschitzung
[z(to) — E(to)|| < 72

= [t x(to)) — £, &(t)) || < A([Jx(to) — E(to)l| VE € [to, (N + 1)T] (4.87)
Aus (4.87) und der Bedingung (4.80) folgt:
[z(to) — E(to)|| < 72
= [[2((N + DT, x(to)) — E(N + 1)T,&(to))|| < min {r*, 55" (r") }
S e(KT 2lto)) — ERT,£(t0))| < min {Go(r™), 1"} VE>N+1  (489)
Hierbei impliziert die Bedingung (4.81), dass, wenn ||z(ty) — &(to)|| < 7. gilt, dann existiert
|x(t, z(to)) — &£(t,&(to))|| und ist beschrankt fir alle t > t5. Im Weiteren werden daher
Anfangswerte mit [|z(tyo) — &(to)|| < 7. betrachtet.
Da eT=7 > 1 fiir alle 7 < T ist ergibt sich aus (4.87) folgende Abschitzung:
(2, 2(to)) — &t £(t0))l < A(ll(to) — &t ) < F(ll(to) — Eto)[[)e™ )
=: (s, t —tog) Vit € [to, (N + 1)T] (4.89)
Zudem gilt:
[l (t, z(to)) — &(£,£ (o)) <
T (lz((k+ N+ DT, x(t)) — £((k + N+ 1)T,£(to))l]) ,
ek+N+1)T,(Ek+N+2)T], k>0 (4.90)

Zusammen mit der Bedingung der gleichméfigen asymptotischen Stabilitét des zeitdiskreten
Systems (4.80) gilt fiir beliebige to > 0 und N € N mit ¢ty € [NT,(N + 1)T[, £ > 0 und
el(k+N+1)T,(k+N+2)T7:

[l (t, 2 (to)) = £t €(t)) || <
B Ule((N + DT, 2(to)) = E(N + )T, £(to)) ||, K1)
< 7B lz(to) = ECo)l1), KT))

=: B(||x(to) — E(to)ll, KT)- (4.91)
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(1) Wenn ein P € R, P > 0 existiert, so dass fiir die KL-Funktion die Ungleichung

B(s,7) = 3(B(A(s), 7)) < PB(s, 7+ 1) (4.92)

fir alle s > 0, 7 € N gilt, dann kann man folgende Abschéitzung formulieren fiir
te[(k+ N+ 1)T,(k+ N+2)T[und k > 0.

l(t, 2 (to)) = E(t,E(t)) | < Bllla(to) = E(to) |, AT) <

< PB([l(to) — E(to)ll, (k +2)T) (4.93)

Fiir 9, N und ¢ gilt nach deren Definition % < w =k + 2 fiir alle £ > 0.

Da (3 eine K£ Funktion ist lisst sich (4.93) abschiitzen durch:

|z (t, 2(t0)) = £ EGDI < P2B(lx(to) — E(to)l, (k +2)T)

e (CORDIE=y

=: Ba([lx(to) = &)l £ — o), t= (N + 1T, (4.94)

Fiihrt man eine neue £ Funktion 3 mit 3(s, 7) := max {3,(s, 7), B2(s,7)} ein, so folgt
aus (4.89) und (4.94):
[z(to) — &(to)l| < 72

= [la(t, 2(to)) — &(t. (o)) || < Bllz(to) — (o).t —to), > to. (4.95)

(2) Existiert jedoch kein solches P > 0, so lasst sich nach Lemma 1 und Korollar 1 aus [21]
eine Funktion # € KL finden, die  mit P = 2 majorisiert:

B = max 277§ <ﬁ (?(S), . = ”)) (4.96)

n€[0,7]
Fiir dieses ( lassen sich die unter (1) durchgefiihrten Berechnungen wiederholen.

]

In der besagten Arbeit von D.Nesi¢, A.R.Teel und P.V.Kokotovi¢ [21] sind zudem Theoreme
zur globalen asymptotischen, lokalen und globalen exponentiellen Stabilitdt des sampled-
data Systems nachlesbar.

Bemerkung 4.14. Fine Konsequenz der so konstruierten Abschdtzungen ist, dass man die
Art der Stabilitit des sampled-data Systems aus der gleichen Art Stabilitdt des exakten zeit-
diskreten Systems unter einer gleichmdj$igen Beschrdnktheitsannahme folgern kann, wobei
im vorherigen Kapitel bereits gezeigt wurde, dass die Stabilitit des approximierten zeitdis-
kreten Systems die Stabilitdt des exakten zeitdiskreten Systems unter gewissen Bedingungen
impliziert.
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Bemerkung 4.15. Alternativ kann die Aussage auch ohne die gleichmdf$ige Beschrdankt-
heitsannahme gezeigt werden, denn fiir eine ICL-Funktion § kann eine Funktion 31 € KL
gefunden werden, fiir die

B(s,7) < Bu(s,7+2), Vs, 7>0 (4.97)

gilt. Zum Beweis der Aussage sei auf Bemerkung 3 in der Arbeit von von D.Nesi¢, A.R. Teel
und P.V.Kokotovi¢ [21] verwiesen. Der hier verwendete Ansatz erlaubt es jedoch expliziter
den Zusammenhang zwischen 3 und (3 darzustellen.

4.2 Stabilitit des modellpriadiktiven Regelungsansat-
zes

Mit Hilfe der Vorarbeiten der vorangegangenen Kapitel lassen sich nun die Ergebnisse der Ar-
beit von G.Grimm, M.J.Messina, A.R.Teel und S.Tuna [7] auf das dem vorliegende Problem
MPC anwenden. Unter annehmbaren Bedingungen soll damit die Folgerung bewiesen wer-
den, dass aus der asymptotischen Stabilitéit des zeitkontinuierlichen Systems die semiglobal
praktisch asymptotische Stabilitdat des zeitkontinuierlichen closed-loop sampled-data Systems
folgt. Die nun folgenden Theoreme und Beweise sind der Arbeit von D.Nesi¢ und L.Griine
[23] entnommen.

Theorem 4.16 (Stabilitit des modellpradiktiven Regelungsansatzes).
Es gelten die folgenden Bedingungen fiir das Problem (3.24) unter (3.25), (3.26), (3.27),
(3.28), (3.29):

(i) Der Lagrange-Anteil | und der Mayer-Anteil F' sind stetig;
(ii) Der Steuerbereich U C R™ ist beschrankt;

(iiia) Das zeitkontinuierliche closed-loop System (3.8) mit kontinuierlichem Zustands-Feedback
u=u(z), u(x) € UVx € R, ist global asymptotisch stabil;

(iiib) Es existiert eine Konstante ro € R, 1o > 0 und eine Funktion v € K, so dass fiir
den Lagrange-Anteil gilt:

Wy u) > maX( max ||f(x,u)]|,7(\|y||)) Vy € R" mit [ly|| = ro; (4.98)

/<2yl

(iiic) Das Kontrollsystem f(.,.) und die Steuerung u(.) sind lokal Lipschitz-stetig in ithren
Argumenten;

(iv) Die Wertefunktion ist von der Gestalt, dass fiir die Funktion @ € Ky und i € N gilt:

Vi(¢,z) <a([|(&x)]) Vi=0, V() e R* (4.99)
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Dann ezistiert eine Funktion § € KL, so dass fir jedes Paar (A,0), A,§ € R, ein Ho-
rizont fir die sampled-data Rate T durch ein derartiges My € Zsy existiert, fiir welches
fir alle (§,x) € Ba und M > My die Lésungen des closed-loop Systems (3.20), (3.21) die
Abschdtzung

1€(@), z(@))[| < max {B(||(& =), t),0} vt =0 (4.100)
erfillen. Gilt zudem die Bedingung

(v) Der Mayer-Anteil des Zielfunktionals F(.,.) aus (4.7) ist eine Lyapunov-Kontroll-Funktion
des exakten zeitdiskreten sampled-data Systems (4.3), (4.4) mit Funktionen ap, aqg €
Koo

dann ezistiert eine Funktion § € KL, so dass fir jedes Paar (A,9), A6 € R, eine Zahl
M3 € Zsy eaistiert, so dass fir alle (§,x) € Ba und M > M die Losungen des closed-loop
Systems (3.20), (3.21) die Ungleichung (4.100) erfillen.

Bemerkung 4.17. Hierbei wird die Mindestlinge des Horizonts im Allgemeinen kiirzer,
wenn die Bedingung (v) erfillt ist.

Zum Beweis dieses Theorems wird nun zuerst folgende Proposition bewiesen:

Proposition 4.18. Seien U C R™ und Q aus (4.9) gegeben und es gelten die Bedingungen
(iiia), (11ib) und (iiic) aus Theorem 4.16. Dann existiert eine Vergleichsfunktion ag € Koo,
so dass gilt:

2]l + Q(€, z,u) = ag([l(€,2))) V(§,2) ER™, ueU (4.101)

Beweis. Es sei angenommen, dass Q(&, x,u) > 0 gilt, wenn £ # z. Dabei impliziert £ # x
die Existenz eines 7 € R™ mit 7 = 7(&,z) > 0, so dass ||£(s,&,u) — z(s, )| > 0 fir alle
s € [0, 7] gilt. Eingesetzt in (4.9) folgt

Q(&%U)I/O 1(5(875716)—37(8@)7%)6182/OTV(HG(S;&U)—x(sax)H)dS>0- (4.102)

Da offensichtlich Q(0,0,u) > 0 fiir alle uw € U gilt, kann ||z|| + Q(&, z,u) durch eine positiv
definite Funktion abhéngig von (£, x) von unten beschriankt werden.
Sei eine Folge von Anfangswerten (;,z;), j € Nmit ||(§;, z;)|| — oo, j — oo gegeben. Dann
gilt

[zl + Q(&j, 25, u) — o0 (4.103)
falls ||z|| — oo.
Ist x; dagegen beschrénkt, dann gilt ||§;|| — oco. Gezeigt werden soll nun, dass auch hierfiir
(4.103) erfiillt ist.
Da das zeitkontinuierliche closed-loop System nach Voraussetzung asymptotisch stabil ist
existiert eine Konstante R € R, R > 0, so dass ||z(t,z;)|| < R firalle j € N, t > 0
gilt. Es kann also ohne Beschréankung der Allgemeinheit R > rq fiir 7o aus Bedingung (iiib)
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angenommen werden. Wihlt man nun j > 0 derart, dass ||§;|| > 9R gilt, so folgt ||&; — ;|| >
8R. Zu betrachten sind fiir beliebige u € U und die Lésungen &(¢,&;, u) des sampled-data
Systems auf dem Intervall [0, T']. Hierfiir ergeben sich die folgenden beiden Félle:

1. |lo(t,z;) — &t & u)|| > 2550 v e [o, 7
Daraus folgt

Q& wju) = Ty (”sz;@”) (4.104)

direkt aus der Ungleichung I(r,u) > ~(r).

2. |lo(t,ay) = £(1.& )| < =5 Vi€ (0.7
Sei 7 € [0,T] die minimale Zeit fiir die diese Ungleichung gilt. Da die Ungleichungen

|y — a(t, ;)] < 2R < 12750 gelten, folgt

1607 &ou) =&l = (1€ = a(r 2)) || = (7, 25) = (7, &5, w)]

> ¢ — a(r,a)| B ;fj”
> g -yl - 2r - 12
> g — ] — | ;fj” M=y ;&H _ ||%;§j||.
= [ g ez T8 (4.105
Aus der Minimalitét von 7 folgt, dass fiir alle ¢ € [0, 7] die Ungleichung
1€t &, u) — 2(t, z;)|| = ”3332;@” >R (4.106)
gilt. Daraus ergibt sich
1€, & wll < W@, &y u) — 2(t, )| + B < 2[[8(8, &5, u) — w(t, )| (4.107)

Zusammen mit der Ungleichung aus Bedingung (iiib) impliziert dies

L€ & u) — (it )|l w) = (£ (E(E &5, u), )l (4.108)

= Q&,z;,u) > /OTl(x(t,mj)—§(t,§j,u),u)dt
> [ ste g, ol
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In beiden Fillen gilt: Es existiert eine von u unabhéngige untere Schrankenfunktion fiir
Q(&),zj,u), die fiir j — oo gegen oo strebt. Somit folgt weiter Q(&;,z;, u) — oo und es gilt
auch fiir diesen Fall (4.103).

Folglich sind alle Voraussetzungen des Lemmas 4.3 aus dem Buch von H.K.Khalil [13] erfiillt,
da ||z||+Q(&, z, u) eine stetige positiv definite Funktion ist und radial unbeschrénkt ist. Somit
ist die Existenz einer Funktion ag € K gesichert, fiir welche die Behauptung gilt. Il

Beweis zu Theorem 4.16.

Gezeigt wird, dass die Bedingungen des Theorems implizieren, dass alle Bedingungen der
Proposition 4.5, die sich aus dem Theorem 4.3 ergab, fiir das zugrunde liegende exakte
zeitdiskrete System gelten. Dabei ergeben sich aus dem Theorem folgende Implikationen:

e Da [ stetig ist folgt die Stetigkeit von @ aus (4.9) = (i) aus Proposition 4.5 gilt;

e (ii), (iv) und (v) des Theorems entsprechen den jeweiligen Bedingungen von Proposition
4.5;

e Aus Bedingung (iiia) des Theorems folgt, dass das exakte zeitdiskrete closed-loop
sampled-data System (4.10), (4.11) asymptotisch stabil ist.
Aus dem zeitdiskreten umgekehrten Lyapunov-Theorem folgt, wie es in Kapitel 7 der
Arbeit von C.M.Kellet [12] gezeigt wurde, dass eine Lyapunov-Funktion U(z) und
Vergleichsfunktionen aq, as, az € K4 existieren, so dass fiir alle x € R™ gilt:

Ulz) < as([l]]) (4.110)

<
< —ag([fz]]) (4.111)

U(H(x)) = Ufx)

Gemaéfl der zuvor gezeigten Proposition 4.18 folgt aus (iiia), (iiib) und (iiic) die Existenz
von ag € Ko, so dass

|zl + Q& z,u) > ag([|(&, 7)) V(€ x) ER™ uel (4.112)

gilt. Sei v € K beliebig, aber fest. Sei weiter W (£, x) := U(zx). Dann kann man
zeigen, dass das System (4.3), (4.4) detektierbar ist durch @ mit (aw,yw,aw), die
festgelegt sind durch

aw(s) = as(s); aw(s):=ao %aQ(s), (4.113)

a(s) := min{as(s),yw(s)}, (4.114)

denn es gilt

W (g ) = U(x) < as(ll=ll) < aa(lI(§, 2)]) = aw(ll(€2)l) V(¢ 2) € R*™, (4.115)
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wodurch (4.12) mit ap (s) := as(s) erfiillt ist. Aus der Definition von &, der Dreiecks-
ungleichung fiir K-Funktionen, a(3(s1 + s2)) < a(s1) + a(s,) fiir alle s1, s, > 0, und
(4.112) folgt dann die Behauptung:

W(G(& u), H(z)) =W (§x) = U(H(z))—Ulx)

< —az(|[z])

= —as(flall) = W (Q(& ) + 3w (QE 7, w)
< —a(|lz]]) — a(Q(E, =, u)) + yw (Q(E, z, u))

<

—G (%(HIH +QE, x,u))> + 9w (Q(E, x,u))

o g€ D)+ w(QE.z ). (4116)

Daher gilt:

= Nach Theorem 4.3 ist das exakte zeitdiskrete closed-loop sampled-data System (4.10),
(4.11) im Zeithorizont M semiglobal praktisch asymptotisch stabil.

= Durch Ausnutzung des Theorems 4.13 kann man auf die semiglobale praktisch asympto-
tische Stabilitat des sampled-data Systems (4.1), (4.2) im Zeithorizont M schlieflen.

]

Bemerkung 4.19. Obwohl hier von unbeschrinkten optimalen Steuerprozessen ausgegangen
wird kann es dennoch sein, dass das Problem keine zulissigen Lisungen (£,x) € R*® und
u € U besitzt. Zum einen kann die Kontrollierbarkeit des sampled-data Systems und damit
des zeitdiskreten Systems wegen Sampling verloren gehen, zum anderen ist es bei Vorliegen
endlicher Entweichzeiten méglich, dass die Lésung des sampled-data Systems nicht definiert
ist fiir manche Startwerte und Steuerungen. Beide Probleme kénnen allerdings geldst werden
fiir sehr kleine sampled-data Raten.

Bemerkung 4.20. In der Arbeit von G.Grimm, M.J.Messina, A.R.Teel und S.Tuna [7]
werden Schranken fir die Horizontlinge konstruiert, die die zweckmdfsigen Stabilititseigen-
schaften des zu betrachtenden zeitdiskreten Systems garantieren. Da hier kein konstruktiver
Beweis vorliegt werden derartige Schranken hier nicht bestimmd.

Bemerkung 4.21. Um die Detektierbarkeit des exakten zeitdiskreten Systems zu zeigen
wurde im Beweis des Theorems 4.16 eine beliebige Funktion vy € Ko verwendet. Um eine
Lyapunov-Funktion fir das exakte zeitdiskrete closed-loop sampled-data System (4.10), (4.11)
zu erhalten kann man sich Ergebnisse aus der Arbeit von G.Grimm, M.J.Messina, A.R. Teel
und S.Tuna [7] zunutze machen, indem man

Tw(s) <s, Vs >0 (4.117)
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wahlt. Die Funktion
V(& x) =V )+ U(z) (4.118)

stellt dann die Lyapunov-Funktion dar, wobei U die Ungleichungen (4.110), (4.111) erfillen
muss.

In fast analoger Weise kénnen zusétzliche Resultate fiir asymptotische Stabilisierbarkeit und
exponentielle Stabilisierbarkeit mittels der Propositionen 4.7 und 4.8 gewonnen werden:

Theorem 4.22. Es gelten die folgenden Bedingungen fiir das Problem (3.24) unter (3.25),
(3.26), (3.27), (3.28), (3.29):

(i) Der Lagrange-Anteil | und der Mayer-Anteil F' sind stetig;
(ii) Der Steuerbereich U C R™ ist beschrankt;

(iiia) Das zeitkontinuierliche closed-loop System (3.8) mit kontinuierlichem Zustands-Feedback
u=u(x), u(x) € UVx € R", ist lokal exponentiell stabil und global asymptotisch stabil;

(iiib) Es eistiert eine Konstante ro € R, g > 0 und eine Funktion v € K, so dass fir
den Lagrange-Anteil gilt:

Z<y,u>2max( max ||f(x,U)||,7(||y||)> vy e R mit [gll = ro;  (4.119)

lzlI<2(lyll

Weiter existieren a;, A; € R, a; > 0 und 2; > 0, so dass gilt:

Uy w) > a(lly]* + lull®) Yyl < &, welU (4.120)

(iiic) Das Kontrollsystem f(.,.) und die Steuerung u(.) sind lokal Lipschitz-stetig in ihren
Argumenten;

(iv) Die Wertefunktion ist von der Gestalt, dass fir die lokal quadratische Funktion @ € Ko
und i € N gilt:
Vi(g.z) <a(l(§ o)) vi=0, V(g x) € R (4.121)

Dann existiert eine Funktion 3 € KL, so dass fir jedes A € R, A > 0, ein Horizont
fiir die sampled-data Rate T' durch ein derartiges My € Zs>y existiert in der Art, dass fiir
alle (§,x) € Ba und M > My die Losungen des closed-loop Systems (3.20), (3.21) die
Abschdtzung

1), =)l < BAIE )l 1) VE=0 (4.122)

erfill en. Gilt weiter

(v) Der Mayer-Anteil des Zielfunktionals F(.,.) aus (4.7) ist eine Lyapunov-Kontroll- Funktion
des Systems (4.3), (4.4) mit lokal quadratischen Funktionen ag, ap € Ke.
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dann ezistiert eine Funktion § € KL, so dass fir jedes A € R, A > 0, ein My € Z>,
existiert, so dass fir alle (§,x) € Ba und M > M die Losungen des closed-loop Systems
(8.20), (3.21) die Ungleichung (4.122) erfiillen.

Proposition 4.23. Sei U C R™ und Q) aus (4.9). Es gelten die Bedingungen (iiia), (iiib)
und (iiic) aus Theorem 4.22. Dann existieren D,;a € R mit D,a > 0, so dass gilt:

2] + Q& x,u) > all(&,2)|* V2| <D, ueU (4.123)
Gelten alle Bedingungen global, dann gilt (4.123) fiir alle (¢,x) € R* und alle uw € U.

Beweis. Seien D, t; € R, D > 0 und ¢; > 0 derart, dass fiir alle ||(§,2)|| < D und v € U
gilt:
A
max {[|£()[], [=(®)]} < 71 vt € [0,1] (4.124)
Somit gilt fiir den Abstand der Trajektorien ||£(t) — z(t)|| < A fiir alle ¢ auf dem Intervall

[0,¢;] und da f und u lokal Lipschitz-stetig sind, ist es immer méglich derartige D und ¢; zu
finden. Weiter sei L € R, L > 0, so dass

1f (z,w)ll < L] + [[ull) Yzl < A, weU (4.125)
1S (2, u() || < Lijf] V]| < A (4.126)

gilt.
= ||lz(t,z)|| < eM|jx|| Vte[0,t], € Bp (4.127)

Weiter gilt fiir alle ({,2) € Bp, u € U und t € [0,t4]:

”__gT H = (1267 (1) F(£(2), W)

< 2L(E@* + €@ - [lu]
< 2LElED” + 2ul*)
< 6L(IE@ + [[ull)

= SET ) = ~SLIED P + ul?). (4.128)

Da die Bedingungen des Vergleichslemmas erfiillt sind, vergleiche hierzu Lemma 3.4 aus dem
Buch von H.K.Khalil [13], und zudem ||£()]| > 0 V¢ gilt, kann man folgern, dass

lE@1? > max {e™[l¢]|* + (7 = 1)[|ul|*, 0} = b(t, &, ). (4.129)

Wiihle t5 so, dass a;t2e*M2 < 1 gilt. Da fiir alle a,b > 0

)

(max{a — b,0})? + b* > az (4.130)
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gilt, folgt aus der Definition von b(t, §, u):

bt € u) + ul? = max {e O 4 (¢ — 1) Jull?, 0} + [ul?
e SL P + ¢ O

e~ o2 lg | (4.131)

AVANLY]

Zum Abschluss verwendet man (4.129), (4.130) in:

Il + Qe u) = Jlzl]® + / HE() — (), u)dt

T
> ||f0||2+az/0 (le) — a1 + lull?) dt
[2)
> |l +az/ ((max {lE@)| = llx(@)ll,03)* + [|ull?) at
2
> ol + e ( (max { VB €] + el 0} ) + ul?)
2
> —|rxu2+aztz(2“2w (e { /B0 &) = el 0} )+ )
b(te, &, u)
> el oty (L2 4 )
athG Ltz
>l + 22 g
> all(¢, @), (4.132)
wobei .
1 ajtoe™""
= —_— 7. 4.133
a: mln{2 1 } ( )
Wenn alle Bedingungen global gelten, so ist auch das Resultat global giiltig. O]

Bewets zu Theorem 4.22.
Analog zum Beweis von Theorem 4.16 mit folgenden Anderungen:

e Da (3.7) lokal exponentiell stabil und global asymptotisch stabil ist existiert nach Lem-
ma 10.1.5 aus dem Buch von A.Isidori [10] eine Funktion U(.), so dass die Gleichungen
(4.110), (4.111) mit lokal quadratischen Funktionen oy, as, az gelten.

e (iiib) und (iiic) implizieren durch Proposition 4.23, dass a in (4.112) lokal quadratisch
ist.

e Zudem kann man ein beliebiges lokal quadratisches ~y, wéhlen, so dass gilt:
aw, aw, definiert in (4.113), sind lokal quadratisch.
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= Alle Bedingungen der Proposition 4.7 gelten fiir das System (4.10), (4.11) und der Beweis
verlauft in denselben Schritten wie der Beweis zu Theorem 4.16. m

Theorem 4.24. Es gelten die folgenden Bedingungen fiir das Problem (3.24) unter (3.25),
(3.26), (3.27), (3.28), (3.29):

(i) Der Lagrange-Anteil | und der Mayer-Anteil F' sind stetig;
(ii) Der Steuerbereich U C R™ ist beschrankt;

(iiia) Das zeitkontinuierliche closed-loop System (3.8) mit kontinuierlichem Zustands-Feedback
u=u(z), u(x) € UVx € R", ist global exponentiell stabil;

(iiib) Es existiert eine Konstante a; € R, a; > 0, so dass gilt:

Wy, u) > a(|lyl]* + ||ul|?) Vy € R", u € U; (4.134)
(iiic) Das Kontrollsystem f(.,.) und die Steuerung u(.) sind global Lipschitz-stetig in ihren
Argumenten;

(iv) Die Wertefunktion ist von der Gestalt, dass fir die global quadratische Funktion & =
a-s’,a,scR,a>0,icN gilt:

Vi€, ) <a(ll(&)]) ¥i>0, ¥ x) € R™™ (4.135)
Dann ezistieren Konstanten K, A\, A € R, K <1, A >0, A > 0, und ein Horizont fiir die

sampled-data Rate T' durch ein derartiges M| € Z>1, so dass fir alle Paare (§,z) € Ba und
M > M die Losungen des Systems (3.20), (3.21) die Ungleichung

IE@), z(E)] < Ke™[|(€,2)| ¥t =0 (4.136)

erfiillen. Wenn zusdtzlich gilt:

(v) F ist eine Lyapunov-Kontroll-Funktion des Systems (4.1), (4.2) mit lokal quadratischen
Funktionen g, ap € Ku.

Dann existieren K, \,A € R, K <1, A >0, A > 0, und ein Mj € Z>1, so dass fir alle
(&,x) € Ba und M > My die Losungen des Systems (3.20), (3.21) die Ungleichung (4.136)
erfiillen.

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 4.22 mit den folgenden Anderungen:

e Da (3.7) global exponentiell stabil ist existiert eine Funktion U(.), so dass mittels
Theorem 7.1 aus der Arbeit von C.M.Kellet [12] gezeigt werden kann, dass (4.110),
(4.111) fiir lokal quadratische Funktionen oy, g, arg erfiillt sind.
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e (iiib) und (iiic) implizieren durch Proposition 4.23, dass ag in (4.112) global quadra-
tisch ist.

e Zudem kann man ein beliebiges global quadratisches vy € K, wihlen, so dass gilt:
aw, aw, definiert in (4.113), sind global quadratisch.

= Alle Bedingungen der Proposition 4.8 gelten fiir das System (4.10), (4.11) und der Beweis
verlauft in denselben Schritten wie der Beweis zu Theorem 4.16. m

Bemerkung 4.25. Der modellprddiktive Regelungsansatz kann als Tracking-Problem ange-
sehen werden, da versucht wird die Trajektorie des sampled-data Systems in der Ndihe der
Trajektorien des zeitkontinuierlichen Systems zu halten. Im Gegensatz zu anderen Verfahren
wird hier nicht die Poisson Stabilitit des beeinflussbaren Systems angenommen, wodurch die
Regelung nicht die bekannte Struktur aufweist.

Bemerkung 4.26. Es kann zudem gezeigt werden, dass falls das zeitkontinuierliche System
asymptotisch kontrollierbar ist, dann existiert fiir eine kompakte Menge N C R*" ein T* > 0,
T* € R, so dass fir alle sampled-data Raten T € (0,T*) die Losungen fir alle (§,x) € N,
u € U existieren und das sampled-data System kontrollierbar ist auf der Menge N, falls das
kontinuierliche System asymptotisch kontrollierbar ist. Dies soll spdter in der Analyse der
numerischen Ergebnisse verwendet werden. Zudem liefert es eine erste Rethenfolge fiir die
Wahl von sampled-data Rate und Horizontlinge, da somit fiir eine beliebige kompakte Menge
N zuerst die sampled-data Rate T angepasst werden sollte, um die Ezistenz der Lésungen und
die asymptotische Kontrollierbarkeit auf N zu gewdhrleisten, und danach die Horizontldinge
zu behandeln, die garantiert, dass N eine Teilmenge des Basin von (3.20), (3.21) ist.



Kapitel 5

Optimalitit

Wie bereits im vorangegangenen Kapitel erwédhnt liegen den modellpriadiktiven Regelungs-
verfahren unter anderem die Ideen der Stabilitit und der Optimalitdt zugrunde. Das vor-
liegende Verfahren ist von der Natur, dass fiir das zu betrachtende Problem die Regelung
on-line berechnet wird. Dies geschieht durch Lésen des Optimalsteuerungsproblems mit dem
vorliegenden Zustand als Anfangszustand und der Anwendung der ersten berechneten Steue-
rung aus der Steuerfolge. Der Ansatz stellt folglich keine neue Methode zur Steuerungsdar-
stellung dar. Im Gegensatz zur Bestimmung einer Feedback-Steuerung weist es jedoch den
Vorteil auf, dass hierbei nicht die Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman Differential- oder
Differenzengleichung zu bestimmen ist. Letzteres ist im Allgemeinen ein sehr hartnickiges
Problem und Loésungen beschrianken sich bisher auf optimale lineare Hy und H,, Steuerun-
gen. Jedoch muss das open-loop Problem in entsprechend kurzer Zeit 16sbar sein, und dies
wiederum macht es notwendig, einen endlichen Zeithorizont zu verwenden, wodurch wie be-
reits erldutert weitere Probleme entstehen.

Somit stehen sich hier die Theorien der dynamische Programmierung, auch als Hamilton-
Jacobi-Bellman Theorie bekannt, und die des Pontryaginschen Minimumprinzips gegeniiber.
Die dynamische Programmierung liefert dabei hinreichenden Bedingungen fiir die Opti-
malitdt und stellt einen konstruktiven Ansatz zur Bestimmung der optimalen Feedback-
Steuerung u = u(x) bereit, wihrend das Minimumprinzip Aussagen iiber notwendige Bedin-
gungen fiir die Optimalitét trifft und die Entwicklung von Algorithmen zur Berechnung einer
optimalen open-loop Steuerfolge iy /1) anregt. Das modellpridiktive Regelungsverfahren
verbindet beide dabei in der Art, dass die optimale Feedback-Steuerung mit dem ersten Ele-
ment der optimalen open-loop Steuerfolge gleichgesetzt wird uy; = 4y = u(x). Die folgende
Darstellung orientiert sich an der Zusammenfassung von D.Q.Mayne, J.B.Rawlings, C.V.Rao
und P.O.M.Scokaert [19] und stellt anschlieSend den Bezug zum vorliegenden Verfahren her,
fir das Ergebnisse aus der Arbeit von D.Nesi¢ und L.Griine [23] présentiert werden.
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5.1 Inverse Optimalitit zeitdiskreter modellpriadikti-
ver Regelungsverfahren

Unter gewissen zusétzlichen Annahmen lésst sich zeigen, dass die durch das Verfahren be-
rechnete Steuerung invers-optimal ist. Dabei unterscheidet man zwei Ansétze, die aber beide
davon ausgehen, dass das zu minimierende Zielfunktional Jy; eine Lyapunov-Funktion ist.
Inverse Optimalitéit bedeutet dabei, dass das Zielfunktional Jy; mit endlichen Horizont einem
Zielfunktional eines modifizierten Problems mit unendlichem Horizont entspricht, wodurch
dann die Eigenschaften der optimalen Steuerung mit unendlichem Horizont, Stabilitdt und
Robustheit, auch hier zutreffen, falls eine Monotonie-Eigenschaft der Wertefunktion vorliegt.
In der Arbeit von L.Magni und R.Sepulchre [15] wird dies fiir nichtlineare unbeschréankte
zeitkontinuierliche Systeme gezeigt.

5.1.1 Direkte Methode

Fiir jede Funktion F'(z) bezeichne F(x,u) die Anderung in F/(.) wenn der Zustand von z zu
xt = f(x,u) verschoben wird:

F(z,u) = F(f(z,u)) — F(x) (5.1)

Weiter sei X C R” eine abgeschlossenen Menge. Sei fiir jedes & € N die Menge von Zustdnden
x, die durch zuléssige Steuerfolgen in Xy C R"™ mit & oder weniger Schritten iiberfiihrt wer-
den konnen, durch X}, bezeichnet. Eine zuléssige Steuerfolge v = {u(0),u(1),...,u(k — 1)}
erfiillt dabei die Steuerbeschrénkungen u(i) € U C R™, U kompakt (und eventuell vorlie-
gende Zustands- und Endzustandsbeschrinkungen). Die Zustandsmenge X, ist die Menge
der Anfangszustdnde z, die durch das Verfahren in M Schritten in X; gesteuert werden
kann. Es soll angenommen werden, dass u’(z) eine derartige Steuerung ist. Die optimale
Zustandtrajektorie wird mit

2°(z) = {z,2°(1,z),...,2°(M,z)} (5.2)

bezeichnet.

Ziel ist es, eine zuldssige Steuerfolge 4(x) fiir 7 zu finden und damit eine obere Schranke
fir das Zielfunktional Jy(x™).

Die Steuerfolge {u’(1,z),...,u’(M — 1,z)} iiberfithrt z* in 2°(M,z) € X;. Nun wird ein
weiteres Element u zu dieser Folge hinzugefiigt. Diese neue Folge

{uo(l,x),...,uo(M— 1,a:),u} (5.3)

ist dabei zuléssig, falls u € U ist und 2°(M,z) € X; in einen Zustand f(z°(M,z),u) € X;
tiberfithrt. Dies ist der Fall, falls fiir u = uy(2°(M, x)), X; und uy(.) gilt:

Xy CX, up(x) € Uund f(z,us(x)) € Xy Vo € Xy, (5.4)
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und somit Xy positiv invariant unter us(.) ist.
= a(z) = {u"(L,z),...,u’(M — 1,2),us(z°(M,z))} ist zuldssig. (5.5)

Die zugehérige Zustandstrajektorie fiir den Anfangszustand z+ = 2%(1, z) mit Steuerfolge
u(z) ist demnach gegeben durch

2) = {29(1,2),...,2%(M,z), f(2°(M, 2), us (°(M, z))) } . (5.6)
Fiir die Wertefunktion gilt folglich

V(™ i(x)) = Vir(z) — Qz,un(x)) — F(a"(M, z))

+ Q2 (M, ), up(2°(M, x))) + F(f (2" (M, 2), up(«"(M, )))). (5.7)
Somit ist eine obere Schranke fiir Vi, () gegeben und die Ungleichung
Vir(z™, a(z)) < Vir(x) — Q(x, un(z)) (5.8)

ist erfiillt, falls [F + Q](z,us(z)) < 0 fiir alle € X, gilt. Dies ist der Fall, wenn F(.)
eine Lyapunov-Kontroll-Funktion in einer Umgebung des Ursprungs ist und wus(.) und X;
entsprechend gewé#hlt werden. Trifft dies zu, so gilt

VM(:C,uM(:U)) + Q(z,up(z)) <0 (5.9)

fiir alle x € X;. Dies ist eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Zustandes des
closed-loop Systems ™ = f(z,up(x)) — 0 fiir k — oo, falls x € X).

Es lassen sich also folgende Bedingungen fiir die asymptotische Stabilitéit des closed-loop
Systems aufstellen:

(A1) X; e X, Xy ist abgeschlossen, 0 € X (Zustandsbeschrankungen in X erfiillt)
(A2) ug(x) e U Vx € Xy (Steuerbeschrénkungen in X erfiillt)
(A3) f(x,up(x)) € Xy Vo e Xy (X positiv invariant unter us(z))

(A4) [F+Q|(z,us(z)) <0 Vo€ X; (lokale Lyapunov-Funktion)

5.1.2 Monotonie-Methode
Nach dem Optimalitétsprinzip gilt fiir 7 = f(x, up(x)):
Vi(z) = Q(z,un(z)) + Vi1 (z¥) Vo € Xy
= Viu(z) = Q(z,un(x)) + Var(z") + [Var-a(27) = Vi (z7)] (5.10)

und somit ergibt sich

Vir(z,un(2)) + Q(z, up(x)) = [V (zF) = Varoa (a)] (5.11)
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Es sollen die Bedingungen (A1) — (A4) gelten. Um (5.9) zu erhalten fiigt man zur optimalen
Steuerfolge, bestehend aus M — 1 Gliedern, fiir das Problem mit Anfangswert x ™ eine weitere
Steuerung us(2°(N — 1),27) = up(2z°(N, z)) hinzu und erhélt die Folge @(x), die der Folge
aus der direkten Methode entspricht. Weiter gilt

Vir(z*, () = Vira(a®) + Q" (N, 2), up(2"(N, 2))) — F(2"(N, 7))
F(f(2"(N,2)),us(f(z"(N, 2)))) = Var(2™). (5.12)
Aus (A4) folgt nun V() < Viy_1(2T), woraus sich mit (5.11) die Ungleichung (5.9) ergibt.

5.1.3 Der zeitdiskrete Fall

Fiir den zeitdiskreten Fall kann man die Gleichung (5.11) umschreiben zu

Vi (@) = Q(, uar(2)) + Var (f (2, unr (2))) (5.13)

fir alle £ € X7, wobei man @ festlegt durch

Qx,u) = Qz,u) + [Var—1 — Vi (f (2, unr(2))). (5.14)

Falls die Bedingungen (A1) — (A4) gelten, so folgt

Qlz,u) = Qz,u) = cf|(z, u)|*. (5.15)

Dann ist (5.13) eine algebraische Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung fiir das Optimalsteue-
rungsproblem mit unendlichem Horizont, wobei Q(.) durch Q(.) zu ersetzen ist. Da wuy, die
optimale Steuerung fiir das modifizierte Problem ist werden die Eigenschaften der optimalen
Steuerung mit unendlichem Horizont auf die optimale Steuerung mit endlichem Zeithorizont
vererbt.

5.2 Optimalitit des modellpridiktiven Regelungsan-
satzes

Um die Optimalitédt des vorliegenden Verfahrens zu zeigen werden folgende Annahmen ge-
troffen:

Annahme 5.1. Gegeben sei das Problem (3.11) unter (3.12), (3.13), (3.14), (3.15). Sei
F derart, dass eine abgeschlossene Teilmenge X; C R** und eine Steuerung u = ug(&, )
existieren, so dass die folgenden Bedingungen gelten:

(1) up(§,2) €U V(& x) € Xy
(ii) (§,2) € Xy = (G(& us(§ x)), H(x)) € Xy
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(iii) V(&,2) € X; -
F(G(&,up(§,2)), H(z)) — F(§ 7) < —Q(& =, us (€, @)

Dabei werden diese durch die Annahmen (A1) - (A4) impliziert.
Bewetis. Wihle dazu
o Fiir x aus (Al) — (A4) gelte x = (£, x)
o Fiir uy aus (A1) — (A4) sei usp(x) = up(€, ). = (i)
e Somit gilt at = f(z,u) = (G(&,u), H(z)). = (ii)
Zudem gelte weiterhin F(z,u) := F(f(x,u)) — F(z). = (iii) aus (A4) O

Theorem 5.2. Gegeben sei das zeitdiskrete Modell (4.3), (4.4). Gelten zudem die oben
aufgefiihrten Bedingungen, dann ezistiert eine Menge Xy C R?*" und eine Funktion ® :
R" x R" x U — R mit

O(&, x,up) > Q& z,up) YV x) € Xy, ue U, (5.16)
so dass fir alle (§,x) € Xy die Steuerung (3.19) das Zielfunktional

T 2, up,e0) = Zq)(fi,l'i,ui) (5.17)
=0

maenimeiert.

Beweis. Ausgehend vom Optimalitédtsprinzip gilt fiir die zum modellpradiktiven Regelungs-
ansatz gehorende Wertefunktion

V() = Q& 2, um(& ) + V(G um (€, 1)), H(x)) =
= V(G um(&, 2)), H(x)) + Q& v, un (&, x)) +
+ Va1 (G (& un (€, 2)), H(x)) = Vi (G(E, un (€, 2)), H(x))] =
= Vu(G(& unm(E, @), H(x)) + (&, @, un (€, ). (5.18)

Dabei wurde eine Umformung auf das unendliche Intervall vorgenommen. Wenn gezeigt
werden kann, dass die Monotonie-Eigenschaft

Vi1 (G(& uar (6, 2)), H(x)) = Var(G(E, un (€, 2)), H(z)) = 0 (5.19)

gilt, dann kann gefolgert werden, dass die Steuerung u,, (€, x) optimal fiir das neudefinierte
Zielfunktional ist, wobei

@(57 Z, u) = Q(ga Z, u) + [VM—l(G(év u)? H(I)> - VM(G<§’ U), H(l‘))] (520>

gesetzt wird. Es gelte:
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o X ist derart, dass gilt: ({,2) € Xy = (&(tm), 2(tm)) € Xy

e Sei (&, x) € Xy beliebig aber fest.

o s sei tpp—1] = Up,m—1](&, ) die optimale Steuerung fiir J (&, =, vjo,pmr-1))-

o £(t, &, uj,p—1)) bezeichne die optimale Zustandstrajektorie des sampled-data Systems.

e Die Steuerung u = (&, =) tiberfithrt den Anfangszustand ¢ in seinen Nachfolgezustand

€+ = £(T>€aa0(€ax)) =. G(g,ﬁ,o(f,l‘))

e Weiter bezeichne:

= a(T,z)=: H(x), (5.21)
xp = x(tu, ), (5.22)
& o= &t & dpo,m—1))- (5.23)

Da g, ar—1] = {0, . .., Un—1} die optimale Steuerung darstellt, (&, ;) € Xy ist und zudem
{t, ... up—1} die Folge ist, die T in &; iiberfithrt, kann man ein weiteres Element zu dieser
Folge hinzufiigen, um eine weitere suboptimale Steuerung @ := {dy, ..., Up—1,ur(§, z)} fiir
den Zustand (£*,z7%) zu erhalten. Hierbei ergibt sich ug(.,.) aus den Annahmen 5.1 zur
Steuerung.

Aus Annahme 5.1 (ii) folgt somit (G(&r,us(&r,x5)), H(zy)) € Xy Die Anwendung von
Annahme 5.1 (iii) ermdglicht dann die Abschitzung

Ju(E a7 u) = Vya(G(E o), H(z)) + Q(&s, zp, up(Er)) —
— F(&f,mp) + F(G(Ep,up (&), H(xy))
> Vu(G(&, o), H(z)) V(€,x) € Xu (5.24)

Da up (€, x) := up(€, x) ist kann dies umformuliert werden zu

Vi1 (G(& un (&, 2)), H(x)) = Vi (G(€, un (€, 7)), H(x)) (5.25)
und die Behauptung ist gezeigt. O

Zudem lasst sich zeigen, dass wenn F’ eine lokale Lyapunov-Kontroll-Funktion fiir das closed-
loop sampled-data System (4.10), (4.11) ist, dann kann eine Funktion [ gefunden werden, so
dass die Annahmen 5.1 erfiillt sind:

Proposition 5.3. Seien uf(&, ) und F(&, x) gegeben, die die Bedingungen (i) und (i) aus
Annahme 5.1 erfillen. Zudem existiere eine Funktion o, € Ko mit

[ug (€, o)l < au(ll(€,2)]]) V(€ 2) € Xy (5.26)
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Weiter gelte fiir alle (§,x) € Xy

ar([(§, o)) < F(&x) < aa(l[(&,2)]]) (5.27)
AF = F(G(& up(§,2), H(z)) = F(&x) < —as([[(,2)]) (5.28)

fiir Funktionen oy, ag, a3 € Koo. Wenn L € R, L > 0 fiir (f(&,u), f(z,u(z))) auf der Menge
X x U eine Lipschitz-Konstante ist, dann gilt die Bedingung (iii) aus Annahme 5.1 fiir alle
Funktionen | : R*™ x U — R, so dass

1 (=LT)
l(y,u) < Ta o (e 5 lyl + Hg”) (5.29)

mit a(s) = 3 min{$, a; ()} erfillt ist.

Bewets. Sei L > 0 die Lipschitz-Konstante fiir das zusammengesetzte Differentialglei-
chungssystem (f(&,u), f(z,u(x))) auf der Menge X x U. Aus (5.28) folgt daher mit (5.26):

o (Ilflll nal i [E ||(£,x)||1>

AF < —as([Elh + N2]h) = 2 2

(Ilélll + |zl
—Q3 —2

I/\

+ gl )l ) (5.30)

Verwendet man weiter die Dreiecksungleichung fiir K-Funktionen a(3(s1 + s2) < a(s1) +
a(sz), so gilt:
AF < —agoa([[lly + llzfl + [lug (€ 2)l)- (5.31)

Aus der Invarianz der Menge X folgt fiir alle (§,2) € X

€@+ la®ll < DAl + lalh) + 0 = Dlfugle, o)
< eIl + lalh + fusle,2)lh) Vi€ 0T (5.32)

Verwendet man dies nun zusammen mit (5.31), so folgt:

ar <=1 [ asoael + el + uste. )l
< L[ apoa (s QLT IO | 6o ,
< L[ opoa (SO0 b Y
<- / L) — (0) ugle, 2
—Q(&, w,up(§, ). (5.33)
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Gleichzeitig ist es aber nicht notwendig, dass F' eine lokale Lyapunov-Kontroll-Funktion sein
muss um die Annahmen 5.1 zu erfiillen. Sei dazu etwa [(y, u) > ~v(||y||) fiir ein v € K. Dann
folgt aus Proposition 4.18 unter der zusitzlichen Annahme ¢ # z, dass Q(§, x,u) > 0 ist.
Daraus ergibt sich

Ere Xy, E#F v = F(& ) >0. (5.34)

Wiirden nun die Bedingungen aus Annahme 5.1 gelten, dann existieren £*, 2* € Xy, {* # 2¥,
so dass F'(&*,2*) = 0 ist.

= F(G(&2%), H(z")) < —Q(&", 27, ug(€7,27)) <0 (5.35)

Dies stellt einen Widerspruch zur positiven Semidefinitheit von F(.,.) dar und es lasst sich
aus der Bedingung (iii) der Annahme 5.1 folgern:

o F(0,0) =0
e xeXy, EF#x = F(Ex)>0
e {xeXy, EF#x = F(G(E ), Hx)—F(&x)<0

Im Allgemeinen ist F' somit keine lokale Lyapunov-Kontroll-Funktion des exakten zeitdiskre-
ten closed-loop sampled-data Systems (4.10), (4.11). U(z) + F(&, z) allerdings ist eine solche
Lyapunov-Kontroll-Funktion fiir das System, wenn U(z) die Bedingungen (4.110), (4.111)
erfiillt.

Um Funktionen F und [ zu finden, die den Annahmen 5.1 geniigen, bietet sich folgende
Proposition an. Diese nutzt umgekehrte Lyapunov Theoreme fiir die einzelnen Subsysteme
aus, um eine additiv zusammengesetzte Lyapunov-Funktion

F(& x) = Vi(§) + Va(z) (5.36)

aus den erhaltenen Lyapunov-Funktionen V;(§) und V() zu bestimmen und greift dann auf
Proposition 5.3 zuriick.

Proposition 5.4. FEs sei die sampled-data Rate T' € R, T' > 0 derart gegeben, so dass das
sampled-data Subsystem & stabilisierbar ist. Wenn zudem eine Steuerung ug(€) vorliegt, so
dass

¢ =G(& uy(6)) (5.37)

asymptotisch stabil ist, und ein a, € Ko existiert, fir das die Ungleichung (5.26) gilt, dann
existiert eine Funktion F und die Annahmen 5.1 sind fir eine beliebige Funktion [ erfiillt,
die der Ungleichung (5.29) geniigt.



Kapitel 6

Beispiele und Ergebnisse

Das entwickelte Programm zur modellpradiktiven Regelung soll an bekannten Beispielen
getestet werden. Die Beispiele 6.1, 6.2 und 6.3 sind daher aus Kapitel 2.4 des Buchs von
M.Kirsti¢, I.Kanellakopoulos und P.Kokotovié¢ [14] sowie der Arbeit von D.Nesi¢ und L.Griine
[22] entnommen.

6.1 1D Beispiel

In dem ersten Beispiel sollen das eindimensionale Differentialgleichungssystem und die sta-
bilisierende zeitkontinuierliche Steuerung durch

i = 2’ +u (6.1)

u(z) = —2° —zvart+1

gegeben sein. Mit
V(z)=— (6.3)

ist zudem eine Lyapunov-Funktion fiir (6.1) vorgegeben, die fiir die Losung aber nicht not-
wendigerweise im Zielfunktional verwendet werden muss.

Es soll nun einmal explizit die Darstellung des modellpriadiktiven Regelungsproblems erfol-
gen:

Will man die modellpréadiktive Steuerung auf dem Intervall [0, 10] berechnen fiir T = t; 4 —
trx = 1.0, so sind 10 Optimalsteuerungsprobleme zu losen. Weiter werde M = 5 gewihlt, so
dass sich eine Horizontlénge von H = tgw — té = M -T = 5.0 ergibt. Die dquidistante Diskre-
tisierung der Optimalsteuerungsprobleme auf den Intervallen [té, t?w] soll zudem wieder der
verlangten Unterteilung der modellpradiktiven Steuerung entsprechen, daher gilt:

t=0, thy=to+M-T, t]=t""+T, t},,=t+T fivi=1,...,5 j=1,...,10

K3 (2
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Fiir die Folge von Optimalsteuerungproblemen (OCP;),-1. 10

Finde 4 = arg inf J5(£(t), 2(t), vjoq)

Yl0,4]

unter

J5(E(t), x(t), vpa) = 2x dt+(§(tM)—2x(tM))

v, € U Viedo,...,4}

f = (i+j—-1)-10 ,i€{0,...,5}, je{l,...10}
) = P4, o) =§, teltltl,y)

B(t) = —zt)Ve®+1, @) =1y,

mit Anfangswerten (z,£)T = (0.01,0.01)” werden die Werte

x(j * 1.0) x;
Ufo) Uj1
gespeichert, so dass die Folgen
(%)3:0 ..... 10 > (fj)gzo ..... 10 (%)FO ..... 9

fiir dieses Beispiel die Abbildung 6.1 ergeben. Zum Vergleich wurde die gesamplete Losung
dieses Beispiels fiir dieselbe sampled-data Rate T" hinzugefiigt. Diese berechnet sich aus der
Losung des Systems

w(t) = () +u?) (6.4)
u(t) = —2(ty)? —z(t) Vo)t + 1, t € [ty teyr) (6.5)
ty = k-T ,ke{0,...,10}.

Bemerkung 6.1. Generell empfiehlt es sich dabei den optimalen Steuerprozess in Mayer-
Form zu transformieren, da hierbei die Integration des Lagrange-Anteils in den Nebenbe-
dingungen vorgenommen wird, fir die die implementierte Schrittweitensteuerung wesentlich
bessere Ergebnisse liefert als die Integration auf dem verwendeten Diskretisierungsgitter der
Stufe 0 mit Schrittweite h =T
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Einschub: Moore-Greitzer Modell eines Strahltriebwerks

Hierbei soll eine Galerkin-Approximation des Modells von Moore und Greitzer untersucht
werden, das in seiner urspriinglichen Form aus einer partiellen Differentialgleichung und zwei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen besteht

D Po  10p
—_— = = T T == c @ - Wy 0 72 °
5 = Vage 59 TVA2He)—ve, €0 2n] (6.7)
dd 1
= (- _
7 = [ (6.8)
aw 1
— = d — yF 1 (U :
wobei gilt
1 2m
vo =5 [ b(@(0) + p(2.0)). (6.10)
T Jo
Die Galerkin-Approximation ergibt das System
d = —U+ V(D) —30R (6.11)
- 1
v o= E(d) — o) (6.12)
R = oR(1—-®*—R), R(0)>0 (6.13)
mit den Eigenschaften von Kompressor und Schub, ¥ (®) und &4(V), die durch
3 1
Uo(®) = U+ 1+ 5% - 5<I>3 (6.14)
1
U = ;(1 + &7 (D)) (6.15)

charakterisiert sind. Dabei entspricht ® der Durchflufirate, ¥ der Leistungszunahme des
Triebwerks und R > 0 stellt die normierte quadrierte Grofie der Abrissstromungszelle dar.
Ty ist in diesem Gleichungssystem eine Konstante und  kann durch Anderung der Schuboff-
nung festgelegt werden. Zudem beschreibt ®1 die Schubdurchflufirate und o, 3 sind positive
Konstanten.

Das Hauptziel bei der Untersuchung des Moore-Greitzer Modells ist die Vermeidung zweier
Instabilitéatstypen:

e rotierende Abrissstromungen

e Druckstofe

Im Buch von M.Krstic, I.Kanellakopoulos und P.Kokotovic [14] wird hierzu eine Verschiebung
des Ursprungs zu einem gewiinschten Gleichgewicht mittels ¢ = ® —1und ¢ =¥ — WUy —2

durchgefiihrt und die Steuerung
1
u= @@T—l—qb) (6.16)
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gewihlt. Damit stellt sich das Kontrollsystem wie folgt dar:

b = —w—;ﬁ—%&—33¢—w% (6.17)
b o= —u (6.18)
R = —oR(R+2¢+¢?) (6.19)

6.2 Vereinfachtes Moore-Greitzer Modell

Unter der Annahme, dass das Triebwerk nicht absterben kann, lasst sich das Modell durch
die Differentialgleichungen

R (6.20)
Y = —u (6.21)

darstellen. Fiir die Bestimmung eines Zustandsfeedbacks sei auf Kapitel 2.4 des erwédhnten
Buchs [14] verwiesen.
Die zeitkontinuierliche Steuerung

u(r) = —k1¢ + katp (6.22)
und die Lyapunov-Funktion
R PTENC SV 2
V(w) = 50" + 50" + 54 = cod) (6.23)

wurden dort hergeleitet, wobei fiir die Parameter

k |4 coer + 20 (6.24)
= CnC .
1 0C2 8¢,
960
ky = — 6.25
2 Co + o + Sc; ( )
9
mit ¢1,co > 0 die Werte ¢ = g und ¢y = % gewdhlt wurden. Damit ergeben sich die

zeitkontinuierliche Steuerung und die Lyapunov-Funktion zu

u(z) = —T¢+ 5y (6.27)
Vie) = 26+ 16+ (- 20)" (6.25)
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und es gelten die Differentialgleichungen

b = gL
o = -0 ¢ (6.29)
o= ¢ — 5, (6.30)

die im Folgenden zusammen mit (6.20), (6.21) als Beispiel 6.2 bezeichnet werden, wobei die

5)-()

als Anfangswerte verwendet werden sollen.

6.3 Moore-Greitzer Modell eines Strahltriebwerks

Zur Generierung eines Zustandsfeedbacks wurde fiir ¢ als virtuelle Steuerung der ¢-Gleichung
die Wahl

(¢, R) :==c1 — gqs? — 3R (6.31)

getroffen, um die niitzlichen nichtlinearen Anteile %¢3 und —3R¢ nicht aus der Gleichung zu
entfernen. Fiir eine Rechtfertigung dieser Wahl sei auf das 3-Schritt-Design verwiesen, das
in Kapitel 2 des Buchs von M.Krstic, I.Kanellakopoulos und P.Kokotovic [14] beschrieben
ist. Durch die Substitution

Vv =1v—a(s,R) (6.32)
ergibt sich das dynamische System
b = ~d-aé- 36"~ 3R (6.3
1; = ¢— 02?; (6.34)
R = —oR(R+2¢+¢% (6.35)

fiir die Wahl der Steuerung geméf

w = ep—o-2%_ 2%

o¢ OR
= ) — ¢ — (c1 — 39) (—1/7 - — %dﬁ - 3¢>R)
—30R (R+2¢+¢%). (6.36)

Zur einfacheren Implementierung soll hier das Problem resubstituiert werden. Mittels ¢ =
¥ + a(¢, R) erhilt man wieder das Kontrollsystem (6.17) - (6.19), das hier als Beispiel 6.3
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bezeichnet werden soll.
Die zeitkontinuierliche Steuerung hat nach der Resubstitution folgende Gestalt:

_ oo - da -
w o= -9 pid- gER

= o (¢—cl¢+g¢2+3R) —¢—30R (R+ 20+ ¢°)

3 1
— (1 — 30) (—10 L6 56— 30R BR) (6.37)
In der numerischen Berechnung werden fiir die Anfangswerte und die Parameter die Werte
¢ 6 C1 1
’Lp =125 y Co =12
R 1 o 2

gewahlt.

6.4 Reihenfolge zur Anpassung der Einflu3Sfaktoren

Um mittels des hier dargelegten modellpradiktiven Regelungsansatzes fiir beliebige Beispiele
eine Losung zu erhalten, empfiehlt es sich die Einflufaktoren in der folgenden Reihenfolge
festzulegen:

(1) Anfangswerte (z,£) € R*™®

(2) Parameteranpassung (falls moglich)
(3) sampled-data Rate T' € R

(4) Horizontlange H € R

(5) Wahl des Integrationsverfahrens
(6) Fehlertoleranz der Integration

Hierzu sei auf Bemerkung 4.26 verwiesen, welche die Grundidee verdeutlicht.
Ratsam ist dabei fiir eine gute Ausgangsbasis die Losung des ungesteuerten Problems zu
betrachten. Dies ist durch Ersetzen der Steuerung durch die zeitkontinuierliche Feedback-

Steuerung leicht moglich. Unter einer guten Ausgangsbasis versteht man dabei Trajektorien,
die

(a) keine starken Steigungen aufweisen und

(b) monoton innerhalb eines Intervalls der Lange 1" des dquidistanten Gitters sind.
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Da es sich bei (a) um eine vom Verfahren unabhéngige Eigenschaft handelt sollte dies zuerst
bedacht und so (1) und (2) festgelegt werden. Im Anschluff kann man die Faktoren (3) und
(4) unter Beriicksichtigung von (b) bestimmen. Fiir die Fehlertoleranz (6) haben sich der
Wert 10~* und fiir das Integrationsverfahren (5) die Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4
und 5 als brauchbar erwiesen.

Der Reihenfolge liegt dabei die Logik zugrunde, zunéchst eine Losung des optimalen Steue-
rungsproblems berechnen zu kénnen und anschliefend die sampled-data Rate zu vergrofiern.

e So ist es zunéichst nétig im Schritt (1) Anfangswerte zu finden, fiir die das Kontrollsy-
stem mit Parametern (2) stabilisierbar ist.

e Da fiir die Steuerung nur stiickweise konstante Steuerfunktionen verwendet werden,
die zudem zu einer bestimmten sampled-data Rate (3) gehoren, wird 7" zunéchst klein
gewahlt.

e Wihrend der Auswertung der numerischen Ergebnisse hat sich gezeigt, dass ldngere
Horizonte bessere Ergebnisse liefern. Somit sollte H in (4) grofl gewihlt werden.

e Nun wird die sampled-data Rate T' vergroflert. Dadurch werden numerische Probleme
verstirkt, etwa bei der Diskretisierung, der Integration und der Optimierung. Insbeson-
dere die Lénge des Horizonts spielt dabei eine Rolle, so dass dieser eventuell verkleinert
werden muss.

e Mittels (5) und (6) kann nur noch versucht werden, die Grenzen des Verfahrens fiir ein
vorliegendes Problem zu erweitern.

Bemerkung 6.2. (2) kann nur bei einer mdglichen Parameterwahl angewandt werden und
im Fall von (5) und (6) ist eine Vergriflerung der sampled-data Rate lediglich auf Kosten
der Fehlerordnung beziehungsweise der Genauigkeit maglich.

Einzelne Auswirkungen sollen nun anhand der drei zuvor genannten Beispiele erortert wer-
den.

6.5 Sensitivitit der Lésung bei Anderung der Anfangs-
werte

Da bei Beispiel 6.1 nur ein eindimensionaler Anfangswert zy € R vorliegt soll diese Unter-
suchung ausschliellich an diesem Beispiel vollzogen werden. Als Fehler wird dabei generell
die Abweichung der gesteuerten sampled-data Losung von der zeitkontinuierlich gesteuerten
Losung betrachtet.

Fehler := ) " & — x| (6.38)
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Bemerkung 6.3. Die zeitkontinuierliche Lédsung wird dabei hier und tm Folgenden mait
Matlab berechnet.

Der maximale Fehler kann daher nur fiir die diskreten Punkten der sampled-data Folge aus
den vorliegenden Werten berechnet werden. Verwendet wurden dabei eine sampled-data Rate

xo | Fehler bei t =1 | Fehler bei t = 2 | Fehler bei ¢t = 10 | max. Fehler
0.01 5.5893e-04 8.4033e-05 1.1097e-06 | 5.5893e-04
0.02 0.0011 1.7192e-04 9.6614e-07 0.0011
0.03 0.0018 2.7580e-04 8.7688e-07 0.0018
0.05 0.0026 3.5274e-04 8.0813e-07 0.0026
0.10 0.0054 3.8713e-04 3.4148e-07 0.0054
0.15 0.0081 5.7479e-04 6.0691e-07 0.0081
0.20 0.0110 8.5601e-04 1.1473e-06 0.0110
0.25 0.1753 2.8289¢-04 1.0772e-07 0.1753
0.30 0.0174 0.0014 1.6421e-06 0.0174
0.35 0.0207 0.0013 1.8825e-06 0.0207
0.40 0.0245 0.0013 2.2081e-06 0.0245
0.42 0.0259 0.0012 2.3605e-06 0.0259
0.43 0.0266 0.0011 2.6127e-06 0.0266

Tabelle 6.1: Fehler in den Losungen auf dem Intervalls [0, 10] bei modellpradiktiver Regelung
des Beispiels 6.1 mit unterschiedlichen Anfangswerten

von T' = 1.0 und eine Horizontlinge von H = 5.0. Fiir alle Anfangswerte wurde die gleiche
Integrationsroutine (“NART*“ = 5) verwendet. Feststellbar ist hier, dass der maximale Fehler
fast ausschliellich bei ¢ = 1 vorliegt. Zudem l&sst sich ab zy ~ 0.439 das Problem mit dem
Verfahren nicht mehr 16sen, da, wie aus Abbildung 6.2 ersichtlich ist, bereits fiir die Losung
des ersten optimalen Steuerungsproblems mit der Optimierungsroutine keine stabilisierende
Steuerung gefunden werden kann.

Um die Anfangswerte weiter erhohen zu kénnen empfiehlt es sich, die sampled-data Rate T’
zu verkleinern. Auffallend ist hier auflerdem, dass fiir o = 0.25 der maximale Fehler sich
stark erhoht hat, dass aber die optimal gesteuerte Trajektorie im weiteren Verlauf dennoch
gegen 0 konvergiert, wie auch Abbildung 6.3 dies veranschaulicht. Dieses Phdnomen wird in
Kapitel 6.10 noch genauer untersucht.
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6.6 Verbesserung der gesampleten Losung durch mo-
dellpradiktive Regelung

Hier soll die Verbesserung untersucht werden, die man sich durch die modellprédiktive Re-
gelung erhofft. Verglichen werden diese Ergebnisse dabei mit der Losung, die durch Imple-
mentierung einer sampled-data Steuerung der Form

up(t) = u(z(ty)) , w(z(ty)) €U, t € [tgytpsr), txi=k-T, k=0,...,M —1 (6.39)

gewonnen wird. Dabei berechnet sich u(z(t;)) € U aus der Formel des zeitkontinuierlichen
Feedbacks und wird stiickweise konstant auf den Intervallen [ty, tx41) implementiert.

Bemerkung 6.4. Die Lisung eines Systems mit gesampleter zeitkontinuierlicher Steuerung
(6.39) wird dabei jeweils mit Matlab berechnet.

6.6.1 Verbesserung des Fehlers

Der Vergleich soll anhand von Beispiel 6.2 und Beispiel 6.3 erfolgen, fiir die sich Fehler
ergeben, die in den folgenden Tabellen enthalten sind. Fiir das Beispiel 6.2 gibt Tabelle
6.2 hierfiir die Fehler an, die bei Verwendung der gesampleten Steuerung (6.39) entstehen.
Tabelle 6.3 zeigt die zugehorigen auftretenden Fehler bei den verwendeten Verfahren “NART*

T | Fehler bei t =T | Fehler bei ¢t = 4 | max. Fehler
0.05 5.2997 0.1478 5.2997
0.10 11.3817 0.1125 11.3817
0.20 23.2665 0.1031 23.2665

Tabelle 6.2: Fehler durch die gesamplete zeitkontinuierliche Steuerung des Beispiels 6.2

und sampled-data Raten 7', die bei der Nutzung der modellpradiktiven Regelung entstehen.
Das Beispiel 6.2 wurde dazu immer auf einem Horizont der Lange H = 10 - T" gelost und es
wurde das Intervall [0, 4] betrachtet. Deutlich zu erkennen ist, dass die Losung des optimalen
Steuerungsproblem fiir “NART* = 0 nicht funktioniert. Grund hierfiir sind die Anfangswerte,
werden diese verkleinert, so liefert auch das Euler-Verfahren zur Integration gute Ergebnisse.
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NART | T | Fehler beit =T | Fehler bei t = 4 | max. Fehler
0 0.05 21.6395 43.6491 46.9858
1 0.05 21.6395 0.0745 21.6395
2 0.05 21.6395 0.0682 21.6395
3 0.05 21.6395 0.0682 21.6395
4 0.05 5.2994 0.1301 5.2994
5 0.05 3.3799 0.0953 3.3799
0 0.10 26.5200 43.6491 46.9849
1 0.10 26.5200 0.1300 26.5200
2 0.10 26.5200 0.1296 26.5200
3 0.10 26.5200 0.1296 26.5200
4 0.10 10.2005 0.0915 10.2005
5 0.10 10.2172 0.0994 10.2172
0 0.20 33.3292 43.6491 46.9849
1 0.20 33.3292 0.2984 33.3292
2 0.20 33.3292 0.2848 33.3292
3 0.20 33.3292 0.2848 33.3292
4 0.20 18.8498 0.0976 18.8498
5 0.20 19.5561 0.0927 19.5561

Tabelle 6.3: Fehler in den Losungen durch die modellpradiktive Regelung des Beispiels 6.2

Fiir Beispiel 6.3 ergeben sich die in der Tabelle 6.4 fiir Losungen mit gesampleter zeitkon-

tinuierlicher Steuerung (6.39) auftretenden Fehler. Tabelle 6.5 zeigt entstandene Fehler in

den Losungen bei Verwendung der modellprédiktiven Regelung auf. Gelost wurde dabei das

T

Fehler beit =T

Fehler bei t = 0.8

max. Fehler

0.01
0.02
0.05

13.3791
39.7538
143.9110

1.5686
3.8088
14.1300

22.2618
49.6045
143.9110

Tabelle 6.4: Fehler in den Losungen durch die gesamplete zeitkontinuierliche Steuerung des

Beispiels 6.3

Problem auf dem Intervall [0, 0.8] und einer jeweiligen Horizontlinge von H = 10 - T.

Besser zeigt die Abbildung 6.4 fiir die bereits angegebenen Werte 7' = 0.05 und einem

Horizont H = 0.5 die Verbesserung durch den modellpradiktiven Regelungsansatz.
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NART | T | Fehler bei ¢t =T | Fehler bei t = 0.8 | max. Fehler
0 0.01 1.6845 0.0139 1.6845
1 0.01 0.8556 0.0655 2.9571
2 0.01 1.4090 0.0444 1.5253
3 0.01 1.4090 0.0444 1.5253
4 0.01 0.4750 0.0090 0.6435
5 0.01 0.2356 0.0081 0.4952
0 0.02 3.8480 0.0164 3.8480
1 0.02 3.3026 0.1002 3.3026
2 0.02 3.5063 0.0774 3.5063
3 0.02 3.5063 0.0774 3.5063
4 0.02 1.2761 0.0760 3.2911
5 0.02 1.1546 0.0464 2.4709
0 0.05 9.8416 0.0118 9.8416
1 0.05 9.7243 0.1168 9.7243
2 0.05 9.6443 0.1076 9.6443
3 0.05 9.6443 0.1076 9.6443
4 0.05 8.5058 0.2570 8.8058
5 0.05 8.3649 0.2084 8.6184

Tabelle 6.5: Fehler in den Losungen durch die modellpréadiktive Regelung des Beispiels 6.3

Fiir die Beispiele 6.2 und 6.3 lasst sich erkennen, dass mit der modellpradiktiven Regelung im
Vergleich zur Losung mit gesampleter zeitkontinuierlicher Steuerung im Allgemeinen deutlich
geringere Abweichungen von der zu approximierenden zeitkontinuierlich gesteuerten Losung
erreichbar sind. Beim Vergleich der verschiedenen Integrationsverfahren zeigt sich zudem,
dass man generell bessere Ergebnisse fiir die Verfahren “NART“ = 4 und “NART“ = 5
erhélt, aber auch, dass dies nicht in allen Féllen gelten muss.

Zudem sind fiir alle betrachteten Beispiele kleine sampled-data Raten fiir den Erhalt einer
exakteren Losung besser geeignet. Die Abweichungen durch eine Verkleinerung der sampled-
data Rate T' zu reduzieren steht allerdings im Widerspruch zur praktischen Zielsetzung des
Verfahrens, denn es soll eine moglichst grofie sampled-data Rate verwendet werden.
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gesampleter und modellpradiktiver Steuerung
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6.6.2 Vergroflerung der sampled-data Rate

Wie Tabelle 6.4 nahelegt muss die gesamplete zeitkontinuierliche Steuerung (6.39) nicht
notwendigerweise das System stabilisieren. Ein solcher Fall ist in Abbildung 6.5 fiir das
Beispiel 6.3 gezeigt. Dabei wurden in den Differentialgleichungen fiir diese Abbildung die
Parameter

C1 1
e | =[50 (6.40)
o 2

gewahlt. Gerade bei derartigen Problemen kommen die Vorteile des modellpradiktiven Re-
gelungsansatzes voll zur Geltung, da die kiinftige Entwicklung antizipiert wird und durch
Sampling entstehende Fehler beriicksichtigt werden. Tabelle 6.6 zeigt dies fiir die gesamplete
Losung und den modellpradiktiven Ansatz mit den oben angegebenen Parametern. Betrach-
tet wird dabei das Intervall [0, 0.8] und es werden Horizonte der Lange H = 10-T verwendet.

Modellpradiktive Regelung Direkt gesamplete Losung

T | Fehler bei t =T | Fehler bei ¢t = 0.8 | Fehler bei t =T | Fehler bei t = 0.8
0.01 1.4079 0.0015 6.9402 9.0011e-04
0.02 2.3152 0.0057 15.8659 0.0092
0.03 2.0151 0.0130 22.4503 0.0228
0.04 0.2187 0.0299 26.8193 4.1819
0.05 1.6804 0.0290 29.6262 739.2543
0.08 10.9888 0.0336 33.3520 4.1876e+05
0.10 5.3392 0.0473 34.3776 4.7030e+-05
0.20 20.7075 0.4500 38.7403 3.5122e+04

Tabelle 6.6: Verbesserung durch den modellpradiktiven Regelungsansatz bei Vergrofierung
der sampled-data Rate

Der modellpriadiktive Regelungsansatz liefert also im Allgemeinen nicht nur bessere Losun-
gen, sondern erméglicht es zudem die Vergroflerung der sampled-data Rate T'. Im Folgenden
soll nun auf Problembereiche des Verfahrens und insbesondere auf dessen Grenzen eingegan-
gen werden.
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6.7 Einflul der sampled-data Rate

Wie bereits erwahnt ist es wahrscheinlicher, dass man fiir kleinere sampled-data Raten gu-
te Losungen oder auch iiberhaupt Losungen erhélt. Ziel ist es aber, eine moglichst grofie
sampled-data Rate T € R zu finden.

Bemerkung 6.5. Wie die vorgeschlagene Reihenfolge bereits suggeriert bieten die Ldnge
des Horizonts, die Wahl der Parameter und die Toleranz Mdoglichkeiten, um T vergréfiern zu
konnen. Darauf soll im Anschluss eingegangen werden. Als Integrationsverfahren wird dabei
immer “NART = 5% gewdhlt und auf einen Vergleich verzichtet, da hiermit, wie bereits
gezeigt, im Allgemeinen gute Ergebnisse erzielt werden.

In Tabelle 6.8 wird nun das Beispiel 6.3 fiir verschiedene sampled-data Raten T" betrachtet.
Die Horizontlénge H € R wird dabei auf zweierlei Arten beriicksichtigt:

e H:=Fk -T, wobei k; € R fiir alle betrachteten T gleich sein soll
e H := ky, wobei ky € R fest sein soll mit ko =n-T,n € N

Fiir den Vergleich in 6.7 wurde dazu k; = 40 und ks = 0.4 gewéhlt und das Problem jeweils
auf dem Intervall [0, 0.8] gelost. Da fiir verschiedene Horizontlingen H bei gleicher sampled-

T H | max. Fehler | Fehler bei t = 0.8
0.01 | 0.40 0.4953 0.0081
0.02 | 0.40 2.4716 0.0465
0.025 | 0.40 2.8150 0.0622
0.04 | 0.40 6.2825 0.1441
0.05 | 0.40 8.5844 0.2086
0.08 | 0.40 220.4735 0.7174
0.10 | 0.40 271.9608 261.4819
0.02 | 0.80 2.4709 0.0464
0.025 | 1.00 2.8208 0.0622
0.04 | 1.60 6.2518 0.1432
0.05 | 2.00 8.6413 0.2083
0.08 | 3.20 226.7734 154.3511
0.10 | 4.00 271.9635 260.7752

Tabelle 6.7: Fehler in den Loésungen durch die modellpriadiktive Regelung des Beispiels 6.3
fiir unterschiedliche sampled-data Raten und Horizontldngen

data Rate T' erkennbar ist, dass man fiir kleinere 7" bessere Ergebnisse erzielt, soll dies fiir
den Fall H := k; - T genauer untersucht werden. Tabelle 6.8 zeigt dies fiir k; = 10 wobei
wieder das Intervall [0, 0.8] betrachtet wird.
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T max. Fehler | min. Fehler T max. Fehler | min. Fehler
0.005 0.6938 | 7.1083e-05 0.055 12.5565 0.3142
0.010 0.4952 0.0076 0.060 11.5928 0.3171
0.015 1.0623 0.0170 0.065 179.1451 0.4663
0.020 2.4709 0.0464 0.070 550.5021 9.0297
0.025 3.0125 0.0645 0.075 179.4059 0.4200
0.030 4.4905 0.0827 0.080 211.8231 0.5146
0.035 5.8094 0.1747 0.085 236.9181 19.4715
0.040 6.2825 0.1441 0.090 242.5041 2.2443
0.045 7.9847 0.2477 0.095 253.5749 216.9978
0.050 8.6184 0.2084 0.100 273.2365 260.4605

Tabelle 6.8: Fehler in den Losungen durch die modellpriadiktive Regelung des Beispiels 6.3
fiir unterschiedliche sampled-data Raten

Bemerkung 6.6. Dabei ist zu Tabelle 6.8 anzumerken, dass fir die Werte bei T > 0.095 die
verwendete Optimierungsroutine Integrationsfehler bei der Losung des zeitkontinuierlich ge-
steuerten Systems verursacht. Abbildung 6.7 veranschaulicht dies graphisch. Die Fehlerquelle
lasst sich dadurch erkennen, dass man gute Ldsungen fir das ungesteuerte Problem erhilt,
das heifit indem man in der Subroutine “DGLSYS® die sampled-data Steuerung durch die
zeitkontinuierliche Steuerung u(x(t)) ersetzt.

Bemerkung 6.7. Der minimale Fehler tritt bei den angefiihrten Beispielrechnungen zumeist
am FEnde des untersuchten Intervalls auf und wird daher hier und im Folgenden zur Qua-
litdtsuntersuchung einer Ldsung angegeben. Sehr grofie minimale Fehler deuten dabei auf
Instabilitit des Verfahrens hin und miissen somit nicht am Ende des Intervalls vorliegen.
Kleine minimale Fehler dagegen stellen ein Indiz fiir Stabilitit dar.
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Abbildung 6.6: Fehlerentwicklungen fiir verschiedene sampled-data Raten
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Um die Integrationsfehler der Optimierungsroutine zu verbessern kann man die Fehlertole-
ranz “Tol“ im Hauptprogramm vergréflern. Dabei muss aber darauf geachtet werden, dass
dies teilweise bessere Ergebnisse liefert, dass aber auch mittels der modellpriadiktiven Rege-
lung versucht wird eine dann wesentlich stiarker fehlerbehaftete Trajektorie nachzusteuern,
weswegen hier die Abweichungen der berechneten Trajektorie von der mit Matlab bestimm-
ten Referenzbahn aufgenommen wurden. Abbildung 6.8 verdeutlicht dies fiir einen Toleran-
zwert Tol = 1072, In Tabelle 6.9 werden dazu die maximalen und minimalen Fehler fiir
verschiedene Toleranzen und sampled-data Raten dargestellt. Dabei wird wieder H = ky - T’
mit k1 = 10 verwendet und das Problem auf dem Intervall [0,0.8] gelost.

T Tol max. Fehler | Abweichung | min. Fehler | Abweichung
0.005 | 1.0e-04 0.6938 0.0543 | 7.1083e-05 | 2.1763e-05
0.010 | 1.0e-04 0.4952 0.4644 | 7.6544e-03 0.0079
0.020 | 1.0e-04 2.4709 2.2976 0.0464 0.0476
0.060 | 1.0e-04 11.5928 1.4406 0.3171 0.3292
0.070 | 1.0e-04 550.5021 10.6113 9.0297 1.5139
0.075 | 1.0e-04 179.4059 9.9453 0.4200 1.4512
0.080 | 1.0e-04 211.8231 7.9537 0.5146 0.5435
0.085 | 1.0e-04 236.9181 7.1878 19.4715 5.9040
0.090 | 1.0e-04 242.5041 5.2128 2.2443 0.9901
0.095 | 1.0e-04 253.5749 6.9978 216.9978 3.4601
0.100 | 1.0e-04 273.2365 18.1100 260.4605 5.3595
0.005 | 1.0e-02 0.6497 0.0171 | 4.6661e-05 | 1.0495e-04
0.010 | 1.0e-02 1.8072 0.1242 | 8.1759e-04 | 5.2187e-04
0.020 | 1.0e-02 1.7410 2.1060 0.0247 0.0259
0.060 | 1.0e-02 11.2210 1.7976 0.1759 0.1873
0.070 | 1.0e-02 168.7857 23.1161 0.5653 2.5921
0.075 | 1.0e-02 186.8339 21.6568 0.7450 2.7446
0.080 | 1.0e-02 443.1021 14.5353 132.7333 8.9159
0.085 | 1.0e-02 187.5645 8.3479 0.9480 0.9631
0.090 | 1.0e-02 194.2320 10.5402 0.8992 0.9032
0.095 | 1.0e-02 211.4320 16.6961 1.6994 4.1523
0.100 | 1.0e-02 227.6964 18.4562 185.2055 13.9658

Tabelle 6.9: Vergleich der Fehler in den Losungen durch die modellpréadiktive Regelung des
Beispiels 6.3 fiir unterschiedliche sampled-data Raten und Fehlertoleranzen

Tabelle 6.9 macht zudem deutlich, dass eine kleinere Fehlertoleranz selbst bei kleinen sampled-
data Raten nicht immer bessere Ergebnisse liefert. Grund hierfiir sind die vorliegenden ver-
schiedenen Fehlerquellen.
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Abbildung 6.8: Losung des Beispiels 6.3 fiir 7' = 0.095 und H = 0.95 fiir T'ol = 102
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6.8 Einflul der Linge des Horizonts

In der Theorie, vergleiche Theoreme 4.16, 4.22, 4.24, gelten die Aussagen fiir alle Hori-
zontlingen H = M - T, wobei mit M* eine untere Schranke fiir M gegeben ist. In Tabelle
6.10 ist am Beispiel 6.3 zu erkennen, dass zudem eine obere Schranke existiert, die insbeson-
dere bei kritischen sampled-data Raten auftritt.

Bemerkung 6.8. T' € R wird dabei als kritische sampled-data Rate bezeichnet, wenn die
durch T wverursachten Abweichungen der sampled-data Steuerung von der zeitkontinuierli-
chen Steuerung von der Optimierungsroutine gerade noch ausgeglichen werden kénnen. Die
zumeist vorliegende Nichtlinearitit der zeitkontinuierlichen Steuerung verursacht insbeson-

dere bei der Bestimmung einer Startlosung groffe Probleme, wie auch Kapitel 6.10 zeigt.

T H max. Fehler | min. Fehler | Rechenzeit
0.085 | 0.850 586.5731 19.4715 70s
0.085 | 1.190 235.3311 13.5757 98s
0.085 | 1.275 235.0651 0.0802 225s
0.085 | 1.360 226.8418 0.0586 290s
0.085 | 1.445 1317.0502 7.9271 176s
0.085 | 1.530 534.4092 10.8980 113s
0.085 | 1.615 233.7771 0.0735 311s
0.085 | 1.700 232.7984 0.0078 295s
0.085 | 1.785 265.5365 147.8932 182s
0.085 | 1.870 233.8774 89.0648 165s
0.085 | 1.955 325.6937 27.0719 244s

Tabelle 6.10: Vergleich der Fehler in den Loésungen durch die modellpradiktive Regelung des
Beispiels 6.3 fiir unterschiedliche Horizontlangen bei kritischer sampled-data Rate

Betrachtet wurde dabei das Intervall [0, 3]. Im Vergleich dazu lésst sich bei nicht kritischen
sampled-data Raten dies nicht beobachten, wie in Tabelle 6.11 veranschaulicht ist.

Bemerkung 6.9. Als Konsequenzen ergeben sich:

o Generell sollte die Untersuchung mait kleiner Horizontlinge gestartet werden, wobei sich
H =10-T bewdhrt hat.

e Problematisch ist besonders die Startlosung, da diese die Steuerung an den Gitterpunk-
ten mittels Approximation des zeitkontinuierlichen Systems bestimmt. Die stiickweise
konstante Implementierung mit dieser Startlosung fiihrt wegen bei nichtlinearen Steue-
rungen zu grofsen Fehlern, wodurch die Lésung des Optimierungsproblems erschwert
wird. Eine Verlingerung des Horizonts vergréfert die Fehler und damit die Probleme
bei der Lisung weiter.
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T H max. Fehler | min. Fehler | Rechenzeit
0.050 | 0.15 8.6147 0.0251 33s
0.050 | 0.20 8.6147 0.0251 22s
0.050 | 0.25 8.6147 0.0251 33s
0.050 | 0.50 8.6184 0.0252 135s
0.050 | 0.75 8.6325 0.0252 343s
0.050 | 1.00 8.6140 0.0252 621s
0.050 | 1.25 8.6326 0.0252 877s
0.050 | 1.50 8.6668 0.0252 1336s
0.050 | 2.00 8.6413 0.0252 2300s
0.050 | 3.00 8.6614 0.0252 4028s
0.075 | 0.225 222.4712 0.0765 13s
0.075 | 0.300 192.6341 0.0514 20s
0.075 | 0.375 216.8851 0.0681 38s
0.075 | 0.750 197.4059 0.0609 119s
0.075 | 1.125 206.1420 0.0599 217s
0.075 | 1.500 210.5395 0.0625 446s
0.075 | 1.875 314.0418 8.0358 227s
0.075 | 2.250 230.6622 1.1778 699s
0.075 | 3.000 209.2934 2.0524 648s
0.075 | 4.500 208.0678 0.8336 703s

Tabelle 6.11: Vergleich der Fehler in den Loésungen durch die modellpradiktive Regelung des

Beispiels 6.3 fiir unterschiedliche Horizontldngen

o DBei diesen Untersuchungen traten die minimalen Fehler immer am FEnde des unter-
suchten Intervalls und die Mazximalen nach dem ersten Zeitschritt auf. Dies legt nahe,
dass die sukzessive Losung des Problem begiinstigt wird durch die Ubergabe der als op-
timal gefundenen Losung der Steuerung an den folgenden optimalen Steuerprozess, der
dies als Startlosung verwendet. Dies soll im Kapitel 6.10 genauer untersucht werden.

e Generell erhoht sich die Rechenzeit bei Betrachtung lingerer Horizonte. Wichtiger al-
lerdings ist, dass eine Verkleinerung des Horizonts es eventuell tiberhaupt erst maéglich
macht, Losungen fiir eine sampled-data Rate bestimmen zu konnen. Kiirzere Gesamt-
zeiten bev kritischen sampled-data Raten kommen dabet durch die anfinglich schlechte

Optimierung zustande.

Ein weiterer Aspekt der Untersuchung ist das Ergebnis, das sich aus Tabelle 6.12 ablesen
lasst. Dabei ergibt sich, dass in den meisten Féllen fiir langere Horizonte bessere Ergeb-
nisse in Hinsicht auf den Fehler innerhalb des implementierten Verfahrens erzielt werden.
Deshalb werden fiir Tabelle 6.12 die mit Hilfe des Verfahrens bestimmten Werte fiir das zeit-
kontinuierlich gesteuerte System zur Fehlerberechnung verwendet und das Intervall [0, 10]

betrachtet.
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Bemerkung 6.10. Dementsprechend sollte immer versucht werden fiir eine feste sampled-
data Rate T' die Horizontlinge mdglichst grof$ zu wdhlen. Hierbei steht aber noch immer das
Ziel im Vordergrund, eine mdaglichst groffe sampled-data Rate T zu finden.

T H max. Fehler | Fehler bei T=10 | min. Fehler
0.050 | 0.25 8.3882 8.2419e-05 | 3.7140e-05
0.050 | 0.50 8.3919 2.9570e-05 | 2.0920e-05
0.050 | 0.75 8.4061 2.0529e-05 | 1.3932e¢-05
0.050 | 1.00 8.3875 1.7543e-05 | 8.7496e-06
0.050 | 2.00 8.4148 1.3076e-05 | 7.4336e-06
0.050 | 3.00 8.4350 1.1517e-05 | 7.7164e-06
0.075 | 0.375 190.5467 3.2031e-03 | 8.7346e-04
0.075 | 0.75 190.7359 6.5275e-04 | 1.2590e-04
0.075 | 1.125 197.4236 5.6298¢-04 | 2.6734e-04
0.075 | 1.50 201.4378 4.8859¢-04 | 2.6635e-04
0.075 | 3.00 200.1877 1.5674e-03 | 1.5674e-03
0.075 | 4.50 200.0452 4.4957e-04 | 4.4957e-04

Tabelle 6.12: Abweichungen der z- und &-Trajektorien des Beispiels 6.3 fiir unterschiedliche
Horizontlangen

6.9 Verwendung einer Lyapunov-Kontroll-Funktion

Wenn der Mayer-Anteil des Zielfunktionals eine Lyapunov-Kontroll-Funktion fiir das zu be-
trachtende System ist, so ist aus der Theorie zu erwarten, dass der minimale Horizont kleiner
gewdhlt werden kann. Zudem sollte dadurch eine genauere obere Schranke fiir den unend-
lichen Horizont gegeben sein und dementsprechend wéren zumindest verbesserte Stabilitét
und Robustheit zu erwarten.

Da fiir Beispiel 6.2 die Lyapunov-Kontroll-Funktion bekannt ist soll die Untersuchung an-
hand dieses Beispiels erfolgen. Tatséchlich kann beobachtet werden, dass die Horizontlédnge
verkleinert werden kann, falls F' als Lyapunov-Kontroll-Funktion gewéahlt wird, wie Tabellen
6.13 und 6.14 zeigen.

Durchgefiihrt wurden die Berechnungen jeweils auf dem Intervall [0, 12]. Tabelle 6.14 zeigt
zudem, dass auch fiir lange Horizonte die Verwendung einer Lyapunov-Kontroll-Funktion
bessere Ergebnisse liefert. Die Untersuchung der kritischen sampled-data Rate T' = 0.4 zeigt
zudem, dass sich damit aulerdem die sampled-data Rate vergréfern lasst. Bei Vorliegen
einer Lyapunov-Kontroll-Funktion sollte diese daher immer verwendet werden.



112 Kapitel 6: Beispiele und Ergebnisse

T | H | max. Fehler | min. Fehler | Lyapunov
0.1 0.5 10.2328 0.3028 nein
0.2 1.0 19.2792 0.0021 nein
0.3 ] 1.5 28.9446 | 1.1475e-04 nein
0.1 ]0.5 6.6661 | 4.8589¢-08 ja
0.2 1.0 13.97741 | 1.4579e-07 ja
0.3 1.5 43.9957 | 9.1893e-07 ja

Tabelle 6.13: Fehler in den Losungen durch die modellpradiktive Regelung des Beispiels 6.2
fiir unterschiedliche sampled-data Raten

T | H | max. Fehler | min. Fehler | Lyapunov
0.1 1.0 10.2172 | 1.9024e-04 nein
0.1 1.0 10.1792 | 1.0502e-07 ja
0.120 10.1787 | 9.9400e-07 nein
0.120 10.1443 | 2.2067e-07 ja
0.2 120 19.5561 | 1.7630e-05 nein
0.2 120 18.7068 | 1.4150e-07 ja
0.2 4.0 18.1828 | 1.0053e-05 nein
0.2 4.0 17.9253 | 2.2310e-07 ja
0.31]3.0 972.9952 7.8027 nein
0.3 (3.0 32.2292 | 1.9110e-06 ja
0.3]6.0 248.0926 4.2219 nein
0.31]6.0 30.0373 | 6.4298e-07 ja
04140 630.9820 16.0373 nein
0.4 (4.0 38.5546 | 3.6958e-06 ja
0.41]8.0 39.6654 25.2648 nein
0.41]8.0 38.5394 | 1.2721e-04 ja

Tabelle 6.14: Fehler in den Losungen durch die modellpradiktive Regelung des Beispiels 6.2
fiir unterschiedliche sampled-data Raten und Horizontlangen

6.10 Anderungen der optimalen Lésungen der einzel-
nen optimalen Steuerprozesse

Betrachtet wird nun das Beispiel 6.3 und die Losungen, die mittels NUDOCCCS auf den
jeweils verschobenen Horizonten berechnet worden sind. Zunéchst wird dies fiir eine nicht
kritische sampled-data Rate T = 0.05 dargestellt. Generell sollte dabei zu erkennen sein, dass
die optimalen Steuerungen der einzelnen optimalen Steuerprozesse nicht stark voneinander
abweichen, wie dies auch fiir diese sampled-data Rate aus den Abbildungen C.1-C.9 gut
zu erkennen ist. Zudem erhofft man sich eine Verkiirzung der Rechenzeit zur Losung des
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Folgeproblems dadurch, dass man eine bereits gute Startlosung dafiir vorgeben kann. Tabelle
6.15 stellt dies im Vergleich dar, wobei die Angaben in Sekunden gemessen werden.

Bemerkung 6.11. Dies trifft dabei nicht auf alle Schritte zu, jedoch lisst sich eine deutliche
Rechenzeitverkiirzung fiir spdter im Verlauf zu [0sende Probleme beobachten.

T H | max. Rechenzeit | min. Rechenzeit | Gesamtzeit
0.025 | 0.50 | 13s (im 1.OCP) | 6s (im 20.0CP) 1355
0.050 | 1.00 | 17s (im 1.0CP) | 5s (im 18.0CP) 195s
0.070 | 1.40 | 23s (im 4.0CP) | 6s (im 20.0CP) 224s
0.085 | 1.70 | 46s (im 3.0CP) | 1s (im 21.0CP) 130s

Tabelle 6.15: Rechenzeitvergleich

Bemerkung 6.12. Dies kann auch fiir kritische sampled-data Raten T beobachtet werden,
allerdings ist dabei darauf zu achten, dass die Optimierung hierfir auf Grund der schlechten
Startlosung nicht immer gute Ergebnisse liefert. Wird allerdings eine gute Lésung gefunden,
so ist dies auch an der Rechenzeit erkennbar, die dann deutlich linger ist. Im Anschluss ist
die oben gemachte Beobachtung auch hier festzustellen.

Das zweite hier dargestellte Beispiel fiir eine kritischere sampled-data Rate T" = 0.085 zeigt
dagegen ein vollig anderes Verhalten, wie die Abbildungen C.10-C.18 veranschaulichen. Hier
ist deutlich zu erkennen, dass die Teillosungen der optimalen Steuerung in aufeinander fol-
genden optimalen Steuerprozessen stark voneinander abweichen. Da die Startlésungen bei
groflen sampled-data Raten entsprechend schlecht sind kann hier mit der Optimierung kaum
eine Verbesserung erreicht werden, wodurch sich auch die kurze Rechenzeit erkléart. Weiter
kann allerdings beobachtet werden, dass wenn eine optimale Steuerung gefunden wurde, die
die Zustandstrajektorien in relativer Ndhe der zeitkontinuierlich Feedback-gesteuerten Tra-
jektorien hélt, dann stimmen die optimalen Steuerungen aufeinander folgender optimaler
Steuerprozesse gut iiberein und es ergeben sich die gleichen Aussagen zur Rechenzeit wie bei
nicht kritischen sampled-data Raten.

Generell stellen sich die Rechenzeitverldufe ein, wie sie schematisch in den Abbildungen 6.9
und 6.10 dargestellt sind.

6.11 Fazit und Ausblick

Der modellpradiktive Regelungsansatz basiert auf einer einfachen Idee und liefert im All-
gemeinen wesentlich bessere Ergebnisse als eine gesamplete zeitkontinuierliche Steuerung.
Selbst wenn mit Letzterer keine Stabilitdt mehr erreicht wird ist dies mit dem Regelungsan-
satz noch moglich und die sampled-data Rate kann noch deutlich vergrofiert werden.
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Die Vorgabe einer Anfangsschitzung allerdings gestaltet sich sehr problematisch. Fiir die ver-
wendete Berechnung aus der zeitkontinuierlichen Steuerung kann nicht einmal die Stabilitat
des Systems garantiert werden. Ein moglicher anderer Ansatzpunkt wére die Implementie-
rung des mit gesampleter Steuerung gelosten Systems, das zudem zum Vergleich verwen-
det wird. Auch das Zusammensetzen einer Startlosung ist denkbar, etwa um bei Nichtdefi-
niertheit einer Losung die Horizontlédnge trotzdem vergroflern zu koénnen und somit bessere
Ergebnisse zu erhalten. Fiir ein solches Vorgehen ist es allerdings notwendig fiir kiirzere
Horizonte, fiir die die Startlosung definiert ist, die Losung mit dem modellpradiktiven Re-
gelungsansatz fiir den langeren Horizont zu berechnen. Da dies allerdings einen sehr hohen
Zeitaufwand verursacht wird es in der praktischen Anwendung in einer on-line Berechnung
nicht durchfiithrbar sein.

Generell faillt auf, dass der maximale Fehler in den Berechnung fast immer zum Zeitpunkt
t =T vorliegt. Eine Gewichtung im Zielfunktional kénnte dazu eingefiihrt werden um diese
Fehler zu verkleinern, zum Beispiel mit Hilfe des diskontierten Zielfunktionals.

Ein weiterer Punkt, den es zu untersuchen gilt, ist die durch die Optimierungsroutine ver-
ursachte fehlerhafte Integration. Moglicher Ansatzpunkt wére hier eine Trennung der Dif-
ferentialgleichungssysteme und die separate Integration dieses Systems um das Problem zu
umgehen.



Anhang A

Implementierung des
modellpradiktiven Regelungsansatzes

A.1 Software Beschreibung von NUDOCCCS

NUDOCCCS stellt ein Programm zur Diskretisierung optimaler Steuerprozesse und der an-
schlieBenden Losung der sich daraus ergebenden Optimierungsprobleme mittels des in der
Nag-Routine enthaltenen Verfahrens “E04UCF* dar. Der in diesem Verfahren implementier-
te Algorithmus ist dabei ein SQP-Verfahren, das im Wesentlichen auf den Ausfiihrungen von
P.E.Gill, W.Murray und M.H.Wright [6] beruht.

Obwohl es fiir das vorliegenden Verfahren nicht relevant ist, lassen sich mit NUDOCCCS
auch beschrénkte optimale Steuerprozesse l6sen. Zusétzlich lassen sich die hierfiir ebenfalls
nicht bendtigten Losungen der adjungierten Differentialgleichung mitberechnen. Dement-
sprechend wurden diese Programmteile deaktiviert um eine moglichst schnelle Berechnung
der Steuerung- und Losungstrajektorien zu ermoglichen.

A.1.1 Verfahren zur Integration und Interpolation

Tabelle A.1 gibt eine Ubersicht der Kombinationen von Interpolations- und Integrationsver-
fahren, die in NUDOCCCS standardméfig iiber den Eingabeparamter “NART* zur Auswahl
bereitgestellt sind.

Hierbei wird folgende Bezeichnung verwendet:

¢, Fehlerordnung des Integrationsverfahrens
& Fehlerordnung des Interpolationsverfahrens
RSA  Anzahl der Auswertungen der rechten Seite

des Differentialgleichungssystems
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NART Integration & Interpolation & RSA

0 Euler O(h) J/ J/ 1
1 Heun O(h?) J/ / 2
2 verb.Poly. | O(h?) | konstant O(h) | 2
3 verb.Poly. | O(h?) linear O(h?) | 2
4 RK 4 England | O(h?) linear Oh?)| 4
5 RK 5 England | O(h5) linear Oh?)| 6
6 RK 4 England | O(h?) kubisch O(h*) | 4
7 RK 5 England | O(h%) kubisch Oon*) | 6

8 RKEPS >0| RKF7/8 |O(T)| konstant | O(h)

8, RKEPS =0 RADAU5 O(h’) konstant O(h)

9, RKEPS > 0 RKF 7/8 O(hT) linear O(h?)

9, RKEPS =0| RADAU5 | O(R5) linear O(h?)

Tabelle A.1: Interpolations- und Integrationsverfahren in NUDOCCCS

Mittels der Eingabe einer Zahl zwischen 10 und 19 werden dieselben Integrations- und Inter-
polationsroutinen angesprochen, jedoch werden zur Berechnung der Gradienten der Zielfunk-
tion und der Nebenbedingungen bei Bedarf zentrale Differenzen verwendet. Durch Eingabe
einer Zahl zwischen 20 und 29 werden die Gradienten der Zielfunktion und der Nebenbedin-
gungen mit Hilfe eines einfachen Differenzenquotienten bestimmt. Sollte es notwendig sein
wird auch hier der zentrale Differenzenquotient zur Berechnung herangezogen. Die Schritt-
weite des Differenzenquotienten wird dabei vor Beginn der Optimierung fiir jede Optimie-
rungsvariable, das heift fiir alle Mehrzielknoten, fehlenden Anfangswerte und die zeitdiskrete
Steuerung, bestimmt. Zusétzlich werden verschiedene Tests auf Richtigkeit und Losbarkeit
des Problems durchgefiihrt und rechnerabhéngige Standardwerte werden fiir die Genauigkeit
der Losungsberechnung der optimalen Zielfunktionswerte und Nebenbedingungen, der linea-
ren und nichtlinearen Erreichbarkeit des Problems sowie der Genauigkeit der Abweichung
vom Optimalwert verwendet.

Um auf die vorliegende Problemstellung anwendbar zu sein wurden die Verfahren “NART*“
= 0 bis “NART* = 7 derart verdndert, dass die Steuerung innerhalb eines Intervalls [¢;, ;1]
mit Lange 1" als konstant angenommen und dementsprechend interpoliert wird. Die Verfah-
ren “NART*“ = 4 und 5 entsprechen somit den Verfahren “NART* = 6 und 7.

Um eine Schrittweitensteuerung innerhalb der Diskretisierungsintervalle [ty, 1) implemen-
tieren zu konnen wurde ein Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 8 zur Fehlerkontrolle
verwendet. Fiir die Theorie zur Schrittweitensteuerung sei auf Kapitel 5 des Buch von
P.Deuflhard und F.Bornemann [3] verwiesen und an dieser Stelle lediglich der verwende-
te Algorithmus erwahnt:

1. Folgende Werte sind zu iibergeben:
Anfangswert x, Anfangszeitpunkt ¢y, Endzeitpunkt t¢;, Toleranz tol > 0, Mindest-
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schrittweite 7,,;, > 0, obere Fehlerschranke ¢,,,, > 0 und Sicherheitsfaktor 0 < fac < 1
Setze xg = x, 1o =ty —tp und k = 0.

2. Gilt t; =ty — Beenden
Gilt ¢ + 7 > ty, so setze 7, = t; — tp,

3. Setze ty,1 = tx + 7 und berechne

T = Pty T, ) (A1)
ilAfk_H = @(tk,xk,rk) (AQ)
e = |Ths1 — Tl (A.3)

Gilt € > €02, SO setze € = €00
Gilt e =0, so setze € = tol - 0.1.
Gilt € > 0 und ¢ < g,,,42, S0 berechne

T = ’H\l/ fac - %01 C Tk (A.4)

Sonst setze 7} = min{7,n, tf — ¢} und € = tol - 10.
4. Gilt € > tol, so setze 7, = 7, und gehe zu 3.
5. Gilt € < tol, so setze 7441 = 75, k = k 4+ 1 und gehe zu 2.

Dabei sind Verfahren @, ® unterschiedlicher Konsistenzordnungen p, p mit p > p+1 gegeben
und zu jedem Zeitpunkt ty.; wird der Wert xp 1 = P(t, xx, 7) weiterverwendet, da das
Verfahren mit hoherer Konsistenzordnung im Allgemeinen als genauer zu erachten ist.

Da das Verfahren “NART“ = 9 von linearer Steuerung ausgeht ist es fiir die Problemstellung
des modellpradiktiven Regelungsansatzes nicht geeignet. Somit ergibt sich folgende Tabelle:

NART Integr. Verf. & Interpol. Verf. | & | min(&, &)
0 Euler O(h) konstant O(h) O(h)
1 Heun O(h?) konstant O(h) O(h)
2 verb.Poly. | O(h?) konstant O(h) O(h)
3 verb.Poly. O(h?) konstant O(h) O(h)
4 RK 4 England | O(h?) konstant O(h) O(h)
5 RK 5 England | O(h®) konstant O(h) O(h)
8, RKEPS > 0 RKF 7/8 O(h") konstant O(h) O(h)
8, RKEPS =0 | RADAU5 |O(h)| konstant | O(h)| O(h)

Tabelle A.2: Interpolations- und Integrationsverfahren fiir modellpriadiktive Regelung
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A.1.2 Parameterzusammenhinge der Eingaben

Durch die Subroutine
SUBROUTINE HORIZON(TNDIS1)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-2)
TNDIS1 = ...

RETURN

END
wird die sampled-data Rate an das Programm iibergeben. Dabei entspricht diese dem Zeit-
schritt der Diskretisierung des modellpradiktiven Ansatzes T = “TNDIS1“, woraus sich fiir
den Horizont eine Lénge von T - (NDIS1 — 1) ergibt. Die sampled-data Folge (#;);—oxDis2—1
des modellpradiktiven Regelungsansatzes ist somit durch

to=0, t;,=t,_1+7T Vi € {1,NDIS2 — ]_}

gegeben. “NDIS1“ ist dabei vom Benutzer bei Programmstart einzugeben. Der Parameter
“NDIS2“ gibt an, wieviele optimale Steuerprozesse hintereinander zu losen sind und wird
ebenso bei Programmstart abgefragt.

A.1.3 Eingabe des optimalen Steuerprozesses

Zur Eingabe des vorliegenden Optimalsteuerungsproblems

Minimiere g -1 = arg inf  Jy(§(2), (L), vio,pmr-1) (A.5)

V[o,M —1]

unter

t;

Ju(E(t), (L), voa—1)) = Z / i+1 L&) — x(t), v)dt + F(E(tar), z(tar)) (A.6)

v € U Vie{0,.,M—1} (A7
) = FEDv), €0) =€ te [titin] (A.8)
i) = fla(t)u(@), (0)=u. (A.9)

sind verschiedene Subroutinen zu dndern:
Zur Eingabe des Zielfunktionals miissen fiir den Mayer-Anteil F(&(tar), z(tpr)) die entspre-
chenden Variablen in der Subroutine

SUBROUTINE MINFKT(X,U,T,MIN,NDGL,NSTEUER,NDISKRET)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DOUBLE PRECISION MIN,LAGINT
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DIMENSION U(NSTEUER,NDISKRET) ,X(NDGL,NDISKRET) ,T(NDISKRET)
MIN = ...

RETURN

END

und fiir den Lagrange-Anteil [(£(t) — (1), v;) in
SUBROUTINE INTEGRAL (INT,X,U,T,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DOUBLE PRECISION INT

DIMENSION U(NSTEUER),X(NDGL)
INT = ...

RETURN
END

erginzt werden. Zu beachten ist dabei, dass NUDOCCCS keine Unterscheidung zwischen

dem z- und dem &-System macht. Fiir die spétere Visualisierung und Fehlerberechnung ist

es dabei notig, dass folgende Reihenfolge in der NUDOCCCS-Variable “X* eingehalten wird:

X(:,I):(wl & T, ﬁn) (A.10)

Hierbei ist es jedoch aus Rechenzeitgriinden zu empfehlen, ein in Bolza- oder in Lagrange-
Form vorliegendes Zielfunktional in ein Problem in Mayer-Form zu transformieren und ent-
sprechend das Differentialgleichungssystem und die Anfangswertbedingungen zu ergénzen.
Fiir diese Operationen sei auf Kapitel 4.2 der Arbeit von Ch.Biiskens [2] verwiesen. Das

Differentialgleichungssystem
()= ("Feos”)

und die eventuelle Ergénzung werden in der zuvor genannten Reihenfolge in die Subroutine
SUBROUTINE DGLSYS(X,U,T,DX,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION X(NDGL),U(NSTEUER) ,DX(NDGL)

DX(.) = ...

RETURN

END
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eingetragen. Zuletzt sind noch die Anfangswerte x, £, ebenfalls in der angegebenen Reihen-
folge, in der Subroutine

SUBROUTINE ANFANGSWERTE (XMPC,NDGL,NDISKRET)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION XMPC(NDGL,NDISKRET)

XMPC(.,1) = ...

RETURN

END
zu vermerken. Wurde das Zielfunktional dabei in Mayer-Form transformiert, so sind auch
die Anfangswerte entsprechend zu ergénzen.

A.2 Verianderungen am Algorithmus

A.2.1 Berechnung der Startschitzung einer Steuerung

Bei NUDOCCCS wird standardméfig die Nullsteuerung als Startlosung der Steuerung ver-
wendet. Da fiir das modellpradiktive Problem allerdings eine Funktion der zeitkontinuierli-
chen Steuerung vorgegeben ist und zudem anzunehmen ist, dass die zu berechnende, auf den
Intervallen T" konstante sampled-data Losung in der Nédhe der zeitkontinuierlichen Steuerung
liegt, wurde zur Bestimmung der Startschétzung ein einfaches Euler-Verfahren verwendet.
Die Startschatzung U[SOt, M—1] ergibt sich somit aus

w(t) = flx(t),ulxz(t))) (A.11)
vyt = wu(x(ty)), th=k-T, k=0,...,M — 1. (A.12)

Berechnet wird dies in der Subroutine “UANFANGSW*.
SUBROUTINE UANFANGSW(X,U,NDGL,NDIS1,NSTEUER,TNDIS1)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
PARAMETER (EULERSCHRITT = 100.0DO)
DIMENSION U(NSTEUER,NDIS1),X(NDGL,NDIS1),
1 UHELP (NSTEUER , EVLERSCHRITT) , XHELP (NDGL , EULERSCHRITT)

C INITIAL VALUES ----

XHELP(1,1) = X(1,1)

DO 520 I=2,NDIS1
DO 521 J=2,EULERSCHRITT

XHELP(1,J) = XHELP(1,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*EULERSCHRITT))*( ... )
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C INSERT STANDARD EULER --- ——

521  CONTINUE

C HANDOVER OF VALUES AT MPC-GRIDPOINTS
X(1,I) = XHELP(1,EULERSCHRITT)

XHELP(1,1) = X(1,I)

C CALCULATING CONTROL VALUES AT MPC-GRIDPOINTS
U1, = ...

520 CONTINUE

RETURN

END
Uber die Konstante “EULERSCHRITT* kann der Benutzer dabei die verwendete Schritt-
weite sehr einfach verdndern ohne damit Einflul auf die sampled-data Rate T zu nehmen.

Bemerkung A.1. Fir diese Steuerung kann nicht davon ausgegangen werden, dass sie das
zu betrachtende System stabilisiert. Dies stellt einen groffen Nachteil dar, da somit gerade
fiir lingere Horizonte die Lésung nicht definiert sein muss. Zudem ist es dadurch maglich,
dass die Forderung fiir ein SQP-Verfahren, dass die Startlosung in einer kleinen Umgebung
der optimalen Liosung liegen muss, nicht erfillt ist.
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A.2.2 Der modellpridiktive Ansatz: Variablendefinition und Uber-
gabe der Werte zur Losung des folgenden Optimalsteue-
rungsproblems

Ausgehend von der NUDOCCCS-Basisprogrammierung wurden folgende Variablen hinzu-
gefiigt:

UMPC(N) Array zur Speicherung der Steuerung nach dem mo-
dellpradiktiven Regelungsverfahren. Die Grofle des
Arrays ist dabei genauso definiert wie die Grofie des
Arrays zur Speicherung der Steuerung eines einzel-
nen optimalen Steuerprozesses “U(N)“. Soll der zu
betrachtende Zeitraum verldngert werden, so muss
der Parameter “NDISKRET* eventuell erh6ht wer-
den.

XMPC(NDGL,NDISKRET) Array zur Speicherung der Zustéinde des modell-
pradiktiv geregelten Systems. Dabei ist es analog zu
dem Array “X(NDGL,NDISKRET)* festgelegt, das
die Zusténde eines einzelnen optimalen Steuerprozes-
ses speichert.

TMPC(NDISKRET) Array zur Speicherung der Diskretisierung der
Zeit, deren Lénge ebenfalls durch den Parameter
“NDISKRET* vergroflert werden kann.

ZEIT(NDISKRET) Array zur Speicherung der Rechenzeit zur Losung ei-
nes einzelnen optimalen Steuerprozesses

™ Parameter zur Angabe der sampled-data Rate, wird
mit der Subroutine “HORIZON®“ an das Programm
iibergeben.

NDIS1 Parameter zur Langenangabe des zu untersuchenden

Horizonts. “NDIS1“ stellt zudem die Anzahl der dis-
kreten Gitterpunkte an, die dquidistant mit Abstand
“TM* angeordnet sind.

NDIS2 Parameter zur Angabe der Anzahl der durch-
zufithrenden Verschiebungen des Horizonts.
TNDIS1 Linge des Horizonts

Tabelle A.3: Neueingefiihrte Paramter
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Bei der Ubergabe der Werte nach dem Losen des i-ten optimalen Steuerprozesses und der
Verschiebung des Horizonts wird folgendermafien vorgegangen:

e Speicherung der Steuerungen zum Zeitpunkt t;

e Speicherung der Zustdnde zum Zeitpunkt ¢;1

Speicherung der Steuerungs- und Zustandstrajektorien in speziellen Dateien

Neuberechnung des um die sampled-data Rate T' verschobenen dquidistanten Gitters

Festlegen der neuen Startlosung fiir die Steuerungen

Sichern der neuen Anfangswerte in der Datei “AWX.DAT*

Die Verschiebung des dquidistanten Gitters ist dabei nicht einfach als Addition implemen-
tiert, sondern wird fiir jeden optimalen Steuerprozess aus der sampled-data Rate T" und der
Anzahl der Gitterpunkte “NDIS1“ neu berechnet, da die bereits in NUDOCCCS implemen-
tierte Gitteranpassungsroutine fiir zukiinftige Anwendungen erhalten bleiben soll.
Schwieriger gestaltet sich die Bestimmung der neuen Startlésung. Da NUDOCCCS den Wert
der Steuerung am Ende des Horizonts nicht mitoptimiert, aber einen Startwert bendtigt,
und zudem durch die Verschiebung der Wert am Anfang des zuvor betrachteten Intervalls
wegfillt, fehlen zwei Steuerungswerte fiir die Startlosung. Auf Grund der Tatsache, dass das
System mit der zeitkontinuierlichen Steuerung in eine Ruhelage gebracht werden soll und
die zeitkontinuierliche Steuerung zudem ein Zustandsfeedback ist, kann man jedoch davon
ausgehen, dass auch die Steuerwerte konvergieren. Somit werden hier die Werte der neuen
Startlosung fiir die letzten beiden Gitterpunkte im um 7' verschobenen Intervall mit dem
Wert der Steuerung fiir den drittletzten Gitterpunkt gleichgesetzt.

Um nicht den normalen Programmablauf von NUDOCCCS abzuédndern werden die An-
fangswerte des gerade zu behandelnden optimalen Steuerprozesses in einer separaten Datei
“AWX.DAT*“ abgelegt und bei Bedarf durch die Subroutine “ANFANGSW* ausgelesen, in
der diese sonst vom Benutzer hétten gesetzt werden miissen.
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A.2.3 Subroutine der Schrittweitensteuerung

Um die Programmstruktur von NUDOCCCS nicht zu verédndern wurde in der Subroutine
“RUKU046“ die verwendeten linearen und kubischen Interpolationen der Steuerung deakti-
viert und stattdessen eine konstante Interpolation hinzugefiigt. Nach der Berechnung der Zu-
standswerte am Ende des Intervalls in nur einem Schritt wird die Subroutine “SCHRITTW*
aufgerufen, in der die bereits erwahnte Schrittweitensteuerung fiir die Verfahren “NART* =
bis 7 unter Verwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung 8 erfolgt. Die Zustands-
werte am Ende des Intervalls werden nach dem vollstdndigen Durchlauf an die Subroutine
“RUKU046“ zuriickgegeben und der normale Ablauf von NUDOCCCS wird wieder aufge-
nommen.
SUBROUTINE SCHRITTW(X,U,T,H,UNBE,NDGL,NSTEUER,NDISKRET,
1 NART,NUNBE,NSTUETZ,MSDGL,MSSTUETZ K ,XH,UH,F,AM, AH1, AH2,
2 AH3,AD)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DOUBLE PRECISION K
DIMENSION X(NDGL,NDISKRET) ,U(NSTEUER,NDISKRET+2),T (NDISKRET),
1 K(NDGL,5) ,XH(NDGL) ,UH(NSTEUER) , F (NDGL) , UNBE (NUNBE , NSTUETZ) ,
2 H(NDISKRET) ,MSDGL (NUNBE) ,MSSTUETZ (NSTUETZ) ,
3 AM(NSTEUER,NDISKRET) , AH1 (NDISKRET) ,AH2 (NDISKRET),
4  AH3(NDISKRET) ,UHELP (NSTEUER,2) ,XH1 (NDGL),
5 X1(NDGL),T1(2),UH1(NSTEUER) ,W(NDGL,12) ,XSAVE (NDGL)
COMMON/FAST/NVON ,NBIS , NADJ , MNART
COMMON/RK/rkeps, tol
EXTERNAL CALCU1,CALCU2
NUSTUE=2

L=F(1)

C APPROXIMATION FACTOR
FACTOR=0.9D0
2000 DO 2010 I = 1,NSTEUER
UHELP(I,1) = U(I,AJ)
UHELP(I,2) = U(I,AJ+1)
2010 CONTINUE
C SPLITTING VALUES TO START TWO DIFFERENT METHODS + SAVE ----------——-
DO 2020 J = 1,NDGL
X1(J) = X(J,AD)
XH1(J) = X1(J)
XSAVE(J) = XH(J)
2020 CONTINUE
Ti(1) = T(AJ)
T1(2) = T(AJ+1)
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TSAVE = T(AJ)-1

H1 = T1(2) - T1(1)

C SETTING MINIMUM STEP SIZE
C HMIN=0.0DO

HMIN = 1.0D-14

C -
C STEP 1 OF ALGORITHM: SECOND INTEGRATION TO MEASURE ERROR IN FIRST PLACE

C

C RUNGE-KUTTA 8

NHELP = 12*%NDGL+1

HI H1

TH

T1(1)
DO 2050 I=1,NSTEUER
UH1(I)=UH(I)
2050 CONTINUE
CALL CALCU1(T1(1),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(XH1,UH1,T1(1),W(1,1),NDGL,NSTEUER)
DO 5200 I=1,NDGL
5200 W(I,12)=XH1(I)+H1*W(I,1)*(2.D0/27.D0)
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(2.E0/27.E0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP (1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(2.E0/27.E0),W(1,2),NDGL,
* NSTEUER)
DO 5201 I=1,NDGL
5201 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/36.D0) + W(I,2)*(1.D0/12.D0))
CALL CALCU1(T1(1)+H1*(1.D0/9.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP (1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/9.D0),W(1,3),NDGL,
* NSTEUER)
DO 5202 I=1,NDGL
5202 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/24.D0) + W(I,3)*(1.D0/8.D0))
CALL CALCU1(T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),W(1,4) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 5203 I=1,NDGL
5203 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(5.D0/12.D0) - W(I,3)*(25.D0/16.D0)
* + W(I,4)*(25.D0/16.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(5.D0/12.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),

* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
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CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(5.D0/12.D0),W(1,5),NDGL,
* NSTEUER)
DO 5204 I=1,NDGL
5204 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/20.D0) + W(I,4)*(1.D0/4.DO)
* + W(I,5)*(1.D0/5.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%0.5D0,T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*0.5D0,W(1,6) ,NDGL,NSTEUER)
DO 5205 I=1,NDGL
5205 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(25.D0/108.D0) + W(I,4)*(125.D0/
* 108.D0) - W(I,5)*(65.D0/27.D0) + W(I,6)*(125.D0/54.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1*(5.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(5.D0/6.D0),W(1,7) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 5206 I=1,NDGL
5206 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(31.D0/300.D0)+W(I,5)*(61.D0/225.D0)
* - W(I,6)*(2.D0/9.D0) + W(I,7)*(13.D0/900.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(1.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),W(1,8) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 5207 I=1,NDGL
5207 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*2.D0 - W(I,4)*(53.D0/6.D0)
* + W(I,5)*(704.D0/45.D0) - W(I,6)*(107.D0/9.D0O)
* + W(I,7)*(67.D0/90.D0) + W(I,8)*3.D0 )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(2.D0/3.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(2.D0/3.D0),W(1,9),NDGL,
* NSTEUER)
DO 5208 I=1,NDGL

5208 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(91.D0/108.D0)+W(I,4)*(23.D0/108.D0)

* - W(I,5)*(976.D0/135.D0) + W(I,6)*(311.D0/54.D0)
* - W(I,7)%(19.D0/60.D0) + W(I,8)*(17.D0/6.DO)
* - W(I,9)*(1.D0/12.D0) )

CALL CALCU1(T1(1)+H1*(1.D0/3.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),

* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)

CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/3.D0),W(1,10),NDGL,
* NSTEUER)

DO 5209 I=1,NDGL
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5209 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(2383.D0/4100.D0)-W(I,4)*(341.D0/
* 164.D0) + W(I,5)*(4496.D0/1025.D0) - W(I,6)*(301.D0/82.D0)
* + W(I,7)*(2133.D0/4100.D0) + W(I,8)*(45.D0/82.D0)
* + W(I,9)*(45.D0/164.D0) + W(I,10)*(18.D0/41.D0) )
CALL CALCU1(T1(2),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(2),W(1,11) ,NDGL,NSTEUER)
DO 5210 I=1,NDGL
5210 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(3.D0/205.D0) -W(I,6)*(6.D0/41.D0)
* - W(I,7)*(3.D0/205.D0) - W(I,8)*(3.D0/41.DO)
* + W(I,9)*(3.D0/41.D0) + W(I,10)*(6.D0/41.D0) )
CALL CALCU1(T1(1),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1),W(1,2),NDGL,NSTEUER)
DO 5211 I=1,NDGL
5211 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(1777.D0/4100.D0)-W(I,4)*(341.D0/
*  164.D0) + W(I,5)*(4496.D0/1025.D0) - W(I,6)*(289.D0/82.D0)
*  + W(I,7)%(2193.D0/4100.D0) + W(I,8)*(51.D0/82.D0)
*  + W(I,9)*(33.D0/164.D0) + W(I,10)*(12.D0/41.D0)+ W(I,2) )
CALL CALCU1(T1(2),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UHA,T1(2),W(1,3),NDGL,NSTEUER)
DO 5401 I=1,NDGL
5401 XH1(I)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(41.D0/840.D0)+W(I,6)*(34.D0/105.D0)

* + W(I,7)*(9.D0/35.D0) + W(I,8)*(9.D0/35.D0)

* + W(I,9)*(9.D0/280.D0) + W(I,10)*(9.D0/280.D0)

* + W(I,11)*(41.D0/840.D0) )
GOTO 2120

¢
C CALCULATING STEP SIZE

C —_

C
C STEP 2 OF ALGORITHM: CASE END OF INTEGRATION INTERVAL
C

2100 IF (T1(1).EQ.T(AJ+1)) THEN

C GOING TO END OF STEP SIZING,INTERVAL DONE

GOTO 5000
ELSEIF ((T1(1) + TAU.GE.T(AJ+1)).AND.(T1(1).LT.T(AJ+1))) THEN
TAU = T(AJ+1) - T1(1)

C SETTING CONTROL FOR CASE END OF INTERVAL
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DO 2102 I=1,NSTEUER
UHELP(I,1) = U(I,AD)
UHELP(I,2) = U(I,AJ+1)
2102 CONTINUE
H1 = TAU
T1(2) = T(AJ+1)
ELSE
DO 2103 I=1,NSTEUER
UHELP(I,1) = U(I,AJ)
UHELP(I,2) = U(I,AJ)
2103 CONTINUE
ENDIF

C

C STEP 3 OF ALGORITHM: CALCULATING ERROR
C

C CALCULATING VALUES OF XI AND XHI

2110 GOTO 2130

C ERROR ESTIMATIONG

2120 FEHLER = 0.0DO
TAU = 0.0DO
DO 2126 I=1,NDGL
FEHLER = FEHLER + (XH1(I)-XH(I))#**2.0DO
2126 CONTINUE
FEHLER = DSQRT(FEHLER)
C NOT ALLOWING FEHLER TO BE INF OR ZERO

IF (FEHLER.GE.1.0D20) THEN
FEHLER = 1.0D20
ELSEIF (FEHLER.EQ.0.0DO) THEN
FEHLER = TOL*0.1DO
ELSEIF ((FEHLER.GT.0.0DO).AND.(FEHLER.LE.1.0D20)) THEN

C GOING TO CALCULATING TAU

GOTO 2127
ELSE

C IN CASE OF FEHLER = NAN

TAU = HMIN
FEHLER = TOL * 10.0DO

C GOING TO STEP SIZE ADJUSTING IN CASE OF END OF INTERVAL ------------
GOTO 2128

2127 ENDIF

C CALCULATING TAU FOR DIFFERENT NART
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IF (NART.EQ.0.0DO) THEN
TAU = (FACTOR*TOL/FEHLER)#**(1.0D0/2.0D0) * H1
ELSEIF ((NART.EQ.1.0DO).OR.(NART.EQ.2.0DO).0R.(NART.EQ.3.0D0))
* THEN
TAU = (FACTOR*TOL/FEHLER)**(1.0D0/3.0D0) * H1
ELSEIF ((NART.EQ.4.0DO).OR.(NART.EQ.6.0D0)) THEN
TAU = (FACTOR*TOL/FEHLER)#**(1.0D0/5.0D0) * H1
ELSEIF ((NART.EQ.5.0DO).0R.(NART.EQ.7.0D0)) THEN
TAU = (FACTOR*TOL/FEHLER)**(1.0D0/6.0D0) * H1
ENDIF

C MINIMUM SETTING FOR TAU
IF (TAU.LT.HMIN) THEN
TAU = HMIN
2128 ENDIF
IF (TAU+T1(1).GT.T(AJ+1)) THEN

TAU

T(AJ+1)-T1(1)
ENDIF

T1(2) = T1(1) + TAU
H1 = TAU

C STEP 4 OF ALGORITHM: SETTINGS FOR RECALCULATION

C

IF (FEHLER.GT.TOL) THEN
C IF (TAU.EQ.HMIN) THEN
C COUNTER FOR ABORT
C L =L+ 1.0D0
C IF (L.EQ.1.0D2) THEN
C DO 4999 I=1,NDGL
C XH(I) = XSAVE(I)
C WRITE(+,%) > JUNP’
€4999 CONTINUE
C GOTO 5000
C ENDIF
C ENDIF

C GOING TO STEP 2
GOTO 2100
C

C STEP 5 OF ALGORITHM: ERROR LESS THAN TOLERANCE
C

ELSE
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L = 0.0DO
DO 2129 I=1,NDGL
X1(I) = XH1(D)
2129 CONTINUE
C MOVING TO NEXT STEP SIZING INTERVAL, TAKING TAU AS NEW GUESS -------
T1(1) = T1(1) + TAU

T1(2) = T1(1) + TAU

C GOING TO STEP 2
GOTO 2100

ENDIF

C___
C CALCULATION WITH NEW STEP SIZE

C

2130 DO 2132 I=1,NDGL
XH1(I) = X1(D
XH(I) = X1(D
2132 CONTINUE
NHELP = 12%NDGL+1

HI = H1

TH T1(1)
DO 2140 I=1,NSTEUER
UH1 (I)=UH(I)
2140 CONTINUE
CALL CALCU1(T1(1),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(XH1,UHELP(1,1),T1(1),W(1,1) ,NDGL,NSTEUER)
DO 6200 I=1,NDGL
6200 W(I,12)=XH1(I)+H1*W(I,1)*(2.D0/27.D0)
CALL CALCU1(T1(1)+H1*(2.E0/27.E0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(2.E0/27.E0),W(1,2),NDGL,
* NSTEUER)
DO 6201 I=1,NDGL
6201 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/36.D0) + W(I,2)*(1.D0/12.D0))
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(1.D0/9.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/9.D0),W(1,3),NDGL,
* NSTEUER)
DO 6202 I=1,NDGL
6202 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/24.D0) + W(I,3)*(1.D0/8.D0))

CALL CALCU1(T1(1)+H1%(1.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
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* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),W(1,4) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 6203 I=1,NDGL
6203 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(5.D0/12.D0) - W(I,3)*(25.D0/16.D0)
* + W(I,4)*(25.D0/16.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(5.D0/12.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(5.D0/12.D0),W(1,5) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 6204 I=1,NDGL
6204 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(1.D0/20.D0) + W(I,4)*(1.D0/4.DO)
* + W(I,5)*(1.D0/5.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%0.5D0,T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*0.5D0,W(1,6),NDGL,NSTEUER)
DO 6205 I=1,NDGL
6205 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(25.D0/108.D0) + W(I,4)*(125.D0/
+ 108.D0) - W(I,5)*(65.D0/27.D0) + W(I,6)*(125.D0/54.D0) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(5.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP (1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(5.D0/6.D0),W(1,7) ,NDGL,
* NSTEUER)
DO 6206 I=1,NDGL
6206 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(31.D0/300.D0)+W(I,5)*(61.D0/225.D0)
* - W(I,6)*(2.D0/9.D0) + W(I,7)*(13.D0/900.D0O) )
CALL CALCU1(T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/6.D0),W(1,8),NDGL,
* NSTEUER)
DO 6207 I=1,NDGL
6207 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*2.D0 - W(I,4)*(53.D0/6.D0)
* + W(I,5)*(704.D0/45.D0) - W(I,6)*(107.D0/9.DO)
* + W(I,7)*(67.D0/90.D0) + W(I,8)*3.D0 )
CALL CALCU1(T1(1)+H1%(2.D0/3.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP (1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(2.D0/3.D0),W(1,9),NDGL,
* NSTEUER)
DO 6208 I=1,NDGL

6208 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(91.D0/108.D0)+W(I,4)*(23.D0/108.D0)
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* - W(I,5)*(976.D0/135.D0) + W(I,6)*(311.D0/54.D0)
* - W(I,7)*(19.D0/60.D0) + W(I,8)*(17.D0/6.D0)
* - W(I,9)*(1.D0/12.D0) )

CALL CALCU1(T1(1)+H1%(1.D0/3.D0),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1)+H1*(1.D0/3.D0),W(1,10),NDGL,
* NSTEUER)
DO 6209 I=1,NDGL
6209 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(2383.D0/4100.D0)-W(I,4)*(341.D0/
* 164.D0) + W(I,5)+*(4496.D0/1025.D0) - W(I,6)*(301.D0/82.D0)
* + W(I,7)*(2133.D0/4100.D0) + W(I,8)*(45.D0/82.D0)
* + W(I,9)*(45.D0/164.D0) + W(I,10)*(18.D0/41.D0) )
CALL CALCU1(T1(2),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(2),W(1,11) ,NDGL,NSTEUER)
DO 6210 I=1,NDGL
6210 W(I,12)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(3.D0/205.D0) -W(I,6)*(6.D0/41.D0)
* - W(I,7)*(3.D0/205.D0) - W(I,8)*(3.D0/41.DO)
* + W(I,9)*(3.D0/41.D0) + W(I,10)*(6.D0/41.D0O) )
CALL CALCU1(T1(1),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP (1,2) ,UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UH1,T1(1),W(1,2),NDGL,NSTEUER)
DO 6211 I=1,NDGL
6211 W(I,12)=XH1(I)+H1*(-W(I,1)*(1777.D0/4100.D0)-W(I,4)*(341.D0/
*  164.D0) + W(I,5)*(4496.D0/1025.D0) - W(I,6)*(289.D0/82.D0)
*  + W(I,7)*(2193.D0/4100.D0) + W(I,8)*(51.D0/82.D0)
*  + W(I,9)*(33.D0/164.D0) + W(I,10)*(12.D0/41.D0)+ W(I,2) )
CALL CALCU1(T1(2),T1(1),T1(2),UHELP(1,1),
* UHELP(1,2),UH1,NSTEUER)
CALL DGLSYS(W(1,12),UHA,T1(2),W(1,3),NDGL,NSTEUER)
DO 6401 I=1,NDGL
6401 XH1(I)=XH1(I)+H1*(W(I,1)*(41.D0/840.D0)+W(I,6)*(34.D0/105.D0)

* + W(I,7)*(9.D0/35.D0) + W(I,8)*(9.D0/35.D0)

* + W(I,9)*(9.D0/280.D0) + W(I,10)*(9.D0/280.D0)

* + W(I,11)*(41.D0/840.D0) )
c
C NART <= 7
C

DO 2160 I=1,NSTEUER

UH1 (I)=UHELP(I,1)
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2160 CONTINUE

CALL DGLSYS(XH,UH1,T1(1),F,NDGL,NSTEUER)

C NART =1

IF (NART.EQ.1) THEN
DO 2170 I=1,NDGL
K(I,1)=F(I)
XH(I)=X1(I)+H1*K(I,1)
2170 CONTINUE
DO 2180 I=1,NSTEUER
UH1(I)=UHELP(I,1)
2180 CONTINUE
CALL DGLSYS(XH,UH1,T1(2),F,NDGL,NSTEUER)

ENDIF
c _—
C NART >= 2
¢

IF (NART.GE.2) THEN
DO 2200 I=1,NDGL
K(I,1)=F(I)
XH(I)=X1(I)+0.5DO*H1*K(I,1)
2200 CONTINUE
C

C NART >= 3 UND NART <= 5

c .
IF ((NART.GE.3).0R.(NART.LE.5)) THEN
DO 2300 I=1,NSTEUER
UH1(I) = UHELP(I,1)
2300 CONTINUE
¢
C NART >= 6
C
ELSEIF (NART.GE.6) THEN
DO 2350 I=1,NSTEUER
UH1(I) = UHELP(I,1)
2350 CONTINUE

ENDIF
CALL DGLSYS(XH,UH1, (T1(2)+T1(1))*0.5D0,F,NDGL,NSTEUER)

ENDIF
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C___

C NART >= 4

C
IF (NART.GE.4) THEN
DO 2400 I=1,NDGL
K(I,2)=F(I)
XH(I)=X1(I)+0.25D0*H1*(K(I,1)+K(I,2))
2400 CONTINUE
CALL DGLSYS(XH,UH1, (T1(2)+T1(1))*0.5D0,F,NDGL,NSTEUER)
DO 2500 I=1,NDGL
K(I,3)=F(I)
XH(I)=X1(I)-H1*K(I,2)+2.0DO*H1*K(I,3)
2500 CONTINUE
DO 2600 I=1,NSTEUER
UH1(I)=UHELP(I,1)
2600 CONTINUE
CALL DGLSYS(XH,UH1,T1(2),F,NDGL,NSTEUER)
ENDIF
¢

C NART = 5 ODER NART = 7

C___

IF ((NART.EQ.7).0R.(NART.EQ.5)) THEN
DO 2650 I=1,NDGL
K(I,4)=F(I)
XH(I)=X1(I)+H1/27.0D0%(7.0D0*K(I,1)+10.0D0*K(I,2)
F +K(1,4))
2650 CONTINUE
DO 2655 I=1,NSTEUER
IF (NART.EQ.5) THEN
UH1(I) = UHELP(I,1)
ELSEIF (NART.EQ.7) THEN
UH1(I) = UHELP(I,1)
ENDIF
2655 CONTINUE
CALL DGLSYS(XH,UH1,T1(1)+2.0D0/3.0D0*H1,F,NDGL,NSTEUER)
DO 2670 I=1,NDGL
K(I,5)=F(I)
XH(I)=X1(I)+H1/625.0D0*(28.0D0*K(I,1)-125.0D0*K(I,2)
F +546.0D0*K (I,3)+54.0D0*K (I,4)-378.0D0*K(I,5))

2670 CONTINUE
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DO 2680 I=1,NSTEUER

C NART

]
a

IF (NART.EQ.5) THEN

UH1(I) = UHELP(I,1)

C NART

I
~

ELSEIF (NART.EQ.7) THEN
UH1(I) = UHELP(I,1)
ENDIF

2680 CONTINUE

CALL DGLSYS(XH,UH1,T1(1)+0.2D0*H1,F,NDGL,NSTEUER)

ENDIF
DO 2700 I=1,NDGL
IF ((NART.EQ.7).0R.(NART.EQ.5)) THEN
XH(I) = X1(I)+(14.0D0*K(I,1)+35.0D0*K(I,4)
F +162.0D0*K(I,5)+125.0D0*F(I))*H1/336.0D0
ELSEIF ((NART.EQ.6).0R.(NART.EQ.4)) THEN
XH(I) = X1(I)+(K(I,1)+4.0D0*K(I,3)+F(I))
F *H1/6.0D0
ELSEIF ((NART.EQ.3).0R.(NART.EQ.2)) THEN
XH(I) = X1(I)+H1*F(I)
ELSEIF (NART.EQ.1) THEN
XH(I) = X1(I)+0.5D0*H1*(K(I,1)+F(I))
ELSEIF (NART.EQ.0) THEN
XH(I) = X1(I)+H1#F(I)
ENDIF
2700 CONTINUE

C CASE END OF STEP

GOTO 2120

C

C END STEP SIZE

C
5000 CONTINUE
RETURN

END
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A.2.4 Subroutine zur Ausgabe aller berechneter Trajektorien

Die folgende Fortran Subroutine speichert die Trajektorien sowohl der Steuerungen als auch
die der Zustidnde, die NUDOCCCS als Losung eines Optimalsteuerungsproblems berech-
net. Hierzu werden zu jedem Schritt des modellpradiktiven Regelungsverfahrens Dateien
angelegt, deren Name hier am Beispiel der Datei “tmp_001x001.dat* exemplarisch erlautert
werden soll:

Namensanteile: Bedeutung:
tmp_ Dateibezeichnung
001 (dreistellige) Zahl des OCPs
X x fiir Zustand, u fiir Steuerung
001 (dreistellige) Zahl der DGL bzw. Steuerung
.dat Dateiendung

Tabelle A.4: Bedeutung der Dateinamen aus dem Verfahren der modellpradiktiven Regelung

Mittels der angegebenen Matlab-Routine konnen diese dann visualisiert werden und bieten
etwa Einblicke in die Entwicklung der Steuerung im Zeitverlauf. Ebenso kann es sich lohnen,
die Ergebnisse der einzelnen Optimalsteuerungsprobleme ndher zu betrachten, etwa um In-
stabilitdten, wie in Abbildung 6.2 veranschaulicht, zu untersuchen.
SUBROUTINE AUSGABE1(T,UHELP,X,NSTEUER,NDGL,NDIS1,K,NDISKRET,
* NZUSATZ)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
DIMENSION UHELP(NDIS1*NSTEUER),
* X (NDGL,NDIS1),T(NDIS1)
CHARACTER¥50 C
DO 1100 I=1,NDGL
IF (I.GE.100) THEN
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9977) ’tmp_’,K,’x’,I,’.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN
WRITE(C,9978) ’tmp_0’,K,’x’,I,”.dat’
ELSE
WRITE(C,9979) ’tmp_00’,K,’x’,I,’.dat’
ENDIF
ELSEIF (I.GE.10) THEN
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9987) ’tmp_’,K,’x0’,I,”.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN

WRITE(C,9988) ’tmp_0’,K,’x0’,I,’.dat’
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ELSE
WRITE(C,9989) ’tmp_00’,K,’x0’,I,’.dat’
ENDIF
ELSE
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9997) ’tmp_’,K,’x00’,I,’.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN
WRITE(C,9998) ’tmp_0’,K,’x00’,I,’.dat’
ELSE
WRITE(C,9999) ’tmp_00’,K,’x00’,I,’.dat’
ENDIF
ENDIF
OPEN(13,FILE=C)
DO 1200 J=1,NDIS1
WRITE(13,9930) T(J),’ ’,X(I,J)
1200 CONTINUE
CLOSE(13)
1100 CONTINUE
DO 1300 I=1,NSTEUER
IF (I.GE.100) THEN
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9977) ’tmp_’,K,’u’,I,’.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN
WRITE(C,9978) ’tmp_0’,K,’u’,I,’.dat’
ELSE
WRITE(C,9979) ’tmp_00’,K,’u’,I,’.dat’
ENDIF
ELSEIF (I.GE.10) THEN
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9987) ’tmp_’,K,’u0’,I,’.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN
WRITE(C,9988) ’tmp_0’,K,’u0’,I,’.dat’
ELSE
WRITE(C,9989) ’tmp_00’,K,’u0’,I,’.dat’
ENDIF
ELSE
IF (K.GE.100) THEN
WRITE(C,9997) ’tmp_’,K,’u00’,I,’.dat’
ELSEIF (K.GE.10) THEN

WRITE(C,9998) ’tmp_0’,K,’u00’,I,’.dat’
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ELSE
WRITE(C,9999) ’tmp_00’,K,’u00’,I,’.dat’
ENDIF
ENDIF
OPEN(13,FILE=C)
DO 1400 J=1,NDIS1-1
WRITE(13,9930) T(J),’ ’,UHELP((J-1)*NSTEUER+I)
1400 CONTINUE
CLOSE(13)
1300 CONTINUE
9930 FORMAT(F25.13,A2,F25.13)
9977 FORMAT(A4,I13,A1,13,A4)
9978 FORMAT(A5,I12,A1,13,A4)
9979 FORMAT(A6,11,A1,13,A4)
9987 FORMAT(A4,I3,A2,12,A4)
9988 FORMAT(A5,12,A2,12,A4)
9989 FORMAT(A6,11,A2,12,A4)
9997 FORMAT(A4,13,A3,11,A4)
9998 FORMAT(A5,12,A3,11,A4)
9999 FORMAT(A6,I1,A3,11,A4)
RETURN

END



Anhang B

Fortran Programme

B.1 Fortran-Code des Programms und dessen Aufruf

Der Code in der vorliegenden Form ist zur Berechnung des Beispiels 6.1 geeignet, das heifit fiir
andere Beispiele sind die Parameter “NDGL* und “NSTEUER® anzupassen, die die Anzahl
vom Nutzer einzugebender Differentialgleichungen und Steuerungen darstellen. Desweiteren
muss beachtet werden, dass die hier angegebene Anzahl an Gitterpunkten “NDISKRET“
bei 201 liegt und somit sowohl die Lénge des betrachtbaren Horizonts H jedes einzelnen
optimalen Steuerungsproblemes beschrénkt ist auf “(NDISKRET-1) - TM* mit “TM* als
sampled-data Rate, als auch die Lange des modellpriadiktiven Regelungsproblems auf die-
sen Wert beschréankt ist. Sollen entsprechend lingere Zeitraume betrachtet werden ist dieser
Parameter anzupassen. Zu beachten ist dabei, dass die Ausgabe von Zwischenergebnissen
maximal 999 Schritte bewiltigen kann und bei ldngeren Untersuchungen dann zu deakti-
vieren ist. Zum leichteren Verstandnis des Programmes sind entsprechende Kommentare im
Quellcode enthalten.

c

C START OF PROGRAM
C

PROGRAM MAIN

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

PARAMETER (
NDGL = 3, ! #0DE (>0)
NSTEUER = 1, ! #CONTROLS (>0)
NDISKRET = 201, ! MAX # OF GRIDPOINTS 1)

NUNBE ! #UNKNOWN INITIAL VALUES (>0)

]
[N

! #MULTIPLE SHOOTING KNOTES(>0)

]
fure

NNEBEN

1]
[ure

! #STATE OR MIXED CONSTRAINTS

NUGLNB

]
[y

A

B

C

D

E  NSTUETZ
F

G ! #THEREOF INEQUALITY CONSTAINTS
H

NRAND

]
o

! #POINTEQUALITIES (E.G. TERMINAL CONDITIONS)

139
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Cc ---

C —_—

C —_——

—

=2 =2 -°R g

H »nn ® o v o

A

H o Q@ =W m U aQ w

=2 =2 &0 xR g

NARTADJ

2,

TYPE OF APPROXIMATING ADJOINT

IPRINT =5, PRINT LEVEL

DEL1 = 1.0D-6,

FINITE DIFFERENCE FOR OPTIMIZ

DEL2 = 1.0D-4,

FINITE DIFFERENCE FOR GRIDFIT
EPS = 1.0D-12, ! HIGHEST REACHABLE PRECISION O
EPS2 = 1.0D-120, ! SMOOTHING OPERATOR FOR TRUNCA

EPS3 = 1.0d-6,

PRECISION OF GRIDREFINEMENT
NZUSATZ = NUNBE*NSTUETZ,
N = (NDISKRET+2) *NSTEUER+NZUSATZ,
M = NDISKRET*NNEBEN+NRAND+NZUSATZ-NUNBE,
ME = M-NDISKRET*NUGLNB,
MAX1M =M
DIMENSION
X (NDGL ,NDISKRET) ,U(NSTEUER,NDISKRET+2) ,DFDU(N),
G(MAX1M) , T(NDISKRET) ,UNBE(NUNBE,NSTUETZ),
UHELP (N) ,DCDU (MAX1M,N) , BL (N+M) ,BU(N+M) ,
WORK (3*N*N+2*N*M+21*N+22*M) , INORK (4*N+3*M) ,
MSDGL (NUNBE) , MSSTUETZ (NSTUETZ) , IUSER (22+NUNBE+NSTUETZ
USER (10+7*NDGL+NNEBEN+NSTEUER+NDISKRET* (NDGL+NSTEUER+
ADJ (NDGL ,NDISKRET) , ADJH(NDGL) ,DISERR (NDISKRET) ,
U2 (NSTEUER, NDISKRET+2) , X2 (NDGL , NDISKRET+2) , T2 (2*NDISK
DSDXH (NNEBEN*NDGL+2*NDGL) , DFDXH (NDGL*NDGL+2%NDGL) ,
PDSDX (NDGL) , PD2SD2X (NDGL , NDGL) , PDFDX (NDGL, NDGL) ,
CONORDER (NNEBEN+1) , CONH (4*NNEBEN+1) ,
UMPC(N) ,
XMPC (NDGL ,NDISKRET) ,
TMPC (NDISKRET) ,
ZEIT (NDISKRET)
COMMON/RK/RKEPS , TOL
CHARACTER*8 ZEIT1, ZEIT2
CHOICE OF INTEGRATION AND INTERPOLATION METHOD BY USER
WRITE(*,*) ’CHOOSE INTEGRATION AND INTERPOLATION METHOD
WRITE(*,*) ’NART (e.g. 4):’
READ (*,%*) NART
ORDER OF CONSTRAINTS --( OPTIONAL, MUST NOT BE SET)----
CONORDER(1) = 1

NUMBER OF DISCRETE POINTS

S

ER

F SOLUTION

TION ERRORS

),
5)),

RET),

WRITE(*,*) ’NDISKRET AT THE BEGINNING (e.g. 11):’
READ(*,*) NDIS1 !'#O0F GRIDPOINTS AT THE BEGINNING (>1)
NDISSAVE = NDIS1



B.1 Fortran-Code des Programms und dessen Aufruf 141
C --- FIT DYNAMICAL DIMENSIONS
N1 = (NDIS1+2)*NSTEUER+NZUSATZ
M1 = NDIS1*NNEBEN+NRAND+NZUSATZ-NUNBE
ME1 = M1-NDIS1*NUGLNB
MAX1M1 = MAX(1,M1)
C --- DISCRETIZATION OF TIME
CALL HORIZON(TM)
TNDIS1 = TM * (NDIS1-1)
DO 104 I=1,NDIS1
T(I) = TNDIS1/(NDIS1-1)*(I-1)
104  CONTINUE
C --- TOLERANCE OF RKF- OR DAE-SOLVER AND STEP SIZING ----------===-=-=
TOL = 1.0D-4
C --- INITIAL PRECISION OF SOLUTION
C --- TENDS TO EPS IF GRIDFIT IS USED SEVERAL TIMES
epsgit = 1.0D-14
RKEPS = 1.0D-4
C --- INITIAL GUESS FOR TERMINAL TIME
DO 300 I=1,NUNBE
DO 300 J=1,NSTUETZ
UNBE(I,J) = 1.0d0
300  CONTINUE
c
c MPC - ROUTINE
c
TMPC(1) = 0
WRITE(*,*) ’NUMBER OF MPC-OPERATIONS (e.g. 41):’
READ (*,*) NDIS2 !#OF ITERATIONS OF CONTROL PROBLEM (>1)
C --- Timer
TIME(ZEIT1)
C --- SET BEFORE EACH CALL TO NUDOCCCS
ITER = 0 ! NO. OF ITERATIONS
IFAIL = -1 ! ERROR MESSAGE
C --- SETTING INITIAL VALUES
CALL ANFANGSWERTE (XMPC,NDGL ,NDISKRET)
DO 402 I=1,NDGL
X(I,1) = XMPC(I,1)
402 CONTINUE
C --- INITIAL GUESS FOR CONTROL VARIABLES

CALL UANFANGSW(X,U,NDGL,NDIS1,NSTEUER,TNDIS1)
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C --- ONLY USED FOR CUBIC INTERPOLATION OF CONTROL

U(1,ndiskret+1) 1.0d0
U(1,ndiskret+2) = 1.0d0

C MPC-ITERATION

DO 500 K=1,NDIS2

C ——-- START OPTIMIZATION

OPEN(11,FILE=’AWX.DAT’)
DO 501 I=1,NDGL
WRITE(11,%) XMPC(I,K)
501 CONTINUE

CLOSE(11)
C - MARK FOR GRIDREFINEMENT
C NDIS1 = NDISSAVE !'SETTING BACK GRID AFTER REFINEMENT

CALL NUDOCCCS (NDGL ,NSTEUER , NDIS1,NUNBE, NNEBEN , NUGLNB, NRAND,
1 NZUSATZ,NART,N1,M1,ME1,MAX1M1,ITER,IFAIL,IPRINT,DEL1,
2  EPSGIT,X,U,DFDU,FF,G,DCDU,BL,BU,T,UNBE, UHELP,
3 NSTUETZ,MSDGL,MSSTUETZ, IWORK,WORK, IUSER, USER)
C - POSTOPTIMAL CALCULATION OF THE ADJOINT

C CALL ADJUNG (NDGL,NSTEUER,NDIS1,NUNBE , NNEBEN , NUGLNB, NRAND,

c 1 NZUSATZ,NART,NARTADJ,N1,M1,ME1,MAX1M1,ITER,IFAIL,IPRINT,DEL1,
C 2  EPSGIT,X,U,DFDU,FF,G,DCDU,BL,BU,T,UNBE, UHELP , NSTUETZ,
c

3 MSDGL,MSSTUETZ,IWORK,WORK,IUSER,USER,ADJ,DSDXH,DFDXH,ADJH)

C ————- SAVING CALCULATED MPC-CONTROL
DO 502 J=1,NSTEUER
UMPC( (K-1) *NSTEUER+J) = UHELP(J)
502  CONTINUE

C - SAVING CALCULATED STATE VALUES

DO 503 I=1,NDGL
XMPC(I,K+1) = X(I,2)
503  CONTINUE

C -——-- SAVING STATE AND CONTROL VALUES IN FILE

CALL AUSGABE1(T,UHELP,X,NSTEUER,NDGL,NDIS1,K,NDISKRET,
* NZUSATZ)

C Timer
TIME(ZEIT2)

ZEIT(K) = (((ICHAR(ZEIT2(:1))-ICHEAR(ZEIT!(:1)))*10.0D0 +

* (ICHAR(ZEIT(2:2))-ICHAR(ZEIT1(2:2))))*60.0D0 +
* (ICHAR(ZEIT2(4:4))-ICHAR(ZEIT1(4:4)))*10.0D0 +
* (ICHAR(ZEIT2(5:5))-ICHAR(ZEIT1(5:5))))*60.0D0 +

* (ICHAR(ZEIT2(7:7))-ICHAR(ZEIT1(7:7)))*10.0D0 +
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505

506

507

508

C1243
C

(ICHAR(ZEIT2(8:8))-ICHAR(ZEIT1(8:8)))

ZEIT1 = ZEIT2

- CALCULATING NEW DISCRETIZATION
TMPC(K+1) = T(2)
DO 504 I=1,NDIS1

T(I) = TNDIS1/(NDIS1-1)%(I-1)+TMPC(K+1)

CONTINUE

- CONTROL STARTSOLUTION
DO 505 J=1,NSTEUER
DO 505 I=1,NDIS1-2
U(J,I) = UHELP(I*NSTEUER+J)
CONTINUE
DO 506 J=1,NSTEUER
U(J,NDIS1) = UHELP((NDIS1-2)*NSTEUER+J)

U(J,NDIS1) = UHELP((NDIS1-2)+*NSTEUER+J)

CONTINUE

U(1,NDISKRET+1) 1.0d0
U(1,NDISKRET+2) = 1.0d0

- STATE STARTSOLUTION

IF (NDIS2.NE.1) THEN
DO 507 J=1,NDGL
DO 507 I=1,NDIS1-1
X(J,I) = X(J,I+1)
CONTINUE

ENDIF

- STARTSOLUTIONS OF UNKNOWN INITIAL VALUES AND MULTIPLE SHOOTING

- POINTS

DO 508 I=1,NUNBE
DO 508 J=1,NSTUETZ
UNBE(I,J) = -1.0d0
CONTINUE

IF (IFAIL.EQ.O) THEN

ITER =0 ! NO. OF ITERATIONS
IFAIL = -1 ! ERROR MESSAGE

- GRIDREFINEMENT

ELSE

ITER = 0 ! NO. OF ITERATIONS
IFAIL = -1 ! ERROR MESSAGE

CALL GITTERFIT(NDGL,NSTEUER,NDISKRET,NUNBE,NNEBEN,NUGLNB,

NRAND,NZUSATZ,NART,N1,M1,ME1,MAX1M1, ITER, IFAIL, IPRINT,DEL1,
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C 2 DEL2,EPSGIT,EPS,EPS3,X,U,DFDU,FF,G,DCDU,BL,BU, T,UNBE, UHELP,
C 3  NSTUETZ,MSDGL,MSSTUETZ, IWORK,WORK, IUSER,USER , CONORDER,

C 4 NDIS1,N1,M1,ME1,MAX1M1,DISERR,X2,U2,T2,pdsdx,pd2sd2x,pdfdx,
C 5 conh,FINISH)

C WRITE(*,*) ’Take new grid and optimize new :<ENTER>’

[ WRITE(*,*) ’<CTRL/C> for termination ...’

c READ (%, *)

C GOTO 401

C ENDIF

500 CONTINUE

C --- SAVE RESULTS---
IF (NDIS2.EQ.1) THEN
DO 509 I=1,NDIS1
T(I) = TNDIS1/(NDIS1-1)*(I-1)
509 CONTINUE
CALL AUSGABE(FF,X,ADJ,UHELP,T,G,NDGL,NSTEUER,NDIS1,NNEBEN,
1 NRAND,N1,M1)
ELSE
DO 510 I=1,NDIS2
T(I) = TNDIS1/(NDIS1-1)*(I-1)
510 CONTINUE
CALL AUSGABE(FF,XMPC,ADJ,UMPC,TMPC,G,NDGL,NSTEUER,NDIS2,NNEBEN,
1 NRAND,N1,M1)
ENDIF

C --- SAVE GENERAL DATA FOR VISUALIZATION

OPEN(11,FILE=’Problemdaten.dat’)
WRITE(11,*) NDIS1
WRITE(11,*) NDIS2
WRITE(11,*) TM
WRITE(11,*) TOL
WRITE(11,%) NART
WRITE(11,*) RKEPS
WRITE(11,*) NDGL
WRITE(11,*) NSTEUER
CLOSE(11)
WRITE(*,*) >STATE AND CONTROL TRAJECTORIES SAVED.’

WRITE(*,*) ’TYPE makepic TO SHOW DIAGRAMMS OF THE TRAJECTORIES.’

C END OF MPC-ITERATION

C --- SAVING TIMER DATA

OPEN(11,FILE=’Zeiten.dat’)
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DO 511 I=1:NDIS2
WRITE(11,*) ZEIT(I)
511 CONTINUE
CLOSE(11)
STOP

END

C END OF PROGRAM

Zur Compilierung und zum Aufruf des Programms ist dabei wie folgt zu verfahren:

make Dateiname des Programms —  Compilierung
Dateiname des Programms —  Aufruf

Durch den Aufruf des make-Befehls werden aus NUDOCCCS sémtliche, teils modifizierte
Subroutinen sowie alle nétigen Bibliotheken zu dem Programm gelinkt.

Zur Speicherung und Veranschaulichung der Werte wird die bereits vorhandene Ausgabe-
routine von NUDOCCCS verwendet. Dabei werden sidmtliche Werte des modellpriadiktiven
Regelungsproblems in der Datei “KURVEN.DAT“ gespeichert. Mittels des Befehls

makepic

wird diese dann in Dateien wie zum Beispiel “tmpx001.dat® iiberfiihrt, wobei fiir die dement-
sprechenden Werte die Dateinamen sich wie folgt ergeben:

Namensanteil Bedeutung
tmp Dateibezeichnung
X x fiir Zustand, u fiir Steuerung
001 (dreistellige) Zahl der DGL bzw. Steuerung
dat Dateiendung

Tabelle B.1: Bedeutung der Dateinamen aus NUDOCCCS

Im Programm enthalten sind zudem hier nicht aktivierte Aufrufe der Subroutinen “ADJUNG*
und “GITTERFIT*, wobei Letztere eine Gitteranpassung ermdoglicht. Erstere dient dazu, die
Losung der adjungierten Differentialgleichung postoptimal zu berechnen. Um diese Trajekto-
rien speichern zu kénnen ist in der Subroutine “AUSGABE®, enthalten in der NUDOCCCS-
Datei “basic.f, der entsprechende Teil zu aktivieren.
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B.2 Programm zu Beispiel 6.1

Generell sind fiir die Beispiele die folgenden Daten einzugeben:

Problemkomponente Subroutine
Lagrange-Anteil I — INTEGRAL
Mayer-Anteil F — MINFKT
zeitkontinuierlich gesteuertes System & — DGLSYS
sampled-data System ¢ — DGLSYS
Anfangswerte x,6 — ANFANGSWERTE
sampled-data Rate T — HORIZON
Startschatzung der Steuerung u — UANFANGSW

Tabelle B.2: Eingabe der Problemstellung

Die Subroutinen “RANDBED“, “NEBENBED*, “CONBOXES* und “MAS* sind auf Grund
der Unbeschrianktheit des Problems Dummy-Routinen.
Zusétzlich sind im Hauptprogramm Angaben zur Anzahl der Differentialgleichungen und der
Steuerungen nétig:
Da es sich bei dem Problem 6.1 um ein eindimesionales Problem handelt ergeben sich zwei
Differentialgleichungen, eine mit kontinuierlicher implementierter Steuerung und eine zu
Steuernde. Desweiteren wurde zur Verwendung eines Zielfunktionals in Mayer-Form eine
weitere Differentialgleichung hinzugefiigt. Somit ist im Hauptprogramm “NDGL* auf 3 zu
setzen. Zudem liegt nur eine eindimensionale Steuerung vor, so dass sich “NSTEUER" zu 1
ergibt.

SUBROUTINE MINFKT(X,U,T,MIN,NDGL,NSTEUER,NDISKRET)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DOUBLE PRECISION MIN,LAGINT

DIMENSION U(NSTEUER,NDISKRET) ,X(NDGL,NDISKRET),T(NDISKRET)
MIN = X(3,NDISKRET)

RETURN

END

SUBROUTINE INTEGRAL(INT,X,U,T,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DOUBLE PRECISION INT

DIMENSION U(NSTEUER),X(NDGL)
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RETURN
END
C
SUBROUTINE DGLSYS(X,U,T,DX,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION X(NDGL),U(NSTEUER) ,DX(NDGL)
DX(1) = X(1)#*3.0D0-X(1)#*%3.0D0-X(1)*DSQRT (X (1)*%4.0D0+1.0D0)
DX(2) = X(2)%*3.0D0 + U(1)
DX(3) = ((X(2)-X(1))**2.0D0)/2.0D0
RETURN
END
C
SUBROUTINE ANFANGSWERTE (XMPC,NDGL,NDISKRET)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION XMPC(NDGL,NDISKRET)
XMPC(1,1) = 1.0DO
XMPC(2,1) = 1.0DO
XMPC(3,1) = 0.0DO
RETURN
END
C
SUBROUTINE HORIZON (TM)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
T™M = 1.2D0
RETURN
END
C

SUBROUTINE UANFANGSW(X,U,NDGL,NDIS1,NSTEUER,TNDIS1)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)

PARAMETER (EULERSCHRITT = 10.0DO)

DIMENSION U(NSTEUER,NDIS1),X(NDGL,NDIS1),

1 XHELP (NDGL , EULERSCHRITT)

XHELP(1,1) = X(1,1)
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521

520

522

DO 520 I=2,NDIS1
DO 521 J=2,EULERSCHRITT
XHELP(1,J) = XHELP(1,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*EULERSCHRITT)) *
(XHELP (1,J-1)%*3.0D0 - XHELP(1,J-1)%%3.0D0 -
XHELP (1, J-1)*DSQRT (XHELP (1,J-1) **4.0D0 + 1.0D0))
CONTINUE
X(1,I) = XHELP(1,EULERSCHRITT)
XHELP(1,1) = X(1,I)
U(1,I) = -X(1,I)**3.0D0 - X(1,I)*DSQRT(X(1,I)**4.0DO0+1.0D0)
CONTINUE
DO 522 I=2,NDIS1
DO 522 J=1,NDGL
X(J,I) = 0.0D0
CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE ANFANGSW(AWX,UNKNOWN,NDGL,NUNBE)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION AWX(NDGL) ,UNKNOWN (NUNBE)

OPEN(11,FILE=’AWX.DAT’)
DO 511 I=1,NDGL

READ(11,*) AWX(I)
CONTINUE

CLOSE(11)

RETURN

END

SUBROUTINE RANDBED(X,U,T,R,NDGL,NSTEUER,NDISKRET,NRAND)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION X(NDGL,NDISKRET) ,U(NSTEUER,NDISKRET) ,R(NRAND)

DIMENSION T(NDISKRET)

RETURN

END

SUBROUTINE NEBENBED(X,U,T,CON,NDGL,NSTEUER,NNEBEN)
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION X(NDGL) ,CON(NNEBEN) ,U(NSTEUER)

RETURN

END

SUBROUTINE CONBOXES (NSTEUER,NDISKRET,NNEBEN,BL,BU,BLCON,BUCON,T)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION BL(NSTEUER),BU(NSTEUER) ,BLCON(NNEBEN) ,BUCON (NNEBEN)

RETURN

END

SUBROUTINE MAS(NDGL,AM,LMAS,RPAR,IPAR)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION AM(LMAS,NDGL)

COMMON/MASS/IMAS,MLMAS ,MUMAS, IDX1DIM, IDX2DIM, IDX3DIM,MLJAC,MUJAC

IMAS =0
MLMAS = NDGL
MUMAS = NDGL
MLJAC = NDGL
MUJAC = NDGL
IDX1DIM = NDGL
IDX2DIM = O
ICX3DIM = 0

DO 200 I=1,NDGL
AM(I-I+MUMAS+1,I) = 1.0DO

200 CONTINUE

RETURN
END
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B.3 Programm zu Beispiel 6.2

Der Parameter “NSTEUER* ist auf 1 zu setzen, da es sich um ein Problem mit eindimen-
sionaler Steuerung handelt. Ebenso ist “NDGL® zu &ndern, da es sich nicht mehr um ein
eindimensionales sondern ein zweidimensionales Problem handelt. Um das Zielfunktional
kompakt schreiben zu kénnen wurde eine weitere Differentialgleichung hinzugefiigt, so dass
nun fir “NDGL® der Wert 5 einzutragen ist.

SUBROUTINE MINFKT(X,U,T,MIN,NDGL,NSTEUER ,NDISKRET)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DOUBLE PRECISION MIN,LAGINT

DIMENSION U(NSTEUER,NDISKRET) ,X(NDGL,NDISKRET) ,T(NDISKRET)

MIN = X(5,NDISKRET)
RETURN
END
¢
SUBROUTINE INTEGRAL(INT,X,U,T,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DOUBLE PRECISION INT
DIMENSION U(NSTEUER),X(NDGL)
RETURN
END
¢
SUBROUTINE DGLSYS(X,U,T,DX,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION X(NDGL),U(NSTEUER) ,DX(NDGL)
DX(1) = -X(3) - 3.0D0/2.0D0*(X(1))#*%2.0D0 - 1.0D0/2.0D0%
1 (X(1))*+*3.0D0
DX(2) = -X(4) - 3.0D0/2.0D0*(X(2))**2.0D0 - 1.0D0/2.0D0*
1 (X(2))*%3.0D0
DX(3) = 7.0D0*X(1) - 5.0D0*X(3)
DX(4) = -U(1)
DX(5) = 1.0d0/2.0D0*(X(2)-X(1))**2.0D0 + 1.0D0/4.0DO*
1 (X(2)-X(1))*%4.0D0 + 1.0D0/2.0D0*(X(4)-X(3) -
2 2.0D0* (X(2)-X(1)))**2.0D0
¢ DX(5) = 1.0D0/2.0D0*((X(4)-X(3))**2.0D0+(X(2)-X(1))**2.0D0)

RETURN
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END
¢
SUBROUTINE ANFANGSWERTE (XMPC,NDGL,NDISKRET)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION XMPC(NDGL,NDISKRET)
XMPC(1,1) = 22.0DO
XMPC(2,1) = 22.0DO
XMPC(3,1) = 21.0DO
XMPC(4,1) = 21.0DO
XMPC(5,1) = 0.0DO
RETURN
END
C
SUBROUTINE HORIZON (TM)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
T™M = 1.0D-1
RETURN
END
C

SUBROUTINE UANFANGSW(X,U,NDGL,NDIS1,NSTEUER,TNDIS1)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)

PARAMETER (EULERSCHRITT = 10.0DO)

DIMENSION U(NSTEUER,NDIS1),X(NDGL,NDIS1),

1 XHELP (NDGL , EULERSCHRITT)

U(1,1) = -(7.0D0*X(1,1) - 5.0D0*X(3,1))

XHELP(1,1) = X(1,1)

UHELP(1,1) = X(3,1)
DO 520 I=2,NDIS1
DO 521 J=2,EULERSCHRITT
XHELP(1,J) = XHELP(1,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*EULERSCHRITT))*
1 (-UHELP(1,J-1)-3.0D0/2.0D0* (XHELP(1,J-1))*%2.0D0-
2 1.0D0/2.0D0* (XHELP (1,J-1))*%3.0D0)
UHELP(1,J) = UHELP(1,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*EULERSCHRITT))*
1 (7.0DO*XHELP (1,J-1)-5.0DO*UHELP(1,J-1))
521 CONTINUE
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U(1,I) = -(7.0D0 * XHELP(1,EULERSCHRITT) - 5.0DO0 *
1 UHELP (1,EULERSCHRITT))
UHELP(1,1) = UHELP(1,EULERSCHRITT)
X(1,I) = XHELP(1,EULERSCHRITT)
XHELP(1,1) = X(1,I)
520 CONTINUE
DO 522 I=2,NDIS1
DO 522 J=1,NDGL
X(J,I) = 0.0D0
522  CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE ANFANGSW(AWX,UNKNOWN,NDGL,NUNBE)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION AWX(NDGL) ,UNKNOWN(NUNBE)

OPEN(11,FILE=’AWX.DAT’)
DO 511 I=1,NDGL
read(11,*) AWX(I)
511 CONTINUE

CLOSE(11)

RETURN

END

SUBROUTINE RANDBED(X,U,T,R,NDGL,NSTEUER,NDISKRET,NRAND)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION X(NDGL,NDISKRET) ,U(NSTEUER,NDISKRET) ,R(NRAND)

DIMENSION T(NDISKRET)

RETURN
END

SUBROUTINE NEBENBED(X,U,T,CON,NDGL,NSTEUER,NNEBEN)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION X(NDGL) ,CON(NNEBEN) ,U(NSTEUER)

RETURN
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END

C
SUBROUTINE CONBOXES(NSTEUER,NDISKRET,NNEBEN,BL,BU,BLCON,BUCON,T)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION BL(NSTEUER) ,BU(NSTEUER) ,BLCON(NNEBEN) ,BUCON (NNEBEN)
RETURN
END

C

SUBROUTINE MAS(NDGL,AM,LMAS,RPAR, IPAR)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION AM(LMAS,NDGL)

COMMON/MASS/IMAS,MLMAS ,MUMAS, IDX1DIM, IDX2DIM, IDX3DIM,MLJAC,MUJAC

IMAS =0
MLMAS = NDGL
MUMAS = NDGL
MLJAC = NDGL
MUJAC = NDGL
IDX1DIM = NDGL
IDX2DIM = O
IDX3DIM = O

DO 200 I=1,NDGL
AM(I-I+MUMAS+1,I) = 1.0D0

200 CONTINUE

RETURN

END
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B.4 Programm zu Beispiel 6.3

Fiir das Beispiel 6.3 ist wegen der eindimensionalen Steuerung “NSTEUER® auf 1 zu setzen.
Dabei besteht das Problem aus je drei Differentialgleichungen fiir das kontinuierlich gesteuer-
te und das zu zu steuernde System. Fiir “NDGL* ergibt sich damit wegen der auch hier vorge-
nommenen Ergénzung einer Differentialgleichung zur Verwendung des Mayer-Zielfunktionals
der Wert 7.

SUBROUTINE MINFKT(X,U,T,MIN,NDGL,NSTEUER,NDISKRET)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DOUBLE PRECISION MIN,LAGINT

DIMENSION U(NSTEUER,NDISKRET) ,X(NDGL,NDISKRET) ,T(NDISKRET)

MIN = X(7,NDISKRET)
RETURN
END

C
SUBROUTINE INTEGRAL(INT,X,U,T,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DOUBLE PRECISION INT
DIMENSION U(NSTEUER),X(NDGL)
RETURN
END

C

SUBROUTINE DGLSYS(X,U,T,DX,NDGL,NSTEUER)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION X(NDGL) ,U(NSTEUER) ,DX(NDGL)

PARAMETER(C1 = 1.0DO,

1 C2 = 2.0D0,

2 SIGMA = 2.0D0)

DX(1) = - X(3) - 3.0D0/2.0D0 * X(1)**2.0D0 - 1.0D0/2.0D0 *

1 X(1)**3.0D0 - 3.0D0 * X(5) * X(1) - 3.0D0 * X(5)

DX(2) = - X(4) - 3.0D0/2.0D0 * X(2)*x2.0D0 - 1.0D0/2.0D0 *

1 X(2)**3.0D0 - 3.0D0 * X(6) * X(2) - 3.0D0 * X(6)

DX(3) = X(1) - C2 * X(3) + C1 * C2 * X(1) - 3.0D0/2.0D0 * C2 *
1 X(1)*%2.0D0 - 3.0D0 * C2 * X(5) + (C1 - 3.0D0 * X(1))
2 * (-X(3) - 3.0D0/2.0D0 * X(1)#*%2.0D0 - 1.0D0/2.0D0 *

3 X(1)*%3.0D0 - 3.0D0 * X(5) * X(1) - 3.0D0 * X(5)) -
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3.0D0 * (-SIGMA * X(5) * (X(5) + 2.0D0 * X(1) + X(1)*x*

2.0D0))

DX(4) = -U(1)

DX(5) = -SIGMA * X(5) * (X(5) + 2.0D0 * X(1) + X(1)**2.0D0)
DX(6) = -SIGMA * X(6) * (X(6) + 2.0D0 * X(2) + X(2)*x2.0D0)

DX(7) = 1.0D0/2.0D0* ((X(4)-X(3))#**2.0D0+(X(2)-X(1))**2.0D0)

RETURN
END
c
SUBROUTINE ANFANGSWERTE (XMPC,NDGL,NDISKRET)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION XMPC(NDGL,NDISKRET)
XMPC(1,1) = 6.0D0
XMPC(2,1) = 6.0D0
XMPC(3,1) = 25.0D0
XMPC(4,1) = 25.0D0
XMPC(5,1) = 1.0DO
XMPC(6,1) = 1.0DO
XMPC(7,1) = 0.0DO
RETURN
END
C
SUBROUTINE HORIZON(TM)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
TM = 2.0D-2
RETURN
END
C

SUBROUTINE UANFANGSW(X,U,NDGL,NDIS1,NSTEUER,TNDIS1)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)

PARAMETER (EULERSCHRITT = 1000.0DO,
C1 = 1.0D0,
C2 = 2.0D0,

SIGMA = 2.0D0)
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DIMENSION U(NSTEUER,NDIS1),X(NDGL,NDIS1),

1 UHELP (NSTEUER,, EULERSCHRITT) , XHELP (NDGL , EULERSCHRITT)
XHELP(1,1) = X(1,1)
XHELP(3,1) = X(3,1)
XHELP(5,1) = X(5,1)

U(1,1) =-(X(1,1)-C2*X(3,1)+C1%C2*X(1,1)-3.0D0/2.0D0*C2*X (1,1) **

1 2.0D0-3.0D0*C2*X(5,1)+(C1-3.0D0*X(1,1))*(-X(3,1)-

2 3.0D0/2.0D0*X (1,1)**2.0D0-1.0D0/2.0D0*X (1,1)**3.0D0-
3 3.0DO*X(1,5)*X(1,1)-3.0D0*X(5,1))-3.0D0* (-~SIGMA*X(5,1)
4 *(X(5,1)+2.0D0*X(1,1)+X(1,1)%*2.0D0)))

DO 520 I=2,NDIS1
DO 521 J=2,EULERSCHRITT

XHELP(1,J) = XHELP(1,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*EULERSCHRITT) ) *

1 (- XHELP(3,J-1)-3.0D0/2.0DO*XHELP(1,J-1)**2.0D0O-
2 1.0D0/2.0DO*XHELP (1, J-1)*%3.0D0-3.0DO*XHELP (5,J-1)
3 *XHELP (1,J-1)-3.0DO*XHELP (5,J-1))

XHELP(3,J) = XHELP(3,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1*+EULERSCHRITT))*

1 (XHELP (1,J-1)-C2*XHELP (3, J-1)+C1*C2*XHELP (1,J-1)-
2 3.0D0/2.0D0*C2*XHELP (1, J-1) *%2.0D0-3.0D0*C2*XHELP
3 (5,J-1)+(C1-3.0DO*XHELP (1,J-1) ) *(-XHELP(3,J-1)-
4 3.0D0/2.0DO*XHELP (1,J-1)*%2.0D0-1.0D0/2.0DO*XHELP
5 (1,J-1)*%3.0D0-3.0DO*XHELP (5, J-1) *XHELP (1,J-1) -
6 3.0DO*XHELP (5,J-1))-3.0D0* (-SIGMA*XHELP (5,J-1) %
7 (XHELP (5,J-1)+2.0DO*XHELP (1, J-1)+XHELP(1,J-1)
8 *%2.0D0)))

XHELP(5,J) = XHELP(5,J-1)+(TNDIS1/(NDIS1+*EULERSCHRITT))*
1 (-SIGMA*XHELP (5, J-1)* (XHELP (5, J-1)+2.0DO0x*
2 XHELP(1,J-1)+XHELP(1,J-1)%%2.0D0))

521 CONTINUE
U(1,I) =-(XHELP(1,EULERSCHRITT)-C2+*XHELP(3,EULERSCHRITT)+C1*C2

1 *XHELP (1,EULERSCHRITT)-3.0D0/2.0D0*C2*XHELP (1,
2 EULERSCHRITT) **2.0D0-3.0D0*C2*XHELP (5, EULERSCHRITT)
3 +(C1-3.0DO*XHELP (1,EULERSCHRITT) ) *
2 (-XHELP(3,EULERSCHRITT)-3.0D0/2.0DO*XHELP (1,
3 EULERSCHRITT)**2.0D0-1.0D0/2.0DO*XHELP (1,
4 EULERSCHRITT) **3.0D0-3.0DO*XHELP (5, EULERSCHRITT) *
5 XHELP (1,EULERSCHRIT) -3.0DO*XHELP (5, EULERSCHRITT) ) -
6 3.0D0* (-SIGMA*XHELP (5, EULERSCHIRTT) * (XHELP (5,
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520

522

7

8

EULERSCHRITT)+2.0DO*XHELP (1,EULERSCHRITT)+XHELP (1,

EULERSCHRITT) *%2.0D0)))
X(1,I) = XHELP(1,EULERSCHRITT)
X(3,I) = XHELP(3,EULERSCHRITT)

X(5,I) = XHELP(5,EULERSCHRITT)
XHELP(1,1) = X(1,I)

XHELP(3,1) = X(3,I)

XHELP(5,1) = X(5,I)

CONTINUE

DO 522 I=2,NDIS1
DO 522 J=1,NDGL
X(J,I) = 0.0DO
CONTINUE

RETURN

END

511

SUBROUTINE ANFANGSW (AWX,UNKNOWN,NDGL ,NUNBE)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION AWX(NDGL) ,UNKNOWN (NUNBE)

OPEN(11,FILE=’AWX.DAT’)
DO 511 I=1,NDGL

READ(11,*) AWX(I)
CONTINUE

CLOSE(11)

RETURN
END

SUBROUTINE RANDBED(X,U,T,R,NDGL,NSTEUER,NDISKRET,NRAND)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION X(NDGL,NDISKRET),U(NSTEUER,NDISKRET) ,R(NRAND)
DIMENSION T(NDISKRET)

RETURN

END

SUBROUTINE NEBENBED(X,U,T,CON,NDGL,NSTEUER,NNEBEN)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
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DIMENSION X(NDGL) ,CON(NNEBEN) ,U(NSTEUER)

RETURN
END

SUBROUTINE CONBOXES (NSTEUER,NDISKRET,NNEBEN,BL,BU,BLCON,BUCON,T)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION BL(NSTEUER) ,BU(NSTEUER) ,BLCON(NNEBEN) ,BUCON (NNEBEN)

RETURN

END

SUBROUTINE MAS(NDGL,AM,LMAS,RPAR,IPAR)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION AM(LMAS,NDGL)

COMMON/MASS/IMAS,MLMAS ,MUMAS, IDX1DIM, IDX2DIM, IDX3DIM,MLJAC,MUJAC

IMAS =0
MLMAS = NDGL
MUMAS = NDGL
MLJAC = NDGL
MUJAC = NDGL
IDX1DIM = NDGL
IDX2DIM = O
IDX3DIM = 0

DO 200 I=1,NDGL
AM(I-I+MUMAS+1,I) = 1.0DO

200 CONTINUE

RETURN

END



Anhang C

Visualisierung

C.1 Eingabe der Differentialgleichungen

Fiir das Beispiel 6.1 ergibt sich fiir das Kontrollsystem mit eingesetzter kontinuierlicher
Steuerung folgende Matlab-Schreibweise:

function dy = mpcl(t,y)

dy = zeros(1,1);

dy(1) = - y(D*(y(1)"4+1)"(1/2);
Im Fall von Beispiel 6.2 verwendet man:

function dy = mpc2(t,y)

dy = zeros(2,1);

dy (1)

-y (2)-3/2%y (1) ~2-1/2%y (1) "3;
dy(2) = 7*y(1)-5*y(2);

Und fiir das Beispiel 6.3 schreibt sich das Differentialgleichungssystem wie folgt:
function dy = mpc3(t,y)
dy = zeros(3,1);
dy (1)
dy(2) = y(1)-2%(y(2)-y(1)+3/2%y (1) ~2+3%y(3))

+(1-2%y (1)) % (-y (2) -3/2%y (1) "2-1/2%y (1) "3-3+y (3) ¥y (1) -3%y (3))

-y (2)-3/2xy (1) "2-1/2%y (1) "3-3*y (3) *y (1) -3*y (3) ;

=3% (-2xy (3) *(y (3)+2*xy (1) +y (1) ~2)) ;

dy(3) = -2xy(3)*(y(3)+2xy (1) +y(1)~2);
Diese Funktionen sind in den Dateien “mpcl.m*, “mpc2.m*“ und “mpc3.m* enthalten.
Zur Visualisierung der gesampleten zeitkontinuierlichen Steuerung fiir Beispiel 6.1 werden
die Dateien “mpcldis.m”,

function dy = mpcldis(t,y)

dy = zeros(2,1);

dy(1) = y(1)"3.0 + y(2);

dy (2)
“mpc2dis.m* fiir Beispiel 6.2

0;

159
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function dy = mpc2dis(t,y)

dy = zeros(3,1);

dy(1) = -y(2) - 3.0/2.0 * y(1)72.0 - 1.0/2.0 * y(1)~3.0;
dy(2) = -y(3);

dy (3) 0;
und “mpc3dis.m® fiir Beispiel 6.3 verwendet.

function dy = mpc3dis(t,y)

dy = zeros(4,1);

cl =1.0;

c2 = 2.0;

sigma = 2.0;

dy(1) = - y(2) - 3.0/2.0 * y(1)°2.0 - 1.0/2.0 * y(1)"3.0 - 3.0 *
y(3) * y(1) - 3.0 * y(3);

dy(2) = - y(4);

dy(3) = - sigma * y(3) * (y(3) + 2.0 * y(1) + y(1)°2.0);

dy(4) = 0;

C.2 Matlab Programm zur Visualisierung

Die Programme zur Visualisierung der Ergebnisse der drei Beispiele unterscheiden sich le-
diglich darin, dass

e der Vektor Z(1,:) die jeweiligen Anfangswerte enthalten muss,

e beim Aufruf von “ode45“ die Funktionen fiir das entsprechende Beispiel einzutragen
sind und

e der Vektor Z(i,*) entsprechend der vorliegenden zeitkontinuierlichen Steuerung zu

t % = NDGL—1 1 /4 setzen.

berechnen ist. Dabei is 5

Zudem sind hier und in den Dateien der Differentialgleichungen die jeweils verwendeten Pa-
rameter des Problems anzugeben.

clear all;

%Einlesen der Problemdaten

A = load(’Problemdaten.dat’);

NDIS1 = A(1);

NDIS2 = A(2);

™ = A(3);

TOL = A(4);

NART = A(5);

NDGL = A(7);
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NSTEUER = A(8);

#Berechnung der zeitkontinuierlichen Loesung

z(1,:) = [6, 25, 1];

options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,1le-4);

[T,Y] = ode45(’mpc3’, [0, TM*(NDIS2-1)],Z(1,:),options);

%Berechnung der gesampleten Loesung

cl =1.0;
c2 = 2.0;
sigma = 2.0;

for i=1:NDIS2-1;

Z(i,4) = -(Z(i,1) - c2 * (2(i,2) - c1 * Z(i,1) + 3.0/2.0 *

Z(i,1)72.0 + 3.0 * Z(i,3)) + (c1 - 3.0 * Z(i,1)) * (- Z(i,2)
- 3.0/2.0 * 2(i,1)"2.0 - 1.0/2.0 * Z(i,1)"3.0 - 3.0 * Z(i,3)
* Z(i,1) - 3.0% 2(i,3)) - 3.0 *

(- sigma * Z(i,3) * (Z(i,3) + 2.0 * Z(i,1) + Z(i,1)°2.0)));
options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,le-4);

[Tdis,X] = ode45(’mpc3dis’, [TM*(i-1),TM*i],Z(i,:),options);
Xind = size(X);

Z(i+1,:) = X(Xind(1),:);

end

%Einlesen der Dateien
for i=1:NDGL-1;
if i>=100
file=[’tmpx’,int2str(i),’.dat’];
elseif i >= 10
file=[’tmpx0’,int2str(i),’.dat’];
else
file=[’tmpx00’,int2str(i),’.dat’];
end
S=load(file);
B(:,:,1)=S;
end
for i=1:NSTEUER;
if i>=100
file=[’tmpu’,int2str(i),’.dat’];

elseif i >= 10
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file=[’tmpu0’,int2str(i),’.dat’];
else
file=[’tmpu00’,int2str(i),’.dat’];
end
S=load(file);
Cc(:,:,i)=S;

end

/%Fenstereinteilung
if (NDGL-1)/2+NSTEUER >= 5
vertikal = 2;
horizontal = 3;
fensterzahl = mod(((NDGL-1)/2+NSTEUER),6) ;
elseif (NDGL-1)/2+NSTEUER >= 3
vertikal = 2;
horizontal = 2;
fensterzahl = 1;
else
vertikal = 1;
horizontal = 2;
fensterzahl = 1;

end

%Plot der Problemdaten
figure(1);

newplot;

axis off
text(0.2,0.8,’BEISPIEL 3:’)
text(0.2,0.8,°
text(0.2,0.5, [’NART = ’,num2str (NART)])
text(0.2,0.4,[°T = ’,num2str(TM)])
text(0.2,0.3,[’TOL = ’,num2str(TOL)])
text(0.2,0.2,[’NDIS1 = ’,num2str(NDIS1)])
text(0.2,0.1,[’NDIS2 = ’,num2str(NDIS2)])

text(0.2,0,’RK8 zur Schrittweitensteuerung’)

end
k=1;
1=1;

%Plots der Trajektorien

for i=1:fensterzahl;
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figure(i+1);
for j=1:vertikal*horizontal;
if j <= NSTEUER+(NDGL-1)/2
subplot (vertikal,horizontal,j);
newplot;
if k <= NSTEUER
%Plot der sampled-data und gesampleten Steuerung
stairs(C(:,1,k),C(:,2,k),’b-?)
hold on
stairs(C(:,1,k),Z(:,4),’r-?)
hold off
legend([’u_{’,int2str (1), ’}modellpraediktiv’],
’MatLab RK45 sampled-data Loesung’)
xlabel(’t?)
ylabel ([’u_{’,int2str(k),’}-Werte’])
title([’Plot der Steuerungsstrajektorie u_{’,int2str(k),’}’1)
grid on
axis tight
k=k+1;
elseif k > NSTEUER
%Plot der Zustandstrajektorien
plot(T,Y(:,1),’b-’,B(:,1,k-NSTEUER) ,Z(:,1),’v-’,
B(:,1,k-NSTEUER) ,B(:,2,k-NSTEUER), ’g-.’,
B(:,1,k-NSTEUER+1) ,B(:,2,k-NSTEUER+1) ,’r--")
legend(’MatLab RK45 Loesung’,’MatLab RK45 sampled-data Loesung’,
[’x_{’,int2str(1),’} modellpraediktiv’], [’\xi_{’,int2str(1),
’} modellpraediktiv’])
xlabel(’t’)
ylabel ([’x_{’,int2str(1),’}-Werte’])
title([’Plot der Zustandstrajektorien x_{’,int2str(1l),’} und
\xi_{’,int2str(1),’}’])
grid on
axis tight
1=1+1;
k =k + 2;
end
end
end

end
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%Einlesen der Dateien der einzelnen optimalen Steuerprozesse
pause;
for i=1:NDIS2;
for j=1:NDGL;
if i>=100
if j>=100
file=[’tmp_’,int2str(i),’x’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_’,int2str(i),’x0’,int2str(j),’.dat’];
else
file=[’tmp_’,int2str(i),’x00’,int2str(j),’.dat’];
end
elseif i >= 10
if §>=100
file=[’tmp_0’,int2str(i),’x’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_0’,int2str(i),’x0’,int2str(j),’.dat’];
else
file=[’tmp_0’,int2str(i),’x00’,int2str(j),’.dat’];
end
else
if §>=100
file=[’tmp_00’,int2str(i),’x’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_00’,int2str(i),’x0’,int2str(j),’.dat’];
else
file=[’tmp_00’,int2str(i),’x00’,int2str(j),’.dat’];
end
end
S=load(file);
X(:,:,1,3)=S;
end
for j=1:NSTEUER;
if i>=100
if j>=100
file=[’tmp_’,int2str(i),’u’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_’,int2str(i),’u0’,int2str(j),’.dat’];
else

file=[’tmp_’,int2str(i),’u00’,int2str(j),’.dat’];
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end
elseif i >= 10
if j>=100
file=[’tmp_0’,int2str(i),’u’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_0’,int2str(i),’u0’,int2str(j),’.dat’];
else
file=[’tmp_0’,int2str(i),’u00’,int2str(j),’.dat’];
end
else
if j>=100
file=[’tmp_00’,int2str(i),’u’,int2str(j),’.dat’];
elseif j >= 10
file=[’tmp_00’,int2str(i),’u0’,int2str(j),’.dat’];
else
file=[’tmp_00’,int2str(i),’u00’,int2str(j),’.dat’];
end
end
S=load(file);
U(:,:,1,j)=S;
end

end

%Plot der einzelnen Trajektorien
for m=1:NDIS2
k =1;
1=1;
for i=1:fensterzahl;
figure(i+1);
for j=1:vertikal*horizontal;
if j <= NSTEUER+(NDGL-1)/2
subplot (vertikal,horizontal,j);
newplot;
if k <= NSTEUER
stairs(U(:,1,m,k),U(:,2,m,k))
xlabel(’t’)

ylabel([’u_{’,int2str(k),’}-Werte’])

title([’Plot der Steuerungsstrajektorie u_{’,int2str(k),’}

des ’,int2str(m),’. OCPs’])

grid on
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axis tight
k=k+1;
%mit getframe Generierung von Animationen der Entwicklung der
%Steuerungen moeglich
elseif k > NSTEUER
plot (X(:,1,m,k-NSTEUER) ,X(:,2,m,k-NSTEUER) ,’-.",
X(:,1,m,k-NSTEUER+1) ,X(:,2,m,k-NSTEUER+1) ,’--")
legend([’x_{’,int2str(1l),’} modellpraediktiv’],
[’\xi_{’,int2str(1),’} modellpraediktiv’])
xlabel(’t’)
ylabel([’x_{’,1,’}-Werte’])
title([’Plot der Zustandstrajektorien x_{’,int2str(1),’}
und \xi_{’,int2str(1),’} des ’,int2str(m),’. 0OCPs’])
grid on
axis tight
1=1+1;
k=k+2;
%mit getframe Generierung von Animationen der Entwicklung der
%Zustandstrajektorien moeglich
end
end
end
end
end
In ersten Linie gibt dieses Programm eine Ubersicht iiber die verwendeten Einstellungen bei
der Losung mit dem modellpréadiktiven Verfahren aus.
In weiteren Fenstern werden die Trajektorien derart geplottet, dass die zueinander gehéren-
den zeitkontinuierlichen und optimal gesteuerten Zustédnde x; und &; zusammen abgebildet
werden. Hinzu kommen noch die mittels Matlab fiir die zeitkontinuierliche Steuerung be-
rechnete Trajektorie und die Trajektorie der gesampleten zeitkontinuierlichen Steuerung.
Ebenfalls werden die stiickweise konstanten Funktionen der optimalen Steuerung und der ge-
sampleten zeitkontinuierlichen Steuerung zusammen angezeigt, so dass hiermit ein Vergleich
gut moglich ist.
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C.3 Fehlerberechnung

Fiir die einzelnen Beispiele lassen sich verschiedene Fehler betrachten, so etwa die absoluten
Abstédnde zwischen den Losungen des zeitkontinuierlich gesteuerten Problems, zum einen
mittels der Matlab-Routine und zum anderen mit der Integrationsroutine von NUDOCC-
CS berechnet, und den Losungen des mit der modellpraditiv Regelungsansatz erhaltenen
sampled-data closed-loop Systems.
Da die mit Matlab berechneten Losungen als verlafilich angesehen werden kénnen erfolgen
die Vergleiche immer mit dieser Referenz.

clear all;

%Einlesen der Problemdaten

A = load(’Problemdaten.dat’);

NDIS1 = A(1);
NDIS2 = A(2);
™ = A(3);
TOL = A(4);
NART = A(5);
NDGL = A(7);

NSTEUER = A(8);

/%Berechnung der zeitkontinuierlichen Loesung

zZ(1,:) = [6, 25, 1]1;

options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,le-4);

[T,Y] = ode45(’mpc3’, [0, TM*x(NDIS2-1)+1],Z(1,:),options);

/%Berechnung der gesampleten Loesung

cl =1.0;
c2 = 2.0;
sigma = 2.0;

for i=1:NDIS2-1;
Z(i,4) = -(Z(i,1) - c2 * (Z(i,2) - c1 * Z(i,1) + 3.0/2.0 *
Z(i,1)°2.0 + 3.0 * Z(i,3)) + (c1 - 3.0 * Z(i,1)) * (- Z2(i,2)
- 3.0/2.0 * Z(i,1)"2.0 - 1.0/2.0 * Z(i,1)"3.0 - 3.0 * Z(i,3) *
Z(i,1) - 3.0% Z(i,3)) - 3.0 * (- sigma * Z(i,3) * (2(i,3) +
2.0 * Z(i,1) + Z(i,1)°2.0)));
options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,1le-4);
[Tdis,Xdis] = ode45(’mpc3dis’, [TM*(i-1), TM*il,Z(i,:),options);
Xind = size(Xdis);
Z(i+1,:) = Xdis(Xind(1),:);

end
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%Einlesen der Dateien
for i=1:NDGL-1;
if i>=100
file=[’tmpx’,int2str(i),’.dat’];
elseif i >= 10
file=[’tmpx0’,int2str(i),’.dat’];
else
file=[’tmpx00’,int2str(i),’.dat’];
end
S=load(file);
B(:,:,i)=S;
end for i=1:NSTEUER;
if i>=100
file=[’tmpu’,int2str(i),’.dat’];
elseif i >= 10
file=[’tmpu0’,int2str(i),’.dat’];
else
file=[’tmpu00’,int2str(i),’.dat’];
end
S=load(file);
Cc(:,:,i)=8S;

end

%Fehler zwischen Trajektorien aus NUDOCCCS
Fehler (1) = abs(B(2,2,1) - B(2,2,2)) + abs(B(2,2,3) - B(2,2,4))
+ abs(B(2,2,5) - B(2,2,6));

Fehler(2) = abs(B(NDIS2,2,1) - B(NDIS2,2,2)) + abs(B(NDIS2,2,3)

- B(NDIS2,2,4)) + abs(B(NDIS2,2,5) - B(NDIS2,2,6));
for j=1:NDIS2;
MaxFehlerNud(j) = abs(B(j,2,1) - B(j,2,2)) + abs(B(j,2,3)
- B(j,2,4)) + abs(B(j,2,5) - B(j,2,6));
end
Fehler(3) = max(MaxFehlerNud(2:NDIS2);
Fehler(4) = min(MaxFehlerNud(2:NDIS2);
J%Fehler zwischen MatLab und NUDOCCCS
for i=1:size(T);
if T(i) <= TM
if T(i+1)>TM

wo=Y(, ) + (TM-T(2))*(Y(i+1,:) - Y(4,:))/(T(i+1) - T(i));
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Fehler(5) = abs(B(2,2,2) - w(1)) + abs(B(2,2,4) - w(2))
+ abs(B(2,2,6) - w(3));
end
elseif T(i)<=(NDIS2-1)*TM
if T(i+1)>(NDIS2-1)*TM
wo= Y(i,:) + ((NDIS2-1)*TM - T(iL))*(Y(i+1,:) - Y(i,:))
/(T(i+1) - T(1));
Fehler(6) = abs(B(NDIS2,2,2) - w(1)) + abs(B(NDIS2,2,4)
- w(2)) + abs(B(NDIS2,2,6) - w(3));
end
end
end
%Fehler zwischen MatLab und gesampleter Lsg
for i=1:size(T);
if T(1) <= TM
if T(i+1)>TM
wo=Y(,:) + (TM-T@E)D*(Y(E+1,:) - Y(3,:))/(T@i+1) - T(1));
Fehler(7) = abs(Z(2,1) - w(1)) + abs(Z(2,2) - w(2))
+ abs(Z(2,3) - w(3));
end
elseif T(i)<=(NDIS2-1)*TM
if T(i+1)>(NDIS2-1)=*TM
w=Y(i,:) + ((NDIS2-1)*TM - T(i))*(Y(i+1,:)
- Y@, )/ (TGE+)-T();
Fehler(8) = abs(Z(NDIS2,1) - w(1)) + abs(Z(NDIS2,2)
- w(2)) + abs(Z(NDIS2,3) - w(3));
end
end
end
/Maximaler Fehler
for i=1:size(T);
for j=1:NDIS2;
if T(i) <= (j-1)*TM
if T(i+1) > (§=1)*TM
%zu untersuchendes Intervall (hier [0.0, 1.0])
if T(i) <= 1.0
w=Y(,:) + ((-1)*TM - T(i))*(Y(i+1,:)
- Y@, :))/(TGE+) - T@E));
MaxFehler(j) = abs(B(j,2,2) - w(1)) + abs(B(j,2,4)
- w(2)) + abs(B(j,2,6) - w(3));
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MaxFehlersd(j) = abs(Z(j,1) - w(1)) + abs(Z(j,2) - w(2))
+ abs(Z(j,3) - w(3));
Abweich(j) = abs(B(j,2,1) - w(1)) + abs(B(j,2,3)
- w(2)) + abs(B(j,2,5) - w(3));
end
end
end
end

end

Fehler(9) = max(MaxFehler);

Fehler (10) = max(MaxFehlersd);

MaxFehler(1) = Fehler(9);

MaxFehlersd(1) = Fehler(10);

[sortAbweich, INDEX] = sort(MaxFehler);

Zahl = size(INDEX);

Fehler(11) = Abweich(INDEX(Zahl(2)));

Fehler(12) = min(MaxFehler);

Fehler(13) = min(MaxFehlersd);

Fehler(14) = Abweich(INDEX(1));
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Abbildung C.18: Beispiels 6.3: 20. optimales Steuerungsproblem



Anhang D

Material auf der beiliegenden CD

Die angegebenen Programme zu den Beispielen 6.1-6.3 sowie Ergebnisse zu den in Kapitel
6 angestellten Untersuchungen sind auf der beigefiigten CD enthalten. Auflerdem enthélt
diese das Verzeichnis ARBEIT mit der vorliegenden Ausarbeitung in pdf-Format sowie aller
verwendeter Abbildungen, jeweils in eps-Format.

Verzeichnis PROGRAMM:

Im Unterverzeichnis FORTRAN sind darin die teils modifizierten NUDOCCCS-Dateien ent-
halten, die in compilierter Form zudem im Unterverzeichnis OBJECTIVES vorliegen. Die in
Fortran 77 geschriebenen Programme der einzelnen Beispiele sowie die Dateien zum Com-
pilierungsaufruf und zur graphischen Veranschaulichung, make und makepic, sind im Unter-

verzeichnis WORK enthalten.

Verzeichnis ERGEBNISSE:
Hierin sind die zu den Beispielen 6.1-6.3 erhaltenen Ergebnisse in Unterverzeichnissen enthal-
ten. Die Namen der Unterverzeichnisse ergeben sich dabei aus den Uberschriften in Kapitel 6.

Verzeichnis MATLARB:

Die zur Visualisierung und Fehlerberechnung angesprochenen Dateien sind in diesem Ver-

zeichnis getrennt nach Beispielen in Unterverzeichnissen enthalten.
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190 Kapitel D: Material auf der beiliegenden CD

Dateiname Funktion

makefile Compilierung des Programms und Verlinkung mit allen not-
wendigen Bibliotheken und NUDOCCCS-Dateien

makepic Generierung der NUDOCCCS-Ausgabe und Veranschauli-
chung der Ergebnisse

mpcl.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.1

mpcldis.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.1 fiir direktes
Sampling

mpc2.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.2

mpc2dis.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.2 fiir direktes
Sampling

mpc3.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.3

mpc3dis.m Differentialgleichungssystem des Beispiels 6.3 fiir direktes

Sampling

plottingBeispiell.m

Visualisierung des Beispiels 6.1

plottingBeispiel2.m

Visualisierung des Beispiels 6.2

plottingBeispiel3.m

Visualisierung des Beispiels 6.3

fehler.m

Berechnung der NUDOCCCS-internen Abweichung der Tra-
jektorien und Vergleich mit Matlab-Losung

Beispiell.f

Programm zur Berechnung der modellpriadiktiven Regelung
fiir das Beispiel 6.1

Beispiel2.f

Programm zur Berechnung der modellpradiktiven Regelung
fiir das Beispiel 6.2

Beispiel3.f

Programm zur Berechnung der modellpradiktiven Regelung
fiir das Beispiel 6.3

adjungierte.f
basic.f
dc_decsol.f
decsol.f
gnudeliver.f
gridcontr.f

nudocces 9.0.f

NUDOCCCS-Dateien (teils modifiziert)




Notation

In der folgenden Ubersicht sind einige wichtige Bezeichnungen und Notationen vermerkt, die
im Laufe der vorliegenden Arbeit regelméfig erscheinen. Fiir die jeweilige Bedeutung der
Ausdriicke sei auf die entsprechenden Kapiteln verwiesen.

Dynamik des Kontrollsystems

Randbedingungen

Zustand (mit kontinuierlicher Feedbacksteuerung)
Steuerung

sampled-data Zustand

sampled-data Steuerung

zeitkontinuierliches Modell

modellpradiktive Regelung

optimale Wertefunktion

sampled-data Rate

Horizontlénge

Zielfunktional

Zielfunktional des modellpridiktiven Regelungsansatzes
Lagrange-Anteil des Zielfunktionals .Jy
Mayer-Anteil des Zielfunktionals .J,
Lagrange-Anteil des Zielfunktionals Jy,
Mayer-Anteil des Zielfunktionals Jy,
sampled-data Folge mit t, = k- T
Hamiltonfunktion

erweiterte Hamiltonfunktion

adjungierte Differentialgleichung
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Loo(to, tf; Rn)
Wheo(tg, tp; R™)

Multiplikatorfunktion der Beschrinkungen
Vektor der Beschrankungen

Gitter der Stufe n

Lagrange-Funktion
Lagrange-Multiplikator

exaktes zeitdiskretes Modell

exakte zeitdiskrete Losung
approximierte zeitdiskrete Losung
Fehler im k-ten Intervall

Anderung in F(x(t))

neudefiniertes Zielfunktional
Lagrange-Anteil des Zielfunktionals T
Kugel {z € R"|||z — 2*|| < r}

Innere der Menge B

Rand der Menge B

Abschluss der Menge B

Raum der natiirlichen Zahlen

Raum der reellen Zahlen

Raum der n-dimensionalen rellen Zahlen
Kontrollwertebereich

Raum der Kontrollfunktionen

Raum der ganzen Zahlen

Raum der auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktionen

Raum der auf dem Intervall [a, b] k-mal stetig differenzierba-
ren Funktionen

Banach-Raum

Sobolev-Raum

Absolutwert der Zahl a
Betragssummennorm des Vektors x
euklidische Norm des Vektors z
Maximumsnorm des Vektors x

induzierte Norm der Matrix A
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