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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit einem Verfahren aus dem Bereich der Pertur-
bations-Methoden. Diese beinhalten Techniken zur lokalen Approximation auf Umge-
bungen um bestimmte Punkte. Da man die Umgebung dieses Punktes auch als Storung
auffassen kann, werden diese Verfahren in deutscher Literatur auch als Stérungsmetho-

den bezeichnet.

Diese Approximationstechnik findet Anwendung in den verschiedensten wissenschaft-
lichen Disziplinen wie den Natur- und Ingenieurswissenschaften, aber auch in der Oko-
nomie. Hier ist man insbesondere im Bereich der Makrodokonomie an Gleichgewichts-
modellen interessiert, die untersuchen, wie sich Stérungen von auflen auf ein volkswirt-
schaftliches Gleichgewicht auswirken. Solche Stérungen konnen z.B. Olpreiserhthun-
gen oder Umweltkatastrophen sein. Auflerdem haben in diesen Modellen die Marktteil-
nehmer die Moglichkeit, bestimmte Variablen durch ihr Handeln zu beeinflussen, d.h. zu
steuern. Deshalb spielt die Theorie optimaler Steuerungen im Hintergrund eine wichtige

Rolle.

In der Makrodkonomie ist es iiblich, volkswirtschaftliche Modelle durch Linearisie-
rungen zu approximieren, da sie zu komplex sind um analytische Losungen zuzulas-
sen. Die Idee, ausgehend von einer Gleichgewichts-Losung in einer Umgebung dieses
Punktes bestimmte Entscheidungsregeln zu approximieren, findet sich schon 1982 bei
KYDLAND und PRESCOTT [16]. Weil die Autoren die Methoden zur systematischen Un-
tersuchung volkswirtschaftlicher Zusammenhinge grundlegend verbesserten, wird die-
ser Artikel wird in der Literatur als wegweisende Arbeit angesehen.

Allerdings wird hier laut JIN und JUDD in [13] die Linearisierung eines deterministi-
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schen Modells auf ein stochastisches angewandt und Terme hoherer Ordnung werden

vernachlissigt, wodurch Ungenauigkeiten oder sogar falsche Ergebnisse entstehen.

Diese Arbeit untersucht deshalb ein Verfahren zur quadratischen Approximation der
Kontrolle und der Dynamik eines Modells von SCHMITT-GROHE und URIBE, das in
[23] beschrieben wird. Die Autoren stellen weiterhin Routinen in MATLAB zur Verfii-
gung, die die Methode implementieren.

Ziel dieser Arbeit ist es, mathematische Voraussetzungen und Grundlagen dieser Metho-
de aufzuzeigen, und die einzelnen Schritte zu beschreiben und herzuleiten.

Weiterhin sollen die Programme an einem Beispiel angewandt werden, um zu zeigen,
wie gut die Methode zur Approximation der optimalen Steuerungsvariablen u und der
optimalen Wertefunktion V' geeignet ist. Dazu wird als erstes das approximierte Ergebnis
mit der exakten Losung verglichen, dann erfolgt ein Vergleich mit einem Verfahren aus

der dynamischen Programmierung.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Im néchsten Kapitel wird zuerst allgemein die Idee der Perturbations-Methoden einge-
fiihrt. Der Hauptpunkt des Kapitels ist die Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen
fiir allgemeine, dynamische, stochastische Gleichgewichtsmodelle. Dazu wird ein opti-
males Kontrollproblem formuliert und die notwendigen Optimalitdtsbedingungen aufge-
stellt. Danach wird ein Euler-Verfahren zur Diskretisierung von stetigen Kontrollproble-
men definiert und anschlieend wird auf die Besonderheiten bei diskreten stochastischen
Prozessen eingegangen. Der letzte Abschnitt beschreibt das untersuchte Modell und die

getroffenen Annahmen.

Im dritten Kapitel erfolgt die Herleitung und Berechnung der Koeffizienten fiir die linea-
re Approximation, wobei auch auf die Eindeutigkeit dieser Terme eingegangen wird. Der
nichste Teil beschiftigt sich mit der Berechnung der quadratische Approximation. Die-

se beiden Abschnitte bilden die theoretische Grundlage fiir die Implementierung. Zum



Schlufl werden die Schritte der Methode zusammengefa3t und ein Ausblick auf weitere

Anwendungsmoglichkeiten gegeben.

Mit dem vierten Kapitel beginnt der praktische Teil. Hier werden die Routinen von
SCHMITT-GROHE und URIBE iiberblickartig vorgestellt. Dabei wird der Aufbau der Pro-

gramme sowie die bendtigten Ein- und Ausgaben beschrieben.

Zur Auswertung der praktischen Ergebnisse wird im fiinften Kapitel ein Beispielm-
odell vorgestellt und fiir das Verfahren umgeformt. Es wird erklirt, wie das Beispiel in
MATLAB implementiert wurde. Danach werden die Ergebnisse der Berechnung auf-
gefiihrt und durch verschiedenen Graphiken veranschaulicht und diskutiert. Im letzten
Abschnitt wird das Beispiel abgeidndert, um den Unsicherheitsfaktor in die Zielfunktion
mit einzubeziehen. Auch hier findet eine Auflistung der Ergebnisse statt und die Verin-

derung wird anhand von Abbildungen gezeigt.

Im sechsten Kapitel findet der Vergleich mit einem von GRUNE [12] entwickelten Al-
gorithmus statt, der auf dem BELLMANNschen Optimalitétsprinzip basiert. Diese Theo-
rie wird zuerst allgemein vorgestellt. AnschlieBend werden wichtige Grundlagen und
Bausteine des Algorithmus vorgestellt. Der zweite Abschnitt vergleicht und erlédutert die

Ergebnisse von beiden Beispielen mit denen aus dem vorherigen Kapitel.

Zum Abschluf} der Arbeit werden die praktischen Ergebnisse noch einmal zusammenge-

falt und ein Ausblick auf Verbesserungsmoglichkeiten gegeben.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Griine fiir die interessante Aufga-
benstellung, die motivierenden Anregungen sowie die umfangreiche Betreuung im Laufe
der Arbeit bedanken.

Ebenso danke ich Jiirgen Pannek fiir seine hilfsbereite Unterstiitzung und fiir viele inter-

essante Diskussionen.
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2 Theorie des Verfahrens

In diesem Kapitel wird der theoretische Hintergrund der Methode von SCHMITT-GROHE
und URIBE erldutert. Ziel ist es, die mathematischen Voraussetzungen herzuleiten und
das Verfahren in die Theorie einzuordnen.

Es wird zuerst die grundlegende Vorgehensweise bei Perturbations-Methoden beschrie-
ben.

Im zweiten Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen des Verfahrens definiert. Zu-
erst wird die Gleichgewichtsbedingung fiir die Klasse der allgemeinen, dynamischen,
stochastischen Gleichgewichtsmodelle eingefiihrt, da diese die Basis fiir die Methode
bildet. Um die Gleichgewichtsbedingung aufzustellen und um ihren Hintergrund zu ver-
stehen, wird die Theorie der optimalen Kontrollen benétigt. Es wird deshalb ein typisches
Kontrollproblem formuliert. Desweiteren werden die notwendigen Optimalititsbedin-
gungen benannt. Danach wird die zeitliche Diskretisierung von stetigen Kontrollsystem
angesprochen. Am Schlufl des zweiten Abschnitts wird auf diskrete stochastische Pro-
zesse eingegangen und die dazu bendtigten Definitionen erklirt.

Der Modellrahmen fiir das Verfahren wird im dritten Abschnitt vorgestellt und es wird

erklart, welche Tatsachen das Verfahren ausnutzt, um die Approximation zu erhalten.

2.1 Perturbations Methoden - Einfuhrung

Wie in MURDOCK [19] beschrieben, wurden Perturbations-Methoden urspriinglich fiir
das Studium der Himmelskorperbewegungen entwickelt, um die Gravitationskréfte zwi-
schen den Planeten besser erkldren zu konnen.

In der angewandten Mathematik ist es die Grundidee dieser Methode, ausgehend von
einer bekannten Losung eines Problems, diese zu storen und so auf Werte in ihrer Um-

gebung schlielen zu konnen. Grundsitzlich bedeutet dies fiir ein allgemein formuliertes
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Problem, daf} ein bestimmter Fall mit einer bekannten Losung gefunden werden muB.
Diese wird benutzt, um durch die Stérung approximative Werte in einer Umgebung des
Punktes zu bekommen. Eine gut verstidndliche Einfithrung zu diesem Thema liefert JUDD

in [14] und [15].

Bei dem von SCHMITT-GROHE und URIBE in [23] eingefiihrten Verfahren wird zwi-
schen einem deterministischen Modell, welches der ungestorten Losung entspricht, und
einem stochastischen Modell, welches eine Storung von auflen enthilt, unterschieden.

Hier wird die schon bekannte Losung durch einen Gleichgewichtspunkt geliefert, der
sich in einer Modell-Volkswirtschaft bildet. Ein volkswirtschaftliches Gleichgewicht ist

wie in OBERENDER [21] definiert als

[...] eine Situation, in der kein Wirtschaftssubjekt Veranlassung hat, sein Ver-

halten zu dndern.

Dieses Gleichgewicht muf3 vorher berechnet werden und bildet den Ausgangspunkt. Bei
der Methode werden also lokale Informationen benutzt, um eine quadratische Approxi-
mation der Losung des deterministischen Modells in der Nihe eines Gleichgewichts zu
berechnen. Die Informationen werden dann benutzt, um die Lésung des stochastischen
Problems zu approximieren.

Das Resultat einer Perturbations-Methode ist ein Polynom, welches die analytische Lo-
sung in einer Umgebung des speziellen Punktes annihert.

Hierbei konnen Schwierigkeiten auftreten, die unabhingig vom Verfahren sind und ihre

Ursache im zugrundeliegenden Modell haben:

(i) Das Gleichgewicht ist nicht eindeutig, es gibt mehrere Gleichgewichtspunkte. In
diesem Fall ist bei einem volkswirtschaftlichen Modell zu tiberlegen, welches Gleich-

gewicht unter 6konomischen Gesichtspunkten das Sinnvollere ist.
(i) Das Gleichgewicht ist kein Punkt, sondern eine periodische Losung.
(iii) Es existiert kein Gleichgewicht.

(iv) Das Gleichgewicht existiert, ist aber instabil.
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2.2 Theoretische Grundlagen

Bemerkung 2.1 Im Unterschied zu dem Artikel von SCHMITT-GROHE und URIBE wer-
den hier im folgenden die Kontrollvariablen mit u, anstatt mit y; benannt, um die Be-

zeichnung der einschldgigen Literatur iiber optimale Kontrollen anzupassen.

Wie in der Einfiihrung beschrieben, wird als Ausgangspunkt eine bekannte Lésung beno-
tigt, woflir hier die Losung eines volkswirtschaftlichen Gleichgewichtsmodells benutzt
wird.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir allgemeine dynamische, stochastische Gleichge-

wichtsmodelle lauten:

Etf(utﬂ, U, Ty, .Tt) =0 Vte No. (21)

Der Operator E, stellt den Erwartungswert, abhiingig von allen zum Zeitpunkt ¢ vorhan-
denen Informationen, dar. u; bezeichnet den Kontrollvektor zum Zeitpunkt ¢, x; ist der
Zustandsvektor zum Zeitpunkt ¢.

Um die Funktion f aus der Gleichgewichtsbedingung definieren zu konnen, miissen vor-
her einige Uberlegungen stattfinden, auf denen f basiert. Diese werden in den folgenden
zwei Abschnitten angestellt. Eine Definition von f wird am Ende von Abschnitt 2.2.2

gegeben.

Als wesentlicher Punkt ist bei den obigen Gleichgewichtsbedingungen zu beachten, daf}
sie bereits die Bedingungen fiir einen optimalen Punkt enthalten. Deshalb ist die Frage
zu kldren, warum diese darin schon beriicksichtigt sind.

In einer Volkswirtschaft wird davon ausgegangen, daf} jedes Individuum das Ziel hat,
seinen Nutzen zu maximieren. In VAN DER PLOEG [22] wird diese Tatsache wie folgt

beschrieben:

In einem allgemeinen Gleichgewichtsmodell werden die Zusténde einer Volks-
wirtschaft untersucht, die durch das Optimierungsverhalten der einzelnen

Individuen entstehen.
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Dies bedeutet, da3 ein Optimierungsproblem existiert, welches die Dynamik des Mark-
tes bestimmt. Aus den Annahmen iiber Optimalitit bildet sich -iiber die Dynamik- als
Folge ein volkswirtschaftliches Gleichgewicht. Aus diesen Uberlegungen kann gefolgert
werden, daf} ein Gleichgewicht -Existenz und Annahme vorausgesetzt- einen optimalen

Punkt darstellt, da jeder Marktteilnehmer vorher seine optimale Strategie verfolgt hat.

Daraus folgt, dal zum Verstidndnis der Gleichgewichtsgleichung (2.1) zuerst die Bedin-
gungen fiir einen optimalen Punkt hergeleitet werden miissen. Dafiir werden im néchs-
ten Abschnitt wichtige Definitionen eingefiihrt und im Anschluf} daran die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen formuliert. Dies fiihrt weiter in das Gebiet der optimalen Kon-

trolltheorie, da die Gleichgewichtsgleichung von der Kontrollvariablen u abhéngt.

2.2.1 Ein deterministisches optimales Kontrollproblem

Bemerkung 2.2 Die Begriffe ,,Steuerung “ und ,, Kontrolle“ werden im folgenden syno-

mym verwendet.

Zu Beginn muf} festgelegt werden, welche Werte eine Kontrolle fiir den untersuchten

Prozef3 annehmen darf.

Definition 2.3 Die nichtleere und kompakte Menge U C IR™ wird als Kontrollbereich

festgelegt und beschreibt die zuldssige Wertemenge fiir den Kontrollvektor uy, d.h.
weU VteT

mit T := hINy := {hk|k € Ny} fiir h > 0.

Bemerkung 2.4 Im folgenden wird als Schrittweite h = 1 gewdihlt.

Des weiteren wird der Begriff des Kontrollsytems bendtigt:

Definition 2.5 Ein Kontrollsystem in diskreter Zeit T im RY, d € N, ist gegeben durch
die Differenzengleichung
Tir1 = Pn(Te, ) (2.2)

wobei @p, - R x U — R? eine stetige Abbildung ist.
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Ein Kontrollsystem legt die Dynamik, also die Bewegung des Systems in der Zeit, fest.
Fiir Kontrollsysteme mit genau festgelegten Eigenschaften ist es moglich, fiir jeden be-

liebigen Anfangswert eindeutige Losungen zu finden.

Definition 2.6 Eine eindeutige Funktion x,, die Losung von (2.2) ist zum Anfangswert

To € RY und zur Kontrollfunktion u, € U, wird mit ®y,(t, xq, u;) bezeichnet .

Die Existenz einer eindeutigen Losung kann im diskreten Fall durch Induktion gezeigt
werden, d.h. zu jedem Anfangswert x, und jeder Kontrolle u; € U findet man eine

eindeutige Losung @, (¢, 29, 1), @, : T x R? x U, mit
O (0,20, u)) =29 und  Pp(t+ 1,20, u) = ©n(Pp(t, xo, us), uy)

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, spielen Gleichgewichte in dem Verfahren von
SCHMITT-GROHE und URIBE eine wesentliche Rolle. Deshalb muf formuliert werden,

was ein Gleichgewicht ist:

Definition 2.7 Ein Zustand T aus einer Menge X C R® und eine Kontrolle i € U

heifien Gleichgewicht eines Kontrollsystems oy, falls pp(Zy, Uy) = Ty fiir t — oo.

Wenn ausschlieBlich nur ein Kontrollsystem betrachtet wird, kann es unendlich viele
Losungen geben. Da es das Ziel ist, eine optimale Losung zu finden, mufl ein Giitemal}
dafiir bestimmt werden. Dies geschieht durch eine Zielfunktion.

Dazu wird eine Funktion
v:R{xU—-R

betrachtet.
Aufgabe ist es nun, eine Kontrolle u; € U zu finden, die die Summe iiber diese Funktion
entlang einer Trajektorie ®; maximiert. Die folgende Definition formuliert deshalb ein

optimales Kontrollproblem.
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Definition 2.8 Betrachte ein Kontrollsystem (2.2).
Fiir eine Funktion ¢ : R? x U — R und einen Parameter § > 0,5 € R, definieren wir

das diskontierte Funktional auf unendlichem Zeithorizont in diskreter Zeit als

Jh(l‘t,“t) = hZﬂt 'w(q)h<t7x07ut)7ut) (23)
t=0
mit 3 := (1 — 0h). Das optimale Kontrollproblem lautet dann: Bestimme die optimale
Wertefunktion
Vi(x) := sup Ju(xy, uy).
u €U
Dabei gelte

(i) U ist kompakt.
(ii) Die Funktion 1) sei stetig und erfiille
e )| < My und (s, u) — vlea,w)] < Lyllay — o]

fiir alle ., x1, x5 € R? alle u € U und geeignete Konstanten My, Ly > 0, mit
Mw, L¢ € R.

Bemerkung 2.9 Die Formulierung der optimalen Wertefunktion ist natiirlich auch fiir

ein Minimierungsproblem moglich. Sie lautet dann

Vi(x) := inf Jy(z,u).

u €U

2.2.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen

Mit den im vorhergehenden Abschnitt definierten Grundlagen kénnen nun die notwen-
digen Bedingungen fiir ein Optimum hergeleitet werden. Dazu wird die Definition der

HAMILTON-Funktion benotigt:

Definition 2.10 Sei \y € R und \ € IR". Dann heif3t
H (4, up, Ae) = Ao - B (e, ue) + Mg - @n(t, o4, ue) (2.4)

die HAMILTON-Funktion zum Kontrollproblem aus Definiton 2.8.

Der Vektor A € R" wird adjungierte Variable oder Kozustand genannt.

10
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Bemerkung 2.11 )\, kann unter zusdtzlichen Bedingungen zu Ao = 1 gewdhlt und tritt

daher spdter nicht in der HAMILTON-Funktion auf.

Die Optimalititsbedingungen fiir das optimale Kontrollproblem aus Definition 2.8 erge-
ben sich aus dem folgenden Satz, der eine Abwandlung des PONTRJAGINschen Maxi-

mumprinzips ist.

Satz 2.12 (Diskretes Maximumprinzip) Es sei u; eine optimale Entscheidungsfolge und

x; die zugehorige Zustandsfolge. Dann existiert eine Kozustandsfolge \;, so daf} gilt

t
Tr, = < 08)\]:[; 1) Zustandsgleichung
OH' -
A = ( 8x*> Kozustandsbedingung (2.5)
t
t
0 = (%H*> Maximumbedingung
Uy

Bemerkung 2.13 Zum diskreten Maximumprinzip gehoren aufler den obigen Bedingun-
gen noch die Transversalititsbedingungen. Dies sind Bedingungen, die den Anfangs-
und Endzustand festlegen. Da in dem Verfahren von SCHMITT-GROHE und URIBE der

Anfangs- und Endzustand bereits fix ist, werden sie im weiteren nicht benotigt.

Bemerkung 2.14 Satz 2.12 gilt unter der Bedingung, daf} keine Beschrinkung der Steu-
ervariablen und ein unendlicher Zeithorizont vorliegen.

Fiir das im folgenden betrachtete Verfahren geniigt diese Formulierung; Versionen fiir
stetige Optimalsteuerungsprobleme, fiir Probleme mit Nebenbedingungen fiir die Kon-
trollvariablen und fiir beschrdnkten Zeithorizont sind nachzulesen in FEICHTINGER und
HARTL [7]. Je nach Problemstellung sind die Bedingungen also anzupassen. In [7] fin-
den ebenfalls weitere Uberlegungen zum Aufstellen hinreichender Optimalitditsbedingun-

gen statt.

Bemerkung 2.15 Fiir den Fall, dafy H konkav in (x,w) ist, sind die obigen Bedingungen

auch hinreichend.

11
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Bemerkung 2.16 In dem untersuchten Verfahren wird die Annahme gemacht, daf} in
einem volkswirtschaftlichen Gleichgewicht die Storung von aufen gleich Null ist. Der
stochastische Anteil fillt dadurch also weg und es wird ein deterministisches Problem
betrachtet. Deshalb reichen hier die Optimalitiitsbedingungen fiir deterministische Kon-

trollprobleme. Im Gleichgewicht gilt dann also E,f = f = Q.

In den letzten beiden Abschnitten wurden die Hintergriinde zum Versténdnis der Gleich-
gewichtsgleichung (2.1) hergeleitet.
Das Aufstellen der Optimalitdtsbedingungen ist ein Vorschritt zum eigentlichen Verfah-

ren. Sie werden benutzt um f zu bilden.

Definition 2.17 Fiir die Funktion [ aus Gleichung (2.1) gilt:

* OH!
RS ) Vi)

t
= Ao — %% — 0 (2.6)

OH'

AT
ou,

Im folgenden wird immer davon ausgegangen, dall die Gleichgewichtsbedingungen in
der Form aus Gleichung (2.1) ausgedriickt werden, wobei der Erwartungswert im Gleich-

gewicht wegfillt, da die stochastische Storung hier nicht vorhanden ist.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dal vor Beginn des eigentlichen Verfahrens die Be-
dingungen fiir ein volkswirtschaftliches  Gleichgewicht mit Hilfe der
HAMILTON-Funktion aufgestellt werden miissen und dafl diese im weiteren Verlauf so-
wohl als Ausgangspunkt als auch fiir wesentliche Schritte bei den Berechnungen be-
nutzt werden. Die Losung fiir das Gleichgewicht - also der volkswirtschaftliche Gleich-
gewichtspunkt - muf} zusétzlich bekannt sein, da man eine bekannte Losung fiir das Ver-

fahren benotigt.
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2.2.3 Diskretisierung des optimalen Kontrollproblems

Bisher wurden Kontrollprobleme in diskreter Zeit betrachtet. Wenn ein Kontrollsystem
in kontinuierlicher Zeit vorliegt, muf} iiberlegt werden, wie dieses durch ein diskretes

System approximiert werden kann.

Definition 2.18 Die nichtleere und kompakte Menge U C RR™ wird als Kontrollbereich
festgelegt und definiert die Werte, die die Kontrolle u(t) fiir t € IR annehmen darf.

Definition 2.19 Ein Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit T = R im R%d € N, ist
gegeben durch die gewohnliche Differentialgleichung

Sa(t) = pla(t),ult), @)

wobei ¢ : RY x U — R ein stetiges Vektorfeld ist.

Auch fiir stetige Kontrollsysteme ist es unter bestimmten Voraussetzungen moglich,
fiir jeden beliebigen Anfangswert z( eindeutige Losungen zu finden. Dazu sei auf den

Existenz- und Eindeutigkeitssatz von CARATHEODORY in GRUNE [10] verwiesen.

Definition 2.20 Eine eindeutige Funktion x(t), die den Satz von CARATHEODORY er-
fiillt, wird mit ®(t, zo, u) bezeichnet und ist die Losung zu (2.7) zum Anfangswert x, €
R? und zur Kontrolle u(t) € U.

Fiir ein Kontrollproblem in stetiger Zeit ergibt sich somit die folgende Definition:

Definition 2.21 Betrachte ein Kontrollsystem (2.7).
Fiir eine Funktion 1 : R x U — R und einen Parameter 5 > 0,5 € R definieren wir

das diskontierte Funktional auf unendlichem Zeithorizont in kontinuierlicher Zeit als
I(w,u) = /0 T et (D(t, o, ), u(t))dt 2.8)
Das optimale Kontrollproblem lautet dann: Bestimme die optimale Wertefunktion
V(z) :=supJ(z,u)

ueU

Auflerdem gelten die zusditzlichen Bedingungen aus Definition 2.8.
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Fiir die zeitliche Diskretisierung ist als Grundlage die folgende Definition notwendig:

Definition 2.22 (EULER-Verfahren fiir Kontrollsysteme) Gegeben sei ein kontinuier-
liches Kontrollsystem o gemdfs Gleichung (2.7). Fiir einen Zeitschritt h > 0, h € R,
und einen Kontrollwert uw C R'™ definieren wir das EULER-Verfahren als das durch die
Abbildung

on(w,u) =2+ h - o, u)
definierte zeitdiskrete Kontrollsystem. Die Losungen werden mit &Dh(t, xo, uy) bezeichnet.

In GRUNE [10] wird gezeigt, dal zu einem Kontrollsystem eine diskrete
EULER-Approximation konstruiert werden kann, die zu jedem Anfangswert z, € R*
und zu jeder diskreten Kontrollfunktion u; : hINy — U eine zeitdiskrete approximative

Losung @, (¢, o, uy) liefert:

Satz 2.23 Betrachte ein Kontrollsystem o, das die Voraussetzungen des Satzes von Ca-
rathéodory erfiillt. Dann gilt fiir das EULER-Verfahren aus Definition 2.22 und jede Kon-
stante R > 0 die folgende Aussage:

(i) Es existiert eine von R unabhdingige Konstante K > 0, so daf fiir jede Kontroll-
funktion u € U mit ||u|le < R und jeden Anfangswert xo € Br(0) eine diskrete

Kontrollfunktion u; € U existiert, mit der die Abschditzung
H(T)h(tv L0, ut) - (I)(ta Lo, u)” < K\/ﬁeLt

gilt fiir alle t € hT fiir die die Losungen in Br(0) liegen.

Ist das Kontrollsystem konvex, so gilt die schdrfere Abschditzung

Hi)hof?x())ut) - q)(t,.flfo, U,)H < Kh(eLt — 1)

(ii) Umgekehrt existiert eine von R unabhdngige Konstante K > 0, so daf fiir jedes
zo € Br(0) und jede diskrete Kontrollfunktion u; € U mit ||us|c < R und die
durch

u(t) :=uy, TEI[tt+h], tehlNy
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definierte stiickweise konstante Kontrollfunktion die Abschdtzung
D (t, 20, ue) — DL, 20, u)|| < Kh(e* —1).
gilt fiir alle t € h'T fiir die die Losungen in Br(0) liegen.

Fiir ein gegebenes kontinuierliches optimales Kontrollproblem wird deshalb das zu die-

ser EULER-Approximation gehorige diskrete optimale Kontrollproblem betrachtet:
V(@) == sup,,cu Jn(@,w)  mit Ty (2, u) i= h 3050, BUY(Ph(t, 2, up), up).

Bemerkung 2.24 Das EULER-Verfahren fiir Kontrollsysteme hat die Konvergenzord-
nung O(v/h) bzw. O(h) fiir konvexe Kontrollprobleme.

Fiir ndhere Untersuchungen iiber die Konvergenz von Vi, — V und iiber die Abschitzung

des Diskretisierungsfehlers sei verwiesen auf GRUNE [10], Kapitel 3.

2.2.4 Diskrete stochastische Prozesse

In dem Modell, das im nédchsten Abschnitt eingefiihrt wird, folgt eine Variable einer sto-
chastischen Dynamik. Da dies bisher noch nicht beriicksichtigt wurde, sollen an dieser

Stelle die wichtigsten Grundbegriffe geklédrt werden.

Optimierungsprobleme unter Unsicherheit weisen bestimmte Eigenschaften auf, die man
von deterministischen Optimierungsproblemen nicht kennt. Dies macht die Untersu-
chung stochastischer Problemen komplizierter. Allerdings ist in vielen Anwendungen
die Annahme rein deterministischer Modelle unrealistisch und kann sogar zu falschen
Aussagen fiihren.

Unsicherheit tritt durch zuféllige dulere Einfliisse auf. Griinde dafiir konnen z.B. unge-
naue Informationen iiber das System oder nur teilweise Beobachtbarkeit der Variablen
sein. Unsicherheit spielt in vielen Modellen eine groBe Rolle; in der Okonomie z.B.,
wenn der Ertrag zweier unterschiedlich riskanter Anlagemoglichkeiten verglichen wer-

den soll.
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Systeme, in denen Zufallsvariablen eine Rolle spielen, bendtigen dafiir einen geeigne-

ten Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.25 Ein Tripel (), A, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum, wobei () der Er-
eignisraum ist, A eine entsprechende oc—Algebra und P ein geeignetes Wahrscheinlich-

keitsmaps.

Bemerkung 2.26 Der Vollstindigkeit wegen miissen die entsprechenden mafitheoreti-
schen Grundlagen definiert werden. Hierfiir sei auf die einschldagige Literatur verwiesen

wie u.a. CAPINSKI und KOPP [5] und ELSTRODT [6].

Definition 2.27 Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (), A, P). Die Verteilung von X

ist diskret, also getragen von einer abzihlbaren Wertemenge {x;|i € I}. Falls die Reihe
iel
absolut konvergent ist, so sagt man, der Erwartungswert E[X| existiert und man setzt
iel
Definition 2.28 Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf (2, A, P) mit existierendem
zweiten Moment, d.h. E[X?| < oo. Dann existieren auch die Erwartungswerte E[X]

und E[(X — E[X])?] =: Var|X] und letzterer heifit Varianz von X. Der Parameter
++/Var[X] wird als Standardabweichung oder Streuung bezeichnet.

Zum Beschreiben von dynamischen Systemen unter Unsicherheit benotigt man zuerst die
Definition eines stochastischen Prozesses. Es werden ausschlieBlich diskrete stochasti-

sche Prozesse betrachtet, da diese fiir numerische Verfahren die Hauptrolle spielen.

Definition 2.29 Fiir Systeme in diskreter Zeit bedeutet ein stochastischer Prozefs, daf3
Zir1 eine Zufallsvariable ist, die nur von x; und t abhdngt. Der Prozefs kann durch eine

stochastische Differenzengleichung ausgedriickt werden:

Tip1 = C(zy, ) + 2(xy,t), t € T. (2.9)
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Hierbeli ist ( der bedingte Mittelwert von .1, gegeben x,, und z(.) ist eine d-dimensionale
Zufallsvariable mit Mittelwert Null, deren bedingte Verteilung, gegeben x,, nicht von x

abhdngt fiir s < t.

Einen diskreten stochastischen Prozef erhidlt man also, wenn ein nur vom aktuellen
Zustand abhédngiger Storungsterm zu einer gewohnlichen Differenzengleichung addiert

wird.

Bemerkung 2.30 Bei der obigen Definition wird von einer exogenen Storung ausgegan-
gen, also nicht von einer Storung durch Mefifehler, bei der die Zustandsvariablen nicht

genau beobachtet werden konnen.

Die Dynamik eines stochastischen Systems ist also durch eine stochastische Differen-
zengleichung gegeben.
Unter der Annahme, daf§ der Storungsterm z(x;) ~ N(u, o) ist, kann die stochastische

2

Variable durch ihre Varianz o< normalisiert werden, so daf} ;E?; ~ N (0, 1)-verteilt ist.
t

Daraus folgt
z=o(xy) - &,

wobei € unabhingig von z ist. €;,¢ € T kann als Folge von unabhédngigen und identisch
N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen betrachtet werden. Fiir die stochastische Differenzen-

gleichung (2.9) gilt dann
i1 = C(zy) + o () - &y (2.10)

Definition 2.31 Die Definition der optimalen Wertefunktion aus Abschnitt 2.2.1 kann

leicht auf diskrete stochastische Kontrollprobleme iibertragen werden. Sie lautet dann

1= sy 55 o).

ut€U 1—q

mit Ty = gp(a:t,ut, Zt)

und die z; sind unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen.
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Fiir ein deterministisches System ist die zukiinftige Bewegung durch die Dynamik und
den aktuellen Wert des Systems eindeutig festgelegt. Fiir ein stochastisches System laf3t
sich dies natiirlich nicht fordern. Wiren hier alle Kontrollen vorher festgelegt, wiirde
man im Verlauf des Systems feststellen, da3 unerwartete Zustinde eintreten und daf} die
ausgewdhlten Kontrollen beziiglich der Zielfunktion nicht mehr optimal sind.

Aus diesen Griinden wird auch noch einmal die Motivation deutlich, weshalb es so in-
teressant ist, fiir stochastische Systeme, ausgehend von einem deterministischen System,

die Kontrollen in einer bestimmten Umgebung zu approximieren.

2.3 Das Modell

In diesem Abschnitt werden alle Annahmen des Verfahrens dargestellt, um der Methode
einen duBeren Rahmen zu geben. Im Anschlufl wird das genaue Ziel des Verfahrens
formuliert und wie es mathematisch erreicht werden kann.

In dem Modell wird der Zustandsvektor x; wird nochmal unterteilt, so daf} gilt

Ty = [95t1; »’U?]T

mit z} € R™, 22 € R®2,d = d; + ds.

Auf diese Weise wird beriicksichtigt, da ein Teil der Zustinde einer rein deterministi-
schen Dynamik folgt, und ein anderer einer stochastischen Dynamik.

Das betrachtete Modell unterliegt verschiedenen wichtigen Voraussetzungen und Annah-

men, die im folgenden aufgelistet werden.

Annahmen:

- a:% enthélt endogene, d.h. sich aus dem Modell ergebende, Zustandsvariablen.

- a2 folgt einem exogenen stochastischen ProzeB, d.h. mit einer Stérung von auBen,

gegeben durch
2 3.2 ~
Tpyy = h(zf,0) + Tjoci

mit 22, e € R®, 57 € R®2*%2 5 > Ound i : R x R — R%
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Der Vektor ¢, ist unabhédngig identisch verteilt mit Erwartungswert Null und Vari-

anz/Kovarianzmatrix /.
Die Standardabweichung o > 0 und die Matrix 7) sind bekannt.

Es wird angenommen, daB Funktionen ¢ := R? x R — R™ und

h:=R% x R — R? existieren, so daB fiir den Kontrollvektor
u = g(xy,0) (2.11)
und fiir den Zustandsvektor
Tio1 = h(xg,0) +1-0 g1 (2.12)
gilt.
n e R™% ynd n = [%)}

Die Eigenwerte der Matrix h, sind \; < 1,2 =1, ..., d.

Dabei bezeichnet h, die erste Ableitung der Funktion A in x-Richtung.
Fiir die Funktion f aus (2.1) gilt dann:

f R"xR™"xR!xR!— R" mit n:=d+m.

Der Gleichgewichtspunkt (Z, u) sei bekannt.

Im Gleichgewicht soll gelten o = 0, d.h. die Stérung von auflen ist im Gleichge-

wicht ausgeschaltet und im Gleichgewichtspunkt (z, ) gilt
f(a,u,z,z) =0.

Daraus folgt u = ¢(z,0) und z = h(Z,0).

Der Erwartungswert spielt also im Gleichgewicht keine Rolle.
f ist mindestens zweimal beziiglich aller Variablen differenzierbar.

Die Ableitungen von f sind bekannt.
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Bemerkung 2.32 /n SCHMITT-GROHE und URIBE [23] wird die zusditzliche Annahme
gemacht, daf} ¢, einen beschrdnkten Trager hat. Sie verweisen dabei auf JIN und JUDD
[13], die an einem Beispiel zeigen, dafs unlogische Ergebnisse herauskommen konnen,
wenn keine Restriktionen an die zufilligen Storungen gemacht werden. Hier wird diese
Annahme vernachldssigt, da in der Numerik in der Regel nie unbeschrinkte Triger zu

Grunde gelegt werden, sondern z. B. Intervalle mit einem Konfidenzniveau von 99%.

Ziel der Methode ist es, die Dynamik A und die Kontrollfunktion ¢ in einer kleinen
Umgebung um das Gleichgewicht zu approximieren. Die Groe dieser Umgebung wird
durch den Unsicherheitsfaktor o bestimmit.

Diese Approximation geschieht durch eine mehrdimensionale TAYLOR-Entwicklung, fiir

die der nédchste Satz benotigt wird.

Satz 2.33 Sei £ : R" — R und & sei C**L. Dann gilt fiir 2° € R" und x, 2° € [a, b]

Es muB noch eine weitere Uberlegung stattfinden: Fiir die TAYLOR-Approximation der
Funktionen g und h werden verschiedene Ableitungen bendtigt. Die Frage ist, wie diese

berechnet werden konnen. Zu diesem Zweck wird definiert:
F(Z'7O') = Etf(ut+1,ut,xt+1,xt> = 0. (213)

Nun werden die Dynamiken (2.11) und (2.12) in Gleichung (2.13) eingesetzt.

Daraus ergibt sich

F(z,0) = Eyf(g(h(xy,0) + noeii1,0), g(x, 0), h(xy, 0) + noegir, 1) = 0. (2.14)
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Die Funktion /' wurde also als Nullfunktion definiert, d.h.
F(z,0) =0 VxR0 >0.

Daraus 146t sich erkennen, daf auch die hoheren Ableitungen von F' immer Null sein

missen:

Fupi =0 VrxeRYoecR kjecN. (2.15)

F,r,; ist die k-malige Ableitung in z-Richtung und die j-malige in o-Richtung.
Diese Tatsache wird in dem untersuchten Verfahren benutzt, um die Ableitungen von g
und h zu bestimmen, die fiir die TAYLOR Approximation gebraucht werden. Man nutzt
also die Gleichgewichts-Bedingung, um Aussagen iiber die Steuerung und die Dynamik
in einer Umgebung des Gleichgewichts zu formulieren.

AuBerdem benotigt man noch den Gleichgewichtspunkt an sich, also (z,u), der vorher

bestimmt wird, sowie die Ableitungen von f an dieser Stelle, die ja gemadf den Annah-

men als bekannt vorausgesetzt werden.

Bemerkung 2.34 Wichtig ist es, sich den genauen Unterschied zwischen den Funktionen
F und f klar zu machen. F wird als Nullfunktion definiert, was bedeutet, dafs F immer
gleich Null sein mup3 fiir alle beliebigen Werte von x und o. Im Gegensatz kann f komplett
verschiedene Werte annehmen, allerdings gilt im Gleichgewichtspunkt f(u,u,z,z) = 0.
Hier sind F und f gleich. Deshalb miissen die Ableitungen von f aber nicht unbedingt

Null sein.
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3 Herleitung der Terme fur die
Approximationen

In diesem Kapitel werden die einzelnen Koeffizienten fiir die TAYLOR-Approximation
hergeleitet. Der Inhalt orientiert sich dabei an den Ausarbeitungen von SCHMITT-GROHE
und URIBE in [23].

Der erste Abschnitt beschiftigt sich mit der linearen Approximation. Hierbei wird zu-
erst die Herleitung der Koeffizienten gezeigt. Im Anschlu3 wird auf die Existenz und
Eindeutigkeit der Terme eingegangen. Der zweite Abschnitt erklért die quadratische Ap-
proximation. Im letzen Abschnitt wird das theoretische Resultat zusammengefal3t und

ein kurzer Ausblick auf weitere Anwendungsmoglichkeiten gegeben.

3.1 Approximation erster Ordnung

3.1.1 Herleitung

0.B.d.A. sei z € R. Man sucht eine Approximation von ¢ und ~ um den Entwicklungs-

punkt (Z,0) in der Form

g(I,O’) = g(i’,O)—i—gx(J_J?O)(J}—E)—i—gU(.T,O)U (3.1
h(z,0) = h(Z,0)+ hy(Z,0)(z — %) + h(Z,0)0. (3.2)

wie in Kapitel 2.3 angenommen wurde.
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Um die fehlenden Terme zu berechnen, nutzt man nun Gleichung (2.15) aus, wie am

Ende des letzten Kapitels angemerkt:

(2,00 = 0 (3.3)
F.(z,0) = 0 (3.4)
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden bei der Berechnung der Ableitungen Varia-

blen aus der Periode (¢+ 1) mit einem Strich indiziert, bei Variablen aus Periode ¢ entfillt

der Index ganz. Somit gilt fiir (3.3):

Fo(2,0) = Eifuwlge(ho +ne") + go] + fugo + furho
= fu’[gxha _I'ga] + fuga + fx’ha =0.

Bemerkung 3.1 An dieser Stelle wird die Annahme ausgenutzt, daf3 im Gleichgewicht
keine Storung existiert. Nach Voraussetzung ist dann E[¢'] = 0 und deshalb fillt der

stochastische Anteil weg.

Durch Umformung erhélt man

g

(h%+ﬁxh+h)(m) = 0. (3.5)
=M
Wenn eine eindeutige Losung existiert, folgt da3
he = 0,
9o = 0.
Fiir die Ableitung in x-Richtung, also fiir (3.4), gilt:
Fy(2,0) = fuwgshe + forha + fo + fuge.

Es ergibt sich

(ﬁ/m)(])m;—(hfn-(l) (3.6)
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Durch geeignete Zerlegungen kann man mit dieser Gleichung h, und g, berechnen, wie
im nichsten Abschnitt gezeigt wird. Damit hat man alle Terme erhalten, um die lineare

Approximation zu berechnen.

Bemerkung 3.2 Normalerweise ist = € R? fiir d > 1, was die Schreibweise bei den
Ableitungen verkompliziert. Deshalb wurde hier immer von einem eindimensionalen Zu-
standsvektor ausgegangen. Man berechnet im mehrdimensionalen Fall [F,(%,0)]’, also
den Eintrag in Zeile i und Spalte j der Ableitungsmatrix von F nach x. Genauso berech-
net man [F,(Z,0)]%, also den i-ten Eintrag des Ableitungsvektors. Zur Berechnung bei
den mehrdimensionalen Ableitungen wird die mehrdimensionale Kettenregel benotigt.
Fiir mogliche Schreibweisen vergleiche SCHMITT-GROHE und URIBE [23] oder fiir die

Tensor-Notation JUDD [15].

3.1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Um zu verstehen, wie die Methode spiter implementiert wird, ist es an dieser Stelle
wichtig zu zeigen, wie Gleichung (3.6) gelost wird. Dazu werden einige Begriffe aus der

linearen Algebra bendtigt, die hier kurz definiert werden.

Definition 3.3 Man nennt eine lineare Abbildung F' : V' — W einen Endomorphismus,

wenn V=W ist.

Definition 3.4 Sei F ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Ein A\ € K heifst Ei-

genwert von F, wenn es ein v € V mit v # 0 gibt, so daf3 gilt
F(v) = Av.

Jedes vom Nullvektor verschiedene v € V mit F(v) = \v heifst Eigenvektor von F zum

Eigenwert \.

Definition 3.5 Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Ein Endomorphismus
f 'V — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine aus Eigenvektoren von f bestehende

Basis von V' gibt; bzgl. einer solchen Basis ist die Matrix von f eine Diagonalmatrix A
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und in der Diagonalen stehen die Eigenwerte \;,i = 1,...,n, die zu den entsprechenden
Eigenvektoren gehoren.

Eine n x n-Matrix A heif3t diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonalmatrix dhnlich
ist; das bedeutet, dafy eine Matrix X € GL(n, K) existiert, so dafs XAX™! Diagonal-
matrix ist. Die Menge GL(n,R) := {A : A ist nichtsinguldire reelle n x n-Matrix} heif3t

allgemeine lineare Gruppe vom Rang n iiber IR.

Zuerst wird Gleichung (3.5) untersucht. Um hier Eindeutigkeit zu gewihrleisten, muf}
vorausgesetzt werden, da M invertierbar ist. Da M € IR"*" ist, ist diese Voraussetzung
ohne Probleme moglich. Erst dadurch wird eindeutig, da h, = 0 und g, = 0. Alle sich
daraus ergebenden Folgerungen diirfen also nur aufgrund dieser Voraussetzung gemacht

werden.

Fiir die Losung von Gleichung (3.6) wird zuerst eine passende Zerlegung benotigt.

= A =B

A,BcR™ n=d+m.

Beide Matrizen sind bekannt, da die Ableitungen von f bekannt sind.

Das nichste Ziel ist es, die Zerlegung (3.7) in ein verallgemeinertes Eigenwertproblem

umzuformen. Hierbei wird die nichttriviale Losung der Gleichung Az = ABx gesucht.

Fiir die Umformung wird die Matrix h, durch ihre Eigenwerte beschrieben. Sei P die

Eigenvektormatrix von A, und A die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten, so dal3 gilt
h,P = PA, P ¢ R A € R™*? (3.8)

Gleichung (3.7) wird auf beiden Seiten durch P erweitert.

(o fu/)~(]>.h$-P:—<fx fu).<]).P (3.9)

Ga Ya
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Auferdem wird definiert

I xd
X = P, XeR™% (3.10)
9z

Nun kann Gleichung (3.7) in eine dquivalente Form gebracht werden mit Hilfe von (3.8)

und (3.10):

AXA=BX
oder
A 0
AX = BX
0 Ad

Diese Gleichung kann noch weiter verallgemeinert werden. Das Problem wird verlin-
gert, weil man alle Eigenwerte < 1 sortieren will. Fiir gegebene quadratische Matrizen
A und B existieren Matrizen V; € R™? und Vo € R™™ und Diagonalmatrizen

D, € RdXd und Dos € R™*™:

A(v, Vz)(DO11 D(;) = B(Vy V)

Diese Form entspricht dem verallgemeinerten Eigenwertproblem und ist mit MATLAB

zu 16sen. O.B.d.A. werden alle Eigenwerte < 1 angeordnet, so dal D;; = A.

Es wird definiert

Damit folgt nach (3.8):

he =Vin AVy | und | g, =V Vi (3.11)
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Da Vi, invertierbar sein muB}, folgt, dal P invertierbar sein muf}. Dies ist nur moglich,
wenn alle Eigenvektoren von h, linear unabhéngig sind. Daraus folgt, daf} h, diagonali-
sierbar sein muf3.

Es lassen sich folglich zwei wichtige Voraussetzungen festhalten, damit die lineare Ap-

proximation um den Punkt (z,0) zu verniinftigen Aussagen fiihrt:
(i) Die Matrix M aus Gleichung (3.5) muB} invertierbar sein.
(i) Die Matrix h, aus Gleichung (3.6) muf} diagonalisierbar sein.

Wihrend Voraussetzung (1) a priori iiberpriifbar ist, ist dies bei Voraussetzung (ii) nicht
moglich. Deshalb wird spiter im Algorithmus die Invertierbarkeit der Matrix P gepriift,

was damit gleichbedeutend ist.

3.2 Approximation zweiter Ordnung

Bis jetzt wurde eine lineare Approximation der Kontroll- oder Steuerungsfunktion g
und der Dynamik A hergeleitet. Dies reicht aber fiir viele Modelle nicht aus. Wie in
SCHMITT-GROHE und URIBE [23] angedeutet, fiihrt dies sogar zu fehlerhaften Aussa-
gen. Oft ging man von der falschen Vermutung aus, dal Approximationen hoherer Ord-
nung viel schwieriger zu berechnen seien als jene erster Ordnung und daf3 mit steigender
Zahl der Variablen auch die Rechenzeit exponentiell ansteigen wiirde.

DaB dies nicht der Fall, ist wird im nichsten Abschnitt deutlich. Beim Herleiten der Ter-
me fiir die quadratische Approximation sind nur lineare Gleichnungen zu 16sen, wodurch

die Rechenzeit iiberschaubar bleibt.

Bemerkung 3.6 Zu Beginn muf3 noch einmal auf die verwendete Schreibweise bei den
Ableitungen hingewiesen werden. Da eine quadratische Approximation Ableitungen zwei-
ter Ordnung erfordert, muf3 vorher iiberlegt werden, wie die Ableitung einer Matrix no-
tiert werden soll. Im folgenden wird die Notation aus SCHMITT-GROHE und URIBE [23]
iibernommen. Wie in Bemerkung 3.2 schon erwdhnt, bedeutet z.B. [h,(Z,0)]? das Ele-
ment in Zeile j und Spalte a von Matrix h,. Zur Verdeutlichung dient noch das folgende

Beispiel.
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3.2 APPROXIMATION ZWEITER ORDNUNG

Beispiel 3.7 [f.]° [92]% [h]? = .
eispie [fuler [92]5 [hal; az::l ﬁ;aua 92 Or

3.2.1 Herleitung

Man sucht eine Approximation von g und & um den Punkt (z, 0) der folgenden Form

oz o)) = [g(l’0)]i—|-[gx(x,O)}z[($—$)]a+[ga(xv())]i[a]
+5100(2, 0)]ig (& = D)Lal(x = D))y
451020 (2,02~ D]
4 5002(@ Ol — )]
431900 @ 0) o]l

und

a0 = [EOP + 13Ol — D+ oz, O o

5yl (2, 0) 3y (2 = Dlal(x — 7)1y
e (7,0 — Lalo
gl (2,0 — DLl
+lhao (7, 0] o]f]

mit:=1,...,munda,b,j=1,...,d.

Unbekannt sind die Terme [go.)oy: [guolis [90ales [9o0)'s [Ralls [haolhs [hoalhs (ool
Die anderen Teile sind entweder iiber die lineare Approximation bekannt oder weil die
Ableitungen von f als bekannt vorausgesetzt wurden.

Wie bei der linearen Approximation wird fiir die Berechnung der fehlenden Terme ganz
allgemein die Tatsache ausgenutzt, daf} alle Ableitungen von F' Null sind, siehe Glei-

chung (2.15). Im speziellen wird F' zweimal in z- und o-Richtung abgeleitet.

Bemerkung 3.8 Im folgenden sind die unbekannten Terme fiir bessere Ubersichtlichkeit

griin gefirbt.
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miti =1
[Foe(2,0)]"
mite =1, ...

? "7n7

= ([fuwlinloal} Ry
’ [g:c]g [h:ﬁ]]ﬁ

+[fu’]é [hm]i[

+ ([fuwli L9213 1hald +

+[ful

+ ([faruelisy 9121l +

+[full
Ll gl Pl + [l 9217 + [foarlislhal]
Gk B,0=1,....d a,y=1,...,m.
= [fulilgal}
ey L9230 Lo S IS 112
o laslmelgal 3 ¢
Ll o 2SI
+ Tl + [full,
ol
ol Lol 2 IS E
+fora s 2MIGIE = 0
o, a,y=1,....m; B,0=1,...,dundp,E=1,...,

+ [furuloy 9217

[fx’u]iﬁ»y [gw]z +

[fu m’]a6[h ]

hal] + [fulalgal}
[l 9217 +

[fuz/]jxé[hf]i +

[fx’x’]zﬁé[hx]z +

+ [fu’a:]zak>

[fux]lakz) [gx]jo'é

+ [faaljp = 0 (3.12)

(3.13)

ds.

Bei der folgenden Ableitung wurden alle Terme, die g, oder h, enthalten, von vornherein

weggelassen, da sie gleich Null sind, siehe Kapitel 3.1.

[Fcrm<a_;7 O)Ek - [fu’]fl[gx]g + [fu’]iz

mits =1,...

0

ny 5B,y =1,...,4d;

a=1,...

+ [full

, M.

+ [fx’yﬁ

(3.14)

Bemerkung 3.9 Bei allen drei Gleichungssystemen wird die Annahme ausgenutzt, daf

im Gleichgewicht keine Storung existiert und folglich ein deterministisches Problem be-

trachtet wird. Die Verteilung der Zufallsvariablen aus den Annahmen in Kapitel 2.3
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taucht in Gleichungssystem (3.13) auf, denn hier spielt die angenommene Varianz/Ko-

varianzmatrix I von € eine Rolle.

Folgerung 3.10

1. In Gleichung (3.12) gibt es n X d x d Unbekannte n X d x d Gleichungen. Dieses
System ist mit einem linearen Gleichungsloser losbar und man bekommt die Terme

Gz Und .

2. In Gleichungssystem (3.13) existieren n Unbekannte in n Gleichungen, die ebenso

mit einem linearen Gleichungsloser berechnet werden konnen.

3. Inder letzten Gleichung (3.14) gibt es n x d Unbekannte durch die beiden Matrizen
oz Und hyy inn < d Gleichungen. Es ldf3t sich einfach erkennen, daf3 -die Existenz

einer eindeutigen Losung vorausgesetzt- gilt

Jou =0 und hy, =0.

3.2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die eindeutige Losbarkeit der drei Gleichungssysteme (3.12), (3.13) und (3.14), ergibt
sich aus folgender Tatsache: In den einzelnen Summanden, welche die unbekannten Ko-
effizienten enthalten, mufl der Multiplikator bzw. das Produkt der Multiplikatoren dieses
Koeffizienten vollen Rang haben. Die Aussage, dall es genauso viele Unbekannte wie
Gleichungen gibt, reicht also nicht aus. Die Eindeutigkeit ist hier nicht direkt durch Um-
formungen iiberpriifbar.

Spiter bei der Implementierung geschieht dies allerdings indirekt: Dabei wird das drei-

dimensionale Gleichungssystem in ein zweidimensionales System

q=Q- -z (3.15)

tiberfithrt. Man muf sich also jetzt nur noch auf die Losbarkeit dieser Gleichung zu

konzentrieren. Damit sie eindeutig 16sbar ist, muf} () invertierbar sein.
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Bemerkung 3.11 Die MATLAB-Routine iiberpriift dies nicht direkt, aber da die Inverse
von () benutzt wird, wiirde es zu einer Fehlermeldung kommen, wenn sie nicht existierte.

Die Eindeutigkeit wird also indirekt von der Routine iiberpriift.

3.3 Zusammenfassung und Ausblick

3.3.1 Theoretisches Resultat

Das beschriebene Verfahren 148t sich in vier Schritte kurz zusammenfassen:

Algorithmus 3.12

Schritt 1: Gleichgewichtspunkt (T, u) finden.

Schritt 2: Berechne g, hy, gy, ho:
- Leite Gleichung (2.14) nach x und o ab
- Umformungen und Berechnung nach (3.11)
Schritt 3: Berechne G, hov, Gooy Roo:
- Leite Gleichung (2.14) nach x und o zweimal ab
- Umformungen und Berechnung mit Hilfe von (3.15)
Schritt 4: Setze alle Terme zu einer TAYLOR-Approximation (3.12) und (3.12)

zur Bestimmung von h(x, o) und g(x, o) zusammen

Aus der Approximation ergeben sich bestimmte Folgerungen fiir das stochastische Mo-
dell, die im folgenden kurz gezeigt werden sollen.
In den letzten beiden Abschnitten wurden die Terme fiir eine quadratische Approximati-

on von g(z,0) und h(x, o) hergeleitet. Daraus ergibt sich der folgende

Satz 3.13 Das Modell sei gegeben durch Gleichung (2.1) mit den Losungen (2.11) und
(2.12). Dann gilt fiir die Approximation dieser Losungen

95(7,0) =0,  hy(z,0) =0,
gﬂﬁg(j7 0) = 07 hxo(q_}7 O) = O
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3.3 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Nach SCHMITT-GROHE und URIBE[23] folgt aus diesem Resultat, dall bei Approxima-
tionen erster Ordnung die erwarteten Werte fiir den Zustandsvektor x; und den Kontroll-
vektor u; mit denen der nicht-stochastischen Gleichgewichtswerte Z und « tibereinstim-
men. Man braucht also bei linearen Approximationen den konstanten Term nicht um die

GroBe der Varianz eines externen Schocks zu erweitern.

Bemerkung 3.14 Dies ist eine wichtige Beschrdnkung von Approximationen erster Ord-
nung. In vielen Anwendungen ist besonders der Einflufy von Unsicherheit von Interesse.
SCHMITT-GROHE und URIBE nennen in [24] ein Beispiel auf welche Weise Unsicher-
heit Wohlfahrt beeinfluf3t. Hierbei wiirden die Approximationen von zwei unterschiedlich
riskanten Steuerfunktionen, die auf dasselbe Gleichgewicht hinauslaufen, dasselbe Wohl-
Jfahrtsniveau erreichen. Man kann also Unterschiede in der Unsicherheit mit linearen

Approximationen hier gar nicht darstellen.

Aufgrund dieser Probleme folgt die Notwendigkeit von Approximationen hoherer Ord-
nung. Aus Satz 3.13 ergeben sich weitere Ergebnisse fiir die Approximation zweiter Ord-
nung. Die quadratische Approximation einer Steuerungsfunktion eines stochastischem
Modells unterscheidet sich demnach von ihrem deterministischen Gegenpart nur im Term
% Jss 2. Genauso unterscheiden sich die Approximation des Zustandsvektors in einem
stochastischen und deterministischen Modell nur durch den Faktor %hw o2

Folglich beeinflult Unsicherheit in einem Modell bei quadratischen Approximationen

nur einen konstanten Term der Entscheidungsregeln.

3.3.2 Approximationen hoherer Ordnung

Um noch hohere Genauigkeit zu erzielen, bietet es sich an, iiber Approximationen n-ter
Ordnung nachzudenken. In [23] erkliren SCHMITT-GROHE und URIBE, da3 man die
Terme der linearen und quadratischen Approximation benutzen kann, um eine Approxi-
mation dritter Ordnung zu erhalten. Dies geschieht nach dem gleichen Prinzip wie bei
den ersten beiden Approximationen. Auch miissten hierbei wie bisher nur lineare Glei-

chungen gelost werden. Die Autoren folgern, dal man so sukzessive Approximationen
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immer hoherer Ordnung bilden kann, indem sowohl die Terme der niedrigeren Stufen

benutzt werden als auch die Ableitungen hoherer Ordnung von f an der Stelle (Z, @).

3.3.3 Weitere Anwendungsmaoglichkeiten

Bisher war die Basis aller Uberlegungen, daf3 das Verfahren einen Gleichgewichtspunkt
als Ausgangspunkt benutzt. Was aber passiert, wenn dieser Ausgangspunkt gedndert
wird? Welche Moglichkeiten ergeben sich, wenn kein Gleichgewicht existierte oder man
einen anderen Punkt als Startpunkt benutzen wollte?

Tatsdchlich erwédhnen SCHMITT-GROHE und URIBE in [24], daB es grundsitzlich mog-
lich sei, das beschriebene Verfahren nicht nur in Gleichgewichtspunkten, sondern auch
an beliebigen anderen Punkten (z, o) anzuwenden. Die Voraussetzung hierzu ist aller-
dings, daf} die Ableitungen von F'(x,c) an diesem Punkt bekannt sein miissen. Bisher
wurde das Vorgehen dadurch vereinfacht, dall Flx,; = 0 Vz,0,k,j galt. Dies konn-
te aufgrund der Gleichgewichtsgleichung (2.1) hergeleitet werden. An einem beliebig
gewihlten Punkt kann diese nicht benutzt werden, weswegen die Voraussetzung eine
Einschrinkung darstellt. Wenn aber die Ableitungen an dem ausgesuchten Punkt be-
kannt sind, wird das Verfahren genauso funktionieren wie in einem Gleichgewicht. Ein
weiterer Ansatz fiir Uberlegungen ist, inwieweit hier numerische Approximationen der

Ableitungen sinnvoll sein konnen.
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4 Numerische Losung des Verfahrens

Zur numerischen Losung des von SCHMITT-GROHE und URIBE beschriebenen Ver-
fahrens prisentieren die Autoren im Internet verschiedene Programme in Matlab, die
die Methode implementieren, siche SCHMITT-GROHE und URIBE [25]. Der Matlab-
Code besteht aus mehreren m-Files. Einige davon bilden die Basis und werden bei jeder
Ausfiihrung benétigt wie die unten beschriebenen Files gxhx.m, anal_deriv.m,
num_eval.m, gxx_hxx.mund gss_hss.m. Diese miissen in der Regel nicht ge-
dndert werden. Andere beziehen sich speziell auf die zu untersuchenden Beispiele und
sind je nach Beispiel individuell abzuindern.

Die Programme bendtigen die Toolbox SYMBOLIC MATH. Diese Toolbox verwendet
symbolische Objekte als Datentypen, um Variablen, Matrizen und andere Ausdriicke
symbolisch darzustellen. Aullerdem bietet die Toolbox direkten Zugang zu Funktionen
aus MAPLE.

Im Folgenden werden die einzelnen Programme vorgestellt, sowie ihr Aufbau und ihre

Funktion erldutert.

4.1 Die elementaren Programmteile

anal_deriv.m

Mit diesem Programmteil werden analytisch die ersten und zweiten Ableitungen in z-
und u- Richtung der Funktion f aus der Gleichgewichtsgleichung (2.1) berechnet. Es
werden hier also keine numerischen Werte berechnet, sondern die Ableitungen als sym-
bolische Objekte behandelt. Zur Erlduterung von symbolischen Objekten sei auf die

Hilfe-Funktion von MATLAB zu der SYMBOLIC MATH Toolbox verwiesen. Das Pro-
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gramm anal_deriv.m wird von den programmierten Modell-Beispielen jeweils an

entsprechender Stelle aufgerufen.

Bemerkung 4.1 Im Programm wird der Kontrollvektor u mit y bezeichnet. Im Folgenden

wird wegen der Einheitlichkeit weiter die Bezeichnung u verwendet.

INPUT: An die Funktion miissen die Variablen z,u,z’,u
sowie der Parameter appr.und die Funktion f

Ubergeben werden.

Wenn Anzahl der Input-Variablen =5,

so setze appr.= 2

Wenn appr.=2

Berechne alle Ableitungen bis Ordnung 2

Ansonsten

Setze alle Ableitungen zweiter Ordnung auf 0

Gebe alle Ableitungen zurick

Mfry fuu fm’a fu’7 fmua fmu’y fzz; fmm’; fm’u7 f:ﬂ’u',
fz’za fz’z’ fuzu fuu’7 fuxa fuz’7 fu’zu fu’u’7 fu’zu fu%’

Bemerkung 4.2 Die ersten und zweiten Ableitungen von f werden jeweils mit Jacobi-
Matrizen berechnet. Dies funktioniert mit dem jacobian-Befehl aus der Symbolic-Math
Toolbox. Bei der zweiten Ableitung wird auferdem der reshape-Befehl benutzt, um die

Ergebnisse in einen Tensor mit den passenden Dimensionen zu iibertragen.

num_eval.m

Dieses Programm wertet die Ableitungen von f im Gleichgewichtspunkt (Z, @) aus. Es
wird vorausgesetzt, daf} die benétigten Parameter schon im Workspace von Matlab vor-
handen sind. Es handelt sich dabei um den Gleichgewichtspunkt, die analytischen Ab-

leitungen von f, sowie um alle anderen Parameter, die Argumente von f darstellen. Dies
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bedeutet, da3 die entsprechenden Programme - insbesondere auch anal_deriv.m -

vor num_eval .m aufgerufen werden miissen, damit diese Werte belegt sind.

Num_eval.m hat keine direkte Eingabe, da es auf alle benotigten Input-Werte auto-

matisch zuriickgreift. Die Vorgehensweise 148t sich einfach zusammenfassen:

INPUT: keine direkte Eingabe

oder Ubergabe von Werten an eine Funktion

- Fiir alle ersten und zweiten Ableitungen von f
belege einen array von der GroBle

der analytischen Ableitung mit Nullen.

- Werte diesen array an Jjeder Stelle
nach entweder T oder u aus

und gebe diesen Wert aus. STOP

OUTPUT: f, fo, fu fi, o [l fio floy Fis [l

ur Ja'r Ju Jaxw Jxu' Jxxy Jxx'r Jx'w
n n n n n n n n n fn
'z Jax'x'r Juwr Juu'r Juxy Jux'r Juuwr Juu Ju'xr Ju'x!

Bemerkung 4.3 " bezeichnet die numerische Auswertung der Ableitung.

Durch dieses File sind also die numerischen Werte aller Ableitungen bekannt und stehen

insbesondere bei der Berechnung von gx, hx, gxx, hxx etc. zur Verfiigung.
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4.2 Programmteil fur die lineare Approximation

gxhx.m

Dieser Programmteil berechnet die Matrizen g, und h, fiir die lineare Approximation
des Modells iiber eine verallgemeinerte Eigenwertzerlegung. Der theoretische Hinter-
grund hierzu wird in Kapitel 3.1.2 erldutert und die dort verwendete Notation wird auch

hier benutzt.

INPUT: Benotigt die Ableitungen
im Gleichgewicht f, f', fo.fr,

sowie den Parameter stake als Ubergabe

— Wenn Anzahl der Input-Variablen < 5, so setze stake=l

setze A = [~ fu,—fu] und B = [f,, f.]

Produziere Diagonalmatrix D
und eine volle Matrix V,

so daBgilt:

AxV=B+«Vx«D

Suche alle Diagonaleintrdge von D < stake

Finde Anzahl dieser Eintréage

¥ Falls Anzahl < d,

- so gebe Warnung aus:

Kein lokales Gleichgewicht.STOP
¥ Falls Anzahl > d,

- so gebe Warnung aus:

Gleichgewicht ist nicht stabil.STOP
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* Ansonsten:
- Bestimme die Matrizen Vi,Di; undP
Falls Rang P < d, gebe Warnung aus:
P nicht invertierbar.STOP
Ansonsten:

Berechne g, und h,
OUTPUT: g,, h,

Einige Matrizen haben im Theorieteil andere Bezeichnungen als im Programmteil, daher

hier eine Gegeniiberstellung:

Name im Theorieteil | Name im Programm
Vi Vs
Dy la
P P

Tabelle 4.1: Matrizenbezeichnung im Programm gxhx.m

Bemerkung 4.4 Bei den Eingabeparametern handelt es sich bereits um die ausgewerte-
ten Ableitungen an der Stelle (T, u) und nicht um die Ableitung als Funktion. Um diese
Auswertung zu bekommen, bendétigt man vorher die Programmteile anal_deriv.m
sowie num_eval.m Diese werden nicht in gxhx.m aufgerufen, sondern im Haupt-

programm.

Bemerkung 4.5 Der Parameter stake sortiert alle Eigenwerte A < 1 aus. Dies ist notig,
da bei den Modell-Annahmen in Kapitel (2.3) vorausgesetzt wurde, daf3 alle Eigenwerte

der Matrix h, <1 sein sollen.

Bemerkung 4.6 Aufler der hier beschriebenen Methode haben die Autoren auch noch
eine weitere Methode implementiert, die auf einer SCHUR-Zerlegung basiert. Das dazu-
gehorige Programm gx_hx.m findet sich ebenfalls auf der Homepage von

SCHMITT-GROHE.
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4.3 Programmteil fur die quadratische
Approximation

gxx_hxx.m

Dieser Teil wird bei der quadratischen Approximation benétigt, da hier die dreidimen-
sionalen Felder gxx und hxx bestimmt werden.

Die Grundlage fiir das Programm ist das Gleichungssystem (3.12) aus Kapitel 3.2.1.

Ziel ist es, zuerst das dreidimensionale Gleichungssystem in ein zweidimensionales zu
tiberfithren und dieses danach zu 16sen. Deshalb ist das Programm in zwei Hauptteile

gegliedert:

Der erste Teil formt das oben genannte Gleichungssystem um in ein Gleichungssystem

der Form
¢=Qxz. (4.1)

Dabei ist = der Vektor, der die unbekannten Elemente gxx und hxx enthilt, also die griin
gefirbten Terme in (3.12). ) und ¢ sind respektive eine Matrix und ein Vektor, die die
bekannten Elemente aus dem Gleichungssystem enthalten. Dieses wird nach Termen un-
terteilt. Ein Term ist jeweils ein Summand der Gleichung.

Die bekannten Werte werden entweder im Vektor ¢ gespeichert, wenn in dem entspre-
chenden Term der Gleichung kein unbekanntes Element gxx oder hxx auftaucht, oder im
anderen Fall in der Matrix ().

Der erste Teil arbeitet das Gleichungssystem (3.12) termweise ab; jeder Term wird ein-
zeln betrachtet, das heilt der erste Programmteil ist nochmal in acht kleinere Abschnitte

unterteilt.

Im zweiten Teil wird die Gleichung (4.1) geldst. Dazu wird eine Unterfunktion temp
aufgerufen, die das Verfahren beschleunigt. Die Funktion kreiert eine Matrix A, so dal3
gilt:

z=Ax*1.
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Der Vektor x enthilt die unbekannten Elemente von gxx und hxx. Bei dem Vektor z wird
die Symmetrie von gxx und hxx ausgenutzt, d. h. bestimmte Elemente werden nur einmal
gespeichert. Dies fiihrt dazu, dal hinterher nicht die Matrix () invertiert wird, sondern

eine Matrix Q mit dim Q < dim @), was Rechenzeit einspart.

Bemerkung 4.7 Zur Verdeutlichung: Im folgenden Algorithmus bezeichnet gxx zwei ver-
schiedene Dinge. Einmal wird der Name des Feldes gxx so bezeichnet und einmal ist

damit ein Wert gemeint, der zum Abzdhlen des Speicherplatzes benutzt wird.

INPUT: Alle ersten und zweiten Ableitungen von f
im Gleichgewichtspunkt sowie die zur linearen
Approximation ndtigen Terme g, und h, miissen

an die Funktion ilibergeben werden:

n n n n n n n n n fn
o Jus Jx' Ju Jzuw Jaur Sz Jxx's Jx'ur Jx'u
o'z Jarats Juws Juu' Juzs Juz's Jwrwr Julw's Julzs Julars 9z Na

— Belege die dreidimensionalen Felder gxx und hxx
der Groflem xdxd bzw.dxXdxd mit Nullen,
belege Speicherplatz fir qund() mit Nullen,

Setze m=0.

— Flir alle Zeilen i=1l:n
fiir alle Spalten j=1:d
fir alle Seiten k=1:]

m=m+1

* Speichere in Zeile m von ¢
alle bekannten Werte aus den Termen 1 bis 8
des Gleichungssystems (3.12), in denen gxx und hxx
nicht vorkommen.
Ist q(m)#0, so setze

q(m) := q(m) + neu.
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*

Speichere in Zeile m von @

alle bekannten Werte aus den Termen 1 bis 8
des Gleichungssystems (3.12), in denen gxx und
hxx vorkommen.

Speichere dabei die zu gxx gehdrigen Werte
in Zeile m bis Spalte Nummer gxx,

speichere die zu hxx gehdrigen Werte

in Zeile m ab Spalte Nummer gxx+1.

Ist Q(m)#0, so setze
Q(m) := Q(m) + neu.

STOP k, STOP j, STOP i

— Lose das Gleichungssystem ¢=Q xx

*

*

*

Rufe die Unterfunktion temp auf =xr=Ax%T
Setze Q=QxA

Berechne 7 = (—Q) ' ¢

Berechne z=Ax7

Speichere die Elemente aus =z
bis Nummer gxx in dem Feld gxx,
speichere die restlichen Elemente aus x

in dem Feld hxx.

OUTPUT: ¢, hiya



4.3 PROGRAMMTEIL FUR DIE QUADRATISCHE APPROXIMATION

gss_hss.m

In diesem Teil werden die Vektoren gss und hss berechnet, die neben gxx und hxx bei der
quadratischen Approximation bendtigt werden. Das ’s’ bezieht sich auf den griechischen

Buchstaben o.

Dieses Programm besteht hier nur aus einem Teil. Die Grundlage ist das Gleichungssys-
tem (3.13) aus Abschnitt 3.2.1. Der Aufbau ist dhnlich wie bei dem Programm gxx_hxx.m.
Auch hier ist es das Ziel, alle Elemente in ein lineares Gleichungssystem der Form
q = @ *x zu iibertragen und dieses zu 16sen. Die Routine arbeitet das betrachtete System
termweise liber neun kleinere Unterabschnitte ab. Der Aufwand ist insgesamt geringer
als bei gxx_hxx.m, da es sich bei [F,,(Z,0)]" um einen Vektor handelt, und nicht um

einen Tensor, das heif3t es gibt nur eine for-Schleife.

INPUT: Alle ersten und zweiten Ableitungen
von f im Gleichgewichtspunkt,

sowie die lineare Approximation von g, und h,,
die quadratische Approximation von ¢, sowie 7

miissen an die Funktion iibergeben werden:

n n n n n n n n n fn
zo Jus Jx' Ju' Jzuw Jau Sz Jxx's Jx'us Jx'u
'z Sty Juwr Juu's Juzs Juas T Jurw's Jwzs Ju'a's 9z Nay Gzas 1)

— Fir alle Zeilen i=1:n

* Speichere in Zeile i wvon ¢
alle Werte aus den Termen 1 bis 9
des Gleichungssystems, in denen
gss und hss nicht vorkommen.

Ist ¢(i) #0, so setze

q(7) := q(i) + neu.
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* Speichere in Zeile 1i
alle bekannten Werte
in denen gxx und hxx
Speichere die zu gxx

speichere die zu hxx

Ist Qg(i) #0, so setze

Qg(i) :== Qq(i) + neu.

Ist Qh(i) #0, so setze

Qh(i) :== Qh(i) + neu.

STOP i

von @

aus Term 1 bis 9,
vorkommen.

gehdrigen Werte in (@Qg,

gehdrigen Werte in Qh.

— Losen des Gleichungssystem

¢=Qxr mit Q=[QgQh]

* Lése o =—(Q) 1xq

* Speichere die Elemente aus =x

bis Nummer n, in dem Vektor gss,

speichere die restlichen Elemente aus x

in dem Vektor hss.

OUTPUT: ¢, hss

Bemerkung 4.8 Im letzten Schritt wird die Matrix Q invertiert. Ist dies nicht moglich,

so gibt es keine eindeutige Losung, vergleiche dazu Bemerkung 3.11.

Bemerkung 4.9 Diese beiden Programmteile konnen aufgrund ihrer Konstruktion erst

ganz am Schluf3 aufgerufen werden, da sie als Eingabe die Ergebnisse aller anderen

Routinen benotigen.
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5 Diskussion der praktischen Ergebnisse

Dieses Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt und beschiftigt sich mit der praktischen
Anwendung des Verfahrens am Beispiel eines neoklassischen Modells.

Im ersten Abschnitt wird das Beispiel vorgestellt. AuBerdem werden die Optimalitétsbe-
dingungen aus Satz 2.12 darauf angewendet und die entsprechenden Umformungen dar-
gestellt. Dann erfolgt die Berechnung des Gleichgewichts und schlieBlich eine Beschrei-
bung, wie das Beispiel in Matlab implementiert wurde. Die Ergebnisse des Verfahrens
werden im zweiten Abschnitt vorgestellt und anhand von Graphiken veranschaulicht und
diskutiert. Der dritte Abschnitt untersucht eine abgeédnderte Version des Beispiels, um zu
zeigen, wie sich Anderungen in der Zielfunktion auf Koeffizienten der Approximation

auswirken.

5.1 Ein neoklassisches Modell, Beispiel 1
5.1.1 Einfuhrung

Das hier betrachtete Beispiel ist ein stochastisches volkswirtschaftliches Wachstumsmo-
dell aus GRUNE [11]. Das Modell ist zweidimensional im Zustand x und hat eine eindi-
mensionale Kontrolle w.

Hierfiir soll die folgende Zielfunktion betrachtet werden:
max »_ ' log u (5.1)
=0

Das Kontrollsystem lautet:

5.2)

A T2 00
ey = ()

pro + 2
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Dieses Problem ist aus zwei Griinden sehr gut als Testproblem geeignet:
1. Die Losung ist geniigend glatt fiir 1 # 0.
2. Die exakte Losung ist fiir die optimale Wertefunktion bekannt.

Sie ist gegeben durch die Gleichung

V(r)=B + C lnz; + Dxy (5.3)
mit
(1= Ba) A) + 125 In(BaA)
(1-0)
¢ = 1 —aaﬂ
b 1

(1—aB)(1—pB)

Die exakte Losung fiir die Steuerung w ist gegeben durch
u(z) = (1 —apf) Ae™ zf. (5.4)

Die folgenden Berechnungen werden durchgefiihrt mit
A=5a=0.34,5=0.95und p = 0.9.
Die Zufallsvariable z ist GauB3-verteilt mit Mittelwert Null und Standard-Abweichung

2

= 0.008. Diese Variable kann durch ihre Varianz o“ so normalisiert werden, daf3

o
g ~ N(0,1) gilt. Daraus folgt = = o - . Hierbei ist ¢ unabhéngig von x und eine
N (0, 1)-Zufallsvariable. Zur Umformung siehe auch ASTROM [1].

Durch diese Umformung erhélt man die Form aus dem Modell von SCHMITT-GROHE
und URIBE. Die Variable z; folgt einer deterministischen Dynamik, die Variable z, folgt
einer stochastischen Dynamik. Hierbei werden Variablen aus der Zeitperiode (¢ + 1) aus

Notationsgriinden mit einem ’ gekennzeichnet, die Variablen aus der Zeitperiode ¢ erhal-

ten keine Kennzeichnung:

r, = Ae"af —u

Ty = prog+mnoe, n=1
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5.1 EIN NEOKLASSISCHES MODELL, BEISPIEL 1

Vix)

x1- Werte

x2- Werte

Abbildung 5.1: Die exakte optimale Wertefunktion auf dem Intervall = [0.1, 10] x
[—2, 2] zur Schrittweite h = 0.1.

Durch die Eigenschaften dieses Beispiels ist nicht nur eine exakte Berechnung der opti-
malen Wertefunktion moglich, sondern auch eine exakte Fehlerbestimmung. So kénnen
die Ergebnisse des Verfahrens einfach verglichen werden. Um das Verfahren anwenden
zu konnen, muf} das Beispiel in eine Gleichgewichtsgleichung (2.1) iiberfiihrt werden.

Hierzu benotigt man die HAMILTON-Funktion und die Bedingungen aus Satz 2.12:

oH' \"
Tiy1 = Zustandsgleichung
OAit1
aH"\"
A = ( ) Kozustandsbedingung
(91:25
HN\T
0 = (8 ) Maximumbedingung
8Ut

Die HAMILTON-Funktion fiir das betrachtete Beispiel lautet:

Hi(z,u,\) = Blogu+ A - (Ae™x$ —u) + X, - prs.

47



KAPITEL 5 — DISKUSSION DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE

Bemerkung 5.1 Der stochastische Anteil aus der zweiten Nebenbedingung wurde in
der HAMILTON-Funktion weggelassen. Die HAMILTON-Funktion wird fiir das Gleich-

gewicht aufgestellt und hier spielt dieser Anteil nach Voraussetzung keine Rolle.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen ergeben sich wie folgt:

Zustandsbedingungen:
r, = Ae™
—0 = 5 —Ae™ ¥ +u (5.5)
und
$/2 = pT2
— 0 = x; — pTa (5.6)
Kozustandsbedingung:
A o= Nade™ g8 (5.7)
Ao = App+ Ay (Ae"2zd) (5.8)
Maximumbedingung:
1 /
u
N =\ (5.9)
u

Wenn man nun die Maximumbedingung in die Kozustandsbedingung einsetzt, so ergibt

sich nach Umformung folgende Gleichung:

1 R
0=8—=aAde2z "= (5.10)
u u

Bemerkung 5.2 Durch die Umformungen erhdlt man nicht exakt die Funktion f, so wie
sie in Abschnitt 2.2.2 definiert wurde. Aber es wird eine dazu dquivalente Funktion f

aufgestellt, die alle bendtigten Optimalitdtsbedingungen enthiilt.
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Also ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung:

T, —Ae® a¢ 4+ u
f = Ty — p Ty =0 (5.11)

’ ’
-1
ﬂ%aAexZ’xl(a )1
u u

Bemerkung 5.3 f enthdlt nicht die zweite Kozustandsbedingung 5.8. Es kann eine Funk-
tion f’ aufgestellt werden, die auch diese Bedingung enthdilt. Allerdings ergeben sich fiir
das Kontrollproblem dadurch keine neuen Informationen, da Gleichung (5.8) die Dyna-
mik fiir Ay bestimmt. Diese wird fiir den weiteren Verlauf nicht benotigt. f und f’ haben

die gleiche Nullstellenmenge, deshalb wird f verwendet.

Das néchste Ziel ist es, das Gleichgewicht fiir dieses Beispiel zu berechnen, weil es als
Eingabe fiir die Programme benétigt wird und den Ausgangspunkt fiir das Verfahren

bildet. Dazu wird Gleichung (5.11) benutzt und die Uberlegung, daB im Gleichgewicht

!/
T, = Ty,

i

Ty = Tg,
/

u = u

gilt. Aus
x; —pae =0
folgt
9 = 0.
Dieses Ergebnis eingesetzt in Zeile eins von (5.11) ergibt die Gleichung

u=A-1-2% -z (5.12)
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Verwendet man dies in Zeile drei von (5.11) so erhilt man

1 1
A (a—1) _
fada Az —x1  Azxy—x
= 6aA:c§"“”:1
> BaA=z{"
_1
—= (60“4)1%:%

In der letzten Zeile sind alle Werte bekannt und x; kann berechnet werden:

1

( 0.95-0.34-5 )0“ —
21 ~ 2.067344815

Mit diesem Wert eingesetzt in (5.12) kann u berechnet werden.

5 (2.067344815)%3* — 2.067344815 = u
u =~ 4.333103529

Als Ausgangspunkt fiir das Verfahren ergibt sich das Gleichgewicht

| @ a| = [ (2067344815,0); 4.333103529 |

in der zugrunde gelegten Modell-Volkswirtschaft.

In SCHMITT-GROHE und URIBE [23] wird der Steuerungsvariablen u das Konsumver-
halten der Marktteilnehmer zugeordnet. Die Variable x; ist der Kapitalstock der Volks-
wirtschaft und mit x5 wird die technologische Verdnderung bezeichnet.

Ubertriigt man diese Interpretation auf die obigen Werte, so bedeutet dies, daB ein Gleich-
gewicht nur bei einem Konsum von ca. 4.33 Einheiten und einer Kapitalausstattung von

ca. 2.07 Einheiten entsteht. Eine technologische Anderung darf nicht stattfinden.
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5.1.2 Implementierung in Matlab

Das Modell-Beispiel wurde in Anlehnung an die Beispiel-Routinen von
SCHMITT-GROHE UND URIBE in drei MATLAB-Routinen implementiert:
Beispiel.m,Beispiel_Zahlen.mund Beispiel_Run.m, die im Anhang B.1
bis B.3 aufgefiihrt sind.

Die letzte Routine stellt das auszufithrende Programm dar. Die Routinen kdnnen je nach

dem zu betrachtenden Beispiel angepalt werden.

Bemerkung 5.4 Auch wenn nur die Routine Beipiel_Run.m ausgefiihrt wird, so
miissen trotzdem die anderen beiden Routinen fiir das Beispiel im gleichen Verzeichnis
gespeichert sein. Dasselbe gilt auch fiir alle anderen aufgerufenen Routinen, da MAT-

LAB sonst nicht auf die benotigten Werte und Ableitungen zugreifen kann.
Beispiel.m
Die Hauptaufgabe dieser Routine ist die Berechnung der analytischen Ableitungen. Die

Routine benotigt keine Eingabe.

INPUT: keine Ubergabe von Werten aus anderen Funktionen

und keine direkten Eingaben
— Definiere die Parameter
a, B, p,o,n e, A als symbolische Variablen

— Definiere die Variablen

xl,xll,xg,x;,u,u/ als symbolische Variablen
— Definiere die Gleichgewichtsfunktion f zeilenweise
— Definiere die Zustands- und Kontrollvektoren
— Rufe die Routine anal_deriv.m auf

foa fU7 f:p’; fu’a fo7 fxu/; fmm fsz fz’ua fx’u/a
fx’:p; f:v’:v’ fuu; fuu’> fuxa fu:):’; fu/u; fu/u’7 fu’:r; fu/z/
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Die Variablen haben bei der Implementierung des Beispiels in MATLAB andere Be-

zeichnungen als bisher:

Name in der Theorie | Name im Programm
T x1
T xlp
) x2
Ty x2p
u u
u up

Tabelle 5.1: Zusammenstellung der MATLAB-Bezeichnungen der Variablen in den
Beispiel-Programmen.

Beispiel_Zahlen.m

In dieser Routine miissen die ensprechenden Werte fiir die Parameter eingegeben werden,
sowie die Gleichgewichtswerte fiir u, 1 und x,. Auerdem wird festgelegt, daf} sich im

Gleichgewicht die Werte der Variablen nicht mehr @ndern.

INPUT: keine Ubergabe von Werten aus anderen Funktionen,

aber Eingabe aller Parameter- und Variablenwerte

— Gebe die Werte fiir die Parameter ein

— Gebe die Gleichgewichtswerte von x und u ein

— Setze
X2p = X2
x1lp = x1
up = u

OUTPUT: wWerte fir A,a, 8, p, 0, n sowie fir (T, u)

Durch Beispiel_Zahlen.m konnen alle anderen Routinen auf die Werte der Varia-

blen und Parameter zuriickgreifen.
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Bemerkung 5.5 Die Eingabe der Werte ist fest implementiert und muf3 erfolgen, bevor
das auszufiihrende Programm gestartet wird. Die Werte konnen und sollen zur Laufzeit

nicht gedndert werden.

Beispiel_Run.m

Diese Routine stellt das auszufiihrende Programm dar und berechnet die Terme fiir die

quadratische TAYLOR-Approximation.

INPUT: keine direkte Eingabe,
bekommt im Verlauf aber die ausgewerteten Ableitungen

von num_eval.m Ubergeben

— Rufe Beispiel.m auf, berechne damit die

analytischen Ableitungen

— Rufe Beispiel_Zahlen.m, belege so die Variablen

und Parameter mit Werten
— Bestimme die Ordnung der Approximation

— Rufe num_eval.m um die Ableitungen

im Gleichgewicht zu berechnen

— Rufe gxhx.m und idbergebe diese Werte
der Ableitungen an die Funktion.

Ausgabe der linearen Approximationsterme.

— Rufe gxx_hxx.m und gss_hss.m und
Ubergebe die bendtigten Ableitungen und Werte
an die Funktionen.

Ausgabe der quadratischen Approximationsterme.

OUTPUT: Die Matrizen gx und hx und die Felder

gxx,hxx,gss und hss.
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5.2 Ergebnisse

5.2.1 Werte aus dem Verfahren

Fiir die praktische Anwendung wird nun das Modell-Beispiel mit dem im vorherigen

Abschnitt ermittelten Gleichgewicht
| @ a| = [(2067344815,0); 4.333103529 |

in dem Verfahren getestet und anschliefend mit der exakten Losung verglichen.

Dabei berechnet MATLAB fiir die Approximation die folgenden Ergebnisse:

- Koeffizienten der linearen Terme:

9. = ((0.7126 4.3331 )

€T

- 0.3400 2.0673
0 0.9 '

- Koeffizienten der in  quadratischen Terme:

ooy, 1) = ( —0.2275 0.7126 )

Gaa(5,1,2) = (07126 4.3331 )

—0.1085 0.3400
0 0

P (s, 1) = (

0.3400 2.0673
hax(:,:,2) = ( 0 0 ) .

- Koeffizienten der in o quadratischen Terme:

goo = ( 1.5677¢ — 010 )

. ( —0.1568¢ — 009 )
oo T O .
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Man erkennt, dafl die letzten beiden Terme ungefdhr Null sind. Dies bedeutet, da3 der

stochastische Anteil bei der Approximation nahezu keine Rolle spielt.

Mit diesen Werten 148t sich nun die Approximation fiir x und u vollstindig beschrei-
ben.

Fiir die Kontrolle u = g(x, o) ergibt sich gemiB (3.12) die folgende Approximation:
u = 4.333103529 4 0.7126 - [(z1 — 2.067344815)] 4+ 4.3331 - [(z2 — 0)]
+; - (—0.2275) - [(z1 — 2.067344815)] - [(x1 — 2.067344815)]
b5+ 0.7126 - [(2 — 0)] - [(r2 — 2.067344815)]
—l—; -0.7126 - [(z7 — 2.067344815) - [(x2 — 0)]
+; 43331 - [(22 — 0] - [(2 — 0)]

1
+5 -0+ [0.008] - [0.008]

Die Approximation der Dynamik liefert gemé8 (3.12)

7, = 2.067344815 + 0.3400 - [(2; — 2.067344815)] + 2.0673 - [(x5 — 0)]
1
+5 + (—0.1085) - [(#1 — 2.067344815)] - [(x1 — 2.067344815)

+; L0.34 - [(w2 — 0)] - (1 — 2.067344815)]
+; L0.34 - [(ar1 — 2.067344815) - (5 — 0)]
+; -2.0673 - [(22 — 0)] - [(z2 — 0)]

1
+5°0- [0.008] - [0.008],
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§/2 = 0+0-[(zy —2.067344815)] + 0.9 - [(z2 — 0)]

1
t5 0 [(e1 — 2.067344815)] - () — 2.067344815)]
1

450+ [(22 = 0)] - [(@1 — 2.067344815)]
+; [0+ (21 — 2.067344815) - (5 — 0)]
b0+ [z~ 0)] - (2 ~ 0]

1
+5 +0[0.008] - [0.008]

—l—nael.

Bemerkung 5.6

(i) Bei der Approximation von x; kann man sehr gut erkennen, daf3 die eigentliche
Approximation ungefdhr Null ist und der hintere stochastische Teil die grofite Rolle

spielt.

(ii) Bei der Approximation von u und Z‘ll stellt man fest, daf3 jeweils der erste Term
das meiste Gewicht in die Berechnung einbringt, vorausgesetzt x1 und u liegen
geniigend nahe beim Gleichgewicht. Daraus lifst sich als Vermutung folgern, daf;
die Approximation in einer geniigend kleinen Umgebung um das Gleichgewicht

gute Ergebnisse liefern miisste, falls die Funktion hinreichend glatt ist.

Fiir die praktische Anwendung ist die Approximation der Kontrolle besonders inter-
essant, da mit u die optimale Wertefunktion V' (z) berechnet werden kann, siche Defi-
nition 2.8. Deshalb beziehen sich die folgenden Auswertungen ausschlielich auf die
Approximation der Kontrolle. Die Approximation der Dynamik wird vernachlissigt, da

sie fiir die Bestimmung von V'(z) nicht benétigt wird.
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5.2.2 Auswertung der praktischen Ergebnisse

Vorgehen bei der Auswertung

Um die Ergebnisse sinnvoll diskutieren und vergleichen zu konnen, wurde die MATLAB-
Routine Auswertungl .m geschrieben, die im Anhang B.4 aufgefiihrt ist. Ziel dieser
Routine ist es, Matrizen zu erstellen, die die zu vergleichenden Werte beinhalten. Au-
Berdem werden diese Ergebnisse geplottet, um eine graphische Veranschaulichung zu

bekommen.

Die Anzahl der Zeilen einer Matrix richtet sich dabei nach der Anzahl der z,-Werte,
die Spaltenanzahl nach der Anzahl der xo-Werte, so daB} sich ein Gitter zur Approxima-
tion der Wertefunktion V' (.) in der Umgebung des Gleichgewichtes (Z, ) ergibt.

Die Anzahl der Knoten ist abhingig von der GroBe des Intervalls und der gewihlten
Schrittweite. Diese beiden Parameter miissen in Auswertungl.m eingegeben werden.
Danach werden zwei Vektoren x; und z» mit den entsprechenden Werten belegt.

Die Routine enthilt die oben genannte Formel (5.3) zur exakten Berechnung der opti-
malen Wertefunktion V'(z). Diese Formel wird an den gewiinschten x;- und x,-Stellen
berechnet und die Matrix V_exakt mit den jeweiligen Ergebnissen belegt.

Anschlieend wird mit den Koeffizienten aus der Methode von SCHMITT-GROHE und
URIBE der approximierte Wert fiir die Kontrolle u berechnet und auf dieser Basis eine

approximierte Wertefunktion V berechnet. Hierbei entstehen:

1. Die Matrix T, die an der Stelle (i,j) die Kontrolle u enthélt, die sich mit z;, und o

ergibt, 7,7 =1,2,....

2. Eine Matrix V_approx, die die entsprechenden Werte der approximierten Werte-

funktion V enthiilt.

Danach ist es moglich, den Approximationsfehler zu berechnen indem die Differenz
zwischen V_exakt(i,j) und V_approx(i,j) bestimmt wird. Es wird dabei nur der absolute
Fehler betrachtet. Die Matrix, die hierbei entsteht, heif3t Fehlerabs.

Auf die gleiche Weise wird noch eine weitere Matrix erstellt, die den direkten Fehler bei
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der Kontrolle enthilt. Auch fiir die Kontrolle existiert eine exakte Formel, siehe (5.4), so
daf} dies moglich ist.

Am Schluf} der Routine werden drei Plots erstellt:

1. Die erste Graphik zeigt den betragsmifigen Fehler zwischen den beiden Werte-

funktionen.
2. Die zweite bildet die beiden Wertefunktionen ab.

3. Das dritte Bild zeigt den betragsméafigen Fehler bei der Kontrolle .

Das Intervall = [2.055,2.075] x [—0.01,0.01]

Zuerst wird eine Auswertung in einer sehr kleinen Umgebung um das Gleichgewicht be-
trachtet. Als Intervall wird Q = [2.055,2.075] x [—0.01,0.01] gewihlt, es weicht vom
Gleichgewichtspunkt in jede Richtung um ca. 0.01 ab. Als Schrittweite & wird A = 0.001
verwendet, wodurch sich bei der Routine Auswertungl .m jeweils Matrizen der Gro-

Be 21 x 21, respektive 441 Knoten ergeben.

In Abbildung 5.2 wird der Fehler zwischen V() und V(m) gezeigt. Hier 146t sich er-
kennen, daB3 der Fehler nahe dem Gleichgewicht mit < 0.02 sehr gering ist. Zu den Inter-
vallrdndern hin steigt er an.

Anhand dieser Graphik sieht man, dal der Approximationsfehler in einer kleinen Um-
gebung relativ gering ist, was die Vermutung von oben stiitzt.

Auch Abbildung 5.3 unterstiitzt diese Aussage. Da der Fehler nicht grof ist, weichen
die beiden Wertefunktionen nicht stark voneinander ab. Der Fehler entwickelt sich hier
passend zu Abbildung 5.2 in beide Richtungen gleich, wobei V(x) zuerst ober- und dann
unterhalb von V' () liegt.

Weiterhin bestitigt Abbildung 5.4 die theoretischen Ergebnisse. Es wird der Fehler bei
der Kontrolle direkt dargestellt. Auf den ersten Blick scheint der Fehler am Intervallrand
sehr stark anzusteigen. Hier muf} allerdings die Groflenordnung beachtet werden. Der

Fehler am Rand ist von der Grofe < 14 - 1077, also verschwindend gering.
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Approximationsfehler

-0.08

+0.06

0.005
001 2055 x1- Werte

X2- Werte

Abbildung 5.2: Die Graphik zeigt den Fehler zwischen der approximierten und der
exakten Wertefunktion auf dem Intervall Q@ = [2.055,2.075] X
[—0.01,0.01] zur Schrittweite » = 0.001.

Vergleich

Approximation

2055 -0.01
x1- Werte x2- Werte

Abbildung 5.3: Das Bild zeigt die approximierte und die exakte Wertefunktion auf dem
Intervall Q = [2.055,2.075] x [—0.01, 0.01] zur Schrittweite h = 0.001.
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Fehler bei der Kontrolle X107

Abbildung 5.4: Der Approximationsfehler bei der Kontrolle v auf dem Intervall 2 =
[2.055,2.075] x [—0.01,0.01] zur Schrittweite h = 0.001.

Dies liegt, wie weiter oben vermutet, daran dafl bei der Approximation der Kontrolle u
der Term u das meiste Gewicht hat und alle anderen Terme kaum eine Rolle spielen.
Da davon auszugehen ist, daf} in der Nédhe des Gleichgewichts die Kontrolle nicht stark

abweicht, ergeben sich so niedrige Fehler in der Berechnung von .

Es bleibt noch die Frage zu kldren, warum der Approximationsfehler bei 1 ausgepragter
ist als bei 7. Dies ist zum einen damit zu erkliren, daB V' nicht direkt approximiert wird.

Dazu muf die folgende Formel betrachtet werden:

V= log(@) (5.13)

1
1-p
Dieser Ausdruck wird aus der Zielfunktion (5.1) fiir t — oo mit 3 < 1 hergeleitet und
gilt im Gleichgewicht.

Da wu in diese Formel eingesetzt wird, vergroflert sich der schon vorhandene Fehler.
Die zweite Erkldrung ist, da Formel (5.13) zwar gelten kann V (x,u) € €, jedoch

kann dies nur im Gleichgewicht garantiert werden. Da sie hier zur Approximation der
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5.2 ERGEBNISSE

Umgebung benutzt wird, muB sie also das Ergebnis nicht korrekt wiedergeben, wodurch
der grofite Anteil des Fehlers bei der Bestimmung von V(x) entsteht. Dies bedeutet,
daf sie ein eher schlechtes Werkzeug zur Approximation von V' darstellt und gar keine
Chance auf einen akzeptablen Fehler 148t. Mangels dhnlich einfacher Alternativen wird

die Formel aber trotzdem verwendet und der grof3e Fehler wird toleriert.

Das Intervall Q2 = [1,4] x [-0.3,0.3]

Als nichstes wird eine grolere Umgebung ausgewertet. Dazu wird das Intervall 2 =
[1,4] x [—0.3,0.3] ausgewahlt. Die SchrittgroBe ist &~ = 0.075 in z;-Richtung und h =
0.015 in x5-Richtung. Die Routine Auswertungl.m bildet Matrizen der Grofe 41 x 41,
was einer Knotenanzahl von 1681 entspricht.

Bei dieser Auswertung ergibt sich ein anderes Bild als vorher. Abbildung 5.5 zeigt den
Approximationsfehler auf dem vergrolerten Intervall: In der Nédhe des Gleichgewichts

ist er immer noch sehr niedrig, aber am Rand rechts ist er > 7.

Approximationsfehler

7,
6
| LAY i°
oy
A
o ey “‘%
2 54
950 59559
; A |
\ o 1
2 gy
\ aoEs £ I
A i
y SReRSSNNN

x1- Werte 1 0.4 0.3

X2- Werte

Abbildung 5.5: Die Graphik zeigt den Fehler zwischen der approximierten und der ex-
akten Wertefunktion auf dem Intervall Q@ = [1,4] x [—0.3,0.3] zur
Schrittweite h = 0.075 in x1- und h = 0.015 in x5-Richtung.

61



Vergleich

DISKUSSION DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE

KAPITEL 5

0.25

0.2
40.15

SRS
i

%
0
Q o“.:o 04‘“0“0
s
“ 5 R

ol

00k
S
000‘ ) oo.oo
% 0
0 R

3%3::..««“&
S
e
XK
0
K5
% %
R )

s
%
XXX %
«@00 X 0000& R &

(0 s
UK
X &&o»&& RO

V@

x2- Werte

X (XX
e SRR
% SIS
S
XS
SRR
BBy

te und die exakte Wertefunktion auf dem

QX0
X

<5
L
%
s
SO0
o
<
SO0
‘0
0.4

ool
boos,
555

55

550
-

983
>

o
553

o %
L

562
e
5505
oL
<5
5
s

oo

<
e
x
S

—

o
g
Sy

AT
5
<25
Poses
5
52050
exe

SIS
SRS
%05%
X

==

&2
et

0
s
PR
TR
R
RIS
l.o..%w

2>

£
S5

G
<>
558

Fehler bei der Kontrolle
RN
W

1
ie approximier
Intervall Q2 = [1,4] x [—0.3,0.3] zur Schrittweite h = 0.075 in x;- und

N

N
L

Wy
N
LN

N
A

5

x1- Werte
\\
A
TN
I

Approximation
W
W

L

0.015 in zo-Richtung.

0.35

Das Bild zeigt d

h

Abbildung 5.6
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Der Approximationsfehler bei der Kontrolle » auf dem Intervall €2 =

[1,4] > [—

Abbildung 5.7
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5.2 ERGEBNISSE

In Abbildung 5.6 ist entsprechend die Entwicklung von V' und 1% abgebildet.

Interessant ist in Abbildung 5.7, da3 die Graphik in ihrer Form sehr der Graphik in Abbil-
dung 5.4 dhnelt. Allerdings hat sich die GroBBenordnung des Fehlers stark verschlechtert
und erreicht Werte > 0.25.

Wenn das Intervall weiter vergroert wird, ergibt sich noch ein interessantes Bild, wie
Abbildung 5.8 zeigt. Fiir die x»-Werte in negativer Richtung steigt der Fehler zuerst auch
an, sinkt dann aber wieder ab, um danach erneut anzusteigen. Der Fehler entwickelt sich
also nicht symmetrisch. Der zweite Knick kann nicht damit zusammenhédngen, dal3 das
Verfahren evtl. in dieser Richtung wieder genauer wird. Dies wiirde genauere Werte fiir
u voraussetzten. Wie man aber in Auswertungen fiir « in diesem Intervall erkennen kann,
steigt gerade in dieser Richtung der Fehler an. Des weiteren zeigen Auswertungen noch
groBerer Intervalle, daB3 der Fehler in dieser Richtung insgesamt steigt. Deshalb kann der

Knick hier als Zufall interpretiert werden.

Approximationsfehler

S
S W\ i

[N

s

AN

\’l
N

) ik 3 ‘\ ;
\ 15
5 _ R ! 1
s 0 0.5 - x1- Werte

05
4 15

X2- Werte

Abbildung 5.8: Die Graphik zeigt den Fehler zwischen der approximierten und der ex-
akten Wertefunktion auf dem Intervall Q = [0.5,3.5] x [—1.5,1.5] zur
Schrittweiteh = 0.1.

Insgesamt kann an dieser Stelle festgehalten werden, daf}3 die Fehler sowohl bei V als

auch bei u mit groer werdenden Intervallen immer weiter ansteigen. Dies bedeutet, daf}
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KAPITEL 5 — DISKUSSION DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE

die Entfernung vom Gleichgewicht fiir die Anwendung des Verfahrens eine essentielle
Rolle spielt. In einer sehr kleinen Umgebung um das Gleichgewicht werden sinnvolle
Werte mit niedrigen Fehlern geliefert, inbesondere fiir die Kontrolle u. Die Anwendung
fiir V(x) ist allerdings auch schon auf einem relativ kleinen Intervall fraglich. Dabei
ist anzumerken, dal SCHMITT-GROHE und URIBE ihr Verfahren ausschlieBlich fiir die
Approximation einer Entscheidungsregel verwenden und die Anwendung bei Wertefunk-
tionen nicht diskutieren.

Mit ansteigender Entfernung vom Gleichgewicht steigen die Fehler so stark an, da3 man
das Verfahren hier nicht benutzen kann. Ein Vorteil ist die Schnelligkeit der Routine. Da
nur ein Rechenschritt ausgefiihrt wird, erhélt man die Werte fiir die Koeffizienten der

TAYLOR-Approximation in Sekundenbruchteilen.

5.3 Ein neoklassisches Modell, Beispiel 2

Da in der Zielfunktion des Modell-Beispiels aus Kapitel 5.1 die Variable x5 keine Rolle
spielt, hat auch der Unsicherheitsfaktor keinen Einflu} auf die Zielfunktion. Dies spie-
gelt sich in Werten von g, und h,, < 10~? wieder. Deshalb wurde das Modell-Beispiel
abgedndert, um der stochastischen Dynamik mehr Gewicht zu verleihen. Des weiteren

soll untersucht werden, wie diese Anderung sich auf die Koeffizienten auswirkt.

Das geidnderte Beispiel wird mit Beispiel 2 bezeichnet und sieht aus wie folgt:

Als Zielfunktion verwendet man:

maxz Bt loguy - €572 (5.14)
t=0
und fiir die Dynamik:
A T2 00
o(r,u,z) = S (5.15)
pTo + 2

Es wurde also lediglich ein Multiplikator in der Zielfunktion erginzt, der x5 enthilt. Die
Nebenbedingungen bleiben gleich. Die Parameter behalten dieselben Werte wie vorher:

A =05 a =034, = 095 und p = 0.9. Es wurde noch ein neuer Parameter x
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5.3 EIN NEOKLASSISCHES MODELL, BEISPIEL 2

eingefiihrt, der fiir die Auswertung auf 2 gesetzt wird. Auch dieses Beispiel muf3 in eine
Gleichgewichtsgleichung iiberfiihrt werden. Dazu werden die Optimalitdtsbedingungen

aufgestellt und umgeformt. Es ergibt sich die Gleichgewichtsgleichung

) —Ae” 1+ u
f = Ty — P o =0. (5.16)
g.i.em;.a.A.emé .x'l(a*1>_%.em;

Durch die Modifikation des Beispiels hat sich die dritte Zeile der Gleichgewichtsglei-
chung verdndert. Allerdings bleibt das Gleichgewicht unverdndert und unabhingig von
K, da sich die gleichen Schritte wie oben ergeben:
Man kann einfach erkennen, dall wie oben 75 = 0 gelten muf}. Dieses Ergebnis wird
in die erste Zeile der Gleichgewichtsgleichung (5.16) eingesetzt und man erhilt wie in
Gleichung (5.12)

u=A-1-2%— . (5.17)

Das Ergebnis fiir die Kontrolle u 146t sich wie oben in Zeile drei von (5.16) verwenden.

Daraus ergibt sich

Kx2 Kx2

A (Oé—l) e — e
Fodzy Az —x1  Axy—x
= 5an§°“‘” =1.

Die restlichen Schritte sind dquivalent zu Beispiel 1 und man erhilt wieder das Gleich-

gewicht
|23 a| = [ (2.067344815,0); 4.333103529 |.

Bei diesem Modell erwartet man, daf} die optimale Wertefunktion in ihrem Verlauf leicht
gebogen ist. Mit x = 2 und nach Anwendung der Perturbations-Methode erhilt man das

folgende Ergebnis:

- Koeffizienten der linearen Terme sind:

9. = ( 0.7126 4.7277 )

. _ [ 03400 16727
e 0  0.9000
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- Koeffizienten der in  quadratischen Terme:

Gaa (1, 1) = ( —0.2275 0.7775 )

Gaa(:,5,2) = (10.7775 5.0563 )

—0.1085 0.2751
P (s, 1) = ( 0 0 )

0.2751 1.3441
haw(iy:,2) = ( 0 0 )

- Koeffizienten der in o quadratischen Terme:

Joo = ( ~7.5821 )

und

Interessanterweise sind nun die Terme g, und hss um ein Vielfaches im Vergleich zu den
Werten aus Abschnitt 5.2.1 gestiegen. Dies zeigt, da3 nun der stochastische Anteil eine
grofere Rolle spielt. Setzt man die Terme zu einer TAYLOR-Approximation zusammen
und stellt den Verlauf der Wertefunktion graphisch dar, ergeben sich die Abbildungen
5.9 und 5.10.

Die leichte Kriimmung der Wertefunktion 148t sich besonders gut in Abbildung 5.10

erkennen.

Bemerkung 5.7 Bei diesem Beispiel miissen die Werte fiir u in die Formel
~ 1

eingesetzt werden. Dieser Ausdruck liefert mit der gleichen Begriindung eine ebenso

schlechte Approximation von V' wie Formel 5.13.
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Kappa=2

104
x1- Werte 2 Werte

Abbildung 5.9: Die Graphik zeigt die Wertefunktion fiir x = 2 auf dem Intervall {2 =
[1,4] x [—0.3,0.3] zur Schrittweite h = 0.075 in z;-Richtung und ~ =
0.015 in x2-Richtung.

80, Kappa=2

01 | ) 1 } | l \
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03
X2- Werte

Abbildung 5.10: Die Graphik zeigt die Wertefunktion aus Abbildung 5.9 in der Seiten-
ansicht.
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Da fiir dieses Modell keine exakte Losung existiert, ist es nicht moglich die Richtig-
keit der Ergebnisse zu iiberpriifen. Von den vorhergehenden Untersuchungen kann man
schlieen, daB der Verlauf der Wertefunktion annéhernd richtig auf diesem Intervall ist,
daf} die Werte an sich allerdings einem grof3en Fehler unterliegen.

Mit diesem verdnderten Beispiel hat man deutlich gezeigt, wie eine Veridnderung der

Zielfunktion Auswirkungen auf die Koeffizienten bei der Approximation haben kann.
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6 Vergleich mit der dynamischen
Programmierung

Um die Ergebnisse aus der Anwendung der Methode von SCHMITT-GROHE und URI-
BE einordnen zu konnen, ist es notig, diese einem Vergleich zu unterziehen. Dazu wird
ein von GRUNE entwickelter Algorithmus benutzt, der in [10] hergeleitet und in [12]
beschrieben und angewendet wird. Da die Basis dafiir bestimmten Eigenschaften der op-
timalen Wertefunktion V' (z) sind, werden diese im ersten Abschnitt eingefiihrt und ihr
Hintergrund erldutert. Auerdem werden die Grundlagen und der Aufbau des Verfahrens
kurz erklirt. Im zweiten Teil werden die beiden Beispiele aus dem vorangegangenen
Kapitel mit diesem Algorithmus ausgewertet und mit den bisherigen Ergebnissen vergli-

chen.

6.1 Theoretischer Hintergrund von
Bellmann-Verfahren

Der betrachtete Algorithmus von GRUNE basiert auf dem BELLMANNschen Optimali-
tatsprinzip. Es ist auch bekannt unter dem Begriff Dynamische Programmierung. BELL-

MANN beschreibt das Prinzip in [2] mit den Worten:

An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial
decision are the remaining decisions must constitute an optimal policy with

regard to the state resulting from the first decision.

Das Prinzip besagt also, daB} Teilstiicke optimaler Trajektorien wieder optimale Trajek-
torien sind. Das BELLMANNsche Optimalitétsprinzip ist eine Eigenschaft der optimalen

Wertefunktion. Diese 148t sich mathematisch mit dem nichsten Satz beschreiben.
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Satz 6.1 (BELLMANNsches Optimalitdtsprinzip)

Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.8. Dann erfiillt die optimale

Wertefunktion Vi, () fiir jedes x € R und fiir jedes k € IN die Gleichung

k

Vi(z) = suI[)J {Z BUb (P (t, e, up), w) + V(P ((k + 1),a:t,ut))}
ut€ t=0

wobei h = 1 gilt.

Beweis:

(i) “<“:Seienz € R, k € N und u, € U beliebig. Dann gilt

Jn(Te,ue) = Zﬂt (Pr(t, e, up), up)

= Zﬂt (P (t, 2, up), up) + Z B(Pn(t, w4, we), wr)

= Zﬁt (P (t, 24, up), uy)
+ f: GG (1, (1), 0, ) ), 1)
_ éﬁtw@h(t,xt,u»,uo
+ﬁ’f+lgw<<bh<t, Ok + 1)y ey ) ), 1)
k

= Zﬁtw(q)h(t xt7ut)7 ut) + ﬁk+1<]h(<bh((k + 1)7It7 ut)a uk‘+1+-)
=0
k

< DBt ), ue) + BV @ (K + 1), 24, up).
t=0
Da u; € U beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir

sup Ju (e, ug) = Vi, ug).
(ii) “>“: Seienz € RY, k € Nund e > 0 beliebig. Wihle ein 4, € U so daf}

k
sup {Z BUb(Pp(t, 2y, up), wy) + B VL(Pr((k + 1), xt,ut))} (6.1)

ut€U (=0

< Zﬁt (Pt 20, ), i) + B VR(Pr((k + 1), ¢, ) +
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Dadurch ist 4, auf [0,k+1] festgelegt. Wéhle nun athk“m[ so, daf
Jh(q)h((k + 1), T, le/t>, ﬁk+1+.) Z Vh(q)h((k + 1), T, ﬂt)) — £. (62)

(6.2) wird in (6.1) eingesetzt. Damit ergibt sich

k
sup {Z Blap (P (t, 2y, up), ug) + BV (P ((k + 1), 2, ut))} (6.3)

ut€U =0

Zﬂt O(Pn(t, @4, Tip), ) + B (T (@r((k + 1), 20, ), Ukgar.) +€) + €

IN

= Zﬂt (I)h t, a:t,ut) at) ‘{'ﬁkﬂ(Jh((I)h((k + 1)axt>at)’ak+l+.)
(1+6k+1)

Nun werden wie in Teil (i) die Grenzen verschoben, aber dieses Mal in die andere

Richtung:

Jn(Pn((k + 1), 24, U), Upy14.) = Z Bp(Pp(t, xy, 1t W)

k41
ﬁ+tk+1

Dies wird in (6.3) eingesetzt:

sup {Zﬁt (P (t, T, ), ug) + BTV (@ ((k + 1), xt,ut))}

ur €U

IN

Zﬁt¢(®h(t> oy U), W) + B (T (@n((k + 1), @4, 10y), ipg1s)

t=0
+(1 4+ g )e
k 0o
= > BU(Pn(t, e, W), w) + Y BU(Pn(t, z4, W), W)

t=0 t=k+1
= Jn(@e ) + (1+ B < Vila) + (14 e

Da e beliebig war, folgt so die Behauptung.
O

Eine weitere wichtige Eigenschaft der optimalen Wertefunktion ist, daB V'(z) durch das

Optimalitétsprinzip eindeutig bestimmt ist.

71



KAPITEL 6 — VERGLEICH MIT DER DYNAMISCHEN PROGRAMMIERUNG

Satz 6.2 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 2.8 mit optimaler
Wertefunktion V;,(z). Sei ein k € IN gegeben und sei W, : R? — R eine beschrinkte

Funktion, die das Optimalitdtsprinzip

Wy (z) = sup {Z BUb(®p (t, ¢, up), w) + BETW (O ((k + 1), 24, ut))}

w€U =0

fiir alle v € RY erfiillt. Dann ist Vi, = W,

Fiir den Beweis auf GRUNE [10] verwiesen.

Die Hauptidee von BELLMANN ist es, da ein komplexes System in einfachere Sub-
probleme aufgeteilt werden kann, wobei die Optimierung des Systems durch die Opti-
mierung der Subprobleme stattfindet. Die Losung der einfacheren Probleme fiihrt also
auf die Losung des Original-Problems.

Damit das BELLMANNsche Optimalititsprinzip angewendet werden kann, ist es unab-
dingbar, dafl das Optimierungsproblem in einzelne Stufen getrennt werden kann. Dies
ist z.B. bei diskreten Problemen durch die einzelnen Zeitstufen gegeben. Die Trennung
kann aber auch kiinstlich erfolgen. Fiir Beispiele von typischen Problemen sieche MOR-
LOCK und NEUMANN [18], Kapitel 5.

Es wird also immer ein mehrstufiger Entscheidungsprozess betrachtet, wobei in jeder
Stufe die Kontrollvariable u; in Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand x; und der Anzahl
der noch verbleibenden Stufen gewihlt werden muf3. Dies bedeutet fiir Verfahren, die
auf dem Prinzip der dynamischen Programmierung basieren, daf sie iterativ vorgehen,
d.h. jede Stufe wird einzeln nacheinander abgearbeitet. Daraus folgt, daf} diese Art von
Verfahren immer mehrere Schritte machen, um zu einer Losung zu kommen. Sie be-
notigen eventuell dementsprechend mehr Zeit fiir das Optimierungsproblem als andere
Methoden. Dies hingt natiirlich grundsitzlich vom Problem selbst ab und davon, wievie-

le Stufen es gibt.

Das hier betrachtete numerische Verfahren besteht aus zwei Schritten. Der erste Schritt

ist die Diskretisierung in der Zeit, der bereits in Abschnitt 2.2.3 erldutert wurde. Es liegt
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also eine diskrete Wertefunktion V}, vor. Da V}, das BELLMANNsche Optimalitétsprinzip

erfiillt, ist es moglich, dieses als Basis fiir ein Iterationsverfahren zu benutzen.

Definition 6.3 Es werden iterativ Funktionen v}, : RY — R% i = 0,1, ... definiert
mittels v) = 0 und vi™' = T,(vi)(x) fiir alle x € R wobei der Operator T}, :

C(R% R) — C(R% R) gegeben ist durch

T () (2) = max{hu (e, u) + 6 - w(p(z, u))}

Nachdem die Basis fiir die Iteration definiert wurde, folgt der Schritt der rdumlichen
Diskretisierung. Hierfiir ist die Uberlegung notwendig, daB die Funktionen v} in dieser
Form nicht implementiert werden konnen, da man sie dafiir an unendlich vielen Stellen
auswerten miiffite. Daher verwendet man Funktionen, die nur an endlich vielen Punkten
zu berechnen sind.

Es wird angenommen, daf} die kompakte Menge €2 C IR? ein Rechteck ist. Die Methode
146t sich auch fiir den Fall d > 2 erweitern. Zuerst muf} ein passender Funktionenraum

definiert werden.

Definition 6.4 (i) Sei A C R Eine Funktion w : A — IR heif3t affin bilinear, falls es
Konstanten «, ..., a3, a; € R,i = 1,...3 gibt, so dap fiir alle x € A die Identitcit

w(zr) = g + @121 + axy + azriTs gilt.

(ii) Betrachte eine rechteckformige Menge ) C R?. Die Menge der stetigen und stiick-
weise affin bilinearen Funktionen auf §) beziiglich I ist definiert als

W= {w : Q — R| wist stetig und w |g, ist affin bilinear fiir jedes i=0,...,P-1 }.

Bemerkung 6.5 Jede Funktion w € W lifst sich mit ihren Werten w(E;) in den Eck-
punkten E; des Gitters identifizieren. Fiir alle x, die nicht auf einem Eckpunkt liegen,

gibt es Vorfaktoren, um den Wert w(x) zu interpolieren.

Bemerkung 6.6 Der Operator T muf3 dann nur noch an den Eckpunkten des Gitters

berechnet werden. Es ergibt sich eine Folge von Funktionen 17% € W durch

oOHE) = max {P(B: u) + 8- ) (on(Eiu)) } -
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Bemerkung 6.7 Der Term ) (¢ (F;,u)) aus der obigen Funktionenfolge kann nicht
direkt berechnet werden, da TJ{L nicht an der Stelle ¢y, (E;) bekannt ist. Daher muf3 an

dieser Stelle interpoliert werden.

SchlieBlich wird V7 = (Vl‘j s V]{,) € RY gesetzt, mit V/ = 0 (F;). Zu einem gege-
benen Gitter kénnen nun sukzessive Vektoren V7 € IRY nach der folgenden Vorschrift

berechnet werden.

Definition 6.8 Betrachte ein zeitdiskretes optimales Steuerungsproblem und ein Recht-
eckgitter ' € IR? mit P Rechtecken und N Eckpunkten. Zu jedem v € U C R™ und jedem
1 =0,...N — 1 sei B(i,u) der N-dimensionale Zeilenvektor, fiir den fiir jedes w € VV und
W = (w(Ey),...,w(Ex_1)) € RY

gilt.
Des weiteren sei G(i,u) = h)(E;, u). Dann werden die Vektoren V7 iterativ berechnet

mit VO := (0, ...0) und dem Gesamtschrittverfahren
Vit = rqiqe%({G(i,u) + BB, u)VI}  fir i=0,.,N-1,
oder mit dem Gesamtschrittverfahren
Vit vy yitt = %}c{a(i,u) + BB, u)VITY fir i=0,.., N -1
Es kann gezeigt werden, da die Vekoren V7 gegen einen eindeutigen Vektor V' kon-

vergieren. Fiir den Beweis, fiir die Betrachtung der verschiedenen Diskretisierungsfehler

und die Angabe von Abbruchkriterien sei auf GRUNE [10] verwiesen.

Bemerkung 6.9 Das in Definiton 6.8 beschriebene Iterationsverfahren konvergiert bei
Problemen mit kleinen 6 > 0 nicht sehr schnell. Es sei angemerkt, daf3 es auch schnellere
Methoden fiir die Iteration gibt wie z.B. das kontrollierte GAUSS-SEIDEL-Verfahren und
die Strategie-Iteration, siehe GRUNE [10].

Ein hervorzuhebender Punkt bei der Vorgehensweise des Algorithmus ist es, dall er mit
adaptiven Gittern arbeitet. Dies bedeutet, dal} bei Uberschreiten einer bestimmten Feh-
lerschranke das gewdhlte Gitter an diesen Stellen verfeinert wird. So ist garantiert, dafl

die Ergebnisse an jedem Gitterpunkt einer bestimmten Genauigkeit entsprechen.
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6.2 Praktische Auswertungen

6.2.1 Beispiel 1

Fiir den Vergleich wird das neoklassische Beispiel 1 aus Kapitel 5 betrachtet und mit
dem oben erlduterten Algorithmus berechnet. Die vom Algorithmus erzeugten Werte der
optimalen Wertefunktion V und der Kontrolle & werden von den MATLAB-Routinen
Auswertung2a.mund —2b.m eingelesen und ausgewertet.

Zuerst wird wieder der Approximations-Fehler auf einem kleinen Intervall betrachtet.
Man wihlt wie in Kapitel 5 das Intervall Q2 = [2.055,2.075] x [—0.01,0.01].

Fiir V liefert Abbildung 6.1 eine dhnliche Graphik wie Abbildung 5.2, allerdings ist nun
der Fehler von der GroBenordnung 10~%. Das bedeutet, da das BELLMANN-Verfahren

in diesem kleinen Bereich genauer ist.

Approximationsfehler x10*

+41.15

2.07\ 0,005

x1- Werte 2055 -0.01

Abbildung 6.1: Der Approximationsfehler bei V' auf dem Intervall 2 = [2.055, 2.075] x
[—0.01, 0.01] zur Schrittweite » = 0.0005.

Den umgekehrten Fall liefert der Vergleich von %. In Abbildung 6.2 liegt der Fehler bei
einer GroBenordnung von 10~2. Die entsprechende Abbildung 5.4 aus der Perturbations-

Methode zeigt einen Fehler der GroBenordnung 10~7 bei @ .
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Approximationsfehler bei der Kontrolle u

0.015.

0

X2- Werte

Abbildung 6.2: Der Approximationsfehler bei u auf dem Intervall Q2 = [2.055,2.075] x
[—0.01, 0.01] zur Schrittweite » = 0.0005.

Folglich liefert hier die Perturbations-Methode genauere Werte fiir die Kontrolle .

Als vergroBertes Intervall wird ebenfalls wie in Kapitel 5 der Bereich
2 = [1,4] x [—0.3,0.3] untersucht. Bei der Perturbations-Methode in Abbildung 5.5
zeigte sich auch nach der VergoBerung ein dhnliches Bild wie auf dem kleinen Intervall:
Der Fehler steigt vom Gleichgewicht aus zu beiden Seiten hin an.

Im Gegensatz dazu ergibt sich nun ein ganz anderes Bild: In Abbildung 6.3 ist ein un-
einheitlicher Verlauf des Approximationsfehlers von 1 dargestellt. Der Fehler ist tiberall
von der GroBenordung 10~%. Daran liBt sich sehr gut erkennen, daB das BELLMANN-
Verfahren anders vorgeht als die Perturbations-Methode.

Abbildung 6.4 zeigt ebenfalls einen uneinheitlichen Verlauf des Fehlers bei @ in diesem
Bereich. Bei der Perturbations-Methode stieg der Fehler zum Rand hin stark an bis auf
Werte > (0.2 wie in Abbildung 5.7 zu erkennen ist. Hier ist er iiberall von der Grof3en-

ordnung 102 oder kleiner.
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Approximationsfehler

x2- Werte

Abbildung 6.3: Der Approximationsfehler bei V' auf dem Intervall Q@ = [1,4] x
[—0.3,0.3] zur Schrittweite ~ = 0.075 in x;-Richtung und ~ = 0.015 in
Zo-Richtung.

Approximationsfehler bei der Kontrolle u
0.035

40.025
0.04

0.03 40.02

0.02
+0.015

0.01

x2- Werte

x1- Werte 1 -04

Abbildung 6.4: Der Approximationsfehler bei der Kontrolle v auf dem Intervall 2 =
[1,4] x [—0.3,0.3] zur Schrittweite h = 0.075 in z;-Richtung und h =
0.015 in x5-Richtung.
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Folglich ist auf dem gréBeren Intervall die BELLMANN-Methode fiir die Berechnung in
beiden Fillen genauer. Durch die Gitter-Adaption ist es moglich, iiberall auf dem be-
trachteten Bereich eine gute Genauigkeit zu erzielen. Bei der zuerst untersuchten Metho-
de hat man eine relativ gute Genauigkeit nur in der Nédhe des Gleichgewichts und auch

nur fiir die Kontrolle .

Um den Vergleich noch besser zu veranschaulichen, werden Intervalle von verschiede-
ner GrofBe auf den maximalen Approximationsfehler bei V und @ mit beiden Methoden
untersucht und verglichen. Die Intervalle werden ausgehend vom Gleichgewicht iiber

sieben Stufen sukzessive vergroflert, wie in Tabelle 6.1 gezeigt.

Intervall Bereich
1. Im Gleichgewicht
2. [2.06,2.07] x [—0.001,0.001]
3. [2.055,2.075] x [—0.01,0.01]
4. [1.8,2.5] x [—0.05,0.05]
5. [1.8,2.5] x [-0.1,0.1]
6. [1.5,3,5] x [-0.1,0.1]
7. [1.5,3.5] x [—0.3,0.3]
8. [1,4] x [-0.3,0.3]

Tabelle 6.1: Die mit beiden Methoden untersuchten Intervalle.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 zusammengefat. Das Verfahren von
SCHMITT-GROHE und URIBE [23] wird in der Gegeniiberstellung mit Verfahren 1 be-
zeichnet, der Algorithmus von GRUNE mit Verfahren 2.

Die Tabelle zeigt die Entwicklung des maximalen Approximationsfehlers bei der Be-
rechnung von V (z) und %i. Wenn man nun zuerst die Fehlerentwicklung bei V' vergleicht,
wird deutlich, was die Abbildungen oben schon vermuten lie3en:

Bei Verfahren 1 steigt der Fehler mit steigender Intervallgrofle rapide an. Im Gleichge-

wicht ist der Fehler nahe bei Null, dies liegt an der Konstruktion des Verfahrens: Der
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Intervall Verfahren 1 Verfahren 2

Fehler bei V | Fehler bei @ || Fehler bei V' | Fehler bei @
1. <12-107% | <2.9-1071° | 4.2797-10"*| 1-10°2
2. 0.0322 | 2.4927-1077 || 4.4651-107* | 7.8-1073
3. 0.1358 | 1.4651-107° || 4.9812-107* | 12.7-1073
4. 1.6805 0.0034 8.3723-107* | 12.5-1073
5. 2.1682 0.0048 8.6718-107* | 23.3-1073
6. 41218 0.085 8.4346-10% | 23.3-1073
7. 6.0472 0.13 8.4346-1074 | 24.2.1073
8. 7.0566 0.2503 8.4346-104 | 24.0-1073

Tabelle 6.2: Vergleich des Approximationsfehlers in beiden Verfahren iiber sukzessive
vergroflerte Intervalle.

Gleichgewichtspunkt (Z, @) ist ja schon vorher bekannt und dient als Ausgangspunkt,
also muf3 der Fehler hier Null sein. In den ersten beiden Intervallen nach dem Gleich-
gewicht kann der Fehler noch als annehmbar gelten, aber alle Werte danach sind nicht
mehr akzeptabel. Im letzten untersuchten Bereich belduft sich dieser Wert auf > 7.

Bei Verfahren 2 hingegen ist der Fehler in drei Bereichen sogar gleich. Ansonsten schwankt
er und verdoppelt sich sogar an einer Stelle, aber diese Verdnderungen bewegen sich alle
in einem sehr kleinen Bereich. Der Fehler liegt immer in der GroBenordnung 10~%, au-
Ber im letzten Intervall, wo er geringfiigig hoher liegt. Dieses Ergebnis belegt also die
Folgerungen aus Abbildung 6.3 mit den ensprechenden Werten.

Nun muB} noch die Fehlerentwicklung von u diskutiert werden. Zuerst wird Verfahren

1 betrachtet. Wie schon in der Auswertung in Abschnitt 5.2.2 zu erkennen war, ist die
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Differenz zwischen v und # sehr gering im Vergleich zu V' und V. Der Fehler bei liegt
im Gleichgewicht bei Null aufgrund der Konstruktion. In den sehr kleinen Umgebungen
liegt er bei der GroBenordnung 107 bzw. 1076, Der Wert steigt zwar mit steigender In-
tervallgroBe an bis auf ca. 0.25, aber er bewegt sich sehr langsam im Vergleich zu den
Werten bei V.

Bei Verfahren 2 liegt der Fehler ungefiihr immer auf dem selben Niveau von 1073, im
Gleichgewicht ist er geringfiigig hoher. Interessant ist hier, dal der Fehler bei u immer
etwas schlechter ausfillt als bei V. Dies liegt an der Vorgehensweise der Methode: Es
wird zuerst V berechnet. Riickwirkend als Feedback wird dann die Kontrolle auf Basis
von V ermittelt, so daB sich der Fehler fortpflanzt.

Tabelle 6.2 verdeutlicht noch einmal, daf}3 die Approximation von % mit Verfahren 1 in
kleinen Umgebungen um das Gleichgewicht sehr gut funktioniert, wihrend es bei 1%
problematischer ist. Wie in Abschnitt 5.2.2 erwihnt wurde, entsteht der grole Fehler bei
1% dadurch, daB % in Formel (5.13) eingesetzt wird. Diese gilt aber nur fiir ¢ — oo, also
im Gleichgewicht, und liefert deshalb auflerhalb nur eine schlechte Ndherung. Die Werte
aus Tabelle 6.2 stiitzen diese Aussage.

Verfahren 2 ist fiir beide Approximationen problemlos anwendbar. Bei der Nidherung von
V ist es auBerhalb des Gleichgewichts immer der Perturbations-Methode iiberlegen. Bei
der Berechnung von @ liefert es ab dem 3. Intervall Q = [2.055,2.075] x [—0.01,0.01]

kleinere Fehler.

Bemerkung 6.10 Beim Vergleich der Werte aus Tabelle 6.2 muf3 beachtet werden, daf3
hier leichte Ungenauigkeiten vorliegen konnen. Da sich in den verschiedenen Intervallen
die Schrittweite dndert, werden bestimmte Punkte manchmal durch das Gitter nicht mit
abgedeckt. Dies bedeutet, daf der maximale Fehler eventuell an einer anderen Stelle

liegen kann, wenn die Schrittweite anders gewdhlt wird.

Bemerkung 6.11 Die Abbildungen 6.2 und 6.4 wurden durch ein Gitter mit jeweils 40
Knoten pro Koordinatenrichtung erstellt. Die maximalen Fehlerwerte fiir u mit Verfahren
2 wurden durch Datenauswertung von jeweils 100 Knoten gewonnen, um die Genauigkeit

zu erhohen.
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6.2.2 Beispiel 2

In Kapitel 5.3 wurde eine verinderte Version des Modell-Beispiels betrachtet. Es wurde
gezeigt, wie sich diese Veridnderung auf die berechneten Koeffizienten der Perturbations-
Methode auswirkt und wie sich der Verlauf der Wertefunktion veridndert. Allerdings
gab es fiir Beispiel 2 keine exakte Losung, so dall ein Vergleich nicht moglich war.
Aus dem in diesem Kapitel bisher betrachteten Vergleich der Perturbations-Methode mit
dem BELLMANN-Verfahren 148t sich die Vermutung aufstellen, dal das BELLMANN-
Verfahren auch bei Beispiel 2 sowohl bei V als auch bei @ eine groBere konstante Genau-
igkeit liefert. Deshalb soll in diesem Abschnitt das Ergebnis der Perturbations-Methode
bei dem verinderten Beispiel mit den Ergebnissen aus der dynamischen Programmie-

rung verglichen werden.

Es liegen die Zielfunktion (5.14) und die Dynamik (5.15) zu Grunde. Mit dem Verfahren
der dynamischen Programmierung wurde die Wertefunktion fiir x = 1, ...4 berechnet.

Der jeweilige Verlauf ist in Abbildung 6.5 dargestellt.

x1- Werte

x2- Werte

Abbildung 6.5: Verlauf der Wertefunktion des verdnderten Beispiels mit x = 1, ..., 4.
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Bemerkung 6.12 Alle Abbildungen dieses Abschnittes beziehen sich auf das Intervall
Q = [1,4] x [-0.3,0.3] zur Schrittweite h = 0.075 in x1-Richtung und h = 0.015 in

ZTo-Richtung.

Es ist erkennbar, daf} die Kriimmung mit steigendem Wert von « immer stirker ausge-
pragt ist. Deshalb kann zunéchst festgehalten werden, dall das Verfahren von SCHMITT-

GROHE und URIBE den Verlauf der Wertefunktion tatsichlich richtig wiedergegeben hat.

Abbildung 6.6 zeigt den Verlauf beider Wertefunktionen. Hierbei ist zu erkennen, daf} die
mit der Perturbations-Methode berechnete Wertefunktion viel steiler verlduft als die mit
dem BELLMANN-Verfahren berechnete Wertefunktion. Anscheinend ist also der Fehler

nicht unerheblich.

Beide Wertefunktionen fiir Kappa=2

80.
70.
60

50.

x1- Werte

X2- Werte

Abbildung 6.6: Das Bild zeigt jeweils den Verlauf der Wertefunktion fiir die neue Versi-
on des Beispiels mit k = 2, die mit beiden Methoden berechnet wurde.

Nun wird die Differenz zwischen den Wertefunktionen aus beiden Verfahren an den Kno-
ten berechnet und der absolute Wert betrachtet. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.7 darge-
stellt. Es ist zu erkennen, dal sich der Unterschied am Rand auf Werte > 30 steigert. Dies

bedeutet, dal das Verfahren von SCHMITT-GROHE und URIBE hier sehr ungenaue Werte
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Der absolute Fehler

420

A :
24 : :
A
1.5 iy s T
1 | 64 0 01 0.2 03
04 03 027
X2- Werte

Abbildung 6.7: Hier wird die Differenz zwischen beiden Wertefunktionen betrachtet,
wobei der absolute Wert gezeigt wird.

liefert.Deshalb ist es an dieser Stelle interessant herauszufinden, wo diese Methode rela-
tiv genaue Werte liefert. Dazu werden alle Punkte herausgefiltert, die einer bestimmten
Genauigkeitsgrenze entsprechen. Dies bedeutet, daf3 alle Stellen gekennzeichnet werden,

an denen die Differenz der beiden Wertefunktionen unter einer bestimmten Grenze liegt.

Zuerst werden die Knoten gesucht, an denen der Abstand < 10~ ist. Leider findet man
zu dieser Schranke keine Werte. Erhoht man die Zahl auf 102 gibt es auch noch nichts
Nennenswertes zu erkennen. Erst bei einer Schranke von 1072 ergibt sich ein Bild, das
in Abbildung 6.8 zu sehen ist. Wird die Genauigkeit weiter herabgesetzt auf 107!, so
erhoht sich die Anzahl der betroffenen Punkte wie Abbildung 6.9 zeigt. Es ist offensicht-
lich, da3 die Genauigkeit in der Ndhe des Gleichgewichtes am hochsten ist. Allerdings
ist dieser Bereich relativ klein und die Ungenauigkeiten auBerhalb sind zu grof3 wie auf
Abbildung 6.7 gezeigt wurde. Deshalb kann an dieser Stelle gefolgert werden, daf die

Methode von SCHMITT-GROHE und URIBE auch die Wertefunktion von Beispiel 2 nur
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ungeniigend approximiert.

Punkte mit geringem Fehler

x1- Werte

-025 02 -015 -01 -0.05 0 005 01 015 02 025
x2- Werte

Abbildung 6.8: Punkte mit Differenz< 1072,

Punkte mit geringem Fehler

]
-025 -02 -015 -01 -005 0 005 01 015 02 025
2 Werte

Abbildung 6.9: Punkte mit Differenz < 107!,
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Fiir den Vergleich von u aus beiden Methoden wird der Abstand der jeweils berechneten
Werte voneinander an den Knoten bestimmt. Das Ergebnis wird in Abbildung 6.10 ge-

zeigt. Zu den Intervallridndern steigt die Differenz auf Werte > 3. Wenn man auch hier

Differenz zwischen beiden Methoden bei der Kontrolle u, Kappa=2

x2- Werte 041 x1- Werte

Abbildung 6.10: Hier wird die Differenz zwischen den u dargestellt, wobei der absolute
Wert gezeigt wird.

Tabelle 6.2 zu Grunde legt, dann kann man schlieen, da8 das BELLMANN-Verfahren
auf einem Bereich dieser GroBe genauer ist. Der grole Unterschied wird also durch stei-
gende Fehler bei der Perturbations-Methode verursacht.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf}3 auch Beispiel 2 diesselben Schluf3fol-
gerungen zulidBt wie Beispiel 1. Die Perturbations-Methode ist nur in einer kleinen Um-

gebung um das Gleichgewicht fiir die Approximation von u geeignet.
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7 Fazit der praktischen Ergebnisse und
Ausblick

An dieser Stelle soll das Ergebnis der praktischen Auswertungen und des Vergleichs der
beiden Verfahren noch einmal zusammengefalit und ein Ausblick auf Verbesserungs-

moglichkeiten gegeben werden.

Bei der Auswertung der Methode von SCHMITT-GROHE und URIBE in Kapitel 5 zeigt
sich, daB} diese mit zunehmender Entfernung vom Gleichgewicht immer schlechtere Wer-
te fiir die Approximation der Wertefunktion V und der Kontrolle @ liefert. Bei der TAY-
LOR-Approximation von u hat der erste Term u das meiste Gewicht. Dies bedeutet zwar
einerseits hohe Fehler fiir groBe Umgebungen, liefert aber andererseits sehr genaue Na-
herungen in kleinen Umgebungen, was eine Stirke der Methode darstellt. Der hohe Ap-
proximationsfehler bei V wird einerseits dadurch verursacht, daB man @ einsetzt und
sich der Fehler hier fortpflanzt. Der Hauptgrund ist allerdings, daf fiir die Approxi-
mation in der Umgebung um das Gleichgewicht die Formel fiir die Wertefunktion fiir
t — oo benutzt wird. Diese gilt folglich nur im Gleichgwicht selbst und bildet einen ers-
ten Ansatzpunkt zur Verbesserung der Approximation. Hier muf3 iiberlegt werden, wie
die Wertefunktion in der Umgebung passender dargestellt werden kann. Approximatio-
nen hoherer Ordnung sind an dieser Stelle kein Ausweg, da die Problemstellung sich

nicht dndert.

Bei dem Vergleich der beiden Verfahren in Kapitel 6 zeigt sich, da die Methode aus
der dynamischen Programmierung konstante Approximationsfehler bei V liefert, die un-
abhingig vom Gleichgewicht sind. Nachteil hier ist die teilweise recht lange Rechenzeit,

da die Methode mehrere Iterationen durchlduft, die abhingig vom Beispiel und von der
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Schrittweite sind. Auf direkte Vergleiche der Rechenzeit der beiden Methoden wurde
verzichtet, da die Perturbations-Methode nur einen Schritt ausfiihrt und das Ergebnis un-
mittelbar berechnet wird. Dieses Verfahren ist also oberflachlich betrachtet immer das
schnellere von beiden. Allerdings muf hier das Aufstellen der Gleichgewichtsgleichung
offline erfolgen bevor man die Routine starten kann. Folglich wird hier schon bei der
Vorarbeit viel Zeit investiert, die schlecht in einem direkten Vergleich gemessen werden
kann.

Diese Vorarbeit bildet einen weiteren Ansatz zur Verbesserung. Es kann iiberlegt werden,
in wie weit dieser Schritt automatisiert werden kann. Man kann untersuchen, ob z.B. ein
Programmpaket wie MAPLE die Optimalitdtsbedingungen berechnen und die Gleichge-
wichtsgleichung so schneller aufgestellt werden kann.

Ein weiterer Nachteil der Perturbations-Methode ist es, da} das zu untersuchende Bei-
spiel einen Gleichgewichtspunkt haben muf3, damit das hier dargestellte Verfahren iiber-
haupt angewendet werden kann. Dazu kommt noch, daf} dieses Gleichgewicht vorher
berechnet werden muf3. Dieser Nachteil trat hier nicht direkt auf, weil die Beispiele na-
tiirlich so gewihlt waren, daf3 sie ein Gleichgewicht hatten. Dessen Berechnung war
auBerdem vergleichsweise einfach, aber bei anderen Modellen kann der Aufwand dafiir

sehr hoch sein.

Zusammenfassend 148t sich die Frage, welches der Verfahren zur Approximation der
Wertefunktion ¥ und der Kontrolle @ besser geeignet ist, eindeutig zu Gunsten der dy-
namischen Programmierung beantworten. Man kann sich darauf verlassen, daf} sich der
Fehler in einer bestimmten akzeptablen GroBenordnung bewegt. Dafiir muf} die etwas
langere Rechenzeit in Kauf genommen werden. Ein Nachteil dieser Methode ist, da83 sie
fiir Modelle hoherer Dimension nicht anwendbar ist, da die Gittererzeugung zu kompli-
ziert wird. Allerdings kann die dynamische Programmierung bei Beispielen mit niedriger
Dimension viel flexibler eingesetzt werden und auf mehr Modelle angewendet werden,
da sie nicht von einem bestimmten Punkt ausgeht und nicht die Kenntnis bestimmter
Ableitungen voraussetzt.

Wenn man allerdings ausschlieflich an einer Approximation der Kontrolle % interessiert
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ist, kann die Perturbations-Methode hier sehr gute Approximationen liefern - zumindest
in kleinen Umgebungen. Wie grof3 diese Umgebungen sein diirfen, bietet Platz fiir wei-
tere Untersuchungen in Hinblick darauf, welche Rolle hier z.B. die Standardabweichung

spielt.
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A Notation

An dieser Stelle werden die wichtigsten Variablenbezeichnungen und Notationen iiber-

sichtsartig aufgefiihrt. Die Reihenfolge entspricht dabei dem erstmaligen Auftreten im

Text.

Uy

Ty

Gleichgewichtsgleichung

Kontrolle zum Zeitpunkt ¢ in diskreter Zeit
Zustand zum Zeitpunkt ¢ in diskreter Zeit
Kontrollbereich

Zeitachse in diskreter Zeit

Schrittweite

Kontrollsystem in diskreter Zeit

Trajektorie in diskreter Zeit

Zustand im Gleichgewicht

Kontrolle im Gleichgewicht

diskontiertes Funktional in diskreter Zeit
Diskontrate in diskreter Zeit

Optimale Wertefunktion in diskreter Zeit
Hamiltonfunktion in diskreter Zeit
Kozustandsvektor

Kontrolle in kontinuierlicher Zeit

Zustand in kontinuierlicher Zeit

Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit
Trajektorie in kontinuierlicher Zeit
diskontiertes Funktional in kontinuierlicher Zeit
Optimale Wertefunktion in kontinuierlicher Zeit
mit Euler-Verfahren zeitlich diskretisiertes Kontrollsystem

Losung eines mit Euler diskretisierten Kontrollsystems
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Jn zur Euler-Diskretisierung gehoriges diskontiertes Funktional

Vi zur Euler-Diskretisierung gehorige optimale Wertefunktion

! Zustandsvariable, die deterministischer Dynamik folgt

x? Zustandsvariable, die stochastischer Dynamik folgt

g Kontrollfunktion im Modell

h Funktion fiir Dynamik im Modell

F(x,0) Definierte Hilfsfunktion, um Terme fiir die Approximation zu berechnen

f dquivalente Form zu f

u Approximation der Kontrolle u

1 Approximation der Zustandsvariablen x

T Approximation der Zustandsvariablen z-

1% Approximation der optimalen Wertefunktion

Q das untersuchte Intervall

vl Optimale Wertefunktion im Laufe des Iterationsverfahrens
nach der i-ten Iteration

T, Operator zur Berechnung der v},

w Raum der affin bilinearen Funktionen

o An den Eckpunkten des Gitters approximierte Wertefunktion
nach der i-ten Iteration aus WV

1% Vektor der Werte von @f; an den Knoten
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B MATLAB-Quelltexte

B.1 Die Routine Beispiel.m

$BEISPIEL.M function

[£x, fxp, fy, fyp, fypyp, fypy, fypxp, fypx, fyyp, fyy,
fyxp, fyx, fxpyp, £xpy, fxpxp, fxpx, fxyp, fxy, fxxp, fxx, f]
= beispiel

% Dieses Programm berechnet die analytischen Ableitungen.

o\

Es werden keine Inputs bendtigt.

o\

Output: Analytische erste und zweite Ableitung der

o\

Funktion f.

o\

Ruft : anal_deriv.m

o\

Parameter definieren
syms SIG ALFA Betta RHO A eta

Q

% Variablen definieren
(e}

syms x1 xlp x2 x2p u up % Das 'p’ steht flir prime
und bedeutet Periode (t+1)

% Gleichungen fir Funktion f definieren, 1=1:3
fl = xlp - Axexp(x2) * x1”~(ALFA) + u ;

f2 = Betta/up* ALFA * A «

exp (x2p) * x1p” (ALFA -1) - 1/u;

f3 = x2p - RHOxx2 ;
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o\

Funktion f definieren

£ = [£1;£2;£3];

o°

Zustands— und Kontrollvektoren definieren.
x = [xl x2]; y = u; xp = [xlp x2pl; yp = up;

o

% anal_deriv.m aufrufen

[£x, £xp, £y, fyp, fypyp, fypy, fypxp, fypx, fyyp, fyy, fyxp,
fyx, £xpyp, Ixpy, £xpxp, £xpx, £xyp, Ixy, fxxp, £xx]
=anal_deriv (f, x,vy,xXp,ypP);

B.2 Die Routine Beispiel_Zahlen.m

%$Beispiel_Zahlen.M function
[SIG,ALFA,Betta,RHO,eta,A,x1,x2,u,x1lp, x2p,upl
=beispiel_zahlen

% In diesem Programm missen in die Werte aller

% Parameter eingegeben werden,

o°

sowlie die Gleichgewichtswerte fir u, x1 und x2.

o°

Ausserdem wird festgelegt, dass im GGW gilt

o\

x1(t+1)=x1(t), x2(t+1)=x2(t)

o\

und u(t+l)=u(t).

A=5; ALFA=0.34; Betta=0.95; RHO=0.9; SIG=0.008;
eta=[0 11";

x2 = 0; % Gleichgewichtswert der

"stochastischen’ Variablen

x1 = 2.067344815; % Gleichgewichtswert der
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"deterministischen’ Variablen

u = 4.333103529; %steady-state value of control
X2p = X2;

x1lp = x1;

up = u;

B.3 Die Routine Beispiel_Run.m

$BEISPIEL_RUN.M

o\ o\ o° o° o° o° o  o° o\ o\ o\ o\ o\ o\ o\ o\ o\

o\

o\

Dieses Programm berechnet die quadratische Approximation
fir das

Modell-Beispiel. Approximiert werden die Dynamik x

und die Kontrolle u. Sie sind von der Form

Xxp = h(x,sigma) + sigmax eta *» ep

u = g(x,sigma)

Notation: x is x_t and xp is x_t+1

hx ist nx* nx

gx 1st ny x nx

hxx ist nx * nx % nx

gxx ist ny % nx *x nx

eta ist nx * ne

gss ist ny x 1

hss ist nx * 1

sigma ist eine positive Zahl

Ruft: beispiel.m, num_eval.m, beispiel_zahlen.m,

gx_hx.m, gxx_hxx.m, gss_hss.m

Mit Beispiel.m werden die analytischen
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% Ableitungen berechnet
[fx, fxp, £y, fyp, fypyp, fypy, fypxp, fypx, fyyp,
fyy, fyxp, fyx, fxpyp, £xpy, fxpxp, fxpx, fxyp, fxy, fxxp, fxx, f]

= beispiel;

% Mit Beispiel_zahlen.m werden

%alle Parameter mit Werten belegt
[SIG,ALFA,Betta,RHO,eta,A,x1,x2,u,x1lp, x2p, up]
=beispiel_zahlen;

% Ordnung der Approximation

approx = 2;

% Aufruf von num _eval.m um die numerischen Werte
%zu bekommen.

num_eval

% Lineare Approximation

[gx,hx] = gxhx(nfy,nfx,nfyp,nfxp)

% Quadratische Approximation
[gxx,hxx] = gxx_hxx(nfx,nfxp,nfy,nfyp, nfypyp,

nfypy,nfypxp, nfypx, nfyyp, nfyy, nfyxp, nfyx, nfxpyp,
nfxpy, nfxpxp, nfxpx, nfxyp,nfxy,nfxxp,nfxx,hx, gx)

[gss,hss] = gss_hss (nfx,nfxp,nfy,nfyp,nfypyp, nfypy,

nfypxp, nfypx,nfyyp,nfyy,nfyxp, nfyx, nfxpyp, nfxpy, nfxpxp,

nfxpx, nfxyp, nfxy,nfxxp, nfxx, hx, gx, gxx, eta)
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B.4 Die Routine Auswertung1.m

clear all;
% Parameter definieren

beta=0.95; alpha=0.34; rho=0.9; A=5; sigma=0.008;

$Festlegen des zu untersuchenden Intervalls
xlanfang=1; xlende=4; x2anfang=-0.3; x2ende=0.3;

schrittweitex1=0.075; schrittweitex2=0.015;

laengexl=(xlende-xlanfang) /schrittweitexl + 1;

laengex2=(x2ende-x2anfang) /schrittweitex2 + 1;
%$Belegen von x mit Werten

for i=1l:laengexl
x1 (i)=xlanfang+(i-1) *schrittweitexl;

end

for i=1l:laengex?
x2 (i)=x2anfang+ (i-1) *schrittweitex2;

end

$Einzelteile fir Formel von exaktem V(x)definieren:
$V(x)=B+C*1n (x1) +D*x2

B=

(log ((l-beta*alpha) *A) + ( (betaxalpha) /
(l1-betaxalpha) ) *log(betaxalphaxd))/ (1-beta);
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C=alpha/ (1-alphaxbeta);

D=1/ ((l-alpha*beta) x (1-rhoxbeta));

%Belegen der Matrix V_exakt mit den Werten aus der Formel
for i=1l:laengexl

for j=1l:laengex?

V_exakt (i, j)=B +Cxlog(x1(i)) +D=*x2(]);

end

end

%Festlegen der Werte fir Taylor—-Approx.

x1_ggw=2.067344815; x2_ggw=0; u_ggw=4.333103529; gx=[0.7126
4.3331]; gxx1=[-0.2275 0.7126]; gxx2=[0.7126 4.3331]; gss=0;

$Taylor—-Approximation
for i=1l:laengexl
for j=1l:laengex2

T(i,J)=u_ggw
+gx (1) * (x1 (i) -x1_ggw)
+gx (2) * (x2(J) —x2_ggw)
+0.5% (gxx1 (1) (x1 (i) -x1_ggw) » (x1 (i) -x1_ggw)
+ gxx1(2) * (x2 (J) —x2_ggw) » (x1 (1) -x1_ggw) )
+0.5% (gxx2 (1) » (x1 (1) —-x1_ggw) * (x2 (]) —x2_ggw)
+gxx2 (2) * (X2 (J) —x2_ggw) * (x2 (J) —x2_ggw) )
+0.5% (gssxsigmaxsigma) ;

end
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end

%Berechnung von V_approx:

for i=1l:laengexl

end

for

end

j=1:laengex?2

V_approx (i, j)=1log (T (i, j))/ (1-beta);

%$Berechnung des Approximationsfehlers

for

end

for

end

end

end

:laengexl

j=1:laengex?2

Fehler (i, j)=V_exakt (i, j) -V_approx (i, 3);

:laengexl
j=1:laengex?

Fehlerabs (i,

j)=abs (Fehler (i, 3));

%$Berechnung des Fehlers bei der Kontrolle u.

$Fir u_exakt gibt es eine

$Formel: (1l-alphaxbeta) xAxexp (x2) xx1"alpha.

for i=1l:laengexl
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for j=1l:laengex?
U_exakt (i, j)=(1l-alphaxbeta) *Axexp (x2 (7))
*x1 (i) “alpha;
U_Fehler (i, j)=abs (T (i, jJ)-U_exakt (i, 3));
end

end

o

% Plotten der Fehler zwischen exakter und
%$approx. Value-Function: figure
surfc(x2anfang:schrittweitex2:x2ende,
xlanfang:schrittweitexl:xlende,Fehlerabs)
xlabel (' x2— Werte’);

ylabel (' x1- Werte’);

title (' \bf{Approximationsfehler}’) colorbar

% Plotten der beiden wvalue—-functions:
figure

surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,
xlanfang:schrittweitexl:xlende,

V_exakt)

xlabel (' x2— Werte’);
ylabel (' x1- Werte’);
title ("\bf{Vergleich}’)

hold on

surf (x2anfang:schrittweitex?2:x2ende,

xlanfang:schrittweitexl:xlende,
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V_approx)

% Plotten der Fehler zwischen exaktem und approx. u:
figure

surfc(x2anfang:schrittweitex2:x2ende,
xlanfang:schrittweitexl:xlende,

U _Fehler)

xlabel (' x2—- Werte’); ylabel ('x1- Werte’);
title (' \bf{Fehler bei
der Kontrolle}’)

colorbar

B.5 Die Routinen Auswertung2a.m und
Auswertung2b.m

Fiir die Berechnung der Wertefunktion v

clear all;

% Parameter definieren

beta=0.95; alpha=0.34; rho=0.9; A=5; sigma=0.008;

% Die gewlinschten Daten ilber die Wertefunktion einlesen
Value=load (' Intervall2.txt’);

% Ale bendtigten Parameter eingeben

xlanfang=1; xlende=4; x2anfang=-0.3; x2ende=0.3;
schrittweitex1=0.075; schrittweitex2=0.015;
laengexl=(xlende-xlanfang) /schrittweitexl + 1;

laengex2=(x2ende-x2anfang) /schrittweitex2 + 1;
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[

% Die Daten in eine passende Matrix iubertragen,

% es wird nur die dritte Spalte benotigt.

for i=1l:laengexl

for j=1l:laengex?
Value_Matrix (i, j)=Value ((i-1)*laengexl + J, 3);

end

end
%Belegen von x mit Werten
for i=l:laengexl

x1 (i)=xlanfang+ (i-1) *schrittweitexl;
end
for i=1l:laengex?2

x2 (i)=x2anfang+ (i-1) *schrittweitex?2;
end
% Mit exakter Formel fir V vergleichen
% Einzelteile fir Formel von exaktem V(x)
% definieren:V(x)=B+Cx*1ln(x1l)+D*x2
B:
(log((l-betaxalpha) *A) + ( (betaxalpha) /
(l-betaxalpha)) xlog (betaxalphax*A))/ (1-beta);

C=alpha/ (1-alphaxbeta);

D=1/ ((l-alphaxbeta) * (1-rho*beta) ) ;
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[

% Belegen der Matrix V mit den Werten aus der Formel
for i=1l:laengexl

for j=1l:laengex?

V(i,J)=B +Cxlog(x1l(i)) +D=*x2(73);

end

end

figure surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,
xlanfang:schrittweitexl:xlende,Value_Matrix)
xlabel (' x2—- Werte’);

ylabel (' x1- Werte’);

title (" \bf{Vergleich}’)

hold on

surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,

xlanfang:schrittweitexl:xlende, V)

%Berechnung des Fehlers mit der Matrix F
for i=1l:laengexl
for j=1l:laengex?2
F (i, j)=V(i, j)-Value_Matrix (i, Jj);
end
end
% Berechnung des absoluten Fehlers
for i=l:laengexl
for j=l:laengex?2

F_abs (i, j)=abs (F(i,3));
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end

end

figure surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,

xlanfang:schrittweitexl:xlende,F_abs)

xlabel (' x2— Werte’);
ylabel (' x1- Werte’);
title (" \bf{Approximationsfehler}’)

colorbar

Fiir die Berechnung der Kontrollen u:

clear all;

[e)

% Flir die Auswertung der Bellmann-Methode

% Parameter definieren

beta=0.95; alpha=0.34; rho=0.9; A=5; sigma=0.008;

o)

% Die gewlinschten Daten iUber die Kontrolle einlesen
UWerte=load ('uzahlenggw.txt’);

% Alle bendtigten Parameter eingeben

xlanfang=2.066; xlende=2.068; x2anfang=-0.001; x2ende=0.001;
schrittweitex1=0.00002;

schrittweitex2=0.00002;

laengexl=(xlende-xlanfang) /schrittweitexl + 1;

laengex2=(x2ende-x2anfang) /schrittweitex2 + 1;

Qo

% Die Daten in eine passende Matrix ilbertragen
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for i=l:laengexl
for j=1l:laengex?
U_Matrix (i, j)=UWerte((i-1)+*laengexl + j, 3);
end

end

%$Belegen von x mit Werten

for i=1l:laengexl
x1l (i)=xlanfang+ (i-1)*schrittweitexl;

end

for i=1l:laengex?2
x2 (i)=x2anfang+ (i-1) *xschrittweitex?2;

end

$Berechnung des exakten u mit Formel

$Formel: (1-alphaxbeta) xAxexp (x2) *x1"alpha.

for i=1l:laengexl
for j=1l:laengex?
U_exakt (i, j)=(1l-alphaxbeta) xAxexp (x2 (J)) *x1 (i) ~alpha;
U_Fehler (i, j)=abs (U_Matrix (i, j)-U_exakt (i,3));
end

end

figure surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,
xlanfang:schrittweitexl:xlende, U _Matrix)

xlabel (' x2—- Werte’);
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ylabel (' x1- Werte’);

title (" \bf{Vergleich}’)

hold on

surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,

xlanfang:schrittweitexl:xlende,U_exakt)

figure surf (x2anfang:schrittweitex2:x2ende,

xlanfang:schrittweitexl:xlende,U_Fehler)

xlabel (' x2—- Werte’);
ylabel (' x1- Werte’);
title (" \bf{Approximationsfehler bei der Kontrolle u}’)

colorbar
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C Material auf der beiliegenden CD

Die beiliegende CD enthilt alle benutzten und angesprochenen MATLAB-Dateien im
Verzeichnis MATLAB, alle in der Arbeit verwendeten Abbildungen im Verzeichnis Bil-
der, alle zur Auswertung verwendeten Datensétze im Verzeichnis Datensaetze, sowie die

komplette Arbeit als pdf-Datei und als Latex-Datei im Verzeichnis Diplomarbeit.

Das Verzeichnis Matlab
Es sind die folgenden Dateien gespeichert

e anal_deriv.m, num_eval.m, gxhx.m, gxx_hxx.mundgss_hss.m

fiir die Methode von SCHMITT-GROHE und URIBE.

e Beispiel.m, Beispiel_Zahlen.m, Beispiel_run.m fiir die Imple-
mentierung von Beispiel 1 und Beispiel2.m, Beispiel2_ Zahlen.mund

Beispiel2_run.m fiir die Implementierung von Beispiel 2.

e Auswertungl.m, Auswertung2a.mundAuswertung2b.m fiir die prak-

tischen Auswertungen und zur Erzeugung der Abbildungen.

Das Verzeichnis Bilder

Um die Abbildungen besser zuordnen zu konnen, haben die Datei-Namen die gleiche

Bezeichnung wie die entsprechenden Abbildungsnummern im Text.

Das Verzeichnis Datensaetze

Die benutzten Datensitze werden in der folgenden Tabelle iibersichtartig aufgefiihrt und

thre Verwendung beschrieben.
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Name der Datenséiitze Verwendung
v_zahlenl.txt - v_zahlen8.txt Tabelle 6.2,
Auswertung mit Verfahren 2 von 1%
u_zahlenl.txt - u_zahlen8.txt Tabelle 6.2,
Auswertung mit Verfahren 2 von u
intervall1.txt Abbildung 6.1
intervallla.txt Abbildung 6.2
intervall2.txt Abbildung 6.3
intervall2a.txt Abbildung 6.4
kappal.txt - kappa4.txt Abbildung 6.5
kappa2.txt Abbildung 6.6
u_zahlen_kappa2.txt Abbildung 6.10
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