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Einleitung

In vorliegenden Arbeit wird eine Familie von numerischen Verfahren zur Approxi-
mation der erreichbaren Menge eines linearen Kontrollproblems entwickelt. Dabei ist
das entsprechende Kontrollsystem linear im Zustand und auch in der Kontrolle, die
hier nur als integrierbar vorausgesetzt wird mit Werten in einem kompakten Steu-
erbereich. Die erreichbare Menge beschreibt nun ausgehend von einem Startzustand
(oder mehreren Startzustinden) zu einer Startzeit t, alle Zustdnde in die sich das
System zur Zeit ¢ unter allen zuldssigen Kontrollen bewegen kann. Man erhilt also
einen Findruck, welche Zustinde moglich sind, unter den zuldssigen Steuerungen,
und welche Zustdnde auf keinen Fall erreicht werden kdnnen.

Mathematisch hat ein solch Kontrollproblem folgende Gestalt

2’ (t) = Az(t) + Bu(t) , z(to)) =z, t€l

wobei z, der Startzustand oder die Anfangsbedingung, u eine integrierbare Kontroll-
funktion ist, welche ihre Werte im Kontrollbereich U haben muss und I ist ein reelles
Intervall. Diese Begriffe kann man an folgendem trivialen Beispiel illustrieren. Ein
Autofahrer mochte wissen, welche Entfernung er in einer bestimmten Zeit ¢; von
seinem Heimatort aus zuriicklegen kann, wobei die Fahrgeschwindigkeit zwischen
einer maximalen Geschwindigkeit v,,,,, und einer minimalen Geschwindigkeit v,,,;,
liegen muss. Das zugehorige Kontrollproblem hat dann folgende Gestalt. Die Zu-
standsfunktion ¢ — x(t) beschreibt die Entfernung vom Heimatort zum Zeitpunkt ¢.
Das Intervall [ ist das Zeitintervall [0, ¢7]. Die Steuerfunktion ¢t +— w(t) liefert die Ge-
schwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt ¢. Und weiter ist U = [v,in, Upmin| der Steuer-
bereich, der die Bedingung an die Geschwindigkeit enthilt. AufSerdem ist A = 0 und
B = 1(aber im allgemeinen sind A und B Matrizen). Die Anfangsbedingung dieses
Problems ist o = 0, denn Autofahrer startet in seinem Heimatort, also bei Entfer-
nung 0. Die erreichbare Menge R (tf,0) beschreibt nun das Intervall der Entfernun-
gen, welche der Autofahrer unter den zuldssigen Bedingungen erreichen kann. Mit
Kontrollsystemen, insbesondere mit nichtlinearen, kann man natiirlich auch noch viel
kompliziertere Probleme modellieren.

Gibt man nun in einem Kontrollproblem eine beliebige Steuerung vor, so erhilt man
nichts anderes als eine gewohnliche Differentialgleichung. Zur Losung solcher An-
fangswertprobleme stehen jedoch zahlreiche effektive numerische Verfahren zur Ver-
fiigung. Doch sie alle haben hier Probleme, da die Kontrolle nicht einmal stetig ist.

Dies ist der Ausgangspunkt dieser Arbeit. Alle hier vorgestellten Verfahren beruhen
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auf dem gleichen Konzept. Es wird eine Kontrolle vorgegeben und die entsprechen-
de Trajektorie in eine Summe entwickelt, die Mehrfachintegrale enthélt. Diese Ent-
wicklung der Losung beruht auf ganz einfachen Mitteln. Anschlieffend werden auf-
grund dieser Entwicklung die Kontrollvektoren eines Runge-Kutta-Verfahrens ent-
sprechend modifiziert, sodass die Konvergenzordnung dieser Verfahren wie im glat-
ten Fall erhalten bleibt. Man kann diese Methode auch als ein Art Auswahlstrategie
interpretieren, denn die Kontrollvektoren diirfen hierbei nicht beliebig aus dem Kon-
trollbereich U gewédhlt werden, sondern miissen zusammen in einer bestimmten Teil-
menge vonU,, , C U? enthalten sein, wobei p die Anzahl der Kontrollvektoren ist. Auf
diesem punktwertigen Ansatz aufbauend kann man dann ganz leicht die erreichbare
Menge von gleicher Ordnung approximieren.

Diese Idee sowie wesentlich Teile dieser Arbeit gehen auf einen Artikel Ferrettis [13]
zuriick. Im Grunde ist diese Arbeit eigentlich ein Ausarbeitung dieses Artikels. Dabei
stand von Anfang an die numerische Realisierung dieser mengenwertiger Verfahren
im Vordergrund. Durch die praktische Realisierung dieser Verfahren und den damit
verbundenen numerischen Tests, haben sich auch einige fruchtbare Erkenntnisse er-
geben, die iiber den Artikel Ferrettis hinausgehen bzw. Licht auf die vorhandenen
Ergebnisse werfen. So konnte iiber diesen Artikel hinaus folgendes gezeigt werden:

e Ferretti behandelt als Steuerbereich nur das Einheitsintervall, d.h. U = [0, 1];
dies konnte erweitert werden auf beliebige achsenparallele Quader und Kugeln;
der entwickelte Ansatz kann leicht fiir andere geometrische Objekte angepasst
werden.

e Bei Ferretti ergibt sich eine implizite Ordnungsbeschrankung von Ordnung 4;
diese Beschrankung konnte vollstandig beseitigt werden. Beliebige Konvergen-
zordnungen sind nun moglich.

e Es gibt fiir jede Konvergenzordnung im Grunde nur ein Verfahren, d.h. zwei
Runge-Kutta Verfahren der gleichen Ordnung liefern theoretisch wie praktisch
immer die gleiche Approximation. Dieses Grundverfahren ist zwar ebenfalls
ein Einschrittverfahren aber kein explizites Runge-Kutta Verfahren mehr. Der
Zugang iiber Runge-Kutta-Verfahren, den Ferretti gewahlt hat, ist also unnotig.

Auflerdem waren zur praktischen Durchfiihrung dieser mengenwertiger Verfahren
eine Reihe von Uberlegungen notwendig, die Ferretti in seinem Artikel nicht ange-
sprochen hat.

Eine weitere wichtige Frage war von Anfang an, in wie weit sich die Ergebnisse fiir
lineare Kontrollprobleme auf den nichtlinearen Fall {ibertragen lassen. Ferretti hat da-
zu in seinem Artikel gezeigt, dass sich mit dieser Methode Trajektorien von Ordnung
2 approximieren lassen. Meine Untersuchungen haben ergeben, dass sich diese Ord-
nung weder steigern ldsst, noch ldsst sich dieses Ergebnis nutzen, um die erreichbare
Menge des nichtlinearen Systems durch ein effektives Verfahren zu approximieren.
In diesem schwierigen Bereich konnte also kein Fortschritt entwickelt werden.



Man kann dem obigen linearen Kontrollsystem folgende Differentialinklusion zuord-
nen
2'(t) € Az(t) + BU |,  x(to) = wo.

Es ist bekannt, dass die erreichbare Menge beider Probleme identisch sind. Differen-
tialinklusion kommen beispielsweise vor, wenn bei einem optimalen Steuerungspro-
blem die Steuerung (kleinen) Ungenauigkeiten unterworfen ist. Dann ersetzt man
jeden Wert der Steuerung durch eine kleine Kugel, die diesen Wert als Mittelpunkt
hat.

Robert Baier hat in [4] mengenwertige Quadraturverfahren vorgestellt mit denen man
die erreichbare Menge von Differentialinklusionen approximieren kann. Dabei hingt
die Konvergenzordnung der Verfahren von der Glattheit der Stiitzfunktion ab. Es hat
sich gezeigt, dass gerade bei Quadern als Steuerbereich die Glattheit der Stiitzfunk-
tion oft nur Konvergenzordnung 2 zulésst. Die Verfahren, die in dieser Arbeit vorge-
stellt werden, konnen auch bei solchen Fallen beliebig hohe Konvergenzordnungen
erreichen.

Neben [13] als Hauptliteratur, wurde noch zahlreiche Literatur verwendet, da die
behandelte Thematik zahlreiche Bereiche beriihrt. Es werden Ergebnisse aus der kon-
vexen Analysis, der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen unter den schwa-
chen Carathéodory Voraussetzungen, iiber Einschrittverfahren, iiber mengenwertige
Funktionen, iiber das Aumann-Integral, der Theorie absolutstetiger Funktionen und
aus weiteren Bereichen der Mathematik benétigt. Von der benutzten Literatur haben
besonders die Arbeit von R. Baier [4] und das sehr gute Skript von R. Baier und M.
Gerdts [16] einen starken und fruchtbaren Einfluss auf die Gestaltung dieser Arbeit
gehabt. Manche Abschnitte sind stark an diesen Biichern angelehnt.

Damit diese Arbeit trotz der Vielfalt der bendtigten Resultate moglichst in sich ab-
geschlossen ist, beinhaltet Kapitel 1 eine Zusammenstellung der meisten benétigten
Hilfsmittel. Um den Umfang dieser Arbeit nicht unnétig aufzubldhen, wurden dabei
die Beweise soweit wie moglich zitiert. In mehren Abschnitten werden jeweils mathe-
matische Objekte eingefiihrt und dann einige wichtige Eigenschaften dieser Objekte
notiert. Dabei geht es um Mengenoperationen, konvexe Mengen, die Stiitzfunktion,
die Stiitzpunktmenge, mengenwertige Abbildungen, das Aumann-Integral, Sobolev-
Raume und deren Einbettungen, Matrixnormen und absolutstetige Funktionen.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen fiir die Arbeit gelegt. Im ersten
Abschnitt werden Notationen festgelegt und einige weitere kleinere Definitionen ge-
tatigt. Auflerdem werden die gewohnlichen Differentialgleichungen eingefiihrt. Im
ndchsten Abschnitt werden dann Einschrittverfahren zur ihrer Losung vorgestellt. Es
wird die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens definiert, desweiteren werden
fundamentale Begriffe wie Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz vorgestellt. Aufier-
dem werden einige wichtige Resultate in diesem Zusammenhang gebracht. Der dritte
und letzte Abschnitt behandelt schliefilich die Kontrollprobleme. Es wird das linea-
re und nichtlineare Kontrollproblem eingefiihrt. Und es werden Eindeutigkeits- und
Existenzaussagen fiir den linearen und nichtlinearen Fall getdtigt. Auflerdem wird
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die erreichbare Menge definiert und in Verbindung mit der zugeordneten linearen
Differentialinklusion gebracht.

Als nichstes werden in Kapitel 3 die linearen Kontrollprobleme ausfiihrlich behan-
delt. Der erste Abschnitt ist im wesentlichen eine Ausarbeitung des Artikels von Fer-
retti fiir den linearen Fall. Dabei wird diese Theorie ziemlich ausfiihrlich und ein
wenig anders dargestellt als Ferretti dies getan hat. Das Hauptresultat ist ein Kon-
sistenzbeweis fiir die modifizierten Runge-Kutta-Verfahren, die in diesem Abschnitt
eingefiihrt werden. Im niachsten Abschnitt werden Ergdnzungen zu dem was Ferretti
in seinem Artikel gebracht hat vorgestellt. Es wird ein neues Einschritt-Verfahren, das
ich Ferretti-Verfahren genannt habe, zur Losung dieses linearen Kontrollproblems de-
finiert. Fiir dieses Verfahren wird Konsistenz gezeigt und fiir beide Verfahrensarten
wird Konvergenz gezeigt. AufSerdem wird bewiesen, dass alle modifizierten Runge-
Kutta Verfahren mit diesem Verfahren identisch sind. Im dritten Abschnitt werden
alle diese Verfahren zu mengenwertigen Verfahren erweitert um damit die erreichba-
re Menge zu approximieren. Dann wird die Konvergenz der Approximation gegen
die erreichbare Menge bewiesen.

In Kapitel 4 wird das nichtlineare Kontrollproblem behandelt. Zunéchst wird im ers-
ten Abschnitt die Theorie von Ferretti aus [13] dargestellt. Das bedeutet es werden die
Methoden des linearen Falles auf den nichtlinearen Fall iibertragen. Damit kann man
fiir die modifizierten Runge-Kutta-Verfahren, welche hier genauso definiert werden
wie im linearen Fall, Konsistenzordnung 2 zeigen. Im nachsten Abschnitt wird auf
Nachteile dieses Zugangs eingegangen. Es wird gezeigt, warum eine hohere Konsis-
tenzordnung im Rahmen dieses Zugangs kaum moglich ist. Und es wird dargelegt,
dass man diese punktwertigen Verfahren hier nicht zu effektiven mengenwertigen
Verfahren ausbauen kann. Die so gewonnenen mengenwertigen Verfahren haben alle
exponentiellen Aufwand.

Das Kapitel 5 geht auf die numerische Umsetzung der mengenwertigen Verfahren zur
Berechnung der erreichbaren Menge eines linearen Kontrollproblems ein. Im ersten
Abschnitt wird gezeigt, wie man mit Stiitzpunkten aus den mengenwertigen Verfah-
ren punktwertige Verfahren machen kann, die dem Rechner zugénglich sind. In den
folgenden Abschnitten geht es vorallem darum Stiitzpunkte an die Auswahlmenge
moglichst effektiv zu berechnen. Dazu werden verschiedene Ansédtze diskutiert und
Algorithmen erarbeitet.

Schliefllich wird in Kapitel 6 das numerische Verhalten der vorgestellten mengen-
wertigen Verfahren veranschaulicht. Der erste Abschnitt enthilt einige Informationen
tiber das selbsterstellte Softwarepaket zur Berechnung der erreichbaren Menge eines
linearen Kontrollproblems. Aufierdem wird einige theoretische Vorarbeit fiir die Bei-
spiele getan. Es wird gezeigt, wie man anhand numerischer Resultate die Konvergen-
zordnung eines Verfahrens schédtzen kann, wie man Punkte aus der Einheitssphére
systematisch wahlen kann und wie grofs der Fehler ist, wenn man eine Menge durch
die konvexe Hiille von endlich vielen ihrer Stiitzpunkte approximiert. Im nédchsten
und letzten Abschnitt wird in mehreren Beispielen das numerische Verhalten der im-



plementierten Verfahren demonstriert. Dabei sind die Beispiele so ausgewdihlt, dass
jeweils ein oder zwei besondere Aspekte der Verfahren exemplarisch belegt werden.
Auflerdem werden einige Besonderheiten der Verfahren aufgezeigt.



Einleitung




Liste der Symbole

[a,b], (a,b) abgeschlossenes bzw. offenes reelles Intervall

[a,b),(a,b] rechts bzw. links halboffenes reelles Intervall

AC(I )k Menge aller vektorwertigen absolutstetigen Funktionen f : I — R* auf
dem Intervall / C R

AC (1) Menge aller absolutstetigen Funktionen f : I — R auf dem Intervall
ICcR

LP (Q)F Menge aller messbarer Abbildungen f : @ — R* auf der Menge Q C R
mit [, ||l dA < co. Dabei ist LP (Q) := L? (Q)'

LP (Q;U) wie vorher, doch gilt hier zusétzlich f () C U mit U C R*

W™ (Q)*  Sobolev-Raum aller Abbildungeng f € L? (Q)*, sodass fiir den Multiin-
dex |a| < m auch die schwachen Ableitungen D@ € L? (2) sind. Dabei
ist WP (Q) := W™P (Q)"; siehe Abschnitt 1.7

Wwmr (Q;U) wie vorher, doch erfiillt hier ein Element f zusétzlich { () C U mit U C
Rk

cr (Q)F Raum der p-mal stetig differenzierbaren Abbildungen § : Q@ — RF.
Dabei ist C? (Q) := C? (Q)*

Cr(Q;U) wie vorher, doch erfiillt hier ein Element § zusétzlich § (2) C U mit U C
Rk

cr (Q)F wie C? ()" nur ist hier jede Abbildung einschlieflich aller ihrer partiel-
ler Ableitungen bis zur p-ten Ordnung beschrankt

Ch (S, U) wie vorher, doch erfiillt hier ein Element f zusétzlich § (2) C U mit U C
]Rk

C>® (Q)* Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Abbildungen f : @ —

R¥. Dabei ist C? (Q) := C? (Q)*




8 Liste der Symbole

(v, 10) euklidisches Skalarprodukt der Vektoren v, o € R*

ol M’ Transponierte des Vektors v € R¥ bzw. der Matrix I € R
o], p-Norm eines Vektors v € R* mit p € [1, 0o]; siehe Seite 24
1908, Zeilensummennorm einer Matrix 9t € R¥*/; siehe Seite 25
197 ,, Spektralnorm einer Matrix 9t € R**/; siehe Seite 25

U1, p-Norm einer Menge U C R¥ mit p € [1, oo]; siehe Seite 36

11l Lo (e LP-Norm einer Funktion § € L? (Q)*; sieche Abschnitt 1.7

[llwmsr  Sobolev-Norm einer Funktion f € W™? (2)*; siehe Abschnitt 1.7
1§l yym.p wie vorher; Kurzform

51l das Supremum einer Funktion f : O — R*, mit U € Q C R! bzgl. der
Maximumsnorm. D.h. sup,.; [|f (u)]|

B, (m) abgeschlossene euklidische Kugel im R* mit Radius r» > 0 und Mittel-
punkt m € R”

Sk_1 euklidische Einheitssphére im R*: identisch mit dem Rand der euklidi-
schen Einheitskugel 05, (0)

0 leere Menge

N Menge der natiirlichen Zahlen

R, R" Korper der reellen Zahlen bzw. Vektorraum der reellen Spaltenvektoren

int(U) das Innere einer Menge U C R”

U der Abschluss einer Menge U C R*

ou der Rand einer Menge U C R”

co (U) die konvexe Hiille einer Menge U C R¥; siehe Seite 13

co (U) die abgeschlossene konvexe Hiille einer Menge U C R¥; siehe Seite 13




5 (L)
Y (1,U)

y (LU)
SUPcq f (1)

MmaXre f(?)

die Stiitzfunktion der Menge U C R” in Richtung I € R¥; siehe Seite 16

die Stiitzpunktmenge der Menge U C R* in Richtung | € R*; siehe
Seite 18

ein Stiitzpunkt der Menge U C R” in Richtung I € R¥; siehe Seite 18
das Supremum der Funktion f : R* — R auf der Menge Q C RF

das Maximum der Funktion f : R¥ — R auf der Menge (2 C R*

infeq f(x) das Infimum der Funktion f : R* — R auf der Menge Q C R¥

mingeq f(r)  das Minimum der Funktion f : R* — R auf der Menge 2 C R*

dist (r, U) die Distanz des Punktes r € R* zur Menge U C R¥; siehe Seite 14

d(U,V) der einseitige Hausdorff-Abstand der Menge U C R* von der Menge
V C R¥; siehe Seite 14

du(U,V) der Hausdorff-Abstand der Mengen U C R¥ und V' C R¥; siehe Seite
14

o f die Ableitung einer Funktion f : R — R*bzw. f: R — R

flp die Einschrankung der Funktion f : V' — R¥ auf die Menge D C V

Ja die Jacobi-Matrix einer Abbildung a : R — R*

fab f(t)dt das Lebesgue-Integral einer vektorwertigen Funktion f : R — RF
(wird komponentenweise gebildet) tiber das Intervall [a, b]

ff f(t)dt das Lebesgue-Integral einer Funktion f : R — R iiber das Intervall
[a, 0]

[x] aufrunden auf die kleinste natiirliche Zahl n mit = < n.

VteQ dieser Quantor bezeichnet fast alle t € 2, d.h. allet € Q — N, wobei N
eine Nullmenge ist.

¢, die m x m-Einheitsmatrix

span (v, . ..

,b;) die lineare Hiille der Vektoren v, ..., b, € R!
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R (t,z0) die erreichbare Menge eines vorgegebenen linearen Kontrollproblems
zu Zeitpunkt ¢ ausgehend vom Anfangswert z, zur Zeitt = 0

R (t, o) eine Approximation an die obige erreichbare Menge durch ein vorgege-
benes mengenwertiges Verfahren mit Schrittweite i berechnet

[ die definierende Matrix eines modifizierten RK-Verfahrens; siehe Seite
59 bzw. 60

Ay die Diagonalmatrix mit Fakultdten als Eintrdgen; siehe siehe Seite 59
bzw. 60

Tonp die Auswahlmenge; siehe Seite 62

My die Momentenmenge; siehe Seite 98

Unn p der diskrete Kontrollbereich, definiert als I, ' A, ,Z,,, ,,; siehe Seite 63

by, (t, 2) die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens

z analytische (bzw. exakte) Losung eines Anfangswert- bzw. Kontrollpro-
blems

T diskrete Approximation an z, konstruiert mit einem Einschrittverfahren




Kapitel 1.
Hilfsmittel

In diesem Kapitel werden diverse Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt, die in den spéte-
ren Kapiteln gebraucht werden. Um das Verstdndnis zu erleichtern wird dabei mehr
dargestellt als notig ware.

In Abschnitt 1.1 - 1.4 werden einige Definitionen und Resultate {iber Mengen zusam-
mengetragen. Es werden Mengenoperationen betrachtet, konvexe Mengen eingefiihrt
und Ergebnisse aus der konvexen Analysis zur Charakterisierung konvexer Mengen
zusammengestellt.

Anschliefiend werden mengenwertige Abbildungen und das Integral {iber solche Ab-
bildungen, ndmlich das Aumann-Integral, eingefiihrt.

In Abschnitt 1.6 werden einige Matrixnormen vorgestellt, die wir spédter bendtigen.

Im néchsten Abschnitt werden das Lebesgue-Integral und Sobolev-Raume fiir vektor-
wertige Abbildungen eingefiihrt. Aufierdem stellen wir hier einige wichtige Resultate
tiber Funktionen aus einem speziellen Sobolev-Raum zur Verfiigung.

Im letzten Abschnitt fithren wir absolutstetige Funktionen ein, und stellen einige
wichtige Ergebnisse zusammen. Denn diese Klasse von Funktionen ist in dieser Ar-
beit besonders wichtig, da potentielle Losungen fiir schwache Differentialgleichun-
gen hier zu suchen sind.

1.1. Mengenoperationen und konvexe Mengen

Zuerst definieren wir grundlegende Mengenoperationen und stellen einige ihrer Ei-
genschaften zusammen. Danach fithren wir konvexe Mengen ein und zitieren noch
einige Ergebnisse in diesem Zusammenhang.

Definition 1.1.1. Seien A, B C R* und ¢ € R. Die Summe zweier Mengen wird dann

definiert als
A+B:={a+blac A be B}

und die Multiplikation einer Menge mit einem Skalar wird definiert als

c-A={c-alac A} .

11
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Desweiteren ist die Mengensubtraktion definiert als

A-B:=A+((-1)B).
Fiir einen Vektor v € R* definiert man
b+ A:={v}+A
die Addition mit einer Menge.

Im Folgenden wird mit B;(0) C R* die abgeschlossene euklidische Einheitskugel
bezeichnet und 0B, (0) = S;_; bezeichnet ihren Rand.

Diese beiden eingefiihrten Mengenoperationen erfiillen folgende Rechenregeln:
Proposition 1.1.2 (Rechenregeln). Seien A, B,C C R¥ und d, e € R. Dann gilt:
(i) A+ B =B+ A (Kommutativitit bzgl. der Addition)
(ii) (A+ B)+C = A+ (B+ C) (Assoziativitit bzgl. der Addition)
(iii) A+ {Oge} = A ({Ogs } ist neutrales Element bzgl. der Addition)
(iv) d- (eA) = (de)A (Assoziativitit bzgl. der skalaren Multiplikation)
(v) d(A+ B) = dA+ dB (1. Distributivgesetz)
(vi) 1- A= A (1ist neutrales Element bzgl. der skalaren Multiplikation)
(vii) (d+e)A C dA+eA (2. Distributivgesetz als Inklusion)

Beweis. zu (i)-(iii) siehe [16, Proposition 3.81].
zu (iv)-(vii) siehe [16, Proposition 3.88 bzw. 3.91]. O
Leider ist Potenzmenge von R* mit der Mengenaddition keine Gruppe sondern nur

eine Halbgruppe, da es nicht zu jeder Menge ein Inverses gibt. Dies soll folgendes
Beispiel illustrieren:

Beispiel 1.1.3. Betrachte die abgeschlossenen Kugel B;(0) C R*. Diese ist symme-
trisch zum Ursprung. Und deswegen gilt: —B;(0) = B;(0). Und damit folgt:

B1(0) — B1(0) = B1(0) 4 (=B1(0)) = Bi(0) + B1(0) = B2(0) 2 {Ogs} -

Damit zeigt sich, dass die natiirliche mengenwertige Erweiterung der punktwertigen
Subtraktion im allgemeinen kein Inverses liefert. Bleibt noch zu zeigen, dass tiber-
haupt kein Inverses zu B, (0) existiert.

Angenommen A C R* sei ein Inverses zu B;(0) . Dann gilt:

Bi(0)+A={b+a|be Bi(0),ac A} ={0ps} .
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Damit folgt: Zu b € B;(0) muss —b € A sein. Damit folgt sofort A D B;(0) wegen der
Punktsymmetrie von B;(0) zum Ursprung. Damit folgt trivialerweise: B;(0) + A D
By(0) + B1(0) = By(0) (siehe oben). Es existiert also kein Inverses zu B (0).

Daraus sieht man, dass die Subtraktion Schwierigkeiten macht. Dies wirkt sich auch
auf mengenwertige, numerische Verfahren aus. Auflerdem ist damit auch klar, dass
die Potenzmenge von R* auch kein reeller Vektorraum sein kann, da sie nicht einmal
ein Gruppe bzgl. der Addition ist.

Im folgenden definieren wir noch die lineare Transformation einer Menge.

Definition 1.1.4 (Multiplikation einer Menge mit einer Matrix). Sei MM € R'** eine
Matrix und A C RF eine beliebige Menge. Dann definiert man die Multiplikation von
der Matrix 9N mit der Menge A als:

M-A:={M-a|ac A}
d.h. als das Bild von A unter der linearen Abbildung ¢ — 9Mix .

Im weiteren stellen wir noch einige Definitionen und Ergebnisse bzgl. konvexer Men-
gen bereit.

Definition 1.1.5. Eine Menge K C R" heif}t konvex, wenn fiir zwei beliebige Punkte
£, 8 € K auch deren Verbindungsstrecke in K liegt, d.h.

My +(1—t)ty e K Vte|0,1].
Wenn dartiber hinaus noch gilt: int(K) # () und fir ¢,8 € 0K liegt das relative
Innere der Verbindungsstrecke im Inneren von K, d.h.
te + (1 —t)8 € int(K) Vte (0,1),

dann heifdt K sogar strikt konvex.
Die konvexe Hiille einer Menge A C R* wird mit co(A) bezeichnet und ist definiert als

co(A) == ﬂ K .

ACK konvex

Die abgeschlossene konvexe Hiille einer Menge A C R* wird mit co(A) bezeichnet und

ist definiert als
@o(A) = N K.

ACK konvex und abgeschlossen

Bemerkung 1.1.6. Hier noch einige Ergebnisse zu konvexen Mengen:

(i) Ist K C R* konvex so sind int(/K), das Innere von K, und K, der Abschluss von
K, ebenfalls konvex.
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(ii) Die Vereinigung von konvexen Mengen ist im allgemeinen nicht konvex. Der
beliebige, auch abzdhlbare, Durchschnitt von konvexen Mengen ist wieder kon-
vex.

Proposition 1.1.7. Seine K, K1, Ky C R* konvexe Mengen. Dann gilt:

(i) Ky + K, ist konvex.
(ii) Furt € RisttK konvex.

(iii) Fiir M € R>* ist MK konvex.

Beweis. zu (i) siehe [16, Proposition 3.86(iv)].
zu (iii) siehe [17, Proposition 3.102(iv)].
(ii) ist ein Spezialfall von (iii) mit M = ¢ - €, und [ := k. O

1.2. Der Hausdorff-Abstand von Mengen

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel ist der Hausdorff-Abstand von zwei Mengen, der
es ermoglicht vom Abstand bzw. von der Entfernung zweier Mengen zu sprechen.

Definition 1.2.1. Seien A, B C R* nichtleere Mengen und r € R*. Dann ist der Abstand
des Punktes ¢ zur Menge A definiert durch

dist(r, A) == inf f[r —a|, .
Dabei wird dist(-, A) auch die Distanzfunktion der Menge A genannt.
Der einseitige Hausdorff-Abstand der Mengen A und B ist dann definiert als

d(A, B) :=supdist(a, B) € [0, c0] .

acA

Und schliefdlich wird der Hausdorff-Abstand der Mengen A und B so definiert:

dii(A, B) = max {d(A4, B),d(B, A)} € [0, 00] .

Um diese recht abstrakte Definition besser zu verstehen, erfolgt hier noch eine andere
Charakterisierung dieser Abstandsbegriffe.

Lemma 1.2.2. Sein A, B C R* nichtleere Mengen. Dann folgt:
(i) d(A,B) =inf{e>0| AC B+¢€B;(0)}
(ii) du(A,B) =inf{e> 0| AC B+¢eBi(0) A BC A+ eBi(0)}
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Beweis. Zum Beweis siehe [16, Lemma 135]. O

Wenn wir also fiir zwei nichtleere Mengen A, B C R* den einseitigen Hausdorff-
Abstand d(A, B) < r haben, bedeutet dies, das die Menge A innerhalb einer r-Umge-
bung von B liegt. Die folgende Proposition stellt einige Eigenschaften dieser beider
Abstandsbegriffe zusammen.

Satz 1.2.3. Sein A, B,C C R* nichtleere und abgeschlossene Mengen. Weiter sei r € R.
Dann gelten folgende Resultate:

(i) d(A,B)=0 <= ACB

(ii) dy(A,B) =0 «— A=DB
(iii) d(4,B) <r < AC B+rB(0)
(iv) du(A,C) < du(4, B) +du(B,C)

Beweis. (i) d(A,B) = 0 = dist(a,B) = 0 Va € A. Aber nach [16, Lemma
3.142(i)] folgt aus dist (a, B) = 0, dass a € B ist. Also ist insgesamt A C B.

Ist umgekehrt A C B, soistdist(a,B) =0 Va € Aund damitd(A4, B) = 0.
(ii) Nach der Definition des Hausdorff-Abstandes wendet man zweimal (i) an.

(iv) Mit [16, Lemma 3.142(ii)] gilt dist(a, C') < dist(a, B) +d(B,C) Va € A. Deswe-
gen kann man auf beiden Seiten zum Supremum tibergehen und erhilt d(A,C) <
d(A, B) + d(B, C). Analog erhidlt man auch d(C, A) < d(C, B) + d(B, A). Nach Defi-
nition das Hausdorff-Abstandes folgt dann dy (A, C) < du(A4, B) + du(B, C).

(iii) Es sei d(A, B) < r. Dann folgt A C B + rB;(0) mit Lemma 1.2.2(i). Ist umgekehrt
A C B+ rBy(0) folgt ebenfalls mit Lemma 1.2.2(i), dass d(A, B) < r seinmuss. [

Unmittelbar aus der Definition ersichtlich ist, dass der Hausdorff-Abstand symme-
trisch ist. Diese Symmetrieeigenschaft macht ihn zu einem Kandidaten fiir eine Me-
trik. Der folgende Satz unterstreicht die Bedeutung und Niitzlichkeit dieses Abstands-
begriffs.

Theorem 1.2.4. Die beiden Mengen

C (R*) := {ACR"|A nichtleer und kompakt }
CC (R*) := {K €C(R")| K konvex}

bilden zusammen mit dem Hausdorff-Abstand einen metrischen Raum.

Beweis. Zum Beweis siehe [16, Theorem 3.162]. O
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1.3. Die Stutzfunktion und lhre Eigenschaften

Im Folgenden werden wir ein wichtiges Hilfmittel aus der konvexen Analysis, die
Stiitzfunktion betrachten. Mit ihrer Hilfe kann man konvexe Mengen beschreiben.
Auch ist sie niitzlich um konvexe Mengen im Rechner darzustellen.

Definition 1.3.1. Sei A C R” eine Menge. Dann wird die Stiitzfunktion von A definiert
durch

sup (I, a falls A # ()
5 (,A) : R¥ — RU{#+o0} , [+ a€A< )
—00 falls A = ()

Im Folgenden sollen einige wichtige Eigenschaften der Stiitzfunktion notiert werden.
Besonders wichtig fiir die Realisierung numerischer Verfahren, die mit konvexen
Mengen arbeiten ist der ersten Punkt des folgenden Satzes. Dieser erlaubt die Re-
konstruktion einer abgeschlossenen konvexen Menge aus der vollen Kenntnis ihrer
Stiitzfunktion. AufSlerdem werden einige hilfreiche Eigenschaften der Stiitzfunktion
bewiesen.

Satz 1.3.2. Seien A, Ay, Ay C R¥ nichtleere Mengen und 1,1y, 1 € R*. Dann gilt:

(i) Fiir eine abgeschlossene, konvexe Menge K C RF gilt:
K= | {reR|(Lr) <0 (LK)}

l€Sk_1
(ii) 0% (-,rA) =7rd* (-, A) fiirr >0
AL+ Ag) = 6 (1, Ar) + 67 (-, Ag)
A)

(-

(iii) & (-

(iv) 6% (rl, A) = 16" (I,
(
(f,

fiirr >0
(U) 0* [1+[2, ) < o* ([1,A)+(5* ([Q,A)
(vi) 6* ([,IMA) = 6 (M7 A) fiir M € R

Beweis. Zum Beweis von (ii)-(v) siehe [4, Satz 0.1.3.3.].

(i) Diese Aussage findet sich in [16, Proposition 3.61].

(vi) Es gilt ([, Ma) = (Ma, 1) = (Ma)" [ = a”M71 = o7 (MT1) = (a, MT1) = (M1, a)
fiir a € A. Zusammen mit der Definition der Stiitzfunktion folgt die Behauptung. [l

Einige weitere Eigenschaften, die sich auf die Stiitzfunktion als Funktion beziehen.

Satz 1.3.3. Sei A C R” nichtleer. Dann gilt:

(i) 6* (-, A) ist konvex.



1.3. Die Stiitzfunktion und Ihre Eigenschaften 17

(ii) Es sei A zusitzlich beschrinkt, d.h. es gibt ein r > 0 mit A C B,(0). In diesem Fall ist
0* (-, A) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante r .

Beweis. Zu (i) siehe [17, Proposition 3.109.] und zu (ii) siehe [16, Proposition 3.114.].
N

Einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen der Stiitzfunktion und dem Hausdorff-
Abstand zeigt der ndchste Satz auf. Er liefert die Grundlage zur Berechnung bzw. zur
Approximation des Hausdorff-Abstandes zweier konvexer Mengen.

Satz 1.3.4. Seien K, K, C R” nichtleere, kompakte und konvexe Mengen. Dann gilt:

dp (K1, K2) = sup |67 ([, K1) — 6" ([, K2)| = sup [6" (I, K1) — 6" (I, K>))

leB1(0) I€SK—1

Beweis. Nach [16, Proposition 3.156] gilt dy (K7, K2) = sup |[0* ([, Ky) — 6* (I, K3)|.
leB1(0)
Fur [ € B, (0) gilt wegen der positiven Homogenitit aus Satz 1.3.2(iv)

[ [
7 ()~ ()
Iifl,” Iil,”
7 ()~ ()|
I, %) |

Damit folgt dann die zweite Gleichung. O

07 (L i) = 0" (1L o) =[],

Schliefilich soll noch ein Ergebnis angefiihrt werden, das den engen Zusammenhang
zwischen der Stiitzfunktion und Mengerelationen aufzeigt.

Satz 1.3.5. Seien K, K, C R” nichtleer und kompakt. Dann gilt:

K| C Ky — 0" ([, K1> < 0" ([, KQ) VI e Sk_l
Beweis. Zum Beweis siehe [16, Proposition 3.120.]. [

Zum Schluss soll noch die Stiitzfunktion in einigen konkreten und wichtigen Fallen
berechnet werde.

Beispiel 1.3.6. Sei [ € R*. Wir geben fiir einige spezielle Mengen A C R* die Stiitz-
funktion an. Diese Beispiele finden sich in [4, Tabelle 3.1, S176].

(i) A= co{r',r*} eine Strecke im R*. Dann ist §* (I, A) = max {(I,z!), (I,z*)}.
(i) A =[-1,1]" die Maximumskugel im R*. Dann ist 5* (I, 4) = [|1]|,.
(iii) A = B,(m) eine Kugel im R*. In diesem Fall ist 6* (I, A) = ([, m) + r [|{]|, .
(iv) A = M; x M, ein Kreuzprodukt mit M; C R* (i = 1,2) und k; + ko = k. Weiter

(0 |
sei [ = ( ) mit [ € R¥ (i = 1,2). Dann ist 0* (I, A) = 6* (I, M,) + 6* (12, My).

[2
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1.4. Die Stutzpunktmenge

In diesem Abschnitt soll ein mit der Stiitzfunktion eng verwandtes Mittel der konve-
xen Analysis vorgestellt werden um konvexe Mengen zu charakterisieren.

Definition 1.4.1. Sei A C R” nichtleer, und [ € R*. Dann wird die Stiitzpunktmenge
in Richtung [ an A definiert als:

Y(1,A) i={ac A|(la) =5 (I, A)}.

Mit y ([, A) bezeichnen wir ein Element aus Y ([, A) und nennen ein solches Element
Stiitzpunkt von A in Richtung [.

Bemerkung 1.4.2.

(i) Ein Stiitzpunkt y (I, A) ist also ein Element von A in dem das Supremum der
Stiitzfunktion angenommen wird, d.h. ([, y ([, A)) = 6" ([, A) = sup,e4 ([, a). Die-
ser Stiitzpunkt muss nicht eindeutig sein, d.h. Y (I, A) kann mehr als ein Element
enthalten.

(ii) In obiger Definition kann die Stiitzpunktmenge auch leer sein. Die Stiitzpunkt-
menge ist nur fiir konvexe und kompakte Mengen wirklich sinnvoll wie wir
spdter noch sehen werden.

(iii) Die Definition der Stiitzpunktmenge ist unabhédngig von der Norm von [, d.h.
fir [ € R¥ [ # Ogs gilt: Y (I, A) = Y (r[, A) Vr >0

(iv) Anschaulich kann man sich einen Stiitzpunkt so vorstellen:
Aus dem “Unendlichen” schiebt man eine Hyperebene, die durch [ € R* charak-
terisiert wird, in Gegenrichtung an die Menge A heran. Ein Beriihrpunkt dieser
Hyperebene mit der Menge A ist dann ein Stiitzpunkt y ([, A). Im konvexen Fall
ist dieser Stiitzpunkt oft eindeutig. Im strikt konvexen Fall ist er immer eindeu-

tig.

Als nédchstes folgt ein wichtiges Ergebnis, das die Rekonstruktion einer konvexen
Menge aus ihren Stiitzpunkten erlaubt. Damit wird der duale Zugang mit Stiitzpunk-
ten zur Beschreibung einer konvexen Menge gerechtfertigt.

Satz 1.4.3. Sei K C R” eine kompakte, konvexe und nichtleere Menge. Dann gilt:

(i) 0K = |J Y (LK)

€Sk

(mK:w@m:m<LJymm)

[€Sk_1
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(iii) K = co{y (LK) |l& Sk_1}, wobei y([, K) € Y (I, K) eine beliebige Auswahl an
Stiitzpunkten ist.

Ist die Menge {y (I, K) | [ € Sx_1} abgeschlossen, so geniigt es die konvexe Hiille zu
bilden.

Beweis. (i) Mit [16, Lemma 3.52] folgt, dass fiir r € 0K gilt: 31 € S,y mit ([,z) =
0* (I, K). Das bedeutet ¢t € Y ([, K). Ist andererseits ¢ € Y ([, K'), dann gilt nach De-
finition: ([,1) = supgk ([,€) und r € K. Wire ¢ € int(K) so gdbe es ein ¢ > 0 mit
B, (r) C K. Und in dieser Kugel gibe es ein Element 3 mit ([, 3) > ([, z). Dies wére ein
Widerspruch dazu, dass das Supremum in y angenommen wird. Also ist € 0K.

(ii) Mit dem Theorem von Krein-Milman (vgl. [26, sec. 32, Theorem D, p. 84]) folgt die
Darstellung von K als konvexe Hiille ihrer Extrempunkte. Nach [18, Proposition 3.25]
ist aber die Menge der Extrempunkte Teilmenge des Randes von K. Also ist co (0K)
eine Obermenge von der konvexen Hiille der Extrempunkte von K, denn die konvexe
Hiille erhilt die Inklusion. Also gilt X' C co (0K). Andererseits ist X' kompakt und
deswegen ist 0K C K. Aber da K auch konvex ist, gilt nach Definition 1.1.5 der
konvexen Hiille co (0K) C K, denn K gehort zu den Mengen, tiber die der Schnitt
gebildet wird. Also insgesamt gilt X' = co (0K). Mit (i) folgt die zweite Gleichung.

(iii) siehe [4, Satz 3.1.3.3.(ii)]. ]

Im Folgenden wollen wir noch einige Rechenregeln fiir den Umgang mit der Stiitz-
punktmenge bereitstellen. Diese Regeln erleichtern die Berechnung von Stiitzpunkt-
mengen.

Proposition 1.4.4. Sein K, Ky, Ky C R* konvex. Weiter sei A € R™>** . Dann ilt:

D) Y (LK +Ky) =Y (LK) +Y (I, Ky) (I € R, [ # Ogr)
(i) Y (LA-K)=A-Y (A" K) (TeRLT# Opi)
(i) Y (L,r - K)=7-Y (,K) (r>0,0€R* [ Opi)

Beweis. Der Beweis findet sich in [4, Satz 3.1.3.4], wobei die Eigenschaften der Sttitz-
funktion auf denen dieser Beweis beruht auch in diesem Skript in Satz 1.3.2 zu finden
sind. ]

Jetzt sollen noch die Stiitzpunktmengen in einigen wichtigen Spezialfdllen berechnet
werden. Alle Stiitzpunktmengen, die in dieser Arbeit gebraucht werden, konnen mit
Hilfe der obigen Rechenregeln auf diese Spezialfille zuriickgefiihrt werde.

Beispiel 1.4.5. Sei [ € S;_; und K C R* kompakt und konvex. Im Fall der Eindeu-
tigkeit, geben wir den Stiitzpunkt an, sonst die Stiitzpunktmenge an die Menge K in
Richtung I. Einige dieser Beispiele finden sich in [4, Tabelle 3.2 , S. 186].
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(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

K = {t} , € € R* ein einzelner Punkt. Dann haben wir trivialerweise: y ([, K) =
£

K = B,(m) die euklidische Einheitskugel mit Radius » > 0 und Mittelpunkt
m € R*. Dannisty (I, K) = m +r - [. Denn

5* (LK) =sup (1,&) = ([,Lm) +7- sup (I,s) = (L, m)+r]|(*,

teK SESE_1

wobei man die letzte Gleichung mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung be-
griinden kann. D.h. das Supremum wird eindeutig in £ = m + [ angenommen.
Der Stiitzpunkt ist eindeutig.

K = co{u',u?} eine Strecke mit den Endpunkten u!',u> € R*. Dann haben

. u?  falls (Lu? —ul) >0 o

wir: y (LK) = . Falls (ILu? —u') = 0 ist, ist der
ut  falls (Luz —ul) <0

Stiitzpunkt an diese Menge nicht mehr eindeutig. In diesem Fall haben wir:

Y (I,K) =K.

K = [a,b] C R ein reelles Intervall. Dann ist £ = 1 und [ = [ = +1. Dies ist ein
b falls > 0

Spezialfall von dem vorigen Beispiel. Es gilt y (I, K) = . Falls
a falls 1 <0

| = 0 ist, ist der Stiitzpunkt nicht mehr eindeutig. Die Stiitzpunktmenge ist dann
Y (0,K) =K.

Seien M; C R* und M, C R* mit k; + k; = k. Wir wollen den Stiitzpunkt
an K = M; x M, berechnen. Dazu zerlegen wir [ in ['! € RF und > € R,

i , o y (I, M)

1
Falls die Sttitzpunkte nicht eindeutig sind, haben wir YV o ) My x My | =

Y (11, My) x Y (12, My).

1.5. Mengenwertige Abbildungen und das

Aumann-integral

Dieser Abschnitt schliefit inhaltlich an die vorigen Abschnitte dieses Kapitels an und
ist eine kurze Zusammenstellung tiber das Aumann-Integral und mengenwertige Ab-
bildungen. Die Darstellung lehnt sich an [16] von R. Baier und M. Gerdts an. Dort
findet man auch nihere Details und Verweise auf entsprechende Literatur.

Zunéchst sollen die grundlegenden Definitionen bereitgestellt werden.
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Definition 1.5.1. Sei I C R ein Intervall. Eine mengenwertige Abbildung F ist eine Ab-
bildung, die jedem t € I eine Menge F(t) C R* zuordnet. Dafiir schreiben wir kurz
F: =R

Sie heif3t messbar, wenn fiir alle offenen Mengen O C R* das Urbild

FHO)={tel|Ft)nO # 0}

Lebesgue-messbar ist.
Im weiteren seien alle Bilder nichtleer, d.h.Vt € I . F(t) # 0.
Dann heif8t F(-) stetig in t € I, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir alle

t € I'mit |t —¢t| < giltdy (F (), F(t)) < e. Man bezeichnet F(-) als stetig, wenn es
injedem ¢ € I stetig ist.

Weiter heifst F'(-) beschrinkt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, mit || F'(t)||, < C fur
alle t € I. Und es heif3t integrierbar beschrinkt, wenn es eine Funktion k € L'(I) gibt,
sodass || F'(t)||, < k(t) fiir fast alle t € [ gilt.

Wichtig fiir diese Arbeit ist die folgende

Proposition 1.5.2. Sei K C R! kompakt, konvex und nichtleer und I C R ein kompaktes
Intervall. Weiter sei 21 : I — RF*! eine stetige matrixwertige Abbildung. Dann ist die
mengenwertige Abbildung F : | = R* | F(t) := A(t)K stetig, messbar und integrierbar
beschrinkt.

Beweis. a) Stetigkeit. Sei t € Tund € > 0. Da 2(-) stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so-
dass fiir alle t € [ mit |t —¢| < ¢ gilt: || A () —Ql(t)“sp < ;- Dabei ist mit |||,
die Spektralnorm fiir Matrizen gemeint. Sie wird in Beispiel 1.6.4 eingefiihrt. Dann
folgt mit [16, Proposition 3.153(ii)] fiir alle ¢ € I mit |[{ —t| < 6: dy (F (£),F(t)) <

A (1) =A@t - ||U]|, < e. Dat € I beliebig war, ist F(-) stetig auf 1.
Sp 2 & g

b) Messbarkeit. Sei V := Q' N K. Dann ist VV abzihlbar und dicht in K, d.h. der Ab-
schluss von V ist K. Dann ist auch 2((¢) - V abzédhlbar und dicht in (¢) - K. Sei nun
(0;),cy €ine Abzdhlung von V. Dann definieren wir die vektorwertigen Funktionen
fi(t) == A(t) - v; fir alle ; € N. Fir allet € [ und i € N ist dann offensichtlich
fi(t) € F(t). Insgesamt haben wir also

Mit [2, Theorem 8.1.4] folgt die Messbarkeit von F'(t), da alle f;(-) stetig und deswegen
auch messbar sind. Auflerdem ist F'(¢) fiir alle ¢ € I nichtleer und abgeschlossen, da
das Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt ist.

c) Integrierbare Beschranktheit. Fiir ein beliebiges ¢ € K und ¢ € I gilt ||(t) - ¢/, <
24(0)]lg, - e]l,- Damit folgt [2(t) - K, < [2(t) 5, | K[ Es ist [2(t) g, stetig und auf
dem kompakten Intervall I auch beschrénkt. Also ist k(t) := [|[A(¢)| g, | K[|, integrier-
bar tiber /. Und wir haben || F'(t)||, < k(t) fur allet € 1. O
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Damit konnen wir nun das Aumann-Integral einfiihren.

Definition 1.5.3. Sei / C R ein Intervall und F : | = R* eine mengenwertige Ab-
bildung. Eine Funktion § : I — R* heifit integrierbare Auswahl von F(-), wenn
fe LY(I)*istund f(t) € F(t) gilt fiir fast alle ¢t € I.

Die Menge

/F(t) dt == {/f(t) dt | f integrierbare Auswahl von F()}
I T

heifit das (Aumann-)Integral von F'(-).

Schlieflich folgt noch eine wichtige Eigenschaft des Aumann-Integrals.

Proposition 1.5.4. Sei I C R ein kompaktes Intervall und F : I = R eine messbare
und integrierbar beschrinkte mengenwertige Abbildung mit nichtleeren und abgeschlossenen

Bildern. Dann ist das Aumann-Integral
/ F(t) dt
I
konvex, kompakt und nichtleer.
Auferdem ist t — &* (I, F(t)) fiir jeden Vektor | € R* messbar und es gilt

5 ([,/IF(t) dt) :/16*([,F(t)) dt .

Weiter ist auch t — Y (I, F(t)) jeden Vektor | € R” eine messbare, integrierbar beschrinkt
mengenwertige Abbildung mit abgeschlossenen Bilder und es gilt

Y ([,/IF(t) dt) :/IY([,F(t)) dt .

Beweis. Die Aussage tiber das Aumann-Integral findet man in [3]. Die Messbarkeit
der Stiitzfunktion folgt aus [2, Theorem 8.2.14]. Die Vertauschbarkeit des Integrals
mit Stiitzfunktion folgt aus [2, Proposition 8.6.2, 3.].

Nun kommen wir zu den Aussagen {iiber die Stiitzpunktmenge. Nach Definition der
Stutzpunktmenge ist Y ([, F'(¢)) Teilmenge von F'(t). Deswegen ist Y ([, F'(¢)) auch fiir
jeden Vektor [ € R¥ integrierbar beschrénkt. Es ist Y (I, F(¢)) der Schnitt von der ab-
geschlossenen Menge F'(t) mit der (abgeschlossenen) Hyperebene

{teR" [ {Lr) =0 (I, F(t)} .

Deswegen ist Y (I, F'(t)) stets abgeschlossen.

Jetzt zeigen wir: Fiir einen beliebigen Vektor [ € R” ist die mengenwertige Abbildung
t — Y (I, F(t)) messbar. Dazu definieren wir die Funktion f : I x R* — R durch
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f(t,r) .= —(l,x). Dann ist t — f (¢,1) fiir alle r € R* eine konstante Funktion und
damit stetig und messbar. Ebenso ist r — f (¢,r) fiir alle ¢ € I stetig. Dies bedeutet f
ist eine Carathéodory-Funktion. Schliefilich definieren wir noch die mengenwertige
Abbildung R : I = R* durch R(t) := {r€ F(t)| f (t,x) = infyepq f (¢,9)}. Dann
ist YV ([, F'()) = R(t) fur alle t € I, denn sup,cpq) ([L,n) = —infyery — ([ n). Mit [2,
Theorem 8.2.11 (Marginal Map)] folgt dann, dass t — Y (LE(1)) messbar ist.
SchlieBlich zeigen wir noch die Gleichung Y (I, [, F(t) dt) = [, Y ) dt.
7C”:Seixe Y (I, [, F(t)dt). Dlesbedeutetxefl t) dt und { [; —5*( [, F(t)dt).
Also gibt es nach Definition des Aumann-Integrals ein f € L' (1) mit f(¢t) € F(¢) fiir
V't € I mity = [, §(t) dt. Da das Skalarprodukt linear ist, gilt:

0= (1 [H0d) = o) a

Mit der Aussage fiir die Stiitzfunktion haben wir also
/ (L §(t)) dt = 6 (r, /F(t) dt) _ /5* (L F(t)) dt.
I I I

/1<[’ §(t)) — 6 (I, F(t)) dt = 0.

Es ist aber nach Definition der Stiitzfunktion (I, f(¢)) < ¢* (I, F(t)). Deswegen muss
also (I, f(t)) = ¢* (I, F(t)) fur fast alle t € I gelten. Deswegen ist f(t) € Y (I, F(t)) fur
fast alle t € I. Dies bedeutet dass f(-) eine integrierbare Auswahl von Y (I, F'(-)) ist.
A1s01stzc—fI dtef[ F(t)) dt.

?D7:Seire [[Y(LF(t)) dt Dies bedeutet, dass es eine integrierbare Auswahl | €
L1 (I mitf(t) € Y([ F( ) fir V't € I'mity = [, f(t) dt. Aberf(t) € Y (I, F(t)) bedeutet,
dass f(t) € F(t) ist und ([, f(t)) = 0* ([ F(t)) ist. Damlt ist f(¢) auch eine integrierbare
Auswahl von F(-). Also ist ¢y € [, F(t) dt. Wegen der Linearitit des Skalarproduktes
und mit obiger Aussage iiber die Stutzfunktlon gilt

wg = (1 [1oa)= [ i)
_ /15*([, F(1)) dt = 5* <[,/IF(t) dt) |

Dies bedeutet, dassr € Y (1, [, F(t) dt) ist. O

Also gilt

1.6. Matrixnormen

In diesem Abschnitt sollen kurz Matrixnormen eingefiihrt werden. AufSerdem wer-
den einige spezielle Matrixnormen vorgestellt. Weitere Details findet man in [22, Ab-
schnitt 2.2] und [12, § 9]. Im Folgenden sei ||-|| eine beliebige Vektor bzw. Matrixnorm.
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Wir beginnen mit der Definition einer Matrixnorm.

Definition 1.6.1 (Matrixnorm). Eine Matrixnorm ist eine Abbildung |-|| : R>** —
[0, 00) die fiir alle A, B € R** und r € R folgende Eigenschaften hat

@) 1 =0 < A= Ogixx
(i) [Jr2A]f = |r|{|=L]
(iif) |2+ B < [|=]f + 1B -
Sie heiflt submultiplikativ, wenn fiir alle € € R**J gilt
[0 - € < [J=t]f - e

Sie heifit vertriiglich mit den Vektornormen ||-||, auf R* und ||-||, auf R}, wenn fiir alle
v € R* gilt
[[Rbol], < [[24] - [oll, -

Die wichtigsten und bekanntesten Matrixnormen sind die so genannten lub-Normen.
Eine lub-Norm ist eine Abbildung lub(-) : R>** — [0, o0), die fiir eine Matrix 2 € R/**
definiert ist mittels

lub(A) := su M
22 ol

Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:

Satz 1.6.2. Eine lub-Norm auf R"™** ist eine submultiplikative Matrixnorm. Sie ist vertriglich
mit den Vektornormen||-|| auf R' und R* durch die sie induziert wurde.

Beweis. siehe [12, Abschnitt 9.3, S. 136] O

Da im Zusammenhang mit Matrixnormen auch die Vektornormen von Bedeutung
sind, sollen im folgenden Beispiel die bekannten p-Normen fiir Vektoren vorgestellt
werden.

Beispiel 1.6.3. Sei v = (v1,...,v;)" € R*. Dann definiert man fiir p € [1, oc] die p-
Normen als

1
k P
o], = (Z yvi|p> fiir p € [1, 00) und |[|o]|,, = max || .
=/
Die co-Norm nennt man auch Maximumsnorm.

Um zu sehen, dass diese Abbildungen fiir p < oo die Dreiecksungleichung erfiil-
len, braucht man die Minkowski-Ungleichung, welche man beispielsweise in [20,
Abschnitt 9.8, S. 162] findet. Die anderen Eigenschaften einer Norm sind fiir diese
Abbildungen leicht nachzuweisen.
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Schliefilich werden im nédchsten Beispiel noch einige wichtige lub-Normen vorge-
stellt.

Beispiel 1.6.4. Sei % = (a;;) € R™*. Es folgen einige lub-Normen zusammen mit
den Vektornormen, die sie induzieren. Die zugehorigen Beweise findet man in [22,
Abschnitt 2.2].

(i) Zeilensummennorm

k
14|, = max Y Jay| .
i=1,...,l
7j=1

.....

Sie ist vertraglich mit der Maximumsnorm ||-|| ..

(ii) Spaltensummennorm

.....

Sie ist vertraglich mit der 1-Norm ||-||,.

(iii) Spektralnorm

oTATYv
[R5, = sup \f 7o = V A (A7)

vERF

v#0
Dabei ist \q (A7) der betragsgrofite Eignewert von A72 . Sie ist vertraglich
mit der euklidischen Norm ||-||,.

1.7. Das Lebesgue-integral und Sobolev-Raume

In diesem Abschnitt sollen einige Definitionen und Resultate {iber das Lebesgue-
Integral und schwach differenzierbare Funktionen zusammengestellt werden.

Alle in diesem Abschnitt, wie auch in der ganzen Arbeit vorkommende Integrale sind
Lebesgue-Integrale. Vorausgesetzt wird die Kenntnis der Lebesgue-Integrationstheo-
rie fiir reellwertige Funktionen, d.h. die Definition des Lebesgue-Integrals, der L*-
Raume und der LP- Normen und Ergebnisse wie die Minkowski- und Holder-Ung]lei-
chung etc. . Diese Theorie wird beispielsweise in [11] oder besser [31] ausfiihrlich
dargestellt.

Mit LP (©2) (1 < p < o) bezeichnen wir den LP- Raum der Funktionen f :  — R
mit © C R'. Die dazugehérige Norm wird mit ||-|| ., ) bezeichnet.

Es folgt eine kurze Einfiihrung des Lebesgue-Integrals und der LP-Rdume fiir vektor-
wertige Funktionen.
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h
Gegeben sei eine messbare Funktion § = : : 0 — R* mit Q C R’ messbar.
fr
Dann sind auch alle f; : & — R messbar und umgekehrt (siehe [7, Kapitel III, §22,
Bemerkung 2]). Das Lebesgue-Integral von f sei definiert als

Jo FrdA
[in=|
Q
fQ frdA
Statt dem Symbol [, d\ werden wir auch [, dt verwenden. Die dazugehorigen L?-
Raume sind fiir 1 < p < oo definiert als

fi
LP(Q)F={f= : : Q — R* | f mef3bar und / 15[ dt < oo
Q
Jr
bzw. fiir p = oo als
N
L) ={i=1 : | :Q— R"| fmeBbar und max | fill () < 00
Ji h

Fiir f € L? (Q)" fithren wir die Norm

1 & :
1l = ( [ dt) _ (Z ||fi||ip(m) (1<p<oo)
=1

und

ein. Wenn die Bedeutung aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch kurz
Il statt [[fl|;»(qyx- Man kann leicht zeigen, dass dies tatsdchlich Normen sind. Es

sind dann (Lp Q)" ”'HLP(Q)k> Banach-Raume fiir 1 < p < oo. Offensichtlich gilt:
fe P < f,elP(Q) (i=1,....k).

Als néchstes sollen die Sobolev-Rdume kurz eingefiihrt werden. Dazu sei die Kennt-

nis der schwachen Ableitung vorausgesetzt. Im Weiteren sei o = (g, ..., ) € (No)l
ein Multiindex mit |a| := a; + ... + «. Fiir eine Funktion f : Q C R — R sei
0%t ... 0%
Dfi=———f

- o
al’?l R axnl
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die gewohnliche partielle Ableitung von f und

Dl f . (Mf)

ox{* - - Oxy'
die entsprechende schwache (partielle) Ableitung von f.
Dann definieren wir die Sobolev-Rdume als

W (Q)F .= {f e LP(Q)F | firi=1,...,kund 1 < |a| < m existiert D@ f; € LP (Q)}

und ihre Norm als

Iflwms@y = Do IDVflpqp | (<P <o0)
0<|a|<m
bzw.
N 0<inom HD(a)fHLOO(Q)k :

Fiir k = 1 schreiben wir kurz W™ (Q) statt W™ (Q)* und wenn keine Verwechs-
lungsgefahr vorliegt auch [|f|yn., fir [[f[|yym.» (o Man sieht leicht, dass fiir 1 < p < oo
gilt

fewm™ (Q)F —= fieWm™(Q) (i=1,...,k)

und

FeW™ (QF = |fllympoy <0

Falls fiir f € W™ (Q)* bzw. f € L7 ()" gilt { (Q) € & C R* schreiben wir meist kurz
fe Wmp (Q;Y) bzw. f € LP (Q2; X).

Auch die Sobolev-Rdaume sind zusammen mit den entsprechenden Normen Banach-
Raume.

Damit sind wir mit den Einfiihrungen und Definitionen fertig und es soll als nidchstes
ein wichtiger Einbettungssatz folgen.

Satz 1.7.1. Sei Q = B,(m) C R eine beliebige Kugel. Weiter sei § € W2 (Q)*. Dann ist f
stetig differenzierbar und § und jede partielle Ableitung sind beschrinkt, d.h.

felCh()r.

Beweis. Seien m € R! und r > 0 beliebig vorgegeben. Fiir f = (f1,..., fi)" gilt f €
W2 () =  f;e W2 (Q) (i =1,...,k), wie oben bemerkt wurde. Sei also
g:=fi (1<i<k), dannist||g| g < oo und HD(a)gHLOO(Q) < oofirl <lal <2
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D.h. g und alle schwache Ableitungen sind wesentlich beschrankt. Da 2 endliches
Mag hat, gilt ¢ € L? () und D@Wg € LP(Q) (1 < |a| < 2) fiir 1 < p < oo . Und
damit ist g € W??(Q) fiir 1 < p < oo. Wir wollen nun [1, Kapitel V, Theorem 5.4]
anwenden. Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Kugel (2 die Kegel-Eigenschaft hat
(Englisch: “cone property”). Denn eine Kugel ist konvex, damit auch sternférmig,
und hat dann mit [9, Abschnitt 3.2, Lemma 3] die Kegel-Eigenschaft (bei Burenkov
heifit sie “cone condition”). Dann liefert dieses Theorem, dass g € Cj () ist. Also
sind alle f; € Ck (Q). Nach [21, Abschnitt 3.1, Reduktionslemma] ist dann f € C* ()"
Da D*f; beschréankt ist fiir |o| = 0,1 und i = 1,..., k ist D*f in der Maximumsnorm
beschréankt fiir |a| = 0, 1. Also gilt sogar f € Ch (Q)". O
Da die Sobolev-Rdume eigentlich Aquivalenzklassen enthalten muss dieser Satz so
interpretiert werden, dass eine Aquivalenzklasse [f] € W2 (R™)* einen Représen-
tanten §f € [f|] enthdlt, der stetig differenzierbar ist. Im weiteren wollen wir diese
Aquivalenzklassen mit ihren (eindeutigen) stetig differenzierbaren Représentanten
identifizieren und wie Funktionen behandeln. Deswegen schreiben wir auch f§ statt

[f]-

Zum Schluss wollen wir noch die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung fiir Abbil-
dungen aus den Sobolev-Rdumen zeigen.

Satz 1.7.2. Sei Q = B, (m) C R! eine beliebige Kugel, und f € W** (Q)*. Dann gilt fiir alle
r€EQundé eR mitr 4+ £ €9

fx+&) =) +Ii) -+ () (1.1)

wobei v, : Rl — R eine Abbildung ist, die ||t,(¢)|,, < %Hf”wzym(g) €I, erfillt fiir

€]l — 0. DI [lee(€)ll, = O (I€115%) fiir l1€lloc — 0.
Dabei ist J;(xr) € R¥*! die Jacobi-Matrix von § .

Beweis. Der Beweis basiert auf einigen méachtigen Resultaten aus [9], welche im Fol-
genden zusammengestellt werden sollen.

Bereits aus dem Beweis des letzten Satzes wissen wir, dass () die Kegel-Bedingung
erfiillt (Englisch “cone condition”). Dann liefert [9, Abschnitt 2.3, Theorem 1] fiir g €
W2> (Q) die Existenz einer Folge (¢,,) € C>* (Q)NW?>> (Q) (n € N) fiir die gilt p,, —
g in der W1*-Norm und lenllwece ) — l9llwe.c () flir n — co. Der Schnitt C* () N
W2 (Q) (der eigentlich leer ist) ist so zu verstehen, dass man Aquivalenzklassen und
deren stetig Représentanten identifiziert. Nach dem vorigen Satz ist g € C} (Q2). Da
das wesentliche Supremum gleich ist dem Supremum fiir eine stetige Funktion haben
wir also

lon—9gllg — 0 und |00, — Digllg — 0 fiir n—oo(i=1,...,1).

Daraus folgt dann auch die punktweise Konvergenz.
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Seinunt € Qund ¢ € R mitr + ¢ € Q. Dann gilt fiir alle n € N die Taylor-Formel

l 1
ol ) = ale) + Vi@ -6+ 3066 [ 00 (e 1) dr.

1,j=1

Damit folgt fiir n € N die Abschédtzung

on(t +€) — 0a(t) — Viou ()" - €| < %leéﬂi/ 10,0;pn (x + t€)| dt

ij=1 0

! 1
1
3 NI [ ol

ij=1

IN

2o
= 5 lEl5 lenllwese o) -

Sei nun 7 () := g(r + &) — g(xr) — Vg(zr)” - £. Wegen der punktweisen Konvergenz und
weil der Betrag stetig ist, gilt

lon(@+ &) — @nt) = V()" - &| — |7:(§)] fiir n— 0.

Weiter haben wir wegen der Konvergenz der W#>-Normen

12 ) 2 .
§H€||oo|!son\lwz,oo<m—>§H£Hoo\|g\lwz,oo(m fir n—oo.

Also gilt [7(€)] < G €12 19l -

Seinun f = (fi,..., fr)" € W2 (Q)" und () := f(r + &) — f(r) = J(x) - & Da fiir
alle: = 1,...,k gilt f; € W (Q) und J;(xr) = (Vfi(x),. .. ,ka(zc))T ist, gilt fur jede
Komponente |(r,(€)),| < % €02 1 filly2.00 (q)- Also haben wir insgesamt

l2
el = 5 1115 1l 0y -

Trivialerweise gilt nattirlich f(r + &) = f(r) + J;(z) - £ + :(§). O

1.8. Absolutstetige Funktionen

In diesem Abschnitt sollen einige Ergebnisse iiber absolutstetige Funktionen, die spa-
ter gebraucht werden, zusammengestellt werden. In ganzen Abschnitt sei I = |a, b]
ein reelles Intervall. Doch zunéichst die
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Definition 1.8.1. Sei f : I — R* eine vektorwertige Funktion. Dann heift  absoluts-
tetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir jedes System von [ € N
paarweise disjunkten Intervallen (a;,b;),_, , C [a,b] mit der Gesamtldnge

.....

gilt

Z 1§ (bi) — § (ai)l, <e.

Die Menge der absolutstetigen Funktionen auf dem Intervall I soll mit AC(I)* be-
zeichnet werden, wobei k die Dimension des Wertebereiches ist. Fiir k& = 1 schreibt
man kurz AC(]).

Eine Abbildung b : © — R* mit Q C R* heilt Lipschitz-stetig mit einer Lipschitzkon-
stanten L > 0, wenn

16 (x1) = b (x2)[l, < L1 — 2l Vi, € Q.

Die folgenden Resultate finden sich in [25, Kapitel IX], wobei sie dort nur fiir den
Fall £ = 1 formuliert sind. Ersetzt man aber den Betrag durch eine Norm, so sind
die Beweise genauso giiltig. Alternativ kann man sich leicht klar machen, dass eine
vektorwertige Funktion genau dann absolutstetig ist, wenn ihre Komponenten abso-
lutstetig sind.

Satz 1.8.2. Seien f,g € AC(I)* und r € R. Dann gilt:
(i) Die Summe § + g und die Differenz § — g ist ebenfalls absolutstetig.
(ii) Die Funktion rf ist auch absolutstetig.

(iii) Fiir f € AC(I) ist f - g € AC(I).

Mit (i) und (ii) ist AC(I)* ein reeller Vektorraum.

Beweis. (i) siehe [25, Kapitel IX, §1, Satz 1].

(ii) Es sei Zizl |7 (b)) — rf (@)l = |7 ZZ 5 () — (i)l < €. Flar r # 0 folgt damit
SN0 = F (), < ;7- Die Existenz eines passenden ¢ folgt aus der Absolutste-
tigkeit von f. Fiir = 0 ist die Nullfunktion trivialerweise absolutstetig.

(iif) Wende [25, Kapitel IX, §1, Satz 1] auf jede Komponente von g an. Dann ist jede
Komponente von fg absolutstetig. Mit der co-Norm folgert man leicht, dass die ganze
Funktion absolutstetig ist. Wegen der Aquivalenz der Normen auf dem R¥, ist fg auch
absolutstetig beziiglich der 2-Norm. O
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Das folgende Ergebnis bringt Stetigkeitsbegriffe zusammen.
Satz 1.8.3. Fiir eine Funktion § : I — R¥ gilt

(i) Ist § Lipschitz-stetig, dann ist § auch absolutstetig.
(ii) Ist § absolutstetig, dann ist f auch stetig.

Beweis. (ii) Setze in der Definition fiir absolutstetige Funktionen [ = 1.

(i) Es sei € > 0 vorgegeben. Dann setzte § := &, wobei L die Lipschitz-Konstante von
f ist. Es sei ein beliebiges Intervallsystem wie in obiger Definition gegeben. Dann gilt

fur 22:1 b; —a; = Zi:l |b1 — CLi‘ <o = %

ZH]‘ ) — f(a |!2<ZL|b —a| < LS =ce.

=1
Damit ist f absolutsteng. O

Satz 1.8.4. Es seien reelle Zahlen a = ¢; < ¢3 < ... < ¢cs11 = b gegeben mit s € N. Weiter
sei § : [a,b] — R* stetig und f | absolutstetig fiir i = 1,...,s. Dann ist § auf ganz
[a, b] absolutstetig.

[circiv1

Beweis. Es reicht diese Aussage, fiir s = 2 zu zeigen. Induktiv kann man dann auf
beliebiges s schliefien. Sei also s = 2und ¢ > 0 vorgegeben. Fiir | |, ., ,) gibtes ein §; >
0, sodass fiir jedes System von /; € N paarweise disjunkten Intervallen (a;, b;),_
[¢i, ¢it1] mit der Gesamtldnge Zj 1 b —a; <9, gilt Z?zl 1§ (b;) —F(aj)]| <5 (i=1,2).
Setze nun ¢ := min {4y, b2 }.

Es sei ein beliebiges System von [ € N paarweise disjunkten Intervallen (a;, b;),_,

.....

la, b] mit der Gesamtlange 22:1 bj —a; < 6 vorgegeben. Die Indizes seien so gewéhlt,
dass diese Intervalle aufsteigend geordnet sind, d.h. a; < a;1.

Fall 1: ¢, ist in keinem dieser Intervalle enthalten. Dann gibt es ein j, € {0,...,m},
sodass (aj,b;) C [a,co] fir j = 1,...,jo und (a;j,b;) C [co,b] flir j = jo + 1,...,m ist.
Dann gilt 23:1 If (b;) = f(a;)|| < 5+ § = €, da beide Systeme eine Gesamtldnge < ¢
haben.

Fall 2: Es gibt ein j, € {1,...,m}, sodass ¢; € (a;,, bj,) ist. Da die Intervalle disjunkt
sind, kann ¢, nur in einem Intervall enthalten sein. Wir ersetzen nun das Intervall
(ay, bj,) durch die Intervalle (a;,, c2) , (c2, bj, ). Auf das so entstandene Intervallsystem
wenden wir nun Fall 1 an und erhalten mit Dreiecksungleichung

Zl\f )= Flay)ll < ZHf ) = F (@)l + 11 (e2) = § (ago) [l + [If (bjo) = (c2)

]¢J0
< €+€_
= 9T ™¢
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Und zum Schluss folgt noch ein ganz wichtiges Ergebnis, das oft als Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung fiir die Lebesgue-Integrationstheorie bezeichnet
wird.

Theorem 1.8.5. Sei f € AC(I)* dann existiert die Ableitung von f fast iiberall auf I. Weiter
bezeichne §' diese Ableitung, wobei §' |y := 0 gesetzt wird auf der Nullmenge N auf der die
Ableitung von § nicht existiert. Dann gilt weiter

e L' (;RY) und () = f(a) + [ §(7)dr fiirallet € I .
Beweis. siehe [25, Kapitel IX, §2 Folgerung von Satz 1 und §4 Satz3]. O

Es gilt auch die Umkehrung dieses Theorems:

Satz 1.8.6. Sei f : I — R" eine Funktion. Wenn es eine Funktion g € L' (I; R*) gibt und
eine Konstante c € R mit

t
f(t):c—i—/ g(7)dr Viel
dann ist § absolutstetig und es ist f = g fast iiberall.
Beweis. siehe [25, Kapitel IX, §4 Satz 1+2]. O

Zum Schluss soll noch ein Kriterium bereitgestellt werden um leicht zu entscheiden,
wann eine Funktion absolutstetig ist.

Satz 1.8.7. Seif : [a,b] — RF eine stetige Funktion und s € N.

(i) fsei bis auf endlich viele Stellen ¢; (i = 1,. .., s) stetig differenzierbar ist. AufSerdem sei
die Ableitung, dort wo sie existiert beschrinkt.

(ii) §sei auf ganz [a,b] stetig differenzierbar.
Falls (i) oder (ii) gilt, so ist | absolutstetig.

Beweis. (i) Es reicht diesen Satz fiir s = 1 zu zeigen. Induktiv kann man dann auf
beliebiges s € N schlieflen. Sei g(t) := f'(¢) fiir t # ¢; und g (¢;) := 0. Dann ist g auf
[a, b] messbar und beschrédnkt, da es bis auf ¢t = ¢, stetig ist. Weiter sind fiir beliebige
r,t € [a,b] die Funktionen ¢ + [’ g(7)dr und r + ['g(7)dr stetig. Nach dem HDI
(=Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) gilt fiir alle t € [a, ;)

Wegen Stetigkeit beider Seiten gilt ebenfalls f (¢c;) = f(a) + [ g () dr.Seit € (c1,b]
beliebig. Dann gilt ebenfalls nach dem HDI fiir alle r mit¢; <7 <t

i(t) — f(r) = / o(r) dr.
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Wieder wegen Stetigkeit beider Seiten gilt f(t) — f (c1) = fctl g (7) dr. Nach vorher ist
dies dquivalent mit

f(t):f(a)+/a01g(7) d¢+/cjg(7) dT:f(a)—i—/atg(T) dr.

Weil [a, b] endliches Maf hat und g beschrénkt ist, ist g € L* ([a, b]; R¥). Mit Satz 1.8.6
folgt, dass | absolutstetig ist.

(ii) Da § stetig ist, ist es auf dem kompakten Intervall [a, b] beschrankt. Mit (i) folgt
dann die Behauptung. O
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Kapitel 2.

Einschrittverfahren und
Kontrollprobleme

In diesem Kapitel sollen einige theoretische Grundlagen fiir zentrale Inhalte dieser
Arbeit gelegt werden. Im ersten Abschnitt werden einige Notationen, die fiir die
ganze Arbeit gelten, festgelegt und Definitionen getatigt. Auflerdem werden einige
ganz grundlegende Ergebnisse zitiert. Im zweiten Abschnitt werden Einschrittver-
fahren definiert und einige wichtige Eigenschaften notiert. Dariiber hinaus werden
einige Begriffe im Umfeld von Einschrittverfahren dargelegt. Schliefdlich wird noch
die wichtige Klasse der Runge-Kutta-Verfahren vorgestellt.

Im letzten Abschnitt werden Kontrollprobleme von einem mehr theoretischen Stand-
punkt aus eingefiihrt. Desweiteren werden zwei spezielle Kontrollprobleme vorge-
stellt. Auch wird auf Existenz und Eindeutigkeit der Losungen dieser Probleme ein-
gegangen. Schliefillich wird noch erldutert wie die Einschrittverfahren des vorigen
Abschnittes zur Losung der Kontrollprobleme verwendet werden kénnen. Ein Kon-
trollproblem kann man als ein Anfangswertproblem auffassen, das nicht mehr nur
vom Zustand z(¢) € R” und eventuell von der Zeit t € R abhéngig ist, sonder auch
von Kontrollwerten u(t) € R™. Man kann es auch als eine Schar von Anfangswertpro-
blemen betrachten, wobei der Parameter der Schar die Kontrollfunktion ist, d.h. fiir
jede Kontrollfunktion haben wir ein eigenes Anfangswertproblem. In dieser Arbeit
wird das Kontrollproblem vor allem von diesem Standpunkt aus untersucht.

2.1. Grundlegende Definitionen und Notationen

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Definitionen und Schreibweisen kurz und
biindig eingefiihrt werden. Dabei werden wir uns auf wichtige bzw. nicht alltdgliche
Definitionen und Schreibweisen beschranken. Alle anderen Symbole und Schreibwei-
sen findet man in der Liste der Symbole auf Seite 7.

Vektoren und vektorwertige Funktionen bzw. Abbildungen aus dem R* sollen Spal-
tenvektoren sein und werden haufig als kleine Frakturbuchstaben notiert, z.B. v € R”
bzw. § : @ — RF. Deren Komponenten werden meist als entsprechende lateini-

35
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sche Kleinbuchstaben geschrieben, z.B. v = (vy,...,v;)" (manchmal auch als indi-
zierte Frakturbuchstaben). Matrizen werden fast immer als grofie Frakturbuchsta-
ben manchmal auch als grofe griechische Buchstaben notiert, z.B. M € R bzw.
I' € R*. Die Eintrdge der Matrizen werden gewohnlich mit entsprechenden latei-

,,,,,

dieser Arbeit vorgestellte Theorie eine besondere Bedeiltung haben werden kalligra-
phisch dargestellt, z.B. ¢/. Andere Mengen werden einfach als lateinische manchmal
auch als griechische Grofsbuchstaben geschrieben, z.B. I bzw. (2. Reelle und natiirli-
che Zahlen werden meist als lateinische Kleinbuchstaben, falls es sich um Konstan-
ten handelt auch als lateinische Grofibuchstaben geschrieben, z.B. n,r bzw. C' . Diese
Schreibweisen sollen nur als Hilfe dienen. Es gilt: Ausnahmen bestétigen die Regel.
Es werden die Matrix-Normen benutzt, die in Beispiel 1.6.4 vorgestellt wurden. Dies
sind alles lub-Normen und haben die Eigenschaften, welche in Abschnitt 1.6 gezeigt
wurden. Als Vektornormen werden die gewohnlichen p-Normen benutzt, die in Bei-
spiel 1.6.3 vorgestellt wurden. Dabei nutzen wir oft, dass die Zeilensummennorm mit
der oco-Norm vertrdglich ist, und manchmal auch, dass die Spektralnorm mit der 2-
Norm vertraglich ist (sieche Abschnitt 1.6). Fiir diese Matrix- und Vektornormen gilt
der folgende

Satz 2.1.1. Seien ||-||, und ||-||, zwei Normen auf dem endlichdimensionalen Vektorraum X.
Dann gibt es zwei Konstanten 0 < My < My mit

M ell, < lell, < Mz lzll,  VeeX.

Man sagt dann: Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind je zwei Normen dquiva-
lent.

Beweis. siehe [21, Unterabschnitt 1.2.1I1.] O

Da wir nur mit endlichdimensionalen Vektorrdaumen arbeiten, konnen wir uns also
die jeweils bequemste Norm heraussuchen. Desweiteren benutzen wir auch noch eine
ganz andere Norm.

Definition 2.1.2. Sei U C R* nichtleer. Dann definiert man fiir p € [1, oo

|U][, == sup [[u],, € [0, oc]
uelU

die p-Norm von U.

Diese Norm ist genau dann endlich, wenn die entsprechende Menge beschrankt ist.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Mengennormen tatsdchlich Normen sind. Dies ist
jedoch fiir diese Arbeit nicht wichtig.

SchliefSlich nutzen wir noch die Supremumsnorm fiir Abbildungen. Fiir eine Abbil-
dung f: V — RF mit V C R' ist sie definiert als

[l == sup [|f (0) | -
veV
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Dabei ist zu beachten, dass sie in dieser Arbeit immer beziiglich der Maximumsnorm
gebildet wird.

Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion § : R — R! wird mit § bezeichnet
und komponentenweise gebildet. Desweiteren wird der Gradient einer Funktion g :
RF — Ring = (zq,..., ;)" mit

Vg (x) = (;—i(zc)w-w%(x)y

oxy,
hy
und die Jacobi-Matrix einer Abbildung h = | : | :R" — R’ mit
hy
() - g ()
Iy (¥) =
g () g @)

bezeichnet.

Im Bezug auf die Integration gelten die Definitionen, Aussagen und Bezeichnun-
gen aus Abschnitt 1.7. Insbesondere sind alle vorkommenden Integrale Lebesgue-
Integrale und das Integral einer vektorwertigen Funktion oder Abbildung wird kom-
ponentenweise gebildet.

Nachdem wir alle Bezeichnungen festgelegt haben, wollen wir nun in den Inhalt ein-
steigen.

Zundchst fithren wir eine wichtige Problemklasse ein, die in vielen Bereichen Anwen-
dungen hat. Es handelt sich um die Anfangswertprobleme. Wir formulieren sie hier
unter Standardvoraussetzungen. Denn dann sind sie durch die Einschrittverfahren
des ndchsten Abschnittes 16sbar. Spéater bei den Kontrollproblemen werden wir dann
schwéchere Voraussetzungen vorgeben.

Problem 2.1.3. Ein Anfangswertproblem im R"™ ist gegeben durch eine Anfangsbedin-
gung xo € R" und eine gewohnliche Differentialgleichung im R"

2(t) = () VEE [t t] 2.1)
J](to) = Xo, (22)

wobei f : [to, tf] x R" — R" stetig ist.

Eine Funktion & : [to, t;] — R" heif3t Losung des Anfangswertproblems, wenn sie stetig
differenzierbar ist,  (ty) = o gilt und die obige Gleichung (2.1) fiir alle t € [to, ]
erfiillt.

Um numerische Losungsverfahren fiir dieses Problem zu definieren ist die theoreti-
sche Existenz und Eindeutigkeit einer Losung wichtig. Diese Ergebnisse liefert der
folgende Satz.
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Satz 2.1.4. Sei | wie oben definiert und zusitzlich noch Lipschitz-stetig bzgl. x, d.h. es gibt
eine Konstante L > 0 mit

If (ty) =72 < Ly == vteltots], Yy, z € R".
Dann existiert auf ganz [to, t¢] eine eindeutige Losung des obigen Anfangswertproblems.

Beweis. Zum Beweis siehe [29, § 10, Satz VI.] . O

2.2. Einschrittverfahren

Einschrittverfahren sind Differentialgleichungsloser. Es handelt sich dabei um Algo-
rithmen, die mit Hilfe einer Verfahrensfunktion auf einem diskreten Gitter eine Ap-
proximation an die exakte Losung des Anfangsproblems konstruieren. Dieser Ab-
schnitt soll nicht eine vollstindige Theorie der Einschrittverfahren darstellen, sonder
nur kurz und knapp Begriffe und Ergebnisse wiederholen bzw. bereitstellen. Die Dar-
stellung ist dabei an [16, Kapitel 5] angelehnt

Wir betrachten hier das Anfangswertproblem wie es in Problem 2.1.3 definiert ist.
Zunichst unterteilen wir das Zeitintervall [ty, ;| mit Hilfe der Schrittweite

0<h<l1 (2.3)

in ein dquidistantes Gitter

Ghiz{to,tl,...7tN:tf|ti:i'h} .

Dabei ist N + 1 die Anzahl der Gitterpunkte bzw. N die Anzahl der Teilintervalle
(ti,tis1). Offenbar gilt N = % Fiir den Rest dieser Arbeit beziehen sich A und G,
auf diese Definitionen.

Unter einer Gitterfunktion verstehen wir eine Funktion
Ip - Gh — R™.

Nur haben wir alle Begriffe beisammen um ein allgemeines Einschrittverfahren defi-
nieren zu konnen.

Definition 2.2.1. Unter einem (allgemeinen) Einschrittverfahren verstehen wir einen
Algorithmus, der zu dem Anfangswertproblem von oben mit Hilfe einer Verfahrens-
funktion

D [to, tf] x R" x (0,1) — R"
(t,z,h) — ®(t,x,h)
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eine Gitterfunktion z;, auf folgenden Weise konstruiert:

ry (to) = o (24)
wp (tiq1) = o (t) +h- @ (L, 25 (L), h) (2.5)

Bemerkung 2.2.2.

(i) Ziel ist natiirlich, dass die so konstruierte Gitterfunktion, die exakte Losung des
Anfangsproblems z an den Gitterpunkten moglichst gut approximiert.

(ii) Meistens hangt Verfahrensfunktion ® von der definierenden Funktion f des An-
fangsproblems ab.

(iii) Aus Gleichung (2.5) folgt ® (¢;, xp, (t;), h) = w . Damit ist & der Dif-
ferenzenquotient der konstruierten Gitterfunktion in zwei benachbarten Gitter-
punkten. Die Verfahrensfunktion berechnet also den Differenzenquotienten, der
zum néchsten Gitterpunkt fiihrt.

Im Folgenden werden wir die Gitterfunktion z;, die vom Einschrittverfahren konstru-
iert wird auch Verfahrenslosung nennen.

Eine sehr wichtige Klasse von Einschrittverfahren stellen die Runge-Kutta-Verfahren
dar. Diese sollen hier vorgestellt werden.

Beispiel 2.2.3. Sei s € N. Ein s-stufiges allgemeines Runge-Kutta-Verfahren mit Koef-
fizientenc;, b; € R, a;,; € R (i,5 =1,...,s) definiert die Verfahrensfunktion mittels
der Hilfsfunktionen K; (i = 1,...,s)

K;(t,x,h) = f<t+ci-h,x—l—hZaLjKj(t,x,h)) fuiri=1,...,s (2.6)

J=1
B

O (ta,h) = > biKi(tah), (2.7)

I=1

dabei miissen die Koeffizienten den Bedingungen 7, b; = 1und > 7 a;; = ¢; (i =
1,...,s) gentigen. Mit Hilfe der Verfahrensfunktion wird dann eine Gitterfunktion
durch die Gleichungen (2.4) und (2.5) berechnet.

Die Koeffizienten des Verfahrens fassen wir wie folgt zusammen:

b=(b,....0)  €R* |, c=(c1,...,c;)" €R®

sowie
ari -+ QA1

91: GRSXS.
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Falls 2 eine untere Dreiecksmatrix mit verschwindender Hauptdiagonale ist, d.h.
a;; = 0fliri < j, spricht man von einem expliziten Runge-Kutta Verfahren, da zur
Berechnung der Verfahrensfunktion ® (¢, z, h) die Gleichung (2.6) explizit gelost wer-
den kann. Denn um K; auszuwerten gehen auf der rechten Seite in diesem Fall nur
Ky, ..., K;_; ein. Ist 2 keine untere Dreiecksmatrix so spricht man von einem impli-
ziten Runge-Kutta Verfahren, da die erwdhnte Gleichung nun implizit gelost werden
muss.

Im Allgemeinen werden die Koeffizienten des Verfahrens im so genannten Butcher-
Schema

c| 2
1]o"
notiert.
Im folgenden wollen wir einige Vorarbeit leisten um dann Konvergenz fiir Einschritt-

verfahren definieren zu konnen. Dazu definieren wir folgende Supremumsnorm fiir
Gitterfunktionen x;,

lznllg, = maxlz (1)l ,

die der gewohnlichen Supremumsnorm auf der Menge G, entspricht. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, dass dies tatsdchlich eine Norm ist. Denn die Normeigen-
schaften der Maximumsnorm vererben sich, da das Maximum nur iiber eine endliche
Menge gebildet wird.

Der Einschrankungsoperator ist gegeben durch
Ap Az fto, ty] = R"} —{z,: G, = R"} |, Ap(zx)==z|g, -

Schliefilich soll die exakte Losung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2) mit & bezeich-
net werden. Nun sind wir bereit folgenden Konvergenzbegriff einzufiihren:

Definition 2.2.4. Die folgende Gitterfunktion

eh:Gh—>R” s eh::l'h_Ah(i))a
wird Gitterfehler bzw. globaler Fehler genannt wird.

Ein Einschrittverfahren, mit dem die diskreten Losungen z;, fiir das Anfangswertpro-
blem (2.1),(2.2) konstruiert werden, heifst konvergent, wenn

lim [lenle, =0
gilt. Es heifst konvergent von Ordnung p, wenn zusétzlich

||€h||Gh = O (h?) furh — 0
gilt.
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Im nédchsten Beispiel sollen einige explizite Runge-Kutta-Verfahren vorgestellt wer-
den, die auch fiir die weitere Arbeit von Bedeutung sind.

Beispiel 2.2.5. Zunéachst wollen wir zweistufige explizite Runge-Kutta Verfahren be-
trachten. Das Heun-Verfahren ist definiert durch das Butcher-Array

0
1

1

N[ [ =
—_

und hat als Verfahrensfunktion

O(tx,h) == [f(tx) +f(t+h, x+hf(t z)) .

DN | —

Es hat Konvergenzordnung 2.

Ebenfalls von Konvergenzordnung 2 ist das verbesserte Euler-Verfahren. Es wird
definiert durch das Butcher-Array

= N O

O (NI
—_

und seine Verfahrensfunktion ist
h h
O (t,x,h) =f <t+ > x + Ef(t,x)) :

Als nédchstes betrachten wir ein dreistufiges Verfahren, das die Konvergenzordnung
3 besitzt. Das Heun-3-Verfahren wird definiert durch das Butcher-Array:

0
111
313
2 2
510 3

1 3
1ig 0 3

Und zum Schluss soll hier noch das klassische Runge-Kutta-Verfahren vorgestellt
werden. Es hat 4 Stufen und auch Konvergenzordnung 4. Das definierende Butcher-
Schema sieht so aus:

O =

e e e i =)

o= | O O NI
Wl | =

W=
D=
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Die Verfahrensfunktionen fiir diese letzten beiden Beispiele sind schon zu komplex
um sie hier anzugeben.

Die Aussagen iiber die Konvergenzordnung, gelten nur fiir gentigend glatte rechte
Seiten f§.

Als nédchstes wollen wir die Konsistenz von Einschrittverfahren einfiihren. Zusam-
men mit der Stabilitdt hat man dann ein Werkzeug um die Konvergenz eines Ver-
fahrens zu beweisen. Da die Konsistenz eine lokale Eigenschaft ist, miissen wir das
Verhalten eines Verfahrens zu jedem Zeitpunkt und fiir jeden Zustand untersuchen.

Es sei y die Losung des Anfangswertproblems

x(t) = a”
v(t) = f(t ()
tiir beliebige

t* € [to,tf] und z*€R".

Es handelt sich dabei um das gleiche Anfangswertproblem wie in Problem 2.1.3 nur
mit anderer Anfangsbedingung (die hier ihren Namen nicht mehr verdient hat).

Definition 2.2.6. Es sei ® die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens. Der lokale
Diskretisierungsfehler dieses Verfahrens in (t*, 2*) ist definiert durch

4+ h) — ¥
et florts] X RT — BT e (¢, 2%) 1= L4 +h) Lot h) .

Das Einschrittverfahren heifst konsistent, wenn

lim fle, (£, 2*)| =0 ¥t € [to, 1] , Vo' € R".

Es heifst konsistent von Ordnung p , wenn

€ (t*, JI*) =0 (hp) Vt* e [to,tf] , Vo' e R™.

Bemerkung 2.2.7. Man kann den lokalen Diskretisierungsfehler verschieden interpre-
tieren. Hier sind zwei gdngige Moglichkeiten:

(i) Esist W der rechtsseitige Differenzenquotient der exakten Losung in ¢*

und t* + h. Wegen ® (t*, z*, h) = M ist dies die der Differenzenquotient
der approximierten Losung in ¢* und ¢*+ h. Es ist klar, dass je besser diese beiden
Werte tibereinstimmen, desto besser ist die approximierte Losung x, (t* + h) im
ersten Gitterpunkt.
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(ii) Wir wollen den lokalen Diskretisierungsfehler ein wenig anders darstellen

t*+ h) — " t*+h)— (2 +h®(t*, 2%, h

ey = BEENTE g gy VR R )
oyt h) (T + D)
— - ,

Deswegen nennt man ¢, (t*, z*) auch lokalen Fehler per Einheit.

(iii) Es reicht Konsistenz in einem Streifen um die exakte Losung zu fordern.

Konsistenz ist nur eine lokale Eigenschaft und reicht nicht aus um Konvergenz si-
cherzustellen. Aber zusammen mit Stabilitdt kann Konvergenz sichergestellt werden.
Stabilitdt hat zu tun mit dem Verhalten der Verfahrenslosung auf gestorte Eingabeda-
ten und gestorte Differenzenquotienten.

Fiir eine beliebige Gitterfunktion y;, : G, — R" definieren wird den Defekt von yj, als
eine Gitterfunktion ¢;, : G;, — R" durch

on (to) = yn(to) — o

on (t;) = o (1) _hyh (tis) — @ (tic1, yn (tic1), h) .

Fiir eine diskrete Losung x, eines Einschrittverfahrens mit Verfahrensfunktion @, ist
der Defekt identisch Null. Die Gitternorm des Defektes fiir eine Gitterfunktion ist
ein Maf dafiir, wie stark die Gitterfunktion vom Anfangswert und von dem Diffe-
renzenquotienten des Verfahrens ¢ abweicht. Damit kommen wir zur Definition der
Stabilitat

Definition 2.2.8. Sei (z;,), eine Sequenz von Losungen eines Einschrittverfahrens mit
h — 0. Weiter sei (y;), ein Sequenz von Gitterfunktionen y;, : G, — R™ mit Defekt .
Ein Einschrittverfahren heifst stabil, wenn es zwei Konstanten S, R > 0 (unabhingig
von h) gibt, sodass fiir fast alle & gilt:

1onlle, < B = llea=wnlle, <5, -

Dabei heifst R Stabilitiatsschwelle und S Stabilitatsschranke.

Vereinfacht sagt diese Definition aus: Ist eine Gitterfunktion in ¢, nahe an dem An-
fangswert und ihr Differenzenquotient nahe an der Verfahrensfunktion, dann ist die
Gitterfunktion nahe an der Verfahrenslosung. Die Stabilitdt eines Einschrittverfahrens
ist wichtig, da ein Rechner nicht mit exakter Arithmetik arbeitet. Unter Umstdnden
ist auch der Anfangswert nicht exakt.

Das folgende Resultat macht es einfacher Stabilitdt zu Uberpriifen.
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Proposition 2.2.9. Die Verfahrensfunktion ® des Einschrittverfahrens sei Lipschitz-stetig
bzgl. x fiir ausreichend kleine Schrittweiten, d.h. 30 < hy < 1, L > 0 sodass gilt

|P(t, z, h) — P (t, y, h)|| < L]z — vyl fiir allex,y € R", t € [to, ty] undh € (0, ho] .
Dann ist das Einschrittverfahren stabil.
Beweis. siehe [16, Proposition 5.21]. O

Fiir Runge-Kutta-Verfahren ist die Verfahrensfunktion dann Lipschitz-stetig, wenn
die rechte Seite f des Anfangswertproblems Lipschitz-stetig ist.

Nun koénnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren:

Theorem 2.2.10 (Konvergenzsatz). Ist ein Einschrittverfahren fiir ein Anfangswertpro-
blem konsistent und stabil so ist es auch konvergent.

Dabei entspricht die Konsistenzordnung der Konvergenzordnung des Einschrittverfahrens.

Beweis. siehe [16, Theorem 5.20]. O

2.3. Kontrollprobleme

In diesem Abschnitt sollen Kontrollprobleme vorgestellt werden und zwar nur in
einem Umfang und in der Art wie es fiir die weitere Arbeit erforderlich ist.

Problem 2.3.1 (Kontrollproblem). Sei I = [0,tf] (tf > 0), @ C R* und U C R™
kompakt und nichtleer. Weiter sei f : {2 x U — R" stetig und z, € €.

Das Kontrollproblem (KP) besteht nun darin, zu einer vorgegebenen Steuer- oder
Kontrollfunktion u € L' (I;U) eine dazugehorige absolutstetige Funktion & : [ —
R™ zu finden, die folgende Gleichungen erfiillt:

() = fz(t),ut)) fur fast allet € [ (2.8)
z(0) = x. (2.9)

Dann heifit £ Losung des Kontrollproblems zur Kontrollfunktion u oder kurz Losung
des Kontrollproblems und z, heifit Anfangswert . Oft wird u auch kurz Kontrolle oder
Steuerung genannt. Weiter heifst / Zeitintervall, 2 Zustandsraum und U Kontrollbe-
reich.

Bemerkung 2.3.2.

(i) Das hier vorgestellte Kontrollproblem ist autonom, d.h. ist # die Losung von
(KP) zu einer Steuerung u auf einem Zeitintervall I = [t(, s, dann ist Z (- + )
Losung von (KP) zur Kontrolle u (- + ¢y) auf dem Zeitintervall I = [0,¢; — to].
Deshalb bedeutet es keine Einschrankung ¢, = 0 zu setzten.
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(ii)) Dau(t) € U fur allet € I gilt und U als kompakt vorausgesetzt wurde, folgt
automatisch, dass u € L> (I; R™) ist.

Oft ist es interessant und wichtig zu wissen wohin es moglich ist eine Losung von
(KP) tiberall hinzusteuern, etwa wenn ein Kontrollproblem die Steuerung eines Ro-
boters beschreibt. Dazu ist folgende Definition niitzlich.

Definition 2.3.3. Es sei das vorige Kontrollproblem 2.3.1 gegeben mit allen dort de-
finierten Variablen. Unter der erreichbaren Menge fiir (KP) versteht man folgende
Menge

R (t,x0) = {y € R" | JuSteuerung und eine dazugehorige Losung & von (KP)
mit (0) = xo und z(t) = y}
dabei ist 2, die Anfangsbedingung des Kontrollproblems und ¢ € I.

Eine besonders wichtige Klasse stellen die linearen Kontrollprobleme dar, die hier
kurz vorgestellt werden sollen.

Problem 2.3.4 (Lineares Kontrollproblem). Sei 2 € R™" und B8 € R™™. Wenn in
Problem 2.3.1 gilt
fl(z,u) =Ar +Bu und Q=R"

so spricht man von einem linearen Kontrollproblem (mit konstanten Koeffizienten).
Es soll hier kurz mit (LKP) bezeichnet werden.

Dieses lineare Kontrollproblem wird Hauptgegenstand dieser Arbeit sein. Fiir diese
Problemklasse existieren starke Existenz und Eindeutigkeitsaussagen, die hier vorge-
stellt werden.

Satz 2.3.5. Fiir das linearen Kontrollproblem 2.3.4 sei eine Steuerung u gegeben. Dann exis-
tiert eine eindeutige Losung z(-) welche folgende Gestalt hat

t
i(t) = My + / ATBu(rydr tel
0

Auflerdem ist & gleichmiifSig beschrinkt, genauer gilt
Iz, < P27 (Jlaoll . + t7 1Bl 1U]l.0)

fiir alle moglichen Losungen zu allen moglichen Steuerungen. Dabei ist ||Z||; = sup,c; ||Z(2)]|
und [|U]] , = supyey [|ull, -

o)

Beweis. Gegeben sei eine Steuerung u fiir (LKP). Zunéchst soll gezeigt werde, dass
#(t) absolutstetig ist. Die Funktion §(¢) := e*x, ist stetig differenzierbar auf / und
deswegen nach Satz 1.8.7(ii) auch absolutstetig auf /. Sei g(t) := fot eME=TBu(7) dr.
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Dann ist der Integrand von g integrierbar auf I und damit ist g absolutstetig auf /
nach Satz 1.8.6. Insgesamt ist wegen Satz 1.8.2 #(t) = f(¢) + g(¢) absolutstetig auf I.
Diese Darstellung der Losung nennt man auch Variation-der-Konstanten-Formel.

Als nédchstes rechnen wir mit Satz 1.8.6 nach, dass & eine Losung ist. Es gilt fiir fast
allet € I

t /
i'(t) = Az + (e% : / e " Bu(r) dr)
0

und mit der Produktregel erhalten wir damit
t
() = AeMy+ A - / e 2 Bu(7) dr + ™ - e Bu(t)
0

= 2 (e%xo + e /t e 2 Bu(1) dT) + Bu(t)
= Az(t) + Bu(t) 0

fir fastallet € I.

Zum Schluss zeigen wir noch, dass die Losungen 2 in allen Steuerungen gleichméafiig
beschrankt sind auf /. Fiir & € N gilt mit den Rechenregeln fiir Matrixnormen (siehe
Abschnitt 1.6 auf Seite 23 )

" (As) b

1=0

(As)’
!

o!

k ; k i
3 [2As] 3 124z |s]
S.O T T
z =

1=0

Geht man dann zum Limes iiber so gilt ||e®||, < el®IzI*l (s € R). Zusammen mit der
Variation-der-Konstanten-Formel haben wir fiir t € I = [0, ¢¢]

t
2] < Hemonoo—i—H/ e%’T)‘Bu(T)dT
0

oo

t
< el g+ / 1= 181 ()l dr

IN

t
2ty ||x0||oo+/ eIzt 58|, U] dr
0

IN

elzts ||zl . + t eIzt |98, (|U ]|
= el (||zl .+t B, UL

wobei wir die Rechenregeln fiir Normen intensiv genutzt haben und die Tatsache,
dass die Exponentialfunktion strenge monoton steigend ist. O

An dieser Stelle wollen wir einen Problemtyp einfiihren, der sich nur auf den ersten
Blick von dem vorigen linearen Kontrollproblem unterscheidet.
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Problem 2.3.6 (Lineare Differentialinklusion). Es seien 2,8, U, x, und I wie in Pro-
blem 2.3.1 bzw. 2.3.4. Eine absolutstetige Funktion & : I — R" heif$t Losung der
linearen Differentialinklusion (LDI), wenn sie

Z(t) € Ax(t)+BU
z(0) = x

erfiillt fiir fast alle ¢ € I. Weiter heifst 2, Anfangsbedingung von (LDI).

Auch fiir diesen Problemtyp wollen wir die erreichbare Menge definieren.

Definition 2.3.7. Es sei (LDI) aus Problem 2.3.6 gegeben. Die erreichbare Menge fiir
dieses Problem ist definiert als

R (t,z9) = {y € R" | 3Ldsung 2 von (LDI) mit #(0) = x¢ und z(t) = y} ,
wobei z, die Anfangsbedingung von (LDI) ist.

Der folgende Satz zeigt, dass das lineare Kontrollproblem dquivalent zu der linearen
Differentialinklusion ist.

Satz 2.3.8. Es seien A,B, U, xy und I wie in Problem 2.3.1 bzw. 2.3.4. Ist & eine Losung
von (LKP) in Problem 2.3.4 zu einer zuldssigen Steuerung u, so lost & auch (LDI) in Problem
2.3.6.

Ist umgekehrt 3 eine Losung von (LDI), so existiert eine Funktion u € L' ([0,t]; U), sodass
@ eine Losung von (LKP) zur Steuerung u ist.

Es stimmen also die erreichbaren Mengen dieser beider Problemtypen iiberein.
Beweis. siehe [14, Theorem 27]. O

Aufgrund dieses Satzes konnen wir uns darauf beschrianken die erreichbare Menge
eines linearen Kontrollproblems zu untersuchen bzw. zu approximieren und erhalten
gleichzeitig Ergebnisse fiir die erreichbare Menge der zugeordneten linearen Diffe-
rentialinklusion.

Schliefslich sollen noch einige Eigenschaften der erreichbaren Menge aufgelistet wer-
den.

Satz 2.3.9. Seit € [0,ts]. Die erreichbare Menge R (t, xo) von (LDI) bzw. (LKP) ist kompakt,
konvex und nichtleer.

Beweis. Die Anfangsmenge {z} ist kompakt, konvex und nichtleer. Die Matrixfunk-
tion A : [0,t7] — R™™, t — A ist stetig und integrierbar. Die mengenwertige Abbil-
dung F : [0,t¢] = R", ¢ — BU ist messbar nach Proposition 1.5.2 und hat nichtleere
und abgeschlossenen Bilder, da BU kompakt ist (Bilder kompakter Mengen unter
stetigen Abbildungen sind kompakt). Dann liefert [4, Satz 2.1.4] die Behauptung. [l
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Im weiteren soll noch kurz eine weitere Klasse von Kontrollproblemen vorgestellt
werden.

Problem 2.3.10. Sei a € W% (R"; R") ein Vektorfeld. Unter einem nichtlinearen Kon-
trollproblem (NKP) verstehen wir hier ein Kontrollproblem aus Problem 2.3.1 mit

f(x,u) =a(z)+Bu und Q= Bg(zo) ,

wobei R := 2n - ||z, +2n - max {t;, 1} - (||l ;20 + B, |U]]..) ist. Nochmal ausge-
schrieben:

& : I — R™ heiflit Losung von (NKP) zu einer Steuerfunktion u € L' (I;U), wenn &
absolutstetig ist und die Gleichungen

Z(t) = a(z(t)) + Bu(t) (2.10)
z(0) = x

erfiillt, wobei alle Bezeichnungen wie in Problem 2.3.1 sind.

Bemerkung 2.3.11.

(i) In Problem 2.3.1 wurde f(z,u) als stetig vorausgesetzt. Es ist aber a stetig diffe-
renzierbar auf jeder beliebigen Kugel wie Satz 1.7.1 zeigt. Da die Elemente der
LP- Rdume wie auch der Sobolev-Raume Aquivalenzklassen sind, ist es genauer
zu sagen, dass die Aquivalenzklasse a einen stetig differenzierbaren Reprasen-
tanten enthilt. Im Folgenden sollen diese Aquivalenzklassen mit ihren (eindeu-
tigen) stetig differenzierbaren Repréasentanten identifiziert werden.

(ii) Leider gilt nicht, dass a auf ganz R" stetig differenzierbar ist. Deswegen wurde
das obige nichtlineare Kontrollproblem nur auf einer Kugel Q2 = Bj (z() um die
Anfangsbedingung definiert. Die Definition des Radius R sorgt aber dafiir, dass
jede Losung innerhalb von (2 bleibt (vgl. den ndchsten Satz).

(iii) Eigentlich ist das obige Problem nur ein spezielles nichtlineares Kontrollpro-
blem. Aber da in dieser Arbeit keine andere Klasse von nichtlinearen Kontroll-
problemen betrachtet wird, besteht keine Verwechslungsgefahr.

Auch fiir diesen Problemtyp ist die Definition 2.3.3 der erreichbaren Menge giiltig.
Wir wollen nun auch fiir (NKP) Existenz und Eindeutigkeit zeigen.

Satz 2.3.12. Es sei ein nichtlineares Kontrollproblem (NKP) und ein Steuerungsfunktion u
aus Problem 2.3.10 geben.

Dann existiert eine eindeutige Losung & von (NKP). Auflerdem ist die Losung beschrinkt,
genauer gilt
12l < Nlzolloo + to - (lallyyzee + 1Bz - 1U]l) -

Und diese Losung bleibt immer im Zustandsraum Q) = Bp (zo).
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Beweis. Es sei u eine fest vorgegebene Steuerung. Angenommen es gibt dazu ein Lo-
sung 2. Da Z absolutstetig ist, gilt nach Theorem 1.8.5 2(t) = z( + fot Z'(t)dr. Fur 2’
konnen wir nun die rechte Seite von (2.10) einsetzen und bilden die Maximumsnorm

xo + /0 a(z(r)) + Bu(r)dr

1)l =

o0

Nun wenden wir einige Rechenregeln fiir Normen an und erhalten

1200 < llzoll +/O la (Z(7)lloo + 1Bl 2 [w(7)llc 7

Da U als kompakt vorausgesetzt wurde existiert |U||, = sup,y |[u]|,, und damit ist
|u(t)]|. < U]l Gberall auf I = [0,t;]. Weiter gilt ||a (z)||, < [|al|j2.~ fast tiberall.
Damit haben wir

t
12Ol < Hwo\loﬁr/o lallyzee + 1Bl 2 [1U]l d7

= ol +t(lallyze + 1Bl 1U]l)
< ol + 5 (llallwee + 1Bl [1U]) -

Also ist [|2(1)]l, < v/nllzolle + vty (lallye + 1B, [Ulls) (¢ € 1), denn es gilt
Jvll, < Vv, Yo € R™ Damit ist [|£(¢)[|, < £ (¢t € I), wobei R wie in Pro-
blem 2.3.10 definiert ist. Deshalb verldsst 2(-) den Zustandsraum 2 = Bp () nicht
sondern bleibt sogar in Br (x0). Wir konnen nun a |, vermoge Satz 1.7.1 als stetig
differenzierbar ansehen.

Jetzt wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zeigen. Dazu wollen
wir zu unserer vorgegebenen Kontrollfunktion dieses nichtlineare Kontrollproblem
als Anfangswertproblem auffassen mit der rechten Seite f (¢, z) := a (z) +Bu(¢). Dann
erfiillt f die so genannte Carathéodory-Bedingung, d.h. § ist bzgl. x stetig und bzgl. ¢
integrierbar. Nun definieren wir noch 3(t) := ||a|| ;2. + [|B|| ; [[u(t)]] ., und damit gilt

If(t, )|, < B(t) Vtel,VoeQ,
denn a ist stetig auf 2. Es ist dann f(-) integrierbar auf 7, da ja I kompakt ist.

oo

Jetzt definieren wir noch eine weitere Funktion a(t) := n ||a||;;2.... Damit gilt

l>

Ox (t,2)
denn a ist stetig differenzierbar auf €. Nattirlich ist a(-) ebenfalls integrierbar tiber
I. Mit [27, Proposition C.3.4] angewendet fiir o(-) erhalten wir die lokale Lipschitz-
Bedingung fiir f bzgl =. Dann liefert [27, Theorem 54] mit (3(-) die Existenz einer ein-
deutigen Losung z(-) auf einem Intervall J = [0,¢;] C I = [0, tf]. Da wir garantieren
konnen, dass #(-) das Kompaktum B 5 (xo) C € nicht verlasst, liefert schlieSlich [27,

n

= [[Ja (@)l = max
Z N j=1

" (x)‘ <a(t) Vtel,VreQ,

Proposition C.3.6], dass J = [ ist. Also existiert die eindeutige Losung () auf ganz
I. O
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Damit haben wir alle bendtigten Resultate und Definitionen bereitgestellt. Es soll nun
noch eine Bemerkung tiber numerische Losungsmoglichkeiten des Kontrollproblems
folgen.

Bemerkung 2.3.13. Im obigen Beweis haben wir (NKP) aus Problem 2.3.10 fiir eine
feste Kontrollfunktion einfach als Anfangswertproblem aufgefasst um Existenz und
Eindeutigkeit zu zeigen. Fiir Anfangswertprobleme stehen aber Einschrittverfahren
zur numerischen Losung bereit, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben.

Dies wollen wir nun auf das allgemeine Kontrollproblem 2.3.1 anwenden. Dazu sei
eine Steuerfunktion u(-) fest vorgegeben. Gesucht wird nun die Losung 2 zu dieser
vorgegebenen Steuerung. Wir definieren f (¢, z(t)) := f(x(t),u(t)), wobei § die rech-
te Seite von Gleichung (2.8) des Kontrollproblems ist. Dann ist Z(-) die Losung des
Anfangswertproblems

() = f(t,z(t)) Viel
z(0) = xzo,

wobei sich natiirlich an der Anfangsbedingung nichts dndert. Analytisch kann man,
zumindest fiir unsere beiden Spezialfille, auch fiir dieses Anfangswertproblem Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung zeigen, da f die so genannte Carathéodory-
Bedingung erfiillt.

Auf dieses Anfangswertproblem konnen nun die Einschrittverfahren aus dem vori-
gen Abschnitt angewandt werden. Allerdings erfiillt nun f nicht die Glattheitsvor-
aussetzungen um Konsistenz und Konvergenz der Verfahren garantieren zu kénnen,
da § beziiglich (, ) nicht einmal stetig ist. Insbesondere gehen die entsprechenden
Konvergenz und Konsistenzordnungen verloren, die bei entsprechend glatter rechter
Seite vorliegen.

Genau dieser Verlust der Konvergenzordnung ist die Thematik dieser Arbeit. Im fol-
genden soll gezeigt werden wie man Runge-Kutta-Verfahren verdndern muss um
wenigstens fiir das lineare Kontrollproblem die klassische Konvergenzordnung zu
erhalten.



Kapitel 3.

Lineare Kontrollprobleme

In diesem Kapitel wollen wir numerische Verfahren zu Losung des linearen Kontroll-
problems (LKP), welches in Abschnitt 2.3 eingefiihrt wurde, vorstellen und untersu-
chen. Dabei werden wir dieses Problem aus der Sicht eines Anfangswertproblems
betrachten, d.h. zu einer vorgegebenen Steuerfunktion u € L' (I; U) suchen wir eine
Losung des Anfangswertproblems

() = Ax(t) + Bu(t) Vitel (3.1)
z(0) = o, (3.2)

wobei U C R™ kompakt, I = [0,t] ein kompaktes Intervall, 2 € R**" , B ¢ R™*™
und z, € R” die Anfangsbedingung ist. Die Schwierigkeit bei der numerischen Lo-
sung besteht in der schwachen Voraussetzung an die Steuerfunktion u. Gewohnliche
Verfahren zu Losung von Anfangswertproblemen haben damit Schwierigkeiten.
Trotz dieses punktwertigen Zugangs ist dennoch das Ziel dieses Kapitels mengen-
wertige Verfahren zur Approximation der erreichbaren Menge von (LKP) zu entwi-
ckeln

Im ersten Abschnitt werden wir die Theorie von Ferretti, die er in [13] vorgestellt hat
untersuchen. Dabei geht es darum, fiir Runge-Kutta-Verfahren eine Auswahlstrate-
gie fiir die diskreten Kontrollvektoren zu bestimmen, sodass die gewohnliche Kon-
vergenzordnung der Verfahren erhalten bleibt.

Im zweiten Abschnitt soll diese Theorie ergdnzt werden. Wir werden dabei andere
Verfahren kennenlernen, die nattirlicher zu den im ersten Abschnitt vorgestellten Me-
thoden passen. Das wird auch zu einem tieferen Verstiandnis der Theorie von Ferretti
beitragen.

Im letzten Abschnitt riickt die erreichbare Menge des linearen Kontrollproblems in
den Mittelpunkt. Und die vorher punktwertigen Verfahren sollen dann zu mengen-
wertigen Verfahren ausgebaut werden um die erreichbare Menge zu bestimmen.

3.1. Die Theorie von Ferretti

In diesem Abschnitt wollen wir Runge-Kutta-Verfahren zu Losung von (LKP) studie-
ren, welche wir auch kurz mit RK-Verfahren bezeichnen. Wir betrachten ausschliefs-
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lich explizite Schemata, auch wenn dies nicht extra erwdhnt wird.

Zunéchst wollen wir ausgehen von einem gewohnlichen Runge-Kutta-Verfahren fiir
das obige Kontrollproblem. Dies dient dazu eine Gitterfunktion z;, : G, — R" zu
konstruieren mit Schrittweite h = th und N € N der Anzahl Iterationen des Verfah-
rens. Angepasst fiir das lineare Kontrollproblem (3.1),(3.2) schreiben wir hier nochmal
ein allgemeines explizites p—stufiges Runge-Kutta-Schema (siehe Definition 2.2.1 und
Beispiel 2.2.3) ausfiihrlich als

z, (0) = o (3.3)
p
o ((k+1h) = ap(kh)+ 0> bEK;  (k=0,...,N—1) (3.4)
=1
mit
Kl = Q(Ih (kh) —+ ’BuLk (35)
i—1
Ki = 2 (l’h (kh) + hZai,jKj) + %uiyk . (36)
j=1

Dabei werden die Koeffizienten a; j, b; und ¢; durch das Butcher-Array definiert (siehe
Beispiel 2.2.3) . Fiir ein gewohnliches Runge-Kutta-Verfahren sind dabei die Koeffi-
zienten u; ;, = u(kh + ¢;h) € R™ Diskretisierungen der Kontrollfunktion. Wie schon
erwdhnt, kann aber so keine Konvergenz erreicht werden (abgesehen davon macht
eine punktwertige Auswertung einer L'-Funktion keinen Sinn). Wir wollen sie hier
in diesem Schema deswegen zunéchst nur als unbestimmte Variablen betrachten. Sie
sollen im Folgenden als diskrete Kontroll- bzw. Steuervektoren bezeichnet werden.
Fiir k = 0 schreiben wir auch einfach u; statt u; ;. Die Bezeichnung “ein Runge-Kutta-
Verfahren der Ordnung s” soll bedeuten, das das zu Grunde liegende Runge-Kutta-
Verfahren unter gentigenden Glattheitsvoraussetzungen an die rechte Seite eines An-
fangswertproblems von Ordnung s konvergiert.

3.1.1. Entwicklung der diskreten und analytischen Losung

Wir wissen bereits aus Abschnitt 2.3, dass eine eindeutige Losung von (LKP) stets
existiert. Deswegen wollen wir eine Entwicklung dieser Losung erarbeiten. Dabei be-
trachten wir (LKP) lokal auf dem Intervall [0, 2] und geben auch eine lokale Anfangs-
bedingung 7, vor, die in einem Kompaktum variieren darf. Ziel ist es dann diese
lokalen Ergebnisse fiir eine globale Losung zu nutzen.

Satz 3.1.1. Es sei G C R" ein Kompaktum und die lokale Anfangsbedingung o € G. Zu ei-
ner vorgegebenen Steuerfunktion u € L' ([0, h]; U) geniigt die exakte Losung i(-) des lokalen
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(LKP) auf [0, h] folgender Entwicklung

p i h h S1
f(h) = Z %911 - To + %/ u (81) d81 + Q[%/ / u(Sg) d82 d81
i=0 0 0 0

h Sp—1
+...+le_1%/ / u(sy) dsy...dsy +t(h),
0 0

wobei h € 1 ist.
Fiir den Restterm gilt

le (M)l < [[12], - ™= (I + 21 1Bl 2 [1U]]e) + 1B ] 2 - U] ] - B

Wir haben also v (h) = O (hP™) mit einer Konstante, die unabhingig von der Steuerfunktion,
von der Schrittweite h und auch unabhingig in der Anfangsbedingung ist, die allerdings auf
G beschrinkt ist.

Beweis. Nach Definition einer Losung des Kontrollproblems aus Problem 2.3.1 ist &
absolutstetig. Wie schon erwdhnt existiert eine eindeutige Losung. Also gilt

:i*(s):i(O)Jr/osi’(t) dt  Vsel. (3.7)

Damit zeigen wir zundchst durch Induktion nach p € N, die Behauptung

p

. ht . L h si
m(m:ZFQU‘%—FZW%/O /0 u(sit1) dsit1-..dsy
' i=0

1=0

h Sp
+ le‘i’l / . / i’ (8p+1) d3p+1 e d31 . (3'8)
0 0

Der Induktionsanfang fiir p = 0 ist zusammen mit (3.1) schon die obige Integraldar-
stellung der Losung (3.7) mit s = h .

Induktionsschluss: p ~~ (p + 1)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir p die obige Gleichung (3.8). Darin ersetzen
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wir den Integranden 2 (s,+1) mit Gleichung (3.7) und erhalten

P
i(h) = Zi—,ﬁ x0+2w%/ / U (si41) dsipr ... ds
i=0

h Sp+1
+91p+1/ / 7 (0) +/ & (t) dtdspyq ... ds
0

p+1

= 22—:52( :C0+ZQIZ‘B/ / U (Sit1) dSip1...dsy
i=0

5p+1
+Q[p+1 / / + %U( ) t)dt d8p+1 R d81

—
*
~

p+1 p+1

— Z ?Ql To + Z Ql“B/ / u(8i11) dsiq...ds;
i=0
2 [ ... e d d
+ T (Spy2) dspia...dsy,
0 0

wobei wir in (%) die lokale Anfangsbedingung %(0) = 7, und fiir 2’ die rechte Seite
der Differentialgleichung von (LKP) eingesetzt haben. Damit ist obige Behauptung
bewiesen.

Da der Steuerbereich U als kompakt vorausgesetzt wurde, ist ||U]| , < co. Damit gilt

h Sp
’ Q[p%/ tee / u (Sp+1) d3p+1 R dSl
0 0

g||mp%uz/oh.../osp It (spen)ll dspps - . dsy
<8l - U], - 7
Weiter gilt fiir die Losung 2 nach Satz 2.3.5
120,y < €12 ([|Zolle + 7 1Bl 1U]) -

denn h < ty, dah € I = [0,tf]. Also ist sie in allen moglichen Steuerfunktionen
gleichmafiig beschrankt.
Da die lokale Anfangsbedingung 7, auf ein Kompaktum G C R" beschrankt ist, gilt
|Zoll, < |G|, Damit kann man die Losung abschétzen durch

12l < ™2 (1G]l + 7 1Bl 1U]l0) -

und sie ist auch gleichméafiig beschrankt in den Anfangsbedingungen aus G.
Damit haben wir

h Sp
0 0
< || - MMt (Gl + B, (UL -
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dhnlich wie vorher.

Mit der Dreiecksungleichung fiir Normen erhalten wir dann

’2[”%/ / U (Spt1) dspir...ds; —l—i’lp+1/ / T (Spt1) dSpiq ... dsy
< [, - ™2t (1G . + t 1B, 1Uloo) + 1208, - U] - h”“
Also definieren wir die Restfunktion v : / — R™ durch

h Sp h Sp
h) = le%/ cee / u (Sp-‘rl) d5p+]_ e dSl + le+1 / e / flA? ($p+1) d$p+1 e d$1
0 0 0 0

Offensichtlich gilt fiir diese Funktion die behauptete Abschitzung. O

Vor dem nédchsten Ergebnis benétigen wir noch folgendes

Lemma 3.1.2. Es sei ein Polynom p : R — R, p(y) = >_7", \iy* gegeben mit \; € R. Es
gebe ein y > 0, sodass fiir 0 < y < y gilt:

p(y)| < C-y™

mit einer Konstanten C > 0.
Dann ist p die Nullfunktion, d.h. \; =0 (i =0,...,m).

Beweis. Angenommen p ist nicht das Nullpolynom.

Dann gibt es minimales 0 < iy < m mit \;; # 0. Wir nehmen o.E. an \;, > 0. Falls
nicht ersetzte im Folgenden p durch —p.

Wir definieren dann

m—ig

]5 Z )\zo—I—zy

Dann ist |p(y)] < C - y™! dquivalent mit [p(y)| < C - y™™ ™ fir 0 < y < 9.
Da Polynomfunktionen stetig sind, gilt lim, ., p(y) = \;,. Trivialerweise gilt auch
lim, o C-y™ =% = 0,dennm+1—iy > 1. Also gibteseiny; € (0,7) mitp (y1) > 3);,
und C -y~ < 1), . Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Als nichstes wollen wir auch fiir die diskrete Losung x;, eine Entwicklung erarbeiten.
Fiir ein konkretes Verfahren erhdlt man diese Entwicklung einfach durch ausrechnen
d.h. in dem man die Gleichungen (3.3)-(3.6) konkret nach x,(h) auflost. Da wie hier
nur explizite Schemata betrachten ist dies moglich.
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Satz 3.1.3. Die diskrete Losung x;, von dem lokalen (LKP) mit Anfangsbedingung z sei mit
einem p-stufigen Runge-Kutta-Schema der Ordnung p konstruiert. Dann hat sie die Darstel-

lung . ) )
W i
1=0 =1 7j=1

Dabei etfiillen die Koeffizienten v; ; die Gleichungen 37 ~vi; = 1 (i = 1,...,p) und es
ist v, ; = 0 fiir p — i < j — 1. Sie ergeben sich aus den Koeffizienten im Butcher-Array des
Verfahrens.

Fallsb, > 0und a;41; > 0 (: = 1,...,p—1) ist, gilt zusitzlich ; ,_;41 > Ofliri =1,...,p.

Beweis. Wir zeigen den Beweis in mehreren Schritten. Dies ist ein technisch schwieri-
ger Beweis wegen der vielen Indizes.

Schritt 1 : Behauptung 1: Die K; in (3.5)+(3.6) haben im ersten Zeitschritt fiir ¢ =
1,...,pdie Gestalt

i1 i—1 ij
Ki = ZﬁljJ“lhjai,j . fi'[) + Z thlj‘B Zﬁi,j,kuk + %ui
=0 j=1 k=1
mit Koeffizienten «; j, f; j » € R. Dabei setzten wir 3,5, := 1, wobei dies der Koeffizi-
ent von u; in K sein soll.

Fiir 7 = 1 ist Behauptung 1 richtig mit o; 0 = 1 und ;01 = 1. Die Induktionsvoraus-
setzung (I.V.) gelte fiir alle K; mit j <.

Induktionsschritt 7 ~» 7 + 1

Ki+1 = 2 <Lf’0 +h Z a/i+17jKj> + %uzqu
j=1

Qli’o + Z thai+17jKj + ‘Buiﬂ

Jj=1

A j—1
= § : § : k427 k+1 =
Qll‘o + Ai41,5 A + h + Q5L+ Lo +

j=1 k=0

i j—1 j—l
+ Z Qj41,5 (Z Q[l+1%hl+l Z ﬁj’”{uk + Ql%hu]) + %Ui+1
=1 k=1

Jj=1

1<

i i i+1-1
= Zﬁkﬂhkaiﬂ,k - To + Z h'2A'B Z Bit1,,5u5 + Buiqg,
k=0 =1 j=1
wobei wir im letzten Schritt die Summationsreihenfolge vertauscht haben. Die zweite
Summe steckt in den neuen Koeffizienten
Qip10:=1 | Qip1r =Gy Z%‘,k—1 (k’ =1...,1+ 1)
j=k
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und

Biv11; = air1; (G=1,...,1),
i

l=2....,1+1
; o= az . 14 . ’ 7' . 3.9
Bitv1,4 k§l_1:+j 1k Bri-1 <] =1,...,1+1— l) (5)

Schritt 2 : Mit dieser Formel fiir die K; rechnen wir z,(h) aus mittels (3.4).

p

=1

p i—1
= Q_Zo -+ E bz E Qlj+1h]+16¥i,j . i’g
i=1 j=0

p i1 i—j p
+ Z bi Z hTi B Z Bij ke + Z b;Bu;
=1 g=1 k=1 i=1

p p p—j
= Y Whia; T+ Y WWTIBD 6,
Jj=0 Jj=1 k=0

wobei wieder wie vorher die Summationsreihenfolge im letzten Schritt vertauscht
wurde. Die zweite Summe ist wieder in den neuen Koeffizienten

p
&0:1 y O~éj: E biOéi,j,1 (jzl,,p)
1=j

und

P .
J= 2,....p
Se=0by (k=1,....p), = > bib1x ( )

k= 1,....p—j+1

I=k+j—1
(3.10)
versteckt. Wir wollen die letzte Gleichung noch ein wenig anders schreiben. Dazu
setzten wir d; = 27", (j =1,...,p) und
1 J= 1,...,p J= 2,...,p
= . =0 . (311
ik (g”k<k: L”wp—j+1>77m (k: P—j+2,....p G-11)

Esistdann >?7*'~,; = 1(j = 1,...,p) und fiir die diskrete Losung haben wir die

Darstellung
p P p—1

on(h) =Y Whia; o+ Y WU TBd; Y v

=0 j=1 k=0
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Schritt 3 : Jetzt miissen wir noch zeigen, dass &; = & und d; = % . Dazu bemerken wir,
dass die Darstellung, die wir zeigen wollen, auch gelten muss fur die gewohnliche
Form des RK-Verfahrens, in der die u;, = u(c¢;h) Diskretisierungen der Steuerfunk-
tion sind. Denn dieser Satz betrifft ja nur die direkte algebraische Darstellung von
z(h) gewonnen aus den Gleichungen (3.3)-(3.6). Im folgenden seien die u;, solche
Diskretisierungen, aufierdem sei die Dimension der Kontrollen m = 1, denn dieser
Darstellung gilt ja fiir beliebige m € N . Wir geben eine konstante Steuerfunktion
u(t) = u fur ¢ € [0,h] mit u € R vor. Dies ist eine beliebig glatte Steuerung. Damit
ist die rechte Seite des Anfangswertproblems (3.1)-(3.2) beliebig oft differenzierbar.
Dann wissen wir, dass das RK-Verfahren Konsistenzordnung p hat. Deshalb muss
zusammen mit der Entwicklung fiir die analytische Losung aus Satz 3.1.1 gelten

& (h) — o ( Zhwxo( )
p
ZQU 1% (/ / dSZ e dSl — hldl Z%kuk> =0 (thrl) . (312)
k=1

Jetzt setzen wir u = 0. Dann féllt die ganze zweite Summe weg. Und wir erhalten

2 (- )

wobei h € <0, ﬁ), h > 0 eine maximale Schrittweite und C' > 0 eine Konstante ist .

Sc'hp+17

o0

Im Allgemeinen ist A’z # Og~ (diese Darstellung muss ja fiir alle Matrizen 2 gelten).
Jetzt wenden wir auf ein beliebige Komponente dieses vektorwertigen Polynoms das
Lemma 3.1.2 an und erhalten ¢&; = % (1=0,...,p).

Nun sei z = 1. Aus (3.12) erhalten wir mit den neuen Werten fiir &;

Zml 1%( 1 — hid, - 1)

Auch hier ist 2478 im Allgemeinen nicht der Nullvektor (8 ist hier ein Vektor, da
m = 1 gesetzt ist). Mit dem gleichen Argument wie vorher erhalten wir d; =

~

<C-hTY he(0,h).

o

Schritt 4 : Jetzt wolle wir noch den Zusatz zeigen. Es sei jetzt b, > Ound a;41,; > 0 (i =
1L,...,p).

Wir zeigen: In Schritt 1ist 3, ,_; > 0 (j = 0,...,i —1). Fur i = 1ist #10; = 1. Fir
k < i sei die Behauptung richtig. Wir zeigen den Induktionsschritt i ~» (i + 1). Wenn
man in (3.9) j =i + 1 — [ setzt, erhdlt man

6i+1,1,i = Qi415 5i+1,l,i+1fl = Qjt1, ° ﬁi,lfl,iJrlfl (l =2,...,1+ 1) .
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Es ist stets 3;11,410 = 1, denn dies ist der Koeffizient von By, in K;.

Zusammen mit der Induktionsannahme fiir 3; ;;,_; und der Voraussetzung fiir die
a; 41, folgt die Behauptung.

Nun setzen wir in (3.10) £ = pbzw. k = p — j + 1 und erhalten

51,p = bp ) 5j,p—j+1 = bpﬁp,j—l,p—jﬂ (j =2,... ,p) .

Wegen der obigen Behauptung und da b, > 0 ist nach Voraussetzung, sind auch die
Jip—it1 > 0 (i = 1,...,p). Setzt man nun in (3.11) £ = p — j + 1 und berticksichtigt,
dass d; = j!ist, so erhdlt man, dass die ;.1 > Osind fiir j = 1,...,p.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 3.1.4. In dem Satz ist vorausgesetzt, dass die Ordnungszahl mit der Stufen-
zahl des Runge-Kutta-Verfahrens iibereinstimmen muss. Diese Voraussetzung, wel-
che Ferretti in seinem Artikel [13] nicht erwdhnt, schriankt die Klasse der Runge-
Kutta-Verfahren doch erheblich ein. Insbesondere gibt es kein Runge-Kutta-Verfahren
der Ordnung s > 5, das diese Bedingung erfiillt. Diese Aussage findet man in [10,
Theorem 370B, p. 259]. Zum Beispiel hat ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 5
mindestens 6 Stufen.

3.1.2. Modifizierte RK-Verfahren und Konsistenz

An dieser Stelle bendtigen wir einige Definitionen. Wir wollen die Koeffizienten des
letzten Satzes als Matrix darstellen. Und wir benétigen eine weitere Matrix aus tech-
nischen Griinden. Wir definieren

110 - 0
Y1 Yip oo .
0o 2t -
I, = Lo, und A, = ,
Yol pp : 0
0 -~ 0 pl

welche beide reelle p x p-Matrizen sind. Die Matrix I', nennen wir definierende Ma-
trix eines RK-Verfahrens, denn durch ihre Eintrdge wird mittels Satz 3.1.3 ein RK-
Verfahren fiir (LKP) definiert

Bevor wir weiter machen, soll zur Verdeutlichung die definierende Matrix des Heun-
Verfahrens berechnet werden.

Beispiel 3.1.5. In diesem Beispiel sei m = 1 (die Dimension des Kontrollbereichs).
Wir betrachten das Heun-Schema. Das Butcher Array dafiir sieht so aus:

0/0 0
111 0
1
1|3 3
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Es hat zwei Stufen. Damit ist p = 2. Mit Hilfe von Beispiel 2.2.3 kénnen wir damit
folgende Koeffizienten zuordnen:

11
bT: (blvb2) =\5 35 ) CT: (01762) = (071>
2°2
und
Q21 = 1, 11 = Q12 = Q22 = 0.

Wir wollen die definierende Matrix I'; fiir das Heun-Verfahren berechnen. Wir setzten
also die gerade aus dem Butcher-Array bestimmten Koeffizienten in die definieren-
den Gleichungen (3.3)-(3.6) ein und erhalten fiir den ersten Zeitschritt, d.h. k =0

1 1
zp(h) = 2p(0) + A (01 Ky + 0o Ky) = ZTg + h (§K1 + EKQ) ;

wobei

K1 = Q(Ih(()) + ’Bul = 5213_30 + iBul

2—-1
K2 = A (l’h (O) + hZGLJ‘KJ’) + %uz = Q[ii'o + thKl + %UQ
j=1

ist. Damit ergibt sich
Ky = Az + hATo + hABu; + Bu,
und insgesamt
zp(h) = T + hAT + %29123;0 + hB (%ul + %uz) + %Qm%ul :

Vergleichen wir dies mit der Darstellung aus Satz 3.1.3 so erhalten wir
1

MI=MN2=35 5 21= I und 72=0.

1
T, = 2

die definierende Matrix fiir das Heun-Verfahren.

Also ist

N | =

Wir brauchen im Folgenden noch vergrofierte Versionen der Matrizen I', und A,,.
Dabei wird jeder Eintrag ersetzt durch eine m x m Diagonalmatrix mit diesem Eintrag
in der Diagonale. Sei

¢, o0 -+ 0

Y11 sz e Vl,pem |
0 21¢,, . :
Lppi= und A,,, = ,

Y1€m 0 YppCm ) ‘ '
0 e 0 pe,
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wobei &, die m x m-Einheitsmatrix ist. Die Matrizen I',, , und A,, ,, sind damit mp x
mp-Matrizen.

Jetzt sind wir in der Lage Satz 3.1.3 in Matrixschreibweise darzustellen:

Uy
.
.
xh(h):zﬁml-iwr[h%\h@l%\h%@%]...]hpﬁp’l%} AT | o | 313)
i=0

Up

Dabei ist [B | AB | A*B | ... | AP~1B] die n x mp-Matrix die durch Aneinanderrei-

u7)" st ein Spal-

tenvektor mit mp Komponenten. Dabei sorgt die Struktur der vergroflerten Matrizen
Iy, und A, , dafiir, dass die Komponenten von jedem Kontrollvektor u; je gleich
behandelt werden. Mit anderen Worten wird so die skalare Multiplikation mit einem
Kontrollvektor v; ; - u; dargestellt.

hung der Spalten der einzelnen Matrizen entsteht. Und (u'{, U

Es sei nochmal erinnert, dass n die Dimension des Kontrollproblems ist, m die Di-
mension des Kontrollbereichs und der Kontrollvektoren und p ist die Stufenzahl des
Verfahrens (und deren Ordnung). Diese Bezeichnungen behalten fiir den Rest dieser
Arbeit ihre Giiltigkeit, aufler es wird etwas anderes angegeben.

Da wir die Inversen der Matrizen I',,, , benétigen, miissen wir deren Invertierbarkeit
beweisen.

Lemma 3.1.6.

(i) Sei 9 € R eine Matrix mit MM = (m;;), ;_,
vergroflerte Version. Dann gilt:

M invertierbar =— I; invertierbar Vie N

und
M, invertierbar flireinl € N =— 9 invertierbar.

(ii) Die definierende Matrix I', eines RK-Verfahrens ist invertierbar, falls die Koef-
fizienten im Butcher-Array b, > 0 und a;41, > 0 (¢ = 1,...,p — 1) erfiillen.
Insbesondere ist dann auch I',, , invertierbar Vm € N.

Beweis.
zu (i) : Es sei (f;),_, _, die kanonische Basis im R* und (e;),_, _, die kanonische Basis
im R”. Dann definieren wir fiir j = 1,...,m die lineare Abbildung o; : R* — R
durch

o; (fi) = ¢jpe-1y (@=1,....k).

Weiter bezeichnen wir mit U; := span (¢, ¢j44, ..., ¢j4ik—1)) das Bild von ¢;. Offen-

sichtlich ist o; injektiv und es gilt R*=@,_, , U;.
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Im Folgenden bezeichnen wir mit m* die i-te Spalte von M und mit m’ die i-te Spalten
von 9. Dann gilt o; (m?) = m/ -V,

a) Sei [ € N beliebig und 9t invertierbar. Wir zeigen: Dann ist 901, invertierbar.

Weil 91 invertierbar ist, sind die Spalten von 91 linear unabhdngig und bilden eine

Basis des R*. Deren Bilder unter o;, namlich m7, m*, ... m/T*=U! sind linear unab-
hiangig, weil o; injektiv ist. Also bilden diese Vektoren eine Basis des Unterraumes Uj.
Da R direkte Summe der Unterrdume U; fiir j = 1,. .., ist, bilden die Spalten von

9, eine Basis des R*. Damit ist 9, invertierbar.

b) Sei l € N, sodass 9, invertierbar ist. Wir zeigen: Dann ist 91 invertierbar.

Sei j € {1,...,1}. Da 90, invertierbar ist, sind die Spalten m/, m/*! ...  m/+*-Dl -
near unabhingig. Also sind auch deren Urbilder unter ¢;, ndmlich m!, ... m", linear
unabhéngig, da o; injektiv ist. Dies sind aber schon alle Spalten von 9. Also ist 9
invertierbar.

zu (ii): Sei b, > 0und a;11, >0 (i = 1,...,p — 1). Nach Satz 3.1.3 ist dann ; ,_;41 > 0
fuiri=1,...,pund v, ; = 0 fiir p — i < j — 1. Dann hat I, die Gestalt

Y1 Yip
I'p = S0
Tp,1 0 0

mit stets positiver Diagonale. Damit sind die Spalten linear unabhangig und I', ist
invertierbar. O

Bemerkung 3.1.7. Die Bedingungen an die Koeffizienten eines p-stufigen expliziten
RK-Verfahrens im Butcher-Array, ndmlich

bp>0 und ai+17i>0(z’:1,...,p—1),

sind iiberhaupt nicht restriktiv. Alle expliziten Runge-Kutta Verfahren mit hochstens
4 Stufen, die ich in der Literatur gefunden habe, erfiillen sie. Insbesondere erfiillen
auch alle RK-Verfahren aus Beispiel 2.2.5 diese Bedingungen.

Wie bereits in Bemerkung 3.1.4 erwdhnt wurde, kommen RK-Verfahren mit mehr als
4 Stufen nicht in Frage.

Nun definieren wir die Auswahlmenge

T 1
ImmZ:{(C’ir,...,Cg) GRmp|§1:/Ll(51)d81,...,
0

1 Sp—1
gp:/o /O u(sp) dsp...dslfﬁruELl([O,l];U)} :

Dabei werden die Vektoren ¢; zu einem langen Spaltenvektor vereinigt. Damit kénnen
wir nun folgende wichtige Definition tatigen.
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Definition 3.1.8. Es sei fiir ein p-stufiges RK-Verfahren der Ordnung p die definie-
rende Matrix I';, nach Satz 3.1.3 gegeben. Fiir die Koeffizienten im Butcher-Array des
RK-Verfahrens gelte b, > Ound a;41;, >0 (i =1,...,p—1). DannistI', , invertierbar
und wir definieren den diskreten Kontrollbereich als die Menge U, , := I',,t Ay )T -

Es sei eine Kontrollfunktion u € L (I; U) fiir (LKP) vorgegeben. Und es sei h = tﬁf die
Schrittweite, wobei IV die Anzahl der Iterationen ist, vorgegeben. Wir definieren das
folgende Einschrittverfahren zur Konstruktion einer diskreten Losung x;, von (LKP)
mittels seiner Verfahrensfunktion

Py P P
W % i—1lori—1
@h(x,ul,...,up) I:Z il 2 x+Zh 2 %-Z’ymuj,
i=1 i=1 j=1
dabei sind die Kontrollvektoren (u], ..., ug)T € U, », und nennen es modifiziertes RK-

Schema der Ordnung p. Falls die Kontrollvektoren nicht beliebig aus U,,, ,, sind, sondern
folgender Gleichung

Wl D) = @7, w07 =T Ay (GO, G(0)T)

mit ¢;(t) = fol - [T u(t 4 s;h) ds; .. .dsy furi =1,...,pund ¢ € [0,¢; — h] geniigen,

so heifle das Einschrittverfahren dann modifiziertes RK-Verfahren der Ordnung p. Wir
schreiben dann die Verfahrensfunktion als

(I)h (t,l’) = (I)h (x;ﬁl(t), R ,ﬁp<t)) .

Weiter schreiben wir u; , statt u;(kh) und kurz u; statt u; .

T

Bemerkung 3.1.9.

(i) Die Kontrollvektoren der mod. RK-Verfahren sind in U,,, fir ¢t € [0,t; — hl.
Denn fir u € L' (I;U) und ¢ € [0,t; —h], istu(t+h) € L'([0,1];U), weil
[t,t+h] C I =10,tf]ist. Also ist dann (¢ (t)7, ... ,Cp(t)T)T € Z,.»- Nach Definiti-
on der Menge U,,, ,, sind dann die Kontrollvektoren (i (¢)7, ..., ﬁp(t)T)T € Up p-

(ii) Der diskrete Kontrollbereich ¢, , hdngt von dem konkreten RK-Verfahren ab,
das dem modifizierten RK-Verfahren zugrunde liegt, da hier die Matrix I',,,
eingeht.

(iii) Das modifizierte RK-Schema ist im Gegensatz zum modifizierten RK-Verfahren
eigentlich kein richtiges Einschrittverfahren, da die Kontrollvektoren dadurch
nicht festgelegt werden. Es ist vielmehr eine Art Vorstufen eines Einschrittver-
fahrens.

In Abbildung 3.1 sieht man den diskreten Kontrollbereich 4 » fiir das mod. Heun-
Verfahren und fiir das mod. verbesserte Euler-Verfahren. Es ist deutlich zu erkennen,
dass diese beiden Mengen sich unterscheiden.
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verbessertes Euler-Verfahren Heun-Verfahren
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Abbildung 3.1.: Diskrete Kontrollbereiche fiir das modifizierte Heun-Verfahren und
fur das modifizierte, verbesserte Euler-Verfahren

Damit konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Theorem 3.1.10. Sei h € 1. Fiir das lokale lineare Kontrollproblem (LKP) auf dem Intervall
[0,h] (d.h. N = 1) sei ein modifiziertes RK-Schema der Ordnung p gegeben. Weiter sei G C
R™ ein Kompaktum und die lokale Anfangsbedingung =, € G. Die diskrete Losung x;, werde
mittels dieses Schemas berechnet. Weiter seien dabei die Koeffizienten b, > 0 und a;+1,; >
0 (i=1,...,p—1). Dann gilt:

(A1) Es seien eine Kontrollfunktion w € L* ([0, h]; U) und die dazugehorige Losung
& von (LKP) vorgegeben. Dann gibt es Kontrollvektoren (ul ... ,ug)T € Upp,
welche die diskrete Losung x, (h) bestimmen, sodass (A3) gilt. Die Kontrollvek-
toren konnen dabei gemdf$ dem modifizierten RK-Verfahren gewihlt werden.

(A2) Es seien Kontrollvektoren (uf, ... ,uZ)T € Uy, und die dazugehirige diskrete

Liosung xy, (h) vorgegeben. Dann gibt es eine Kontrollfunktionu € L* ([0, h]; U),
welche die exakte Losung & bestimmt, sodass (A3) gilt.

(A3) Es gilt

12 (h) = n (W)l <
(2], - ™= (1G] + 1 1Bl 2 [1Ull0) + [127B]l - 1U]]] - 57+
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fiir h — 0, wobei die Konstante unabhiingig ist von der diskreten und exakten
Losung und deren Kontrollen, von der Schrittweite h und auch von der Wahl der
lokalen Anfangsbedingung z aus dem Kompaktum G.

Insbesondere besagt (A1), dass ein modifiziertes Runge-Kutta-Verfahren von Ordnung p kon-
sistent ist von Ordnung p.

Beweis. Wegen der Bedingungen an die Koeffizienten b, und a,,; des Runge-Kutta-
Verfahrens sind die Matrizen I', bzw. I';,, , nach Lemma 3.1.6 invertierbar.

(Al) = (A3)
Sei u € L' ([0,h]; U) gegeben. Dann ist die Funktion u (h-) € L' ([0,1];U) und wir
definieren

/ / u(hs;) ds;...ds; (t=1,...,p). (3.14)

Dann ist offensichtlich ((f, .. CT) L p- Da Ty, , invertierbar ist, setzen wir die
Kontrollvektoren mittels

Uy G
=000 0] (3.15)

up CP
Damit ist (u1 e ,uZ)T € Upm, nach Definition. Nach Konstruktion entspricht der
Vektor (uf,..., p) dem Kontrollvektor (u], ..., p) des modifizierten RK-Verfah-

rens.
Wendet man die Substitutionsregel mehrfach auf (3.14) an so erhélt man

G = hl/ / (s;) ds;...ds; (t=1,...,p).

Damit folgt mit einer kleinen Umformung von (3.15)

%]u] / / (s;) ds;...ds; (i=1,....,p). (3.16)

Mit diesen Kontrollvektoren konstruieren wir die diskrete Losung z;(h). Mittels der
Entwicklungen in Satz 3.1.1 und der Darstellung aus Satz 3.1.3 erhalten wir

Pog P4
R h ht
& (h) — zp (h) :Zi—‘m ~x0—zﬁﬂ -a1 +v(h)+
i=0 i=0
p ' h 8i-1 i p—1
+ Zmzfl% [ ... / u (31) ds;...dsy — Z_' Z Vi, i W5 (317)
i=1 0 0 T j=0
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wobei t(h) der Restterm aus Satz 3.1.1 ist, fiir den auch die dortige Abschitzung gilt.
(A2) = (A3)

Sei (uf,..., uZ)T € U, gegeben. Dann gibt es nach Definition von U, , einen Vektor
(... ¢N)' € Tny mit

Uy Cl Uy Cl

| S =An, | bzw : =T, A | ,
Uy Cp Up Cp

daT’,,, invertierbar ist.

Wiederum nach Definition von Z,, ,, gibt es eine Funktion tt € L' ([0, 1] ; U) mit

1 Si—1
Cl:/ / ﬁ(Sz) dszdslz
0 0
1/h [ a(gs) dseds =), (a9
— —S; S;...AS 71 = ) 5 .
Wi, ; A 1 p

wobei die zweite Darstellung mit Hilfe der Substitutionregel erfolgt.

Nun setzten wir u(t) := ot (+ - t). Dannistu € L* ([0, k] ; U). Mit diesem u gilt nun die
Darstellung (3.16) und schlieslich auch die Gleichungen (3.17). [

3.2. Erganzungen und neue Verfahren

In diesem Abschnitt soll die Theorie von Ferretti ergdnzt werden. In seinem Arti-
kel liefert er keinen Konvergenzbeweis fiir die modifizierten Runge-Kutta-Verfahren.
Dies soll hier nachgeholt werden. Auflerdem wollen wir die Einschrankung beseiti-
gen, dass sich mit diesem Zugang maximal die Konvergenzordnung 4 erreichen lasst
(vgl. Bemerkung 3.1.4). Dies geschieht durch Einfiihrung neuer Verfahren.

Wir wollen mit der Definition dieser Verfahren anfangen, dann kénnen wir die Kon-
vergenz fiir beide Verfahrensarten simultan zeigen.

Definition 3.2.1. Es sei eine Kontrollfunktion u € L' (I;U) fiir (LKP) vorgegeben.
Wie bei allen Einschrittverfahren gelte fiir die Schrittweite i = tﬁf, wobei N € N die
Anzahl der Iterationen des Verfahrens ist.

Das Ferretti-Schema der Ordnung p zu der Konstruktion einer diskreten Losung z}, :
G — R™ fiir (LKP) ist gegeben durch die Verfahrensfunktion

p i—1 p

h ) ) )
O (2,01,...,0,) ==Y A+ SR
i=1 ’ i=1
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dabei sind die Kontrollvektoren (v, ...,0])" € I, .

Dann wird z;, mit der Verfahrensfunktion geméafs dem allgemeinen Einschrittverfah-
ren konstruiert (vgl. Definition 2.2.1). Falls die Kontrollvektoren nicht beliebig aus
7., sind, sondern folgende Gleichungen

C? |

/ / u(sih+1t)ds;...ds i=1,....,p,t€[0,ty —h] (3.19)

erfiillen, so heifst dieses Einschrittverfahren dann Ferretti-Verfahren der Ordnung p. Da-
fiir schreiben wir die Verfahrensfunktion kurz als

q)h (t, iL‘) = CDh (.1', ﬁl(t), ey ﬁp(t)) .
Zur Abkiirzung schreiben wir auch b, , statt v,(kh) und auch v; statt v, .

Bemerkung 3.2.2.

(i) Zum Unterschied zu den Kontrollvektoren fiir die Runge-Kutta-Verfahren schrei-
ben wir hier v; statt u; bzw. v, , statt i, ;, . Wir haben gesehen, dass die u; , € U,,, ,,
sind fiir alle ¢, k (siehe Bemerkung 3.1.9). Es bleibt zu zeigen, dass die Kon-
trollvektoren (vf,,...,0],)" der Ferretti-Verfahren tatsachlich in Z,,, sind fiir
k=0,...,N — 1. Dies folgt mit dem selben Argument wie in Bemerkung 3.1.9 .

(ii) In seinem Artikel [13] hat Ferretti diese Verfahren nicht betrachtet. Es scheint
mir dennoch angemessen sie nach ihm zu benennen, da sie auf der Entwicklung

der Losung aus Satz 3.1.1 auf Seite 52 beruhen, die er in seiner Arbeit vorgestellt
hat.

(iii) Auch das Ferretti-Schema ist im Gegensatz zum Ferretti-Verfahren eigentlich
kein Einschrittverfahren, da die Kontrollvektoren nicht festgelegt werden.

Damit konnen wir schon Konsistenz fiir diese Verfahren zeigen. Wir formulieren das
Analogon zu Theorem 3.1.10 fiir die Ferretti-Verfahren.

Theorem 3.2.3. Sei h € I. Fiir das lokale lineare Kontrollproblem (LKP) auf dem Intervall
[0,h] (d.h. N = 1) sei das Ferretti-Schema der Ordnung p gegeben. Weiter sei G C R™ ein
Kompaktum und die lokale Anfangsbedingung z, € G. Die diskrete Losung x;, werde mittels
dieses Schemas berechnet. Dann gilt:

(A1) Es seien eine Kontrollfunktion w € L' ([0, h]; U) und die dazugehorige Losung
2 von (LKP) vorgegeben. Wiihlt man die Kontrollvektoren (v7 ..., UE)T (S
gemdf$ dem Ferretti-Verfahren, dann gilt fiir das dadurch festgelegte x, die Aus-
sage (A3).
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(A2) Es seien Kontrollvektoren (vl ..., UZ’)T € 1,,, und die mittels des Ferretti-
Schemas konstruierte diskrete Losung x, (h) vorgegeben. Dann gibt es eine Kon-
trollfunktion w € L' ([0,h];U), welche die exakte Losung i bestimmt, sodass
(A3) gilt.

(A3) Es gilt

12 (h) = zn (W)l <
2, - ™t (1G] + 7 1Bl 1U) + 1278, - U] - 27
fiir h — 0, wobei die Konstante unabhiingig ist von der diskreten und exakten

Losung und deren Kontrollen, von der Schrittweite h und auch von der Wahl der
Anfangsbedingung z, aus dem Kompaktum G.

Insbesondere besagt (A1), dass ein Ferretti-Verfahren der Ordnung p konsistent ist mit Kon-
sistenzordnung p.

Beweis.

(A1) = (A3)

Es sei u € L' ([0,h];U) und damit & gegeben. Weiter sei v; := v;(0) (i=1,...,p)
fir diese vorgegebene Steuerfunktion u geméfs (3.19) berechnet. Nach Bemerkung
3.2.2(i) ist dann (v], ... ,UZ)T € I,n - Wendet man nun iteriert die Substitutionsregel
(=Transformationsformel) auf v; an, so erhédlt man

v; —/ / h) ds;...ds; = / / u(s;) ds;...ds; 1=1,...,p.

Mittels der Entwicklung der Losung 2 in Satz 3.1.1 und der Konstruktion von x;, nach
dem Ferretti-Verfahren hat man damit
p

i p i
& (h) —ap (h) = —Qv'-:zso —Zimi@ﬁo(hp“)

+ ZQU 3 [ / / J) ds; ... dsy — h'v; (3.20)

Zt(h) :
wobei t(h) der Restterm aus Satz 3.1.1 ist, fiir den auch die dortige Abschdtzung gilt.
(A2) = (A3)

Es sei (o],..., U?)T € I, und x;, gegeben. Mit derselben Argumentation wie im
Beweis von Satz 3.1.10 folgt die Existenz eines u € L' ([0, »]; U), sodass

/ / Vdsio..ds (i=1,....p)

gilt (siehe Gleichung 3.18). Fiir die zu u gehorende analytische Losung 2 gilt damit
(3.20). Damit ist der Satz bewiesen. O
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Nun kénnen wir den Konvergenzsatz fiir beide Verfahrensarten zeigen. Dabei wird,
wie auch bei den Konsistenzaussagen, auch die andere Richtung gezeigt, bei der man
die diskrete Losung x;, vorgibt. Dies ist im ndchsten Abschnitt fiir die Erweiterung
auf mengenwertigen Verfahren niitzlich.

Theorem 3.2.4. Fiir das lineare Kontrollproblem (LKP) auf I = [0,t;] mit Anfangsbedin-
gung x sei ein p-stufiges RK-Schema der Ordnung p oder das Ferretti-Schema der Ordnung
p gegeben. D.h. die diskrete Losung x;, wird mit einem der beiden Schemata konstruiert. Bei
dem RK-Schema seien dabei die Koeffizienten b,_y > 0 und a;11, >0 (i=1,...,p—2).
Dann gilt:

(A) Seiw € L' (I;U) und damit auch die Losung fiir (LKP) 1 vorgegeben. Dann
erzeugt

(i) das modifizierte RK-Verfahren eine Folge von Kontrollvektoren

(T ,ﬁgk)T € Up,p (k=0,...,N — 1) welche die diskrete Losung xy,

festlegen, sodass (C) gilt.

(ii) das Ferretti Verfahren eine Folge von Kontrollvektoren
(674 - -, Egk)T €Zn, (k=0,...,N — 1) welche die diskrete Losung x,
festlegen, sodass (C) gilt.

(B) Es sei eine folge von Kontrollvektoren
@) (uf, ... ,ugk)T € Upyp (k=0,...,N — 1) zusammen mit der dazu nach

dem RK-Schema konstruierten diskreten Losung x;, gegeben.

(ii) (01, ..., ng)T € Iy (k=0,...,N — 1) zusammen mit der dazu nach
dem Ferretti-Schema konstruierten diskreten Losung x;, gegeben.

Dann gibt es eine Steuerfunktion u € L' (I; U), welche die analytische Losung i
bestimmt, sodass (C) gilt.

(C) Es gilt:

eltsr —1
L

wobei M := |27+t el (ol + R+ 17 1B 2 1Ulloo) +12°B]| 71Ul

L= ([0 ]| und R o= st (oo + s 1BIl, IU) it

Die obige Konstante ist also in der Schrittweite h nach oben und unten beschriinkt

und von der diskreten und exakten Losung und deren Kontrollen unabhingig.

Dabei sind die Bezeichnungen fiir den Einschrinkungsoperator A, und die Su-
premumsnorm fiir Gitterfunktionen ||| aus Abschnitt 2.2 entnommen.

1A () - 2allg, < M W firh -0,
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Beweis.
(4 = (0O)
Mit Definition 3.1.8 hat man als Verfahrensfunktion fiir die modifizieren RK-Verfahren

p p—1

x—I—Z W - 1%2%3%

und mit Definition 3.2.1 fiir das Ferretti-Verfahren

(I)h (t, I) =

=1

p j— p
hi 1 ) ) B
O (t) =Y —A -z + Y KA TB (L)
=1

7!
i=1

Fiir beide Verfahrensfunktionen gilt

[r (t, 21) — P (t, 22)]| o, <

p i—
hz 1
> T |21 — 22|

=1

Z

hzl

Also sind sie Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = HZ
Da die Schrittweite i € (0, 1) ist (siehe Gleichung 2.3), gilt

A
HQ[”Z < L < Z H HZ ]

Da L stetig von h abhdngt, ist der Ausdruck GLLL_l ebenfalls stetig in h und damit
auch nach oben und unten beschrankt. Aufierdem ist sowohl der Zahler als auch der
Nenner monoton steigend, sodass der ganze Bruch keinen grofsen Schwankungen
unterworfen sein diirfte.

Die Konsistenz von Ordnung p fiir beide Verfahrensarten haben wir in Theorem 3.1.10
und 3.2.3 gezeigt. Mit Proposition 2.2.9 und Satz 2.2.10 folgt die Konvergenz von
Ordnung p fiir beide Verfahren.

Die Folge der Kontrollvektoren (uf,;, ... ,ﬁgk)T € Upp bzw. (07, ..., ﬁgk)T € I, fur
kE=0,...,N —1wird aus der vorgegebenen Steuerfunktion u, die die exakte Losung

2 bestimmt, erzeugt gemafs der Definition des modifizierten RK-Verfahrens bzw. des
Ferretti-Verfahrens.

Im Folgenden wollen wir noch die Konstante der Konvergenzordnung genau bestim-
men. Dazu miissen wir aus Theorem 3.1.10 bzw. 3.2.3 das Kompaktum G so bestim-
men, dass

1 (ih) = Zn (ih) ] <
(2], - ™= (1G] + 1 1Bl 2 [1Ull0) + [127B]l - 1U]]] - 57+
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gilt fiir 7 = 1,..., N, wobei 2 die analytische Losung von (LKP) zur Anfangsbedin-
gung z, und Steuerfunktion uist und z;, (ih) := & ((i — 1)h)+h®, ((¢ — 1)h, 2 ((¢ — 1)h))
ist. Es ist also 7, (ih) die lokale diskrete Losung von (LKP) zum lokalen Anfangs-
wert 2 ((i — 1)h). Dabei muss G so gewdhlt werde, dass die lokale Anfangsbedingung
z((i —1)h) furi =1,..., N stets in G ist. Da aber 2 die globale Losung von (LKP) ist,
gilt nach Satz 2.3.5 die Abschitzung

12 (i = D)l < el 28 (||zoll, + 1 1Bl 1T o)
firi =1,... N. Also wiahlen wir G als den Wiirfel
G = [(w0), — R, (z0); + R] X [(w0)y — R, (z0)y + R] X - -+ x [(x0),, — R, (20),, + RJ,

wobei (z)), die i-te Komponente der Anfangsbedingung bezeichnen soll und R =
M2t ([lzolloo + 1 1 Bll2 1Ulo) ist.

Wegen i (ih) — @, (ih) = h-(%ﬁ@:%ﬁ:ﬁﬁl-@h(@-1y%@(u-1)h»> gilt dann fiir
i=0,...,N

& (ih) — & ((i — 1)h)
h
(12, - ezt (lzoll o + R+ t1 1Bl 1Ul0) + 1B 5 - [1Ul] - 22,

@y (i — )y (i - ”h”Hm <

denn |G|, = |lzo]l, + B
Nach [28, Satz 7.2.2.3] gilt dann

Lih

|2 (ih) — zp (ih)|| . < hP - ME fir i=1,...,N,

mit der Konstante
M = |2 tY| - el (||| + R+ t7 1B, |1U]l0) + 128, - U]l -

Also haben wir insgesamt

eLtf -1

185 (2) = allg, < hP- M

(B) = (O)
modifiziertes RK-Verfahren:

Im Folgenden sei @y, (-) die Verfahrensfunktion des mod. RK-Schemas. Weiter seien

(ufjr - ,uﬂk)T € Uy, (k=0,...,N — 1) zusammen mit der diskreten Lésung x;,(-)

von (LKP) gegeben.
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Fiirk = 0, ..., N—1konstruieren wir induktiv absolutstetige Funktionen z* : [0, h] —
R", die dann unmittelbar mit der gesuchten analytischen Losung Z(-) in Zusammen-

hang stehen. Die Kontrollvektoren (u],,...,ul k,)T bestimmen eine lokale diskrete Lo-
sung von (LKP) auf [0, h] mit Anfangswert 7y = zo (k = 0) bzw. Ty = 27 1(h) (k > 1),
die wir hier mit 7% (-) bezeichnen. Nach Satz 3.1.10 gibt es dazu eine Kontrollfunktion
u* € L' ([0, h]; U), welche eine analytische Losung z* : [0, h] — R" des lokalen (LKP)
festlegt, sodass

k kg
— ik <
Hx (h) — T (zh)Hoo <
[[[20H]], - ez (|Gl o + 4 (1B 11U Nl20) + 2B, - |U] ] BP*Y (3.21)

ist. Dabei ist Z§ (ih) = Zo + h®p, (To; Ui g, -+ Upk) -

Aufierdem muss hier das Kompaktum G so gewdhlt werden, dass alle lokalen An-
fangsbedingungen zo und z*~'(h) (k = 1,...,N — 1) in G sind. Es sind aber diese
lokalen Losungen z* nach Satz 2.3.5 jeweils beschrénkt, deswegen ist es moglich ein
solches Kompaktum zu finden.

Ferretti-Verfahren:

Seien (v],,... ,U}zk)T € Znp (k = 0,...,N — 1) zusammen mit z(-) gegeben. Im
Folgenden sei @), (-) die Verfahrensfunktion des Ferretti-Schemas. Das Folgende geht
vollig analog zu dem Vorigen, deswegen soll es jetzt kiirzer notiert werden.

Firk =0,..., N — 1 konstruieren wir wieder induktiv absolutstetige Funktionen z* :

[0, h] — R™. Die Kontrollvektoren (01T7 PR u; k)T bestimmen eine lokale diskrete Lo-
sung von (LKP) auf [0, h] mit Anfangswert 7, = zo (k = 0) bzw. Ty = 27 1(h) (k > 1),
die wir hier mit #} (-) bezeichnen. Nach Satz 3.1.10 gibt es dazu eine Kontrollfunktion
u* € L' ([0, h]; U), welche eine analytische Losung z* : [0, h] — R" des lokalen (LKP)
festlegt, sodass

o h) - 3% ), <
(27|, - = (|Gl + t7 1Bl L U]l ) + (1B, - Ul ] B (3:22)

ist.

Wieder muss hier das Kompaktum G so gewéahlt werden, dass alle lokalen Anfangs-
bedingungen zo und z*~'(h) (k =1,..., N — 1) in G sind.

Beide Verfahrensarten:

Das Folgende gilt fiir beide Verfahrensarten. Deswegen ist jetzt ¢, eine der beiden
Verfahrensfunktionen und die lokalen analytischen Losungen z* seien beziiglich ei-
ner der beiden Verfahrenarten konstruiert.

Jetzt definieren wir

#(t) == a"(t — kh) fiurt € [kh,(k+1)h] , k=0,...,N — 1.
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Dann ist Z auf ganz I definiert, offenbar stetig und es ist 2(0) = x,. Weiter ist Z nach
Satz 1.8.4 absolutstetig, denn die Einschrankungen auf [kh, (k + 1)h] sind absolutste-

tig.

Analog definieren wir
u(t) == u*(t — kh) fur t € [kh, (k+1)h] , k=0,...,N —1.

Dann ist u ebenfalls auf ganz I definiert. Weiter ist u(¢t) € U Vt € I. Fiir eine Borel-
Menge A C U gilt dann u~"' (A) = U, (uk)_l (A). Also muss u messbar sein, da ja
die u* messbar sind. Insgesamt ist u € L' (I;U), denn, da I ein kompaktes Intervall
ist und U ebenfalls kompakt ist, muss ||u||;.;.;;) < oo sein.

Nach Definition ist klar, dass & eine Losung von (LKP) zur Kontrollfunktion u mit
Anfangswert z, auf dem Intervall [ ist.

Nach Satz 2.3.5 ist # unabhdngig von der Kontrollfunktion u beschrankt. Wir konnen
also wie in der vorigen Richtung und auch mit der gleichen Begriindung das Kom-
paktum G wihlen als

G = [(z0); — R, (z0), + B] x [(z0), — R, (z0), + B] X -+ X [(20),, — R, (20),, + R],
wobei R genau wie vorher ist. Dann gilt fir k = 1,..., N
&(kh) =2 (h) € G und x4 € G.

Es ist dann M wieder die Konstante der lokalen Abschitzung (3.21) bzw. (3.22) fiir
dieses speziellen Kompaktum G.

Es bleibt noch zu zeigen, dass dieses = die Aussage (C) erfiillt. Es gilt

12 ((+ 1)h) = ((+ D)D)l
<@ ((i + 1)h) = [ (ih) + h®p (& (ih) ;0 - - -5 up—14)] ]l
+ [[[# (ih) + h®u (& (ih) ;u04, - - - up—10)] — @a (P + D)

Fiir den ersten Summanden der rechten Seite erinnern wir uns an die Definition von
2 und erhalten mittels (3.21) bzw. (3.22)

|OO

I (4 1)R) — 2 R) + 5 (& (iR) o,y 1)
= ||ZEZ (h) — [ZL‘Z_I (h) + h® (J]Z_l (h) ;u07i, . ,up_lﬂ‘)] ||
< M-t (i=0,...,N—1).

o0

In der ersten Richtung des Beweises haben wir bereits gesehen das @, (¢, x) Lipschitz-
stetig bzgl. = ist. Genauso zeigt man, dass die Verfahrensfunktion ®,(z;us,...,u,)
des mod. RK-Schemas bzw. Ferretti-Schemas ebenfalls Lipschitz-stetig bzgl. x ist mit
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Lipschitzkonstante L. Dann kann man den zweiten Summanden so abschétzen:

& (th) + h®p (Z (ih) U0z, - - up—1,)] — zp ((E+ D)

T (1h) + h®p (2 (ih) ;U - - - up—1,)] — (@5 (Ph) + Py (zh (1) 5804, - - - Up—13)] [ o
(ih) — zp (th)|| o + B ||®h (T (Ph) 804, . - - s up—1,5) — P (@h (Ph) W04, - - Up—1) |
+hL) (|2 (ih) =z (ih)|

Insgesamt haben wir dann
12 (G + k) = n (G + D)o < (14 ALY [Eih) = (i)l + MET
Daraus folgt nach [28, Hilfssatz 7.2.2.2.]

) A oFhL _ 1
|12 (kh) — an (kB)|lo, < € (12(0) — 2 (0)]| + hL M- hPH
khL _
= e ||lzo — 20|, + M~hp
tyL
< by

Die letzte Ungleichung gilt wegen kh € I = [0,ty] flir k =0,..., N.
Also haben wir insgesamt

eLtf -1

1A (2) = 2allg, < h* - M—F

Dabei ist die Konstante M/ eLtLﬁ unabhiéngig von den vorgegebenen Kontrollvektoren
und der dazu bestimmten Kontrollfunktion. Ebenso ist sie dann natiirlich unabhéan-
gig von der diskreten Losung z; und der analytischen Losung . Aufierdem ist sie
noch oben und unter beschrankt in der Schrittweite h.

Damit ist alles gezeigt. O

Die numerischen Tests der mengenwertigen Verfahren aus dem nachsten Abschnitt
haben das nun folgende Resultat angeregt. Es handelt sich dabei um einen wichti-
gen Zusammenhang zwischen den Ferretti-Verfahren und den modifizierten Runge-
Kutta-Verfahren.

Satz 3.2.5. Fiir das lineare Kontrollproblem (LKP) auf I = [0, ;] mit Anfangsbedingung
sei eine Kontrollfunktion u € L* (I;U) gegeben. Weiter sei die diskrete Lsung xf mit einem
modifiziertes RK-Verfahren der Ordnung p und die diskrete Losung xi mit dem Ferretti-
Verfahren der Ordnung p konstruiert. Dann gilt:

R_ F
Ty, =Ty, -

Fiir jede Konvergenzordnung gibt es im Grunde nur ein Verfahren. Unter allen Verfahren der
gleichen Konvergenzordnung ist das Ferretti-Verfahren ausgezeichnet.
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Beweis. Fiir (LKP) sei u € L' (I;U) vorgegeben. Es reicht, den ersten Zeitschritt zu
betrachten, weil alle diese Verfahren Einschrittverfahren sind, also nur den letzten
Schritt bei der Berechnung der ndchsten Approximation verwerten.

Das Ferretti-Verfahren der Ordnung p berechnet fiir diese Steuerfunktion u Kontroll-

vektoren (6{, e BZ)T € 7,,, und ein modifiziertes RK-Verfahren der Ordnung p

erzeugt die Kontrollvektoren (u], ... ,ﬁg)T € U, p. Nach Definition dieser Kontroll-

vektoren gilt offensichtlich der Zusammenhang

Uy (o5}
=000 |- (3.23)
ﬁp 61’
Die nach dem mod. RK-Verfahren berechnete diskrete Losung hat nach Definition
3.1.8 der Verfahrensfunktion und (3.13) auf Seite 61 folgende Darstellung

U
b
h _ _
zf(h) = Zi—!QL cxo+ [hB | RPUAB | .| WPATIBI A T, |
1=0 _
Llp
01
(3.23) ~— R _ .
= WQU-:(;O+[hsz%|h?ms|...|hpztp—lszﬂ :
=0 6p
p h, p
_ i io(i—1 =
- Zi—!QL-xO+Zth B - b,
=0 =1
= (h)

Die dritte Gleichung (von oben) ist genau die definierende Gleichung des Ferretti-
Verfahrens. Und die zweite Gleichung ist eine Matrixdarstellung dieses Verfahrens.
An der ersten und zweiten Gleichung sieht man, dass man ein modifiziertes RK-
Verfahren als lineare Transformation des Ferretti-Verfahrens der gleichen Ordnung
verstehen kann. Die Kontrollvektoren sind dann so definiert, dass diese Transforma-
tion wieder riickgdngig gemacht wird.

Das bedeutet, dass alle modifizierten RK-Verfahren der Ordnung p und das Ferretti-
Verfahren der Ordnung p, zu einer vorgegebenen Kontrollfunktion stets die gleiche
diskrete Losung z;, liefern. Die Verfahren sind also identisch. O

Bemerkung 3.2.6.

(i) Im Grunde ist die Idee fiir das Ferretti-Verfahren ganz trivial. Man nimmt ein-
fach die Entwicklung aus Satz 3.1.1 und schneidet den Restterm ab. Dadurch hat
man eine lokale Approximation an die exakte Losung, die von der Ordnung des
Restterms ist.
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(ii) Eigentlich ist es unnotig komplizierend und tiberfliissig die Entwicklung der
exakten Losung aus Satz 3.1.1 mit der Darstellung eines Runge-Kutta Verfah-
ren aus Satz 3.1.3 zu vergleichen und die Kontrollvektoren abzugleichen. Im
Grunde gibt es zu jeder Ordnung nur ein Verfahren, nimlich das entsprechende
Ferretti-Verfahren. Jedes andere Verfahren ist lediglich eine lineare Transforma-
tion dieses Verfahrens, wobei aber dann die diskreten Kontrollen so gewdahlt
werden miissen, dass diese lineare Transformation wieder riickgéangig gemacht
wird.

(iii) Im Gegensatz zu den modifizierten RK-Verfahren gilt fiir die Ferretti-Verfahren
keine Ordnungsbeschrankung.

(iv) Die Aquivalenz dieser beiden Verfahrensarten ist mit der Darstellung der Ver-
fahren in Matrixschreibweise leicht zu sehen. In dem Artikel von Ferretti [13] ist
dies viel schwerer, da der ganze Betrachtungsweise auf Runge-Kutta-Verfahren
ausgerichtet ist.

(v) Das Ferretti-Verfahren kann nicht als explizites RK-Verfahren interpretiert wer-
den. Denn dann miisste man die definierende Matrix I', = A, wihlen konnen,
sodass dann A; LT, , = €,,, wire (siehe den letzten Beweis). Jedoch in der ers-
ten Zeile von I', stehen immer die Gewichte des jeweiligen RK-Verfahrens, d.h.
Y1, = b;. Also miisste b = 1 und b; = 0 fiir j = 2,.. ., p sein. Es miisste also ein
explizites RK-Verfahren geben, dass von der Ordnung p konvergiert, aber dazu
nur die erste Stufe verwendet. Das ist nicht moglich wenn p > 2 ist. (siehe [10,
Theorem 370A, p. 258]).

3.3. Approximation der erreichbaren Menge

Ziel diese Abschnittes ist es die punktwertigen Verfahren, die in den beiden vori-
gen Abschnitten gewonnen wurden, zu mengenwertigen Verfahren auszubauen um
die erreichbare Menge eines linearen Kontrollproblems zu approximieren. Wie wir in
Abschnitt 2.3 (Satz 2.3.8) gesehen haben ist sie identisch mit der erreichbaren Menge
der zugeordneten linearen Differentialinklusion. In der Literatur wird haufig von der
linearen Differentialinklusion ausgegangen, jedoch war das hier wegen der Entwick-
lung der punktwertigen Verfahren nicht moglich bzw. nicht angemessen.

Die mengenwertigen Verfahren gewinnt man nun einfach dadurch, dass man die dis-
kreten Kontrollvektoren der Verfahren ersetzt durch die diskrete Kontrollmenge U4,,, ,,
bzw. die Auswahlmenge Z,, ,. Um diese Verfahren definieren zu kénnen miissen wir
die Matrixschreibweisen der punktwertigen Verfahren gebrauchen. Es sei daran erin-
nert, dass U,, , und Z,, , Spaltenvektoren enthalten.

Weiter moge sich der Leser an die Bezeichnungen aus Kapitel 2 fiir die erreichbare
Menge R (¢, x¢) von (LKP) und fiir das dquidistante Gitter G, = {0,h,..., Nh =t}
erinnern (bei dem linearen Kontrollproblem ist ¢, = 0).



3.3. Approximation der erreichbaren Menge 77

Definition 3.3.1. Wie bei den punktwertigen Einschrittverfahren gelte fiir die Schritt-
weite h = tﬁf, wobei N € N die Anzahl der Iterationen des Verfahrens ist.

Die folgenden mengenwertigen Einschrittverfahren dienen zur Konstruktion einer
mengenwertigen Gitterfunktion R, : G, = R", wobei R, (ih, zo) diskrete erreichbaren
Menge (zum Zeitpunkt :h) heifie. Sie soll die erreichbare Menge R (ih, zy) von dem

linearen Kontrollproblem bzw. der linearen Differentialinklusion approximieren.

Diese mengenwertigen Einschrittverfahren sind gegeben durch

Rp(0,29) = {zo}
Ry ((i 4+ Dh,x) = €-Ry(ih,z0)+D-U  (i=0,...,N—1)

mit der n x n-Matrix € := Y | %QU, einer n x mp-Matrix ® und der Menge U/ C R" .

Es seiI',,, die definierende Matrix eines mod. RK-Verfahrens der Ordnung p. Dann
ist fiir das dazugehorige mengenwertige RK-Verfahren die Matrix

D= [MB | h2UAB | ... | WPAIB] AT,

und die Menge U := U,y, .
Und fiir das mengenwertige Ferretti-Verfahren der Ordnung p ist die Matrix

D= [AB | R°UAB | ... | WA~ 'B]
und die Menge U :=T,,, .

Mit den punktwertigen Ergebnissen der vorigen Abschnitte konnen wir nun unmit-
telbar Konvergenz der diskreten erreichbaren Menge gegen die (analytische) erreich-
bare Menge zeigen.

Theorem 3.3.2. Fiir das lineare Kontrollproblem (LKP) auf I = [0,t;] mit Anfangsbe-
dingung x, sei ein mengenwertiges RK-Verfahren der Ordnung p oder das mengenwertige
Ferretti-Verfahren der Ordnung p gegeben. D.h. die diskrete erreichbare Menge Ry, (-, zo)
wird mit einem der beiden Verfahren konstruiert. Dann gilt fiir alle t € Gy,

6Ltf -1

dig (R (t,20) , R (t,10)) < vV/nM 7

h?

wobei M und L die Konstanten aus Theorem 3.2.4 sind, welche nach oben und unten be-
schrinkt sind in der Schrittweite h.

Beweis. Der Hausdorff-Abstand ist definiert als (siehe Abschnitt 1.2)

dy (Rn (t,20) , R (t,20)) = max {d (R, (t,z0), R (t,20)),d (R (t,z0) ,Rn (t,2z0))} -
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Und nach Definition des einseitigen Hausdorff-Abstandes gilt fiir t = kh (kK =
0,...,N)

d(Rp (t,x0) , R (t,z0)) = sup  dist(z, (t), R (t,x0))
J}h(t)ERh(t,l‘o)
= sup inf xp (t) —x (t
@ () ER, (ta0) T(H)ER(E,70) I (2 ®)l.
< sup inf vz, (t) =2 @)
o (D) ER, (ta0) E(H)ER(t,70) I (2 Ol

Lt
et —1

p

- hP,

eLtf -1
< sup vnM 7 -h? = /nM

zp (1) ERR(t,x0)

wobei die zweite Ungleichung nach Theorem 3.2.4(B) gilt. Dabei sind die Konstan-
ten L und M unabhéngig von der diskreten Losung z;, und der analytischen Lo-
sung & (siehe Theorem 3.2.4). Sie gelten auch fiir jeden Zeitpunkt ¢ des Gitters G;, =
{kh | k=0,...N}.

Nach dem gleichen Theorem, aber mit Teil (A), folgt fiir den anderen einseitigen
Hausdorff-Abstand

d(R (t,zo),Rn (t,x0)) = sup  dist (2 (t), Ry (t,x0))
Z(t)ER(¢,x0)
= su inf T(t)—ap(t
i(t)ERI(Dt,JCo)Ih(t)eRh(t@O)|| (1) = o Dl

eltr —1
sup  /nM 7 -h? = /nM

Z(t)ER(t,x0)

eltsr —1

IN

B

fur alle t € Gy,
Insgesamt gilt dann fiir alle t € Gy,

elts —1

d(Ry (t,20) , R (t,70)) < /nM e



Kapitel 4.

Nichtlineare Kontrollprobleme

Dieses Kapitel stellt einen Einschub dar. Es soll untersucht werden, ob sich die Kon-
zepte von Kapitel 3 auf das nichtlineare Kontrollproblem (NKP), welches in Abschnitt
2.3 vorgestellt wurde, tibertragen lassen. Dabei werden wir dieses Problem wieder als
ein Anfangswertproblem betrachten. Wir suchen also zu einer vorgegebenen Steuer-
funktion u € L' (I; U) eine Losung des Anfangswertproblems

2'(t) = a(z(t)) + Bu(t) Vitel 4.1)
z(0) = zo, (4.2)

wobei U C R™ der kompakte Steuerbereich, a € W2 (R")" ein Vektorfeld, I = [0, /]
das Zeitintervall, B € R"*™ eine Matrix und z, € R" die Anfangsbedingung ist.

Im ersten Abschnitt werden wir eine lokale Approximation der Losung von Ordnung
3 herleiten und diese in Verbindung mit expliziten Runge-Kutta Verfahren der Ord-
nung 2 bringen. Bei dem so entwickelten Verfahren wird eine spezielle Auswahl der
Kontrollvektoren ein grofie Rolle spielen. Dieser Abschnitt stellt im wesentlichen eine
Ausarbeitung von Kapitel 2 des Artikels von Ferretti [13] dar.

Im zweiten Abschnitt soll dariiber hinaus noch gezeigt werden warum eine hohere
lokale Approximation d.h. von Ordnung > 3 mit dieser hier vorgestellten Methode
kaum méglich ist und warum die Ubertragung der gewonnen punktwertigen Appro-
ximationen in mengenwertige Verfahren auf ineffiziente Verfahren fiihrt. Es wird also
auf die Nachteile dieses Zugangs fiir das nichtlineare Kontrollproblem eingegangen.

4.1. Theorie von Ferretti

In diesem Abschnitt werden die Konzepte aus Kapitel 3 auf den nichtlinearen Fall
angewandt.

Zunichst werden wir eine Approximation der Losung von (4.1) und (4.2) herleiten,
die wir spater weiter verwenden. Dabei werden an des Vektorfeld a, an die Kontroll-
funktion u und an die Losung z die schwachen Voraussetzungen aus Problem 2.3.10
gestellt. Deswegen ist auch die Losung nur in der Klasse der absolutstetigen Funktio-
nen zu suchen.

79
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Satz 4.1.1. Zu einer vorgegebenen Steuerfunktion u € L' (I;U) geniigt die exakte Losung
z(-) von (NKP) im ersten Zeitschritt folgender Entwicklung

i:(h):xo—l—h~a(:c0)+%-3a(xo)-a(:c0)+%/0 u(s)ds

h s
30 (o) - B /0 /0 w(r)drds +¢(h) (43)

fiir h € 1. Dabei ist ¢ : [0, 00) — R" eine Restfunktion, die der Abschitzung

n? 2 I 3
el < (% Nallyamqanys M2+ 5 allyamqnys M ) -
mit einer Konstanten M = ||a||y 2.0 oy + [B £ U filr h — 0 geniigt.

Beweis. Bevor wir die eigentliche Formel zeigen konnen, miissen wir etwas Vorarbeit
leisten.

Da z(-) als absolutstetig vorausgesetzt ist (sieche Problem 2.3.10), gilt nach Theorem
1.8.5 folgende Darstellung

#(h) = 2(0) + /Oh (t)dt = zo + /Oh #(t)dt . (4.4)

Nach Bemerkung 2.3.11 ist a zumindest auf dem Zustandsraum (2 stetig differenzier-
bar. Deswegen gilt
||(1(U)||OO < ||a||W2,(x>(Rn)n Yo e ().

Insbesondere gilt auch [[a (2(¢))[|,, < [[a[ly20@ny» VE € I, da & den Zustandsraum
(2 nach Satz 2.3.12 nicht verlasst.

Wegen u(t) € U und weil U kompakt ist, gilt ||u(?)|| ., < ||U]|, < oo Vt € I, und damit
ist auch 2’ durch eine Konstante M > 0 beschréankt, die sich so ergibt:

W~

)

1#(0). =" lla (@) + But). (4.5)
< lallwzonn + 1Bl U]l == M (4.6)
Damit folgt nun unmittelbar
h
‘/O i’(t)dt” <h-M (4.7)

Desweiteren benotigen wir eine Taylorentwicklung 0. Ordnung von dem Vektorfeld
aim Zustandsraum 2. Da a hier stetig differenzierbar ist, sieht die Taylorentwicklung
nach [21, Abschnitt 2.4, Satz] so aus

a (xo + /0 ' 2 (t) dt) =a(xy) +v(h), (4.8)
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wobei t; : [0,00) — R™ eine stetige Restfunktion ist, definiert durch
h h
t;(h):=a (xo +/ ' (t) dt) —a(zg) = 3a(§)/ 2 (t) dt
0 0
mit einer Zwischenstelle § € €. Mit (4.7) und weil [[Ja (b) [, < nl[allyecc@nyn Vo € Q
(siehe Beispiel 1.6.4) ist, erhalten wir daraus
o1 ()l < (2 lallysmqunye M) <2 V€ [0,1], (4.9)

Fiir eine Taylorentwicklung 1. Ordnung greifen wir auf Satz 1.7.2 zuriick und erhalten

a (:):0 + /Oh 2 (t) dt) = a(xg) + Ja (20) - /Oh #'(t) dt + va(h) ,

wobei t; : [0,00) — R" eine stetige Restfunktion ist, definiert durch

to(h) :=a (:po + /Oh ' (t) dt) —a(xg) — Ja(xo) - /Oh 2'(t) dt .

Mit Satz 1.7.2 und (4.7) ist diese Restfunktion beschrankt durch

n2
el < (7 Tl a7 - 22

Damit konnen wir nun das eigentliche Resultat zeigen. Wir beginnen mit (4.4)

2(h) = x0+/0hi~’(t) dt ‘& m0+/ha(:%(t))+%u(t) dt

0
(4.4) h h h
= Xo + / a (SEO + / .@,(t) dt) dt + %/ u(t) dt
0 0 0
t

(4.10)

(4.11)

(4.10) x0+/0ha(x0)+3a(x0)~ (/0 (s) ds) +1,(t) dt—i—%/ohu(t) dt
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und fahren fort mit

:c0+/hu(x0)+3a(xo) (/t:z’( )d)+t2()dt+%/ t)dt (4.12)

W o+ a(x0) b+ Ja (a0) // )) + Bu(s) ds dt

)
+%/ dt+/ v (1) dt
() x0+a(x0)h+3u(xo)-/ /a(xo—l—/ i‘/(r)dr) ds dt
+%/ dt+%/ / dsdt+/0hr2(t) dt

9 o+ a(zo) b+ Ja (20) / / @ (20) + 1 (s) ds dt
+%/ dt+93/ / dsdt+/0ht2(t) dt
= wzo+a(ze)h+Ja(zo) a(z )
+%/ dt+23/ / s)dsdt+t(h) | (4.13)
wobei t : [0,00) — R" | fo to (1) dt + fo [ v1 (s) dsdt die finale Restfunktion

ist. Mit (4.11) und (4.9) kann dlese Funktlon SO

n? n
le (M)l < { = Nallwzco@nyn M+ = llallypzoo@nyn M ) - 2
6 6

abgeschitzt werden.
Damit ist alles gezeigt. O

Bemerkung 4.1.2.

(i) Dieses Resultat kann auch mit Hilfe der Picard-Iteration oder mit Hilfe von
Volterra- oder Flifi-Entwicklungen gezeigt werden.

(ii) In dem Doppelintegral fo fo ) dr ds wird tiber die obere Grenze des inneren
Integrals integriert. Die belden Integrale sind also nicht vertauschbar, da das
duflere Integral von dem inneren abhingt.

(iif) Dieser Satz 4.1.1 zeigt eine lokale Entwicklung der Losung von dem Anfangs-
wertproblem (4.1)+(4.2) von Ordnung 3. Aber dies ist nur eine lokale Entwick-
lung, womit sich nur Verfahren mit Konvergenzordnung 2 gewinnen lassen.



4.1. Theorie von Ferretti 83

Im Folgenden soll ein zweistufiges explizites Runge-Kutta Verfahren auf unser An-
fangswertproblem (4.1),(4.2) anwendet werden, obwohl die rechte Seite von (4.1) nicht
einmal stetig ist und somit keine Konvergenz des RK-Verfahrens sichergestellt wer-
den kann. Wie schon in Beispiel 2.2.3 erwdhnt, wird ein solches Verfahren iiber das
Butcher-Array definiert, welches hier so aussieht:

0
Co | G211
1| b by

In Beispiel 2.2.5 findet man dazu konkrete Verfahren. Dabei miissen die Koeffizienten
die Gleichungen

Co = Q21 und 1= b1 + bg (414)
erfiillen.

In Beispiel 2.2.3 setzen wir nun f (¢,2) = a(x) + Bu(t) und erhalten als allgemeine
Verfahrensfunktion

O (t,x,h) = by (a(x) +Bu(t)) + be (Bu(t + c2h) +a(x +az h - (a(x) +Bu(t)))) .
Daraus resultiert nach Definition 2.2.1 folgende Gitterfunktion

oy (i + Dh) = xp(ih) + hby (a (wu(ih)) + Bu(ih)) + hbeBu(ih + coh)
hbya (z4(ih) + as1h - (a (2 (ih)) + Bu(ih)))  (i=0,...,N —1)

zp(0) = xo.

Damit diese explizite RK-Verfahren in einem glatten Fall auch von 2. Ordnung kon-
vergieren, miissen die Koeffizienten noch eine weitere Bedingung erfiillen. (Diese
Konvergenz gilt hier nicht, da die rechte Seite i.A. nicht einmal stetig ist). Nach [10,
sec. 32, p. 156] muss die Gleichung

1
bycy = baagy = 3 (4.15)

gelten. Wie man leicht sehen kann, erfiillen das Heun-Verfahren und das verbesserte
Euler-Verfahren aus Beispiel 2.2.5 diese Bedingung.

Wie schon erwdhnt, wird die Gitterfunktion z;, im Allgemeinen nicht gegen die Lo-
sung 2 konvergieren, da die Kontrollfunktion u nicht einmal stetig ist. AufsSerdem
macht eine punktwertige Auswertung einer L'-Funktion keinen Sinn. Wie im linea-
ren Fall ersetzten wir in obiger Gleichung die Diskretisierungen der Kontrollfunktion
u (ih) und u (ih + c2h) durch die Variablen u; ; und u, ;. Fiir den ersten Zeitschritt, d.h.
1 = 0, schreiben wir kurz u;und u,. Diese Grofien nennen wir Kontrollvektoren. Sie
sind Vektoren aus dem R™. Damit erhalten wir

Th ((Z + 1)h) = {L‘h(lh) + hbl (Cl (ZL’h(Zh)) + %uu) + hbg%ugﬂ‘
+hb2a (.Th(’th) + CL271h . (a (xh(zh)) + EBLlLi)) (416)
4(0) = o, (4.17)
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wobei ¢ von 0 bis N — 1 lauft.

Ziel ist es nun durch geschickte Wahl dieser Kontrollvektoren, was man eine Aus-
wabhlstrategie nennen kann, die Konvergenz von z;, gegen Z, wie sie in Definition
2.2.4 erklart wurde, zu sichern.

An dieser Stelle sei noch einmal erinnert an die Auswahlmenge Z,, ,, den diskreten
Kontrollbereich U, , und die Matrizen I';,, , und A,, ,, welche alle in Unterabschnitt
3.1.2 eingefiihrt wurden. Dabei gilt die Beziehung

_ p-1
Z’{mvp = Fm,pAm,pIm,p .

Die Matrix I',, » fiir das obige explizite RK-Schema hat zusammen mit den Bedingun-
gen (4.14) und (4.15) die Gestalt

b€, b€,
Fm 2 — .
’ 1¢,, 0¢,,
Und damit gilt fiir den diskreten Kontrollbereich

(e men )
m,2 — lém O@m m,2 -

2
Der folgende Satz zeigt nun, welche Auswahlstrategie gewédhlt werden muss, da-
mit die Verfahren konsistent sind von Ordnung 2. Dabei soll die Formulierung “ein
Runge-Kutta-Schema der Ordnung 2” bedeuten, dass das zu Grunde liegende RK-

Verfahren bei geniigender Glattheit der rechten Seite die Konvergenzordnung 2 be-
sitzt.

Theorem 4.1.3. Fiir das nichtlineare Kontrollproblem (NKP) auf dem Intervall [0, h] sei ein
explizites Runge-Kutta Schema der Ordnung 2 mit 2 Stufen gegeben. Dabei sei das Gewicht
by # 0. Die diskrete Losung x;, werde mittels diesem Schema konstruiert. Dann gilt:

(A1) Zu einer vorgegebenen Kontrollfunktion u € L' ([0, k] ; U) existiert ein Kontrollvektor
51

u € U, 2, sodass (A3) gilt.
2

u
(A2) Zu einem vorgegebenen Kontrollvektor ' ) € U, 2 existiert eine Kontrollfunktion
Uo

u e L' ([0,R];U), sodass (A3) gilt.

(A3) Es gilt
12 () —zn (W) < C-h° fiir h—0,
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wobei

2

2
n n az 1M
O i= T Nl M2 + 2 lallaeany M +

4

Hanzoo(Rn)n M?

ist mit M = [|al|yya gy + Bl 2 U]l und M = [lallyan gy + Bl U2l -

Beweis. Zuerst schreiben wir noch einmal die definierende Gleichung (4.16) der dis-
kreten Losung z, fiir den ersten Zeitschritt d.h. i = 0, wobei wir zur Vereinfachung
21,(0) durch die Anfangsbedingung x, ersetzen:

Th (h) =Ty + h [bl (a (.%'0) + %U.l) + b2 (a (.730 + a2,1h . (Cl (.I’o) + %ul)) + %U.Q)] .

Im Vorgriff auf Proposition 5.2.3 benutzten wir, dass U, » beschrankt ist. Dies wire an
dieser Stelle umstandlich zu zeigen. Es ist dann ||U4,, 5[] ., < oo und es gilt

la (o) + B[l < laflwz.ccqnyn + 1Bl 7 [zl -

Dann ist auch € := a1 h - (a (xo) + Buy ) beschrankt, denn es istja h < 1 vorausgesetzt
(siehe Gleichung 2.3 auf Seite 38). Also gilt fiir den Radius

dass stets zy + £ € B, () ist (die Kugel wird beztiglich der 2-Norm gebildet).

Mit Hilfe von Satz 1.7.2 fithren wir auf B, (z,) eine Taylorentwicklung 1. Ordnung fiir
a um den Punkt zy durch und erhalten

a(xg+agih - (a(xg) +Buy)) = a(xo) + azih - Ja(2o) (a(xg) + Buy) +t(h) ,
mit einer stetigen Restfunktion t[0, co) — R" definiert durch
t(h) :=a(zo+ ag1h - (a(xe) + Buy)) — a(xo) + az1h - Ja (zo) (a(xo) + Buy) .

Nach Satz 1.7.2 mit £ = ag1h - (a (z9) + Buy ) ist diese Restfunktion beschrankt durch

2 2
B as n -
B0l < (24 lalhyn o 477 12,

wobei hier M := lallyy2.00 @nyn + 1Bl 2 [[Um,2 ]l ist.
Setzt man diese Entwicklung in obige Gleichung ein und wendet die Bedingungen
(4.15) an, so erhilt man

h2
T (h) =9+ h (bl + bg) a (ZB()) + hB (blul + bguz) + E 'Sa (LE()) : %uﬁ—

h2

+ 5 Jal0) - a(w0) + Abot (h) , (418)
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wobei ||hbot (h)]|, < (aQ’inQ [l pp72,00 (gnyn M2> - h3 ist ebenfalls mit (4.15).

Nach dieser Vorarbeit wollen wir die eigentlichen Aussagen zeigen:
(Al) = (A3)
Seiu € L' ([0, h]; U) eine beliebige Kontrollfunktion. Wir berechnen die Integrale

1 h 1 h t
Cl = E/; U(t>dt und Cg = ﬁ/o /(; U(S) dtds .

by b
Die Matrix ( 11 02 ) ist wegen by # 0 invertierbar. Deswegen ist nach Lemma

2
b€, bE,

3.1.6(i) auch die vergrofierte Version |
7&n  0€,

) invertierbar. Deswegen kon-

nen wir u;, U, setzten als

-1
bi&, b&,
R a (4.19)
Ug §€m 0¢,, CQ
Mit einfacher bzw. zweifacher Anwendung der Substitutionsregel folgt:
1 1 t
G = / u(t)dt und (= / / u(s)dtds, (4.20)
0 0 Jo

wobei 1t (+) := u(h-) ist. Dau(-) € L' ([0,1]; U) ist, ist damit auch ( ? ) € 7,2 nach
2

u
Definition von Z,, ». Weiter ist dann auch ( ! ) € U,, » ebenfalls nach Definition von
Uo

Up 2.
A1175 (4.19) folgen unmittelbar die Gleichungen
1 h
b1u1+b2u2 = E/O u(t)dt (421)
1 1 bt
§u1 = ﬁ/o /Ou(s)dtds (4:22)

Diese setzen wir in Gleichung (4.18) ein und bilden die Differenz mit der Entwicklung
(4.3) von z(h) aus Satz 4.1.1 und erhalten mit Dreiecksungleichung:

(k) — 2n(P)l = l[e(h) — hbot(R)|, < C- 17,

loo

wobei t(h) und die Abschédtzung dafiir aus Satz 4.3 stammen und

n2

2
n 21N
¢ = 6 HaHWQﬁOC(]R")" M? + 6 HaHWQﬁOC(]R")" M +

4

||a||W2,oo(Rn)” M?
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ist.

(A2) = (A3)

Sei [ ') e U, 2 vorgegeben. Nach Definition von U,, » gibt es 2_1 € I, mit
Uo 2

Cl o bl Gm b2 sz Uy
C2 B % sz Oqzm U .

Und nach Definition von Z,, » gibtes eint € L' (0, 1] ; U) mit

Clz/ u(t)dt und G = // s)dtds.

Mit der Trafo-Formel folgt:

G = h/ u(t)dt und ¢ = hQ// s)dtds,

wobei u(t) := 1i(+ - t) gesetzt ist und deswegen istu € L* ([0, h]; U).
Bleibt noch zu zeigen, dass mit u als gesuchter Kontrollfunktion (A3) erfiillt ist.

Es sei nun # die exakte Losung von (NKP) bzgl. der Steuerfunktion u. Wie in der
vorherigen Richtung gelten wieder die Gleichungen (4.21) und (4.22). Der Rest geht
wie bei der vorherigen Richtung ab diesen beiden Gleichungen. O

Bemerkung 4.1.4.

e Man kann die vorgestellten Verfahren auch als modifizierte Runge-Kutta-Ver-
fahren ansehen mit einer speziellen Auswahlstrategie. Bei einem herkémmli-
chen Runge -Kutta Verfahren wire u; = u(0) und uy, = u(c;h). Hier aber ist

= [ u(ht)dt und uy = [ [o u(hs) ds dt. Also hangen auch hier die diskreten
Kontrollen von der Kontrollfunkt1on u ab.

o Dieser Satz zeigt die Konsistenz fiir die vorgestellten modifizierten Runge-Kutta-
Verfahren. Dabei ist die Konsistenzordnung aber nur 2, da die gewthnliche Dar-

stellung fiir Konsistenz der lokale Diskretisierungsfehler M ist.

e Da a auf dem Zustandsraum 2 stetig differenzierbar ist mit beschrankten par-
tiellen Ableitungen, ist es auch Lipschitz-stetig auf 2. Damit kann man zeigen,
dass die Verfahrensfunktion ¢ Lipschitz-stetig ist. Mit Proposition 2.2.9 folgt die
Stabilitdt dieser modifizierten RK-Verfahren. Und mit Theorem 2.2.10 folgt die
Konvergenz von Ordnung 2 dieser Verfahren.
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4.2. Nachteile dieses Zugangs

Da der Schwerpunkt dieser Arbeit nicht bei diesen im vorigen Abschnitt gewonnen
Verfahren liegt, soll auf einen formalen Konvergenzbeweis verzichtet werden.

Bisher konnte dieser Zugang von Ferretti vom linearen auf den nichtlinearen Fall
iibertragen werden, zumindest fiir Konvergenzordnung 2. In diesem Abschnitt will
ich auf die Nachteile dieses Zugangs eingehen.

Im ersten Unterabschnitt soll gezeigt werden, warum sich die Konsistenzordnung
dieser modifizierten RK-Verfahren kaum steigern lasst. Und im zweiten Unterab-
schnitt soll gezeigt werden, warum sich die bisher gewonnenen Verfahren nicht in
effektive Verfahren zur Berechnung der erreichbaren Menge umsetzten lassen wie im
linearen Fall.

4.2.1. Steigerung der Konsistenzordnung

Um die Konsistenzordnung zu steigern, brauchen wir vor allem eine Entwicklung
hoherer Ordnung von der exakten Losung 2. Denn RK-Verfahren hoherer Ordnung
stehen ja zur Verfiigung. Ich will daher hier aufzeigen mit welchen Schwierigkeiten
es verbunden ist eine lokale Entwicklung von & von Ordnung 4 zu erreichen. Dabei
sollen nur die bisherigen Mittel, also die Taylorentwicklung und die Darstellung der
Losung als #(t) = 2(0) + f(f 7'(s) ds, verwendet werden (andere und bessere Mittel
sind mir auch nicht bekannt).

Zur Vereinfachung setzten wir n, m = 1 voraus, d.h. alle beteiligten Grofsen des Kon-
trollproblems sind nun Skalare. Deswegen schreiben wir auch a statt a , u statt u und
b statt B . AuBlerdem soll a € C3,(R; R) sein. Es gibt also ein M > 0, sodass

()| <M  VteR,i=0,...,3

ist.

Wir betrachten also noch einmal den Beweis des Satzes 4.1.1 . Die Taylorentwicklung
(4.10) wird in Zeile (4.12) eingesetzt und fithrt dann auf einen O (h?*) Term. Deshalb
miissen wir an dieser Stelle ein Taylorentwicklung der Ordnung 2 einsetzten. Deswe-
gen soll hier diese quadratische Taylorentwicklung bereitgestellt werden:

a (:co + /Oh ' (t) dt> =

a (o) + d (x) - /0 ' #(t) dt + « (2330) : ( /0 ' (1) dt) +0O(h%) . (4.23)

Der Restterm O (h?) ergibt sich, da a® beschrankt ist und da Oh 2'(t)dt = O(h) ist
(vl (4.7)).
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Wir gehen jetzt genau so vor wie in diesem Beweis und starten wieder mit (4.4)

h , h
2(h) = x +/ 2'(t) dt L / a(z(t)) + bu(t) dt
0 0
(4.4) h ¢ h
= x +/ a (xo + / #'(s) ds) dt + b/ u(t) dt
0 0 0
An dieser Stelle miissen wir, wie oben erwihnt, jetzt fiir a (xo + fo dt) die qua-

dratische Taylorentwicklung einsetzten. Dann folgt:
N " ’ ' Y] a” ([Bo) ' / ’ 3
Z'(h) = xo+ | a(xo)+ad (z) x(s)ds—I—T- i'(s)ds ) +O(t) dt
0 0 0

h
+b/ u(t) dt
(4.1)
=" zo+a(xg)h—+ad( xo// ) dsdt + a' (o) // s)dsdt

+#/ﬂ (/ o ())+bu()ds) dt+b/0 u(t)dt +O (h')  (4.24)

0

Ab jetzt wollen wir die beiden Terme mit a (Z(s)) gesondert betrachten. Wir fahren
fort mit dem ersten Term:

// ) ds dt
/ /a(xo—i—/si’(r)dr) ds di
0 [ [t oo
CE. _+a xo/// (#(r)) + bu(r) dr ds dt + O (h*)
(44)1(48) a(xo)?Jra’ (o) / / / a(zo) + O (r) drdsdt
(20) /// r)dr dsdt + O (h?)

= a(a:o)h;—i-a(:z;o) (o) —+a (o) /// r)drdsdt + O (h?)

N

Jetzt behandeln wir den zweiten Term. Um die folgende komplizierte Rechnung mog-
lichst einfach zu machen, miissen Terme, bei denen abzusehen ist, dass sie zu O (h*)
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werden, moglichst frithzeitig durch das entsprechende Landau-Symbol ersetzt wer-
den. Ich gebe nur Zwischenschritte wieder:

/h (/td(A( ))+bu(s)ds>2 dt

h( ) +d ( )/Osge'(r)dr+o(s2)+bu(s)ds>2dt 2
= /Oh<ta (z0) + a:o// a(zo) + O(r) + bu(r)dr + O (s )+bu(s)ds) dt
(1

= /Oh ta (z a (zo)a’ (o) //bu drds+/bu()ds+(9(t3)>2dt
= % x0)2+2a(x0)/0 t/o bu(s)dsdt+/0 (/Otbu(s)ds>2dt+(9(h4)

Setzt man diese Ergebnisse in (4.24) ein, so erhilt man

2
#'(h) = xo+h-a(zg)+d (x) // dsdt—l——a (x0) a(xg)

h
+%a(xo)2 a’ (zo) + a' (o) / // drdsdt—i—b/ u(t) dt
0

2

+a (z0) a” (o) // s)ds dt + a(o)bz/oh(/otu(s)ds) dt

W (ao)d (2n)? + O (1)
Damit haben wir eine lokale Approximation der Losung von Ordnung 4 erreicht.
Man sieht schon, dass die Formel erheblich komplizierter ist und der Aufwand zu
ihrer Berechnung erheblich angestiegen ist im Vergleich zur Entwicklung aus Satz
4.1.1. Die Hiirde der komplizierten Berechnung kénnte man aber auch bei hoheren
Entwicklungen mit Computeralgebrasystemen iiberwinden.

Ein grofierer Nachteil ist das Integral fo ( fo ds) dt, welches in dieser Entwick-

lung vorkommt. Denn dieses Integral kann man nicht als Mehrfachintegral darstel-
len, wie sie in der Menge Z,,, , vorkommen. Damit reiht sich diese Entwicklung nicht
in die Theorie ein, wie wir sie fiir das lineare Kontrollproblem in Kapitel 3 kennen-
gelernt haben. Will man diese Entwicklung fiir punktwertige Verfahren nutzen, so
muss man dieses Integral ausrechnen, was mit erheblichem Aufwand verbunden ist.
Dagegen macht des Integral fo t fo s) ds dt keine Probleme, weil man dies mittels
partieller Integration als Differenz zweler Mehrfachintegrale darstellen kann.

Fiir Entwicklungen von noch hoherer Ordnung sind entsprechend noch mehr unan-
genehme Integrale zu erwarten.
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4.2.2. Mengenwertige Verfahren

In diesem Unterabschnitt soll auf die Nachteile eingegangen werden, die entstehen,
wenn man die Verfahren aus dem vorigen Abschnitt oder auch die Entwicklung aus
dem vorigen Unterabschnitt in mengenwertige Verfahren umsetzen will.

Wir benutzten die Schreibweise von Abschnitt 3.3 und stellen die diskreten erreichba-
ren Mengen der modifizierten RK-Verfahren aus dem vorigen Abschnitt dar fiir die
ersten vier Zeitschritte:

Rp(0,20) = {xo0}

Rh (h, Ig) = {ZL’O + hbla (J]()) + h'B (b1u1 + bzug)

u
+hboa (2o + asih (a (zo) + Buwy)) | ( u1 ) e um,,,}
2

R (2h, z0) = U T,
DERh(h,CEo)

Rh <3h7$0) - U ,]:J
UERh(Qh,xo)

mit
u
'Z; = {U + hb1a<U) + hB (blul + b2u2) + hbya (U + Cl271h (Cl (U) + %ul)) | (ul ) S Z/{mp}
2

Man sieht schon bei der Menge R, (h, x(), dass es nicht mehr moglich ist die dis-
krete Kontrollmenge 4, , als Summand einer Minkowski-Summe zu schreiben, und
zwar wegen dem Summanden hbya (2 + az1ha (29 + Buy)). Dies ist schon ein grofier
Nachteil, da nun auch nicht mehr sichergestellt ist, dass Ry, (h, zo) konvex ist. Denn
nun konnen die Methoden der konvexen Analysis, die in Kapitel 5 beschrieben wer-
den nicht mehr angewandt werden.

Ein noch grofierer Nachteil ist bei der Menge R, (2h, ) zu sehen. Denn hier muss
eine im Allgemeinen tiiberabzdhlbare Vereinigung der Mengen 7, gebildet werden.
Selbst wenn jede Menge der Vereinigung konvex wire, so wére die gesamte Ver-
einigung im Allgemeinen nicht mehr konvex. Damit kénnen wiederum die Metho-
den der konvexen Analysis nicht angewandt werden. Man miisste endlich viele v €
R (h, xo) auswadhlen und dafiir dann die Mengen 7, berechnen. AnschliefSend miiss-
te man die Vereinigung dieser 7, bilden oder mit jeder einzelnen Menge im néachsten
Zeitschritt weiterrechnen, d.h. die Vereinigung R, (2h, z() wird fiir alle diese 7, ge-
bildet statt fiir R, (2h, ), usw. Dies ist in jedem Fall ein exponentieller Aufwand.

Der Nachteil, den wir fiir R, (h, ) festgestellt haben, ldsst sich beseitigen, wenn man
direkt die Entwicklung (4.3) aus Satz 4.1.1 in ein mengenwertiges Verfahren umsetzt,
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dhnlich wie wir das auch bei den Ferretti-Verfahren in Kapitel 3 gemacht haben. Dann
hétte man als erreichbare Menge

h2
Rh (h, JIO> = {LL’O + ha (.Z‘o) + ?3a (Io) a (xo) —+ hEBUl -+ h23a (.To) EBUQ

< . ) }
| E Imvp
)

= {1’0 + ha (ZL’()) + ?Ja (Io) a (l’o)} + [h% | h a (l’o) %} Im,pa

wobei die Schrittweite h in den Summanden A%Bv; und h*J, (zo) Bo, dadurch hin-
einkommt, dass die Integrale auf das Einheitsintervall transformiert werdem miissen
(vgl. (4.20)). Diese Menge ist nun konvex. AufSerdem erleichtert die Darstellung als
Minkowski-Summe die numerische Berechnung mit den Mitteln von Kapitel 5. Je-
doch das Problem mit der Vereinigung und dem exponentiellen Aufwand bei den
folgenden diskreten erreichbaren Mengen kann auch fiir dieses Verfahren nicht ver-
mieden werden. Die weiteren diskreten erreichbaren Mengen sind dann im Allgemei-
nen auch nicht mehr konvex.

Mit den gleichen Schwierigkeiten hat auch ein mengenwertiges Verfahren zu kdmp-
fen, welches auf der Entwicklung aus dem vorherigen Unterabschnitt beruht. Nur

2
kommt hier noch hinzu, dass das Integral foh < fot u(s) ds> dt nicht in der Menge 7,, ,,

enthalten ist. Man muiisste also eine neue Menge definieren, die aber dann wiederum
schwerer zu berechnen wire. Alle Methoden zur effektiven Berechnung von Z,,, ,, aus
Kapitel 5 waren nicht mehr anwendbar.

Insgesamt fiihrt dieser Ansatz fiir das nichtlineare Kontrollproblem auf hochst inef-
fektive Verfahren. Deswegen betrachten wir das nichtlineare Kontrollproblem nicht
weiter.



Kapitel 5.

Algorithmische und mathematische
Umsetzung

In diesem Kapitel wollen wir uns ndher mit der konkreten Umsetzung der in Kapitel 3
gewonnen mengenwertigen Verfahren befassen. Dabei sollen vor allem die mathema-
tischen Aspekte ndher behandelt werden, aber auch ein wenig die algorithmischen .
Zunichst gehen wir von dem mengenwertigen Ferretti-Verfahren der Ordnung p aus,
welches zur Approximation der erreichbaren Menge des linearen Kontrollproblems
dient. Zur Erinnerung soll es hier nochmal geschrieben werden

Rn(0,20) = {xo}

51
Rh((2+1)h7$0) = C'Rh(ih,.fo)#—@'zmp (i:O,...,N—l), ( )

wobei € und ® wie in Definition 3.3.1 sind. Weiter ist 2, € R" die Anfangsbedin-
gung des lineare Kontrollproblems. In diesem Kapitel setzen wir den Kontrollbereich
U, der ja die Menge Z,,, bestimmt, als kompakt, konvex und nichtleer voraus. Es
brauchen die mengenwertigen RK-Verfahren nicht extra betrachtet werden, da wir
ohnehin gesehen haben, dass sie mit dem Ferretti-Verfahren der jeweiligen Ordnung
tibereinstimmen.

Um diese mengenwertigen Verfahren im Rechner realisieren zu kénnen, muss geklart
werden, wie Mengen im Rechner reprédsentiert werden sollen. Wir brauchen eine al-
gebraische Darstellung von Mengen. Datfiir stehen verschiedene Moglichkeiten zur
Verfiigung. Besonders gut eignet sich der duale Zugang mit Stiitzfunktionen oder
Stiitzpunktmengen.

Im ersten Abschnitt soll gezeigt werden, wie die mengenwertige Iteration mit Hilfe
von Stiitzpunkten im Rechner umgesetzt werden kann. Hier wird sich herausstellen,
dass die Hauptarbeit dabei die Stiitzpunktberechnung fiir die Auswahlmenge Z,, ,,
ist.

Im nachsten Abschnitt sollen einige Eigenschaften der Auswahlmenge 7,,,, heraus-
gearbeitet werden. Insbesondere eine lineare Transformation dieser Menge in die so
genannte Momentenmenge. Damit kann die Stiitzpunktberechnung fiir die Auswahl-
menge auf die Stiitzpunktberechnung fiir die Momentenmenge zuriickgefiihrt wer-
den.

93
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Im zweiten Abschnitt wird erortert wie die Stiitzpunkte fiir die Momentenmenge
mittels dem Hausdorff-Momentenproblem berechnet werden konnen.

Und schliefslich behandelt der letzte Abschnitt die Stiitzpunktberechnung fiir die Mo-
mentenmenge mittels der Darstellung dieser Menge als Aumann-Integral.

5.1. Mengenarithmetik mit Stutzpunkten

In diesem Abschnitt werden wir intensiv die Ergebnisse aus dem Abschnitt 1.4 iiber
die Stiitzpunktmenge nutzen, insbesondere die Rechenregeln.

Nach Satz 1.4.3 gilt fiir eine kompakte, konvexe und nichtleere Menge K C R”

Kco( U Y([,K)) .

[€Sn—1

Man kann also aus der Kenntnis aller Stiitzpunktmengen die Originalmenge zurtick-
gewinnen. Natiirlich ist es in der Praxis nicht moglich die Stiitzpunktmengen aller
Einheitsvektoren zu berechnen. Deshalb berechnet man sie nur in endlich vielen Rich-
tungen und approximiert damit die Originalmenge.

Dies Konzept soll auf das obige mengenwertige Verfahren (5.1) angewandt werden.
Die diskreten erreichbaren Mengen R, (ih, zo) sollen fiir alle i = 0,..., N hier zu-
ndchst als konvex, kompakt und nichtleer angenommen werden. Dies wird in Ab-
schnitt 5.2 verifiziert.

Wir berechnen die Stiitzpunktmengen in einer beliebigen Richtung [ € S,,_; und er-
halten:

Y (LR (0,20) = {0}
Y (LR ((i 4+ 1)h,xo)) = Y (L,E- Ry (th,x0) +D - Lnyp)
= €Y (CTLRy (ih,20)) +D Y (D71, T,n,)

furi=0,...,N — 1.

Um also die Stiitzpunktmenge Y ([, R}, (Nh, x()) an die erreichbare Menge zu berech-
nen, braucht man die Stiitzpunktmengen Y (€7, R, (N — 1)h, 7)) und Y (D71, Z,,, ,).
Wiederum um die Stiitzpunktmenge Y (€71, Ry, (N — 1)h, x)) zu berechnen braucht
man die Stiitzpunktmengen Y (€7 (€71) , R, (N — 2)h,z0)) und Y (€7 (D7) ,Z,,,),
usw. Mit dieser Information wollen wir einen Algorithmus formulieren um die Sttitz-
punktmenge an die erreichbare Menge R, (Nh, xy) in Richtung [ € S,,_; zu berech-
nen.

(i) Starte mit
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(i) Fark =1,..., N berechne
ko

E<—(Q:
R «— ¢€-

T)N—
R+D-Y (@TI, Im,p)

Zum Schluss ist dann R = Y (I, R;, (Nh, z,)), also die Stiitzpunktmenge an die er-
reichbare Menge in Richtung [.

Bemerkung 5.1.1.

(i) Da bei uns die Anfangsmenge stets einelementig ist, d.h. R, (0, z¢) = {zo}, ist
auch Y (T, R (0, xo)) = {20} VieR"

(ii) Die tatsdchliche Implementierung der Algorithmen erfolgt nicht mit Stiitzpunkt-
mengen, sondern mit deren Elementen den Stiitzpunkten. Dies fithrt zu einem
geringeren Aufwand und hat folgende Rechtfertigung. In den allermeisten Fil-
len ist die Stiitzpunktmenge einelementig d.h. der Stiitzpunkt ist eindeutig. Falls
der Stiitzpunkt nicht eindeutig ist, wird einer heuristisch ausgewéhlt (bei ei-
ner Strecke ist dies oft der Mittelpunkt). Dann ist das Endergebnis wieder in
R = Y (I, Ry (Nh,xy)) enthalten, weil die Minkowski-Summe und die lineare
Transformation von Mengen elementweise definiert sind. Und schliefslich recht-
fertigt Satz 1.4.3 Aussage 3 auch dieses Vorgehen.

Wir wollen den obigen Algorithmus noch ein wenig ndher betrachten. Am Anfang
braucht man (¢7)" um 1 zu berechnen. Und 1 braucht man nur um Y (’DTT, Imp) zu
berechnen. Um die direkte Berechnung der Matrizen (¢7)" und (¢7)" ™" zu vermei-

den, kann man die Stiitzpunktmengen an Z,, , in umgekehrter Reihenfolge so berech-
nen:

Algorithmus 5.1.2. Es sei eine Richtung | € S,,_ vorgegeben.
Starte mit

(
Iy « Y (9", Z,,)

T

Fiirk =1,..., N berechne

v — ¢l.¢
In—k Y (D", L) -

|

Damit erhalten wir insgesamt folgenden Algorithmus:
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Algorithmus 5.1.3. Zu einer Richtung | € S,,_, berechnet man die Stiitzpunktmenge an
Ri (Nh, z) folgendermafen:

Vorarbeit: Berechne die Z; (i = 0, ..., N) gemdf Algorithmus 5.1.2 in Richtung I.

Starte mit
R—Y (LR, (0,20)) = {xo} -

Fiir k = 1,..., N berechne nacheinander

Zum Schluss ist dann R =Y (I, Ry, (Nh, x)) die Stiitzpunktmenge an die diskrete erreich-
bare Menge in Richtung [.

Um diesen Algorithmus durchfiihren zu kénnen muss nun geklart werden, wie die
Stiitzpunkte an die Menge Z,, , in Algorithmus 5.1.2 berechnet werden konnen. Alles
weitere in diesem Kapitel hat zum Ziel dafiir ein effizientes Verfahren zu entwickeln.
Es wird sich auch zeigen, das der Hauptaufwand von Algorithmus 5.1.3 in dieser
Stiitzpunktberechnung liegt. Da dieser Algorithmus in moglichst vielen Richtungen
[ € S,_1 durchgefiihrt werden muss, ist es besonders wichtig fiir diese Stiitzpunktbe-
rechnung ein moglichst effizientes Verfahren einzusetzen.

5.2. Eigenschaften der Auswahimenge

In diesem Abschnitt soll die Auswahlmenge als lineare Transformation der Momen-
tenmenge dargestellt werden, welche wir in diesem Abschnitt einfiihren. Die Stiitz-
punktberechnung fiir die Auswahlmenge, kann damit auf die Stiitzpunktberechnung
fiir die Momentenmenge zurtickgefiihrt werden. Aufierdem sollen einige Eigenschaf-
ten tiber die Auswahlmenge Z,, , bereitgestellt werden.

Hier soll noch einmal an die Definition von Z,, , erinnert werden:

1 8i—1
Im,p:{(Cla"'an)TeRmplgTz/; /(; u(si)dsi...dsl (Z:L,p)
e L (00}

wobei U der Kontrollbereich ist. Da der Kontrollbereich als kompakte, konvexe und
nichtleere Teilmenge des R™ vorausgesetzt ist, gilt automatisch Z,,, , C RP™.

Da der Umgang mit Mehrfachintegralen ziemlich schwer ist, wollen wir zunéchst
I.np anders darstellen. Diese neue Darstellung liefert das nachste Lemma.
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Lemma 5.2.1. Seiu € L' ([0,a] ; R™) und a > 0. Dann gilt fiir i > 2

a a 1 S1
/ s lu(s) ds = ai_l/ u(sy) dsy —(i—1) ai_2/ / u (sq) dsgdsy
0 0
+(i—1) a” 3/ / / u (s3) dsgdss dsy
— .+ (-1 112—1 / / u(s;) ds;...ds;

Beweis. Seiu € L' ([0, a] ; R™) gegeben, wobei wir hier u m1t emem beliebigen Repra-
sentanten der Aquivalenzklasse identifizieren. Es ist v(z) := [, u(¢t) dt nach Satz 1.8.6
absolutstetig. Deswegen ist v(x) fast tiberall dlfferen21erbar und eine Stammfunktion
von u, d.h. es gilt fiir fast alle z € [0,a] : v'(x) = u(x). (siehe [25, Kapitel IX, §2 + §4]).
Es ist x — 2" auf [0, a] Lipschitz-stetig, denn die Ableitung ist auf [0, a] beschrankt.
Dann ist nach Satz 1.8.3(i) auch x — 2 fiir i € N absolutstetig.

Also gilt mit [25, Kapitel IX, §7, Satz 5] die Formel der partiellen Integration fiir z* und
jede Komponente von v(x), und damit auch fiir die ganze vektorwertige Funktion.

Wir zeigen obige Formel mit Induktion. Dabei verwenden wir die partielle Integrati-
on.

Induktionsanfang ¢ = 2:

foa\slf/vds_[ fO } f 1- fO dtds-afo fO fO dtds
g

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei bewiesen fiir j < (i — 1).

Induktionsschluss: (i — 1) ~~ ¢

/Oa%’l/u\ili)/ds = lsil-/os ()dt};—/a(i—l)s"Q /S u(t) dt ds
= / t)dt — ( z—l/ 12/ t)dtds

- ai—l/o ()ds—(z—l)/o s72 . u(s) ds (5.2)

Aus v € AC([0,a]; R™) folgt v € L' ([0, a}; R™). Also ist die Induktionsvoraussetzung
fur v anwendbar, sie lautet:

a a a S1
/ s 0(s)ds = ai_2/ b(s1)ds; — (i — 2)ai_3/ / v(so) dsy ds)
0 0
_|_..._|_< |a/ / Szldsll .dsy
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Diese Formel setzen wir nun in (5.2) ein und ersetzen dabei v durch seine Definition.
Dann erhalten wir

a a a s1
/ s lu(s) ds = ai_l/ u(sy) dsy — (i — l)ai_Q/ / u (sq) dsgdsy
0 0 o Jo
a S1 82
+(G@—1)3G—2) ai_3/ / / u (s3) dsgdsydsy
o Jo Jo

—...+(—1)i_1(i—1)!a0/ .../2_ u(s;) ds;...ds
0 0

also genau das gewiinschte. O

An dieser Stelle wollen wir nun die Momentenmenge M., , C RP™ definieren als

1
T . i .
/\/lmp::{(pg,...,ug_l) €eR? |,u;p:/tu(t)dt (1=0,....,p—1)
0

,ue L' ([o, 1];U)} :

Im Folgenden seien die z¢; und (; wie in den Mengen M,, ,, und Z,, ,. Dann kann man
obiges Lemma fiir @ = 1 so darstellen:

pia =G ==+ (E-1DE=2)G - + (=1 (=D, (5.3)

Wir wollen nun dafiir eine Matrixschreibweise anstreben und deswegen definieren
wir die untere Dreiecksmatrix

t1-€, 0-¢, 0-¢,
Ty 1= S 0.¢ | eRIm

th1 - Cm oty

mit ¢, ; = %lj(;fl)' tir j < i. Jetzt konnen wir die Transformation der 1, in die ¢ in

Matrixschreibweise darstellen

dabei sorgen die Einheitsmatrizen in der Definition von %, , dafiir, dass alle Kompo-
nenten der (; jeweils gleich behandelt werden, wie man das auch in Gleichung (5.3)
sehen kann. Fiir ¥, ,, schreiben wir kurz %,,.



5.2. Eigenschaften der Auswahlmenge 99

Die Matrix %, , ist eine untere Dreiecksmatrix mit nichtverschwindender Diagonale
und daher invertierbar. Deswegen gilt ebenso

Ho G
T | 0] =
Hp—1 Cp
Also haben wir fiir 7, ,, folgende Darstellung :
Loy = Fty - Munp
Und fiir die diskrete Kontrollmenge aus Kapitel 3 haben wir dann die Darstellung

Unp = (Tt Dy - T - My -

m7p

Wir wollen nun noch eine kompaktere Schreibweise fiir die Menge M,,, ,, anstreben.
Dazu definieren wir die matrixwertige Funktion

1-¢,
t-¢,
Q, :[0,1] — R™>™ | Q,(t) := ' : (5.4)
p—1. ¢,
Diese ist offenbar stetig. Damit kann man ein Element (p{, .. ., ,ug_l)T € M,,, schrei-

ben als .
R R R XURTOL

mit einem geeignetenu € L' (|0, 1]; U). Weiter definieren wir folgende mengenwertige
Abbildung
F:[0,1] = R™ | F(t):=9Q,()-U.

Dann ist F'(-) nach Proposition 1.5.2 stetig, messbar und integrierbar beschrankt. Die
integrierbaren Auswahlen haben die Gestalt ,(¢) - u(t) mit u € L' ([0, 1]; U). Damit
konnen wir die Menge M,, , als Aumann-Integral

1
Moy = / Q,() - Udt
0

schreiben. Zum weiteren Vorgehen brauchen wir noch ein kleines

Lemma 5.2.2. Seien K, L C R* zwei Kompakta und 9 € R“* eine Matrix (I, k € N). Dann
sind auch
m- K und K+ L

kompakt.



100 Kapitel 5. Algorithmische und mathematische Umsetzung

Beweis. Das Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung ist kompakt ([21,
Satz auf S.31]). Mit der Abbildung r — 901 - ¢, welche stetig ist, folgt die Kompaktheit
von 9 - K. Nach [21, Folgerung auf S. 32] ist die Menge K x L kompakt. Da die
Addition reeller Vektoren (y,r) — r + n eine stetige Abbildung ist, ist die Menge
K + L kompakt. O

Mit diesem Lemma und der Darstellung von M, , als Aumann-Integral kénnen wir
einige wichtige Eigenschaften der Mengen M,,, ,,, 7, , und U,, , zeigen.

Proposition 5.2.3. Es sei der Kontrollbereich U kompakt, konvex und nichtleer.

Dann sind die Mengen M, ,, , L., und U, ,, ebenfalls kompakt, konvex und nichtleer fiir
m,p > 1.

Beweis. Aufgrund des vorigen Lemmas sind die Mengen 9,,(t) - U fiir alle ¢t € [0, 1]
kompakt, also abgeschlossen und beschrankt. Da U nichtleer ist, istauch Q,(¢)-U stets
nichtleer. Wir wissen bereits, dass die mengenwertige Abbildung F'(-) stetig, messbar
und integrierbar beschrankt ist. Damit konnen wir Proposition 1.5.4 anwenden und
erhalten, dass M,, , kompakt, konvex und nichtleer ist.

Nun ist aber Z,,,, = %,.} - M., also ist Z,, , offenbar nichtleer, da %!, eine bijektive
Abbildung ist. Nach dem vorigen Lemma ist Z,, , kompakt. Und nach Proposition
1.1.7 ist Z,, , auch konvex. Also ist Z,,, , kompakt, konvex und nichtleer.

Weiter ist Uy, ), = (I), - App) Ly und 0 A,, | ist wieder eine bijektive Abbildung.
Mit den gleichen Argumenten wie vorher folgt, dass auch U4, , kompakt, konvex und
nichtleer ist. [

In Abschnitt 5.1 haben wir vorausgesetzt, dass die Mengen R, (ih, o) (1 =0,...,N)
kompakt, konvex und nichtleer sind. Dies soll hier verifiziert werden. Es ist die Men-
ge Ry, (0, o) einelementig und deswegen kompakt, konvex und offenbar nichtleer.

Weiter ist mit Lemma 5.2.2 und obiger Proposition die Menge ©-Z,, ,, aus (5.1) konvex
und kompakt. Mittels weiterer Anwendung dieses Lemmas und der Proposition 1.1.7
erhdlt man, dass €- R, (h, zo) und €- Ry, (h, 29) +9-I,,, aus (5.1) kompakt und konvex
sind. Durch induktive Anwendung dieses Argumentes sind dann alle Ry, (ih, zy) (i =
0,...,N) kompakt und konvex. Da R, (0, z¢) und Z,, , nichtleer sind, sind auch alle
Ry (ih,z) (i =0,..., N) nichtleer.

Damit ist die Darstellung der diskreten erreichbaren Mengen R, (ih, x() mittels ihrer
Stiitzpunktmengen gerechtfertigt, denn Satz 1.4.3 ist fiir sie anwendbar.

Mit der Darstellung Z,,,, = %!, - My, , kann die Berechnung der Stiitzpunktmenge
an Z,, , auf M,, , zuriickgefiihrt werden. In Algorithmus 5.1.2 hat man dann mit den
Rechenregeln fiir Stiitzpunktmengen Y (97¢, Z,,,) = .}, -V ((Qggp)T DT, /\/lmp).
Mit der Matrix 3,,, := D (%) als Abkiirzung schreibt sich das als Y (9"t, Z,,,,) =
T Y (30,0 Miny).
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Es muss also jetzt noch geklart werden, wie die Stiitzpunkte an die Menge M,, ,
moglichst effizient berechnet werden konnen. Die ndchsten beiden Abschnitte stellen
dafiir zwei verschiedene Ansétze vor.

5.3. Berechnung durch das
Hausdorff-Momentenproblem

In diesem Abschnitt werden wir zundchst dem Artikel Ferretti’s folgen und mit Hilfe
des endlichen Hausdorff-Problems die Menge M,, , nun nicht als Aumann-Integral
sondern algebraisch darstellen. Dies geschieht im ersten Unterabschnitt. In den néchs-
ten beiden Unterabschnitten werden zwei Ansitze vorgestellt wie man mit dieser
algebraischen Darstellung von M,, , dann Stiitzpunkte berechnen kann. Dies geht
dann wieder iiber Ferretti’s Arbeit hinaus. Beide Ansédtze habe ich bei der Imple-
mentierung der mengenwertigen Verfahren nicht benutzt, da sie zu unflexibel und
kompliziert sind. Aufierdem sind sie beide nicht effektiver als die Methode, die in
Abschnitt 5.4 vorgestellt wird.

Wir setzen in diesem Abschnitt den Kontrollbereich U als das reelle Einheitsintervall
voraussetzen, d.h. U = [0, 1], au8er U wird explizit anders angegeben . Entsprechend
sind dann auch die Mengen M,,, ,,, Z,,,, und U,, , Teilmengen des R?, d.h. m = 1.

5.3.1. Das Hausdorff-Momentenproblem

.....

che (oder unvollstandige) Hausdorff-Momentenproblem besteht nun darin, zu entschei-
den, ob es ein u € L* ([0, 1]; [0, 1]) gibt, sodass diese Folge als Sequenz von Momenten

1
= / tFu(t) dt
0

dargestellt werden kann.

Bemerkung 5.3.2.

(i) Das Attribut endlich bzw. unvollstandig bezieht sich darauf, das hier nur eine
endliche Folge reeller Zahlen betrachtet wird. Fiir eine unendliche Folge reeller
Zahlen heifst dieses Problem dann nur Hausdorff-Momentenproblem.

(ii) Dieses Problem wurde zuerst von Hausdorff in [19] vorgestellt und auch gelost.
Allerdings benétigt er selbst fiir den endlichen Fall eine unendliche Anzahl von
Ungleichungen.
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Wir werden hier die bessere Losung von Ghizzetti aus [18] vorstellen wie sie Ferretti
in seinem Artikel [13] darstellt. Dazu miissen wir zundchst etwas umfangreichere
Definitionen vornehmen.

.....

oy definiert durch

0o = Mo
200 = —pooo + 211
309 = —poo1 — 2p100 + 3o (5.5)
(k4+1)or = —pook—1 — 201052 — ... — kpp—100 + (K + 1)y,
und
do = Ho
201 = podo + 211
309 = pdy + 204100 + 32 (5.6)

(k4+1)6, = podp—1 + 2p16p—2 + ... + k100 + (K + 1) e
und schliefdlich

O'S = 1 — (50
OT = (50 — (51
O'; = (51 — 52 (57)

OZ :5k _5k—1-

Desweiteren definieren wir die rationalen Funktionen &, ¥, (k=1,...,p—1) fur
gerade Indizes

1
Don, (fos fi1, - - - Pon—1) = o+ 1 (HoO2m—1 + 211092 + ... + 2019, 100)
0o e On—1 On
On—-1 *°° O2p—2 0O2n-1
On O2pn—1 0

0'0 DY O-nfl

Opn—1 *°° O2p—2
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und
Ho 21 3412
Won (ftos 1y - - -5 flon—1) = (1 T oy 1) don—1 — o+ 152n—2 e 152n—3
a5 Ono1 Oy
U:L—l O—;n—2 O>2kn—1
21 oy, o O 0
e S
2n +1 o7 S
Op_1 Oon—2

und fiir ungerade Indizes
1
(002m—2 + 21110951 + ... + (20 — 1) fi2n—200)

Dop1 (/L(), M1y ,M2n72) = 5
2n
01 e On—1 On
Op—1 -+ O2p—3 O2pn—2
On O92n—2 0
0'1 IR O'n_l
Op—1 *°° O2p-3
und

1
—— (po02n—2 + 2109, 1 + ... + (2n — 1) pion_200)

Won1 (fos ft1, - - - Pon—2) = o
11 -1 1
do 01 0 Ouo1 On
5n—2 571—1 e 5271—3 52n—1
Op_1  Op -+ Oop_o 0
a 11 -1
Y USRS

577,—2 5n—1 5271—3
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,,,,,

nau dann losbar, wenn py € [0, 1] ist und die tibrigen 1, folgende Ungleichungen
erfiillen

D (o s pir—1) < pe < Ui (poy oy pig—1) k=1,...,p—1. (5.8)
Damit definieren wir die Hausdorff~-Menge als
H, = {(uo,...,up_l)T eRP | pg €[0,1], py erfillt (5.8) firk=1,...,p— 1} .
Aufgrund der Definition von M,,, gilt dann M, , = H,, wenn U = [0, 1] ist. Die

Funktionen ®; und ¥, sind rationale Funktionen. Also hat man mit H,, eine algebrai-
sche Darstellung von M, ;,, zumindest wenn U = [0, 1] ist.

y A
0.6T
04T
0.2T
-0.1 .
X
@ 0.5*x"2
X—0.5*x"2

Abbildung 5.1.: Die Hausdorff-Menge H,

Beispiel 5.3.3. Fiir k = 1, 2 soll dieses Ergebnis hier konkret dargestellt werden. Es ist

@1 ([1,0) = %,LL% und ‘1/1 (,uo) = —%M% + Uo- Damit ist

,u 1 1

H2={< ° > ER*|0< o<1, —M(Q)SMS——M(Q)‘FMO} :
1 2 2

Diese Menge ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Weiter ist

1
Dy (o, p1) = 2 (1o + 12u7)
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und
1

4 3 2 2
—_— —4 6 12 12 )
2 0m 1) (1o — 4pg + 6pg + 1207 + 12717)

Wy (uo,ul) =

Damit gilt dann

Hy = {(uo,m,uz)T € R® | (110, i11)" € Ha, o (10, 1) < iz < Uy (uo,ul)} -

Fiir ein beliebig es reelles Intervall [a,b] gilt [a,b] = (b — a)[0,1] + a bzw. [0,1] =

T
~[a,b] — ;% Fir U = [a,}] folgt dann M, = (b — a)H, + a (1, LR %) . Denn
fir u € L*([0,1];[a,b]) ist a(t) := ;=u(t) — 7% in L* ([0, 1];[0,1]) und es gilt u(t) =
(b — a)u(t) + a. Damit folgt dann

1
E+1

/Oltku(t) dt = (b—a) /01 t*a(t) dt + a -

Ist der Kontrollbereich U ein Quader [ay, b1] X -+ X [y, byy] C R™ dann gilt

T
(Mgv ce nug—l) = Mmyp —
(ti0, - pip1)’ € ((bi —a) Hy+ai-v,) (i=1,...,m),
T
wobei p; ;. die i-te Komponente des Vektors . ist und v, = (1, LR }3) ist. Auf

diese Weise kann die Menge M,, , fiir einen derartigen Quader U auf die Menge
H, zuriickgefiihrt werden. Andere Steuerbereiche wie Kugel, Ellipsen oder andere
geometrische Objekte lassen sich mit diesem Ansatz nicht behandeln.

5.3.2. Stitzpunktberechnung durch das
Hausdorff-Momentenproblem

In diesem Unterabschnitt sollen kurz zwei Konzepte vorgestellt werden, wie die Stiitz-
punktmenge fiir H,, berechnet werden kann. Beide Ansétze beruhen darauf, dass ein
Stiitzpunkt Losung eines Optimierungsproblems ist. Die Begriffe und Séatze aus der
Optimierung die wir hier brauchen, kann man in [15, Abschnitt 2.2] finden.

Esseil € R”, [ # Ogrr . Dann gilt nach Definition

Y (LH,) = {ae H, | ([,a) = sup ([,U}} :
veEH,p
Die Stiitzpunkte, sind also genau die Punkte, fiir die das Supremum angenommen
wird. Wir wissen bereits, dass M,, , kompakt, konvex und nichtleer ist. Da H, = M, ,
fur U = [0,1] ist, ist auch H, kompakt, konvex und nichtleer. Wir kénnen also das
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Supremum durch ein Maximum ersetzten. Es ist dann ein Stiitzpunkt y (I, H,) =: ¥
Losung des folgenden Optimierungsproblems

maxeere [1 1 s.t.
0 < n <1
Q1(r1) < 12 < ¥i(m)
q)p—l (;17 s 7?}7—1) S ;p S \IJp—l (;17 s 7?;7—1) y

dabei entsprechen die Nebenbedingungen der Forderung, dass r in H,, sein muss.

Es sollen nun zwei Moglichkeiten vorgestellt werden, wie dieses Optimierungspro-
blem gelost werden kann.

5.3.2.1. Die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen

Die Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen sind ein notwendiges Kriterium fiir ein
lokales Maximum (allgemein Extremum), vorausgesetzt eine so genannte constraint
qualification ist erfiillt. Jeder Punkt der diesen Bedingungen gentigt heifst KKT-Punkt.
Bei einem konvexen Optimierungsproblem sind die KKT-Bedingungen sogar hinrei-
chend und jeder KKT-Punkt ist ein globales Maximum (Extremum). Da das obige
Optimierungsproblem konvex ist, konnen wir mit den KKT-Bedingungen Maxima
finden. Man kann sich leicht tiberlegen, dass die LICQ hier stets erfiillt sein muss
(nur Ungleichungsnebenbedingungen, pro Zeile kann nur eine Restriktion aktiv sein,
pro Zeile kommt eine Variable hinzu). In diesem konkreten Fall muss man noch eini-
ges an Zusatzinformationen hineinstecken um mit den KKT-Bedingungen eindeutig
Maxima bestimmen zu kdnnen.

Im folgend wollen wir dies fiir p = 2 ausarbeiten. Wir geben einen Richtungsvektor

[ = (Lh, 12)T € S vor, fiir den wir den Stiitzpunkt berechnen wollen. In diesem Fall
sieht das Optimierungsproblem so aus

max [Tt s.t.

reR?
0 <n <1 (5.9)
%P% < 2 < —%P%—Fh-

Beide Funktionen ¢g; (r) := %ﬁ —round g, (¢) := %ﬁ —11—12 haben die positiv semidefi-
10
nite Matrix 0 0 > als Hessematrix. Nach [21, Konvexitdtskriterium, S.74] sind also

beide Funktionen auf ganz R? konvex. Es handelt sich also wirklich um ein konvexes
Problem. Man kann leicht sehen, dass die LICQ stets erfiillt ist. Um eindeutige KKT-
Bedingungen zu bekommen miissen wir ein wenig Arbeit hineinstecken. Zunéchst
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wissen wir, dass wegen der linearen Zielfunktion, das Maximum auf dem Rand von
H, liegen muss. Andernfalls gibe es eine - Kugel um das Maximum, die Teilmenge
von H, wire, und die Zielfunktion kénnte noch vergrofSert werden. Also gilt fiir das
Maximum ¢, (r) = 0 oder g, (r) = 0. Falls Iy < 0 ist, muss fiir das Maximum ¢, (r) = 0
gelten, da dies der untere Rand von H; ist (siehe Abbildung 5.1). Oder mathematisch
ausgedriickt: Es ist

3 151
(r > [r flirr; € [0,1] undly; < 0.
<%?%) <—%I%+I1> e (0.1] 2

Falls I, > 0 ist, gilt go (¥) = 0. Im folgenden betrachten wir den Fall [, < 0. Jetzt sieht
unser Optimierungsproblem so aus

maxeg: 11 s.t.
n—-1 <
- <
91 (©)
Dafiir lauten die KKT-Bedingungen:

I W W O =0
)—+1O+20+,u 1 =

1) I, = iT; 0<1 <1
111) ME—-1)=0, A >0 XoF, =0, Ao > 0.

I
© o o

Aus ) ergibt sich sofort
IV) ll = )\1 — )\2 + l2x1 .

1.Fall: A1 =X\ =0
Dann folgt aus IV) sofort ¢, = % Falls [, = 0 oder r; ¢ [0, 1] muss Fall 2 ange-
wendet werden (man kennt ja A\; und A, nicht).

2. Fall: \; > 0oder \, >0
Dann folgt aus III): entweder ist , = 1 oder ¥, = 0. Mit II) ist dann ¥ = (0,0)"

oder r = (1, %)T Dies lasst sich am besten durch konkretes Ausrechnen der
Zielfunktion ermitteln.

Man sieht schon, dass es selbst in diesem einfachen Fall, nicht leicht ist konkrete For-
meln zu bekommen. Ohne Zusatzinformationen kommt man nicht zum Ziel. Fiir
wachsendes p sind noch wesentlich mehr Schwierigkeiten und Fallunterscheidun-
gen zu erwarten. Auflerdem verliert man fiir p > 3 die Anschauung als Hilfmittel.
Desweiteren hat sich gezeigt, dass Nullstellen von Polynomen vom Grad p — 1 zu
berechnen sind. All diese Nachteile haben mich bewogen diesen Zugang nicht zu
wdhlen.
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5.3.2.2. Das auBere Einheitsnormalenfeld

Der Begriff “Einheitsnormalenfeld” stammt aus der Integrationstheorie fiir Hyperfla-
chen, er wird in [21, Abschnitt 12.1] erldutert. Im Folgenden soll diese Idee fiir p = 2
vorgestellt werden, d.h. fiir H,. Jedoch soll nur das Konzept anhand dieses Spezial-
falls erldutert werden.

Wir geben wieder eine Richtung [ = (I, ZQ)T € S vor, in der der Stiitzpunkt an H, be-
rechnet werden soll. Wiederum gehen wir vom Optimierungsproblem (5.9) aus und
setzten ohne Einschrankung voraus, dass l; < 0 ist. Denn der Fall [, = 0 ldsst sich
leicht extra behandeln und der Fall /; > 0 geht analog. Wir wissen schon, dass der ge-
suchte Stiitzpunkt auf der unteren Kurve 7, definiert durch 7 := {r € R? | ¢; () = 0},
liegen muss. Aber 7 ist Graph der Funktion f : R — R, f(z) = %xQ. Diese Funktion
ist streng konvex, denn f” (x) = 1 (siehe [20, Abschnitt 9.7, Folgerung 1]).

Das folgende Lemma wollen wir auf f anwenden. Es wird jedoch fiir Funktionen
mit mehreren reellen Verdnderlichen formuliert, um anzudeuten, dass dieser Zugang
auch auf hohere Dimensionen iibertragen werden kann, d.h. fiir p > 2.

Lemma 5.3.4. Sei e : R¥ — R streng konvex, e € C? (R*) und 3 € R* ein beliebiger Vektor.
Dann verliuft die Linearisierung bzw. Tangente in 3 stets unterhalb der Funktion, d.h.

e(r)>e(3)+Ve@) (t—3)  fir r#3;.

Fiir jeden anderen Vektor v € R* gibt es eine Richtung b € R*, sodass fiir t € (0,1)

e(r) <e(3) +o" (th)
ist.

Beweis. Zum Beweis fiir den ersten Teil siehe [26, Abschnitt 42, Theorem A].

Nun zum zweiten Teil. Es ist Ve (3) — v # Og«. Also gibt es einen Vektor h € R* mit
(Ve (3) —v)" b < 0. Also gilt

e(3) +Ve@3)" (tﬁ) <e(3) +of (t6> furt > 0.
Nach dem Taylor’schen Satz (siehe [20, Abschnitt 14.1, Folgerung 2]) gilt aber
e (g, + tﬂ) —e(3)+Ve(3)" <t6> +0 ()
Also gibt es ein ¢, > 0, sodass
e (5 —I—t6> <e(3)+o” (tf]) fur t € (0,t) .

Setzte nun b := %6 O
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Dieses Lemma sagt aus, dass die Linearisierung unserer streng konvexen und zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktion f in einem Punkt 2 stets unterhalb der Funkti-
on verlduft (aufler in z selbst). Fiir jede andere lineare Funktion die ebenfalls durch
(2, f (2))" geht trifft dies nicht zu.

Sei z € (0,1) und a € R. Dann definieren wir eine Schar affiner Funktionen durch den
Punkt (z, f(z))" mittels

Gra  R2R, g.o(x):=f(z)+alx—2).

Jeder dieser affinen Funktionen kann man eindeutig den dufleren Einheitsnormalen-
vektor zuordnen

B o 1 a
n=n(a) =il )

Das ist genau der Einheitsvektor, der senkrecht auf der Gerade, definiert durch g, , (z)—
z = 0, steht und aus der Menge H, heraus zeigt.

v A

06T

0.47

0.27

Abbildung 5.2.: Verschiedene affine Geraden mit ihren Normalenvektoren durch den
Punkt (0.5,0.125) des unteren Randes von H,

In Abbildung 5.2 sieht man fiir z = 0.5, @ = 0.2 (rot) und a = 0.8 (blau) zwei sol-
cher affiner Funktionen zusammen mit ihren dufSeren Normalen. Beide Geraden sind
keine Tangenten und verlaufen deshalb nicht immer unterhalb von f.

Fiir a = f'(z) ist g. /(.) gerade die Tangente an den Graphen von f und n = n (f'(z2))
ist ihr Normalenvektor. Um in Abbildung 5.2 die Tangente an f zu bekommen miisste
der Parameter a = f(0.5) = 0.5 sein.
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Mit n = n (a) kann man die Halbebene unterhalb von g, , definieren als

()

Nach dem vorigen Lemma ist H, N H; genau dann leer, wenn

n=n(f(z))

ist, denn dann verlduft g, ;(.) stets unterhalb von der Hausdorff-Menge H, (siehe
Abbildung 5.3).

0.6
0.57
0.4
0.37

0.2

0.7..0:8.00.9 0100011
X

&
~0.2TF HS

Abbildung 5.3.: Die Menge H, und die Halbebene H; fiir n = n(f'(z))

In einem Maximum m = (z, f(z))" des Optimierungsproblems (5.9) muss notwendig
gelten, dass [ = n(f'(2)) ist, d.h. [ ist ein duBSerer Normalenvektor an den Graphen
von f im Punkt m.

Angenommen in dem Maximum m gilt [ # n (f’(z)), dann muss man zwei Fille un-
terscheiden.

+1
1. Fall: [ = 0 (Diese beiden Punkte sind nicht im Bildbereich von n(-)). Dieser

Fall ist wegen der Voraussetzung I, < 0 ausgeschlossen.

2. Fall: Es gibt ein b # f'(2) mit [ = n(b). Dann ist nach vorher H, N}, # 0. Fir
einen beliebigen Vektor v € H, N'H; ;) gilt nach Definition

To>1Tm.
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Also kann m kein Maximum von (5.9) sein. Widerspruch zur Voraussetzung.

Da f streng konvex ist, steigt f’ streng monoton. Also ist die Abbildung

oo [ F RO S G C I v
{2 (1) e (5)

die einem z den dufieren Einheitsnormalenvektor von f zuordnet bijektiv. Das be-
deutet, dass die notwendige Optimalitdtsbedingung [ = n (f'(z2)) fur z € (0,1) auch
hinreichend ist (in (0, f(0))" und (1, f(1))" hat H, Ecken, die gesondert betrachtet
werden miissen). Also kann man zu dem gegebenen dufSeren Normalenvektor [ den
Abszissenwert z des zugehorigen Stiitzpunktes berechnen, indem man den Ansatz
macht

[=1i(z).

Daraus resultiert das Gleichungssystem

L =

Iy =

Und man erhdlt unmittelbar als Losung

daly < 0ist (d.h. [y # 0). Hieran sieht man, dass das Ergebnis z unabhidngig von der
Lange des Vektors [ ist. Dieser muss also nicht unbedingt ein Einheitsvektor sein.

Jetzt muss noch tiberpriift werden, ob z zuléssig ist.
Gilt 0 < z < 1, so haben wir ein richtiges Ergebnis. Der Stiitzpunkt bzw. das Maxi-

mum von (5.9) ist dann
(oF Yk By
e ) T\ )

Ist dagegen z > 1 oder z < 0, so ist zwar [ der duflere Normalenvektor an den Gra-
phen von f im Punkt (2, f (2))”, jedoch gehort dieser Teil des Graphen evtl. nicht
mehr zu H, . In diesem Fall kommen als Stiitzpunkte nur die Ecken

T
(0,0)" oder <1, %)

in Frage. Die richtige Ecke ermittelt man am besten durch ausrechnen von [ (1, %)T
Dies Ergebnis kann man dann mit (7 (0,0)" = 0 vergleichen.
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Die hier vorgestellte Methode fiihrt auf sehr dhnliche Formeln wie der vorige Ansatz.
Man kann sie auch auf hohere Dimensionen ausdehnen, was schon in Lemma 5.3.4
angedeutet ist. Mit wachsendem p wird es auch mit dieser Methode immer schwie-
riger Stiitzpunkte an H, zu berechnen. Aufierdem muss man wie auch vorher Null-
stellen von Polynomen vom Grad p — 1 berechnen.

5.4. Ruckfuhrung auf das Aumann-integral

In diesem Abschnitt wollen wir die Stiitzpunktmenge Y (I, M,,, ) fiir eine beliebige
Richtung [ € R™ [ # 0, mittels der Darstellung von M,, , als Aumann-Integral
berechnen.

Im ersten Unterabschnitt entwickeln wir damit ein Verfahren fiir Quadersteuermen-
gen. Ein wesentlicher und sehr aufwendiger Teil davon ist die Berechnung von Poly-
nomnullstellen.

Im ndchsten Unterabschnitt soll deswegen das Problem der Nullstellenbestimmung
von Polynomen diskutiert werden. Es werden analytische Formeln angegeben und
ein zweiteiliges numerisches Verfahren vorgestellt.

Im letzten Unterabschnitt soll mittels dieser Darstellung von M,,, , ein Verfahren ent-
wickelt werden um Stiitzpunkte dieser Menge zu berechnen, wenn der Steuerbereich
eine Kugel ist. Hier spielt dann auch die mengenwertige numerische Integration hin-
ein.

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 5.2 haben wir

1
Moy = / Q,(t) - Udt, (5.10)
0

wobei U kompakt, konvex und nichtleer ist. Diese Darstellung ist erheblich flexibler
als diejenige durch das Hausdorff-Momenten-Problem, da dort U ein Quader sein
muss, dessen Kanten parallel sind zu der kanonischen Basis. Mit diesem Ansatz kann
man nicht nur Steuermengen behandeln, die achsenparallele Quader oder Kugeln
sind, sonder auch solche, die Ellipsen oder Polytope sind. Man kann auch dariiber
hinaus beliebe Steuermengen behandeln, fiir deren Stiitzpunktberechnung eine For-
mel existiert.

Mit dieser Darstellung von M,, ,, gilt

Y (LM, = (/Q Udt).

Darauf wenden wir Proposition 1.5.4 an, denn die Voraussetzungen dafiir sind erfiillt,
wie schon in Abschnitt 5.2 erwdhnt wurde. Wir erhalten dann

Y([,/Olﬂp(t)-Udt):/ol (L,9,(t) - U) di = /Q Q,(0"LU) dt,
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wobei wir auch die Rechenregeln fiir Stiitzpunktmengen genutzt haben. Insgesamt
haben wir also

[ M p) = / 1 Q,(t) - Y (Q,)",U) dt. (5.11)

5.4.1. Stutzpunkte fiir einen Quadersteuerbereich

Im Folgenden werden wir konkret herausarbeiten, wie die Sttitzpunkte y (I, M,,,),
d.h. die Elemente von Y (I, M,, ), berechnet werden konnen fiir einen achsenparal-
lelen Quader als Steuerbereich.

Sei also U = [ay,b1] X -+ X [@m, by] C R™. Weiter sei ¢; = (e;1, .. ei7mp)T € R™ der-
jenige Einheitsvektor mit e; ; = §; ;, wobei hier §; ; das Kronecker—Symbol bezeichnet.
Auflerdem bezeichnen wir mit ¢;(t) (¢ = 1,...,m) die i-te Spalte der Matrixfunkti-

on 9,(t). Diese Abbildung wurde definiert als Qp(t) = (1€ t-Cp, ..t )
deswegen besitzen ihre Spaltenvektoren die Darstellung q,(¢) = Z?;é 7 @iy jm-
Seinunt = (ry,...,7,)" € R™ ein Vektor mit t # Og~. Mit Hilfe von Beispiel 1.4.5(v)
gilt fiir die Stutzpunktmenge Y (v,U) =Y (71, [a1,b1]) X - -+ X Y (7', [@im, bin])-

Fiir | = (I1,...,lmp)" € R™ ist die i-te Komponente (1 < i < m) von Q,(t)" - [
genau das Polynom p;(t) := q;(t)" - | = Z?;é iy jm. Also ist Y (Q,(0)7TLU) =
Y (p1(2), [a1,b1]) X -+ X Y (P (%), [@m, b]). Deswegen haben wir insgesamt

/Oﬂp(t)-Y(Dp(t)T[,U) dt:/o > ait) Y (pilt). s, ) dt

Nach [16, Lemma 3.123] sind Y (r;, [a;, b;]) und Y (v, U) abgeschlossen. Da q;(t) [a;, b;]
nach Propos1t10n 1.5.2 messbar und integrierbar beschrankt ist, hat nach Proposition
1.54 auch t — Y (I, q:(t) [a;, b:]) = q:(t) - Y (pi(t), [ai, bs]) diese Eigenschaften. Damit
folgt mit [16, Corollary 4.47] insgesamt

Mm,p) = / Z qz pz CL“ z dt Z/ qz z [CLZ', bz]) dt .

Im Folgenden sei 1 < i < m fest gewéhlt. Es soll nun das Aumann-Integral fol q:(1)
Y (pi(t), [a;, bi]) dt berechnet werden. Wir wenden Beispiel 1.4.5(vi) an und erhalten

[ fapm >0 e Tt b falls (1) —
Y(pi(t>> [azabz]) - {{CLZ} fﬁrpi(t) <0 d Y<p2<t)7[ lvb%]) - [ l7bl] f 11 pl(i) =0
(5.12)

ist. Falls das Polynom p; nicht die Nullfunktion ist, ist der Stiitzpunkt y (p;(t), [a;, b;])
fast iiberall eindeutig. Diese beiden Fille miissen wir unterscheiden. Ein Polynom ist
genau dann das Nullpolynom, wenn alle Koeffizienten verschwinden.
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1. Fall: p; ist nicht das Nullpolynom, d.-h. 35 € {0,...,p — 1} mit l;;;,, # 0.
Nach Definition von p; ist dies also nicht die Nullfunktion. Dann ist die Men-
ge N; := {t €]0,1] | pi(t) = 0} endlich und damit ein Nullmenge. Also ist der
Stutzwert y (pi(t), [a;, b;]) auf [0, 1] — N; eindeutig.
. 1 . {bi frp;(t) >0 _
Jetzt definieren wir die Funktion u : [0,1] — R, u(t) = . Diese
a; furp;(t) <0
Funktion ist stiickweise konstant und damit messbar (siehe [25, p. 97]). Also
ist u eine messbare Auswahl (siehe Definition 1.5.3) der mengenwertigen Ab-
bildung t — Y (p;(t), [a;, b;]). Jede andere messbare Auswahl muss wegen (5.12)
auf [0, 1]—V; mit u ibereinstimmen. Es ist dann ¢;-u (punktweise definiert) eben-
falls eine messbare Auswahl von ¢ +— q;(t) - Y (p;(t), [as, b;]), die auf [0, 1] — N;
eindeutig ist. Also besteht das Aumann-Integral fol qi(t) - Y (pi(t), [as, b;]) dt le-
diglich aus dem Element fol qi(t) - u(t) dt. Nach Definition von g, kann dieses
vektorwertige Integral geschrieben werden als Z?;(l] Citjm ° fol - u(t) di.
Es seien nun ¢; < ... < t, die Nullstellen mit ungerader Vielfachheit von p; in
(0,1). Esist also r < p — 1. Weiter seien t, := 0 und ¢,,; := 1. Dann kann man
aufgrund der Definition von u schreiben

let1
/tJ t)dt = Z/ tie, dt = jifl(tﬂll_tm) fir0<j<p-1,
k=

0
(5.13)

mit Koeffizienten ¢, =

b; furzt>01n g, t
{ pilt) (ts kH). Jede Nullstelle a mit un-

a; furp(t) <0in (tx, tri1)

gerader Vielfachheit s eines Polynoms muss zu einer Vorzeichendnderung des
Polynoms fiithren, da der Faktor (z — a)® sein Vorzeichen dndert (Analog fiihrt
jede Nullstelle gerader Vielfachheit zu keiner Vorzeichendnderung). Deswegen
kann man die ¢; auch so charakterisieren: Falls p;(¢) > 0 fiir t € (0, ¢,) setzen wir
¢ = b; wenn k = 0 (mod 2) und sonst ¢, = a; (k= 0,...,r). Falls aber p;(t) < 0
fir ¢t € (0,¢;) machen wir es genau so nur vertauschen wir a; und b;.

Insgesamt kann man dann das einzige Element von fol q:(t)-Y (pi(t), [ai, b)) dt C
R™? so berechnen

T

p—1 r

Ck 1 1 1 1
IR DI SITHEVED 0D SUNEE YR BT
j=0 k=0

k=0 7=0

2. Fall: p; ist das Nullpolynom, d.h. l;+;, =0 Vje€{0,...,p—1}.
Dann ist Y (pi(t), [a;, bi]) = [a;, b;]. In diesem Fall begniigen wir uns damit ein
Element des Aumann-Integrals fol q:(t)-Y (pi(t), [as, b;]) zu berechnen. Die Funk-
tion ¢t — q;(t) - ‘”+b’ ist offen51chtl1ch eine messbare Auswahl von dem men-
genwertigen Integranden qi(t) - Y (pi(t), [as, b;]). Wie vorher nutzen wir die Dar-
stellung von g; als Summen von Einheitsvektoren und berechnet das Integral
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fol qi(t) - 2 dt als

1 p—1
a; + bz a; + bl 1

Auf diese Weise hat man ganz leicht ein Element von fol qi(t) - Y (pi(t), [as, bi])
berechnet. An dieser Stelle ist die Fallunterscheidung beendet.

Bemerkung 5.4.1. Wir betrachten noch einmal den 1. Fall. Es seien ¢,_1 < t, < t441
aufeinanderfolgende Nullstellen von p; in [0, 1] und ¢, habe eine gerade Vielfachheit.
Dann dndert sich das Vorzeichen von p; in ¢, nicht, d.h. p; hatin (¢,_1,¢,) und (t,, ta41)
das gleiche Vorzeichen. Also hat nach Definition auch v in (t,_1, to11) — {t.} den glei-
chen Wert. Da aber {t,} eine Nullmenge ist, miissen wir in (5.13) Nullstellen mit ge-
rader Vielfachheit nicht beriicksichtigen und damit auch nicht in (5.14) .

Es soll hier noch herausgearbeitet werden wie man im 1.Fall algebraisch entscheiden
kann, ob p;(t) in (0, t;) groBer, kleiner oder gleich 0 ist. Dazu benotigen wir folgende

Definition 5.4.2 (und Satz). Seien ¢ = (zq, ... ,xk)T,tj = (y1,... ,yk)T € RF. Dann ist
die so genannte lexikographische Ordnung auf dem R* gegeben durch:

r=y

genau dann, wenn
r=y
oder es gibtein iy € {1, ..., k} mit

T; = Y; (l = 1, RN ,io — 1) und Tiy < Yig - (515)

Falls ¢ < yist, aber ¢ # 1y schreibt wir kurz ¢ < v.
Durch diese Ordnung wird der R* zu einem total geordneten Vektorraum.

Beweis. Es ist um der Vollstandigkeit willen zu verifizieren, dass diese Relation tat-
sichlich eine totale Ordnung ist. Seien dazu r, 1, 3 € R*. Dazu muss man zeigen, dass
sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist und dass zwei beliebige Vektoren ver-
gleichbar sind. Die zuletzt genannte Eigenschaft gilt offenbar. Die Giiltigkeit der Re-
flexivitat ist ebenfalls offensichtlich.

Antisymmetrie: Es gelte r < y und y < r. Zu zeigen ist, dass dann ¢ = y sein muss.
Gébeeseiniy € {1,...,k} mit(5.15) z; =y; (i =1,...,ip — 1) und z;, < y;, so konnte
unmoglich y < ¢ gelten. Damit muss ¢ = p sein.

Reflexivitdt: Es gelte r < y und y < 3. Es ist zu zeigen, dass ¢ =< 3 gilt. Wir konnen
0.E. annehmen, dass ¢ # y und vy # j ist, sonst ist die Aussage trivial. Seien iy,i; €
{1,...,k} sodass (5.15) fiir ¢,y bzw. vy, 3 fiir iy bzw. 4; gilt. Falls iy < 4, ist, gilt z; =
zi(i=1,...,90— 1)und z;; <y;, < 2,. Undim Gegenfall giltx; = 2z; (i =1,...,i; — 1)
und x;;, < y;, < 2;,. Also ist in beiden Fallen ¢ < 3. O
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Mit dieser Definition konnen wir dann formulieren:

Lemma 5.4.3. Sei a = (ay,... ,ak)T € R¥ und p, : R — R ein Polynom definiert durch
pa(z) = Zle a;x'~1. Weiter sei x, die kleinste Nullstelle von p in (0, 1] oder falls diese nicht
existiert sei x1 = 1. Dann gilt fiir alle x € (0, x1):

> —
pa(z) = 20 <= ag = 5Ok,
< <

d.h. es gilt jeweils die Ungleichung bzw. Gleichung in der gleichen Komponente.

Beweis. Wir zeigen py(x) > 0 <= a > Ogn.

“=".Sei iy € {1,...,n} der kleinste Index mit a; = 0 (i <ip) und a;, # 0. Wir
zeigen a;, > 0. Dann definieren wir ¢(z) := —= - pa(x) = Y., az'"". Dann ist auch

q(z) > 0in (0,21). Weil 371", ., aa’™ — 0 fir 2 — 0, gibt es ein e mit 2; > ¢ > 0,

sodass ) ", . a0 < @ fir 0 < z < e. Aber auch fiir diese x gilt 0 < ¢(z) <

iy + |2 a0 < ag, + @ Also muss a;, > 0 sein. Nach Definition ist dann
a > Ogn.

“«<=".Seiiy € {1,...,n} der kleinste Index mit a; = 0 (i < ip) und a;, # 0. Wir zeigen
pa(z) > 0in (0,21). Wir nutzten die Bezeichungen von vorigen Richtung. Dann gilt
fiir z € [0,€): Y1, 1 @’ > =50 Alsoist g(x) > 52 > 0 fiir z € [0, €). Also ist auch
pa(x) = q(z) - 271 > 0 fiir x € [0,¢). Und da z; > ¢ die erste Nullstelle in (0, 1] ist, ist
pa(x) positiv auf ganz (0, x;).

Jetzt zeigen wir po(2z) =0 < a = On.

“=". Sei ps(z) = 0. Angenommen a # Or~. Dann gibt es einen grofiten Index i, €
{1,...,n} mita; = 0 (i > ip) und a@;, # 0. Dann ist das Polynom, das p, zugrunde
liegt, nicht das Nullpolynom und es gilt lim,_., |pa(z)| = oco. Also kann p, nicht die
Nullfunktion sein. Widerspruch.

Die andere Richtung ist trivial.
Es gelten die Aquivalenzen p,(z) < 0 < —pu(z) = p_o(z) > Ound a < Ogn &

—a > Ogn. Also gilt mit dem obigen Beweisteil auch die Aquivalenz p,(z) < 0 Vaz €
(0,21) <= a < Ogn. N

Mit diesem Lemma und dem zuvor Erarbeiteten konnen wir nun einen Algorithmus
formulieren um fiir diesen speziellen Steuerbereich einen Stiitzpunkt an die Menge
M., » zu berechnen.

Algorithmus 5.4.4. Sei U = [ay,b1] X - -+ X [ay, by| C R™ mit der dazugehorigen Menge
M., gegeben. Weiter sei | = (1, ..., lLny)" € R™ | [ # Ogmo, gegeben. Auferdem seien die

reellwertigen Polynome p;(t) = ?;é t - livjm (i = 1,...,m) zusammen mit den Zahlen
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0=tip<ti1 <...<tir11 = 1gegeben, wobei dies fiir die Indizes i = 1,..., m genau die
Nullstellen mit ungerader Vielfachheit von p; in (0, 1) sein sollen. Falls p; das Nullpolynom
ist, soll r := 0 sein. Mit ! := (ZHO, ligms - Liggp—1) ) bezeichnen wir den Koeffizienten-

vektor von p;. Dann kann man einen Stiitzpunkt an Mm,p in Richtung | so berechnen

m

y (L Mop) = ZZ%Z%W.— (B (5.16)

i=1 k=0 7=0

wobei die reellen Zahlen c; y, folgende Bedeutung haben:

Fiir jedes i = 1, ..., m bestimmen sich die c;, (k = 0,...,r) nach folgender Fallunterschei-
dung

[* = Ogp dann ist ¢; ), = b; falls k gerade ist und c; . = a; falls k ungerade ist,
(' =0ge  dannist ;o = “F% (und p; = 0),
[' < Oge  dannist ¢;y, = a; falls k gerade ist und c;; = b; falls k ungerade ist.

Falls ' # Ogs fiir alle i = 1,...,m so ist der berechnete Stiitzpunkt eindeutig, d.h. die
Stiitzpunktmenge Y (I, M,,, ,,) enthilt nur diesen Stiitzpunkt.

Bemerkung 5.4.5.

(i) Diese Berechnung von y (I, M,, ) sieht zundchst komplexer aus, als sie tatsdch-
lich ist. Falls der Vektor [ in irgendeinem Sinn gleichverteilt tiber die Sphére S,,_;
gewdhlt wird, haben die dadurch definierten Polynome p; nur selten Nullstel-
len in (0, 1). Und falls doch, dann haben sie meist nur eine. Die Softwaretests
bestdtigen dies. Fiir den Fall das p; keine Nullstellen in (0, 1) hat kann man den
entsprechenden Teil in der Summe vorberechnen.

Auflerdem konnen die Potenzen tﬁ;l schrittweise aufmultipliziert werden und
miissen nicht direkt berechnet werden.

(ii) Zusammen mit den Algorithmen 5.1.2 und 5.1.3 hat man damit fiir Quadersteu-
ermengen einen Algorithmus um diese mengenwertigen Ferretti-Verfahren zu
implementieren.

(iii) Die versteckte Hauptarbeit in der Berechnung von y (I, M,, ) steckt in der Be-
rechnung der Nullstellen der Polynome p;. Dabei haben diese Polynome den
Grad p — 1. Je grofler also p ist, welches auch die Konvergenzordnung der men-
genwertigen Verfahren ist, desto schwieriger bzw. aufwendiger wird es die Null-
stellen zu berechnen.

Deswegen soll im Folgenden auf die Nullstellenberechnung eingegangen werden.
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5.4.2. Polynomnulistellen

In diesem Unterabschnitt soll darauf eingegangen werden, wie wir fiir Algorithmus
5.4.4 die Nullstellen eines Polynoms im Intervall (0, 1) effektiv berechnen kénnen.

Fiir Polynome vom Grad < 4 existieren Formeln fiir die direkte Berechnung aller
Nullstellen. Daher ist es in diesem Fall am besten alle Nullstellen zu berechnen und
dann diejenigen die in (0, 1) liegen auszusondern.

Fiir Polynome vom Grad > 5 existieren solche Formeln nicht mehr. Deswegen miis-
sen die Nullstellen numerisch approximiert werden.

In der Software zu dieser Arbeit habe ich mengenwertige Ferretti-Verfahren der Ord-
nung 2, 3, 4 und 8 realisiert. Fiir ein Verfahren der Ordnung p miissen Nullstellen eines
Polynoms vom Grad p — 1 berechnet werden. Deswegen wollen wir hier die Nullstel-
lenformeln fiir Polynome vom Grad 2 und 3 betrachten. Fiir lineare Polynome ist die
Nullstellenberechnung trivial und fiir Polynome vom Grad 7 muss sie numerisch er-
folgen.

Sei also ein Polynom f;, gegeben, definiert durch fi(z) := apz® + aj_12" 1 + ... + ay,
wobei alle Koeffizienten reell sein sollen. Dann berechnen sich die Nullstellen z; fiir
den quadratischen Fall mittels der Formel

. —a; — /a2 — 4asay o —ay + /a2 — 4asaq
1= 2 = :
2a9 ’ 2ay

Mittels der Formel von Cardano, welche in [8, Abschnitt 6.2, Satz 1] dargestellt wird,
kann man die Nullstellen des kubischen Polynoms f; berechnen. Dazu wird das Poly-
nom zundchst normiert, indem alle Koeffizienten durch den Leitkoeffizient a3 geteilt
werden. AnschliefSend fithren wir die Substitution r = y — T durch und erhalten
das Polynom

f3(y) == y* + 3ry + 2s,

2 3
e .— a1 _ 93 . 00 a3 _ aza1
wobei r 1= - 57 und s := 3> + 57 602

durch die Diskriminante D = s? + 73 bestimmt.

ist. Das Losungsverhalten von f3 wird

1. Fall D > 0 : Es gibt nur eine reelle Nullstelle

Y = \B/—s+\/5+ f/—s—\/ﬁ.
2. Fall D = 0 : Es gibt zwei reelle Nullstellen, von denen eine zweifach ist

Y1 =2vV—=s , yaz=—V-s.

Falls s = 0 ist haben wir sogar die dreifache Nullstelle y; 5 3 = 0.
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3. Fall D < 0 : Es gibt drei reelle Nullstellen. Dieser wichtige Fall, wird in der Litera-
tur als “casus irreducibilis” bezeichnet. Er hat in der Geschichte der Mathematik
wesentlich zur Einfithrung der komplexen Zahlen beigetragen. Hier jedoch soll
dieser Fall mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen dargestellt werden (sie-
he [30, Unterabschnitt 2.1.6.2]), da dies giinstiger fiir die Berechnung im Rech-
ner ist. Dazu definieren wir R := sign (s) v/—r und 8 := § arccos £ und erhalten
damit .

y1 = —2Rcosf3 , ya3=2Rcos (ﬁ + §) )

Um die Nullstellen von dem Ausgangspolynom f3 zu erhalten muss man nun noch
die Substitution riickgdngig machen.

Im Folgenden wollen wir uns mit der numerischen Nullstellenbestimmung befassen,
welche in zwei Phasen erfolgt. Dafiir sei ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten von
beliebigem Grad.

In der ersten Phase wird mit der Sturm’schen Regel bestimmt ob ¢ in (0, 1) Nullstel-
len hat. Wenn ja werden diese mit der Sturm’schen Regel und Intervallhalbierung
sukzessive von einander getrennt, d.h. es werden Teilintervalle gefunden, von denen
jedes nur eine Nullstelle enthalt.

In der zweiten Phase wird das Sekantenverfahren (Regula Falsi) auf diese Teilinter-
valle angewandt um die Nullstellen genau zu bestimmen.

Zundchst soll die Sturm’sche Regel erldutert werden. Wir definieren eine Folge von
Polynomen ¢y := ¢, ¢ :== —¢, ..., g welche gebildet werden durch Polynomdivision
mit Rest:

Gi-1 = 0i¢; — Gi+1 , Grad (¢;) > Grad (gi+1) (i=1,...,m—1),

5.17
Gm—-1 = OmQm » m 7é 0. ( )

Dies ist der euklidischen Algorithmus (bis auf ein — beim Rest), deswegen ist g,,
der ggT von ¢ und ¢’ (bis auf eine Einheit). Falls ¢ eine Nullstelle « € R mit Viel-
fachheit & > 1 hat, gilt (z —a)* | ¢ und wegen der Produktregel und (5.17) auch
(z—a)"' ¢ (i=1,...,m). Also hat g, die gleiche Nullstelle mit Vielfachheit k — 1.
Falls aber ¢ nur einfache Nullstellen hat, muss ¢,, ein konstantes Polynom # 0 sein.
Dann ist die obige Folge eine so genannte Sturm’sche Kette (vgl. [23, Definition 5.5.7
und Lemma 5.5.9]). Im Folgenden bezeichnen wir mit w (¢) (¢ € R) die Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Folge ¢ (¢),¢1 (¢), ..., ¢n (¢) nach Streichung aller Nullen.
Der folgende Satz zeigt, wie diese Polynomfolge zur groben Lokalisierung von Null-
stellen von ¢ eingesetzt werden kann.

Satz 5.4.6 (Regel von Sturm). Das Polynom q habe nur einfache Nullstellen. Dann ist die
Anzahl der reellen Nullstellen von q im Intervall [a, b) gleich w(b) — w(a).

Falls q auch mehrfache Nullstellen hat und q(a)q(b) # 0 ist, gilt dariiber hinaus:
Die Anzahl der Nullstellen in (a, b) ist ebenfalls w(b) — w(a) (ohne Vielfachheiten).
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Beweis. Falls ¢ nur einfache Nullstellen hat, findet sich ein Beweis in [23, Satz 5.5.8

und Lemma 5.5.9].
Jetzt habe ¢ auch mehrfache Nullstellen. Wie im zitierten Beweis untersuchen wir

w(z —h),w(z),w(z+ h)

fur ein festes z € R und ein hinreichend kleines & > 0. In einem offenen Intervall
J C(a,b)mitq;(s) #0 (i =0,...,m; s € J) gilt offenbar w(s) = const. Deswegen sei
nun wenigstens ein ¢;(z) = 0.

1. Fall: ¢;(z) =0 furein j € {0,1,...,m} und ¢, (z) # 0.

Aus (5.17) fiir ¢ = j folgt sofort, dass ¢;_1(2)gj+1(z) < 0ist. Wédre nun ¢;_;(z) = 0 oder
¢j+1(2) = 0, so erhielte man durch mehrfache Anwendung von (5.17) sofort

was aber ein Widerspruch zu g¢,,(z) # 0 ist. Deshalb ist ¢;_1(2)g;+1(2) < 0. Es sind
also die Argumente des Beweises von [23, Satz 5.5.8] fiir = lokal anwendbar und wir
erhalten

w(z+h)=w(z)+1=w(z—h)+1

fiir ein hinreichend kleines i > 0.

2. Fall: gj(z) =0 fureinj € {0,1,...,m} und g,,(2) = 0.

Wiederholte Anwendung von (5.17) liefert, dass ¢;(z) =0 (i = 0,...,m) ist.

Fiir zwei Polynome g, h soll im Folgenden ¢* || h bedeuten, dass ¢* | h aber g"™ { h.
Wie oben schon erwzhnt, gibt es ein k& > 1 sodass (z — z)" || ¢y = ¢. Dann gibt es ein
o mit gy = (z — 2)" Go und (x — 2) 1 Go. Nach Produktregel ist ¢; = k (z — 2)" ' g +
(z — 2)* (Go) . Wegen (z — 2) 1 Go gilt (z — 2)* ' || ¢. Wiirde nun (z — 2)* | ¢, gelten
so wiirde man mittels mehrmaliger Anwendung von (5.17) erhalten (z — 2)* | ¢, und
¢m wiére nicht der ggT von py und p;. Widerspruch!

Also gilt wegen (5.17) fiir i = 1 nur (z — 2)*~" || ¢,. Mittels (5.17) erhilt man dann suk-
zessive (r — z)k_1 | ¢ (i =1,...,m). Fiir zwei benachbarte Polynome ¢;, ¢;+1 (1 <
i < m—1) gilt fiir hinreichend kleines h: Falls ¢; in (z — h, z+ h) das Vorzeichen wech-
selt, so auch ¢;, ;. Und falls ¢; in (z—h, z+h) das Vorzeichen nicht wechselt, so auch ¢;
nicht. Also ist die Anzahl der Vorzeichenwechsel in den Folgen ¢;(z — 1), gi+1(2 — h)
und ¢;(z + h), giy1(z + h) gleich.

Aus dem Wissen, dass ¢; = —¢, ist, erhdlt man folgende Tabelle tiber das Vorzeichen-
verhalten von gy, g;:

z—h z z+h|z—h 2z z4+h|z—h 2z z+h|z—h z z+h
Qo + 0 + — — + 0 — — 0 +
q1 + 0 — — 0 + + 0 + — 0 —
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Also haben wir insgesamt w(z + h) = w(z — h) + 1. Da go(a)qo(b) # 0 ist, nach Voraus-
setzung, ist z € (a,b). Also kann h > 0 so klein gewédhlt werden, dass z + hund z — h
in (a, b) sind.

Insgesamt ist also w(b) — w(a) die Anzahl der reellen Nullstellen in (a,b) ohne Viel-
fachheiten gezidhlt. O

Wir konnen also diesen Satz anwenden um herauszufinden ob und gegebenfalls wie-
viele Nullstellen ¢ in (0, 1) hat. Zusatzlich erhalten wir tiber ¢, die Information ob
mehrfach Nullstellen vorliegen. AnschliefSend isolieren wir durch gezielte Intervall-
halbierung und Anwendung dieser Regel die Nullstellen. Mit dem folgenden Algo-
rithmus, dem Sekantenverfahren (Regula Falsi) erfolgt nun die lokale Bestimmung
der Nullstelle.

Algorithmus 5.4.7. (Sekantenverfahren) Seien eine Funktion f : [a,b] — R und Startwerte
To, 1 € [a, b] vorgegeben. Dann wird das Sekantenverfahren durch die Iterationsvorschrift

Ty = Tif (25-1) — iy [ (25)
" flrig)—f(z)

fiiri=1,2,... definiert.

Speziell fiir Polynome formuliert, beschreibt der ndchste Satz das Konvergenzverhal-
ten des Sekantenverfahrens.

Satz 5.4.8. Sei q ein beliebiges Polynom mit reellen Koeffizienten und % eine einfache Null-
stelle von q. Dann gibt es eine Umgebung von & so, dass das Sekantenverfahren fiir beliebige
Startwerte aus dieser Umgebung konvergiert. Die Konvergenzordnung betriigt 1 (1 + /5) =~
1.618.

Beweis. Jedes Polynom als Funktion gesehen ist eine C*> (R)-Funktion. Da & eine ein-
fache Nullstelle von g ist kann es keine Nullstelle von ¢’ sein (siehe [24, Kapitel 7, Satz
12]). Dann liefert [23, Satz 5.5.5] die Behauptung. O

Falls ¢ auch mehrfache Nullstellen hat, was sehr selten vorkommt, kann das Sekan-
tenverfahren nicht angewandt werden. Angenommen wir haben mit der Sturm’schen
Regel ein Intervall (¢,d) C (0,1) ermittelt in der eine Nullstelle liegt, aber eventuell
auch mit mehrfacher Vielfachheit. Falls dann ¢(c)q(d) < 0 ist, kann die Primitivform
der Regula Falsi angewandt werden, welche man in [23, Abschnitt 5.5.2] beschrieben
findet, um die Nullstelle zu finden. Falls aber ¢(c)q(d) > 0 ist, so liegt eine Nullstelle
mit gerader Vielfachheit vor. An solchen Nullstellen sind wir nicht interessiert, denn
in Algorithmus 5.4.4 werden sie nicht benotigt (siehe auch Bemerkung 5.4.1).
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5.4.3. Stutzpunkte fur Kugelsteuerbereich

In diesem Unterabschnitt werden wir herausarbeiten, wie die Stiitzpunkte y (I, M., ),
d.h. die Elemente von Y ([, M,,, ,,), berechnet werden konnen fiir eine Kugel als Steu-
erbereich, d.h. U = B, (m) mit Mittelpunkt m € R” und Radius r > 0.

Im Folgenden benutzten wir die Bezeichnungen 9,(¢) und p;(t) aus Unterabschnitt
5.4. Weiter sei ein Richtungsvektor [ € R™, [ # Ogm», gegeben. Dazu definieren wir
die vektorwertige Funktion p : [0,1] — R™ , p(t) := Q,()" -1 = (pi(t),...,pm(t))".
Da [ # Ormp vorausgesetzt ist, konnen nicht alle p; das Nullpolynom sein, und damit

ist p (¢) fast tiberall nicht der Nullvektor. Nach Beispiel 1.4.5 ist der Stiitzpunkt

p(t)
[

y(p(t), B,(m)) = m+r falls p(t) # Ogm

d.h. er ist fast iiberall eindeutig. Mit dem gleichen Argument wie in Unterabschnitt
5.4.1 in Fall 1 folgt dann, dass die Stiitzpunktmenge

Y (L M) = / Q1) - Y (p(t), B, (m) dt

aus (5.11) ebenfalls nur ein Element besitzt. Dieses Element berechnet sich als

[ wdi o [ p(t)
y([,./\/lmp)—/o Q,(t) - mdt + /OQp(t)Hp(t)Hth, (5.18)

wenn p in [0, 1] nicht verschwindet.

Das erste Integral ist unabhéangig von der Richtung [ und kann deshalb leicht im Vor-
aus ausgewertet werden (es sei daran erinnert, dass wir den Stiitzpunkt in vielen
Richtungen brauchen). Es hat in jeder Komponente einfache Polynome als Integran-
den und kann daher analytisch berechnet werden. Der Integrand des zweiten Inte-
grals ist

p(t)
p() _ | frP0) !
YOReL =l o | e e
=t p(t)

Dazu lasst sich im Allgemeinen keine Stammfunktion bestimmen. Damit ldsst sich
der Sttitzpunkt y ([, M, ,) nicht mehr analytisch berechnen.

Zur numerischen Integration ist es von Vorteil wenn das Integrationsintervall mog-
lichst klein ist. Damit wollen wir uns zuerst befassen.
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5.4.3.1. Verkleinerung des Integrationsintervalls

Es soll hier angestrebt werden das Integrationsintervall von [0, 1] auf [0, ] zu verklei-
nern, wobei h > 0 die Schrittweite ist, da dann weniger Iterationen fiir die numeri-
sche Integration gebraucht werden. Diese Intervallverkleinerung ist moglich, erfor-
dert aber eine Neubetrachtung der Mengen 7,,, , und M, ,,.

Zunichst definieren wir die Menge

A T h
Im,p::{(é_f?"wcg) Rmp’C1 / u(sl) dsla-"a

/ / u(s,) ds, .. dslfﬁrueLl([O,h];U)} :

Weiter sei (¢7,...,&0 )T € Z,, . Dann gibt es nach Definition von Z,, , eine Funktion
u e L' ([0,1];U) sodass gilt

/ / u(s;) ds;...ds; (it=1,...,p).

Mit mehrfacher Anwendung der Substitutionsregel erhélt man dann

wobei 1 (s) :=u (s - %) ist. Alsoistu € L' ([0,h];U).
Mit der Abkﬁrzung Vi fo T a(sy) dsg ... dsyistalso (V] ... upT)T € I, Also
gilt Z,,, C 55 Z,.p, Wobei

Dmp: =

ist.
Sei umgekehrt (vf ... 1) €1, gegeben. Dann gibt es ein & € L' ([0, h] ; U) mit

p

/ / u(s;) ds;.. dsl—hl/ / u(s;) ds;...ds; (1=1,...,p),

wobei u (s) := (s h)ist. Alsoistu € L' ([0,1];U). Esseinun & ,i € {1,...,p} , wie
oben, aber mit der gerade konstruierten Funktion u als Integrand. Dann ist der Vektor

(5?,...,§T) € Tn,undes gilt Z,,, C Hpmp - Loy
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Insgesamt haben wir also
—1 -
"Z-mJ’ - 'S;—)m,p ' Im,ﬁ :

Als néchstes definieren wir die Menge
~ T h .
M, = {(,ug,...,,ugl) € RP™ | :/ tu(t)dt (i=0,...,p—1),
0
ue L' ([0, hl; U)} .

Nach Lemma 5.2.1, angewendet fiir a = h, besteht zwischen den (; aus fmyp und den
pi aus M,, , folgender Zusammenhang;:

i1 =W G —h 2= D)G+h 3 —1)(i—2)G — ...+ (=) (i — 1)IG,

wobei den ¢; und y; die gleiche Funktion u zugrunde liegt. Um diesen Zusammen-
hang in Matrixschreibweise darzustellen, definieren wir die Matrix

ti1 €, 0-€, 0-¢,

Ty = : 0.¢, |eR™P"
th1 - Cp e oy Cm
mit £;; = %hi*j fiir j < i. Ahnlich wie in Abschnitt 5.2 hat man dann den
Zusammenhang;:

~

7 _ &1
Im#’ - ‘Im,p ’ Mm,p )

wobei aber hier alle Grofen von der Schrittweite i abhingen. Die Matrix %,,, ist
ebenso wie ¥, , eine untere Dreiecksmatrix und damit invertierbar. Wir haben also
insgesamt

m?p

Ty = (B S0ly) - Mon. (5.19)

Damit ergibt sich fiir die Ferretti-Verfahren aus (5.1) folgende mengenwertige Iterati-
on

Ry (i + Dh, o) = € Ry (ihyz0) + D - My,  (i=0,...,N —1),

wobei

D = [hB|RAB | KPADB | ... | RPAIB] 9L L
= [B|AB|A*B|... | 18] T,

ist. Wir kénnen uns also auch die Berechnung der Matrix .}, sparen.
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Die Menge M,,, kann ebenso wie M,,, als Aumann-Integral dargestellt werden
mit dem gleichen Integranden, nur wird eben tiber das kiirzere Intervall [0, h] in-
tegriert. Wegen (5.19) und den Rechenregeln fiir Stiitzpunktmengen kann man die
Stiitzpunktberechnung statt an M,,,, an M,,,,, durchfiihren. Es gilt dann fast unver-
dndert die Formel (5.18) von vorhin

p(t)

. h h t-p(t) 1
y([,/\/lmp) :/0 Dp(t)-mdt+/0 5 7 dt, (5.20)

P p(t)

wenn p in [0, 1] nicht verschwindet. Zur Berechnung dieser Integrale gilt das glei-
che wie vorher. Das erste Integral kann man leicht analytisch vorausberechnen. Das
zweite Integral kann im allgemeinen nur numerisch integriert werden.

Wir werden uns daher im Folgenden mit numerischen Integration befassen.

5.4.3.2. Numerische Integration

Zur numerischen Integration miissen wir unseren Blickwinkel weg von der punkt-
wertigen Umsetzung der Verfahren durch Stiitzpunkte hin zum mengenwertigen
Hintergrund lenken.

Es ist M., = foh Q,(t) - B, (m) dt ein Aumann-Integral. Mit Hilfe von Stiitzpunkten,
kann man es punktwertig ausrechnen. Aber dies hat nur etwas mit der Umsetzung
zu tun, jedoch die Theorie fiir die numerische Integration muss sich am Aumann-
Integral orientieren. Insbesondere muss die Konvergenzordnung der mengenwerti-
gen numerischen Quadraturverfahren, mit der Konvergenzordnung der mengenwer-
tigen Ferretti-Verfahrens tibereinstimmen.

Die Konvergenzordnung der mengenwertigen Quadraturverfahren wiederum hangt
von der Glattheit der Stiitzfunktion des Integranden ab (siehe [4, Kapitel 1]).
Deshalb berechnen wir nun die Stiitzfunktion des Integranden 9,,(¢) - B, (m) fiir eine
Richtung [ € S,,,—1 mit Hilfe der Rechenregeln aus Satz 1.3.6:

5" (LQ,() - B, (m)) = 0" (2,(1)7L B, (m)) |
Mit Hilfe von Beispiel 1.3.6 erhalten wir
5 (LQ,(t) - By (m)) = (Q,)" Lm)+r- Q1) 1],
= p@O M\ + R ()

Wir werden zeigen, dass diese Stiitzfunktion absolutstetig ist und eine Ableitung von
beschrankter L'-Variation hat. Die Begriffe beschrénkte (=endliche) Variation und L!-
Variation findet man [4, Definition 0.2.1 + 0.2.4].
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Der erste Summand p (t)” m ist ein Polynom. Er ist absolutstetig und hat auf [0, 1] eine
Ableitung von endlicher Variation (vgl. Satz 1.8.7(ii) und [ , Kap. IX, §2, Satz 1]).
Wir wollen den zweiten Summanden f(t) := r - \/p} (¢ -+ p2, (t) untersuchen.
Mit dem Hauptsatz der Algebra konnen wir die reellen Nullstellen eines Polynoms
abspalten. Wir erhalten

pi () + o (8) = ()" - q(t),

wobei j(t) := []._, (t — a;)" alle reellen Nullstellen von p? (t) + - -- + p?, (t) enthlt
und ¢(¢) der Rest ist. Diese reellen Nullstellen miissen gerade Vielfachheit haben,
deswegen geht p quadratisch ein. Das Restpolynom ¢(t) hat keine reellen Nullstellen
und ist stets positiv. Es ist stetig und nimmt deswegen auf [0, 1| sein Minimum s > 0
an. Damit haben wir

=r[p()] Vol

Da ¢(t) > sistin [0, 1], ist f(:) in [0, 1] _~N stetig d1fferenzierbar mit N = {ay,...,q}.
Die Ableitung fiir t € [0, 1] ist (fiir ¢ € N setzen wir sie so)

fley=r- <Sign (B(£) () Va(t) + [(2) 2%) |

Sie ist auf [0, 1] beschrankt. Mit Satz 1.8. 7(i) ist f also absolutstetig Man kann des In-
tervall [0, 1] fiir jede der Funktionen sign (p ),v/a(), |p(-)| und ¢(-) so zerlegen,
dass sie auf jedem Teilintervall monoton smd Deswegen ist f’(-) von beschrankter
Variation (vgl. [25, Kap. IX, §3, Folg. 2 + Satz 3 und 4]). Damit ist §* ([, Q,(¢) - B, (m))
auf [0, 1] ftir alle [ absolutstetig (vgl. Satz 1.8.2) . Und die Ableitung

(6) (1.9,(t) - By (m)) =p' (1) m+ - (Slgn (t)v/a(t) + [B( \/—>

ist von beschrankter L'-Variation (vgl. [25, Kap. VIII, §3, Satz 3] und [4, Bemerkung
0.2.6.]). Da wir h < 1 vorausgesetzt haben (siehe Kapitel 2, Gleichung (2.3)), gilt dies
auch auf dem Intervall [0, h).

Nach [4, Korollar 1.3.7 (iv)], angewendet fiir » = 0, kann man also fiir die k-te abge-
schlossene Newton-Cotes-Formel mit k£ > 1 nur Konvergenzordnung 2 erwarten. Ein
Quadraturverfahren um das mengenwertige Integral foh Q,(t)- B, (m) dt fir k =1 zu
berechnen ist nach [4, Beispiel 1.1.3] die Trapezregel

T (Q,() - By (m)) := g (2,(0) - By (m) +Q,(h) - By (m)) ,

bzw. die iterierte Trapezregel
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wobei h = % ist.
Es gilt also

dn ( / ") B (m) dr, TN (9,0 B, <m>>) —o(i?).

Dabei ist h die Schrittweite des mengenwertigen Ferretti-Verfahrens. Falls man fiir
Ferretti-Verfahren der Ordnung > 2 eine hohere Konvergenzordnung der numeri-
schen Integration braucht, muss man die iterierte Trapezregel verwenden. Dabei wird
das Integrationsintervall [0, k] in N dquidistante Abschnitte unterteilt mit der Schritt-
weite i = % Wenn man fiir das Ferretti-Verfahren einen Integrationsfehler der Ord-

nung h* braucht, dann muss man N > h'~2 wihlen. Denn dann folgt

2
h? = (%) < h*.

Um den Aufwand fiir die Integration moglichst gering zu halten, wihlen wir N dabei
moglichst klein. Dies geschieht, indem wir h!~2 einfach auf die nichste natiirliche
Zahl aufrunden, d.h. wir setzten

N = [hl-ﬂ . (5.21)

Diese mengenwertige Trapezregel realisieren wir im Rechner mittels Stiitzpunkten.
Deswegen berechnen wir jetzt die Stiitzpunktmenge dieser Trapezregel fiir [ € R™”

| S

Y (LTY(Q,() - By (m))) = 5 [9,(0)-Y (p(0), B, (m)) +,(h) - Y (p(h), By (m))]

v >, (i) v (s (i) 5, ()

Setzt man nun die Stiitzpunktformel (siehe Beispiel 1.4.5) fiir die Kugel ein, so erhlt
man

200 (w7 ) 20 (v )

N1 p (ih)
+h;Qp <m> (m+r-Th)2) ,

falls aber zufillig p <jﬁ) = Opmp flirein 0 < 57 < N, dann ist Y (p (]ﬁ) , B, (m)) =
B, (m) und wir wahlen einfach einen Sttitzpunkt aus. Denn wegen Satz 1.4.3 3) reicht

| >
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es nur einen Stiitzpunkt aus der Stiitzpunktmenge zu berechnen. Dieser Fall kommt
jedoch in der numerischen Praxis nur sehr selten vor, da die Menge auf der p () ver-
schwindet ein Nullmenge ist.

Viel wahrscheinlicher und problematischer ist der Fall, dass

6] = 00

ist, wobei eps die Maschinengenauigkeit ist. Zwar konnen die Komponenten es Vek-
tors % nicht explodieren, sondern sind viel mehr alle < 1. Aber es kann zu star-
ken Runduzngsfehlern kommen, da eventuell schon die erste oder zweite signifikante
Stelle gerundet ist. Jedoch ist auch dieses Problem bei den numerischen Tests nicht
aufgetreten bzw. hat sich nicht negativ auf die Ergebnisse ausgewirkt.

Deswegen habe ich bei der Implementation dieses Problem einfach ignoriert. Auf
Wunsch kann jedoch der Anwender die Software so einstellen, dass Warnungen aus-

gegeben werden, wenn Hp ( J ﬁ) H2 eine bestimmte (einstellbare) Schwelle unterschrei-
tet.
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Anwendungen und Beispiele

Seit der Themenausgabe fiir diese Arbeit lag der Schwerpunkt auf der Umsetzung
der Ergebnisse von Ferretti aus [13] in konkrete Verfahren und auf der Implemen-
tierung und dem Test dieser Verfahren auf dem Rechner. Dieses Vorgehen hat sich
als sehr fruchtbar fiir diese Arbeit erwiesen, was sich besonders im vorigen Kapitel
niedergeschlagen hat.

In diesem Kapitel nun soll ndher auf die numerische Umsetzung der vorgestellten
Verfahren auf dem Rechner eingegangen werden. Es wird die Theorie anhand von
Beispielen ergédnzt und illustriert. AufSerdem sollen noch einige Besonderheiten der
implementierten Verfahren vorgestellt werden.

Im ersten Abschnitt werden theoretische Grundlagen zum Verstdndnis der Beispiele
gelegt. Aufierdem folgen einige Bemerkungen iiber die Implementierung und Tests
der Verfahren.

Im zweiten Abschnitt werden dann anhand von mehreren Beispielen einzelne Aspek-
te der vorgestellten numerischen Verfahren demonstriert oder Besonderheiten dieser
Verfahren aufgezeigt.

6.1. Einfuhrung und Grundlagen

6.1.1. Hard- und Software

Das selbsterstellte Programmpaket zur Berechnung der erreichbaren Menge eines li-
nearen Kontrollsystems wurde in C++ programmiert. Dabei wurde fiir den Umgang
mit Matrizen und Vektoren die effiziente Bibliothek uBlas verwendet, die Teil des
Projektes Boost ist. Zur Vereinfachten Benutzung wurde eine Schnittstellte zu dem
Programm Scilab eingefiigt, welches dhnliche wie Mat 1ab eine graphische Benut-
zeroberfldche besitzt und eine Sprache fiir - sowie eine Sammlung von numerischen
Algorithmen bietet. Die numerischen Test wurden auf einem gewohnlichen PC mit
einem AMD Duron Prozessor mit 1200 MHz Taktrate und 256 MB Arbeitsspeicher
durchgefiihrt. Die erstellte Software stellt also keine besonderen Anspriiche an die
Hardware eines Rechners. Der Speicherplatzbedarf fiir die benotigten Daten ist ge-
ring und hdngt im Wesentlichen von der Anzahl der Iterationen ab. Zusédtzlich zu

129
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< 1000 Byte Datenspeicher (grob geschitzt), die immer gebraucht werden, werden
ca. 10 - n - N Byte benotigt, wobei N die Anzahl der Iterationen ist und n die Dimen-
sion des Problem:s ist.

6.1.2. Die implementierten Verfahren

Insgesamt wurden drei Verfahrensklassen implementiert. Es handelt sich dabei im-
mer um die mengenwertigen Verfahren, die in Kapitel 3 entwickelt wurden. Die Ver-
fahren dieser drei Klassen unterscheiden sich nur in der Art wie sie Stiitzpunkte an
die Momentenmenge berechnen und welche Kontrollmengen sie bearbeiten kénnen.

In der ersten Verfahrensklasse muss der Steuerbereich U ein Quader sein. Dabei wur-
de die Stiitzpunktberechnung an die Momentenmenge M,, , mit Algorithmus 5.4.4
durchgefiihrt, wobei die Berechnung der Polynomnullstellen den meisten Aufwand
verursacht. Dies entspricht einer analytische Berechnung des Aumann-Integrals der
Momentenmenge M., ,, deswegen wird auf diese Verfahren mit dem Zusatz “mit
analytischer Integration bzw. Stiitzpunktberechnung” Bezug genommen. Es wurden
die folgende mengenwertige RK-Verfahren implementiert:

e Mit Konvergenzordnung 2: das Heun-Verfahren (auch Euler-Cauchy-Verfahren
genannt) und das verbesserte Euler-Verfahren.

e Mit Konvergenzordnung 3: das Heun3-Verfahren.

e Mit Konvergenzordnung 4: das klassische Runge-Kutta-Verfahren.

Auflerdem wurden die mengenwertigen Ferretti-Verfahren der Ordnung 2,3 und 4
programmiert, welche ebenfalls zu dieser Verfahrensklasse gehéren. Um zu verdeut-
lichen, dass die Ferretti-Verfahren keiner Ordnungsbeschrankung unterliegen, wurde
auch das Ferretti-Verfahren der Ordnung 8 implementiert. Hierfiir musste allerdings
die Nullstellenbestimmung numerisch erfolgen, wie dies in Unterabschnitt 5.4.2 ge-
zeigt wurde. Ein modifiziertes RK-Verfahren mit einer gréfieren Ordnung als 4 konn-
te nicht implementiert werden, weil ein solches Verfahren, wie in Bemerkung 3.1.4
erldutert, nicht existiert.

Zum Vergleich wurden alle diese Verfahren, bis auf das Ferretti-Verfahren der Ord-
nung 8, auch mit numerischer Integration implementiert. D.h. das Aumann-Integral
der Momentenmenge M,, , wird mit mengenwertigen Quadraturformeln approxi-
miert ganz analog wie dies in Unterabschnitt 5.4.3 fiir eine Kugelsteuermenge ge-
macht wurde. Diese Verfahren bilden die zweite Verfahrensklasse und werden im
Folgenden auch als Verfahren mit numerischer Integration bzw. Stiitzpunktberech-
nung bezeichnet. Genau wie bei der Kugelsteuermenge kann mangels Glattheit der
Stiitzfunktion hierfiir nur ein Verfahren der Ordnung 2 eingesetzt werden. Es wird
die iterierte Trapezregel mit einer zweiten, kleineren Schrittweite eingesetzt, welche
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so gewdhlt wird, dass die Konvergenzordnung des mengenwertigen Verfahrens er-
halten bleibt.

Bei der dritten Verfahrensklasse muss der Steuerbereich eine Kugel sein. Alle Verfah-
ren aus der zweiten Klasse wurden hier implementiert. Dabei erfolgt die Berechnung
des Aumann-Integrals wieder durch eines mengenwertiges Quadraturverfahren. Wie
schon in Unterabschnitt 5.4.3 ausfiihrlich erlautert wurde, kommt dafiir nur ein Ver-
tahren der Ordnung 2 in Frage. Die Verfahren dieser Klasse werden auch als Verfah-
ren mit Kugelsteuerbereich bezeichnet.

Es hat sich gezeigt, dass zwei Verfahren der gleichen Klasse bei gleicher Konvergen-
zordnung immer exakt die gleichen Ergebnisse liefern. Zum Beispiel berechnen das
Heun-Verfahren und das verbesserte Eulerverfahren mit analytischer Integration bei
gleichen Richtungen immer exakt die gleichen Stiitzpunkte fiir die erreichbare Men-
ge. Dies war der Anstof fiir Satz 3.2.5 aus Kapitel 3, welches besagt das alle modifi-
zierten RK-Verfahren einer Ordnung mit dem Ferretti-Verfahren derselben Ordnung
tibereinstimmen. In Beispiel 6.2.1 wird dies exemplarisch dargestellt.

Da diese mengenwertigen Verfahren im Rechner mittels Stiitzpunkten umgesetzt wur-
den, fiihrt fiir jede Richtung, in der der Stiitzpunkt an die erreichbare Menge berech-
net werden soll, das entsprechende punktwertiges Verfahren die Berechnung durch
(siehe Abschnitt 5.1).

Generell kann man sagen, dass mit Verfahren hoherer Ordnung eine grofsere Genau-
igkeit erzielt werden kann als mit Verfahren geringerer Ordnung, selbst bei groberer
Schrittweite. Bei den Verfahren aus der ersten Klasse konnen sich hoher konvergente
Verfahren bei gleicher Genauigkeit auch im Bezug auf Rechenzeit durchsetzen. Fiir
die Verfahren der anderen beiden Klassen gilt diese Aussage auch, jedoch ist der Ab-
stand dabei nicht mehr so grofs. Denn bei diesen Verfahren erhoht sich mit zuneh-
mender Genauigkeit der Aufwand fiir die numerische Integration stark. Und zwar
je hoher die Konvergenzordnung des Verfahrens ist, desto schneller erhoht sich der
Aufwand.

Alle Plots in diesem Kapitel wurde alle mit Mat 1ab erstellt.

6.1.3. Verschiedene Resultate

Im Folgenden sollen noch einige Ergebnisse aus [4, Abschnitt 3.1] zusammengestellt
werden, die im Bezug auf die folgenden Beispiele wichtig oder wenigstens interessant
sind.

6.1.3.1. Approximation der diskreten erreichbaren Menge

Die Umsetzung der vorgestellten mengenwertigen Verfahren mit Hilfe von Stiitz-
punkten basiert auf Satz 1.4.3. Danach gilt fiir eine nichtleere, kompakte und konvexe
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Menge K C R™
K=co{y(LK)|l€ Sk}

Nun koénnen wir im Rechner die Stiitzpunkte y (1, .S,—;) nur fiir endlich viele Rich-
tungen [ € S,,_; berechnen. Da die Rechenzeit linear mit der Anzahl der Stiitzpunkte
steigt, kann diese Zahl auch nicht beliebig grofs werden. Es wird also die diskrete
erreichbare Menge Ry, (¢, o), welche die Approximation eines mengenwertigen Ver-
fahrens fiir die erreichbare Menge ist, wiederum durch

ﬁh (tf,l’o) = CO {y([, Rh (tf,fﬂo)) ’ [Z S Snfl,l. = 1, R ,M}

approximiert. Es fragt sich nun wie grofs dieser zweite Approximationsfehler ist. Die-
se Frage beantwortet der folgende Satz.

Satz 6.1.1. Sei K C R" eine kompakte und konvexe Menge und Gy :={I' | i =1,...,M} C
Sp—1 mit dg (Gar, Sp—1) < €. Weiter sei

Ky=co{y(lK)|i=1,...,M} .

Dann gilt
di (K, Kur) <2+ K], - .

Beweis. siehe [16, Proposition 6.11]. O

Dabei ist dy (Gar, Sn—1) = d (Sh—1,Gn) ein Mafl dafiir wie grofS die Liicken der Rich-
tungsvektoren [ € Gy in S,,_; sind. Deswegen ist es am besten die Richtungsvektoren
gleichverteilt tiber die Sphére S,,_; zu wihlen, wenn man keine ndhere Informationen
tiber die erreichbare Menge hat.

6.1.3.2. Parametrisierung der Sphare

Zur Wahl der Richtungsvektoren auf der Sphére ist folgende bijektive Parametrisie-
rung niitzlich:

©: ((0,7T)"72 x [0,27)) U{Ogn-1,me1} — S,y
cos (aq)

sin (av1) cos (avg)
(1,9 ..., 04 1) +— ;
[Ti=)" sin (as) - cos (an-1)

H?:_f sin (az)

dabei ist e; = (1,0,...,0)" € R*"! der erste kanonische Einheitsvektor.
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Seiennun M = (M, ..., M, ;) ein Vektor mit M; e N(i =1,...,n — 1) . Die Menge

n—2

i=1

kp—12
{ Mnl_lﬂ_ | kn—l = 07. . -aMn—l — 1}) U {ORn—l,ﬂ'el}

ist eine dquidistante Unterteilung der Definitionsmenge von ¢. Jetzt setzen wir

Gu = o (Pu)

und erhalten eine Menge von H;:f (M; — 1) - M,,_1 4+ 2 Punkten in S,,_;, die tiber die
ganze Sphére verteilt sind. Fiir n = 2 entspricht diese Parametrisierung den Polarko-
ordinaten:

p:[0,2r) — S1 , ¢ (a)=(cos(a),sin (a))T

Dann ist Py, = {%r |k=0,...,M — 1}. In diesem Fall sind die Vektoren des Bildes
G = ¢ (Pu) sogar geometrisch exakt gleichverteilt tiber S; bzgl. der 2-Norm. In den
Beispielen im ndchsten Abschnitt wurde diese Parametrisierung zusammen mit der
Menge P); verwendet um Richtungsvektoren zu erzeugen, die symmetrisch tiber die
Sphdre verteilt sind.

6.1.3.3. Schatzung der Konvergenzordnung

Jetzt soll noch eine Heuristik, die sich in der Praxis gut bewéhrt hat, vorgestellt wer-
den, mit der man die Konvergenzordnung eines mengenwertigen Verfahrens schét-
zenkann. Essei Gy = {I' | i=1,..., M} C S,_; eine Menge von Richtungsvektoren,
die zur Stiitzpunktberechnung verwendet werden.

Weiter sei R := co{y; | i =1,..., M} eine Referenzmenge, wobei die Vektoren ; =
y (', Ry, (tr, 20)) moglichst gute Approximationen der Stiitzpunkte der erreichbaren
Menge sein sollen. Am Besten verwendet man fiir deren Berechnung das Verfahren
hochster Ordnung, das fiir den jeweiligen Steuerbereich zur Verfiigung steht, mit fei-
ner Diskretisierung. Denn die Referenzmenge soll hier die exakte erreichbare Menge
ersetzen.

Weiter seien R = co {yf li=1,...,M }, k = 1,2, zwei Approximationen der erreich-
baren Menge. Die Stiitzpunkte y¥ = y (I, Ry, (t;,z0)) seien mit dem gleichen Verfah-
ren fiir die Schrittweiten h; = ;,—i (k =1, 2) erzeugt. Mit Hilfe von Satz 1.3.4 kann man
den Hausdorff-Abstand zwischen der Referenzmenge R und den Approximationen
R so

dH (R, Rk) ~ max
i=1,....M

5 (I, R) — 6" (F,Ry)|
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anndhern. Mit Hilfe der Stiitzpunkte, die wir schon berechnet haben, kénnen wir die-
se Stiitzfunktionen ganz leicht berechnen. Es ist natiirlich

y(C,Re) =yf und y (I, R) =7

Damit lassen sich die Stiitzfunktionen, nach Definition der Stiitzfunktion und der
Stiitzpunkte, berechnen als

5 (L R) = () yf und & (1, R) = ()" 4.

7

Also gilt
di (R, Ry) &~ maxx | ()" (4 = 5i)

Um die Konvergenzordnung p zu schidtzen machen wir nun den Ansatz
du (R, Ri) = C'- ()",

der sich von dem Konvergenzsatz 3.3.2 ableitet. Damit gilt dann

di (R, Ry) (&)
dH (R7R2> Nl '

ORUED

Durch Anwendung der Logarithmusfunktion auf beiden Seiten erhalten wir als Schét-
zung fiir die Konvergenzordnung
o max;—1,...,.M
maXi:l,.“,JvI|([i)T(y~L‘27Qi)
p= .
N
In (N—f>

In Einzelfédllen kann man die Stiitzpunkte an die erreichbare Menge auch analytisch
berechnen. Dann konstruiert man die Referenzmenge mit diesen Stiitzpunkten.

Wenn im folgenden Abschnitt von dem Hausdorff-Abstand einer Approximation R,
zu Referenzmenge, also dy (R, Ry), die Rede ist, so ist immer der approximierte Ab-
stand

cmax (1) (yF = ) | = du (R, Ry) (6.1)

gemeint.

6.1.3.4. Eine andere Moglichkeit zur Berechnung der erreichbaren Menge

Neben den in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren, existiert noch (mindestens) ein
weiterer Zugang um die erreichbare Menge eines linearen Kontrollsystems bzw. einer
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linearen Differentialinklusion zu berechnen. Eine solcher Zugang soll hier vorgestellt
werden. Es sei folgendes lineares Kontrollproblem gegeben:

() = Ax(t) +Bu(t) (furtel)
z(0) = o
u(t) € U Vtel,

mit A € R™", B € R™™, I = [0,t;] ein kompaktes Intervall, U C R™ ein kompak-
ter Kontrollbereich und u € L' (I)™. Die erreichbare Menge dieses Kontrollproblems
stimmt nach Satz 2.3.5 mit der erreichbaren Menge der folgenden zugeordneten Dif-
ferentialinklusion tiberein:

'(t) € Ux(t)+BU (furt e )
z(0) = zo

Nach [4, Satz 2.1.3] kann sie dargestellt werden als
ty
R (ts,z0) = ™1 - g + / A=)BU dr (6.2)
0

wobei hier (") = ¢ (tf, 7) das Fundamentalsystem der zugeordneten homogenen
Differentialgleichung ist (vergleiche auch Satz 2.3.5). Diese Darstellung beruht auf der
Variation-der-Konstanten-Formel.

Man kann also die erreichbare Menge approximieren, indem man das Aumann-Inte-

gral fg 7 ¢Atr=7) BU dr durch ein mengenwertiges Quadraturverfahren approximiert.
Dieser Zugang wurde von R. Baier in [4, Abschnitt 2.2] untersucht. Dabei ist fiir
die Konvergenzordnung der Quadraturverfahren die Glattheit der Stiitzfunktion des

Integranden 7 +— ¢§* ([7 A7) pu > entscheidend, und zwar gleichmaflig in allen

Richtungen [ € S,,_;. AuSerdem muss die Konvergenzordnung der entsprechenden
punktwertigen Verfahren beriicksichtigt werden. Da es Quadraturverfahren von be-
liebiger Ordnung gibt kann also nur die (fehlende) Glattheit der Stiitzfunktion die
Konvergenzordnung beschrianken. Nach [4, Korollar 1.3.7 + Korollar 1.4.4] gilt fiir
entsprechende Newton-Cotes bzw. Gaufi-Quadraturverfahren:

Ist die v-te Ableitung von 7 — §* ([, A=) pu ) gleichmaéfig fiir alle [ € S,,_; abso-

lutstetig, so kann man Konvergenzordnung v + 1 erzielen. Ist zusitzlich die (v + 1)-te
Ableitung von beschriankter L'-Variation fiir alle [ € S,,_;, so kann man Konvergenz-
ordnung v + 2 erreichen.

Wenn also im folgenden Abschnitt ein Beispiel als glatt bezeichnet wird, ist gemeint,
dass die Stiitzfunktion des Integranden 7 — §* ([, A=) U > beliebig oft differen-

zierbar ist fiir alle [ € S,,_;. Dagegen ist sie bei einem nichtglatten Beispiel nur gleich-
mifig absolutstetig mit einer Ableitung von beschrankter L'-Variation.
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6.2. Beispiele

In allen folgenden zweidimensionalen Beispielen wurden die Stiitzpunkte an die er-
reichbare Menge in 200 Richtungen berechnet. Die Richtungen wurde geméifs der Pa-
rametrisierung aus 6.1.3.2 gewdhlt. Fiir die dreidimensionalen Beispiele wurde eben-
falls diese Parametrisierung verwendet, indem beide Winkelintervalle der Definiti-
onsmenge je 20 mal dquidistant unterteilt wurden, d.h. fiir die Menge P, wurde
M = (20,20) gewdhlt. Damit ergeben sich 382 Richtungsvektoren. Mit dieser Anzahl
und Verteilung der Richtungen kdnnen meist optisch gute Approximationen berech-
net werden.

Die hier besprochenen Beispiele finden sich in den Artikeln [5], [6] sowie in dem
Skript [4]. Sie wurden aber zum Teil abgewandelt.

Im ersten Beispiel, soll exemplarisch nachgewiesen werden, dass es zu einer Kon-
vergenzordnung tatsdchlich nur ein Verfahren gibt, wie dies in Satz 3.2.5 theoretisch
gezeigt wurde. Damit alle Verfahren aus allen drei Verfahrensklassen fiir die Berech-
nung herangezogen werden konnen, muss die Kontrollmenge U ein (eindimensiona-
les) Intervall sein, denn dies ldsst sich auch als eindimensionale Kugel interpretieren.

Beispiel 6.2.1. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem
2'(t) = Ux(t)+Bu(t) (furte:=[0,1])
z(0) = xo
ut) € U Vtel

(1) (1)

der Steuermenge U = [—1,1] C R und der Anfangsbedingung z, = (0,0)".
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Abbildung 6.1.: Die erreichbare Menge aus Beispiel 6.2.1
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Dabei kann man U auch schreiben als Kugel B;(0) C R. Es konnen also auch die
Verfahren der dritten Klasse angewandt werden. In Abbildung 6.1 ist die erreichbare
Menge dieses Beispiels dargestellt. Dies ist ein beliebig glattes Beispiel, weswegen die
erreichbare Menge auch diese einfache Gestalt hat.

Die folgenden Tabellen enthalten den Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge von
verschiedenen Approximationen, die durch das Verfahren in der Kopfzeile mit einer
Iterationsanzahl /N aus der ersten Spalte erzeugt wurden.

Die Verfahren mit analytischer Integration und Quadersteuerbereich

verbessertes Ferretti-Verfahren

N Euler-Verfahren Heun-Verfahren der Ordnung 2
2| 3.21670778FE — 02 3.21670778E — 02 3.21670778E — 02
4| 6.57551136E — 03 6.57551136 £ — 03 6.57551136E — 03
8 1.49030237F — 03 1.49030237E — 03 1.49030237E — 03
16 |  3.55105554E — 04 3.55105554E — 04 3.55105554E — 04
512 |  3.31257474E — 07 3.31257474E — 07 3.31257474E — 07
1024 | 8.27537118E — 08 8.27537118E — 08 8.27537118E — 08
2048 2.06808552E — 08 2.06808552E — 08 2.06808552E — 08

Tabelle 6.1.: Hausdorff-Abstand der Verfahren zweiter Ordnung aus der ersten Klasse

zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

Heun3- Ferretti-Verf. der klassisches Ferretti-Verf. der

N Verfahren Ordnung 3 RK-Verfahren Ordnung 4
2| 4.0475924F — 03 | 4.0475924F — 03 | 4.1210609F — 04 | 4.1210609F — 04
4| 4.1391899F — 04 | 4.1391899F — 04 | 2.0871296F — 05 | 2.0871296FE — 05
8 | 4.6799531F — 05 | 4.6799531E — 05 | 1.1748586F — 06 | 1.1748586E — 06
16 | 5.5639652F — 06 | 5.5639652F — 06 | 6.9694040F — 08 | 6.9694040F — 08
32 | 6.7830039F — 07 | 6.7830039F — 07 | 4.2437850F — 09 | 4.2437850F — 09
512 | 1.6176175F — 10 | 1.6176175F — 10 | 7.1125188F — 14 | 7.1125188F — 14
1024 | 2.0204263F — 11 | 2.0204263EF — 11 1.8291577E — 14 | 1.8291567EF — 14

Tabelle 6.2.: Hausdorff-Abstand der Verfahren dritter und vierter Ordnung aus der
ersten Klasse zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

In den Tabellen 6.1 und 6.2 sind die Verfahren mit analytischer Stiitzpunktberechnung
fur einen Quadersteuerbereich tabelliert. Man sieht, dass der Hausdorff-Abstand zur
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Referenzmenge fiir die Verfahren gleicher Konvergenzordnung fast immer identisch
ist.

Die Verfahren mit numerischer Integration und Quadersteuerbereich

verbessertes Ferretti-Verfahren

N Euler-Verfahren Heun-Verfahren der Ordnung 2
2 3.21670778E — 02 3.21670778E — 02 3.21670778E — 02
4] 6.57551136F — 03 6.57551136F — 03 6.57551136E — 03
8 1.49030237E — 03 1.49030237E — 03 1.49030237E — 03
16 3.55105554F — 04 3.55105554E — 04 3.55105554E — 04
512 3.31257474F — 07 3.31257474EF — 07 3.31257474EF — 07
1024 8.27537114E — 08 8.27537114E — 08 8.27537114E — 08
2048 | 2.06808548F — 08 2.06808548 ) — 08 2.06808548 ) — 08

Tabelle 6.3.: Hausdorff-Abstand der Verfahren zweiter Ordnung aus der zweiten

N

Klasse zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

Heun3-
Verfahren

Ferretti-Verf. der
Ordnung 3

klassisches
RK-Verfahren

Ferretti-Verf. der
Ordnung 4

2
4
8
16
32

512
1024

9.95549415E — 03
1.72916516 £ — 03
1.84380366 L — 04
2.43256978E — 05
2.73087600E — 06
6.99490478E — 10
8.96186794E — 11

9.95549415E — 03
1.72916516 £ — 03
1.84380366 L — 04
2.43256978E — 05
2.73087600E — 06
6.99490478E — 10
8.96186794E — 11

4.02601325E — 03
2.66910536E — 04
1.69638366 L — 05
1.06627499E — 06
6.67896000E — 08
1.01365169F — 12
4.88298755E — 14

4.02601325E — 03
2.66910536E — 04
1.69638366L — 05
1.06627499E — 06
6.67896000E — 08
1.01365169F — 12
4.88298662F — 14

Tabelle 6.4.: Hausdorff-Abstand der Verfahren dritter und vierter Ordnung aus der
zweiten Klasse zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

In den Tabellen 6.3 und 6.4 sind die Verfahren mit numerischer Stiitzpunktberech-
nung fiir einen Quadersteuerbereich tabelliert (zweite Klasse). Auch hier sieht man,
dass der Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge fiir die Verfahren gleicher Konver-
genzordnung fast immer identisch ist. Auflerdem sind die Werte fiir die Verfahren
2. Ordnung ebenfalls fast identisch mit den Verfahren 2. Ordnung aus Tabelle 6.1.
Dies konnte daran liegen, dass hier zur Stiitzpunktberechnung mit numerischer Inte-
gration die einfache Trapezregel verwendet wurde mit der Schrittweite des mengen-
wertigen Verfahrens. Es scheint, dass der Fehler der dabei gemacht wurde kleiner ist
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als der Verfahrensfehler, weshalb er nicht ins Gewicht fallt. Bei den Verfahren hohe-
rer Ordnung musste die iterierte Trapezregel angewandt werden, mit einer zweiten
Schrittweite, die kleiner gewdhlt werden musste, als die des gesamten Verfahrens. Es
konnte aber auch an der einfachen Form der erreichbaren Menge liegen (siehe Abbil-
dung 6.1 auf Seite 136).

Die Verfahren mit numerischer Integration und Kugelsteuerbereich

verbessertes Ferretti-Verfahren

N Euler-Verfahren Heun-Verfahren der Ordnung 2
2 3.21670778E — 02 3.21670778E — 02 3.21670778E — 02
4 6.57551136E — 03 6.57551136E — 03 6.57551136E — 03
8 1.49030237F — 03 1.49030237F — 03 1.49030237F — 03
16 3.55105554F — 04 3.55105554F — 04 3.55105554F — 04
512 3.31257474F — 07 3.31257474F — 07 3.31257474F — 07
1024 8.27537118E — 08 8.27537118E — 08 8.27537118E — 08
2048 2.06808552F — 08 2.06808552F — 08 2.06808552F — 08

Tabelle 6.5.: Hausdorff-Abstand der Verfahren zweiter Ordnung aus der dritten Klas-

N

se zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

Heun3-
Verfahren

Ferretti-Verf. der
Ordnung 3

klassisches
RK-Verfahren

Ferretti-Verf. der
Ordnung 4

2

4

8

16
32
512
1024

9.95549415E — 03
1.72916516 £ — 03
1.84380366L — 04
2.43256978E — 05
2.73087600E — 06
6.99490321EF — 10
8.96182869E — 11

9.95549415E — 03
1.72916516 £ — 03
1.84380366 L — 04
2.43256978E — 05
2.73087600E — 06
6.99490321EF — 10
8.96182869E — 11

4.02601325F — 03
2.66910536E — 04
1.69638366 £ — 05
1.06627499EF — 06
6.67895996 £ — 08
1.01325917F — 12
4.82803431EF — 14

4.02601325E — 03
2.66910536E — 04
1.69638366 £ — 05
1.06627499EF — 06
6.67895996 £ — 08
1.01325917F — 12
4.84373524EF — 14

Tabelle 6.6.: Hausdorff-Abstand der Verfahren dritter und vierter Ordnung aus der
dritten Klasse zur Referenzmenge in Beispiel 6.2.1

Und in den Tabellen 6.5 und 6.6 sind schliefdlich die Verfahren mit numerischer Stiitz-
punktberechnung fiir einen Kugelsteuerbereich, d.h. die Verfahren der dritten Klasse,
dargestellt. Wieder kann man sehen, dass die Werte fiir Verfahren der gleichen Ord-
nung fast immer identisch sind. Der grofiere Unterschied bei den Verfahren vierter
Ordnung in der letzten Zeile, der aber schon im Bereich der Maschinengenauigkeit
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liegt, ist wohl auf einen Rundungsfehler zuriickzufiihren. Auch kann man wieder se-
hen, dass die Werte fiir die Verfahren der zweiten Ordnung mit denen der Verfahren
zweiter Ordnung aus den anderen Klassen sehr gut tibereinstimmen. Dies hat wohl
auch hier den gleichen Grund wie vorher.

In allen diesen Tabellen 6.1 bis 6.6 ist deutlich ersichtlich, dass alle Verfahren kon-
vergieren. AufSerdem kann man sehen, dass die Verfahren hoherer Ordnung einen
kleineren Fehler (Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge) haben als Verfahren gerin-
gerer Ordnung der gleichen Klasse und bei gleicher Iterationsanzahl.

Aufgrund der Ergebnisse von Beispiel 6.2.1 und Satz 3.2.5 werden wir in den fol-
genden Beispielen nur noch die Ferretti-Verfahren aller Klassen betrachten. In dem
folgenden Beispiel sollen die Konvergenzordnungen der Verfahren mit Quadersteu-
erbereich exemplarisch nachgewiesen werden.

Beispiel 6.2.2. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem
2'(t) = Ux(t) +Bu(t) (furtel:=[0,1))

z(0) = x
u(t) € U Vtel

0 1 -1 1
Ql - ( ) ’ % - ( ) ’
-2 =3 1 -2

der Steuermenge U = [—1,1]> ¢ R? und der Anfangsbedingung z, = (0,0)". Dieses
Beispiel ist eine Abwandlung des vorherigen. Aber diesmal ist der Steuerbereich ein
echter Quader. Hier erhilt man als Fundamentalmatrix dieses Problems

mit

O(t,7) = A = (

und damit ergibt sich nach (6.2) als Darstellung der erreichbaren Menge das Aumann-

Integral
1 —1-7 —2-27
T\ _ —¢ € 112
R (17(070) ) _/0 ( e~ 1-7 _26—2—27- ) [ 171] dr.

Dann ist nach Beispiel 1.3.6(ii) die Stiitzfunktion des Integranden fiir [ = (I, lg)T €S
. _6—1—7' 6—2—27- ) i _6—1—7' 6—1—7' )
0 ([’ ( e—1-T  _9p—2-27 > [—1,1] > = 90 (( 0—2-21  _9p—2-27 ) [ [=1,1]
_6—1—7 6—1—7'
= e—2-21  _9p—2-2r |’ [
1

= |l2 — ll‘ 6_1_T + ‘ll — 2[2’ 6_2_2T

26—15—7' _ e—2t—27' e—t—T _ e—2t—27 >

267t77_’_2€72t727 _67t77+2672t72‘r
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als Funktion von 7 beliebig oft differenzierbar, und zwar gleichméfSig in [. Nach 6.1.3.4
handelt es sich also um ein glattes Beispiel. Das obige Aumann-Integral, und damit
die erreichbare Menge, kann mit mengenwertigen Quadraturverfahren von beliebi-
ger Ordnung approximiert werden.

Die in dieser Arbeit entwickelten Ferretti-Verfahren vermogen auch die erreichbare
Menge von beliebiger Ordnung zu approximieren. Die folgenden Tabellen enthal-
ten die geschitzte Konvergenzordnung (siehe 6.1.3.3) fiir die Ferretti-Verfahren mit
Quadersteuerbereich, und zwar mit analytischer und numerischer Stiitzpunktberech-
nung.

Ferretti-Verfahren der

N | Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung 4 Ordnung 8

2| —1.30138147 4.20423998 3.83904365 9.31228905

4]  2.63458358 3.49720577 4.60197148 8.65193644

8| 227717346 3.26345978 4.29156059 8.32472713

16 2.12627179 3.13270146 4.14439220 8.14584987
32 | 2.06027541 3.06623315 4.07190431 E—
64 | 2.02945635 3.03304003 4.03588080 e
128 | 2.01456231 3.01649996 4.01789246 —
256 | 2.00724026 3.00824432 4.00817888 —_
512 | 2.00360998 3.00412255 3.97408291 —_—

Tabelle 6.7.: Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit analytischer Integrati-
on in Beispiel 6.2.2

In Tabelle 6.7 sind die geschétzten Konvergenzordnungen fiir die Ferretti-Verfahren
aus der ersten Klasse, d.h. mit analytischer Integration, aufgezeichnet. Eine negati-
ve Konvergenzordnung bedeutet, dass sich das Verfahren im Vergleich zur vorigen
Schrittweite verschlechtert hat. In diesem Beispiel hat das Ferretti-Verfahren zuféllig
eine sehr gute Startndherung fiir N = 1 produziert, die einen geringeren Hausdorff-
Abstand zur Referenzmenge hat als die Losung mit N = 2. Bei dem Ferretti-Verfahren
der Ordnung 8 konnten ab N = 32 keine Schitzungen mehr gemacht werden, da
hier der Hausdorff-Abstand der Losungen zur Referenzmenge schon im Bereich der
Maschinengenauigkeit ist. Man kann sehen, dass bei allen Verfahren die geschétz-
te Konvergenzordnung sehr gut mit der theoretisch erwarteten Konvergenzordnung
tibereinstimmt.

Einige Approximationen der erreichbare Menge fiir dieses Beispiel sind in Abbildung
6.2 dargestellt. Sie wurden mit dem Ferretti-Verfahren der Ordnung 2 mit analytischer
(links) und numerischer (rechts) Integration berechnet. Es wurden die Ndherungen
jeweils fiir N = 1, 2 und 4 errechnet. In beiden Bildern ist die Approximation fiir N =
4 die bestmogliche im Rahmen der Zeichengenauigkeit und vertritt damit die exakte
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erreichbare Menge. Man kann in den Bildern die Konvergenz der Verfahren erkennen
und im linken Bild sieht man sogar die Konvergenzordnung visuell bestitigt. Alle
Bilder sind wirklich mit 200 Richtungen errechnet worden. Die erreichbare Menge
hat tatsdchlich diese einfache Gestalt.

analytisch numerisch

15

ZZZ|(1
oI
ENENIEY

oI
ENENIEY
)

0.5

15 -2 -1 0 1 2

Abbildung 6.2.: Erreichbare Menge aus Beispiel 6.2.2 mit analytischer (links) und nu-
merischer (rechts) Integration

Ferretti-Verfahren der

N | Ordnung 2 ‘ Ordnung 3 Ordnung 4
2| 2.78175135 4.40010597 5.35119929

4| 2.63458358 2.70517018 3.52222311

8| 227717346 3.30582752 3.89212545
16 | 2.12627179 2.96675338 3.96600682
32 | 2.06027541 3.17400158 3.98715693
64 | 2.02945635 2.89594876 3.99453516
128 | 2.01456231 3.13953204 3.99750099
256 | 2.00724026 2.87801774 3.99891643
512 | 2.00360998 3.03877803 4.00317353

Tabelle 6.8.: Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit numerischer Integrati-
on in Beispiel 6.2.2

In Tabelle 6.8 sieht man die geschétzten Konvergenzordnungen fiir die Ferretti-Verfah-
ren aus der zweiten Klasse, d.h. mit numerischer Integration. Auch hier kann man
sehen, dass bei allen Verfahren die geschétzte Konvergenzordnung sehr gut mit der
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theoretisch erwarteten Konvergenzordnung iibereinstimmt, auch wenn diese Werte
schon mehr Unregelméfiigkeiten aufweisen als bei den Verfahren mit analytischer
Integration. Dies liegt natiirlich daran, dass durch die numerische Integration noch
ein Fehler zum Verfahrensfehler hinzukommt, im Gegensatz zu den Verfahren mit
analytischer Integration.

In Bemerkung 3.2.6 wurde erwédhnt, dass die Ferretti-Verfahren keiner Ordnungsbe-
schrankung unterliegen. Dies war ja Motivation zur Entwicklung dieser Verfahren.
Denn bei den mengenwertigen RK-Verfahren ldsst sich nur Konvergenzordnung 4
erreichen (siehe Bemerkung 3.1.4). Durch die Ergebnisse fiir das Ferretti-Verfahren
der Ordnung 8 ist dieser Sachverhalt hier praktisch bestitigt worden. Ein Ferretti-
Verfahren der Ordnung 8 (oder zumindest > 4) mit numerischer Integration wurde
nicht implementiert, da hier der Aufwand fiir die Integration schon so grofs wird,
dass es sich nicht mehr lohnt.

In dem néchsten Beispiel soll wieder vor allem die hohe Konvergenzordnung der Ver-
fahren wieder fiir einen Quadersteuerbereich gezeigt werden. Aber diesmal handelt
es sich um ein nichtglattes Beispiel.

Beispiel 6.2.3. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem
2'(t) = Ax(t)+Bu(t) (furte l:=10,2n])
z(0) = xo
u(t) € U Vtel

(1) (1)

der Steuermenge U = [~1,1] C R und der Anfangsbedingung z, = (0,0)". Hier erhalt
man als Fundamentalmatrix dieses Problems

B(t,7) = AT = ( cos(t—7) sin(t—7) )

—sin(t—71) cos(t—7)

mit

und damit ergibt sich nach (6.2) als Darstellung der erreichbaren Menge das Aumann-

Integral
R (1,(070)T> - /0 i ( :2((37;:?) > [—1,1] dr.

Dann sieht nach Beispiel 1.3.6(ii) die Stiitzfunktion des Integranden fiir [ = (1, )" e
S so aus:

5 <[(:;2(éz:3>[—11]) — 5% ((sin (27 — 1), cos (27 — 7)) L, [=1, 1])

= |lysin (27 — 7)| + |l cos (27 — 7))
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Diese Stiitzfunktion ist als Funktion von 7 nach [4, Satz 1.6.13. (viii)] absolutstetig
mit einer Ableitung von beschridnkter L'-Variation, und zwar gleichméfig in [ € 5.
Also kann man, wie in 6.1.3.4 erwédhnt, das obige Aumann-Integral, und damit die er-
reichbare Menge, mit mengenwertigen Quadraturverfahren nur von Ordnung 2 ap-
proximieren. Es handelt sich also um ein nichtglattes Beispiel. Dies liegt daran, dass
B keine Eigenvektoren der Matrix 2 enthélt wie in Beispiel 6.2.2.

Nun soll die erreichbare Menge dieses Kontrollproblems mit den Ferretti-Verfahren
approximiert werden. Die folgenden Tabellen enthalten die geschétzte Konvergenz-
ordnung (siehe 6.1.3.3) und den Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge fiir die Ap-
proximationen, die von den Ferretti-Verfahren mit analytischer Integration und Qua-
dersteuerbereich erzeugt wurden.

Ferretti-Verfahren der
N | Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung 4 Ordnung 8
2| —0.85446795 0.52855228 4.44235539 10.4439927
4 1.60624327 5.63304309 6.60617172 17.2867169
8| 281627694 1.44311564 3.88703956 8.03687211
16 2.48261402 2.64624130 4.32132648 8.33424273
32 2.28173964 2.88656141 4.27455397 8.29501977
64 2.16665391 2.95501523 417757593 —_—
128 2.09295714 2.97971886 4.10184044 —_—
256 | 2.04959982 2.99085636 4.05475070 E—
012 2.02565329 2.99562713 4.02872591 —_—

Tabelle 6.9.: Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit analytischer Integrati-
on in Beispiel 6.2.3

In Tabelle 6.9 sind die geschdtzten Konvergenzordnungen fiir die Ferretti-Verfahren
aus der ersten Klasse, d.h. mit analytischer Integration, eingetragen. Man sieht das
diese Werte ganz gut mit den theoretischen Konvergenzordnungen tibereinstimmen,
obwohl dieses Beispiel nicht mehr glatt ist. Im Vergleich zu Beispiel 6.2.2 sieht man
aber, dass die Werte schon erheblich mehr Abweichungen aufweisen.

Trotz erwarteter Konvergenz miissen auch die Ferretti-Verfahren einen Tribut an die
nichtglatte Natur dieses Beispiels zahlen. Dies kann man in Tabelle 6.10, in der der zu-
gehorige Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge fiir diese Verfahren aufgelistet ist,
sehen. Es fillt auf, dass die Startwerte ziemlich schlecht sind. Auch ist die erreich-
te Genauigkeit bei gleicher Iterationszahl und gleicher Verfahrensklasse wesentlich
schlechter, als bei einem glatten Kontrollproblem, wie man im Vergleich zu Beispiel
6.2.1 sehen kann.

Fiir die Ferretti-Verfahren mit numerischer Integration gilt im wesentlichen dasselbe.
Nur kann man dort noch mehr Abweichungen der geschitzten Konvergenzordnung
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von der theoretischen finden.

Ordnung 2

Ferretti-Verfahren der

Ordnung 3

Ordnung 4

Ordnung 8

I O

8

16
32
1024
2048

1.6714714E 4 01
3.0221738E 4 01
9.9264060E + 00
1.4093154E + 00
2.5215461F — 01
5.1855502F — 02
3.9788950EF — 05
9.9019620EF — 06

3.7229855E + 01
2.5809598EF +- 01
5.2007540F — 01
1.9126928EF — 01
3.0552532F — 02
4.1314798E — 03
1.3338822E — 07
1.6696355E — 08

1.2379365E + 03
5.6939829F + 01
5.8446742F — 01
3.9504340F — 02
1.9760409E — 03
1.0210028E — 04
7.4674933F — 11
4.2939599F — 12

3.0122532E + 05
2.1624017F + 02
1.3524340E — 03
5.1496355F — 06
1.5955831E — 08
5.0800697F — 11

Tabelle 6.10.: Hausdorff-Abstand zur Referenzmenge fiir die Ferretti-Verfahren mit
analytischer Integration

Ferretti-Verfahren der Ordnung 2
15 T T T T T

Ferretti-Verfahren der Ordnung 3

N
N
N

4
8
1
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Abbildung 6.3.: Die erreichbare Menge aus Beispiel 6.2.3 approximiert mit den
Ferretti-Verfahren der Ordnung 2 und 3 mit analytischer Integration

Die Ferretti-Verfahren der Ordnung 2 (links) und 3 (oben) liefern die Naherungen
der erreichbaren Menge dieses Beispiels in Abbildung 6.3 fiir die Iterationszahlen 4, 8
und 16. Dabei sind die Approximationen fiir N = 16 die bestmoglichen im Rahmen
der Zeichengenauigkeit. Mit geschultem Auge kann man in diesen Abbildungen die
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Konvergenzordnung der Verfahren erkennen. In Abbildung 6.4 sind Approximatio-
nen der erreichbaren Menge, errechnet mit dem Ferretti-Verfahren der Ordnung 4 fiir
die Iterationszahlen 4 und 8, dargestellt. Die Naherung fiir N = 16 wiirde optisch mit
der fiir N = 4 zusammenfallen.

Ferretti-Verfahren der Ordnung 4

N=4
N=8 |1

Abbildung 6.4.: Die erreichbare Menge aus Beispiel 6.2.3 approximiert mit dem
Ferretti-Verfahren der Ordnung 4 mit analytischer Integration

Wie theoretisch vorhergesagt, konvergieren die Verfahren, obwohl dieses Beispiel
nicht glatt ist. Dabei benottigen sie bei gleich feiner Diskretisierung ungefihr die glei-
che Rechenzeit wie bei einem glatten Beispiel. Nimmt man aber die Genauigkeit als
Mafsstab, so benétigen sie um einen Faktor von 2 bis 3 mehr Rechenzeit als bei einem
glatten Kontrollproblem. Der Losungsansatz aus 6.1.3.4 der auf der Approximation
der erreichbaren Menge mit mengenwertigen Quadraturverfahren beruht, ldsst hier
nur Konvergenzordnung 2 zu.

Die Verfahren fiir einen Quadersteuerbereich mit numerischen Integration wurden
implementiert, um sie mit den Verfahren mit analytischer Integration vergleichen zu
konnen. In dem folgenden ldngeren Beispiel werden die Rechenzeiten der Verfahren
dieser beiden Klassen verglichen.
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Beispiel 6.2.4. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem

2'(t) = Ax(t) +Bu(t) (furtel:=10,1])
z(0) = zo
u(t) € U Vtel

(o %) 2=(4)

der Steuermenge U = [—1,1] C R und der Anfangsbedingung =, = (0,0)". Es handelt
sich hierbei um ein nichtglattes Beispiel. Da 2 hier eine Diagonalmatrix ist, konnte die
Referenzmenge hier exakt (bis auf Rundungsfehler) berechnet werden, mit Hilfe der
Darstellung der erreichbaren Menge in (6.2) als Aumann-Integral. Deswegen wurde
dieses Beispiel ausgewdhlt. Dies ermoglicht es auch fiir das Ferretti-Verfahren der
Ordnung 8, mit dem sonst oft die Referenzmengen berechnet wurden, die minimale
Iterationszahl zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit genau zu ermitteln.

15

05}

-15 . . . . . . .
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Abbildung 6.5.: Die erreichbare Menge von Beispiel 6.2.4

In Abbildung 6.5 ist die erreichbare Menge dieses Beispiels zu sehen.

Es folgen nun verschiedene Tabellen, in denen alle Ferretti-Verfahren mit Quadersteu-
erbereich hinsichtlich ihrer Rechenzeit verglichen wurden. Dabei wurde auf absolute
Rechenzeiten verzichtet. Stattdessen sind die Eintrdge der Tabellen so genannte Zeit-
faktoren. Dabei ist ein Zeitfaktor (=Zeitfak.) folgender Quotient:

Zeit des jeweiligen Verfahrens fiir die vorgegebene Genauigkeit
Zeit des Referenzverfahrens fiir die vorgegebene Genauigkeit
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Er ist ein MafS dafiir, um wieviel schneller bzw. langsamer das jeweilige Verfahren im
Vergleich zum Referenzverfahren ist.

analytische Stiitzpunktberechnung

Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung4 | Ordnung 8
Genauigkeit N | Zeitfak. N | Zeitfak. | N | Zeitfak. | N | Zeitfak.
<lE -1 3 1 0.49523 21045714 2 10.67619 111.0
<1E -3 23 | 1.98401 7 | 0.80669 410.76308 | 2| 1.0
<1E -5 230 | 19.244 28 | 2.9942 10 | 1.8023 2110
<1E -7 2298 | 109.26 127 | 7.5082 31 | 3.0164 411.0
<1E -9 22951 | 827.93 584 | 24.138 96 | 6.4942 6 1.0
<lE-11 — | — 2705 | 68.264 | 303 | 12.431 10 ] 1.0
<1E—-13 — | — — | — 973 | 24.174 17 | 1.0

Tabelle 6.11.: Relativer Zeitvergleich fiir die Ferretti-Verfahren mit analytischer Inte-
gration in Beispiel 6.2.4

Fiir die Ferretti-Verfahren mit analytischer Stiitzpunktberechnung wurden in Tabelle
6.11 die minimale Iterationsanzahl zu vorgegebener Genauigkeit und der dafiir beno-
tigte Zeitfaktor notiert. Das Referenzverfahren fiir den Zeitfaktor in dieser Tabelle ist
das Ferretti-Verfahren der Ordnung 8 mit analytischer Integration. Es wird sehr deut-
lich, dass sich das Ferretti-Verfahren der Ordnung 8 mit zunehmender Genauigkeit
immer mehr gegentiber den Verfahren geringerer Ordnung durchsetzt, sowohl im
Bezug auf die bendtigten Teilintervalle als auch beziiglich der benttigten Rechenzeit.
Allerdings fiir geringere Genauigkeiten sind die anderen Verfahren schneller, da bei
diesen Verfahren die Nullstellenberechnung fiir die analytische Integration mit Hilfe
von Losungsformeln erfolgt. Wahrend dies bei dem Verfahren der Ordnung 8 nu-
merisch geschehen muss, was natiirlich aufwendiger ist (siehe Unterabschnitt 5.4.1).
Auch kann mit diesem Verfahren eine hohere Genauigkeit erreicht werden, bevor das
Verfahren in einen Bereich kommt, in dem Rundungsfehler das Ergebnis stark verfal-
schen. Um einen Eindruck fiir die Gréflenordnung der Rechenzeiten zu bekommen,
soll hier angefiihrt werden, dass das Verfahren der Ordnung 8 fiir die beste Approxi-
mation 0.023 Sekunden benétigt hat.



6.2. Beispiele 149

numerische Stiitzpunktberechnung

Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung 4
Genauigkeit N | Zeitfak. N | Zeitfak. N | Zeitfak.
<1lE -1 3 | 0.33333 21045714 21 0.39048
<1E -3 23 | 1.1628 10 | 1.0174 6| 0.72674
<1E -5 230 | 11.046 46 | 4.8837 17 | 2.6744
<1E -7 2298 | 63.279 215 | 16.229 54 | 8.8524
<1E-9 22974 | 514.37 | 1005 | 75.287 169 | 49.195
<1E—-11 — | — 4713 | 360.56 932 | 272.71
<1KE-13 — | — — | — 1692 | 1724.0

Tabelle 6.12.: Relativer Zeitvergleich fiir die Ferretti-Verfahren mit numerischer Inte-
gration in Beispiel 6.2.4

Die Eintrdge in Tabelle 6.12 haben die gleiche Bedeutung wie in der vorigen Tabelle
6.11, nur wurden hier die Stiitzpunktberechnung numerisch durchgefiihrt. Auch hier
ist das Referenzverfahren fiir den Zeitfaktor das Ferretti-Verfahren der Ordnung 8 mit
analytischer Integration (!). Gegeniiber den Ferretti-Verfahren der zweiten Klasse er-
weist sich das Referenzverfahren ebenfalls als iiberlegen im Bezug auf die Rechenzeit
und die Anzahl der Teilintervalle. Dies gilt fiir sinkende Fehlerschranken in zuneh-
mendem Maf3 besonders gegeniiber den Verfahren der Ordnung 3 und 4.

Im Vergleich der Ergebnisse aus den Tabellen 6.11 und 6.12 f&llt auf, dass die Verfah-
ren der Ordnung 3 und 4 mit numerischer Stiitzpunktberechnung bei gleicher Ge-
nauigkeit mehr Teilintervalle bendtigen als ihre direkten Konkurrenten. Dies liegt an
dem approximativen Charakter der Stiitzpunktberechnung dieser Verfahren. Die bei-
den Verfahren der Ordnung 2 gleichen sich beziiglich der benétigten Teilintervalle.

Ferretti-Verfah- Anzahl der Iterationen N

ren der Ordnung | 1 E |16 |64 256 | 1024 | 4096

2 analytisch 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

2 numerisch 0.7447 | 0.6466 | 0.5937 | 0.5714 | 0.5664 | 0.5700 | 0.5955
3 analytisch 1.2553 | 1.2782 | 1.25 1.2275 | 1.2349 | 1.2428 | 1.3079
3 numerisch 1.0 1.0977 | 1.125 | 1.3016 | 1.6040 | 2.2867 | 3.5646
4 analytisch 1.8723 | 1.9699 | 2.0208 | 2.0053 | 2.0201 | 1.9545 | —

4 numerisch 1.0638 | 1.1955 | 1.7187 | 3.8413 | 12.906 | 48.628 | —

8 analytisch 4.3061 | 4.5940 | 4.5625 | 4.2381 | — e —

Tabelle 6.13.: Absoluter Zeitvergleich aller Ferretti-Verfahren mit Quadersteuerbe-
reich in Beispiel 6.2.4
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Abschliefiend enthélt Tabelle 6.13 einen direkten Zeitvergleich der Ferretti-Verfahren
mit Quadersteuerbereich. Das Referenzverfahren fiir die Zeitfaktoren ist diesmal das
analytischen Ferretti-Verfahren der Ordnung 2. Dabei ist diesmal die Iterationszahl
in jeder Spalten konstant. Bei den analytischen Verfahren und bei dem numerischen
Verfahren der Ordnung 2 bleibt der Zeitfaktor fiir wachsende Iterationszahlen in et-
wa gleich. Jedoch bei dem numerischen Verfahren der Ordnung 3 und noch mehr bei
dem der Ordnung 4 verschlechtert sich dieser Faktor mit der Verfeinerung der Dis-
kretisierung. Auch im direkten Vergleich mit den analytischen Verfahren der gleichen
Ordnung schneiden diese beiden Verfahren mit zunehmender Iterationszahl immer
schlechter ab. Besonders deutlich wird dies bei dem Ferretti-Verfahren der Ordnung
4. Dies liegt an der numerischen Integration mit der iterierten Trapezregel, die diese
Verfahren benutzen. Dabei muss jedes Teilintervall erneut dquidistant unterteilt wer-

den. Fiir das Verfahren der Ordnung 3 werden O (x/ﬁ ) Unterteilungen benétigt und

fiir das der Ordnung 4 werden O (V) benétigt. Im Bezug auf die numerische Reali-
sation gilt fiir diese Verfahren mit Quadraturintegration das gleiche, was fiir die Ver-
fahren mit Kugelsteuermenge in Unterabschnitt 5.4.3 gesagt wurde. Das numerische
Verfahren der Ordnung 2 benutzt zur Integration die einfache Trapezregel. Es scheint
das dies im Vergleich zur iterierten Trapezregel nicht nur Vorteile beziiglich der Re-
chenzeit sondern auch beziiglich der Genauigkeit bringt. Denn bei diesem Verfahren
ist der Integrationsfehler offenbar geringer als der Verfahrensfehler.

In seinem Artikel [13] hat Ferretti als Steuerbereich U stets das Intervall [0, 1] voraus-
gesetzt. Denn dies ermoglicht die Beschreibung der Momentenmenge M,,, , mit dem
Hausdorff-Momentenproblem, wie dies in Abschnitt 5.3 geschehen ist. In diesem Ab-
schnitt wurde auch gezeigt, dass man mit diesem Zugang unter Verwendung gewis-
ser Tricks auch beliebige achsenparallele Quader behandeln kann. Jedoch mit dem
in dieser Arbeit erwdhnten Zugang tiber die Beschreibung von M,, , als Aumann-
Integral lassen sich Steuermengen von vielféltiger geometrischer Form behandeln,
nur abhingig davon, ob und wie gut sich Stiitzpunkte fiir diese Menge berechnen
lassen (in Abschnitt 5.4 wurde U nur als kompakt, konvex und nichtleer vorausge-
setzt). In der vorliegenden Arbeit wurden Verfahren fiir Kugelsteuermengen imple-
mentiert. Das folgende Beispiel soll die Konvergenz der Ferretti-Verfahren mit einer
echten Kugel als Steuermenge zeigen. Aufserdem ist dies ein dreidimensionales Bei-
spiel und zeigt, dass die implementierten Verfahren auch fiir hohere Dimensionen
funktionieren.

Beispiel 6.2.5. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem
2'(t) = Ax(t)+Bu(t) (furte I:=]0,1.7775])

z(0) = xm
u(t) € U Vtel
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mit
010 1 00
A=1 0 0 1 ,B= 01 0 ,
0 00 001

der Steuermenge U = B,(0) C R® und der Anfangsbedingung z, = (2,0,0)". Es

handelt sich um ein glattes Beispiel (vgl. [4, Beispiel 3.3.5.]).

In Tabelle 6.14 ist die geschitzte Konvergenzordnung der Ferretti-Verfahren aus der
dritten Klasse beziiglich der Referenzmenge aufgezeichnet. Trotz einiger Schwankun-
gen, die fiir die Verfahren mit numerischer Integration normal sind, wird die theore-
tische Konvergenzordnung bestéatigt. Die letzten Ndaherungen mit 512 Iterationen ha-
ben in der Reihenfolge der aufsteigenden Konvergenzordnung einen approximierten
Hausdorff-Abstand von 2.5948-107%, 6.2555-10~? und 2.1661- 107! zur Referenzmen-
ge.

Was das Laufzeitverhalten dieser Verfahren angeht, so ldasst sich qualitativ dasselbe
aussagen wie fiir die Verfahren mit numerischer Integration fiir eine Quadermenge.

Ferretti-Verfahren der

N Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung 4
2 2.16775853 3.98991432 3.98991432

4 2.06052708 2.00005916 3.16999393

8 1.99920859 3.16994049 3.47393812
16 1.99637013 2.83007662 4.00000063
32 1.99727530 2.64385641 3.85199886
64 1.99524551 2.97085368 3.92305142
128 1.99677308 2.72514011 3.96073746
256 1.99837443 3.06102889 3.98010263
512 1.99918421 2.77404219 3.98904359

Tabelle 6.14.: Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit numerischer Integra-
tion fiir Beispiel 6.2.5

In den Abbildungen 6.6 und 6.7 ist die erreichbare Menge dieses Beispiels dargestellt.
Damit man sich diese Menge leichter vorstellen kann, wurden 8 Bilder erstellt, die
alle aus einer andere Blickrichtung gemacht wurden. Geht man die Bilder zeilenweise
von links nach rechts durch (wie man liest), so wird vor allem die zy-Ebene um die
geneigte z-Achse im Uhrzeigersinn gedreht. Dabei werden die Kanten des Gitters
mit groflem z-Wert mit warmen Farben gezeichnet (Orange, Rot), wahrend Kanten
mit kleinem z-Wert in kalten Farben (T{irkis, Blau) gezeichnet werden.
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z-Achse

z-Achse

Abbildung 6.7.: Die erreichbare Menge aus Beispiel 6.2.5 (Fortsetzung)

Zum Abschluss folgt auch fiir die Verfahren mit Quadersteuerbereich ein dreidimen-
sionales Beispiel um zu zeigen, dass die Verfahren nicht auf zweidimensionale Kon-
trollprobleme beschrankt sind. Die Betonung liegt wieder auf der Veranschaulichung
der dreidimensionale erreichbaren Menge.

Beispiel 6.2.6. Gegeben sei das lineare Kontrollproblem

2'(t) = Az(t) +Bu(t) (furtel:=10,1])
z(0) = zo
ut) € U Vtel

mit
0 1 0 0
A = 0 0 1 ,B=1]0 ,
—-100 —-80 -—17 1

der Steuermenge U = [—1,1] C R und der Anfangsbedingung z, = (0,0,0)". Dies ist
ein nichtglattes Beispiel.

Dieses Beispiel war in allen Tests eins der schwierigsten Beispiele fiir die Software.
Die Ursache dafiir ist mir unbekannt. Zusatzliche Schwierigkeiten hatte das Ferretti-
Verfahren der Ordnung 8 bei der numerischen Nullstellenbestimmung. Denn es tre-
ten Polynome auf, die durchgehens sehr grofe Koeffizienten haben (> 107). Dies fithrt
zu Problemen mit dem Sekantenverfahren, denn obwohl die Nullstelle schon sehr
genau bestimmt ist, ist die Auswertung an diese stelle immer noch grofser als die
vorgegebene Schranke. Also konvergiert das Sekantenverfahren nicht. Dies Problem
konnte gelost werden, indem die Schranke nach oben angepasst wurde.
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Ferretti-Verfahren der
N | Ordnung 2 Ordnung 3 Ordnung 4 Ordnung 8
2 | —1.34134507 | —6.61448765 4.01759970 6.13288877
4| 2.38036051 4.73325262 6.92341180 1.47286993
8| 6.39432037 5.47090244 6.80958616 5.21245475
16 | 1.89436534 4.08202795 3.85689541 8.57254837
32| 2.12374474 3.21968426 4.09759948 7.92443433
64 | 2.06429052 3.01495086 4.00215855 8.16957062
128 | 2.09283980 3.09590412 4.09681694 —
256 | 2.04442513 3.04605473 4.04745243 —
512 | 2.01041695 3.00862062 4.00908206 —

Tabelle 6.15.: Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit analytischer Integra-
tion fiir Beispiel 6.2.6

Die geschitzten Konvergenzordnungen der Ferretti-Verfahren mit analytischer Inte-
gration sind fiir dieses Beispiel in Tabelle 6.15 aufgetragen. Trotz den starken Schwan-
kungen am Anfang konvergieren die Verfahren ab 16 Iterationen normal (negative
Konvergenzordnungen bedeuten Verschlechterung). Auch das Verfahren der Ord-
nung 8 konvergiert dann normal. Der approximierte Hausdorff-Abstand zur Refe-
renzmenge betridgt in der letzten Zeile, bei 512 Teilintervallen, 8.9343 - 1079, 5.0383 -
1078 und 2.0937 - 10~ bei aufsteigender Konvergenzordnung. Das Ferretti-Verfahren
der Ordnung 8 hat bereits fiir N = 64 einen geschadtzten Hausdorff-Abstand von
1.7779-107'3. Bei den Verfahren mit numerischer Integration zeigt sich qualitativ das-
selbe Bild. Dabei sind die Ergebnisse ab N = 64 den hier tabellierten sehr dhnlich,
ebenso die fiir den geschitzten Hausdorff-Abstand.

In den Abbildungen 6.8 und 6.9 ist die erreichbare Menge fiir dieses Beispiel in ins-
gesamt 10 Bildern dargestellt. Wie bei dem vorigen Beispiel d@ndert sich dabei die
Perspektive, vor allem indem die zy-Ebene um die geneigte z-Achse im Uhrzeiger-
sinn gedreht wird. Geht man die Bilder zeilenweise von links nach rechts durch (wie
man liest), so nimmt der Drehwinkel jeweils zu. Der Farbcode entspricht dabei dem
des letzten Beispiels. Grofie z-Werte werden in warmen Farben (Orange und Rot) und
kleine z-Werte werden in kalten Farben (Tiirkis und Blau) dargestellt. Es handelt sich
um eine komplizierte Menge, weswegen auch soviele Bilder gemacht wurden. Die
Form dhnelt ein wenig der Form eines Ruderbootes, dessen obere Seite abgedeckt ist
und sich ein wenig ausbeult.
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Zusammenfassung und Ausblick

Auf der Theorie von Ferretti basierend ist es in dieser Arbeit gelungen fiir die Be-
rechnung der erreichbaren Menge eines linearen Kontrollsystems bzw. einer linearen
Differentialinklusion effiziente Verfahren zu entwickeln. Uber die Theorie von Ferret-
ti hinaus ist es gelungen Verfahren beliebiger Ordnung (mit analytischer Integration)
fuir einen Quadersteuerbereich zu entwickeln. Auflerdem konnte der Kontrollbereich
von einem Einheitsintervall bei Ferretti zu einem belieben achsenparallelen Quader
und zu beliebigen Kugeln erweitert werden. Auch fiir die Verfahren mit Kugelsteu-
erbereich besteht keine Beschrankung Konvergenzordnung, denn die Ergebnisse aus
Kapitel 3 und aus Abschnitt 5.4 gelten allgemein fiir kompakte, konvexe und nicht-
leere Mengen. Jedoch werden diese Verfahren fiir Ordnungen > 4 wegen der nu-
merischen Stiitzpunktberechnung schnell ineffektiv, wie man das in den Beispielen
fiir die Verfahren geringerer schon sehen kann. Dasselbe gilt fiir die Verfahren mit
numerischer Stiitzpunktberechnung und Quadersteuerbereich. Alle diese Verfahren
konnten nicht nur theoretisch erarbeitet und deren Konvergenz bewiesen werden,
sondern wurden auch praktisch implementiert und haben sich auch in der Praxis be-
wihrt. Es konnte also die Theorie von Ferretti erfolgreich in numerische Verfahren
auf dem Rechner umgesetzt werden. Im theoretischen Bereich konnte {iber die Ar-
beit von Ferretti hinaus noch gezeigt werden, dass es fiir eine Konvergenzordnung
im Grunde nur ein Verfahren gibt, das hier Ferretti-Verfahren genannt wurde (dies
hat nichts mit der mehrfachen Umsetzung dieses Verfahrens fiir verschiedene Stiitz-
punktberechnungen und Kontrollbereiche zu tun).

Leider konnten die vorgestellten Konzepte fiir lineare Kontrollprobleme nicht auf den
nichtlinearen Fall tibertragen werden. Vielmehr hat sich gezeigt (siehe Kapitel 4), dass
dieser Ansatz fiir nichtlineare Kontrollprobleme wenig Erfolg versprechend ist bzw.
auf wenig effiziente Verfahren fiihrt.

An dieser Stelle mochte ich noch einmal betonen wie wichtig und fruchtbar die prak-
tische Umsetzung dieser Verfahren und deren Tests fiir diese Arbeit, auch und insbe-
sondere fiir die Theorie, war. Hier haben sich vielfach Fragestellungen und Zusam-
menhédnge ergeben, die interessant sind und auch teilweise tiber das Thema dieser
Arbeit hinausgehen. Im Folgenden sollen einige Ergdnzungs- und Erweiterungsmog-
lichkeiten fiir die entwickelten Verfahren aufgezahlt werden, die aber noch néher un-
tersucht werden miissten:

e die Erweiterung von Zeitunabhédngigen Kontrollbereichen U auf zeitabhédngige
Kontrollbereiche U(t), also mengenwertige Abbildungen, ist zumindest theore-
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tisch moglich. Wie gut sich dies praktisch realisieren ldsst miisste noch geklart
werden.

e dhnlich ist auch der Ubergang von konstanten Matrizen 9B auf Matrixfunktio-
nen ¢ — ‘B(t) zumindest theoretisch moglich. Auch hier ist nicht klar ob und
wie gut sich dies umsetzen lésst.

e die numerische Stiitzpunktberechnung fiir Kugelsteuerbereiche konnte evtl. be-
schleunigt werden, indem man klért ob dass Polynom p;(t)? + ... + p,,(t)? in
dem Integrationsintervall e-Stellen (1 > € > 0) hat. Ist dies nicht der Fall, so
ist die Funktion ¢ — /p;1(t)% + ... + pn(t)? beliebig oft Differenzierbar, da das
Polynom von 0 weg beschrankt ist. Zur Integration konnte dann ein hoher kon-
vergentes Verfahren als die Trapezregel eingesetzt werden. Man spart sich dann
eine weiter Unterteilung der Teilintervalle des mengenwertigen Verfahrens fiir
die numerische Integration. Ob aber die mengenwertige Approximation durch
die errechneten Stiitzpunkte von gewiinschter Ordnung gegen die Momenten-
menge M,, , konvergiert, kann durch die Theorie der mengenwertigen Quadra-
tur nicht bestétigt werden, und miisste noch untersucht werden.

Auflerdem soll nun noch ein interessanter Zusammenhang aufgezeigt werden, der
nicht so direkt mit den Verfahren dieser Arbeit in Verbindung steht, sondern auch
allgemeiner von Interesse ist:

Esseil = (I1,...,l;)" € Sy, ein Koeffizientenvektor und p (z) = Y l;z* das da-
1 furp(t) >0

p(t) Um
0 furp(t) <0
den Stiitzpunkt in Richtung [ an die Momentenmenge M ;,, wobei der definierende

Steuerbereich U fiir diese Menge hier [0, 1] sein soll, zu bestimmen muss man nach
Unterabschnitt 5.4.1 das Integral

durch definierte Polynom. Weiter sei v : [0,1] — R, u(t) = {

1
y([LMyy) = / (1,¢2... ,t’H)T u(t) dt
0

berechnen. Falls p in [0, 1] keine Nullstellen von ungerader Vielfachheit hat, ist y (I, M, 1)

entweder gleich ¢, := (0,...,0)" oder e, := (1,4, 4,..., %)T Da aber in diesem Fall
M, = Hy, ist, wobei H;, die Hausdorff-Menge aus Unterabschnitt 5.3.1 ist, sind ¢;

und e, die beiden Ecken von Hj. Es gilt also die Aquivalenz:

p hat Nullstellen von ungerader Vielfachheit in [0, 1] genau dann,
wenn der Stiitzpunkt y ([, M, ;) eine der Ecken ¢; oder ¢; von H;, ist.

Uber die algebraische Beschreibung von ), kann man Riickschliisse ziehen, wann ein
Polynom p in [0, 1] Nullstellen hat. Man kann zumindest numerisch auf der Sphére
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Sk—1 Bereiche (=Nullstellengebiete) bestimmen, deren Vektoren Polynome festlegen,
die keine Nullstellen ungerader Vielfachheit in [0, 1] haben.

Nach meinen bisherigen (noch sehr beschrankten) Kenntnissen von H, fiir k = 1,2,3
vermute ich, dass es auf der Sphére zwei zusammenhdngende Bereiche gibt, welche
keine Nullstellengebiete sind.

Je nach Aussehen dieser Gebiete konnte man dann vielleicht einen Referenzvektor
t und einer reellen Zahl s bestimmen, sodass alle [ € S;_; mit ([,t) < s in einem
Nullstellengebiet liegen. Oder umgekehrt.

Damit konnte man dann ein effektives hinreichende Kriterium entwickeln um zu be-

stimmen, wann ein Polynom in [0, 1] keine Nullstellen von ungerader Vielfachheit
hat.
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Anhang A.

Inhalt der CDROM und Installation der
Software

In diesem Kapitel des Anhangs folgt im ersten Abschnitt eine kurze Beschreibung
des Inhaltes der beigefiigten CDROM. Der zweite Abschnitt enthilt einige allgemeine
Bemerkung zur Compilierung und Installation der beigeftigten Software.

A.1. Inhalt der CDROM

Im Folgenden soll “/” das Grundverzeichnis der CD bezeichnen. Unter Unix-Systemen
ist dies ein Verzeichnis z.B. /media/cdrom und unter Windows ein Laufwerksbuch-
stabe z.B. e : . Jedes Verzeichnis enthilt eine Datei Liesmich.txt, soweit dies notig
bzw. sinnvoll ist, welche Auskunft tiber den Inhalt des Verzeichnisses und evtl. iiber
die Installation der Software gibt. Es folgt eine Liste der Verzeichnissen auf der CD
mit der Beschreibung von deren Inhalt darunter.

/Scilab

Scilab' ist ein Softwarepaket zur numerischen Mathematik dhnlich wie Matlab. Es
wird von INRIA und ENPC entwickelt und darf kostenlos benutzt und kopiert wer-
den. Bitte beachten Sie auch die Lizenz, die in der Datei 1icense.txt enthalten
ist. Fiir das selbsterstellte numerische Programmpaket wurde eine Schnittstelle fiir
Scilab beigefiigt, die die Benutzung des Programmpaketes erheblich erleichtert. Mit
dieser hier beigefiigten Version von Scilab wurde die Schnittstelle getestet. Allerdings
handelt es sich um eine schon fiir Linux compilierte Version, kann aber auch unter
anderen Unix-Systemen laufen.

/Literatur

Dieses Verzeichnis enthilt zwei Versionen des Skriptes von R.Baier und M. Gerdts
“Intensive Course on Set-Valued Numerical Analysis and Optimal Control”, das in
dieser Arbeit hdufig zitiert wurde. Sie wurden zur Unterstiitzung des Lesers beige-
tiigt. Die Datei num_analysis_opt_control.pdf entspricht dem Literaturzitat

1Scilab ©INRIA-ENPC

161



162 Anhang A. Inhalt der CDROM und Installation der Software

[16] und die Datei num_analysis_opt_control_details.pdf dem Literaturzi-
tat [17].

/DA

Dieses Verzeichnis enthilt diese Diplomarbeit in verschiedenen Formen. AufSerdem
sind die IXIEX-Quellen dieser Arbeit hier abgelegt.

/Software

Dieses Verzeichnis enthélt das selbsterstellte numerische Programmpaket dieser Ar-
beit. Bei der Installation dieser Software sollte unbedingt die Verzeichnisstruktur in
diesem Verzeichnis beibehalten werden.

Es folgen nun wichtige Unterverzeichnisse dieses Verzeichnisses
/Software/Quellcode

Hier sind die C++ Quellen der Programmpaketes enthalten. Aufierdem noch einige
weitere Dateien, die fiir die Entwicklung wichtig sind. Desweiteren ist eine Steuerda-
tei fiir das Softwareentwicklungstool make enthalten und eine Anleitung zum Instal-
lieren des Programmpaketes.

/Software/Quellcode/Dokumentation

Dieses Verzeichnis enthilt eine Dokumentation der Funktionen des Programmpake-
tes im html-Format.

/Software/Scilab-Schnittstelle

Hier sind Scilab-Funktionen, die das Arbeiten mit dem Programmpaket unter Scilab
erleichtern, enthalten. Weiter ist ein Scilab-Skript enthalten um das in eine dyna-
mische Bibliothek compilierte Programmpaket mit Scilab zu linken und die Scilab-
Funktionen in Scilab zu laden. Aufserdem befindet sich in einem Unterverzeichnis
eine Dokumentation dieser Schnittstelle in Form von Scilab-Hilfedateien.

/Software/Matlab-Schnittstelle

Falls moglich wird hier spéater eine Matlab-Schnittstelle hinzugefiigt. Nahere Informa-
tionen dazu sind in der Datei Liesmich.txt in diesem Verzeichnis enthalten.

A.2. Bemerkungen uber die Installation der Software

Die Installation von Scilab unter Linux oder Unix-Systemen ist einfach. Eine Anleitung
istin der Datei /Scilab/Liesmich.txt enthalten. Nach dem Installieren beachten
sie bitte auch die Lizenz in der Datei 1icense.txt .

Das selbsterstellte Programmpaket wurde unter Linux programmiert und mit dem
Gnu-C++ Compiler GCC compiliert. Auf der CD liegen aber nur die Quellen bereit,
da die iibersetzten Dateien zu sehr plattformabhingig sind. Zur Ubersetzung wird
noch die Bibliothek uBlas benétigt, die zu der Bibliothekensammlung Boost gehort.
Diese Bibliothek ist auf der CD mit enthalten, mitsamt den anderen Bibliotheken der
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Boost Familie. Die Boost Bibliotheken sind freie Software. Bitte beachten Sie die Li-
zenz in der Datei /Software/Quellcode/boost /LICENSE_1_0.txt. Ansonsten
werden nur die Standardbibliotheken fiir C und C++ benoétigt, die mit jedem Compi-
ler mitgeliefert werden. Das Programmpaket ist also plattformunabhéingig und kann
unter vielen Betriebssystemen mit verschiedenen Compilern iibersetzt werden. Da je-
doch uBlas hohe Anforderungen an den Compiler stellt, sollte der verwendete Com-
piler nicht zu alt sein. Fiir die Tests wurde das Programmpaket mit der Version 4.1.0
des GCC compiliert.

Um den Ubersetzungsprozess zu erleichtern ist noch eine Steuerdatei, ein so genann-
tes Makefile, fiir das Softwareentwicklungsprogramm Gnu-make, mit beigefiigt. Damit
kann die Ubersetzungsprozess automatisiert werden. Allerdings muss das Makefile
dafiir angepasst werden.

Eine Anleitung zur Installation des Programmpaketes bzw. einen Verweis darauf fin-
det man in der Datei /Software/Quellcode/Liesmich.txt.

Was die Schnittstellen zu Scilab und Matlab betrifft, so muss dafiir zum einen das ent-
sprechende Programm zur Verfiigung stehen. Zum anderen muss das selbsterstell-
te Programmpaket in eine dynamische Bibliothek compiliert werden. Dafiir gilt das
gleich was vorher tiber die Compilierung gesagt wurde.

Eine Anleitung zur Installation der Scilab-Schnittstelle bzw. einen Verweis darauf fin-
det man in den Dateien /Software/Scilab-Schnittstelle/Liesmich.txt.

Zum Zeitpunkt der Fertigstellung dieser Diplomarbeit steht noch keine Matlab Schnitt-
stelle zur Verfiigung. Es ist auch nicht klar ob und wie so eine Schnittstelle tiberhaupt
erstellt werden kann. Falls moglich wird so eine Schnittstelle spater nachgeliefert. In
jedem Fall findet man aktuelle Informationen dazu in folgender Datei:
/Software/Matlab-Schnittstelle/Liesmich.txt
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Anhang B.

Benutzung des selbsterstellten
Programmpaketes

In diesem Kapitel soll ganz kurz und knapp anhand von einem Beispiel die Benut-
zung des numerischen Programmpaketes erldutert werden. Es wird vorausgesetzt,
dass die Software korrekt compiliert und installiert ist. Wir werden das Beispiel 6.2.3
aus Kapitel 6 dazu verwenden. Das betreffende Kontrollproblem ist gegeben durch

Z(t) = Ax(t) +Bu(t) (furt el :=|0,27))
z(0) = o
u(t) € U Vtel

(1) +- (1)

der Steuermenge U = [—1,1] C R und der Anfangsbedingung z, = (0,0)".

B.1. Scilab-Schnittstelle

Hier soll die Scilab-Schnittstelle vorgestellt werden. Fiir mehr Details und weitere
Befehle steht ein Scilab-Hilfe zu dem Softwarepaket bereit. Ndhere Informationen zur
Scilab-Hilfe finden sich auf der CD in der Datei:
/Software/Scilab-Schnittstelle/Liesmich.txt

Es werden grundlegende Scilab-Kenntnisse vorausgesetzt.

Im Folgenden bezeichnet “~->" die Scilab-Eingabeaufforderung.
Zunichst definieren wir einige Variablen, die die Beispieldaten enthalten:
-->A=[0,1;-1,01;

-—>B=[0;11;
-—>x0=[0;01];
——>U=[-1,1];
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-——>I=[0,2*%pi];

Durch den Zeilenvektor [-1, 1] wird das Intervall [—1, 1] fiir den Steuerbereich U
modelliert. Analog wird durch [0,2x%pi] das Zeitintervall I = [0, 2x| dargestellt.
Dabei ist $pi die eingebaute Scilab-Konstante fiir 7.

Jetzt beschaffen wir uns 200 Richtungsvektoren, die durch die Parametrisierung aus
6.1.3.2 berechnet werden:

——>L=dim2Richt (200);

L ist nun eine 2 x 200-Matrix, deren Spalten die gewtiinschten Richtungsvektoren ent-
halten.

Jetzt berechnen wir zu den Richtungsvektoren in L die Stiitzpunkte fiir die erreichba-
re Menge mit dem Ferretti-Verfahren der Ordnung 8 fiir 60 Iterationen. Dabei benut-
zen wir die Variablen, die wir vorher definiert haben.
-—>X=FerrettiVerfOrd8(60,L,A,B,x0,I,U);

Die Matrix X hat nun ebenfalls die Dimensionen 2 x 200. Die i-te Spalte von X enthélt
den Stiitzpunkt beziiglich der Richtung in der i-ten Spalte von L.

Jetzt berechnen wir dieselben Stiitzpunkte mit dem Ferretti-Verfahren der Ordnung 2
mit numerischer Integration fiir 10 Iterationen:
—-—>Y=FerrettiVerfOrd2_num(10,L,A,B,x0,I,U);

AnschliefSend berechnen wir den approximierten Hausdorff-Abstand fiir diese bei-
den Néherungen. Er wird nach (6.1) in 6.1.3.3 berechnet.

——>approxHA (X, Y, L)

Und Scilab liefert das Ergebnis. Mit dem folgenden Scilab-Befehl kann man das Er-
gebnis visualisieren.

——>plot (X(1,:),X(2,:)),plot(Y(1,:),Y(2,:));

B.2. C++ Quellcode

Hier soll ein kleines Beispielprogramm vorgestellt werden, das das Programmpaket
in Form einer statischen Bibliothek, genannt libFerretti.a, nutzt. Fiir dieses Programm-
paket wurde eine ausfiihrliche HTML-Dokumentation geschrieben, in der die ein-
zelnen Funktionen mit ihren Parametern erkldhrt werden. Ndhere Informationen zur
Scilab-Hilfe finden sich auf der CD in der Datei:
/Software/Quellcode/Dokumentation/Liesmich.txt

Zuerst soll hier das Beispielprogramm test.cpp als Ganzes dargestellt werden:

#include "FerrettiAlgorithmen.hpp"

typedef ferrettiAlgorithmen fA;
using namespace std;
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int main (int argc, charx argvl[])

{

linearesKontrollsystem kontr ("input.txt");
erreichbareMenge mengel, menge?;

kontr.ausgebenInKonsole () ;

fA::FerrettiVerfahrenOrd8_UQ_2d( 60, 0.0, 2.0%pi, kontr, 200, mengel );
fA::FerrettivVerfahrenOrd2_UQ_2d( 10, 0.0, 2.0%pi, kontr, 200, menge2 );

cout << mengel.hausdorffAbstandApprox( menge2 ) << endl;

mengel.ausgebenInDatei ("outputl.txt", 20, false, false);
menge?2.ausgebenInDatei ("output2.txt", 20, false, false);

return 0O;

}

Und jetzt wollen wir dieses Programm Schritt fiir Schritt durchgehen.

#include "FerrettiAlgorithmen.hpp"
typedef ferrettiAlgorithmen fA;

In der Headerdatei “FerrettiAlgorithmen.hpp” sind alle Deklarationen fiir das
ganze Softwarepaket enthalten. Die typedef-Anweisung dient hier nur zur Abkiir-
zung. Die Klasse ferrettiAlgorithmen enthdlt alle numerischen Verfahren von
diesem Programmpaket. Sie enthilt nur statische Methoden und Variablen, und ist
deswegen eigentlich nur ein besserer Namespace. Im Gegensatz zu einem Namespace
besitzt sie auch private-Elemente.

linearesKontrollsystem kontr ("input.txt");
erreichbareMenge mengel, menge2;

kontr.ausgebenInKonsole () ;

Diebeiden KlassenlinearesKontrollsystemund erreichbareMenge komplet-
tieren dieses Softwarepaket. Es handelt sich dabei eigentlich nur um Hilfsklassen.
Sie dienen zur Ein- und Ausgabe und als Parameter fiir die Algorithmen der Klasse
ferrettiAlgorithmen.

Die Klasse 1inearesKontrollsystem modelliert, wie der Name schon sagt, ein
lineares Konstrollsystem. Sie bietet Methoden zur Ein- und Ausgabe der Problem-
daten an und priift die Daten auf ihre Integritit. Sie dient vor allem als Eingabe-
parameter fiir die Funktionen der Klasse ferrettiAlgorithmen. Hier liest das
Objekt kontr die Problemdaten aus der Datei “input.txt” ein. Uber die Methode
ausgebenInKonsole () werden diese Daten zur Kontrolle ausgegeben.
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Die Klasse erreichbareMenge modelliert eine erreichbare Menge eines linearen
Kontrollproblems (eigentlich eine beliebige konvexe Menge). Intern wird die Men-
ge in Form von Stiitzpunkten und zugehorigen Richtungsvektoren abgespeichert. Sie
bietet Methoden zur Ein- und Ausgabe ihrer Daten an. Sie dient als Riickgabeparame-
ter fiir die Funktionen der Klasse ferrettiAlgorithmen. Hier werde zwei Objekte
mengel und menge?2 erzeugt, die zundchst leer sind bzw. die leere Menge darstellen.

fA::FerrettiVerfahrenOrd8_UQ_2d( 60, 0.0, 2.0%pi, kontr, 200, mengel );
fA::FerrettiVerfahrenOrd2_UQ_2d( 10, 0.0, 2.0%pi, kontr, 200, menge2 );

Mit diesen beiden Funktionen werden Stiitzpunkte an die erreichbare Menge in 200
Richtungen berechnet, und zwar mit den Ferretti-Verfahren der Ordnung 2 und 8 mit
analytischer Integration. Die double-Werte 0.0 und 2. 0xpi (die Konstante pi wird
in der Header-Datei definiert) bestimmen das Zeitintervall [0, 27] des Kontrollpro-
blems, denn dies ist nicht in der Klasse 1inearesKontrollsystem enthalten (da
es sich um autonome Systeme handelt). Die int-Werte 60 und 10 bestimmen die Itera-
tionszahlen der Verfahren und damit zusammen mit dem Zeitintervall die Schrittwei-
te. Der int-Wert 200, legt die Anzahl der Richtungen fest, die mit Polarkoordinaten
erzeugt werden, wie das in 6.1.3.2 auf Seite 132 gezeigt wurde. Das Objekt kontr
liefert die Problemdaten und die Objekte mengel und menge2 nehmen das Ergebnis
auf.

cout << mengel.hausdorffAbstandApprox( menge2 ) << endl;

mengel.ausgebenInDatei ("outputl.txt", 20, false, false);
menge?2.ausgebenInDatei ("output2.txt", 20, false, false);

Die Funktion hausdorffAbstandApprox gehort zur Klasse erreichbareMenge und
berechnet eine Ndherung fiir den Hausdorff-Abstand zwischen mengel und menge?2.
Dies geschieht mit Hilfe von Stiitzfunktionen durch die Formel (6.1) auf Seite 134. Mit
der Funktion ausgabeInDatei wird die errechneten Approximationen in eine Datei
ausgegeben. Die Ausgabe erfolgt in zwei groflen Bandmatrizen, die in ihren Spalten
die Richtungsvektoren bzw. die Stiitzpunkt enthalten.

Dieses Beispielprogramm muss jetzt noch compiliert werden und mit der Bibliothek
libFerretti.a gelinkt werden. Fertig.

Dies war nur eine kurzes Beispiel zur Orientierung. Fiir mehr Informationen konsul-
tieren Sie bitte die mitgelieferte, ausfiihrliche Dokumentation.
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