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1 Einleitung

Eines der bekanntesten Probleme in der Finanzmathematik ist das Finden einer opti-
malen Investmentstrategie fiir einen Investor, dem verschiedene risikolose und risiko-
behaftete Anlagemdglichkeiten zur Verfiigung stehen. Den Gesamtbestand unterschied-
licher Anlageinstrumente (normalerweise Aktien, Rentenwerte und Barmittel), den ein
Unternehmen oder ein Privatanleger besitzt, bezeichnet man als Portfolio. Der Besitz ei-
nes Portfolios ist in der Regel Teil einer Strategie, die Risiken finanzieller Investitionen
durch Streuung zu senken. Das Hauptresultat der Portfoliotheorie ist somit die Risiko-
diversifikation, wobei fiir jeden Investor ein sogenanntes optimales Portfolio aus allen

Anlagemoglichkeiten existiert, das dessen Risiko-Chancen-Profil bestmoglich abbildet.

Mathematischer Ursprung der Theorie der Portfolio-Optimierung war 1952 die Arbeit
von MARKOWITZ [12] iiber den Erwartungswert-Varianz-Ansatz zur Beurteilung von
Investmentstrategien an Wertpapiermirkten. In dieser wurde zum ersten Mal ein Zusam-
menhang zwischen Rendite und Risiko eines Vermogenswertes entdeckt und beriicksich-
tigt. Aufgrund seiner Einfachheit und Plausibilitit wurde dieser Ansatz in Theorie und
Praxis schnell sehr populidr und wird auch heute noch hiufig angewendet. Das ihm zu-
grunde liegende Modell ist ein sogenanntes Ein-Perioden-Modell, d.h. es werden zu Be-
ginn einer Periode Entscheidungen iiber Investmentstrategien getroffen, die hieraus fol-
genden Konsequenzen aber erst am Ende der Periode beobachtet. Dazwischen findet also
kein Eingriff in den Markt statt. Derartige Modelle nennt man auch statische Modelle,
weil nach dem Festlegen der Strategie das Anfangsportfolio bis zum Schluf3 beibehalten
und nicht mehr gehandelt wird. In der Einfachheit des Erwartungswert-Varianz- Ansatzes
liegen allerdings erhebliche Nachteile, was spiter zwangsldufig zur Betrachtung zeitste-

tiger bzw. dynamischer Modelle fiihrte (siehe z.B. MERTON [13]).



KAPITEL 1 — EINLEITUNG

Anders als im Ein-Perioden-Modell ist es bei diesen Modellen nun mdoglich, zu jedem
beliebigen Zeitpunkt im betrachteten, endlichen Zeitraum [0, 7'] zu handeln.

Zur Darstellung ebenso wie zur Losung eines Portfolio-Problems werden heute eine Viel-
zahl verschiedener mathematischer Modelle und Losungsmethoden benutzt. Je nachdem
welche Umstidnde des realen Marktes in die Modellierung mit einbezogen werden sol-
len (und auch je nachdem welche Modelle vom mathematischen Standpunkt aus 16sbar
sind), werden Investitionsentscheidungen und Aktienkurse dabei entweder nur zu diskre-

ten oder kontinuierlichen Zeitpunkten betrachtet.

Ziel dieser Arbeit ist es, ausgehend von einer Interpretation des Portfolio-Problems als
deterministisches Steuerungsproblem, sowohl die mathematischen Voraussetzungen und
Grundlagen des Problems aufzuzeigen als auch die zur Losung benotigten Methoden her-
zuleiten und zu beschreiben. Des Weiteren sollen unterschiedliche dynamische Beispiel-
Modelle in kontinuierlicher Zeit unter Anwendung eines Algorithmus aus der dynami-
schen Programmierung ausgewertet und die Resultate verglichen werden. Die verwen-

deten Modelle basieren dabei auf einem Skriptum von SEMMLER [15].

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Im nichsten Kapitel werden die fiir den weiteren Verlauf wesentlichen finanzmathemati-
schen Grundlagen der Portfoliotheorie zusammengefa3t. Dabei sollen zum einen insbe-
sondere das Entscheidungsproblem, dem sich ein Investor gegeniiber sieht, zum anderen
aber auch das Ziel seiner Entscheidungen genauer betrachtet werden. In der Realitét be-
deutende Einfliisse wie Wertpapierpreise, Transaktionskosten u.v.m., wiirden an dieser

Stelle zu weit fithren und werden daher in dieser Arbeit vernachléssigt.

Im dritten Kapitel werden zunéchst die wesentlichen mathematischen Grundlagen op-
timaler Steuerungsprobleme hergeleitet. Der zweite Hauptpunkt dieses Kapitels widmet
sich der Numerik des optimalen Steuerungsproblems, wobei implementierbare Metho-
den zu dessen Losung hergeleitet werden. Hierbei werden insbesondere effiziente Stra-

tegien zur iterativen Berechnung der optimalen Wertefunktion als auch Verfahren zur



Berechnung approximativ optimaler Trajektorien betrachtet.

Mit dem vierten Kapitel beginnt der praktische Teil der Arbeit. Hier werden die elemen-
taren Routinen eines Algorithmus zur Losung optimaler Steuerungsprobleme iiberblick-
artig vorgestellt, welche im Rahmen der Vorlesung Numerische Dynamik von Kontroll-
systemen von GRUNE [8] entstandenen sind. Dabei werden Aufbau sowie die bendtigten

Ein- und Ausgaben der Routinen beschrieben.

Im fiinften Kapitel steht die praktische Auswertung von drei Portfolio-Modellen, wel-
che sich vor allem in der Modellierung der Rendite eines Vermdgenswertes unterschei-
den, im Mittelpunkt. Nach einer kurzen Beschreibung des Vorgehens bei der Analyse der
berechneten Ergebnisse werden die numerischen Resultate durch verschiedene Grafiken
veranschaulicht und diskutiert. Weiterhin werden Abédnderungen in den Parametern vor-
genommen und Auswirkungen dieser Variationen auf die optimalen Losungen bzw. auf
das Verhalten eines Investors aufgezeigt. Um die Resultate besser vergleichen zu kon-
nen, werden beim ersten Modell zudem die exakten Losungen des Problems mit Hilfe

der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung hergeleitet.

Zum Abschluss der Arbeit werden die praktischen Ergebnisse noch einmal zusammen-

gefasst und ein Ausblick auf Erweiterungs- bzw. Verbesserungsmoglichkeiten gegeben.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Griine fiir die interessante Aufga-
benstellung, die motivierenden Anregungen sowie die umfangreiche Betreuung im Laufe

der Arbeit bedanken.
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2 Das finanzmathematische
Portfolio-Problem

Zu Beginn sollen die fiir diese Arbeit elementaren, finanzmathematischen Grundlagen
der Portfolio-Theorie in einem kurzen Uberblick zusammengestellt werden.

Dabei werden wir uns im ersten Abschnitt insbesondere mit der Frage nach den Ent-
scheidungen, welche ein Investor zu treffen hat und mit der Frage nach dem verfolgten
Ziel eines Anlegers beschiftigen. Auf diese Weise sollen die im Folgenden betrachteten
Portfolio-Modelle in eine mathematische Theorie eingeordnet werden.

Der zweite Abschnitt behandelt eine kurze Analyse der Gestalt der Nutzenfunktion. Der
Schwerpunkt liegt dabei in der Definition der Risikoaversion eines Investors.

Wie in der Einfithrung dargestellt, werden dabei ausschlieBlich dynamische Portfolio-

Entscheidungsmodelle betrachtet.

2.1 Einfuhrung in Portfolio-Entscheidungen

Wie bereits erwihnt, liegt der Hauptgegenstand der Portfolio-Optimierung in der Be-
stimmung einer optimalen Investment- und Konsumstrategie an einem Finanzmarkt. Zur
Festlegung dieser Strategie miissen wir iiberlegen, welche Entscheidungen ein Investor
hinsichtlich seines Portfolios treffen kann. Zudem miissen wir festlegen, welches Ziel

ein Anleger mit seinen Entscheidungen verfolgt.
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Formulieren wir dazu in Anlehnung an KORN UND KORN [11] das allgemeine Portfolio-

Problem zuniéchst genauer:

,Das Portfolioproblem, dem ein Investor in einem Finanzmarkt gegeniiber
steht, besteht darin, zu einem gegebenen Startkapital x > O eine optimale
Investment- und Konsumstrategie festzulegen. Das heift, er muss festlegen
[...]1, wie viele Anteile er von welchem Wertpapier wann halten muss und
wie viel Vermogen er wann konsumieren darf, um seinen Nutzen aus Kon-
sum im Zeitraum [0, 7] und/oder Endvermégen im Zeithorizont ¢ = T zu

maximieren‘.

Wir beschiftigen uns somit im Folgenden mit einem Optimierungsproblem, welches die
Dynamik des Finanzmarktes bestimmt, wobei es sich aus einem Auswahlproblem (,,wel-
che* Wertpapiere), einem Mengenproblem (,,wie viele* Anteile, ,,wie viel* Vermogen)

und einer zeitlich dynamischen Komponente (,,wann*) zusammensetzt.

Derartige dynamische Systeme konnen nun zum einen sowohl in diskreter als auch in
kontinuierlicher Zeit zum anderen unter Verwendung eines deterministischen oder aber
eines stochastischen Rahmenwerkes betrachtet werden. In jedem Fall hiingen sie von ei-
nem Parameter © € IR™ ab. Dieser Parameter kann sich verindern, da er von der Zeit
und/oder vom Zustand des Systems abhédngt. Man bezeichnet ihn als Kontrolle, Kontroll-
variable oder héufig auch als SteuergroBle, das heifit als eine GroBe, die sich von au3en
aktiv beeinflussen ldsst. Man spricht in diesem Zusammenhang nun von dynamischen
Kontrollsystemen.

Da auch der Nutzen eines Investors von einer oder mehreren Entscheidungen abhingt,
in gewisser Weise also von auflen durch den Entscheider beeinflussbar ist, fithrt uns dies
weiter in das Gebiet der optimalen Kontrolltheorie. Bei unseren anschlieend betrachte-
ten Beispiel-Modellen handelt es sich dabei ausschlieBlich um deterministische, dynami-
sche Modelle in kontinuierlicher Zeit. Des Weiteren werden dabei analog zu SEMMLER
[15] maximal zwei Kontrollen existieren, welche der Investor steuern kann. Die eine

Kontrolle modelliert die Entscheidung, wie viel konsumiert werden darf, die andere wie
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viele Anteile von welchem Wertpapier gehalten werden.

Ziel des optimalen Steuerungproblems ist es nun, entweder das Endvermogen des In-
vestors oder seinen Nutzen — definiert iiber den Konsum — zu maximieren. Es muss
also festgelegt werden, um wie viel der Nutzen mit jeder zusitzlich gewonnenen bzw.
konsumierten Einheit steigt. In der dynamischen Portfolio-Optimierung wird dies durch
eine Nutzenfunktion festgelegt, mit deren Hilfe sich die erwartete Rendite, das Risiko
und der sich hieraus ergebende Nutzen fiir einen Investor in einen direkten funktionalen
Zusammenhang bringen lassen. Insbesondere konnen nun mit Hilfe einer solchen Funk-
tion Investitionen in der Weise gestaltet werden, dass erwartete Rendite und Risiko in

einem fiir den Investor Nutzen maximierenden Verhiltnis zueinander stehen.

Nutzenfunktionen liegen, je nach Priferenzen des Investors, in sehr unterschiedlichen
Formen vor und konnen, wie bereits angedeutet, sowohl iiber das Vermdogen als auch den
Konsum definiert werden. Nach CAMPBELL UND VICEIRA [4] reichern Wirtschaftssub-
jekte ihr Vermogen hauptsichlich deshalb an, um davon entsprechend zu konsumieren
und somit ihren Lebenstandard halten oder sogar verbessern zu konnen. Der Profit steigt
demnach simultan zur Menge, die konsumiert werden kann. Aus diesem Blickwinkel
scheint es sinnvoller, den Nutzen im Folgenden iiber den Konsum anstatt iiber das Ver-
mogen zu definieren. Zur Modellierung der Priferenzen verwenden wir an dieser Stelle

die sogenannte Power-Nutzenfunktion der Form

g(u) = ) 2.1

Bemerkung 2.1 FEin Spezialfall der Power-Nutzenfunktion ergibt sich fiir v — 1. Wir
erhalten dann eine logarithmische Nutzenfunktion g(u) = In(u).

Dies muss im Programm beriicksichtigt werden (siehe Anhang C).
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2.2 Analyse der Gestalt der Power-Nutzenfunktion

Abschlielend wollen wir im Hinblick auf eine Analyse der Beispiel-Modelle die Gestalt
der Nutzenfunktion etwas genauer untersuchen. Um unsere Ergebnisse exakt formulie-
ren zu konnen, miissen wir — ausschlieBlich fiir diesen Abschnitt — den Nutzen entgegen
unserer vorherigen Festlegung iiber das Vermogen x definieren. Dass dies keine Auswir-

kungen auf unsere bisherigen Uberlegungen hat, wird im Folgenden klar werden.

Wie bereits erwihnt, weisen Nutzenfunktionen abhéingig von den Priferenzen eines An-
legers unterschiedliche Formen auf. Allgemein gilt zum Beispiel fiir Nutzenfunktionen
eines risikoscheuen Entscheiders, dass die erste Ableitung positiv, die zweite negativ ist.
Das heifit, jeder Markteilnehmer, der risikoavers ist, handelt nach einer streng konka-
ven Nutzenfunktion. Das Ausmal} der Kriimmung dieser Funktion (gegeben durch die 2.
Ableitung) bestimmt den Grad der Risikoaversion eines Investors, welcher im Zusam-
menhang mit Investitionsentscheidungen eine wichtige Rolle spielt.

Es gilt: Umso stéirker die Kriimmung der Nutzenfunktion desto hoher die Risikoaversion.

Die nachfolgende Tabelle fasst mogliche Kriimmungen und deren Bedeutung noch ein-

mal im Uberblick zusammen:

Kriimmungsverhalten Bedeutung
konkave Nutzenfunktion Risikoscheu
konvexe Nutzenfunktion Risikofreudig
lineare Nutzenfunktion Risikoneutral

Tabelle 2.1: Kriimmungsverhalten der Nutzenfunktion und Bedeutung



2.2 ANALYSE DER GESTALT DER POWER-NUTZENFUNKTION

Die zweite Ableitung als Ausdruck der Kriimmung der Nutzenfunktion kann allerdings
nicht direkt als Mal} der Risikoaversion verwendet werden. Das hingt damit zusammen,
dass Nutzenfunktionen, die identische Priferenzordnungen repréisentieren, unterschied-
liche zweite Ableitungen aufweisen konnen. Daher ist eine Normierung der zweiten Ab-
leitungen erforderlich, so dass zur Gewéhrleistung von Skalierungsunabhéngigkeit durch
die erste Ableitung geteilt werden sollte. Auf diese Weise erhilt man als erstes Mal} die
sogenannte absolute Risikoaversion (ARA). Dabei handelt es sich um eine Rate fiir die
Verinderung von g bei der Verdnderung von z. Formal ist sie definiert durch
§'()

g'(x)

Ein weiteres, vor allem fiir unsere Portfolio-Modelle bedeutendes Maf} ist die relative

ARA(z) = — 2.2)

Risikoaversion (RRA), gegeben durch

- g"(2)
9'(x)

Dabei ist die Konvention in (2.2) bzw. (2.3) notwendig, um im Regelfall positive Wer-

RRA(z) = — 2.3)

te zu erhalten. Die Kehrwerte werden als absolute und relative Risikotoleranz bezeich-
net. Eine formale Herleitung dieser Ma3e findet man zum Beispiel in den Biichern von

BREUER, GURTLER UND SCHUHMACHER [3] sowie HUANG UND LITZENBERGER [9].

Die absolute Risikoaversion lédsst sich nun in der Weise interpretieren, dass sie fiir spe-
kulative Anlagen derjenige Betrag ist, den der Investor zur Vermeidung eines Risikos
mit gegebener absoluter Grofe bereit ist, zu zahlen. Im Allgemeinen wird davon ausge-
gangen, dass die absolute Risikoaversion mit zunehmendem Vermogen abnimmt, bzw.
zumindest nicht zunimmt. So wird fiir einen Milliondr, im Gegensatz zu einer armen
Person, ein finanzielles Wagnis unter Umstédnden nur eine geringe Bedeutung haben. Er
wird also zur Vermeidung des Risikos dementsprechend weniger zahlen als ein armer
Anleger.

Die relative Risikoaversion ist hingegen der Anteil des Vermogens, den ein Investor zur
Vermeidung eines Risikos bei gegebenem relativen Vermogen bereit ist, einzusetzen.
Hierbei wird davon ausgegangen, dass die relative Risikoaversion unabhéngig vom Ver-

mogen ist. Zusammenfassend ist das ARA-Mal} absolut, weil es nicht in Beziehung zu
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den ,,Konsequenzen* einer spekulativen Anlage (bzw. der Hohe des Vermogens) gesetzt

wird. Dies geschieht beim RRA-MaB. Vergleiche hierzu EISENFUHR UND WEBER [5].

Betrachten wir abschliefend die Resultate speziell fiir die im Folgenden verwendete
Power-Nutzenfunktion, welche in Abbildung 2.1 fiir verschiedene Werte von -y, defi-

niert tiber das Vermogen z, dargestellt ist.

Power-Nutzenfunktion definiert iber das Vermégen fir variierendes v
60 T T T T T

— =01
y=05

sol| — =078 J

S
4ot / 1

10 20 30 40 50 60 70
Vermégen x

Abbildung 2.1: Die Grafik zeigt die verwendete Power-Nutzenfunktion fiir variierendes
7, definiert iiber das Vermogen.

Diese Form der Nutzenfunktion ist streng monoton wachsend, so dass jede zusitzli-
che Einheit an Vermodgen auch zu mehr Nutzen fiihrt. Ferner modelliert die Power-
Nutzenfunktion die Priferenzen eines risikoscheuen Anlegers. Sie verldauft somit strikt
konkav, was insbesondere bedeutet, dass ¢'(x) streng monoton fillt. Damit liegt ein ab-
nehmender Grenznutzen vor. Das heif3t, der Nutzenzuwachs aus einer zusitzlichen Geld-
einheit nimmt mit wachsendem Vermdgen ab. Somit ist der Grenznutzen im Punkt x = 0
unendlich, nach dem Motto ,,wenig ist sehr viel besser als gar nichts®, und verschwindet
fiir r — oo, was man als ,,Sittigungseffekt bezeichnen kann.

Wihrend nun die absolute Risikoaversion bei Verwendung der Power-Nutzenfunktion

10
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abnehmend in z ist, ist die relative Risikoaversion unabhingig vom Vermodgen und somit
konstant. In den nachfolgenden Modellen werden wir die Risikoaversion eines Investors
iiber die relative Risikoaversion definieren, so dass mit (2.3) fiir die verwendete Power-

Nutzenfunktion RRA(x) = v gilt.
Um nun besser auf das Ziel, die Kontrollen « so zu wihlen, dass der Nutzen (definiert

tiber den Konsum) maximal wird, eingehen zu konnen, sollen im nédchsten Kapitel einige

theoretische Grundlagen und Definitionen aus der Kontrolltheorie behandelt werden.
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3 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen nun die zur Definition und Losung eines Portfolio-Problems
notwendigen mathematischen Voraussetzungen aus der Kontrolltheorie hergeleitet wer-
den.

Im ersten Abschnitt wird das diskontierte optimale Steuerungsproblem definiert, wobei
wir unsere Ausfithrungen auf ein deterministisches Kontrollproblem beschrinken. Dabei

bezeichne

z(t) € R :den Zustandsvektor eines Systems zur Zeit ¢
u(t) € R™ :den Steuervektor zur Zeit ¢

to : die Anfangszeit des Prozesses

T : die Endzeit des Prozesses, T > t;.

Die Kontrollfunktionen u(t) seien zeitabhingig. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
setzen wir dabei stets ¢y = 0. Desweiteren kann die Endzeit T als fest oder frei gewihlt
werden. Im zweiten Fall wird die Zeit ein Teil der Losung.

Im zweiten Abschnitt werden wir einige wichtige Eigenschaften der optimalen Werte-
funktion dieses Steuerungsproblems herleiten. Im Einzelnen sind dies das BELLMAN’sche
Optimalitétsprinzip, die daraus resultierende Eindeutigkeitsaussage und die Stetigkeit
der optimalen Wertefunktion. Anschlieend wird, ausgehend vom Optimalitétsprinzip,
die HAMILTON-JACOBI-BELLMAN Gleichung hergeleitet, welche wir zur Analyse un-
seres ersten Beispiel-Modells in Kapitel 5 benotigen.

Im Hinblick auf eine spitere Implementierung wird im dritten Abschnitt die Diskretisie-
rung kontinuierlicher Kontrollprobleme betrachtet. Neben der Diskretisierung in der Zeit
werden die raumliche Diskretisierung und ein erstes Iterationsverfahren zur Berechnung

der optimalen Wertefunktion vorgestellt.

13
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Im vierten Abschnitt wird auf die numerische Berechnung approximativ optimaler Tra-
jektorien eingegangen. Dabei wird wieder sowohl das zeitdiskrete als auch das zeitkon-
tinuierliche Problem betrachtet.

Im fiinften Teil wird das Iterationsverfahren aus dem dritten Abschnitt aus praktischen
Griinden durch alternative Iterationsverfahren ersetzt. Speziell sind dies das kontrollierte
GAUSS-SEIDEL-Verfahren, die Strategie-Iteration und eine Kombination beider Verfah-

ren.

Dieses Kapitel orientiert sich in Aufbau und Argumentation an GRUNE [8].

3.1 Ein deterministisches optimales
Steuerungsproblem

Bemerkung 3.1 Die Begriffe ,,Steuerung “ und ,, Kontrolle “ werden im Folgenden syn-

onym verwendet.

Ein optimaler Steuerprozess ist durch folgende Daten gegeben:
(1) den zuléssigen Bereich fiir die Steuerung
(2) die Dynamik des Prozesses
(3) die Randbedingungen fiir den Zustand bei ¢t = tound ¢t =T’

(4) die zu maximierende Zielfunktion.

Legen wir also zunichst fest, welche Werte eine Kontrolle w fiir den zu untersuchenden

Prozess annehmen darf.

Definition 3.2 (i) Die nichtleere und kompakte Menge U C R™ definiert die fiir
den Kontrollvektor u(t) zuldssige Wertemenge. Sie wird als Kontrollwertebereich

bezeichnet.

(ii) MitU bzw. U, bezeichnen wir den Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen, also

U:={u:R — Uluzulissig} bzw. U :={up:hZ — U|u zulissig}.

14



3.1 EIN DETERMINISTISCHES OPTIMALES STEUERUNGSPROBLEM

Im diskreten Fall sind dabei alle Funktionen zulédssig. Welche Klassen von Funktionen
im kontinuierlichen Fall als ,,zulissig* definiert werden, wird im Folgenden genauer fest-

gelegt.

Die Dynamik, d.h. das Langzeitverhalten eines Systems bzw. der Losungen, wird durch
ein Kontrollsystem festgelegt. Es beschreibt ausgehend von einem Anfangswert die Be-
wegung eines Systems iiber die Zeit. Bei nachfolgenden Modell-Beispielen in kontinu-
ierlicher Zeit ist die Dynamik der betrachteten optimalen Steuerprozesse stets durch ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen festgelegt.

Aufgrund einer spiteren Diskretisierung sollen an dieser Stelle neben Systemen in kon-

tinuierlicher Zeit auch Kontrollsysteme in diskreter Zeit definiert werden.

Definition 3.3 (i) Ein Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit T = IR im RY d e NN,
ist gegeben durch die gewohnliche Differentialgleichung

d
Salt) = f(a(t) ult) G

wobei f : RY x U — R? ein parameterabhiingiges stetiges Vektorfeld ist.

(ii) Ein Kontrollsystem in diskreter Zeit T = hZ = {hk|k € Z} fiir ein h > 0 im RY,
d € IN, ist gegeben durch die Differenzengleichung

z(t+h) = fa(z(t),u(t)) (3.2)
wobei fi, : RY x U — RY eine stetige Abbildung ist.

d

Bemerkung 3.4 Statt ,,

x(t) “ wird im Folgenden kurz ,,i(t)“ geschrieben.

Fiir ein Kontrollsystem existiert unter genau festgelegten Eigenschaften fiir jeden belie-

bigen Anfangswert und jede Kontrollfunktion eine eindeutige Losung.

Definition 3.5 Eine eindeutige Funktion x(t), die Losung von (3.2) zum Anfangswert

zo € R und zur Kontrollfunktion uy, € Uy, ist, wird mit ®,(t, zo, up,) bezeichnet.

15



KAPITEL 3 — THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Im diskreten Fall kann die Existenz dieser eindeutigen Losung durch Induktion gezeigt
werden, das heiflt zu jedem Anfangswert z, und jeder Kontrolle u;, € Uj kann eine

eindeutige Losung @, (, g, uz), @ : kN x R? x U), mit
D, (0,20, up) =9 und  Pp(t + h, zo,up) = fr(Pn(t, xo, up), un(t))

gefunden werden.

Fiir Kontrollsysteme in kontinuierlicher Zeit ist der Nachweis etwas komplizierter, es
ist aber auch hier unter bestimmten Voraussetzungen moglich fiir jeden beliebigen An-
fangswert z eine eindeutige Losung zu finden. Dazu sei auf den Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz von CARATHEODORY in GRUNE [8], Seite 5 verwiesen, welcher zeigt, dass

man einen sinnvollen Losungsbegriff fiir messbare Kontrollfunktionen erhilt.

Definition 3.6 Eine eindeutige Funktion x(t), die den Satz von CARATHEODORY erfiillt,
wird mit ®(t, zo,u) bezeichnet und ist die Losung von (3.1) zum Anfangswert x, € R

und zur Kontrollfunktion v € U.

Im Folgenden legen wir daher nun im kontinuierlichen Fall die messbaren Kontrollfunk-

tionen als zuldssige Funktionen fest.

Bemerkung 3.7 Auf Randbedingungen soll an dieser Stelle nicht explizit eingegangen

werden. Im Folgenden soll die Standard-Randbedingung x(0) = x gelten.

Betrachten wir ausschlieBlich nur ein Kontrollsystem, kann es unendlich viele Losungen
geben. Ziel des Investors ist es aber, eine optimale Losung fiir das Portfolio-Problem zu
finden. Um zu dieser zu gelagen, muss fiir sie zundchst ein Giitemall bestimmt werden.
Realisiert wird dies durch eine Ziel- bzw. Nutzenfunktion, wie sie im Zusammenhang
mit Portfolio-Modellen auch bezeichnet wird.

Dazu wird eine Funktion
¢g:-R*'xU—-R

betrachtet.
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Diese wird nun entlang einer Trajektorie ® (¢, xq, u) bzw. Oy, (¢, ¢, up) integriert oder im
diskreten Fall summiert. Dadurch erhélt man einen Wert, der sowohl vom Anfangswert
xo als auch von der Kontrollfunktion w abhingt. Die Aufgabe ist es nun, zu einem An-
fangsvermogen z( > 0 eine Kontrolle u € U/ zu finden, die diesen Wert maximiert.

Um einen Zahlungsstrom objektiv beurteilen und den Nutzen aus diesem messen zu kon-
nen, wird ein sogenanntes diskontiertes Funktional eingefiihrt. Nimmt das Funktional
einen moglichst groBen Wert an, handelt es sich um einen ,,moglichst vorteilhaften Zah-
lungsstrom*.

Die folgende Definition formuliert das entsprechende optimale Steuerungsproblem noch

einmal formal.

Definition 3.8 Betrachte ein Kontrollsystem (3.2) bzw. (3.1).
Fiir eine Funktion g : R x U — R und einen Parameter § > 0, § € R, definieren wir

das diskontierte Funktional auf unendlichem Zeithorizont in kontinuierlicher Zeit als

J(z,u) = /e“gtg((b(t,x,u),u(t))dt (3.3)
0
und in diskreter Zeit als
Jn(@,up) =hdF - g(@n(ih, z,up), up(jh)) (3.4)
=0

mit 3 := (1 — 0h).

Das optimale Steuerungsproblem lautet dann: Bestimme die optimale Wertefunktion

v(x) == sup J(z,u)
uel

bzw.

vp(x) == SIEIE Iz, up).
Up, h

Dabei gelten folgende Annahmen:

(1) Der Kontrollwertebereich U ist kompakt.
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(2) Die Funktion g ist stetig und erfiille
lg(x,u)l < My und |g(z1,u) — g(w2,u)| < Lg|lz1 — 2]

fiir alle x,x1,z5 € RY alle w € U und geeignete Konstanten Mgy, Ly > 0, mit
Mgy, Ly € R.

(3) In kontinuierlicher Zeit erfiille das Kontrollsystem (3.1) die Voraussetzungen des
Satzes von CARATHEODORY, wobei die Lipschitz-Konstante Lr = L unabhdngig
von R sei.

In diskreter Zeit existiere eine Konstante L > 0, so dass die Lipschitz-Abschditzung

[fn (21, w) = falza, w)|| < (14 Lh) [l — 2]
gilt fiir alle 1, x5 € R® und alle u € U.

Bemerkung 3.9 Das hier betrachtete Modellproblem des diskontierten Funktionals J
stammt urspriinglich aus der Okonomie. Betrachtet man den Diskontfaktor e=°" aus (3.3)
zeigt sich, dass er fiir t — oo monoton gegen 0 strebt. Das heifst, dass die Werte von
g(O(t, z,u),u(t)) bzw. — bezogen auf das Portfolio-Problem — der Ertrag/Nutzen in

naher Zukunft stirker gewichtet wird, als derjenige in ferner Zukunft.

Bemerkung 3.10 (i) Analog lisst sich auch das entsprechende Minimierungspro-

blem mit der optimalen Wertefunktion

v(x) == inf J(z,u) bzw. wvu(z):= inf Jy(x,up). (3.5)

ueU up €U,

Jformulieren.

(ii) Bei nachfolgenden Modellen verwenden wir ,,max* statt ,,sup“, da wir vorausset-

zen, dass optimale Kontrollfunktionen u € U bzw. uj, € U, existieren .

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der optimalen Wertefunktion herleiten,

welche wir in nachfolgenden Abschnitten bzw. Kapiteln benotigen.

Die Existenz optimaler Kontrollfunktionen kann unter gewissen Voraussetzungen nachgewiesen wer-
den, was den Rahmen dieser Arbeit jedoch sprengen wiirde.
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3.2 Eigenschaften der optimalen Wertefunktion

3.2.1 Das Bellman’sche Optimalitatsprinzip

Das BELLMAN’sche Optimalititsprinzip ist eine grundlegende Eigenschaft der optima-
len Wertefunktion, aus der sich alle weiteren fiir uns wichtigen Eigenschaften herleiten
lassen. So bildet dieses Prinzip die Grundlage fiir die numerische Approximation ei-
ner optimalen Losung und liefert die Basis fiir die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung,
welche wir in Abschnitt 3.2.2 nédher betrachten werden.

BELLMAN beschreibt das Optimalitétsprinzip, welches auch als Prinzip der Dynami-

schen Programmierung bekannt ist, in [2] mit folgenden Worten:

,»An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial
decision are the remaining decisions must constitute an optimal policy with

regard to the state resulting from the first decision.*

Die Idee des Optimalitétsprinzips besteht also darin, dass Endstiicke optimaler Trajekto-
rien zu jeder Zeit selbst optimale Trajektorien sind, oder anders gesagt, dass bei Vorliegen
einer optimalen Kontrolle zu jeder Zeit optimal gesteuert wird.

Den optimalen Wert v(z) bzw. vy, (z) erhalten wir also, indem wir fiir eine beliebige end-
liche Zeit optimal steuern und den bis dahin erzielten Wert mit dem optimalen Wert im
erreichten Punkt — entsprechend gewichtet — addieren.

Mathematisch ldsst sich dieses Vorgehen mit dem folgenden Satz beschreiben.

Satz 3.11 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.8. Dann erfiillt
die optimale Wertefunktion v(x) fiir jedes x € R? und jedes T > 0 die Gleichung

v(z) = sup {/ e tg(®(t, 2, u),u(t))dt + e *Tu((T, =, u))} (3.6)

ueU

bzw. fiir jedes k € IN und 3 := (1 — §h) die Gleichung

k
vp(x) = sup {hZﬁjg(fbh(jh,x, up),un(7h)) + ﬁkﬂvh(@h((k’ + 1)h, x,uh))}

upEUR j=0
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Beweis: Wir zeigen die Gleichheit an dieser Stelle in kontinuierlicher Zeit durch Be-
weisen der entsprechenden Ungleichungen in beide Richtungen. Der diskrete Fall folgt

analog.

(i) “<“:Seienz € R%, T > 0 und u € U beliebig. Dann gilt

o0

J(z,u) = / et g(D(t, 2, u), u(t))dt
e—&g(@(t,g;,u),u(t))dH/e—ﬁtg(<1>(t,m,u),u(t))dt

e_&g((I)(t, x,u),u(t))dt

o0

6_5T/e‘étg((I)(t,@(T,x,u),u(T—i- D), u(T +t))dt

0

_|_

e g(B(t, x,u), ut))dt + e T J(B(T, z,u), u(T + -))

I
—

< /e_&g((I)(t,x,u),u(t))dt + e T (®(T, 2, u))

Da u € U beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir das Supremum und damit
fiir v(x).

(i) “>*“: Seienx € RS T >0unde >0 beliebig und u; € U so gewihlt, dass

sup {/ e g(D(t, x,u),u(t))dt + e Tu((T, 2, u))} (3.7)

uel
T

< /e";tg(q)(t, z,uy), ur (8)dt + e To(S(T, 2, uy)) + €
0

Dadurch ist uy auf [0, T'] festgelegt. Wihle nun u;|(7,.) S0, dass

J(O(T,z,u1),u (T + ) > v(®(T,x,u1)) — (3.8)
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Mit (3.8) eingesetzt in (3.7) ergibt sich dann

ueld

sup {/ e g(D(t, x,u), u(t))dt + e To(®(T, z, u))}

/e_(stg(@(t,x, wy), ur())dt 4+ e T J(S(T, 2, uy), ur (T 4 ) + (1 +e T )e

IN

IN

/e"stg(@(t,x, uq), uq(t))dt + /e"stg(q)(t,a:, wy), ur(t))dt + (14 e2T)e
= J(z,u) + (1 +e e <ov@)+ (1+e)e

Da e > 0 beliebig war, folgt somit die Behauptung.
O

Der folgende Satz zeigt nun, dass das BELLMAN’sche Optimalitédtsprinzip nicht nur eine
Eigenschaft der optimalen Wertefunktion beschreibt, sondern dass sich aus diesem auch

eine Eindeutigkeitsaussage fiir v(z) ergibt.

Satz 3.12 Betrachte das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.8 mit optimaler
Wertefunktion v. Sei ein T > 0 gegeben und sei w : R — R eine beschréinkte Funktion,
die das Optimalitditsprinzip

w(x) = sup {/ e Ol g(B(t, x,u),u(t))dt + e Tw(d(T, z, u))}

ueU

(bzw. das Gegenstiick in diskreter Zeit) fiir alle © € R erfiillt. Dann ist w = v (bzw.

w = vp).

Fiir den Beweis sei auf GRUNE [8] verwiesen.

Um die optimale Wertefunktion v(z) numerisch approximieren zu konnen, miissten wir
betrachten, welche Regularititseigenschaften sie besitzt.

Im Allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, dass v(z) differenzierbar ist;
tatsdchlich kann noch nicht einmal Lipschitz-Stetigkeit erwartet werden. Allerdings kann
eine Abschwichung der Lipschitz-Stetigkeit, die sogennante Holder-Stetigkeit nachge-

wiesen werden.
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Da wir im Folgenden davon ausgehen, dass v(z) sowohl stetig als auch insbesondere im
ersten Beispiel-Modell differenzierbar ist, wollen wir an dieser Stelle auf ausfiihrliche
Untersuchungen zur Stetigkeit verzichten. Eine weiterfithrende Behandlung dieses
Themas findet sich in GRUNE [8], Kapitel 2.

Stattdessen wollen wir uns einer letzten wichtigen Eigenschaft der Wertefunktion zu-

wenden.

3.2.2 Die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung

Diese elementare Eigenschaft ist die Tatsache, dass die Wertefunktion dort, wo sie diffe-
renzierbar ist, eine bestimmte partielle Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt, die
HAMILTON-JACOBI-BELLMAN Gleichung (HJB).

Sie ist ein klassisches Hilfsmittel zur Losung eines Steuerungsproblems, soll aber hier
weniger zur Losung, sondern vielmehr zur Analyse unserer numerischen Resultate beim
ersten Modell-Beispiel aus Kapitel 5 herangezogen werden. Aus diesem Grund, aber
auch wegen ihrer Bedeutung fiir die Theorie der optimalen Steuerung, wollen wir sie an

dieser Stelle kurz vorstellen. Zum Beweis bendtigen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 3.13 Sei F' : U — 1R eine stetige Funktion auf U C R™. Es gelte

ueU

T
sup ;/F(u(t))dt >O(T) Yueld,T>0. (3.9)
0

Dann folgt sup, .y F(u) > C(T).
Beweis: Aus (3.9) folgt wegen

T
sup; Fu(t)dt € @ {F(w)u e U} (3.10)

uel

die Ungleichung supco { F(u)|u € U} > C(T'), wobei co die konvexe Hiille bezeichnet

und co deren Abschluss.

Zu vorgegebenem £ > 0 gibt es also F. = >\ go;F(u;) > C(T) — ¢, u; € U,

Yi_ga; = 1. Wihle nun u. € U so, dass F(ue) = max;eq,.. 13 F(uy) gilt.

Es folgt F'(u.) > C(T) — €, u. € U. Da ¢ beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung.
O
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Satz 3.14 Gegeben sei ein optimales Steuerungsproblem aus Definition 3.8 mit optima-
ler Wertefunktion v. Betrachte die partielle Differentialgleichung
dv(z) + sup {—Dv(z) - f(z,u) — g(x,u)} =0, (3.11)
ueU
die sogenannte Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung. Ist die optimale Wertefunktion v
differenzierbar in x € R%, dann gilt die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung fiir v in

diesem Punkt.
Beweis: Nach dem BELLMAN’schen Optimalititsprinzip gilt fiir alle 7" > 0:

sup {;(v(aj) — e‘”v(@(T,:c,u))) - ;/e_étg(fb(t,x,u),u(t))dt} =0. (3.12)

ueU
Die Beweisidee ist nun, (3.12) abzuleiten und 7" — 0 gehen zu lassen. Wir zeigen so in
zwei Schritten die beiden Ungleichungen
— Dv(z) f(z,u) + dv(z) < g(z,u) (3.13)

und

sup {—Dv(x) f(z,u) + dv(x) — g(z,u)} > 0. (3.14)
ueU
Sei u € U als konstante Kontrolle fest gewdhlt; X bezeichne die zugehorige Trajektorie

mit Anfangswert x, d.h. X () := ®(+, z, u). Damit gilt:

CX(T) = (X(T)), X(0) =1
fiir geniigend kleine 7 > 0, d.h. solange X (7') in IR? liegt. Wegen (3.12) gilt fiir diese
T > 0 also
1 17
=(v@) — e Tu(X(1)) < = / e~ g(X (1), u(t))dt. (3.15)
0

Da X (T) differenzierbar ist in 7" = 0 und v differenzierbar ist in X = x, muss auch
o(T) := e Tw(X(T)) in T = 0 differenzierbar sein. Da auerdem #(0) = v(x) gilt,
ergibt sich

—2(0) = Dv(x)dcéjX(O) — dv(z) = Du(z) f(x,u(0)) — dv(z), (3.16)
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also folgt (3.13) aus (3.15).
Fiir die umgekehrte Ungleichung betrachte (3.12). Aus dieser folgt

igg{;<u(x) T /Tf(X(t),u(t))dt)> - ;/Tg(a:,u(t))dt + &J(x)} > o(T)

mit a(7") — 0 fiir 7\, 0. Dies ergibt sich durch Ableiten der Ausdriicke unter Ausnut-
zung von (3.16) fiir hinreichend kleine 7" > 0.

Wegen der Differenzierbarkeit von v in x gilt
v(X) = () + Du(x)(X —2) + || X — zf| A(X),

wobei A(X) — 0 fir X — z. Mit X := x + [ f(X(t),u(t))dt erhalten wir

ilelg{ 0/ —Do(z) f(X(t),u(t))dt — ;O/Q(x,u(t))dt} + ov(z) > o(T) — 0.
Also folgt auch

Sup{1 / —Dv(x) f(x,u(t)) — g(:l:,u(t))dt} + ov(z) > o(T) — 0.

ulT
ue 0

Die Behauptung ergibt sich nun aus
F() = Fu() = =Du(2) f(2,-) — g(x,)

mit Lemma 3.13.

Im Allgemeinen sind die Voraussetzungen von Satz 3.14 nicht erfiillt, da die optimale
Wertefunktion v zwar stetig, nicht jedoch differenzierbar ist. Fiir nichtdifferenzierba-
re Losungen dieser partiellen Differentialgleichung lassen sich dennoch Aussagen zur
Existenz und Eindeutigkeit treffen, die auf dem Konzept der sogenannten Viskositétslo-
sungen basieren.

Da wir im Folgenden annehmen, dass die optimale Wertefunktion auch differenzierbar
ist, sei an dieser Stelle fiir detailliertere Informationen auf die Biicher von BARDI UND

CAPUZZ0O DOLCETTA [1] sowie EVANS [6] verwiesen.
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3.3 Diskretisierung des optimalen
Kontrollproblems

Im Folgenden soll nun die Diskretisierung eines optimalen Steuerungsproblems betrach-
tet werden. Man unterscheidet dabei sowohl eine zeitliche als auch eine rdumliche Dis-
kretisierung.

Des Weiteren definieren wir eine erste Iterationsformel zur Berechnung zeitdiskreter op-

timaler Wertefunktionen vy,.

3.3.1 Diskretisierung in der Zeit

Die Diskretisierung in der Zeit wird dann notwendig, wenn optimale Steuerungspro-
bleme in kontinuerlicher Zeit betrachtet werden, da eine kontinuierliche Betrachtung
numerisch nicht realisierbar ist. Zunédchst muss also iiberlegt werden, wie eine solche
Diskretisierung zu erreichen ist, das hei3t, wie ein kontinuierliches System (3.1) durch
ein diskretes (3.2) approximiert werden kann.

Eine notwendige Grundlage bilden dabei numerische Einschrittverfahren, wobei an die-

ser Stelle das EULER-Verfahren definiert und verwendet werden soll:

Definition 3.15 (EULER-Verfahren fiir Kontrollsysteme)

Gegeben sei ein kontinuierliches Kontrollsystem f gemdf3 Gleichung (3.1). Fiir einen
Zeitschritt h > 0, h € IR, und einen Kontrollwert v € U definieren wir das EULER-
Verfahren als das durch die Abbildung

fro(z,u) ==+ hf(z,u)

definierte zeitdiskrete Kontrollsystem (3.2). Die Losungen werden mit £IVD;L(IS, xg, up) be-

zeichnet.

Wie in GRUNE [8] gezeigt, kann zu jedem Kontrollsystem eine diskrete EULER-
Approximation konstruiert werden. Diese liefert zu jedem Anfangswert = € IR? und je-
der diskreten Kontrollfunktion u;, : hZ — U eine zeitdiskrete approximative Losung

q)h<t7 z, U’h)'
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Der folgende Satz fasst die Eigenschaften des EULER-Verfahrens zusammen, wobei

Br(0) den abgeschlossenen Ball mit Radius R um 0 im IR? bzw. IR™ bezeichne:

Satz 3.16 Betrachte ein Kontrollsystem f, das die Voraussetzungen des Satzes von
CARATHEODORY erfiillt. Dann gilt fiir das EULER-Verfahren aus Definition 3.15 und

jede Konstante R > ( die folgende Aussage:

(i) Es existiert eine von R abhdngige Konstante K > 0, so dass fiir jede Kontroll-
funktion w € U mit ||u|l« < R und jeden Anfangswert vo € Bgr(0) eine diskrete

Kontrollfunktion u;, € Uy, existiert, mit der die Abschdtzung
[ (t, zo, up) — (¢, z0,u)|| < KVhe
gilt, fiir alle t € hIN fiir die die Losungen in Br(0) liegen.

(ii) Umgekehrt existiert eine von R abhdngige Konstante K > 0, so dass fiir jedes
ro € Br(0) und jede diskrete Kontrollfunktion uj, € Uy, mit ||up||co < R und die
durch

u(r) = un(t), TeEt,t+h), tehNg
definierte stiickweise konstante Kontrollfunktion die Abschdtzung

| @ (£, 0, up) — B(t, 20, u)|| < Kh(e" —1)
gilt, fiir alle t € hIN fiir die die Losungen in Br(0) liegen.

Fiir ein gegebenes kontinuierliches optimales Steuerungsproblem wird deshalb das zu

dieser EULER-Approximation gehorige diskrete optimale Steuerungsproblem

op(x) == suB jh(x,uh) mit jh(x,uh) =nh Zoﬂjg((fh(jh,x,uh),uh(jh))
up EUR J=
betrachtet.

Bemerkung 3.17 Das EULER-Verfahren fiir Kontrollsysteme hat die Konvergenzord-

nung O(V/h).

Fiir Abschitzungen des Diskretisierungsfehlers sei verwiesen auf GRUNE [8], Kapitel 3.
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3.3.2 Ein Iterationsverfahren zur Berechnung der
Wertefunktion

Um die zeitdiskrete optimale Wertefunktion vy, insbesondere aber auch die im vorhe-
rigen Abschnitt eingefiihrte zeitliche Diskretisierung vy, berechnen zu kdnnen, soll nun
ein erstes Iterationsverfahren definiert werden. Als Grundlage betrachten wir dazu das
BELLMAN’sche Optimalitétsprinzip (3.6) aus Abschnitt 3.2.1, aus welchem sich eine
Iterationsformel herleiten lidsst. Diese werden wir im Folgenden als Basis fiir unsere nu-

merische Approximation verwenden.

Definition 3.18 Wir definieren iterativ Funktionen v}, : R? — R,i = 0,1,.... mittels
v)(z) = 0 und vi™ (z) = Tp,(v}) (z) fiir alle z € R
Der Operator Ty, : C(RY, R) — C(IR?, R) ist dabei gegeben durch

Th(w)(x) = max {hg(z,u) + Bw(fu(z,u))}

mit 3 =1— dh.
C (R, R) bezeichne hierbei die Menge der stetigen Funktionen von R* nach RR.

Untersuchungen zur Konvergenz der Funktionenfolge v} gegen vy, sind auch hier wieder

in GRUNE, Kapitel 3. nachzulesen.

3.3.3 Diskretisierung im Raum

Nachdem die Basis fiir die Iteration definiert wurde, folgt nun der Schritt der rdumli-
chen Diskretisierung. Diese wird dann bendtigt, wenn es an die Implementierung der
Iterationsvorschrift aus Definition 3.18 geht. Auch wenn alle Groflen dieser Vorschrift
im Rechner auswertbar sind, kann sie nicht direkt implementiert werden. Das hédngt da-
mit zusammen, dass die Funktion v} — selbst fiir eine beliebig kleine kompakte Menge
Q0 ¢ R? — fiir unendlich viele Stellen ausgewertet werden miisste. Um eine imple-
mentierbare Form der Vorschrift zu erhalten, werden wir nun Funktionen auf Gittern
betrachten, die nur an endlich vielen Punkten zu berechnen sind. Wir miissen uns also

zur Berechnung von vy, auf einen endlichdimensionalen Funktionenraum einschrianken.
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Bemerkung 3.19 In nachfolgend dargestellten Methoden beschrinken wir uns auf den
zweidimensionalen Fall d = 2. Die Methoden lassen sich aber fiir den Fall d > 2 erwei-

tern.

Desweiteren nehmen wir aus technischen Griinden an, dass die kompakte Menge
Q ¢ R?, auf der vy, berechnet wird, ein Rechteck ist. Betrachten wir zuniichst, was wir

unter einem Rechteckgitter verstehen.

Definition 3.20 Sei Q) C IR? gegeben durch Q) = [ay, b1] X [ag, by] mit Werten a; < by und
as < bo. Ein (regelmdpfliges) Rechteckgitter I' auf () ist eine Menge von Rechtecken R;,
i=0,...,P—1, P = P, P,, mit Kantenliingen ki = (by —ay)/ Py und ko = (by—as)/ Ps,

so dass
P-1

U Ri=Q und intR;NintR; =0 firalle i,j =0,..,P—1, i #j.

i=0

Mit E;, i = 0,....,N — 1, N = (P, + 1)(P, + 1) werden die Eckpunkte des Gitters
bezeichnet. Den maximalen Durchmesser eines Rechtecks bezeichnen wir mit

k= \/k?+ k2.

AuBerdem muss ein geeigneter Funktionenraum definiert werden, welcher zur Approxi-

mation von v, verwendet wird.

Definition 3.21 (i) Sei A C R?. Eine Funktion w : A — R heifit affin bilinear, falls
es Konstanten oy, ..., a3 gibt, so dass fiir alle v = (x1,12)7 € A die Identitcit

w(x) = g + 121 + Qs + aswiTy gilt.

(ii) Betrachte eine rechteckformige Menge Q) C IR* mit Rechteckgitter T'. Den Raum
der stetigen und stiickweise affin bilinearen Funktionen auf $2 beziiglich 1" definie-
ren wir mit

W= {w: Q — R| w ist stetig und w|g, ist affin bilinear fiir jedes i=0,...,P—1 }.

Das folgende Lemma fasst wichtige Eigenschaften von VW zusammen, die bei der an-

schliefenden Programmierung benotigt werden.

Lemma 3.22 (i) Jede Funktion w € W ist eindeutig durch die Werte w(E;) in den

Eckpunkten des Gitters bestimmt.
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(ii) Fiir jedes Rechteck R; = [c1, d;] X [co, d3] mit den Eckpunkten
E’L' - (61762>T7 EZ - (d1762)T7 Ez - (Clad2>T7 EZ - (d17d2>T
liisst sich w|g, fiir v = (x1,22)7 € R; schreiben als

wiz) = 3 py(@) w(B,)

mit
po(z) = (1 —yi(2))(1 — y2(z)), (@) = yi(z)(1 — yo(z)),
pa(z) = (1 — y1(2))ya(), pa(z) = y1(2)ya(z)
und
y(z) = Zj : 2 fiur 1=1,2.

3
Insbesondere gilt hierbei ji;(x) > 0 fiir j =0,...,3und Y p;(x) =1
=0

Nun konnen wir also jede Funktion w € W in den Eckpunkten des Gitters identifizieren.
Insbesondere ist der Funktionenraum »V somit ein /NV-dimensionaler Vektorraum iiber IR.
Zur approximativen Berechnung von vj, geniigt es nun also, nur die Werte in den Eck-
punkten des Gitters zu berechnen. Betrachtet man die iterative Vorschrift aus Definition
3.18 heisst das, dass der Opterator 7} in jedem Schritt nur noch an den Eckpunkten
E;,1=0,..., N — 1 ausgewertet werden muss.

Es ergibt sich eine Folge von Funktionen fﬂl € W durch
N (Es) = max {hg(Ei,u) + 00} (fu(Eiyu)) |
mit =1 — dh.

Bemerkung 3.23 Der Term vi,(fu(E;, u)) aus der obigen Funktionenfolge kann nicht
direkt berechnet werden, da v}, an der Stelle f,,(F;) nicht bekannt ist. Daher muss an

dieser Stelle interpoliert werden.
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Setzt man V7 = (V{, ..., V)T € R"N mit V/ = v](FE;) kann die Iteration auf ) nun als
eine Iteration auf /N-dimensionalen Vektoren formuliert werden. Zu einem gegebenen
Gitter lassen sich die Vektoren V7 € IR" nun nach der folgenden Vorschrift sukzessive
berechnen. In der Literatur wird dieses Verfahren demnach hiufig auch als sukzessive

Approximation bezeichnet.

Definition 3.24 Betrachtet wird ein zeitdiskretes optimales Kontrollproblem und ein Recht-
eckgitter I mit P Rechtecken und N Eckpunkten.

Zu jedem v € U und jedem i = 0, ..., N — 1 sei B(i,u) der N-dimensionale Zeilenvek-
tor, fiir den fiir jedes w € W und W = (w(Ej), ..., w(Ex_1))" € RY mit der iiblichen

Matrixmultiplikation gilt
w(Pp(E;,u)) = B(i,u)W

Des Weiteren sei G(i,u) = hg(E;, u).
Dann berechnen wir die Vektoren V7 iterativ durch V° := (0,...0)" und dem Einzel-

schrittverfahren
Vitl.— vyt meaé({G(i,u) + BB, u)VIt} fir i=0,..,N -1
oder dem Gesamtschrittverfahren

(2

Vit = mas {GGiu) + BBV} i =0, N — L

Im Allgemeinen ist das Einzelschrittverfahren vorteilhafter, da hier eine schnellere Kon-
vergenz zu erwarten ist. Das hidngt damit zusammen, dass fiir jedes ¢ > 1 bereits die ak-
tuellen Werte ij fiir0 < k< beriicksichtigt werden. AuBerdem lisst sich die Spei-
cherung beim Einzelschrittverfahren auf einem einzigen Vektor durchfiihren, wéahrend
hingegen beim Gesamtschrittverfahren zwei Vektoren V7 und V71! gespeichert werden

miissen.
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Die einfachste Art, das Maximum in Definition 3.24 fiir jedes ¢« = 1, ..., N zu bestimmen,

besteht nun darin, die Werte
G(z,up) + BB, w)V?, k=1,...,q
bzw.
G(z,up) + BB(i,u)VIT, k=1,..,q

zu vergleichen. Dazu miissen wir allerdings U als endliche Menge annehmen (i.Allg. als
endliche Approximation einer gegebenen kontinuierlichen Menge), das hei3t, wir setzen
U ={uy,...,u,} firein g € IN.

Der aufwindigste Teil des Algorithmus besteht nun darin, die Werte G (7, u;) und die
Vektoren B(i, uy) zu berechnen. Falls gentigend Speicherplatz vorhanden ist, ist es sinn-
voll, diese im Voraus zu berechnen und zu speichern. Natiirlich sollten dabei die Vektoren

nicht komplett, sondern nur die Eintrdge ungleich Null gespeichert werden.

Zum Abschluss muss noch ein Abbruchkriterium fiir die Iteration formuliert werden,

welches wir iiber die Konvergenz der Vektoren V7 "=% V/ erhalten.

Lemma 3.25 Betrachte die Iterationsvorschrift aus Definition 3.24 und sei 6h < 1.
Dann konvergieren die Vektoren V' fiir j — oo komponentenweise gegen den Vektor

V. Dieser ist eindeutig bestimmt durch
V= meaé({G(z',u) + 6B(i,u)V} fur i=0,..,N — 1.

Fiir die mit 9%, j = 1,...,00 und 0y, bezeichneten zugehérigen Funktionen aus YV gilt
dariiber hinaus:

Falls [V} — VI*'| < e fiir alle i = 0, ..., N — 1, so folgt

Fiir den Beweis von Lemma 3.25 und eine Abschitzung des Fehlers, der durch die Dis-

kretisierung im Ort entsteht, sei auf GRUNE [8] verwiesen.
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3.4 Berechnung approximativ optimaler
Trajektorien

Nachdem nun weitgehend alle notwendigen mathematischen Grundlagen festgelegt sind,
soll in den folgenden Abschnitten noch einmal nédher auf die Numerik des optimalen
Steuerungsproblems eingegangen werden. Es wird gezeigt, wie sich aus der approxima-
tiven Wertefunktion approximativ optimale Trajektorien gewinnen lassen. Wie schon im
Vorfeld, sollen auch hier zunichst zeitdiskrete optimale Trajektorien und im Anschluss
wieder das zeitkontinuierliche Problem betrachtet werden. Die entsprechenden Beweise
sollen ebenso wie in den vorausgegangenen Abschnitten vernachléssigt werden und sind

in GRUNE [8] nachzulesen.

3.4.1 Zeitdiskrete optimale Trajektorien

Zur Betrachtung des zeitdiskreten Problems miissen wir zunédchst annehmen, dass uns
v, bekannt ist. Zudem rufen wir uns noch einmal das Optimalititsprinzip fiir v aus

Abschnitt 3.2.1 in Erinnerung. Dieses kann fiir £ = 0 als

on(w) = max{h(z,u) + Fon(fu ()} (3.17)
geschrieben werden und bildet die Grundlage der folgenden Definition:

Definition 3.26 Wir definieren eine Abbildung v* : RY — U, indem wir zu jedem
z € RY ein u, € U wihlen, so dass das Maximum in (3.17) angenommen wird (dieses

u, existiert, wir aber i.A. nicht eindeutig sein), und u*(r) = u, setzen.

Auf diese Weise wird nun eine Kontrollstrategie definiert, die nicht wie bisher von der
Zeit t, sondern vom aktuellen Zustand x abhingt. Eine derartige Kontrollstrategie nennt

man auch Zustandsriickfithrung oder Zustandsfeedback.

Zu jedem Anfangswert x ldsst sich nun mittels «* eine diskrete Kontrollfunktion uj € U,

gemdl der folgenden Iterationsvorschrift definieren:

up(0) :==u*(x), wuy(ih) = u*(Pp(ih,x,uy)) firi=1,2, .. (3.18)
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Die so definierte diskrete Kontrollfunktion ist optimal fiir das zeitdiskrete optimale Kon-

trollproblem, das heift, fiir alle z € R gilt
Jn(, up) = vi(2).
Einen entsprechenden Nachweis hierfiir liefert Griine in [8], Kapitel 4.

3.4.2 Numerische Berechnung approximativ optimaler
Kontrollen

Fiir die Berechnung approximativ optimaler Kontrollen muss zunichst analog zu Defi-
nition 3.26 eine numerische Kontrollstrategie u.* festgelegt werden. Dazu betrachten wir

den Ausdruck

hg(z,w) + Bop(frn(x,u)) (3.19)
fiir die Funktion 7, aus Lemma 3.25.

Definition 3.27 Wir definieren eine Abbildung u* : () — U, indem wir zu jedem
x € Qein u, € U wdhlen, so dass das Maximum in (3.19) angenommen wird (dieses u,

existiert, wird aber i.A. wiederum nicht eindeutig sein), und 4*(x) = u, setzen.

Analog zu (3.18) definieren wir nun zu jedem Anfangswert x eine diskrete Kontrollfunk-

tion uj gemif der folgenden iterativen Vorschrift:

ar(0) = a*(x), af(ih) = a*(Pp(ih, x,42)) firi=1,2,... (3.20)

Satz 3.28 Die in (3.20) definierte diskrete Kontrollfunktion uj € U, ist approximativ
optimal fiir das zeitdiskrete optimale Kontrollproblem. Genauer gilt fiir alle x € R® die

Abschdtzung

o kY
‘Jh(x7uh) - Uh(l')’ S Ch’y+1

fiiry =1, falls § > L,y € (0,1) beliebig, falls 6 = L, v = §/L, falls § < L und eine
geeignete Konstante C' > 0. L bezeichne hierbei, wie iiblich, die Lipschitz-Konstante des
Vektorfeldes f.
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3.4.3 Das zeitkontinuierliche Problem

Falls es sich bei dem betrachteten zeitdiskreten Problem um eine Diskretisierung eines
kontinuierlichen Problems handelt, soll nun abschlieBend gezeigt werden, wie aus der
approximativ optimalen diskreten Kontrollfunktion #; eine messbare Kontrollfunktion
4" konstruiert werden kann, die auch fiir das urspriingliche zeitkontinuierliche Problem

approximativ optimal ist. Hierzu setzen wir

G0(t) == a2 (ih), t € [ih, (i + 1)h). 3.21)

Satz 3.29 Die in (3.21) definierte stiickweise konstante kontinuierliche Kontrollfunktion
u® € U ist approximativ optimal fiir das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.8.
Genauer gilt fiir alle © € R? die Abschiitzung

R
AR /2
|J(z,0") —v(z)] < C(h7 + m+1>

fiir v € (0, 1] aus Satz 3.28 und eine geeignete Konstante C' > 0.

3.5 Alternative lterationsverfahren

Wie bereits erwihnt, zeigt sich in der Praxis, dass die Iterationsvorschrift zur Berech-
nung von V' aus Definition 3.24 insbesondere bei Problemen mit kleinen 6 > 0 und
h > 0 nicht sehr schnell konvergiert. Im Hinblick auf die Implementierung wire es also
sinnvoller, Methoden zu verwenden, mit denen die iterative Berechnung der optimalen
Wertefunktion effizienter durchgefiihrt werden kann. Daher sollen in diesem Abschnitt
zwei Methoden vorgestellt werden, die eine schnellere Konvergenz als das bisher be-

trachtete Verfahren aufweisen.

3.5.1 Das kontrollierte GauB-Seidel-Verfahren

Um die Idee des kontrollierten Gauf3-Seidel-Verfahrens zu verstehen, erinnern wir zu-

ndchst noch einmal an die aus Abschnitt 3.3.2 bekannte sukzessive Approximation.
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In einer etwas anderen Notation lautet sie:

V0= (0,..,00"; VItl.=vi V=SV, i=0,.,N—-1,j=01,..
(3.22)

mit
N-1
SOV, = max {G(i,m LB B u>kwk}
ue k=0

fir W e RY.

Die Idee des Verfahrens besteht nun darin, die letzte Zuweisung in (3.22) als Gleichung

aufzufassen. Man versucht also einen Wert V™' zu bestimmen, so dass
VIt = s(vithy, (3.23)

erfiillt ist. Diese Gleichung ist explitzit I6sbar, denn es gilt

J+l JH1Y, — : N j+1
Vi =SV = maxc Gi,u) + 5 3 B(i,u)Vy

k=0

]

Vu e U: VIt > Gi,u) + BXN B(i,u) Vi
FJu e U: VI =Gi,u) + 85N Bli,u) Vit

Vue U: VI > Gi,u) + V3 B(i, w) Vi + BB, u), Vi

ki
—
Ju e U VI = Gli,u) + A5 Bl uw) Vi + BB, ).V
k#i
" G(i,u)wzg;_&B(W)kV;f“
VueU: V)T > 1-3B(ia);
—

. N—-1 .. i
G(i,u)+8 Z IZ;Q B(z,u)k\/’g+1

B Ve it
JueU: V)" = BB,

35



KAPITEL 3 — THEORETISCHE GRUNDLAGEN

k#i

— yitl _
Vi =max 1-BB(iu);

ueU

{ Giu)+8 > "0 Bliu),Vit! }

Analog zur obigen Iteration definieren wir demnach das kontrollierte GAUSS-SEIDEL-

Verfahren durch

VOi=(0,..,007;, vitl.=vi yIT.=5WitY, i=0,.,N—1,j=0,1,..

7

(3.24)
mit
_ G(i,u) + B0 Bli,u) Wy
e ki
S(W); %lea[}({ 1— BB(i,u); }
fir W e RY.

Fiir eine geometrische Interpretation des Verfahrens bzw. fiir eine Konvergenz-Analyse,
aus welcher hervorgeht, dass das Abbruchkriterium aus Lemma 3.25 auch fiir die Itera-

tion (3.24) gilt, sei auf GRUNE [8], Kapitel 4, verwiesen.

3.5.2 Die Strategie-Iteration

Eine weitere Alternative, die schneller konvergiert, ist die bereits seit den 60er Jahren
bekannte Strategie-Iteration. Diese unterscheidet sich von den vorherigen Verfahren vor
allem dadurch, dass hier die Maximierung wegfillt.

Wihlen wir zunéchst einen Vektor @ = (g, ..., ay_1)7 € UN. Statt des maximierenden
u € U setzen wir nun in S(V7/™") den Kontrollwert i, ein. Die Iteration konvergiert nun

gegen einen Vektor V¥, der durch das Gleichungssystem

Vi =G, 0) + BB, )V, i=0,..,N—1 (3.25)

)

eindeutig bestimmt ist.
Man sieht leicht, dass V;* < V; fiiralle i = 0, ..., N — 1 gilt.
Da nun, wie bereits erwihnt, die Maximierung wegfillt, lidsst sich der Vektor V% viel

schneller als V' berechnen. Zur Losung des linearen Gleichungssystems (3.25) kann zum
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Beispiel das (klassische) GAUSS-SEIDEL-Verfahren verwendet werden, das durch die

Iteration (3.24) ohne Maximierung gegeben ist:
Vet =yl YRt = SV ), i =0, N =1, 5 =0,1,...  (3.26)

mit geeignetem Startvektor V% und

o G(i, ) + 3 Z%—ql B(i, ;) Wy
S, @) = 1 — BB(i, W)

fir W e RY, 4 € RV,

Die Idee der Strategie-Iteration besteht nun darin, zu gegebenem V7 einen Kontrollvek-
tor %’ so zu wihlen, dass dessen Komponenten gerade die maximierenden Kontrollen fiir
die Iterationsvorschrift S(V7); sind, und dann damit V7! = V# zu berechnen.

AbschlieBend soll das Verfahren noch einmal formal beschrieben werden:
(1) Setze VO := (0,...,0)T e RY,j =0
(2) Wihle @/ € UN mit S(V¥); = G(i, @) + BB(i, @)V firi = 0,..., N — 1
(3) Berechne Vit = y#
(4) Falls ||[VI — VIt > e setze j := j + 1 und gehe zu (2).

Schritt (3) kann hierbei z.B. mit dem erwihnten (klassischen) Gaul3-Seidel-Verfahren

berechnet werden. Der Anfangsvektor ist dabei als V*? = V7 zu wihlen.

In der Praxis hat sich gezeigt, dass dieses Verfahren am Anfang allerdings recht langsam
konvergiert, hiufig deutlich langsamer als das kontrollierte GAUSS-SEIDEL- Verfahren
(3.24). Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht nun darin, beide Ver-
fahren miteinander zu kombinieren. Das resultierende Verfahren wird im nachfolgenden
Kapitel ein wichtiger Bestandteil unseres Algorithmus zur Losung optimaler Steuerungs-

probleme sein. Daher soll auch dieses abschlielend kurz formal beschrieben werden.
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(1) Setze VO :=(0,...,00" ¢ RN k=0
(2) (a) Setze V¥ := V* und berechne V}**! := S(VF+1), i =0,.. N —1;
speichere dabei die maximierenden Kontrollwerte in 4% € UN

(b) Falls HV’““ — VkH < ¢ beende den Algorithmus;
Falls ein Abbruchkriterium (s.u.) erfiillt ist, gehe zu (3);

ansonsten setze k£ := k + 1 und gehe zu (2a)

(3) Berechne V**t! = V" setze k := k + 1 und gehe zu (2)

Bemerkung 3.30 Die Frage nach einem guten Abbruchkriterium in (2b) kann nur expe-
rimentell beantwortet werden und héingt stark vom zugrunde liegenden optimalen Steue-

rungsproblem ab. Sie dazu auch GRUNE [8], Kapitel 4.
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4 Numerische Losung der
Entscheidungsmodelle

Zur numerischen Losung des Portfolio-Problems werden wir uns im Folgenden mit der
Implementierung der in Kapitel 3 behandelten Methoden beschéftigen. Grundlage bildet
neben diesem Kapitel ein C++-Programm, welches an der Universitit Bayreuth im Rah-
men der Vorlesung Numerische Dynamik von Kontrollsystemen [8] entstanden ist. Der
C++-Code besteht dabei aus mehreren Routinen, welche an dieser Stelle systematisch
beschrieben werden sollen.

Fiir einen besseren Uberblick werden wir im ersten Abschnitt zunichst auf Routinen zur
Verwaltung gleichméBiger Gitter eingehen.

Der zweite Abschnitt behandelt Routinen, welche zur Berechnung der approximativ op-
timalen Werte- und Kontrollfunktion sowie optimaler Trajektorien erforderlich sind. Die
beschriebenen Routinen miissen dabei in der Regel nicht abgeédndert werden. Funktio-
nen, die speziell fiir die zu untersuchenden Modelle sind und daher fiir jedes Beispiel
angepasst werden miissen, sind zum einen die Routine rS ( ), welche die ensprechen-
de rechte Seite der Differential- bzw. Differenzengleichung beinhaltet, zum anderen die
Funktion g ( ), die die Ziel- bzw. Nutzenfunktion beschreibt. Auf diese beiden Routi-
nen wird hier nicht ndher eingegangen, da sie ausschlieBlich die Vorgaben des jeweiligen
Modells enthalten. Das komplette Programm mit den jeweiligen Aufrufen der einzelnen

Routinen befindet sich im Anhang C dieser Arbeit.

Im Folgenden sollen nun die einzelnen Programmteile vorgestellt, sowie deren Aufbau

und ihre Funktion erldutert werden.
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4.1 Die elementaren C++-Programmteile

4.1.1 Routinen zur Verwaltung gleichmaBiger Gitter

Bemerkung 4.1 Analog zu Kapitel 3 beschrinken wir uns bei der Darstellung der Rou-

tinen auf den Fall d = 2.

Da wir aufgrund der rdumlichen Diskretisierung Funktionen auf Gittern betrachten, be-
notigen wir zundchst Routinen zur Verwaltung gleichméfiger Gitter fiir ein Rechteckge-
biet Q = [ay, by] X [ag, bo] C IR? mit Werten a; < by und ay < by. In der nachfolgenden
Abbildung 4.1 ist zur Veranschaulichung ein Gitter mit neun Rechtecken R, ..., Rg und
16 Eckpunkten FEy, ..., Fj; dargestellt. Jedes dieser Rechtecke besitzt dabei vier lokale
Ecken Ly, ..., Ls.

Es B3 By Eys
Rg Ry Rg

Ey Ey Eqg E1
Rs Ry Rs
Ry Ry Ry

Ey E, Ey Es

Abbildung 4.1: Beispiel-Rechteckgitter

Da die Ausgaben von der Nummerierung der Ecken abhingen, muss diese noch einheit-
lich festgelegt werden. Im Folgenden soll die Nummerierung konsistent mit der obigen
Abbilung sein, wenn die lokale Nummerierung von unten links nach oben rechts zéhlt

(vgl. Abbildung 4.2).
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Lo L3

Ly L,

Abbildung 4.2: Lokale Nummerierung der Ecken

Des Weiteren bestehe das zugrunde liegende Gitter aus P; Rechtecken in z;-Richtung
und P, Rechtecken in zo-Richtung. Es besitzt also N = (P, + 1)(P, + 1) Eckpunkte.
Die nachfolgende Tabelle 4.1 stellt einen kurzen Uberblick iiber weitere, an dieser Stelle

verwendete Variablen und Parameter, sowie eine kurze Erkldrung ihrer Bedeutung dar.

Name in der Theorie | Name im Programm | Beschreibung

ay, ao al0]1, all]l untere Gittergrenze [ Vektor]

b1, by b[0], bIl1l] obere Gittergrenze [ Vektor]

P, P n(0], n[1] Anzahl der Rechtecke in -

bzw. z3-Richtung [Vektor]
T x[0], x[1] Punkt x aus €2 [Vektor]
it =0,...,3 koord[i] bilineare Koordinaten [Vektor]

1 i Rechteckindex
J J lokaler Eckenindex
[ 1 globaler Eckenindex

Tabelle 4.1: Auflistung der elementaren Variablen bzw. Parameter und ihre Bedeutung.

Zur Verwaltung von Gittern muss zunéchst zu einem Rechteck 1?; und einer lokalen Ecke
L; der Index des globalen Eckpunktes F; gefunden werden. Diesen liefert die Routine

Gitter2d.
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Die Routine: Gitter2d

Das Ziel dieser Routine ist es, zu einem gegebenen Rechteckindex ¢ und einem lokalen
Eckenindex j den globalen Index der Ecke F; = L; zu berechnen. Man erhilt diesen,
indem sowohl der Rechteckindex in P;-Richtung 7 als auch der abgerundete ganzzah-
lige Index in P%»-Richtung Lﬁj zum lokalen Eckenindex j addiert wird. Werden die
,,oberen‘ Ecken des Rechtecks erreicht, muss zudem die Anzahl der Rechtecke in x;-
Richtung, vermindert um 1, addiert werden. Zuvor muss tiberpriift werden, ob die Recht-

ecknummer ¢ bzw. die lokale Ecke j korrekt angegeben wurden.

INPUT: An die Funktion miissen die Variablen 14,j

und der Vektor n Ubergeben werden.

Falls j<0 oder j7>3

so gebe Warnung aus:
Falsche Angabe der lokalen Ecke, j aus {0,1,2,3}.
RETURN (—1)

- Falls i<0 oder i>n[0]-n[l]—1

so gebe Warnung aus:

Falsche Angabe der Rechtecknummer, ¢ aus
(0,...,n[0] - n[1] — 1).

RETURN (—1)

Berechne den globalen Eckenindex [ durch

(int)l:j+i+m

Falls j>1 setze

l=14+n[0] -1

RETURN (/)

OUTPUT: globaler Eckenindx .
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Die Routine: FindeRechteck

Die Routine FindeRechteck ( ) liefert zu einem Punkt z = (z1,25)” im IR? den
Index des Rechtecks, in dem dieser Punkt liegt. Das verwendete Gitter bedecke dabei
wieder die rechteckformige Menge 2 = [a1,b1] X [ag, ba] und bestehe wie bisher aus
P, - P, Rechtecken. Von Bedeutung ist natiirlich, ob der Punkt iiberhaupt in diesem Gebiet
liegt, so dass x zunédchst darauthin getestet werden muss. Falls dies nicht der Fall ist, gibt
die Routine als Rechteckindex —1 zuriick.

Um den Index zu einem x € §) zu berechnen, werden wir das Gebiet {2 zundchst auf das
Rechteck [0, P;|x [0, P,] transformieren. Die resultierenden Werte fiir = werden in z0 und
x1 gespeichert. Um nun das gesuchte Rechteck, das heisst die zugehdrige Spalte bzw.
Zeile angeben zu konnen, muss zudem der ganzzahlige Wert von 20 im Spaltenindex s
und von x1 im Zeilenindex z abgelegt werden.

AuBerdem miissen wir noch die Rinder des Rechtecks beriicksichtigen. So gehort zum
einen auch der untere Rand zum Rechteck, zum anderen miissen wir den Spalten- bzw.
Zeilenindex reduzieren, falls wir den oberen Rand von €2 erreichen. Wie diese Reduktion
im Einzelnen umgesetzt wird, findet sich an entsprechender Stelle im Programm.

Der gesuchte Rechteckindex ergibt sich dann durch Multiplikation des Zeilenindex mit

der Anzahl der Rechtecke in x;-Richtung, erhoht um den Spaltenindex s.

INPUT: An die Funktion miissen die Vektoren z,a,b

und n Ubergeben werden.

— Falls der Punkt z ausserhalb von 2 liegt:
RETURN (-1)

— Transformiere () bzw. x durch Berechnung der Werte

_(=[0]—a[0]
20 = (o=t ) - 0]

_(o1]=af1]
o1 = (5= ) - nl1]

— Speichere den ganzzahligen Teil von 20 und zl1 im

Spaltenindex s bzw. Zeilenindex z ab.
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- Falls der obere Rand in z[0] - bzw. =z[l] -Richtung

erreicht wird, reduziere mit:
s=nl0]—1 bzw.
z=mn[l] -1
— Bestimme den Rechteckindex durch
z-n[0] + s

— RETURN (2 - n[0] + s)

OUTPUT: Index des Rechtecks, in dem =z € () liegt.

Die Routine: Koordinaten

Mithilfe der Routine Koordinaten ( ) sollen nun die Koordinaten des i-ten Eck-
punktes in globaler Nummerierung bestimmt und im Array x zuriickgegeben werden.

Aus dem globalen Eckenindex ¢ ermitteln wir dazu zunichst den Spaltenindex s und den
Zeilenindex z beziiglich der Unterteilung P; in z;-Richtung. Damit konnen nun die Ko-

ordinaten z; und - auf {2 mit der gehabten Diskretisierung P, bzw. P, ermittelt werden.

INPUT: An die Funktion miissen die Vektoren a,b,n,zx

und die Variable ¢ {iibergeben werden.

- Falls <0 oder i>((n[0]+1)-(n[l]+1))
so gebe Warnung aus:
Globaler Eckenindex ausserhalb der Menge
(0,.., (n[0] +1) - (n[l]+1)—1) . EXIT(0)

— Bestimme den Spalten- und Zeilenindex mittels

s =imod (n[0] +1) und

_
= ao
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- Ermittle nun die Koordinaten z[0] und z[l] auf

durch

x[0] = al0] + s - b[OLIo?[O]

b[1]—a[l]

z[l] = all] 4 z - o]

OUTPUT: Koordinaten des x-Vektors fiir den i-ten Eckpunkt.

Die Routine: FindeRechteckKoordinaten

Abschliefend betrachten wir eine Erweiterung der im Vorfeld beschriebenen Routine
FindeRechteck ( ).Auch hier wird zum einen wieder zu einem Punkt z = (1, 79)”
im IR? der Index des Rechtecks, in dem dieser liegt, zuriickgegeben. Zum anderen wer-
den nun aber auch zusitzlich dessen bilineare Koordinaten y; gemil Lemma 3.22 be-
rechnet und im Array koord [i] abgespeichert.

Wir gehen dabei zunéchst analog zur vorherigen Routine vor, so dass auch an dieser Stel-
le die dort festgelegten Grundlagen gelten. Um die bilinearen Koordinaten zu bestimmen,
benotigen wir nun allerdings auch den Nachkommaanteil von 20 bzw. x1, welcher daher

in y0 bzw. y1 abgelegt wird.

INPUT: An die Funktion miissen die Vektoren a,b,n,x

und koord ibergeben werden.
— Fihre die Schritte 1 bis 4 gemdss der Funktion
FindeRechteck( ) durch.

— Ermittle den Nachkommaanteil von z0 bzw. 2zl und

speichere ihn in y0 und yl.

— Berechne p;, ©=0,...,3 gemdss der Funktionen aus

Lemma 3.22 und speichere sie im Array koord|[i].

— RETURN (2 - n[0] + s) .

OUTPUT: Rechteckindex, in dem z € ) liegt.
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4.1.2 Routinen zur numerischen Losung des optimalen
Steuerungsproblems

In diesem Abschnitt werden nun Routinen zur numerischen Berechnung der optimalen

Werte- und Kontrollfunktion sowie zugehoriger optimaler Trajektorien beschrieben.

Neben den im vorherigen Abschnitt definierten Variablen und Parametern werden hier

einige weitere benotigt, welche daher wieder kurz tabellarisch aufgefiihrt werden sollen.

Name in Theorie

Name im Programm

Beschreibung

x
T

v

x[1]1=(x[0],x[1])
ylil=(y[0],y[1])

Vv

max

uopt

delta
eps

flag

ufind

st

auszuwertender Punkt [Vektor]
linke Seite der DGL [Vektor]

Werte der Funktion auf den Gitterpunkten
[Vektor]

(Vektor der) Kontrollwerte
maximaler Wert iiber alle u

u, welches das Maximum liefert
Linge des Vektors u

Dimension der DGL
Schrittweite

Diskontrate

Geforderte Genauigkeit

flag = 1: Punkt liegt aulerhalb des Gitters;
flag = O0: Punkt liegt im Gitter

Gibt an, ob ein u gefunden wurde, so dass die
Abbildung fiir x und u noch im Gitter liegt

Gibt die verwendete Strategie an; 0: Gaul-
Seidel, 1: Strategie-Iteration

Tabelle 4.2: Auflistung der elementaren Variablen und Parameter sowie ihre Bedeutung.

Bemerkung 4.2 Im Folgenden werden wir, wie in Kapitel 3 erwdhnt, U als endliche

Menge annehmen. Es gilt also U = {uy, ..., u,} fiir ein ¢ € IN.
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Die Routine: wert

Zu Beginn betrachten wir eine Routine, welche zum Punkt © = (z,25)" den appro-
ximierten Wert von v in diesem Punkt mittels einer affin bilinearen Funktion gemaf
Definition 3.22 bestimmt. Hierbei werden die Werte v(F;) in den Eckpunkten im Array
v gespeichert. Eine entscheidende Rolle spielt diese Routine zum Beispiel bei der Im-
plementierung des Einzelschrittverfahrens aus Definition 3.24 oder, wie spiter in diesem
Abschnitt, bei der approximativen Berechnung der optimalen Kontrolle © im Punkt x.
Die Routine wird dabei zur Auswertung von o2 (f,(E;,u)) = B(i,u)Vit! verwendet,
da auf diese Weise die Vektoren B(7, u) aus Definition 3.24 nicht explizit berechnet wer-
den miissen. Zur Berechnung von f,(E;, u) kann das Euler-Verfahren (3.15) verwendet
werden, welches im Anschlufl an diese Routine kurz beschrieben wird. Au3erdem wer-
den wir nun eine weitere (boolsche) Variable, bezeichnet mit £1ag, benotigen, um zu

priifen, ob = im Gitter liegt.

INPUT: An die Funktion miissen die Vektoren z,a,b,n und v

und die boolsche Variable flag Utbergeben werden.

— Bestimme den Rechteckindex von x und dessen bilineare

Koordinaten mittels der Routine FindeRechteckKoord( ).

Speichere den Rechteckindex fiir x in j (Rlckgabewert).

— Falls x ausserhalb des Gitter liegt (3 <0)
Setze flag auf 1. RETURN(O.)
— Initialisiere die Variable wert mit O.

— Berechne fiir alle bilinearen Koordinaten den

approximierten Wert von v im Punkt x gemdss 3.22:
wert = wert + koord [i] - v[Gitter2d(j,i,n)], i =0, ...,3

— Setze flag auf 0 zurick. RETURN (wert)

OUTPUT: 0 bzw. approximierter Wert v im Punkt x (wert)

sowie 0 oder 1 fir flag.
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Die Routine: Euler

Mit dem Euler-Verfahren aus Definition 3.15 werden zu einem gegebenen Anfangswert
xo und zur Schrittweite h Losungstrajektorien berechnet.
Im Hinblick auf das kontinuierliche Kontrollsystem, das durch eine Differentialglei-

chung der Form

gegeben ist, ldsst sich mit diesem Einschrittverfahren durch die diskrete Funktion f}, (z, u)
eine zeitdiskrete approximative Losung @, des kontinuierlichen Kontrollsystems bestim-
men. Somit wird diese Routine zu einem elementaren Baustein fiir unseren Algorithmus

zur Losung optimaler Steuerungsprobleme.

INPUT: An die Funktion miissen die Vektoren z,u,y sowie

die Parameter d und h {ibergeben werden.

— Bestimme flir r und u die rechte Seite der
Differentialgleichung.

Rufe dazu die Funktion rS(x,uf) auf.

— Berechne filir jede Koordinate i:
yli] = xli] + h - f1i]
OUTPUT: ——

Die Routine: kGsv

Die Grundlage zur Berechnung des Maximums iiber « bildet das kontrollierte GAUSS-
SEIDEL-Verfahren (3.24). Mithilfe der entsprechenden Routine kGSV ( ) wird fiir eine
Kontrolle u die rechte Seite des Optimalititsprinzips (3.6) bzw. fir £ = 0 (3.17) be-
rechnet. Zu beriicksichtigen ist auch hier, ob der neue Punkt y im Gitter liegt (f1ag=0).

Bemerkung 4.3 i bezeichnet an dieser Stelle ebenso wie | den globalen Eckenindex.
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INPUT: An die Funktion kGSV( ) missen die Vektoren
a,b,n,v,u , die Parameter h,delta sowie die Variablen

¢t und flag Ubergeben werden.

— Setze nenner =1. und beta = 1. —delta-h
— Rufe folgende Routinen auf
* Koordinaten(i,a,b,n,x) , um die Koordinaten des
r —Vektors fiir den globalen Eckenindex 7 zu bestimmen.

* BEuler(x,u,h,d,y) , um die rechte Seite der

Differentialgleichung filir dieses x zu berechnen.
*+ FindeRechteckKoord(y,a,b,n,koord). Speichere den

Rliickgabewert, also den Rechteckindex, in dem x
liegt, in j.

— Berechne
wert = h - g(x,u)

— Falls y ausserhalb des Gitters liegt (5 <0)
Setze flag auf 1. RETURN(O.)

— Flir jede bilineare Koordinate

* Berechne den globalen Eckenindex
[ =Gitter2d(j,k,n).

* falls [ # 1 berechne
wert = wert + beta - koord[k] - v(l)

* ansonsten

nenner = nenner — beta - koord|k]
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— Bestimme den Wert fiir die rechte Seite
des Optimalitdtsprinips nun mit

wert
nenner

wert =

— Setze flag auf 0 zuriick. RETURN (wert)

OUTPUT: 0 bzw. berechneter Wert der rechten Seite
des Optimalitdtsprinzips fiir ein u (wert) sowie 0

oder 1 fiur flag.

Die Routine: gs

Um nun den maximalen Wert (max) fiir alle Kontrollwerte u zu bestimmen, verwenden
wir das GAUSS-SEIDEL-Verfahren. Die entsprechende Routine gs ( ) ruft zunédchst das
kontrollierte GAUSS-SEIDEL-Verfahren kGSV () auf, welches fiir das iibergebene u die
rechte Seite des Optimalititsprinzips berechnet. Mit der Annahme aus Abschnitt 3.3.3,
dass U eine endliche Menge ist, lidsst sich das Maximum nun entsprechend den Aus-
fiihrungen in Kapitel 3 durch Vergleiche bestimmen. Neben dem maximalen Wert wird
zusitzlich der optimale Kontrollwert (uopt) zuriickgegeben. Der dritte Riickgabewert

ist entweder eine 1, falls der neue Punkt y im Gitter liegt, ansonsten 0.

INPUT: An die Funktion gs( ) miissen die Vektoren
a,b,n,v,u,maxr und wuopt sowie die Variablen und Parameter

1,q, h,delta tUbergeben werden.
e Setze ufind auf false.

e Bestimme die Koordinaten des x —-Vektors fir den globalen

Eckenindex ¢ durch Aufruf von Koordinaten(i,a,b,n, x).
e Fiir alle u, festgelegt durch ulk], k <gq

— Rufe kGSV(a,b,n,i,v,ul[k],h,delta, flag) auf und

speichere den Rilickgabewert in der Variablen sv ab.
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— Falls flag==0 ist und
* falls bereits ein u gefunden wurde (ufind == true) und
- falls sv > max
setze max=sv und wuopt = ulkl.

* ansonsten setze wufind auf true, max = sv

und wuopt = u[k].
e Falls kein u gefunden wurde (ufind== false)

so gebe die Warnung aus:
Fiir jedes u ist y ausserhalb des Gitters.

RETURN (1)
e RETURN (0)

OUTPUT: Maximum tber u (mazr) sowie das wu (uopt) das das

Maximum liefert. 1 oder 0 fiur flag.

Die Routinen: gs_iter und strategie_iter

Wie bereits erwihnt, soll hier ndher auf eine Kombination der GAUSS-SEIDEL-Iteration
und der Strategie-Iteration aus Abschnitt 3.5 zur Berechnung des maximalen Wertes in
jeder Komponente v[i] eingegangen werden (vergleiche dazu den zweiten Algorithmus
aus Abschnitt 3.5.2). Das vollstindige Programm lédsst in der main-Funktion entweder
die GAUSS-SEIDEL-Iteration (gs_iter) oder aber eine Kombination beider Verfahren
zu (strategie_iter). Aufgrund der Tatsache, dass sich deren Implementierung nur
in einigen wenigen Punkten unterscheidet, werden hier diejenigen Programmteile, wel-
che sich ausschlieBlich auf die Strategie-Iteration beziehen, farbig unterlegt.
VernachldBigt man den farbigen Anteil, erhédlt man die GAUSS-SEIDEL-Iteration.

Beide Iterationen basieren auf dem GAUSS-SEIDEL-Verfahren und werden solange fort-
gesetzt, bis die neuen v[i]’s von den alten in der Maximumnorm weniger als h - 0 - €
abweichen. Die Strategie-Iteration wird zudem nur verwendet, wenn das optimal be-

stimmte u von dem vorherigen u in der 1-Norm um maximal 0.1 - N abweicht.
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Der Riickgabewert beider Routinen ist entweder 1, falls ein x existiert, so dass fiir jedes

u der neue Punkt y auBBerhalb des Gitters liegt, ansonsten 0.

INPUT: An die Funktion gs_iter bzw. mussen
die Vektoren a,b,n,v,u und die Parameter g,h,, delta

und eps iUbergeben werden.
e Setze N =(n[0]+1)-(n[l]+1), beta=1. —delta-h und j=0.
e Setze v[i] =0 fir alle i <N,
e Solange err > h-delta-eps fiihre nachfolgende Schritte aus:

- erhdhe j um 1.
— Setze err auf 0.

- Fir 1< N

- Falls gs(a,b,n,i,v,u,q,h,delta, max,uopt )= 1.
RETURN (1)

x Falls fabs(v[i] — max) > err
Setze err = fabs(v[i| — max)
% Setze v[i] = max
- Falls jmodl==0 und
so gebe aus:

Iteration j, Abbruchfehler err
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e RETURN(O0) .

OUTPUT: maximaler Wert in Jjeder Komponente vli]

sowie 0 oder 1 fir flag.

Die Routinen: uoptx und trajopt

Abschliefend betrachten wir Routinen zur Berechnung der zeitdiskreten approximativ
optimalen Trajektorien ®,(ih,z,d}) aus (3.20). Die Implementierung erfolgt hierbei
iiber die Routine trajopt ( ), welche zur Berechnung der optimalen Kontrolle u im
Punkt z die Funktion uopt ( ) aufruft. Diese arbeitet Zhnlich wie das GAUSS-SEIDEL-
Verfahren, da auch sie das Maximum bzw. die optimalen Kontrollwerte in x iiber Verglei-
che bestimmt. Der Wert fiir v;, wird dabei gemiB (3.17) berechnet. Falls kein u gefunden
wird, fiir das die rechte Seite der Differentialgleichung bzw. an dieser Stelle y innerhalb

des Gitters liegt, wird 1 zuriickgegeben.

In der zweiten Routine beschreibt x [1] [ j] eine Matrix, in welcher die Werte der Tra-
jektorie zum Zeitpunkt ¢h, ¢ = 0,..., M — 1 in der j-ten Komponente abgespeichert
werden. Der Vektor uopt bezeichnet die optimale Steuerung zu diesen Zeitpunkten.
Die Liange M der Trajektorien bestimmt sich durch die im ma in-Programm festgelegte
Startzeit ¢, die Endzeit 7' und die Schrittweite / mittels | 2] + 1. Fiir einen Punkt =
wird durch den Aufruf der oben dargestellen Routine uoptx ( ) das optimale u ap-
proximativ berechnet und anschlieBend iiber das EULER-Verfahren die entsprechenden
Werte der optimalen Trajektorie y [ 7] bestimmt. Zu jedem Zeitschritt ¢~ wird dann die

Matrix x [1] [ j] mit diesen Werten belegt.
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INPUT: An die Funktion wuoptx( ) miissen die Vektoren

x,a,b,n,v,u sowie wuopt,q,h und delta iUbergeben werden.
e Setze beta =1.—delta-h und ufind auf false.
e Fiir k<gq (d.h. flir jede Kontrolle)

— Rufe Euler(x,ul[k],h,d,y) auf.

— Berechne die zeitdiskreten Werte fir wvh mit:
x vh = h-g(x,ulk]) + beta - Wert (y,a,b,n, v, flag)

- Falls flag==0 und

* Falls bereits ein u gefunden wurde (ufind == true)

und
- Falls vh > max
so setze mar =vh und wuopt = ulk].

x Ansonsten setze wufind auf true sowie max = vh und

uopt = ulk].
e Falls kein u gefunden wurde (ufind == false)

so gebe die Warnung aus:

Flir jedes u ist y ausserhalb des Gitters. RETURN(1)
e RETURN (0) .

OUTPUT: approximativ optimales uw im Punkt z

sowie 0 oder 1 fir flag.
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INPUT: An die Funktion trajopt( ) mliissen die Vektoren

x,a,b,n,v,u sowie wopt,M,q,h und delta ibergeben werden.
e Setze beta = 1. — delta - h.
e Fir 1< M

- Falls >0
x* Fir j<d

Setze x[l][]] = y[j].
— Falls wuopt(x[i],a,b,n,v,u,q,uopt[i], h,delta) =1
RETURN (1) .

— Rufe Euler (x[i],uopt[i],h,d,y) auf.
e RETURN (0) .

OUTPUT: optimale Trajektorie und optimale Steuerung zum
Zeitpunkt ih,i =0,...,M —1 sowie den Wert von flag.
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5 Diskussion der praktischen Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen nun drei Portfolio-Entscheidungsmodelle in kontinuierlicher
Zeit unter Anwendung des Algorithmus aus Kapitel 4 ausgewertet und die resultieren-
den Ergebnisse verglichen werden.

Unseren Betrachtungen legen wir dabei ein deterministisches Rahmenwerk zu Grunde,
sodass keine der verwendeten Variablen, wie zum Beispiel die Rendite eines Vermogens-
wertes, einer stochastischen Dynamik folgt, also durch Unsicherheit gekennzeichnet ist.

In allen drei Beispiel-Modellen wird dabei

(1) ein Investor hochstens zwei Vermogenswerte mit entsprechender Rendite zur Aus-

wahl haben,

(2) sein Ziel darin bestehen, seinen Nutzen definiert iiber den Konsum, anstelle iiber

das Endvermogen zu maximieren, sowie

(3) die verwendete Zielfunktion einer Power-Nutzenfunktion, definiert tiber Konsum

entsprechen.

Bei der Auswahl der Modelle orientieren wir uns an SEMMLER [15].

Zunichst werden im ersten Abschnitt einige weitere mathematische Grundlagen geschaf-
fen, welche wir fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens optimal gesteuerter
Systeme benotigen sowie das Vorgehen bei der Auswertung beschrieben.

Im zweiten Abschnitt wird ein einfaches, eindimensionales Portfolio-Modell vorgestellt,
wobei ein einziger Vermogenswert mit konstanter Rendite betrachtet wird. Des Weiteren
werden neben der optimalen Werte- und Kontrollfunktion des Modells optimale Trajek-
torien fiir festgelegte Startparameter bestimmt und anhand von Grafiken veranschaulicht

und diskutiert. AbschlieBend betrachten wir, wie sich Variationen in den Parametern auf
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das dynamische Verhalten der optimalen Losungen auswirken.

Die nachfolgenden Abschnitte folgen diesem Aufbau. Das im dritten Abschnitt behan-
delte Modell besteht nun mehr aus zwei Vermogenswerten. Um die Anzahl der kon-
stanten Variablen moglichst klein zu halten, werden die Renditen zudem abhingig vom
Vermogen periodisch dargestellt.

Der letzte Abschnitt untersucht eine Erweiterung des zweiten Beispiels auf den zeitlich
periodischen Fall, um zu zeigen, wie sich diverse Anderungen in der Modellierung der

Rendite auf das dynamische Verhalten des Systems auswirken.

5.1 Analyse optimaler Steuerungsprobleme

5.1.1 Die Dynamik des optimal gesteuerten Systems

Bei der Analyse optimaler Kontrollprobleme kommt der Dynamik des optimal gesteu-
erten Systems besondere Bedeutung zu. Um im Folgenden das Langzeitverhalten der
Losungen besser untersuchen zu konnen, miissen zunéchst einige weitere Grundlagen
geschaffen werden.

Besonders interessant sind an dieser Stelle die Punkte, gegen die die optimalen Losungen
nach einer gewissen Zeit konvergieren. Man bezeichnet derartige Punkte als Ruhelage
oder als Gleichgewicht.

Um mathematisch definieren zu konnen, was unter einem Gleichgewicht zu verstehen

ist, benotigen wir zunichst zwei Klassen von Vergleichsfunktionen:

Definition 5.1 Wir definieren die folgenden Klassen von Funktionen

ICOO::{a:]RSFH]R(J{

« ist stetig, streng monoton wachsend,
unbeschrdnkt und erfiillt «(0) = 0

und

B ist stetig, 3(-,1) € Ko fiir jedest > 0
KL:=Sp3:Rg xRy — Ry | und B(r,t) ist streng monoton fallend in t
mit limy_,, B(r,t) = 0 fiir jedes r > 0
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Ferner miissen fiir eine Stabilititsanalyse einige Begriffe aus der Stabilititstheorie fiir un-
kontrollierte dynamische Syteme auf optimale Steuerungsprobleme iibertragen werden.
Dazu fassen wir optimale Steuerungsprobleme als dynamische Systeme auf, indem wir
annehmen, dass zu jedem Anfangswert eine optimale Kontrollfunktion u* € U existiert.

Dann gilt

Die zugehorigen Losungen bezeichnen wir mit ®*(¢, x) = ®(t, z, u®).

Die Annahme, dass eine optimale Kontrollfunktion existiert, ist in vielen praktischen
Problemen erfiillt und kann rigoros bewiesen werden. Die Eindeutigkeit dieser Funktion
soll an dieser Stelle allerdings nicht vorausgesetzt werden, so dass nicht angenommen
werden kann, dass die Losung ®* auch eindeutig definiert ist. Es bleibt somit die Mog-
lichkeit bestehen, dass es zu einem Anfangswert unter Umstinden mehrere Losungen
geben kann. Daher werden wir im Folgenden stets von einer optimalen Losung bzw. von

den Losungen ®*(¢, ) mit Anfangswert x sprechen.
Das optimale Gleichgewicht und dessen Eigenschaften lassen sich nun wie folgt defi-
nieren:

Definition 5.2 (i) Einen Punkt * € IR® nennt man optimales Gleichgewicht, falls
eine optimale Losung O*(t, x*) mit O*(t,z*) = x* fiir alle t > 0 bzw. t € hIN,

existiert.

(ii) Ein optimales Gleichgewicht x* heifit stabil, falls eine Umgebung N (z*) und eine
Ko Funktion « existiert, so dass fiir alle in N'(x*) startende Lisungen ®*(t,x)

die Ungleichung
[D7(t, 2) — 27| < e[|z — 27[])

fiir alle t > 0 bzw. t € hIN gilt.
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(iii) Ein optimales Gleichgewicht x* heifit asymptotisch stabil, falls eine Umgebung
N (x*) und eine KL Funktion 3 existiert, so dass fiir alle in N (z*) startende Lo-

sungen ®*(t, x) die Ungleichung
[@7(t, @) — 2™|| < B(llz — 2™|| ,¢)

fiir alle t > 0 bzw. t € hINy erfiillt ist. Falls N'(z*) = IR? ist, so heifit =* global

asymptotisch stabil.

(iv) Ein optimales Gleichgewicht x* heif3t instabil, falls (ii) nicht gilt, also falls fiir jede
Umgebung N (z*) und jede K, Funktion o mindestens eine Lisung ®*(t, ), die

in dieser Umgebung startet, und ein t > 0 existiert mit

197 (¢, 2) — 2™ > e[|z — 27])).

Falls mehrere asymptotisch stabile Gleichgewichte existieren, ist zudem interessant, fiir
welche Anfangswerte die Losungen gegen welches Gleichgewicht konvergieren. Formal

definiert man dazu den Einzugsbereich:

Definition 5.3 Fiir ein Gleichgewicht x* definieren wir den Einzugsbereich (bzw. die

Stabilitdtsumgebung) als
D(z*) := {93 € RY ®*(t,x) — z* fiirt — oo} :

Numerisch konnen optimale Gleichgewichte durch die approximative Berechnung opti-
maler Trajektorien bestimmt werden. Durch eine gezielte Simulation kann man damit die
Gleichgewichte sowie ihre Einzugsbereiche bestimmen. Eine weitere, effizientere Mog-
lichkeit besteht darin, die approximativ optimale Feedbackabbildung #*(z) aus Definiti-
on 3.27 zu verwenden, um die Dynamik des optimal gesteuerten Systems zu analysieren,
da diese direkt als Funktion grafisch dargestellt werden kann. Um einen globalen Uber-
blick iiber das Verhalten der Trajektorien des optimal gesteuerten Systems zu erhalten,
kann die Abbildung f(x, u*(x)) zum Beispiel in Vektorfeldform mit Pfeilen grafisch dar-

gestellt werden.
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Im Folgenden werden wir diese Darstellungsmoglichkeiten kombinieren bzw. variieren,
um einen moglichst umfassenden Uberblick iiber das Langzeitverhalten der Losungen

unserer Beispiel-Modelle zu erhalten.

5.1.2 Vorgehen bei der Auswertung

Die folgenden Modell-Beispiele werden unter Anwendung des Algorithmus 2 aus dem
vorherigen Kapitel numerisch gelost. Fiir die Berechnung der benotigten Werte miissen
zunachst, wie in Kapitel 4 erwéhnt, die entsprechenden rechten Seiten der Differential-
gleichungen in der Routine rS ( ) bzw. die Zielfunktion des Modells in g ( ) ange-
passt werden. Weiterhin sind direkt im Algorithmus einige Parameter festzulegen bzw.

Argumente an das Programm zu iibergeben. Direkt im Algorithmus muss u.a.
e die Rendite r des Vermogenswertes (Routine: rs () ),
e die Risikoaversion v des Investors (Routine: g ( ) ),
e die Anzahl der Unterteilungen des Gitters (ma in-Funktion),

e das Intervall €2, auf welchem die Berechnungen durchgefiihrt werden sollen

(main-Funktion),
e die Schrittweite i (main-Funktion), sowie
e das Intervall [¢, T'] zur Berechnung optimaler Trajektorien (ma in-Funktion)

angegeben werden.

Zum Ausfiihren des Programms sind mindestens drei Argumente zu iibergeben:

der Startwert x, d.h in unserem Fall z; und z,, sowie die Diskontrate ¢ fiir das Modell.
Auf diese Weise werden sowohl die optimale Werte- und Kontrollfunktion, die optima-
len Trajektorien zum Startwert als auch das Vektorfeld berechnet. Wahlweise kann als
viertes Argument der Name einer Datei iibergeben werden, in der bereits im Vorfeld be-

rechnete Werte der optimalen Wertefunktion abgespeichert wurden. Somit kann bei der

?Das vollstindige Programm befindet sich im Anhang C.
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Berechnung optimaler Trajektorien zu weiteren Startwerten Rechenzeit eingespart wer-
den.

Die berechneten Werte werden in der ma in-Funktion des C++-Programms zeilen- und
spaltenweise in asc .-Dateien gespeichert. Hierbei ergibt sich fiir die optimale Werte-
und Kontrollfunktion die Spaltenanzahl der Matrix aus der Anzahl der Zustidnde und aus
den errechneten Werten fiir 0, (x) bzw. 4*(z). Die Anzahl der Zeilen richtet sich nach
der Anzahl der Knoten des Gitters und ist somit von der Schrittweite h abhingig.

Die optimalen Losungstrajektorien x1(ih), x2(ih) und uf (ih), ¢ = 0, 1,2, ... werden ge-
gen die Zeit t abgetragen, so dass sich Matrizen mit 4 Spalten ergeben. Die Anzahl der
Zeilen wird hier durch die GroBe des Invervalls [¢, 7] und die Schrittweite h festgelegt.
Alternativ konnen die Werte von x; im sogenannten Phasendiagramm gegen die von z-
abgetragen werden.

Um das globale Verhalten der optimalen Losungen darzustellen, kann das entsprechende
Vektorfeld f(z,a*(x)) dargestellt werden. Zur Berechnung der dazu notwendigen Ko-
ordinaten 1, x5 bzw. der rechten Seite der Differentialgleichung ¥, y» geniigt es, nur
jeden NO-ten Wert in x1-Richtung und jeden N1-ten Wert in zo-Richtung auszuwerten.

Auf diese Weise ergeben sich Matrizen der GroBe 4 x (NO - N1).
Um die Ergebnisse sinnvoll diskutieren und vergleichen zu konnen, wurden zudem die
MATLAB-Routinen *

e zeichnen wertef.m,

e zeichnen_uopt.m,

e zeichnen_traj.m und

e zeichnen_feld.m

geschrieben. Ziel dieser Routinen ist es, die entsprechenden Werte aus den asc . -Dateien
einzulesen und zu plotten, um so eine grafische Veranschaulichung der Ergebnisse zu er-

halten.

Die zur Auswertung verwendeten MATLAB-Routinen befinden sich im Anhang D.
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Da der Zustand z in den ersten beiden Beispielen eindimensional ist, wird x, bzw.
im Programm auf 0 gesetzt. Diese Werte dndern sich folglich nicht, sodass anstatt einer
dreidimensionalen eine zweidimensionale Darstellung der Ergebnisse geniigt. Dazu wird
in der jeweiligen MATLAB-Routine einfach diejenige Spalte, die die Werte fiir o bzw.

1o enthilt, beim Einlesen weggelassen.

5.2 Modell 1: Ein Vermogenswert - Konstante
risikolose Rendite

5.2.1 Einfuhrung

Das erste Portfolio-Modell besteht zunichst aus nur einem einzigen Vermogenswert,
welcher eine konstante - daher risikolose - Rendite liefert. Ein derartiger Wert wire zum

Beispiel ein Bond *, das heiBt, ein risikoloses Wertpapier.

Bemerkung 5.4 Der an dieser Stelle betrachtete Vermogenswert wird eher einem Spar-
guthaben als einem Bond entsprechen, aus historischen Griinden aber weiterhin so be-

zeichnet.

Zudem kann ein Investor entscheiden, wie viel seines Vermogens er wann konsumieren
mochte. Die Kontrollvariable v modelliert somit die Hohe des Konsums eines Anlegers.
Das Modell ist also zum einen eindimensional im Zustand x und besitzt zum anderen

eine eindimensionale Kontrolle u. Die Dynamik des Vermogens ist durch
(t) = a(t) - r —u(t)

gegeben. Die Vermogensdifferenz zur nichsten Periode bestimmt sich demnach aus dem
verzinsten Vermdgen, vermindert um den Konsum in der aktuellen Periode.

Ziel des optimalen Steuerungproblems ist es nun, den Nutzen, definiert iiber den Kon-
sum des Investors, zu maximieren. Wie bereits erwihnt, wird dieser durch die Power-

Nutzenfunktion

g(u) = 5.1)

festlegt.

“In Anhang B befindet sich eine Tabelle mit im Folgenden verwendeten finanzmathematischen Begriffen.
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Bemerkung 5.5 Da die Nutzenfunktion (5.1) fiir v = 1 nicht definiert ist, miissen wir
dies im Programm beriicksichtigen. Wie in Kapitel 2 beschrieben, wird fiir v = 1 die

logarithmische Funktion

g(u) = In(u)
verwendet.

Ein Anleger muss in unserem ersten Beispiel also zunéchst keine Entscheidung zwischen
unterschiedlichen Assets, sondern nur hinsichtlich des optimalen Verbrauchs bzw. Kon-
sums treffen. Ziel der optimalen Steuerung ist es nun, die Kontrollfunktion v € U so zu
wihlen, dass das diskontierte Funktional auf unendlichem Zeithorizont J(z,u) seinen
optimalen Wert annimmt.

Das optimale Steuerungsproblem besteht nun darin, die optimale Wertefunktion

v(x) = max J(x,u)
7 s u'?

0

Wir werden im Folgenden das Portfolio-Problem zunéchst entsprechend SEMMLER [15]
mit Hilfe der HAMILTON-JACOBI-BELLMAN- Gleichung (3.11) 16sen. Die Ergebnisse
sollen anschlieBend zur Analyse der numerisch ermittelten Resultate herangezogen we-

den, welche wir unter Anwendung des Algorithmus aus Kapitel 4 erhalten.
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5.2.2 Losung des Problems mithilfe der HJB-Gleichung

Die Losung des Portfolio-Optimierungsproblems mit Hilfe der HAMILTON-JACOBI-

BELLMAN-Gleichung erfolgt iiber zwei Schritte: Im ersten Schritt sucht man die op-

timale Portfolio-Strategie als Funktion der unbekannten Wertefunktion. Anschliefend

wird diese Strategie in die HIB-Gleichung eingesetzt. Die Losung dieser partiellen Dif-

ferentialgleichung stellt den zweiten Schritt dar. Allerdings sind explizite Losungen der

HJB-Gleichungen nur in Spezialfillen moglich, zumeist muss man die Form der Werte-

funktion bereits hinreichend gut kennen.

Die HJB-Gleichung fiir das Modell ist nach SEMMLER [15] gegeben durch

—vy(x) = mgx{e_&g(u) +vg(z)(r-x—u)}

Hierbei bezeichne v; bzw. v, die partielle Ableitung von v nach ¢ bzw. x.

Die Bedingung erster Ordnung fiir (5.3) ist dann
e g (u) —v(2z) =0
Unter Verwendung der Power-Nutzenfunktion (5.1) erhalten wir
6t

vp(x) =eu

und somit, aufgeldst nach der Kontrolle u

=

u= (v, e

Setzen wir nun « in die HIB-Gleichung (5.3), so erhalten wir

1
0 = 4u+e ! (Vs edt)_%(l_” v, (12— (v, ) 77)
-7
1 1-1 1-1
= V%t vrer+ —— 6&(17%71) Ve T —vUz e
L=~
1—1
= U T j fy(eévtvm ")

[un

_ st
o

(5.3)

5.4

(5.5)

(5.6)
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Zudem bendtigen wir eine Schitzung der Wertefunktion, wobei diese entsprechend SEMM-

LER [15] durch

gegeben ist.

Dann erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen v, bzw. v,
vy = —0v (5.7)

1 _
vy = — 1y (5.8)

Fiir den zweiten Faktor der Multiplikation aus (5.6) ergibt sich damit

5t y=1 5t
~

e v = e (Re_atm_v)wv;l

—1
— R’YTe—Etxl—'y

— (1-yR7v (5.9)

Um nun zu iiberpriifen, ob die oben eingefiihrte Losung die Losung unseres Problems

ist, setzen wir (5.7), (5.8) und (5.9) in (5.6) ein. Dann erhalten wir

—dv+r(l —v)v+ vR% v

= v (YR +r(1—7)—96) (5.10)
=0
Erfiillt R nun (5.10), gilt
5 -1\’
R = <+W> (5.11)
Y Y
Als Losung des Problems erhélt man damit
A -1 - 1—v
(z) = ( + W) et (5.12)
gl ¥ L=~
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Unter Verwendung der Kontrolle u aus (5.5) ergibt sich fiir die optimale Kontrolle

Uopt = (Vg e‘st)_%
= Riix
_ (5_+TVV—1)>'1_W.x
8 v
_ <5+TW—1».I (5.13)
Y 7

Fiir die Analyse der numerischen Resultate interessiert insbesondere das Verhiltnis der
optimalen Kontrolle zum Vermogen. Dieses wird als Konsumneigung eines Investors

bezeichnet und ist gegeben durch

Ut _ 0 Ty =1) (5.14)

z g g

Da das erste Portfolio-Problem eine feste, das heif3t nicht zeitvariante Rendite r aufweist
und sich neben der Diskontrate § des Modells auch die Risikoaversion -y eines Investors
nicht dndert, ist die Konsumneigung eines Anlegers zu jedem Zeitpunkt konstant.

Im Hinblick auf spétere Variationen in den Parametern zeigt sich, dass die Konsumnei-
gung (5.14) einen umso kleineren (konstanten) Wert aufweist, je hoher die Rendite des
Vermogenswertes ist. Das gleiche Verhalten erhilt man fiir eine stirkere Risikoaversion
des Investors. Wihlen wir einen groBeren Wert fiir die Diskontrate in (5.2), so nimmt die

Konsumneigung des Investors hingegen zu.

Anhand dieser Feststellungen sollen nun im nédchsten Abschnitt die numerisch appro-

ximierten Ergebnisse analysiert und verglichen werden.
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5.2.3 Diskussion der numerischen Ergebnisse

Um die Abianderungen im Programm moglichst klein zu halten, werden die Routinen fiir
d = 2 verwendet. Fiir eine korrekte Berechnung miissen wir ¢ daher auch in der zweiten
Komponente festlegen. Im Folgenden wird als Intervall ° © = [0, 1] x [0, 1] mit einer
Diskretisierung von P, = P, = 100 gewihlt, so dass zur Bestimmung von Werte- und
Kontrollfunktion 101x 101 Gitterpunkte auszuwerten sind. Um Probleme bei der Dar-
stellung der Ergebnisse zu vermeiden, welche sich aufgrund der Unstetigkeitsstelle in
der Null ergeben, wihlen wir fiir v > 1 das Intervall Q = [0.0001, 1] x [0, 1]. Dies muss
explizit im Programm angegeben werden.

Als Schrittweite h wird h = % verwendet. Fir den Plot des Phasendiagramms von
x = (x1,77) und die einzelnen Trajektorien gegen die Zeit ergeben sich somit bei ei-
ner Gesamtlaufzeit von 7' = 180 Matrizen mit 4 Spalten und 2161 Zeilen. Zur Dar-
stellung des Vektorfeldes werden wir in z;-Richtung nur jeden vierten Wert (N0=4) in
xo-Richtung jeden zehnten Wert (N1=10) berechnen. Auf diese Weise ergeben sich Ma-
trizen der GroBe 4 x 286.

Ferner verwenden wir fiir unsere Berechnungen eine Rendite von = 3%, die Risiko-
aversion v = .75 sowie die Diskontrate 6 = 0.06. Fiir die mit dem Vermogen skalierte
Kontrolle @ := % wihlen wir den Kontrollwertebereich U = [0, 7], diskretisiert mit
q = 4001 &quidistanten Kontrollwerten. Somit liegt auch u im Bereich U = [0, 7] fiir
x € [0, 1]. Tabelle 5.1 fasst die verwendeten Parameter noch einmal iiberblickartig zu-

samimen.

SDie Wahl © = [0, 1] x [0, 0] wiirde zu Fehlern fiihren.
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Parameter Verwendeter Wert
Q [0,1] x [0, 1]
(n[0],n[1]) (100,100)

h 3

[t, 1] [0, 180]

NO 4

N1 10
r 3%
v 0.75
) 0.06

Tabelle 5.1: Parameterwerte zur Auswertung von Modell 1.

Abbildung 5.1 zeigt einen Ausschnitt der numerisch berechneten optimalen Wertefunkti-
on des Problems. Entsprechend der verwendeten Nutzenfunktion weist sie ein konkaves

Kriimmungverhalten auf.

Die zugehorige optimale Kontrollfunktion aus Abbildung 5.2 verléduft linear ansteigend.
Um das Konsumverhalten eines Anlegers an dieser Stelle besser auswerten zu konnen,
sollen die theoretischen Resultate aus Abschnitt 5.2.2 herangezogen werden. Wir be-
trachten daher auch an dieser Stelle das Verhiltnis des optimalen Konsums zum Vermo-
gen, das heiflt die Konsumneigung des Investors. Unter Verwendung von (5.14) ergibt
sich somit zusammen mit den Werten aus Tabelle 5.1 eine konstante Konsumneigung
von 0.07. Numerisch erhalten wir die in der rechten Abbildung dargestellte, mit dem Ver-
mogen skalierte optimale Kontrollfunktion. Bis auf Abweichungen nahe der Null ldsst
sich auch hier ein konstanter Verlauf der Konsumneigung erkennen. Die Abweichungen

nahe der Null konnen auf die Unstetigkeitsstelle in diesem Punkt zuriickgefiihrt werden.
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Abbildung 5.1: Die Grafik zeigt die approximativ optimale Wertefunktion des Modells

optimale Wertefunktion furv=10.75

auf dem Intervall 2 = [0, 1].
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Abbildung 5.2: Die Grafik zeigt links die approximativ optimale Kontrollfunktion und
rechts die zugehorige Konsumneigung eines Investors auf dem Intervall
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5.2 MODELL 1: EIN VERMOGENSWERT - KONSTANTE RISIKOLOSE RENDITE

Um das dynamische Verhalten des Systems analysieren zu kdnnen, soll es an dieser Stel-
le geniigen, mehrere optimale Trajektorien gemeinsam darzustellen. Damit der Verlauf
der Losungskurven sinnvoll diskutiert werden kann, muss ein sehr groer und daher un-
realistisch erscheinender Zeitraum gewihlt werden. Auf diese Weise ergibt sich bei einer
Schrittweite h = % die im Programm festgesetzte Endzeit von 7' = 180 Jahren. Zur
Erkldrung dieser Wahl ist anzumerken, dass es sich bei dem Intervall [0, 7'] nicht um die
eigentliche Laufzeit der Anlage, sondern um den Betrachtungszeitraum der optimalen

Losungen handelt.

In Abbildung 5.3 stellt man fest, dass alle Losungskurven gegen das Gleichgewicht
x* = 0 streben. Tatsichlich ist dieser Punkt asymptotisch stabil fiir das optimal ge-
steuerte System. Fiir das Vermogen des Investors gilt: Je niedriger das Startkapital des

Anlegers, desto schneller erreicht die Losungskurve die Ruhelage.

optimale Trajektorien X in Anhéingigkeit von optimaler Konsum uin Abhéngigkeit von t
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Abbildung 5.3: Die Grafik zeigt den Verlauf optimaler Trajektorien fiir unterschiedli-
ches Startkapital im Zeitraum [t, 7| = [0, 180].
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Ein vergleichbares Verhalten ldsst sich auch beim Verlauf des optimalen Konsums fest-
stellen. Zunichst richtet sich dieser nach dem eingesetzten Kapital, d.h. je hoher das An-
fangsvermogen, desto mehr wird ein Investor zu Beginn konsumieren. Auflerdem zeigt
sich auch hier, dass das optimale Gleichgewicht im Punkt 2* = 0 liegt und abhéngig vom

Startkapital zu den gleichen Zeitpunkten erreicht wird wie beim Vermogen.

Hiufig ist man weniger an den Gleichgewichten und deren Stabilitdtseigenschaften fiir
ein einzelnes System interessiert, sondern daran, wie sich diese Eigenschaften in Ab-
hingigkeit von einem Parameter verhalten. Wenn sich die Anzahl der Gleichgewichte
hierbei verindert, spricht man von einer Bifurkation bzw. Verzweigung.

Die bisher verwendeten Parameter bzw. Grafiken bilden Ausgangspunkt fiir den néchs-
ten Abschnitt. In diesem werden derartige Variationen in den Parametern vorgenommen
und sich dadurch ergebende Auswirkungen auf die Dynamik des optimal gesteuerten

Systems betrachtet.

5.2.4 Variationen in den Parametern

Variation der Risikoaversion

Zunichst betrachten wir, wie sich unterschiedliche Risikoaversionen auf die Dynamik
des Systems auswirken. Wie in Kapitel 2 erwihnt, ist die Power-Nutzenfunktion (5.1)
umso stdrker gekriimmt, je groer der Wert fiir +y ist, das heif3t je stirker der Investor
einem Risiko abgeneigt ist. An dieser Stelle werden bis zu vier unterschiedlich risiko-
scheue Anleger betrachtet, welche iiber ein Anfangskapital in gleicher Hohe verfiigen.
Investor A sei im Folgenden am wenigsten einem Risiko abgeneigt. Anleger B sei risiko-
scheuer als Investor A, allerdings wiederum weniger risikoavers als Entscheider C bzw.
D, welcher die grofite Aversion aufweist. Tabelle 5.2 fasst die analysierten Risikoaver-

sionen der Investoren nochmals zusammen.
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Investor | Risikoaversion

A v=0.1
B v=0.5
C v =0.75
D v=35

Tabelle 5.2: Die verwendeten Werte fiir die Risikoaversion eines Investors.

Betrachtet man die approximativ optimalen Wertefunktionen aus Abbildung 5.4, so zeigt
sich, dass der akkumulierte Nutzen des Anlegers bei optimaler Steuerung in Abhéngig-

keit vom Vermodgen umso kleiner ist, je geringer die Aversion des Investors ist.

Interessant sind auch die optimalen Kontrollfunktionen bzw. die entsprechende Konsum-
neigung der Investoren, welche in Abbildung 5.5 grafisch veranschaulicht werden. Ein
eher risikoneutraler Investor konsumiert im Verhéltnis zu seinem Vermdgen mehr als ein
Anleger, der einem Risiko kritisch gegeniiber steht. Die Konsumneigung « ist demnach
geringer, je hoher der Wert fiir -y ist. Mit anderen Worten wird es fiir einen Investor umso
reizvoller, das Vermogen anzulegen anstatt zu komsumieren, um seinen Nutzen zu maxi-
mieren, je hoher dessen Risikoaversion ist. Diese Feststellung ldsst sich zudem mit Hilfe
der Resultate, welche wir unter Verwendung der HIB-Gleichung aus Abschnitt 5.2.2
folgern konnten, bestétigen. Der auffallend abweichende Verlauf beider Funktionen bei
einer Risikoaversion von v = 5 kann an dieser Stelle auf die Unstetigkeitsstelle im Null-

punkt zuriickgefiihrt werden.
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Abbildung 5.4: Die Grafik zeigt die approximativ optimalen Wertefunktionen fiir die
unterschiedlichen Risikoaversionen zur Diskontrate 6 = 0.06.

optimale Kontrolifunktion u fir variierendes y optimale Konsumneigung fir variierendes y
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Abbildung 5.5: Die Grafik zeigt im linken Bild die optimale Kontrollfunktion, im
rechten Bild die zugehorige Konsumneigung fiir v = 0.1,0.5,0.75 und
5 zur Diskontrate § = 0.06.
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Um nun mogliche Verdnderungen auf die Dynamik des Systems betrachten zu konnen,
soll zum einen ein globaler Uberblick mit Hilfe des Vektorfeldes, zum anderen auch hier
eine gemeinsame Darstellung einzelner optimaler Trajektorien fiir die zu untersuchenden
Risikoaversionen gegeben werden.

Mithilfe der Vektordarstellung f(x,u*(x)) aus Abbildung 5.6 erkennt man, dass die Lo-
sungen des optimal gesteuerten Systems unabhéngig von der Risikoabneigung gegen das

bisherige Gleichgewicht 2* = 0 streben.

Vektordarstellung fir variierendes y
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Abbildung 5.6: Die Grafik zeigt die Vektordarstellung fiir v = 0.1,0.5,0.75 und 5 zur
Diskontrate 6 = 0.06.

Vor diesem Resultat sollen nun auch hier die optimalen Trajektorien fiir den festen Start-
wert 1 = 0.9 in Abhéngigkeit von der Zeit betrachtet werden.

Neigt ein Investor dazu, umso weniger seines Vermogen zu konsumieren, je stirker er
einem Risiko abgeneigt ist, miisste Anleger A zunéchst einen hoheren Anfangskonsum
aufweisen als Investor B, C oder D. Abbildung 5.7 bestitigt dieses Verhalten. Weiter-
hin wird aus dieser Darstellung ersichtlich, dass die optimalen Losungen bei Investor A

schneller gegen das optimale Gleichgewicht streben als bei den iibrigen Anlegern. Be-
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trachtet man allerdings die optimalen Losungskurven fiir v = 5, weist der Verlauf des
Vermoégens zum einen ein abweichendes Kriimmungsverhalten auf, zum anderen wird
die Ruhelage hier erneut zu einem fritheren Zeitpunkt erreicht. Der Verlauf des optima-
len Konsums bleibt in diesem Fall bis zu einer gewissen Zeit nahezu unverédndert, bis
er schlieBlich zeitgleich mit dem Vermdogen in die Ruhelage ,,springt®. Untersucht man
weitere Werte fiir v in diesem Bereich, so zeigt sich, dass sich diese Veridnderung unge-
fihr ab einer Risikoaversion zwischen 3 und 4 einstellt. Dieses Verhalten ist allerdings

eher numerisch bedingt als auf die gewéhlte Risikoaversion zuriickzufiihren.
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Abbildung 5.7: Die Grafik zeigt die optimalen Trajektorien fiir das Anfangskapital
x[0] = 0.9 fur v = 0.1,0.5,0.75 und 5 zur Diskontrate 6 = 0.06.
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Variation der Rendite

In diesem Abschnitt stehen Auswirkungen auf die Losungen des optimal gesteuerten
Systems im Mittelpunkt, welche auftreten, wenn die Berechnungen mit unterschiedli-
chen, iiber die Zeit aber konstanten Renditen durchgefiihrt werden.

Betrachtet werden daher einige ,,Portfolios*, welche wie bisher aus einem Vermogens-
wert bestehen, nun allerdings unterschiedliche risikolose Zinssitze aufweisen.
Beginnen wir die Analyse derartiger ,,Portfolios* mit dem Aufstellen einer Vermutung:
Wir erwarten, dass sich mit hoherem Zinssatz auch der akkumulierte Nutzen bei optima-
ler Steuerung iiber die gesamte Zeit, in Abhédngigkeit vom Vermogen, erhoht.

Um diese Vermutung zu iiberpriifen, werden wir das Modell zunéchst fiir die in Tabelle
5.3 aufgefiihrten Werte testen. Alle iibrigen Parameter aus Tabelle 5.1 werden auch hier

beibehalten, so dass v = 0.75 und o = 0.06 betrégt.

Asset | Rendite des Assets

A | r=3%
B |[r=5%
C r=6%
D r=9%

Tabelle 5.3: Die zur Analyse verwendeten Renditen eines Vermogeswertes.

Die numerisch berechneten optimalen Wertefunktionen des Modells werden gemeinsam
in Abbildung 5.8 grafisch veranschaulicht. Auf diese Weise ldsst sich eine Veridnderung
des Verlaufs der optimalen Wertefunktion bei Anderung des Zinssatzes leichter erken-
nen. Wie erwartet, zeigt sich, dass der akkumulierte Nutzen bei optimaler Steuerung

umso grofer ist, je hoher die Verzinsung des Vermogenswertes ist.
Betrachten wir nun auch hier insbesondere den Verlauf der optimalen Konsumneigung

eines Anlegers bei einem sich dndernden Zinssatz. Die Herleitung der Formel fiir die

Konsumneigung in Abschnitt 5.2.2 hat gezeigt, dass diese umso niedriger wird, je hoher
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die Rendite » € [0, 1] ist. Ein analoges Resultat liefern die numerisch approximierten
Funktionen, welche in der rechten Grafik in Abbildung 5.9 dargestellt sind. Je hoher die
Vermogensverzinsung, desto reizvoller wird es fiir einen Anleger das Vermdgen anzule-
gen, anstatt auszugeben, um seinen Nutzen zu maximieren.
Auffallend ist in dieser Darstellung der Verlauf der skalierten Kontrollfunktion zur Ren-
dite 6% bzw. 9% . Im ersten Fall erhalten wir, im Vergleich zu unseren bisherigen Ergeb-
nissen, eine vollkommen konstante Funktion (natiirlich mit Ausnahme in der Null). Bei
= 9% erwarten wir einen konstanten Verlauf bei 0.05. Die Funktion steigt allerdings
bis an den Rand des Gitters auf 0.09 an. Verschieben wir nun die rechte Gittergrenze, in-
dem wir den Wert bei b [ 0] im Programm auf einen grof3eren Wert setzen, verlagert sich
dieser Anstieg weiter nach rechts. Der Verlauf der Konsumneigung ab r» > 6% kann so-
mit auf die Einschriankung auf €2 zuriickgefiihrt und daher vernachlissigt werden. Zudem
zeigt die linke Grafik in Abbildung 5.9 die zugehorigen, unskalierten optimalen Kontroll-
funktionen des Problems. Auch hier ist zu erkennen, dass die Funktion fiir » = 9% vom

bisherigen linearen Verlauf abweicht.

optimale Wertefunktionen fir variierendes r
T T T T

40

T
—r=3%
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—r=9%

Abbildung 5.8: Die Grafik zeigt die Wertefunktionen fiir » = 3%, 5%, 6% und 9% fiir
Diskontrate 6 = 0.06.

79



KAPITEL 5

DISKUSSION DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE

optimale Kontrolifunktion u fir variierendes r

0.09H

r=3%
r=5%
r=6%
r=9%

008F

0071

006

005

004r

003F

0.02F

0.09H

0.08F

007

006

0.05

0.04

003

002

optimale Konsumneigung fir variierendes r
T T T T T

r=5%
r=6%
r=9%

T T
r=3%

/;,/,’,’,'/
7
7
001+ V% g 001

Abbildung 5.9: Die Grafik zeigt die optimale und die skalierte Kontrollfunktion fiir
3%, 5%, 6% und 9% zur Diskontrate § = 0.06.

Aufgrund des verinderten Verlaufs dieser Funktionen ab einem Zinssatz von r > 6%
analysieren wir das dynamische Verhalten des optimal gesteuerten Systems vor allem in
diesem Bereich. Insbesondere die globale Darstellung in Abbildung 5.10 macht deutlich,
inwieweit sich die optimalen Gleichgewichte des Systems in Abhéngigkeit vom verwen-
deten Zinssatz @ndern. Die rechte Grafik veranschaulicht das Verhalten der Losungen fiir
Renditen r € [3,10], wihrend die linke Grafik speziell den Bereich fiir € [5.5,6.5]
genauer herausstellt. Dem entsprechend zeigt die zeitabhingige Darstellung der optima-
len Trajektorien in Abbildung 5.11, dass die Losungen bis zu einer Rendite » < 6% in
das Gleichgewicht 2* = 0 streben. Betrédgt die Verzinsung 6%, verlaufen die optimalen
Trajektorien konstant, so dass das Vermogen auf der Hohe des Anfangskapital bleibt und
auch der Konsum {iiber die Zeit unveréndert ist. Ab einer Rendite iiber 6% nehmen die
Funktionen hingegen permanent iiber die Zeit zu. In der Grafik begrenzt dabei allerdings
die Einschriankung auf €) diesen Anstieg. Die ,,dickeren® Linien bei einem Zinssatz von
r = 6% bzw. r = 9% resultieren aus der Tatsache, dass die Kontrollfunktion in diesem

Bereich permanent zwischen zwei verschiedenen Kontrollwerten springt.
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Abbildung 5.10: Die Grafik zeigt links die optimale Vektordarstellung fiir r € [3, 10]
und rechts den Bereich fiir r € [5.5,6.5].
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Variation der Diskontrate

Abschlielend soll die Dynamik des optimal gesteuerten Systems bei Verdnderungen der
Diskontrate 6 und damit implizit des Zeithorizonts, iiber den optimiert wird, analysiert
werden. Wie bereits erwihnt, stammt das hier betrachtete Modellproblem des diskon-
tierten Funktionals mit dem exponentiellen Diskontfaktor e~° und positiver Diskontrate
§ > 0 urspriinglich aus der Okonomie. Betrachtet man den Diskontfaktor genauer, so
konvergiert er fiir t — oo gegen 0, so dass zeitlich weit in der Zukunft liegende Wer-
te von g(®(t,x,u),u(t)) schwicher gewichtet werden (vergleiche 3.9) . Okonomisch
gesehen wird somit die Tatsache modelliert, dass der Ertrag bzw. der Nutzen in naher
Zukunft wichtiger ist als derjenige in ferner Zukunft. Je gréer man nun die Diskontrate
¢ wihlt, desto bedeutender wird fiir einen Investor der Nutzen in naher Zukunft. Bei ei-
nem kleineren Wert fiir ¢ ist man hingegen zudem auch an der Maximierung des Nutzens
interessiert, der verhéltnisméBig weit in der Zukunft liegt.

Die zu untersuchende Frage bei diesem Problem ist nun, wie das Langzeitverhalten der
optimalen Losungen von dem Parameter 6 abhédngt. Dabei analysieren wir das Modell
insbesondere fiir die in der nachfolgenden Tabelle aufgefiihrten Diskontraten. Neben die-
sen Werten wurden die Parameterwerte v = 0.75 und r = 3% zur Losung des optimalen

Steuerungsproblems verwendet.

Diskontrate 5 > 0

A|d=0.01
B |0=0.03
C|0=0.06
D o=1

Tabelle 5.4: Die zur Analyse verwendeten Diskontraten 9.

Analog zu den vorherigen Betrachtungen stellen wir zunéchst einen Ausschnitt der ap-
proximativ optimalen Wertefunktionen des Problems in Abbildung 5.12 grafisch dar. Je

hoher der Wert fiir 6 gewihlt wurde, desto ,,flacher ist der Verlauf der optimalen Wer-
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tefunktion, so dass der akkumulierte Nutzen also umso geringer ausfillt, je wichtiger fiir

einen Investor der Nutzen in naher Zukunft ist.
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Abbildung 5.12: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir Diskontraten
0.01,0.03,0.06 und 1.

Die Approximationen der optimalen Kontrollfunktion sind in den linken Grafiken von
Abbildung 5.13 veranschaulicht, rechts ist die zugehorige optimale Konsumneigung ei-
nes Investors dargestellt. Interessant ist hierbei natiirlich wieder vor allem die Konsum-
neigung eines Anlegers, welche nach unseren theoretischen Resultaten aus Abschnitt
5.2.2 mit groBerer Diskontrate zunehmen miisste. Auch hier zeigen die numerischen Re-
sultate, dass die Neigung eines Investors, sein Vermdgen auszugeben, zunimmt, je grofler
wir diesen Parameter wihlen. Mit anderen Worten ist die Konsumneigung eines Anle-
gers bei variierendem ¢ umso groBer, je wichtiger fiir ihn der Nutzen in naher Zukunft
ist. Schreibt ein Investor hingegen dem Nutzen in ferner Zukunft eine gro3ere Bedeutung
zu, fillt sein Konsum in Abhingigkeit seines Vermogens dementsprechend niedriger aus.
An diese Uberlegung wollen wir nun ankniipfen und die Vektordarstellung bzw. insbe-

sondere den Verlauf einiger Losungskurven diskutieren.
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Abbildung 5.13: Die Grafik zeigt links die optimalen Kontrollfunktionen und rechts die
zugehorige Konsumneigung fiir Diskontraten 0.01, 0.03, 0.06 und 1.
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Abbildung 5.14 zeigt die Vektordarstellung mit einer feineren Skalierung in der Umge-
bung von ¢ = 0.03. In diesem Bereich findet man ein dhnliches Bifurkationsszenario wie
im Vorfeld bei variierender Rendite vor. Ab einer Diskontrate von ungefihr 6 > 0.03
verlaufen die optimalen Trajektorien nun in die umkehrte, negative Richtung. Ergénzend
analysieren wir den Verlauf einiger optimaler Losungskurven, welche in Abbildung 5.15
grafisch veranschaulicht sind. Auch hier steigen die Losungskurven dhnlich wie im vor-
herigen Abschnitt fiir Parameterwerte 6 < 0.03 permanent iiber die Zeit an. Dies kann
unter Verwendung unterschiedlicher Gittergrenzen bestitigt werden. Fiir 6 = 0.03 erhal-
ten wir nahezu konstante Kurven. Ab einer Diskontrate 6 > 0.03 hingegen streben die

Kurven gegen das Gleichgewicht z* = 0.
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Abbildung 5.14: Die Grafik zeigt die Vektordarstellung fiir unterschiedliche Diskontra-
ten im Bereich [0, 5].

Zusammenfassend wird ein Anleger, fiir den sowohl die Optimierung des Nutzens in
naher als auch in ferner Zukunft bedeutend ist, sein Vermogen anlegen, anstatt es zu
verbrauchen. Ist hingegen insbesondere die Maximierung in naher Zukunft bedeutend,
wird sich ein Investor gegen eine Anlage und fiir den Konsum entscheiden. Abhéngig

von der Diskontrate kehrt sich auch hier das Konsumverhalten eines Investors um.
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Abbildung 5.15: Die Grafik zeigt die optimalen Trajektorien fiir Diskontraten
0.01,0.03,0.06,0.1,1 und 5.
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5.3 Modell 2: Zwei Vermogenswerte - Zeitlich
variierender Zinssatz und Eigenkapitalrendite

5.3.1 Einfuhrung

Um die Anzahl der bisher verwendeten, festen Variablen moglichst klein zu halten, be-
trachten wir ein weiteres Modell, bei welchem die Rendite nun in Abhingigkeit vom
Vermogen x dargestellt wird. Wie bereits erwidhnt, wird auch diesem Portfolio-Modell
ein deterministisches Rahmenwerk zugrunde gelegt, so dass auch hier der Unsicherheits-
faktor keine Rolle spielt und die Rendite eines Vermogenswertes unabhéngig von zufél-
ligen duBeren Einfliissen ist.

Im Unterschied zum vorherigen Modell werden allerdings zwei risikolose Vermogens-
werte betrachtet. Der erste Wert stellt ein risikoloses Asset dar, welches einen zeitlich
variierenden Zinssatz 2y, aufweist, der zweite beschreibt das Eigenkapital eines Anle-
gers und besitzt eine sich zeitlich dndernde Eigenkapitalrendite 2. ;.

Um unterschiedliche Verzinsungen und verschieden starke Schwankungen der Renditen
zu realisieren, werden diese zum einen in Abhingigkeit vom Vermogen z betrachtet,
zum anderen aus Griinden der Einfachheit mithilfe der Sinus-Funktion modelliert. Auf
diese Weise erhilt man einen periodischen Verlauf der Renditen, wobei sich die Ampli-
tude sowie die Periode der Funktion mit Hilfe der im Folgenden verwendeten Parameter
aq, g, ag, g Und a5 beeinflussen ldsst. Als zeitlich variierenden Zinssatz wihlen wir

entsprechend SEMMLER [15]
Ry () = ay sin (ag x(t))
und fiir die Eigenkapitalrendite
R..(z) = oo sin (aq (1)) + .

Ein weiterer Unterschied zum ersten Beispiel besteht darin, dass ein Investor nun die
Moglichkeit hat, neben dem Konsum u; auch die Allokation seines Vermogens zu be-
einflussen. Das heilt, er entscheidet, welchen Bruchteil seines Vermogens er wann in
welchen Vermogenswert investiert. Im Folgenden modelliere daher eine zweite Kon-

trollvariable u, den Anteil an Vermogen, welcher in das Eigenkapital flieBt. (1 — uy) ist
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folglich der Teil, welcher im risikolosen Asset gehalten wird.
Das zweite zu betrachtende Modell ist demnach eindimensional im Zustand = und besitzt
eine zweidimensionale Kontrolle u = (u;,u3)” € U. Die Dynamik des Vermdgens aus

dem ersten Modell kann folgendermallen erweitert werden:

#(t) = ua(t) Reyw) x(t) + (1 —ua(t)) Ryow) x(t) — un(t)
= (ua(t) (Res(w) = Bypo(@)) + Bypo(@)) (t) = wa(?)

Die nachfolgende Tabelle fasst die an dieser Stelle verwendeten Variablen und deren

Bedeutung kurz zusammen:

Variable | Bedeutung der Variable

x Gesamtvermdgen

Uy Konsum

Us Anteil des Vermdgens inves-
tiert im Eigenkapital

Rey zeitlich variierende Eigenka-
pitalrendite

Ry zeitlich variierender Zinssatz
des risikolosen Assets

Tabelle 5.5: Die verwendeten Variablen und deren Bedeutung.

Das Ziel eines Anleger besteht weiterhin darin, den Nutzen, definiert iiber den Kon-
sum, zu maximieren. Um die Priferenzen eines Entscheiders zu modellieren, wird auch
hier die Power-Nutzenfunktion (5.1) verwendet. Das optimale Steuerungsproblem lautet
dann:

v(r) = max /e_

u1,u2 €U
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5.3.2 Diskussion der praktischen Ergebnisse

Bei der Auswertung des zweiten Beispiels wird analog zur Analyse des ersten Modells
vorgegangen. Daher werden in diesem Abschnitt zunédchst Ausgangswerte festgelegt und
Losungen fiir das Modell berechnet. Fiir die ermittelten Ergebnissen werden schlieflich
Grafiken erstellt, welche die Basis fiir anschlieBende Variationen in den Parametern bil-
den. Fiir einen besseren Uberblick fasst Tabelle 5.6 die zur Auswertung verwendeten

Parameter zusammen.

Parameter Verwendeter Wert
Q [0, 100]
n[0] 1200
(x[01,%x[1]) | (z,0) mitz € [0, 100]
h 5
[t,T] 0, 12]
NO 1
vy 0.75
) 0.05
o 0.1
Q9 0.2
o3 0.2
Oy 0.2
Qs 0.005

Tabelle 5.6: Parameterwerte zur Auswertung von Modell 2.

Als Kontrollwertebereich wihlen wir fiir die mit dem Vermdégen skalierte Kontrolle

uy = *+ die Menge ﬁl =

xT

0, 2], diskretisiert mit ¢ = 2001 dquidistanten Kontroll-
werten. Auf diese Weise erhalten wir fiir x € [0,100] Kontrollwerte u; im Bereich
U, = [0,2z2] =
lung r = 16.°

[0,200]. Fiir die zweite Kontrolle gilt: uy € [—3,4.5] mit Untertei-

bsiehe entsprechende Stelle im Programm.
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Die resultierenden Renditen sind in Grafik 5.16 abgebildet. Die Differenz von R, ;(x)

und Ry, (x) bezeichnet man als Eigenkapitalpramie.

Verlauf der zeitich variierenden Renditen
0.25

* Re,t
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02k 2 s
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Abbildung 5.16: Die Grafik zeigt die Renditen R, (z) bzw. Ry, (z) fir
ap = O]_, Qo_yg = 0.2 und f = 0.005.

Da sowohl die zugrunde gelegte Eigenkapitalrendite als auch die risikolose Zinsrate pe-
riodisch gewihlt wurden, verlduft auch die Eigenkapitalpramie zyklisch. Das hat Aus-
wirkungen auf die optimale Wertefunktion, welche in Abbildung 5.17 (S.92) grafisch

veranschaulicht ist. Auch sie verlduft zyklisch und weist mehrere ,,Knicke* auf.

Derartige ,,Knicke* sind ein typisches und sehr interessantes Phanomen optimal gesteu-
erter Systeme. Betrachtet man in diesen Fillen die optimale Kontrollfunktion bzw. das
optimale Vektorfeld, existiert an entsprechender Stelle eine Kurve, welche die Einzugs-
bereiche der optimalen Gleichgewichte trennt. An dieser Trennlinie sind das Vektorfeld
und das optimale Feedback u*(z) unstetig. Bei einem ungesteuerten dynamischen Sys-
tem wiirde man hier die Existenz eines instabilen Gleichgewichts erwarten, bei einem
optimal gesteuerten System tritt dies hingegen nicht auf. In diesem Fall besteht die gan-

ze Trennlinie aus Punkten, fiir die die optimale Steuerung nicht eindeutig ist. An spéterer
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Stelle werden wir darauf noch einmal zuriickkommen. In der Okonomie bezeichnet man

eine derartige Kurve oft als Skiba-Kurve.

Auf Grund der zyklischen Gestalt der Eigenkapitalprimie kann auch ein periodischer
Verlauf sowohl bei den optimalen Kontrollfunktionen als auch bei der optimalen Kon-
sumneigung eines Investors erwartet werden. Abbildung 5.18 veranschaulicht diese Funk-
tionen grafisch. Der optimale Konsum verliduft in gewisser Weise zyklisch, nimmt im
Durchschnitt tiber die Zeit allerdings zu. Dabei féllt sowohl der optimale Konsum als
auch die Konsumneigung beim Ubergang von einer negativen zu einer positiven Primie
— und somit im Bereich der ,,Knicke* der optimalen Wertefunktion — auf O ab.

Der ungleichmifig gezackte Verlauf der Kontrollfunktion u; unterbricht die Periodizitit
dieser Funktion, er kann aber auf numerische Ungenauigkeiten zuriickgefiihrt werden.
Um die Gesamtgenauigkeit der Berechnung zu verbessern, miisste somit die Anzahl der
Kontrollwerte im Kontrollwertebereich erhoht werden. Auf diese Weise wiirden sich nu-
merische Fehler verringern und die genannten Zacken verschwinden. Eine Erhohung der
dquidistanten Kontrollwerte bei den Berechungen hat allerdings nicht den gewiinschten
Effekt bewirkt, so dass an dieser Stelle eine gewisse Ungenauigkeit akzeptiert werden
muss.

Der Anteil des Vermogens, welcher in das Eigenkapital investiert wird, bewegt sich hin-
gegen periodisch zwischen den festgesetzten Grenzen -3 und 4.5. Das Vermogen wird
dabei entweder vollstindig im Eigenkapital oder im risikolosen Asset angelegt. Diese
Entscheidung des Anlegers ldsst sich erkldren, wenn man Abbildung 5.16 mit der linken
Grafik aus Abbildung 5.18 vergleicht. Die optimale Kontrolle w5y, das hei3t der Anteil,
welcher in das Eigenkapital fliet, nimmt einen sehr grolen positiven bzw. negativen

Wert an, wenn die Eigenkapitalpramie positiv bzw. negativ ist.
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Abbildung 5.17: Die Grafik zeigt die optimale Wertefunktion des Modells fiir v = 0.75
und o = 0.05.
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Abbildung 5.18: Die Grafik zeigt links die optimalen Kontrollfunktionen u; und us,
rechts die optimale Konsumneigung , fiir v = 0.75 und 6 = 0.05.
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Um eine anschauliche Darstellung der optimalen Gleichgewichte zu erhalten, soll an-
stelle des Vektorfeldes ein optimales Gleichgewicht nun in Form eines griin ausgefiillten
Kreises, die Trennlinien ihrer Einzugsbereiche durch einen rot gefirbten Kreis veran-
schaulicht werden (vgl. Abbildung 5.19). Besonders deutlich wird somit einerseits die
Anzahl der existierenden Gleichgewichte andererseits die Tatsache, dass sich derartige
Trennlinien ungefdhr an den Stellen befinden, an denen wir zuvor in der optimalen Wer-

tefunktion einen ,,Knick* feststellen konnten.

optimale Gleichgewichte fir y = 0.75

@  optimale Gleichgewichte
@  Unstetigkeitsstellen

Abbildung 5.19: Die Grafik zeigt die optimalen Gleichgewichte sowie die Trennlinien
der Einzugsbereiche fiir v = 0.75 und § = 0.05.

Eine alternative Darstellung bieten auch hier die optimalen Trajektorien, welche in Ab-
bildung 5.20 (S. 95) grafisch veranschaulicht sind. Insbesondere wird hierbei deutlich,
dass die optimale Steuerung fiir Punkte auf den Trennlinien nicht eindeutig ist. In diesem
Fall zeigt sich, dass es gleichermalen optimal ist, sowohl nach links als auch nach rechts
zu steuern. Fiir keinen dieser Punkte jedenfalls ist es optimal, in diesem Punkt zu blei-
ben. Im Beispiel-Modell finden wir derartige Trennlinien immer dann, wenn die negative
Eigenkapitalpramie zu positiven Werten iibergeht. Asymptotisch stabile Gleichgewichte

liegen hingegen ungefihr bei x] ~ 10, 5 ~ 40 und x5 ~ 71 und somit in etwa in den
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Punkten, in welchen die positive Pramie maximal ist. An dieser Stelle wird der Punkt
2 = 100 ebenfalls als Gleichgewicht dargestellt, da bei der Einschrinkung auf die Men-
ge () im oberen Bereich ein weiterer Vorzeichenwechsel stattfindet. Allerdings handelt
es sich hierbei nicht um ein weiteres Gleichgewicht fiir unser Modell. Bei Wahl eines
groBBeren Bereichs € zeigt sich, dass das Vermogen weiter steigen wiirde und erst unge-
fihr im Punkt z ~ 103 in ein weiteres Gleichgewicht laufen wiirde, also erneut dann,
wenn die positive Pramie maximal wird.

Besonders auffallend bei der Betrachtung der einzelnen Bereiche ist, dass das Vermogen
bei einer ansteigenden positiven Primie (vgl. Abbildung 5.16) iiber die Zeit zunimmt,
obwohl es jede Periode durch den Konsum reduziert wird. Bei einer fallenden positiven

bzw. einer negativen Pramie nimmt das Vermdgen hingegen ab.

Den Verlauf des zugehorigen optimalen Konsums in Abhingigkeit von der Zeit ¢ zeigt
Abbildung 5.21. Insgesamt lasst sich feststellen, dass die optimalen Kurven in ein Gleich-
gewicht laufen, das von der Wahl des Startwertes abhidngt: Nimmt das Vermdogen iiber
die Zeit zu, so nimmt auch der optimale Konsum zu, fillt es hingegen iiber die Zeit, so
verhilt sich der Konsum entsprechend. Wihlt man als Startwert einen Gleichgewichts-
punkt, so bleiben die Kurven ebenfalls konstant.

Auf die Darstellung der optimalen Allokation des Vermogens kann an dieser Stelle ver-
zichtet werden, da sie wie bereits beschrieben, periodisch zwischen den festgesetzten

Grenzen verlauft.
Analog zum ersten Beispiel-Modell sollen nun auch hier Auswirkungen auf das Lang-

zeitverhalten der Losungen des optimal gesteuerten Systems bei variierenden Parametern

analysiert werden.
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Abbildung 5.20: Die Grafik zeigt die optimalen Trajektorien x fiir ~y

0 = 0.05.
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Abbildung 5.21: Die Grafik zeigt den optimalen Konsum fiir v = 0.75 und § = 0.05.
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5.3.3 Variationen in den Parametern

Variation der Risikoaversion

Zunichst betrachten wir, wie sich unterschiedliche Risikoaversionen auf die Dynamik
des optimal gesteuerten Systems auswirken. Analog zu Modell 1 werden hier fiir v die
Parameterwerte 0.1,0.5,0.75 bzw. 1 zur Auswertung herangezogen.

Die resultierenden approximativ optimalen Wertefunktionen werden in der nachfolgen-

den Abbildung 5.22 veranschaulicht.

optimale Wertefunktionen filr variierendes ¢
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Abbildung 5.22: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir
~:0.1,0.5,0.75 und 1 fiir 6 = 0.05.

Im Unterschied zum ersten Modell nimmt der akkumulierte Nutzen bei optimaler Steue-
rung in Abhéngigkeit vom Vermodgen nun mit hoherer Risikoaversion ab. Die ,,Knicke*
der Wertefunktion bleiben dabei allerdings unverédndert, so dass wir in Abhéingigkeit von
der Risikoaversion keine Verdanderung der Anzahl optimaler Gleichgewichte zu erwarten
haben. Daher soll es an dieser Stelle auch geniigen, ausschlieBlich die optimale Konsum-
neigung eines Investors sowie das globale Verhalten der optimalen Losungen auszuwer-

ten.
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In Abbildung 5.23 erkennt man, dass die Konsumneigung umso hohere Werte annimmt,
je risikofreudiger ein Investor ist. So steigt die Funktion bei v = 1 maximal auf den
Wert 1.6 an, wihrend man bei v = 0.1 héufig einen Anstieg bis iiber 2 vorfindet. Umso
reizvoller wird es demnach auch hier fiir einen Investor, das Vermdgen anzulegen anstatt
zu konsumieren, je stirker er einem Risiko abgeneigt ist.

Die optimale Allokation uy weist bei variierendem ~y ebenfalls keine Verdnderungen auf,
so dass uy wie bisher einen sehr groflen positiven bzw. negativen Wert annimmt, wenn

die Eigenkapitalpramie positiv bzw. negativ ist.

Abbildung 5.24 (S. 99) veranschaulicht das globale Verhalten optimaler Losungen bei
verdanderter Risikoaversion. Unabhingig von v erhalten wir jeweils drei optimale Gleich-
gewichte. Dass der hier als Gleichgewicht eingezeichnete Punkt x = 100 kein Gleichge-

wicht fiir unser Modell darstellt, 1dsst sich wie im vorherigen Abschnitt begriinden.
Zusammenfassend konnen wir folgern, dass sich Variationen in der Risikoaversion kaum

im Verhalten eines Investors niederschlagen. Allerdings féllt die Konsumneigung mit zu-

nehmender Aversion.
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Abbildung 5.23: Die Grafik zeigt die optimale Konsumneigung fiir v : 0.1,0.5,0.75

bzw. 1 sowie § = 0.05.
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optimale Gleichgewichte fir variierendes y
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Abbildung 5.24: Die Grafik zeigt die optimalen Gleichgewichte fiir
~v:0.1,0.5,0.75 und 1 sowie & = 0.05.

Variation der Renditen

Durchaus mehr Veridnderung im Verhalten eines Anlegers zeigt sich fiir unterschiedliche
Renditen, wobei wir uns auf die Betrachtung der in Tabelle 5.7 (S. 100) zusammenge-
fassten Variationen beschrianken. Unter Verwendung dieser Parameterwerte konnen wir
nun analysieren, inwieweit sich Verdnderungen ergeben, wenn der Zinssatz des risiko-
losen Vermogenswertes stiarkeren Schwankungen unterworfen ist. In unserem Fall heif3t
das konkret, dass die Periode der Funktion 12, kleiner ist als diejenige der Funktion
Re .

Wir betrachten dazu zwei Varianten:
1. Ry durchlduft zwei Perioden, wihrend . ; nur eine Periode aufweist
2. Ry, durchléuft vier Perioden, wihrend R, ; nur eine Periode aufweist

Ferner werden wir als dritte Variante das Verhalten eines Anlegers untersuchen, wenn

nun die Eigenkapitalrendite stiarkeren Schwankungen ausgesetzt ist.
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Ausgangsmodell | Variation 1 | Variation 2 | Variation 3
o 0.1 0.1 0.1 0.1
Qg 0.2 0.2 0.2 0.2
a3 0.2 0.4 0.8 0.2
Qy 0.2 0.2 0.2 0.4
Qs 0.005 0.005 0.005 0.005

Tabelle 5.7: Fir Modell 2 verwendete Renditen.

Abbildung 5.25 (S. 101) veranschaulicht die approximativ optimalen Wertefunktionen
der unterschiedlichen Variationen. Wihrend sie sich im Vergleich zur Ausgangsdarstel-
lung in der Hohe nur gering unterscheiden, weisen alle drei Varianten im unteren Bereich
mindestens einen weiteren ,,Knick® auf. An diesen Stellen miissten wir also bei der Dar-
stellung der Gleichgewichte weitere Einzugsbereiche bzw. Trennlinien finden. Weiterhin
auffallend bei der Betrachtung der zweiten Variante ist die im oberen Verlauf stark abneh-
mende Periodizitit der optimalen Wertefunktion. Inwieweit sich dadurch Anderungen fiir

das Verhalten eines Investors ergeben, werden wir nun im Folgenden untersuchen.

Abbildung 5.26 (S. 102) zeigt links die optimalen Kontrollfunktionen u; und us, rechts
die zugehorige Konsumneigung eines Investors. Um Verdnderungen auszuwerten, soll an
dieser Stelle allerdings die Betrachtung der Konsumneigung ausreichen. Vergleicht man
die ersten beiden Varianten, zeigt sich, dass die Konsumneigung eines Anlegers umso
stirker variiert, je stirker die Zinsschwankungen des risikolosen Assets sind. Insgesamt
bleibt die Konsumneigung dabei im zweiten Fall weitaus geringer als bei der ersten Va-
riante, so dass es bei stark schwankenden Zinssidtzen umso reizvoller wird, das Vermo-
gen anzulegen anstatt zu konsumieren. Verkiirzt man hingegen die Periode der Funktion
mit der groBeren Amplitude, in unserem Fall somit die Rendite des Eigenkapitals (vgl.
Abbildung 5.16), erhalten wir einen mit der ersten Variante vergleichbaren Verlauf. Ab-

weichend sind hierbei kleine Schwankungen vor einem erneuten Anstieg der Funktion.

100



5.3 MODELL 2: ZWEI VERMOGENSWERTE - ZEITLICH VARIIERENDER ZINSSATZ
UND EIGENKAPITALRENDITE

Insbesondere treten nun auch bei der zweiten Kontrollfunktion stirkere Schwankungen
auf. Weist die Rendite des zinslosen Assets sowohl eine geringere Amplitude als auch
eine kleinere Periode als die des Eigenkapitals auf, wird ein Anleger bei positiver Eigen-
kapitalrendite sein Vermogen weiterhin komplett im Eigenkapital investieren. Schwankt
die Eigenkapitalrendite hingegen stérker als der Zinssatz des zweiten Vermdgenswertes,
verlduft die Rendite 2. ; dementsprechend héufiger unter der Funktion fiir 2¢;. Aus die-
sem Grund wird ein Investor hier nun héufiger die Allokation seines Vermogens éndern,

um seinen Nutzen zu maximieren.

optimale Wertefunktionen filr variierendes ReI und th
300 T T T

50

— Variation 1
— Variation 2

Variation 3
0 Il Il Il I Il D — | —

0 10 20 30 40 30 €0 70 80 20 100
X

Abbildung 5.25: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir variierende
Renditen R, ; und Ry;.
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Abbildung 5.26: Die Grafik zeigt links die optimalen Kontrollfunktionen, rechts die
zugehorigen Konsumneigungen fiir variierende Renditen.
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AbschlieBend werden wir analysieren, inwieweit sich Anderungen in Anzahl und Lage
der optimalen Gleichgewichte ergeben, um so auf den Verlauf optimaler Trajektorien
schlieBen zu konnen. Abbildung 5.27 veranschaulicht dazu die optimalen Gleichgewich-
te sowie die Trennlinien ihrer Einzugsbereiche. Dabei werden fiir einen besseren Uber-
blick unter der Bezeichnung ,,Variation 0 die Ergebnisse der Ausgangsgrafik dargestellt.
Fiir kleinere Perioden des risikolosen Zinssatzes tritt, wie zu Beginn des Abschnitts ver-
merkt, ein weiteres Gleichgewicht auf, wihrend sich das urspriingliche Gleichgewicht
x* ~ 10 weiter nach rechts verlagert. Fiir Startwerte x < 10 steigt das Vermdgen so-
mit weiter an. Alle tibrigen Gleichgewichte und deren Einzugsbereiche bleiben nahezu
unveridndert. Betrachten wir die zweite und dritte Variation, treten neben den bisheri-
gen Gleichgewichten weitere Gleichgewichtspunkte auf. Da sich die Anzahl teilweise
verdoppelt, wird das Vermogen vor allem im oberen Bereich nur wenig ansteigen bzw.
abfallen. Teilweise sind dabei die Einzugsbereiche wieder so klein, dass die Punkte in
der Darstellung verdeckt werden. Zu beachten ist auch hier, dass mit dem Punkt z = 100

kein Gleichgewichtspunkt gegeben ist.

optimale Gleichgewichte fur variierende Renditen Re \ und R"

@  oplimale Gleichgewichte
@  Unstetigkeitsstellen

Variation 3- ] T [ T P 0@ o [
Variation 2- K ) [ ] 0 o® @ o® o @ o
Variation 1@ ° ® e ®

Variation 0 - ° ® [ ® ° | e

Abbildung 5.27: Die Grafik zeigt die optimalen Gleichgewichte fiir variierende
Renditen R.; und Ry ,.
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Variation der Diskontrate

Analog zum ersten Modell wollen wir abschlieend untersuchen, wie sich die Lésungen
des zweiten Beispiels in Abhingigkeit der Diskontrate o verhalten. Um den effektiven

Optimierungshorizont zu veridndern, variieren wir diese entsprechend der in Tabelle 5.8

aufgefiihrten Werte.
Diskontrate ) > 0 Diskontrate § > 0
A 0 =0.01 F 0=20.9
B 0 =0.03 G 0=1
C 0 =20.05 H 0 =2
D 0=0.1 I 0=11
E 0=0.5

Tabelle 5.8: Fiir Modell 2 verwendete Diskontraten.

Auffallend bei der Analyse der approximativ optimalen Wertefunktionen in Abbildung
5.28 ist die umso stidrker abnehmende Periodizitit, je kleiner der betrachtete Zeithorizont
wird. Fiir sehr groe Diskontraten néhert sich dabei der Verlauf der optimalen Wertefunk-
tion dem Verlauf der Power-Nutzenfunktion an. Bei der Optimierung iiber einen kurzen
Horizont iibertrdgt sich demnach der konkave Verlauf der Nutzenfunktion fast direkt
auf die optimale Wertefunktion. Optimiert man hingegen iiber den unendlichen Zeitho-
rizont, werden die periodischen Effekte der Dynamik durch den langen Zeitraum viel
starker sichtbar. Im Hinblick auf die Trajektorien bedeutet das, dass bei kurzem Horizont
die Losung das Durchlaufen der ,,Tdler* der Dynamik vermeidet, bei lingerem Horizont
kann sich das aber lohnen, wenn man dafiir spéter in einem Bereich mit hoherem Nutzen

landet.
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Abbildung 5.28: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir variierende Dis-
kontraten.

Im Folgenden soll eine Auswahl der optimalen Kontrollfunktionen bzw. der zugehdrigen
Konsumneigung geniigen, um den verdnderten Verlauf der Funktionen in Abhéngigkeit
der Diskontrate zu analysieren. Bis zu einer Diskontrate 6 < 0.5 ldsst sich ausschlieBlich
eine zunehmende Hohe der optimalen Kontrolle feststellen, weshalb wir auf grafische
Darstellungen in diesem Bereich verzichten wollen. Das Verschwinden der ,,Knicke* der
optimalen Wertefunktion bewirkt, dass die optimale Kontrollfunktion mit groer wer-
dender Diskontrate in diesen Bereichen immer seltener abfillt und statt dessen weiter
ansteigt (vgl. Abbildung 5.29). Je weiter man nun die Diskontrate erhoht, desto stérker
verschwindet die Periodizitit, bis sich schlieBlich ungefihr ab § > 2 ein linearer Verlauf
der optimalen Kontrollfunktion abzeichnet. Entsprechend dem ersten Modell konnen wir
demnach bei der Optimierung iiber einen kurzen Zeithorizont eine konstante Konsum-
neigung des Investors erwarten. Abbildung 5.30 (S. 107) zeigt zudem, dass ein Investor
stellenweise tiberhaupt nicht oder nur sehr wenig konsumiert, wenn neben dem Nutzen
in naher Zukunft auch derjenige in ferner Zukunft bedeutend ist. Die Allokation des

Vermogens bewegt sich auch hier unveridndert zwischen den Grenzen -3 und 4.5.
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Abbildung 5.29: Die Grafik zeigt die optimalen Kontrollfunktionen fiir
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AbschlieBend veranschaulicht Abbildung 5.31 das globale Verhalten der optimalen Tra-
jektorien. Ab einer Diskontrate von ¢ > 0.1 tritt im unteren Bereich ein weiterer Gleich-
gewichtspunkt auf. Da der Einzugsbereich recht klein ist, wird der griine Kreis durch den
roten iiberdeckt. Deutlich sichtbar wird der Gleichgewichtspunkt fiir 6 = 0.5. Ursache
fiir dieses optimale Gleichgewicht ist ein weiterer ,,Knick* der optimalen Wertefunktion,
welcher allerdings nur sehr schwer zu erkennen ist. Bei erneutem Betrachten der opti-
malen Kontrollfunktion bzw. der Konsumneigung wird ein weiterer kurzzeitiger Anstieg
in diesem Bereich erkennbar. Verkleinert man nun den Zeithorizont, verschwindet das
zweite Gleichgewicht im Punkt 2* ~ 10, bis letztendlich alle optimalen Losungen gegen
0 streben. Die Trajektorien verhalten sich nun wie im ersten Portfolio-Modell.

Zusammenfassend wird es fiir einen Investor reizvoller, das Vermogen anzulegen anstatt
zu konsumieren, wenn der effektive Optimierungshorizont grofl gewihlt wird. Durch die
in diesem Zusammenhang auftretenden Gleichgewichte ist der Spielraum, in welchem
sich Vermogen und Konsum bewegen konnen, eingeschriankt. Optimiert man hingegen
iiber einen kurzen Horizont, steigt die Konsumneigung an und das Vermogen bzw. der

Konsum konvergiert gegen 0.

optimale Gleichgewichte fir variirendes &

@ optimale Gleichgewichte
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Abbildung 5.31: Die Grafik zeigt die optimalen Gleichgewichte fiir § € [0.01, 11].
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5.4 Modell 3: Erweiterung des zweiten Modells auf
den zeitlich - periodischen Fall

5.4.1 Einfahrung

Abschliefend wollen wir eine Erweiterung des zweiten Portfolio-Modells auf den zeit-
lich periodischen Fall analysieren. Das heil3t, anstatt die Renditen in Abhingigkeit des
Vermogens zu modellieren, werden sie nun abhéngig von der Zeit ¢ periodisch darge-
stellt.

Analog zum vorherigen Beispiel-Modell liegen einem Investor zwei Vermogenswerte
vor, wobei der zeitlich variierende Zinssatz des risikolosen Assets dementsprechend wie-
der mit s, und die sich zeitlich dndernde Eigenkapitalrendite mit 1. ; bezeichnet wer-
den. Allerdings werden diese nun mithilfe der Sinus-Funktion abhéngig von der Zeit

t := x, dargestellt, so dass wir als zeitlich variierenden Zinssatz
Ryi(x3) = oy sin (a3 z2)
und fiir die Eigenkapitalrendite
Rei(x2) = g sin (ay x2) + .

erhalten.

Die Dynamik des Systems ist folglich gegeben durch:

G1(t) = us(t) Rey 21(t) + (1 — us(t)) Ry 21(t) — ua(t)
= (u2(t) (Rey — Ryy) + Ry) 21(t) — ua(f)
Gp(t) = 1.

Unter dieser Erweiterung erhalten wir ein Modell, welches nun auch zweidimensional
im Zustand z = (x,73)7 ist. Dabei bezeichne x; wie bisher das Vermdgen eines
Investors. Wie bisher besitzt das Beispiel weiterhin eine zweidimensionale Kontrolle
u = (u, ug)T € U, so dass ein Anleger zum einen seinen Konsum, zum anderen den

Anteil an Vermogen, welcher in das Eigenkapital investiert wird, beeinflussen kann.
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Als Kontrollwertebereich wihlen wir fiir die mit dem Vermogen skalierte Kontrolle 1,
die Menge U, = [0,0.7], diskretisiert mit ¢ = 701 #dquidistanten Kontrollwerten. Auf
diese Weise erhalten wir fiir z € [0, 350] Kontrollwerte im Bereich U; = [0, 245]. Der
Bereich fiir die zweite Kontrolle entspricht den Festlegungen im vorherigen Abschnitt,

sodass U = [0, 245] x [—3,4.5] gilt.

Zur Auswertung des Modells sind kleine Abdnderungen im Programm notwendig. Einer-
seits miissen wir natiirlich die rechten Seiten der Differentialgleichungen in der Routine
rS() anpassen, andererseits iiberlegen, wie die Menge €2 = [ay, b1] X [az, bs] zu wihlen
ist. Fiir das Vermdgen x; behalten wir dabei das Intervall [aq, b,] = [0, 100] bei. Da wir
ausschlieBlich positive Zeiten betrachten, setzten wir a; = 0. Aufgrund der verwendeten
Sinus-Funktionen stimmen die Werte von Ry, bzw. R, ; zu den Zeiten j - 27 fiir j € IN
tiberein. Dies wollen wir fiir die Wahl des Intervalls [as, by| ausnutzen, indem wir es so
festlegen, dass es genau eine Periode der Funktion 12y, bzw. R, ; umfasst. Uberschreitet
die Zeit x5 die obere Grenze by — wird also eine weitere Periode durchlaufen — konnen

7

wir reduzieren, indem wir an entsprechender Stelle im Programm’ x5 = x5 — by setzen.

Im Folgenden sei nun entweder a3 ein Vielfaches von oy oder umgekehrt. Fiir a3 = k-ay

bzw. ay = k - a3 mit k € INy und x5 = b, gilt dann:

3Ty = azby = j12m

Ty = oyby = jo2m

und somit entweder j; = 1,5 = koder jo = 1,7, = k.

Falls j; = 1 gilt, folgt fiir b,

2
b2 - 17
Qs
falls hingegen j, = 1 gilt, verwenden wir
2
b2 = 17
Oy

womit auch die obere Intervallgrenze fiir unsere Berechnungen festgelegt ist.

"Notwendig in den Routinen FindeRechteck() und FindeRechteckKoord().
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5.4.2 Diskussion der numerischen Ergebnisse

Die folgenden Abschnitte entsprechen in Aufbau unseren bisherigen Auswertungen, so
dass an dieser Stelle zundchst Ausgangswerte fiir das zugrunde liegende Modell berech-
net und grafisch veranschaulicht werden. Die hierfiir verwendeten Parameter befinden

sich wieder zusammengefal3t in Tabelle 5.9.

Parameter Verwendeter Wert
0 [0,350] x [0, 27] bzw. [0, 350] x [0, 2]
(nf0],nl1]) (350,30)
(x[0],x[1]) (x1,29) € Q
h 3
[t,T] [0,90]
NO 8
N1 1
ol 0.75
) 0.05
Qaq 0.1
Q9 0.2
Qs 0.2
Qy 0.2
Qs 0.005

Tabelle 5.9: Parameterwerte zur Auswertung von Modell 2.

Abbildung 5.32 veranschaulicht die approximativ optimale Wertefunktion des Modells.
Analog zum ersten Beispiel-Modell weist die Funktion ein konkaves Kriimmungsver-
halten entsprechend der verwendeten Power-Nutzenfunktion auf. Betrachtet man zudem
die zeitliche Komponente x», zeigen sich mehrere, wellenférmige Schwankungen, wobei

vor allem eine starke Kriimmung im unteren Bereich zu erkennen ist.
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Abbildung 5.32: Die Grafik zeigt die optimale Wertefunktion fiir v = 0.75 und 6 =
0.05.

Auch bei der optimalen Kontrollfunktion und der zugehorigen Konsumneigung in Abbil-
dung 5.33 lassen sich Parallelen zum Verlauf der entsprechenden Funktionen im ersten
Modell erkennen. Insgesamt ist ein Anstieg der Konsumneigung eines Investors in Ab-
hingigkeit des Vermdgens erkennbar. Deutlich wird insbesondere auch hier der wellen-
formige Verlauf, wobei der Anstieg zum Rand des Gitters in diesen Bereichen besonders
stark ausfdllt. Verschiebt man die Gittergrenze, verlagert sich der Anstieg entsprechend.
Somit ldsst sich dieses Verhalten auf die Einschrinkung auf (2 zuriickfithren und kann
daher vernachldssigt werden.

Da sich die zweite Kontrollfunktion w5 hier ebenfalls periodisch zwischen den festgesetz-
ten Grenzen -3 und 4.5 bewegt, soll sie an dieser Stelle nicht explizit grafisch veranschau-
licht werden. Bei Vorliegen einer positiven Eigenkapitalpridmie wird das Gesamtvermo-
gen dabei vollstindig in das Eigenkapital investiert. Beim Ubergang zu einer negativen
Primie legt ein Investor sein Kapital vollstdndig im risikolosen Asset an, da es in diesem

Fall einen hoheren Zinssatz aufweist.
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optimale Kontrolfunktion u firy=0.75 optimale Konsumneigung firr ;= 0.75

180

Abbildung 5.33: Die Grafik zeigt links die optimale Kontrollfunktion und rechts die
optimale Konsumneigung fiir v = 0.75 und 6 = 0.05.

Das globale Verhalten optimaler Trajektorien zeigt Abbildung 5.34. Zur besseren Ver-
anschaulichung wurde dabei das Vektorfeld in zwei Teilbereichen vergroBert dargestellt.
Die linke Grafik verdeutlicht das Verhalten im Bereich [0, 170], die rechte im Bereich
[170, 350]. Zudem beinhaltet die Grafik den Verlauf der optimalen Losung zum Startwert
xo = (1,0). Besonders auffallend ist dabei der Anstieg zum Zeitpunkt einer positiven

Eigenkapitalprimie.

Um die optimalen Losungen iiber einen ldngeren Zeitraum auswerten zu konnen, wer-
den wir diese abschlieBend in Abhingigkeit von der Zeit plotten. In Abbildung 5.35 (S.
115) erkennt man, dass die optimalen Losungen periodisch verlaufen, wobei das Vermo-
gen zu Beginn jeder weiteren Periode zundchst abfillt, anschlieBend aber erneut steigt.
Beim Erreichen der maximalen positiven Eigenkapitalpramie liegt der Konsum eines
Investors am hochsten. Am Ubergang zu einer negativen Primie erreicht er sein Minu-
mum, woraufhin er erneut ansteigt. Allerdings liegt er in diesen Bereichen deutlich unter

den Werten, welche man fiir positive Pramien erreicht. In jedem Fall wird ein Investor
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das Vermogen und dementsprechend auch seinen Konsum moglichst hoch halten. Der
obere Verlauf des ansteigenden Vermogens ist in der Abbildung abgeschnitten. Um die-
sen komplett darstellen zu konnen, miisste das Gitter mehr als doppelt so grof3 gewihlt
werden. Der damit verbundene Rechenaufwand steht allerdings in keiner Relation zum
Nutzen, so dass wir uns auf diese Darstellung beschrinken wollen. Wegen des starken
Anstiegs des Konsums fiir Kontrollwerte u, = 4.5 ldsst sich aber zumindest ein dhnlich
starker Zuwachs an Vermogen vermuten. Wird das Vermdgen hingegen im risikolosen

Asset angelegt, fillt dieser geringer aus.

Im Folgenden sollen, analog zu unseren bisher betrachteten Modellen, Variationen der

Risikoaversion, der Renditen und der Diskontrate berechnet und ausgewertet werden.

optimales Vektorfeld im Bereich [0,170] optimales Vektorfeld im Bereich [170,350]

0
251 |

20r 0 .

e ) o ] s s L I I I I I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20 240 260 280 300 320 340

Abbildung 5.34: Die Grafik zeigt das optimale Vektorfeld mit optimaler Trajektorie
zum Startwert zo = (1,0) fiir v = 0.75.
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Abbildung 5.35: Die Grafik zeigt optimale Trajektorien zum Startwert xo = (1,0) fiir
v = 0.75.

5.4.3 Variationen in den Parametern

Variation der Risikoaversion

Zunichst werden wir Berechnungen fiir unterschiedliche Risikoaversionen eines Inves-

tors durchfiihren. Dabei verwenden wir fiir v die Werte 0.1, 1 und 2.

Abbildung 5.36 veranschaulicht die resultierenden optimalen Wertefunktionen. Der ak-
kumulierte Nutzen bei optimaler Steuerung ist dabei umso groéBer, je weniger ein Investor
einem Risiko abgeneigt ist. Allerdings wird die wellenférmige Kriimmung der Funktion
fiir geringe Risikoaversionen deutlich stirker. Ab einem Wert von ungefihr v = 2 ver-
schwindet die Kriimmung, so dass die Wertefunktion flach verladuft.

Im Folgenden werden wir nun vor allem das Verhalten in diesem Ubergangsbereich un-
tersuchen.
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optimale Wertefunktion firr y=0.1 optimale Wertefunktion fir =1
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Abbildung 5.36: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir v : 0.1, 1 und 2.
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Um Aussagen iiber den Konsum eines Anlegers bei variierender Risikoaversion zu er-
halten, soll an dieser Stelle die Betrachtung der optimalen Konsumneigung geniigen.
Betrachten wir die mit dem Vermdogen skalierten optimalen Kontrollen fiir 7 : 0.1, 1 und
2 in Abbildung 5.37 (S. 118), zeigt sich nun im Vergleich zu den vorherigen Modellen,
dass ein Investor umso mehr zum Konsum neigt, je hoher die Risikoaversion ist. Das
wiirde bedeuten, dass es unter diesen Bedingungen fiir einen Investor mit geringer Risi-

koaversion reizvoller ist, sein Vermdgen anzulegen, anstatt zu konsumieren.

Zur Analyse des Langzeitverhaltens der optimalen Losungen werden wir sowohl das
optimale Vektorfeld als auch die optimalen Trajektorien in Abhingigkeit von der Zeit
parallel darstellen. Abbildung 5.38 (S. 119) veranschaulicht die Resultate.

Je geringer die Risikoaversion eines Investors, desto schneller steigen Vermdgen und
Konsum zunéchst an. Dabei gelingt es dem eher risikofreudigen Anleger, sein Vermogen
moglichst hochzuhalten. Je stirker er hingegen einem Risiko abgeneigt ist, desto stdrker
fillt das Vermdgen beim Ubergang einer positiven (negativen) zu einer negativen (posi-
tiven) Eigenkapitalpramie.

Der optimale Konsum eines Investors verhilt sich dem Vermogen entsprechend und er-
reicht bei positiver Eigenkapitalprimie sein Maximum. Investiert der Anleger hingegen
im risikolosen Asset, fillt der Konsum entsprechend niedriger aus. Insgesamt zeigt sich
fiir unterschiedliche Startwerte, dass die Funktionen jeweils unabhéngig von der Zeit
x5 fir unterschiedliches v zyklisch verlaufen, wobei das beschriebene Verhalten umso

schneller eintritt, je hoher das Startkapital gewihlt wird.
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optimale Konsumneigung fir y=0.1 optimale Konsumneigung fir y= 1

L Rl T B 07+

optimale Konsumneigung flr y=2

07

06

Abbildung 5.37: Die Grafik zeigt die optimalen Konsumneigungen fiir v : 0.1, 1 und 2.
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Die Grafik zeigt links das optimale Vektorfeld und rechts die optima-
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Variation der Renditen

In diesem Abschnitt wollen wir Auswirkungen auf die Losungen des optimal gesteuer-
ten Systems fiir unterschiedliche Renditen untersuchen. Analog zum vorherigen Modell
werden wir an dieser Stelle die in Tabelle 5.7 (S. 100) aufgefiihrten Varianten nun auch

in Abhingigkeit von der Zeit testen.

Abbildung 5.39 veranschaulicht die approximativ optimalen Wertefunktionen des Mo-
dells. Insgesamt erkennt man anhand der ersten beiden Varianten, dass Zinsschwankun-
gen den akkumulierten Nutzen bei optimaler Steuerung nur geringfiigig beeinflussen.
Allerdings weist die Funktion im Vergleich zur Ausgangsdarstellung einen umso stérke-
ren, wellenformigen Verlauf auf, je stirker diese Schwankungen sind. Eine Zunahme der
,»Wellen* zeigt sich zudem genau dann, wenn diejenige Funktion stiarkeren Schwankun-
gen ausgesetzt ist, welche eine hohere Amplitude aufweist. Dies lédsst sich insbesondere
beim Vergleich der Ausgangssituation aus Abbildung 5.32 mit der dritten Variante er-

kennen.

Ein dhnliches Verhalten konnen wir an dieser Stelle auch fiir die optimale Kontrollfunk-
tion u; bzw. die zugehorige optimale Konsumneigung des Investors erwarten. Da sich
auch hier kaum Anderungen in der Hohe der Funktionen ergeben, wollen wir an die-
ser Stelle auf eine grafische Darstellung verzichten. Zu erwihnen ist allerdings analog
zum zweiten Modell der abweichende Verlauf der zweiten Kontrollfunktion. Weist die
Rendite des zinslosen Assets sowohl eine geringere Amplitude als auch eine kleinere
Periode als die Eigenkapitalrendite auf, wird ein Investor weiterhin sein Vermogen kom-
plett im Eigenkapital anlegen, wenn die Eigenkapitalrendite positiv ist. Schwank nun die
Eigenkapitalrendite stirker als der (geringere) Zinssatz des zweiten Vermogenswertes,
verlduft die Rendite 2. ; dementsprechend héufiger unter der Funktion fiir 24 ;. Aus die-
sem Grund wird ein Investor hier nun oOfters die Allokation seines Vermogens dndern,

um seinen Nutzen zu maximieren.
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optimale Wertefunktion fur Variation 1 optimale Wertefunktion fir Variation 2
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Abbildung 5.39: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir variierende Ren-
diten R, und R¢;.
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Interessant ist auch das Langzeitverhalten der optimalen Losungen. Daher werden wir
im Folgenden sowohl das optimale Vektorfeld als auch den Verlauf optimaler Trajektori-
en niher betrachten. Abbildung 5.40 zeigt jeweils links das Vektorfeld mit der optimalen
Trajektorie zum Startwert o = (1, 0), rechts den Verlauf des Vermogens bzw. der beiden
Kontrollen in Abhédngigkeit von der Zeit ¢.

Betrachten wir zunéchst die optimalen Vektorfelder, nehmen diejenigen Bereiche, in de-
nen das Vermogen steigt bzw. fillt umso mehr zu, je stirker die Schwankungen in den
Renditen sind. Dabei werden diese Bereiche natiirlich entsprechend kleiner, so dass eine
starkere Bewegung im Verlauf der optimalen Trajektorien zu erwarten ist. Eine grafische
Veranschaulichung liefern die optimalen Losungenkurven zum Startwert zy = (1,0),
welche jeweils in der rechten Grafik dargestellt sind. Beim Vergleich der beiden ersten
Varianten wird das Vermdgen mit zunehmenden Schwankungen zum einen umso héher
gehalten, zum anderen steigt bzw. fillt es aber auch umso hiufiger. Beim Ubergang zu
einer positiven Eigenkapitalrendite findet man dabei jeweils den stidrksten Abfall des Ver-
mogens. Dieser verschwindet hingegen bei der dritten Variation, so dass in diesem Fall
das Vermogen am hochsten gehalten werden kann. Angesichts der im oberen Bereich
abgeschnittenen Funktionen lésst sich an dieser Stelle allerdings nur vermuten, dass die
Amplitude der Vermodgensschwankungen beim dritten Fall am geringsten sein miisste.
Der zugehorige Konsum eines Investors verhilt sich auch hier dem Vermdégen entspre-
chend, wobei die obere und untere Grenze nahezu gleich zu bleiben scheinen. Analog
bewegt sich auch die zweite Kontrolle zwischen den festgesetzten Grenzen, weist aber

im Vergleich zu unseren Ausgangswerten zunehmend mehr Ubergiinge auf.
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Abbildung 5.40: Die Grafik zeigt das optimale Vektorfeld und optimale Trajektorien
fiir variierende Renditen 1. ; und Ry;.
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Variation der Diskontrate

Abschlielend soll untersucht werden, wie sich die Losungen des Modells in Abhédngig-
keit des effektiven Optimierungshorizonts verhalten. Um diesen zu verdndern, variieren
wir die Diskontrate ¢ entsprechend den vorherigen Modellen. Dabei verwenden wir an
dieser Stelle jeweils eine geeignete Auswahl aus dem Intervall [0.1, 11}, welche wir mit

den Auswertungen fiir 6 = 0.05 in Beziehung setzen.

Auffallend bei der Betrachtung der approximativ optimalen Wertefunktionen in Abbil-
dung 5.41 (S. 126) ist der umso stirker abnehmende wellenférmige Verlauf, je klei-
ner der betrachtete Zeithorizont wird. Analog zum zweiten Modell néhert sich dabei
der Verlauf der optimalen Wertefunktion fiir sehr grole Diskontraten dem Verlauf der
Power-Nutzenfunktion an. Bei der Optimierung iiber einen kurzen Horizont iibertragt
sich demnach die konkave Kriimmung der Nutzenfunktion zu allen Zeiten x5 fast direkt
auf die optimale Wertefunktion. Optimiert man hingegen iiber den unendlichen Zeitho-
rizont, werden die periodischen Effekte der Dynamik durch den langen Zeitraum viel
stiarker sichtbar. Im Hinblick auf die Trajektorien bedeutet das wieder, dass bei kurzem
Horizont die Losung das Durchlaufen der ,, Tdler* der Dynamik vermeidet, bei lingerem
Horizont kann sich das aber lohnen, wenn man dafiir spiter in einem Bereich mit hohe-
rem Nutzen landet. Desweiteren kann man erkennen, dass der akkumulierte Nutzen bei

optimaler Steuerung umso geringer ist, je kleiner der betrachtete Zeithorizont wird.

Betrachtet man die optimalen Kontrollfunktionen bzw. die zugehorige Konsumneigung
aus Abbildung 5.42 (S. 127), erkennt man, dass die optimale Kontrolle auch hier bis
zu einer Diskontrate 6 < 0.5 ausschlieBlich in der Hohe zunimmt. Aus diesem Grund
soll dieser Bereich in der grafischen Darstellung ausgespart werden. Je weiter man nun
die Diskontrate erhoht, desto stirker verschwinden die Kriimmungen, bis sich schlie3-
lich ungefihr ab 6 > 1 ein linearer Verlauf der optimalen Kontrollfunktion abzeichnet.
Demnach konnen wir auch bei diesem Modell bei der Optimierung iiber einen kurzen

Zeithorizont eine hohere und schlieBlich konstante Konsumneigung des Investors erwar-
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ten. Die zweite Kontrolle us hingegen bleibt unverindert und bewegt sich zwischen den

festgesetzten Grenzen -3 und 4.5.

AbschlieBend veranschaulicht Abbildung 5.43 (S. 128) das globale Verhalten der op-
timalen Losungen und speziell den Verlauf der Losungen in Abhéngigkeit von ¢ fiir den
Startwert zp = (1,0). Bei der Optimierung iiber einen kurzen Zeithorizont konvergie-
ren die Losungen nun gegen 0. Dabei verschwinden die Kriimmungen, je hoher man die
Diskontrate wihlt, so dass ab ungefihr o > 1 der Verlauf mit unserem ersten Beispiel-
Modell identisch ist. Um das Verhalten geeignet darzustellen, haben wir an dieser Stelle
neben dem Startwert o = (1,0) fiir hohere Diskontraten den Wert xo = (300, 0) be-
trachtet, sowie den Betrachtungszeitraum [t, 7' verkleinert. Dadurch scheint die zweite

Kontrolle u5 verdndert, was natiirlich nicht der Fall ist.
Zusammenfassend empfielt es sich auch hier, den effektiven Optimierungshorizont mog-

lichst grofl zu wihlen, da auf diese Weise bei optimaler Steuerung ein hoherer Nutzen

erzielt werden kann.
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optimale Wertefunktion fir 5=2

Abbildung 5.41: Die Grafik zeigt die optimalen Wertefunktionen fiir
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optimale Kontrolfunktion u, fur 5=0.1 optimale Konsumneigung fiir 5= 0.1
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Abbildung 5.42: Die Grafik zeigt links die optimalen Kontrollfunktionen und rechts die
zugehorige Konsumneigung fiir 6 : 0.1, 0.5 und 1.
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Abbildung 5.43: Die Grafik zeigt links die optimalen Vektorfelder und rechts den Ver-
lauf der optimalen Trajektorien fiir ¢ : 0.1,0.5 und 1.
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6 Fazit der praktischen Ergebnisse und
Ausblick

An dieser Stelle soll das Ergebnis der praktischen Auswertungen noch einmal zusam-

mengefasst und ein Ausblick auf Verbesserungsméoglichkeiten gegeben werden.

Bei der Auswertung der Beispiel-Modelle in Kapitel 5 haben wir uns ausschlieBlich auf
die Modellierung der Grundlagen eines Portfolios beschrinkt. Trotz der sehr einfachen
Modelle zeigt sich allerdings insbesondere in den Erweiterungen ein sehr komplexes
Verhalten. Vor allem der Ubergang von einer konstanten und daher risikolosen Rendite
zu zeitlich variierenden Parametern verursacht dabei eine enorme Wirkung auf das ana-
lysierte Langzeitverhalten der optimalen Losungen. Wihrend bei Variationen im ersten
Beispiel-Modell maximal ein Gleichgewicht existiert, nimmt die Anzahl der Gleichge-
wichtspunkte im zweiten Modell so stark zu, dass sich in vielen Bereichen aufgrund der
recht kleinen Einzugsbereiche kaum Verdnderungen in der Hohe der optimalen Losun-
gen zeigen. In diesem Zusammenhang sind vor allem auch die Bifurkationsszenarien zu
erwihnen, welche zum Beispiel bereits im ersten Modell fiir unterschiedliche Renditen
bzw. variierende Diskontraten aufgetreten sind. Interessant ist hierbei auch der Verlauf
der Konsumneigung eines Investors, wobei sich mit Ausnahme des dritten Modells ge-
zeigt hat, dass diese umso geringer ist, je hoher die Risikoaversion des Anlegers ist. Um
den Nutzen zu maximieren, wird es fiir Investoren in diesem Fall umso reizvoller, das
Vermogen anzulegen anstatt zu konsumieren. Dieses Resultat erhalten wir auch ab einer
bestimmten Vermdgensverzinsung, sowie bei einem unendlichen Optimierungshorizont.
In diesem Zusammenhang konnten wir auch eine stark variierende Konsumneigung in

Abhingigkeit der Zinsschwankungen beobachten.
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Da Zinssitze und Aktienkurse von Unsicherheit geprigt sind, werden im Zusammen-
hang mit Portfolio-Optimierungen hauptsédchlich stochastische Modelle untersucht, so
dass eine weitere nahe liegende Erweiterungsmoglichkeit nun sicherlich darin besteht,
den Betrachtungen ein stochastisches Rahmenwerk anstelle eines deterministischen zu-
grunde zu legen. Auf diese Weise folgen die verwendeten Variablen, wie zum Beispiel
die Rendite eines Vermodgenswertes, einer stochastischen Dynamik, sind also von Unsi-
cherheit gekennzeichnet. SEMMLER [15] bietet auch hier einige Ansitze. Die Methode
der stochastischen Steuerung geht auf MERTON zuriick und bildet unter anderem die Ba-
sis fiir Methoden zur Behandlung des Portfolio-Problems unter Transaktionskosten. Ein
weiterer interessanter Ansatzpunkt wire zum Beispiel auch die Portfolio-Optimierung
unter Benchmarks und Liabilities.

Die Frage, welche Ergiinzungen notwendig sind, bzw. wie sie unter Verwendung der
dynamischen Programmierung sinnvoll umsetzbar sein konnen, bietet Platz fiir weitere

Untersuchungen.
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A Notation

An dieser Stelle werden die wichtigsten Variablenbezeichnungen und Notationen iiber-

sichtsartig aufgefiihrt. Die Reihenfolge entspricht dabei dem erstmaligen Auftreten im

Text.

ARA
RRA, ~

x(t)

U,uU,

Ziel- bzw. Nutzenfunktion

absolute Risikoaversion

relative Risikoaversion

Zustand zum Zeitpunkt ¢

Zeitachse

Schrittweite

Kontrollwertebereich

Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen
Kontrolle in kontinuierlicher Zeit

Kontrolle zum Zeitpunkt ¢ in diskreter Zeit
Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit
Kontrollsystem in diskreter Zeit

Trajektorie in kontinuierlicher Zeit

Trajektorie in diskreter Zeit

diskontiertes Funktional in kontinuierlicher Zeit
Diskontrate in kontinuierlicher Zeit
diskontiertes Funktional in diskreter Zeit
Diskontrate in diskreter Zeit

optimale Wertefunktion in kontinuierlicher Zeit
optimale Wertefunktion in diskreter Zeit
Losung eines mit Euler diskretisierten Kontrollsystems
zur Euler-Diskretisierung gehoriges diskontiertes Funktional

zur Euler-Diskretisierung gehorige optimale Wertefunktion
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optimale Wertefunktion im Laufe des Iterationsverfahrens

nach der i-ten Iteration

Operator zur Berechnung der v},

das untersuchte Intervall

(regelmiBiges) Rechteckgitter auf 2

Raum der stetigen, stiickweise affin bilinearen Funktionen auf
Qbzgl. T’

bilineare Koordinaten

Approximation der Kontrolle u

Approximation der optimalen Wertefunktion

An den Eckpunkten des Gitters approximierte Wertefunktion
nach der j-ten Iteration aus WV

Vektor der Werte von ) an den Knoten

Kontrollstrategie abhiingig vom aktuellen Zustand x

diskrete Kontrollfunktion abhiingig vom aktuellen Zustand x
numerische Kontrollstrategie abhingig vom aktuellen Zustand x
approximative diskrete Kontrollfunktion abhéngig vom aktuellen
Zustand x

stiickweise konstante (messbare) kontinuierliche Kontrollfunktion
Iterationsoperator

zum Vektor V7 gewihlter Kontrollvektor

optimales Gleichgewicht

Umgebung des optimalen Gleichgewichts x*

Einzugsbereich des Gleichgewichts x*

Rendite

partielle Ableitung von v nach ¢

partielle Ableitung von v nach x

Konsumneigung eines Invesors

zeitlich variierender Zinssatz des risikolosen Asset

zeitlich variierende Eigenkapitalrendite



B Finanzmathematische Grundbegriffe

In einer kurzen Ubersicht werden die elementaren finanzmathematischen Grundbegriffe

alphabetisch aufgefiihrt.

Asset

Benchmarks

Bond

Liabilities

Portfolio

Rendite

Risikomalle

Stock

Englische Bezeichnung fiir Vermogenswerte (Aktiva).
Gegensatz: Liabilities (Verbindlichkeiten)

Die Entwicklung eines Fonds wird in Relation zu einem Vergleichsin-
dex (der Benchmark, auch Vergleichsmassstab genannt) gesetzt. Akti-
ves Fondsmanagement ist darauf ausgerichtet, diesen Vergleichsindex
zu schlagen, passiv gemanagte Fonds haben zum Ziel, sich in etwa so
wie der Vergleichsmassstab zu entwickeln.

Engl. Bezeichnung fiir festverzinsliche Anleihen.
Liabilities ist eine Bezeichnung fiir Verbindlichkeiten (Passiva).
Gegensatz: Assets (Vermogenswerte)

Teil oder Gesamtheit der Anlage in Wertpapieren, die ein Kunde oder
ein Unternehmen besitzt (Wertpapierbestand). Ein Portefeuille dient
primdr dem Zweck der Risikostreuung.

Gesamterfolg einer Kapitalanlage, gemessen als tatsdchliche Verzin-
sung (Effektivverzinsung) des eingesetzten Kapitals. Die Rendite wird
zumeist in Prozenten angegeben.

Um zu einer ausgewogenen Anlageentscheidung zu kommen, benotigen
Investoren Entscheidungshilfen, die ihnen Informationen iiber das Ver-
hiltnis von Chancen und Risiko bestimmter Anlageformen geben. Zur
Beurteilung von Aktien wurden verschiedene Kennzahlen entwickelt,
die zusammengefasst als Risikomalle bezeichnet werden.

Angelsichsische Bezeichnung fiir das Grundkapital einer Gesellschaft.
Der Begriff steht allgemein fiir Effekten, u.a. Aktien und Anleihen .
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C C++-Quelltext

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <cmath>
#include <new>
#include <string>

using namespace std;

int const d=2;

void speichervek (double *x (&vek), long dim, char * name)
{

long 1i;

if ((vek=new (nothrow) double [dim])==NULL)

{
cout << "Kein Speicherplatz mehr da fir den Zeiger %s!"
<< name << endl;
exit (1) ;
}
else
for (i=0; i<dim; i++)

vek[1]=0.0;
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void speichermat (double *x (&mat), long diml, long dimZ2,

char * name)

long 1i;
if ((mat=new (nothrow) double *[diml])==NULL)
{
cout << "Kein Speicherplatz mehr da fiir den Zeiger %s!"
<< name << endl;
exit (1) ;
}
else
for (1=0; i<diml; 1i++)

speichervek (mat[i],dim2, name) ;

int Gitter2d(int i, int j, int #*n)

/x 1: Rechteckindex
j: lokaler Eckenindex
n: Vektor der Lange 2, n[i]: Anzahl der Rechtecke in
Richtung i
Riickgabe: globaler Eckenindex 1
= lokaler Eckenindex j
+ Rechteckindex n[0]-Richtung i
+ Rechteckindex n[l]-Richtung i/n0 (Ganzzahl)

obere Ecke: zusadtzlich n[0]-1.
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int 1;
if (3<0 || 3>3)
{

cout << "Falsche Angabe der lokalen Ecke, j aus {0,1,2,3}"

<< endl;
return (-1);
}
if (i<0 || 1i>n[0]*n[1]-1)
{
cout << "Falsche Angabe der Rechtecknummer, i aus {0,...,"

<< n[0]*n[l]-1 << "}" << endl;
return (-1);
}
1=J+i+i/n[0];
if (3>1) // "obere" Ecken
1=1+n[0]-1;

return (1);

int FindeRechteck (double *x, double *a, double xb, int =#*n)
{
/* Berechnung des Rechteckindex (Riickgabewert) flir einen
Vektor x.
*x: Vektor der Ladnge 2 des Punktes x.
Transformation von Omega = [a[0],b[0]] x [all]l,bl[1l]]
auf das Rechteck [0,n[0]] x [0,n[1]].
Die Werte stehen in x0 und x1.

Die ganzzahligen Werte stehen im Spaltenindex s (fir x0)
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und Zeilenindex z (fir x1)

Der untere Rand eines Rechtecks gehdrt zum Rechteck.
Wird der obere Rand des Gebietes erreicht, wird reduziert.
Der Rechteckindex ergibt sich dann durch zxn[0]+s.

*/

double x0, x1;

int s, z;

if (x[0]<afl0] [l x[01>b[0] || x[1]l<all] || x[1]>b[1])
return (-1);

x0 = ((x[0]-a[0])/(b[0]-a[0]))*n[0];

s = (int)x0;

if (s > n[0]-1) // oberer Rand in x[0]-Richtung
s = n[0]-1;

x1 ((x[1]-afl])/(b[l]-a[l]))*n[l];

N
[

(int) x1;
if ( z > n[l1l]-1) // oberer Rand in x[1]-Richtung
z = n[l]-1;

return (zxn[0]+s);

void Koordinaten (int i, double xa, double xb, int =#*n,
double =*x)
{

/+ Berechnung der Koordinaten des x-Vektors flir den

globalen Eckenindex i
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*/

Berechne aus dem globalen Eckenindex i den Spaltenindex
s und den Zeilenindex z beziglich der Unterteilung

n[0] in x[0]-Richtung.

Berechne daraus die Koordinaten x[0] und x[1] auf dem
Gebiet Omega = [a[0],b[0]] x [a[l],b[1l]] mit der

Diskretisierung n[0] bzw. n[l].

int s, 2z;

if (1<0 || 1 >= (n[0]+1)%(n[1]+1))
{

cout << "Globaler Eckenindex auSSerhalb der Menge {0,...

<< (n[O0]+1)*(n[1]1+1)-1 << "}." << endl;
exit (0);
}
s =1 % (n[0J+1);

z =i/ (n[0]+1);

x[0] = a[0] + s » (b[0]-al0])/n[0];
alll + z » (b[l]-all])/n[1];

b
H
Il

int FindeRechteckKoord (double *x, double =*a, double =xb,

{

int *n, double xkoord)

/* Berechnung des Rechteckindex (Rlickgabewert) fiir einen

Vektor x.

*x: Vektor der Lange 2 des Punktes x.
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Transformation von Omega = [a[0],b[0]] x [a[l],b[1l]]

auf
Die
Die
und

Der

das Rechteck [0,n[0]] x [0,n[1]].

Werte stehen in x0 und x1.

ganzzahligen Werte stehen im Spaltenindex s (flir x0)
Zeilenindex z (fir x1)

untere Rand eines Rechtecks gehort zum Rechteck.

Wird der obere Rand des Gebietes erreicht, wird reduziert.

Der

Die

Rechteckindex i ergibt sich dann durch zxn[O0]+s.

Werte flir y0 und yl ergeben sich aus dem Nachkomma-

anteil von x0 bzw. x1.

*/

int s, z;

double x0, x1, y0, vyI1;

if (x[0]<alO0] || x[0]>b[0] || x[1]<al[l] || x[1]>b[1])

return(-1);

x0

%}
I

if (

x1

7 =

if (

y0 =
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((x[0]-a[0])/(b[0]-al0]))*n[0];

(int) x0;

s > nl[0]-1) // oberer Rand in x[0]-Richtung
= n[0]-1;

((x[11-all])/(b[1l]-al[l]))*n[1];
(int) x1;
z > n[l]-1) // oberer Rand in x[1]-Richtung



koord[0] = (1.0 - y0) % (1.0 - yl);
koord[1l] = y0 % (1.0 - y1);
koord[2] = (1.0 — y0) *x y1;
koord[3] = y0 % yl1;

return (z«n[0]+s);

double Wert (double xx, double =xa, double *b, int =*n,

{
/ *

double xv, int xflaq)

Liefert den approximierten Wert v im Punkt x durch eine
affin bilineare Funktion.

X: auszuwertender Punkt x=(x[0],x[1])

auf dem Rechteck Omega = [a[0],b[0]] x [a[l]l,b[1l]]

mit n[0] Spalten in x[0]-Richtung und n[l] Zeilen in
x[1]-Richtung

v: Werte der Funktion auf den Gitterpunkten von

{0, ..., (n[O0]+1)*(n[1]+1)-1}.

Rlickgabewert flag: 1 auSSerhalb des Gitters, 0 im Gitter.

int i;
int 3;

double koord[4], wert;

j=FindeRechteckKoord (x,a, b, n, koord) ;

if (5 < 0)
{
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xflag=1;

return O0.;

wert=0;
for (i=0; i<=3; i++)

wert+=koord[i]xv[Gitter2d(j,1i,n)];

x*flag=0;

return (wert) ;

void rS(double xx, double uu, double xy)
{

/+ rechte Seite der Differentialgleichung oder

Differenzengleichung x/

double r = 0.03;

y[0] r+*x[0]=(uu*xx[0]); // u = uu * x

ylil = 0;

double g(double xx, double uu)

{
double gamma = 0.75;
double eps=le-6;

if (gamma == 1) // 1ln u
{
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if ((uuxx[0]) < eps)
return (—-1e6) ;
else

return (log (uuxx[0]1));

if (gamma > 1)
{
if ((uuxx[0]) < eps)
return(-1leb6);
else

return (pow ( (uuxx[0]), (1-gamma) ) / (1-gamma) ) ;

else

return (pow ( (uuxx[0]), (1-gamma) ) / (1-gamma) ) ;

void Euler (double xx, double uu, double h, int d, double =xy)
{

/* Euler—-Verfahren =/

int i;

double f[2];

rsS(x,uu, f);
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double kGSV (double =xa, double xb, int %n, int i, double =*v,
double uu, double h, double delta, int xflaqg)

{

/* kontrolliertes Gau"s-Seidel-Verfahren. Berechnet fiir ein

u die rechte Seite des

Optimalitédtsprinzips.

Eingabe: a,b: Gittergrenzen,

n : Unterteilung des Gitters,

i : globaler Eckenindex,

v : Vektor der Wertefunktion,

uu : (skalierter) Kontrollwert uu = u/x,
h : Schrittweite

delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral
Riickgabe: flag: 0, falls der neue Punkte y im Gitter liegt,
sonst 1, Berechneter Wert der rechten Seite des

Optimalitd&tsprinzips.

double beta, wert, nenner;
double y[d], x[d], koord[4];
int j,k,1;

nenner = 1.;

beta = 1.-deltaxh;
Koordinaten (i, a,b,n, x);

Euler (x,uu,h,d,y);
j=FindeRechteckKoord (y,a,b,n, koord) ;
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wert = h*g(x,uu);

if (3 < 0)
{
xflag=1;

return O.;

for (k=0; k<=3; k++)
{
1=Gitter2d(j,k,n);
if (1!'=i)
wert+=betaxkoord[k]*v[1l];
else

nenner—-=petaxkoordl[k];

wert/=nenner;

x*flag=0;
return (wert) ;

}

int gs(double =xa, double x*b, int x*n, int i, double =xv,
double *uu, int g, double h, double delta,
double #*max, double *uopt)
{
/* Gau"s-Seidel-Verfahren. Bestimmt den maximalen Wert
(max) fiir alle u und liefert zusdtzlich den optimalen Wert

uopt mit zuridck. Ruft dazu kGSV auf, die fir jedes u den
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Wert berechnet.

Eingabe: a,b: Gittergrenzen,

n: Unterteilung des Gitters,

i: globaler Eckenindex,

v: Vektor der Wertefunktion,

u: Vektor der Kontrollwerte,

g: Lange des Vektors u,

h: Schrittweite

delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral
Rickgabe: max: Maximum ilber u

uopt: u, dass das Maximum liefert

1: falls fir jedes u der neue Punkt y auSSerhalb des Gitters
liegt, sonst O.

*/

int k, flag;
double sv, x[d];
bool ufind; // gibt an, ob bereits ein u gefunden wurde,

// so dass die Abbildung flir x und u noch im Gitter liegt

ufind=false;

Koordinaten (i, a,b,n, x);

for (k=0;k<qg;k++)
{
sv=kGSV(a,b,n,i,v,uulk],h,delta, &flag);

if (flag == 0)

{

if (ufind == true)
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if (sv > *max)

{
*max = SV;

*uopt = uulk];

else

ufind = true;
*max = SV;
suopt = uulk];
}
} // end for k

if (ufind == false)

cout << "Fuer jedes u ist y auSSerhalb des Gitters!"
<< endl;

return(l);

return(0);

int gs_iter (double =xa, double xb, int *n, double =x*v,
double xuu, int g, double eps, double h,
double delta)

{

/* Gau"s-Seidel-Iteration zur Berechnung des maximalen
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Wertes in jeder komponente v[i]
Die Iteration wird solange fortgesetzt, bis die neuen
v[i] von den alten in der Maximumnorm weniger als
hxdeltaxeps abweichen
Eingabe: a,b: Gittergrenzen,
n: Unterteilung des Gitters,
v: Vektor der Wertefunktion,
u: Vektor der Kontrollwerte,
g: Lange des Vektors u,
eps: Geforderte Genauigkeit,
h: Schrittweite,
delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral
Rickgabe: 1: falls ein x existiert, so dass flir jedes u der
neue Punkt y auSSerhalb des Gitters liegt, sonst O.
*/

double beta, max, err, uopt;
int i, N;

long 7j;

N=(n[0]+1)*(n[1]+1);
beta=1.-deltaxh;
Jj=0;

for (i=0;1<N;i++)

v[i]=0.;

do

Jt+;

err=0.;
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for (i=0;i<N; i++)
{
if (gs(a,b,n,i,v,uu,q,h,delta, &max, &uopt) == 1)
return(1l);
if (fabs(v[i]-max) > err)

err = fabs(v[i]-max);

v[i] = max;

} // end for i

if (3 51 == 0)
cout << "Iteration " << j << ", Abbruchfehler="
<< err << endl;

}

while (err > hxdeltaxeps);

return (0);

int strategie_iter (double =xa, double xb, int =xn, double xv,
double =xuu, int g, double eps, double h,
double delta)

{

/+ Kombination der Gau"s-Seidel-Iteration und der Strategie-—
Iteration zur Berechnung des maximalen Wertes in Jjeder
Komponente v [i]

Die Iteration wird solange fortgesetzt, bis die neuen vI[i]
von den alten in der Maximumnorm weniger als hxdeltaxeps
abweichen.

Die Strategie-Iteration wird nur verwendet, wenn das optimal
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bestimmte u, von dem vorherigen u in der 1-Norm um maximal

0.1+«N abweicht.

Eingabe: a,b: Gittergrenzen,

n: Unterteilung des Gitters,

v: Vektor der Wertefunktion,

u: Vektor der Kontrollwerte,

g: Lange des Vektors u,

eps: Geforderte Genauigkeit,

h: Schrittweite,

delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral

Rickgabe: 1: falls ein x existiert, so dass flir jedes u der
neue Punkt y auSSerhalb des Gitters liegt, sonst O.

*/

double beta, max, err, uerr, uop;

double =xuopt;

int i, N, flagj;

int st; // gibt die Strategie an, 0: Gau"s-Seidel,
// 1: Stratgie-Iteration

long j;

N=(n[0]+1)» (n[1]+1);
speichervek (uopt, N, "uopt") ;
beta=1.-deltaxh;

J=0;

for (i=0;i<N;i++)

v[i]1=0.;
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if

(st == 0) J++;

err=0.;

uerr=0.;

for

{

if

(1=0; 1<N; 1++)

if (st == 0) // (2a) in Kapitel 3
{
if (gs(a,b,n,i,v,uu,q,h,delta, émax, &uop) ==

return(l);

if (3 > 1)
uerr += fabs (uopt[i]-uop);
uopt [1] = uop;
}
else // (3) in Kapitel 3
max = kGSV(a,b,n,i,v,uoptl[i],h,delta, &flaqg);

if (fabs(v[i]-max) > err)
err = fabs(v[i]-max);
v[i] = max;

// end for i

(] $ 1 ==0 && st == 0)
cout << "Iteration " << j << ", Abbruchfehler="

<< err << endl;

)
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if ((st == 1) && (err < hxdeltaxeps))
{

err = hxdeltaxeps+l.;
}
else if ((st == 0) && (j > 1) && (uerr < 0.1xN))
// (2b) im Skript
st = 1;
}

while (err > hxdeltaxeps);

delete []Juopt;

return (0);

int uoptx (double xx, double xa, double xb,int *n, double =xv,
double xuu, int g, double =xuopt, double h,
double delta)

{

/* Berechnet approximativ das optimale u im Punkt x

Eingabe: x: Werte der Trajektorie,

a,b: Gittergrenzen

n: Anzahl der Gitterunterteilungen, N=(n[O0]+1)*x(n[1]+1),

v: Vektor der Lange N, Optimale Wertefunktion (approximativ)

in den Gitterpunkten,

u: Vektor der Lange g, Kontrollwerte,

h: Schrittweite,

delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral.

Rickgabe: 1: falls ein x existiert, so dass fiir jedes u

der neue Punkt y auSSerhalb des
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Gitters liegt, sonst O.
uopt: optimale Steuerung im Punkt x.

*/

int k, flag;
double max, vh, y[d], beta;
bool ufind;

beta=1.-deltaxh;

ufind=false;
for (k=0; k<qg; k++)
{
Euler(x,uulk],h,d,v);
vh=hxg(x,uulk]) tbetaxWert (y,a,b,n,v,&flaqg);
if (flag == 0)
{
if (ufind == true)
{
if (vh > max)
{
max = vh;

suopt = uulk];

else
ufind = true;

max = vh;

*uopt = uulk];
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}
} // end for k

if (ufind == false)
{
cout << "Fuer jedes u ist y auSSerhalb des Gitters!"
<< endl;

return(l);

return (0) ;

int trajopt (double *xx, int M, double =xa, double xb,int =*n,
double xv, double *uu, int g, double =*uopt,
double h, double delta)

{

/* Berechnet approximativ die optimale zeitdiskreten

Trajektorien x und u

Eingabe: x[0] [Jj]: Werte der Trajektorie zum Zeitpunkt 0 in

der Jj-ten Komponente,

M: Lange der Trajektorien x und uopt,

a,b: Gittergrenzen

n: Anzahl der Gitterunterteilungen, N=(n[O0]+1)*x(n[1]+1),

v: Vektor der Lange N, Optimale Wertefunktion (approximativ)

in den Gitterpunkten,

u: Vektor der Lange g, Kontrollwerte,

h: Schrittweite,

delta: Wert in der Exponentialfunktion unter dem Integral.
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Rickgabe: 1: falls ein x existiert, so dass fir jedes u der
neue Punkt y auSSerhalb des

Gitters liegt, sonst O.

x[i][J]: Matrix; Werte der Trajektorie zum Zeitpunkt hi,

i=0,...,M-1 in der j-ten Komponente,

uopt: Vektor der La@nge M, optimale Steuerung zu den

Zeitpunkten hi, i=0,...,M-1.

*/

int 1, 3;

double y[d], beta;

beta=1.-deltaxh;

for (i=0; i<M; i++)
{
if (1 > 0)
for (3=0; j<d; Jj++)

x[1][J]=y[3];

if (uoptx(x[i],a,b,n,v,uu,q, &uopt[i],h,delta) == 1)
return (1);

Euler (x[i],uopt[i],h,d,v);

return (0);

int main(int argc, char *xargv)

{
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int i,spalte, zeile, n[d], N, M, g, tmpn[d], tmpN, NO, N1;
double a[d], b[d], =*xv, =*uu, =*uopt, x[d], =**xopt, yI[d];

// uu = u/x

double eps, h, delta, t, T, uopt?;

char s[30];

double max = 0.;

FILE *fp, xfp2, *xfp3;

if (argc < 4 || argc > 5)
{
cout << "Benutzung: " << argv[0] << " x[0] x[1l] delta s"
<< endl;
cout << "\t x[0], x[1]: Anfangswerte der zu berechnenden

optimalen Trajektorie" << endl;

cout << "\t delta: Parameter fiir das Optimalsteuerungs-
problem" << endl;

cout << "\t s: Die Werte der Value-Funktion wurden

bereits berechnet und liegen in der Datei s"

<< endl;
exit (0);
}
n[0]1=100;
n[l1l]=100;

al0]
b[0]

0.; // fir gamma > 1: a[0]=0.0001

1.;
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g=4001;

speichervek (uu, g, "uu") ;

for (i=0; i<qg; 1i++)

uuli]= i%x0.7/400;

eps = 0.001;
h

(double)1l/12;
N

(n[0]+1)x(n[1]+1);

speichervek (v,N, "v");

delta = atof(argv([3]); // 0.06

strcpy (s, "werte");
strcat (s,argv[3]);
strcat (s, ".asc");
if (argc == 4)
{
if (strategie_iter(a,b,n,v,uu,q,eps,h,delta) == 1)

return(1l);

fp = fopen(s,"wt");
fprintf (fp, "%d %$d %d\n",n[0]+1,n[1]+1,N);
for (i=0; 1i<N; i++)
{
Koordinaten (i, a, b, n, x);

fprintf (fp, "$f %f $f\n",x[0],x[1],vI[i]);

157



KAPITEL C — C++-QUELLTEXT

}
fclose (fp);

else

fp — fopen(s, "]f"),'

if (fp == NULL)
cout << "Datei existiert nicht!" << endl;
else

{
fscanf (fp, "%d %d %d\n", &tmpn[0], &tmpn[l], &tmpN);
if (tmpN != N)
{
cout << "N ist verschieden! Bitte {berprifen!"
<< endl;

return(1l);

else

for (i=0; 1i<N; 1i++)
fscanf (fp, "%$1f $1f $1f\n",&x[0],&x[1],&v[i]);

fclose (fp);

t=0;
T=180;
M= ((int)cell ((T-t) /h))+1;

speichermat (xopt,M,d, "xopt") ;
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speichervek (uopt, M, "uopt") ;

xopt [0] [0] = atof(argv[l]);
xopt [0] [1] = atof(argv([2]);
if (xopt[0]1[0]<af0] || xopt[0][0]>b[0] || xopt[O][l]<afll]

|| xopt [0][1]>b[1])

cout << "Startpunkt auSSerhalb des Gitters!" << endl;
return(1l);
}
else
if (trajopt(xopt,M,a,b,n,v,uu,q,uopt,h,delta) == 1)

return(1l);

strcpy (s, "trajektorie");
strcat (s,argv[3]);
strcat (s, "_");

strcat (s,argv[1l]);
strcat (s, ".asc");

fp = fopen(s,"wt");

for (i=0; 1i<M; 1i++)
{
fprintf (fp, "$f $f %f $f\n",ixh,xopt[1][0],xopt[i][1],
uopt [1]*xopt [1][0]);
}
fclose (fp);

// Werte der optimalen Feedbacksteuerung und des Vektor-

// feldes schreiben
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strcpy (s, "uoptSkal"); // skalierte Feedbacksteuerung

strcat (s,argv[3]);

strcat (s, ".asc");

fp

= fopen (s, "wt");

fprintf (fp, "%d %d %d\n",n[0]1+1,n[1]1+1,N);

strcpy (s, "uopt"); // unskalierte Feedbacksteuerung

strcat (s,argv[3]);

strcat (s, ".asc");

fp3 = fopen(s,"wt");

fprintf (fp3,"%d %d %d\n",n[0]+1,n[1]+1,N);

NO=4;
N1=10
strcp
strca
strca

fp

fprin

for

{
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// schreibe nur jeden NO-ten Wert in x-Richtung.
; // schreibe nur jeden Nl-ten Wert in y-Richtung
y(s,"feld");
t(s,argv[3]);
t(s,".asc");

2 = fopen(s,"wt");
tf(fp2,"%d %d %d %d\n",n[0]/NO+1,n[1]/N1+1,

(n[0]1/NO0+1)*(n[1]/N1+1), (n[0]/NO+1)*(n[1l]/N1+1));
(1=0; 1i<N; i++)
Koordinaten(i, a, b, n, x);

if (uoptx(x,a,b,n,v,uu,q, &uopt2,h,delta) == 1)
return(l);
fprintf (fp, "%$f %f $f\n",x[0],x[1],uopt2);
f

fprintf (fp3, "%$f $f $f\n",x[0],x[1],uopt2+x[0]);



spalte = 1 % (n[0]+1);

zeile = 1 / (n[0]+1);

if
{

}

((spalte % NO

Koordinaten (i,

rS(x,uopt2,vy);

fprintf (fp2, "%f %f %

fclose (fp);

fclose (fp2);

fclose (fp3);

for (i=0; i<M; i++)

delete []xopt[i];

delete
delete
delete
delete

[1xopt;
[luu;
[Juopt;

[1v;

return (0);

}

ay

0)

b,

&& (zeile % N1 == 0))

n, x);

$f\n",x[0],x[1],vyI[0],yv[1]);
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D MATLAB-Quelltexte

D.1 Funktion: zeichnen_wertef(name)

function zeichnen_wertef (name)

%$Zeichnen der optimalen Wertefunktion - 3-dimensional
figure

b = load(’name.asc’);

n0 = b(1,1);

nl = b(l,2);

N = Db(l,3);

x = b(2:n0+1,1);
y = b(2:n0:N+1,2);

N
Il

reshape (b (2:N+1,3),n0,nl);

mesh(x,vy,z");
xlabel ("x");
ylabel('y");

D.2 Funktion: zeichnen_uopt(name)

function zeichnen_uopt (name)

[e)

% Zeichnen der optimalen Feedbacksteuerung und der skalierten

[e)

% Feedbacksteuerung.
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figure

b = load('name.asc’);

n0 = b(1,1);

nl = b(l,2);

N = b(1,3);

X = b(2:n0+1,1);

y = b(2:n0:N+1,2);

z = reshape (b(2:N+1,3),n0,nl);

mesh(x,y,z");
xlabel ("x");
ylabel('y");

D.3 Funktion: zeichnen_feld(name)
Zeichnen des Vektorfeldes

function zeichnen_feld (name)
% Zeichnen des Vektorfeldes

figure

b = load(’'name.asc’);

size (b);

n0 = b(l,1);

nl = b(l,2);

N = Db (1,3);

x1l = b(2:n0+1,1);

x2 = b(2:n0:N+1,2);

yl = reshape(b(2:N+1,3),n0,nl);
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D.3 FUNKTION: ZEICHNEN_FELD(NAME)

y2 = reshape(b(2:N+1,4),n0,nl);

xminl=min (x1);
xmaxl=max (x1) ;
xmin2=min (x2) ;

xmax2=max (x2) ;

quiver (x1,x2,y1",vy2");

axis ([xminl xmaxl xmin2 xmax2]);

Darstellung der Gleichgewichte und Trennlinien durch Punkte

function zeichnen_ feld (name)

% Zeichnen der Gleichgewichte und Trennlinien - l-dimensional
figure

b = load(’name.asc’);

n0 = b(l,1);

nl = b(l,2);

N =Db(1l,3);
x1

b(2:n0+1,1);

reshape (b (2:N+1,3),n0,nl);

vl

length (1) ;

for i=2:1length (1)

if (yl(i-1,1)>=0 && yl(i,1)<0)
if (abs(yl(i-1,1))<abs(yl(i,1)))
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plot (x1(i-1,1),1,’0o’, " MarkerEdgeColor’,"k’,

"MarkerFaceColor’,’g’, " MarkerSize’,5);

else

plot(x1(i,1),1,"’0o’, " MarkerEdgeColor’,"k’,

"MarkerFaceColor’,’qg’, " MarkerSize’,5);

end

elseif (y1(i-1,1)<0 && yl1l(i,1)>0)

plot (x1(i,1),1,’0o’, " MarkerEdgeColor’

14 14
14 k 14

"MarkerFaceColor’,’r’,’MarkerSize’, 8);

else
i=i+1;
end

end

D.4 Funktion: zeichnen_traj(name)

function zeichnen_traj(name)

%Zeichnen der optimalen Trajektorien

b = load('name.asc’);
figure; % Zeichnen des Phasendiagramms

plot (b (:,2),b(:,3),"x");
xlabel ("x1");

ylabel ("x2");

hold on;

figure; % Zeichnen der Trajektorien gegen die Zeit

plot(b(:,1),b(:,2),"r.”, b(:,1),b(:,3),"b.",
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E Material auf der beiliegenden CD

Die beiliegende CD enthilt die verwendeten C++-Programme im Verzeichnis C++ ,so-
wie alle angesprochenen MATLAB-Dateien im Verzeichnis MATLAB. Alle in der Arbeit
verwendeten Abbildungen sind im Verzeichnis Bilder gespeichert, alle zur Auswertung
verwendeten Datensidtze im Verzeichnis Datensaetze, sowie die komplette Arbeit als pdf-

Datei und als Latex-Datei im Verzeichnis Diplomarbeitt.

Das Verzeichnis C++

Es sind die folgenden Programme gespeichert
e Modell_1.cpp
e Modell_2.cpp

e Modell_3.cpp

Das Verzeichnis Matlab

Es sind die folgenden Dateien jeweils fiir die 2- als auch fiir die 3-dimensionale Darstel-

lung gespeichert
e zeichnen_wertef (name)
e zeichnen_uopt (name)

e zeichnen_feld (name) sowohl fiir das Vektorfeld als auch die Darstellung

der Gleichgewichte mittels Punkten

e zeichnen_traj (name)
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Das Verzeichnis Bilder

Um die Abbildungen besser zuordnen zu konnen, haben die Datei-Namen die gleiche

Bezeichnung wie die entsprechenden Abbildungsnummern im Text.

Das Verzeichnis Datensatze

Dieses Verzeichnis enthilt die benutzten Datensétze, sortiert nach den einzelnen Model-

len und der jeweiligen Parametervariation.
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