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Kapitel 1
Einleitung

Optimale Steuerungsprobleme sind aufgrund ihrer Bedeutung fiir viele technische, physika-
lische, wirtschaftliche und biologische Prozesse seit Jahrzehnten von grofiem Interesse und
stehen auch im Mittelpunkt dieser Arbeit.

Grundlage der vorliegenden Diplomarbeit bildet ein in Griine (2004) vorgestellter Algorith-
mus zur Losung optimaler Steuerungsprobleme. Fiir ein darin auftretendes Maximierungs-
problem werden in Jarzcyk (2005) das Brent-Verfahren, das erweiterte Brent-Verfahren und
die Methode der rekursiven Suche sowohl untereinander als auch mit der urspriinglich ver-
wendeten dquidistanten Diskretisierung verglichen. Die Untersuchungen haben ergeben, dass
das Brent-Verfahren im Hinblick auf Genauigkeit und Aufwand den anderen Methoden vor-
zuziehen ist.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Bundle-Newton-Methode, die fiir die Ermittlung
des globalen Maximums einer konkaven, nicht notwendigerweise differenzierbaren Problem-
stellung geeignet ist, zu implementieren und anhand der Testbeispiele aus Jarczyk (2005)
zu iiberpriifen, ob dieses Verfahren zu besseren Ergebnissen fiithrt. Obwohl sich diese neue
komplexe Optimierungsstrategie im Gegensatz zu den Verfahren aus Jarzcyk (2005) auch die
Informationen der Ableitung und der Hessematrix zunutze macht und mit den Nichtdifferen-
zierbarkeitsstellen der vorliegenden Probleme umgehen kann, blieb sie hinter den Erwartun-
gen zuriick und konnte in den meisten Féllen trotz des sehr hohen Aufwands die Ergebnisse
der jeweils genauesten Methode aus Jarzcyk (2005) nicht tibertreffen. Dies ldsst darauf schlie-
Ben, dass das Maximierungsproblem innerhalb des Algorithmus zur Losung des optimalen
Steuerungsproblems die fiir eine erfolgreiche Anwendung der Bundle-Newton-Methode er-
forderlichen Eigenschaften nicht besitzt.

Die Arbeit ist in drei Teile untergliedert.

Der erste Teil widmet sich der Herleitung des Algorithmus zur Losung optimaler Steue-
rungsprobleme. Bevor wir in Kapitel 3 optimale Steuerungsprobleme definieren und deren
Eigenschaften analysieren, werden in Kapitel 2 die fiir die Formulierung solcher Probleme
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notwendigen Kontrollsysteme untersucht. In Kapitel 4 wird die Diskretisierung optimaler
Steuerungsprobleme beziiglich der Zeit als auch des Raumes durchgefiihrt, welche die Basis
fiir die Herleitung des Algorithmus bildet.

Im zweiten Teil der Arbeit steht die Bundle-Newton-Methode im Mittelpunkt. Nach der
Darstellung der Grundlagen in Kapitel 5 gelangen wie iiber die Vorgéngermethoden (Kapi-
tel 6) zu der eigentlichen Herleitung der Bundle-Newton-Methode in Kapitel 7.

Im dritten Teil der Arbeit gehen wir schliellich auf die konkrete Implementierung der Bundle-
Newton-Methode (Kapitel 8) ein und vergleichen in Kapitel 9 die Ergebnisse, die sich erge-
ben, wenn diese Methode in den Algorithmus zur Losung eines optimalen Steuerungsalgo-
rithmus eingebaut wird, mit den Resultaten aus Jarzcyk (2005). Es schliefit sich im letzten
Kapitel eine Zusammenfassung und Beurteilung der Ergebnisse an.

Im Anhang findet sich eine Auflistung der verwendeten Routinen an. Des Weiteren wird die
Programmbedienung erldutert und der CD-ROM-Inhalt beschrieben.

Ich mochte mich bei Herrn Prof. Dr. Griine sowie Herrn Prof. Dr. Gerdts fiir die ausge-
zeichnete Betreuung und Unterstiitzung wahrend der Erstellung dieser Arbeit bedanken.



Teil 1

Numerische L6sung optimaler
Steuerungsprobleme



In Teil T der vorliegenden Arbeit leiten wir einen Algorithmus zur Lésung eines optimalen
Steuerungsproblems her. Wir werden nicht zu allen Aussagen Beweise anfithren und verwei-
sen fiir ausfiihrliche Informationen auf Griine (2004). Bei der Formulierung eines optimalen
Steuerungsproblems spielt der Begriff des Kontrollsystems eine wichtige Rolle, weshalb sich
Kapitel 2 kontinuierlichen und diskreten Kontrollsystemen widmet. Mit Hilfe dieser werden
im darauffolgenden Kapitel optimale Steuerungsprobleme in kontinuierlicher und diskreter
Zeit definiert. Die Grundlage fiir die numerische Berechnung der Losung solcher Probleme
bildet die Diskretisierung, welche in Kapitel 4 sowohl in Bezug auf die Zeit (falls es sich nicht
schon um ein diskretes System handelt) als auch beziiglich des Raumes durchgefiihrt wird.



Kapitel 2

Kontrollsysteme

Nach der Definition kontinuierlicher und diskreter Kontrollsysteme werden wir analysieren,
unter welchen Bedingungen eindeutige Losungen dieser Systeme existieren. Anschlieend ge-
hen wir darauf ein, wie ein kontinuierliches Kontrollsystem durch ein diskretes approximiert
werden kann.

2.1 Definition

Ein Kontrollsystem ist folgendermafien definiert:

Definition 2.1 (Kontrollsystem). (i) Ein Kontrollsystem in kontinuierlicher Zeit
T =R im R, d € N, ist gegeben durch die gewéhnliche Differentialgleichung

d
S 0(0) = fla(t),ult), (2.1)

wobei f: RY x U — R? ein parameterabhingiges stetiges Vektorfeld darstellt.

(ii) Ein Kontrollsystem in diskreter Zeit T = hZ = {hk |k € Z} fiir einh > 0 imR? d € N,
st gegeben durch die Differenzengleichung

a(t+ h) = fu(a(t),u(t)), (2:2)
wobei fr: R x U — RY eine stetige Abbildung ist.

(iii) Die Menge U C R™ wird Kontrollwertebereich genannt und beinhaltet die Werte, die
u(t) firt € R annehmen darf.

(iv) MitU bzw. Uy, bezeichnen wir den Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen, also

U :={u: R — Ulu zulissig} bzw. Uy := {up: hZ — U |uy, zuldssig}.
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2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Der Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen wird so gewihlt, dass er zum einen ausreichend
allgemein ist und zum anderen eindeutige Losungen der Kontrollsysteme existieren. Im zeit-
diskreten Fall konnen alle Funktionen uy,: hZ — U zugelassen werden. Der Nachweis erfolgt
iiber Induktion. Im kontinuierlichen Fall erfiillen essentiell beschrankte, messbare Funktionen
die genannten Kriterien, stetige Kontrollfunktionen erweisen sich als zu einschrénkend.

Definition 2.2 ((Lebesgue-)messbar). Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall.

(i) Eine Funktion f: 1 — R™ heifit stickweise konstant, falls eine Zerlegung von I in
endlich viele Teilintervalle I;,5 = 1,...,m, existiert, so dass fauf I; konstant ist fiir
alle j =1,...,m.

(ii) Eine Funktion f: I — R™ heifst (Lebesque-)messbar, falls eine Folge von stiickweise
konstanten Funktionen f;: I — R™ i € N, existiert mit lim; . fi(z) = f(x) fir fast
alle v € I, also fir alle v € I bis auf eine Nullmenge.

(11i) Eine Funktion f: R — R"™ heifst (Lebesque-)messbar, falls fiir jedes abgeschlossene
Teilintervall I = [a,b] C R die Finschrankung f|; messbar im Sinne von (ii) ist.

Definition 2.3 (essentiell beschrinkt). Fine Funktion f: R — R™ heifit essentiell be-
schrinkt, wenn f auflerhalb einer Nullmenge beschrinkt ist.

Der Satz von Carathéodory liefert eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir ein kontinu-
ierliches Kontrollsystem.

Satz 2.1 (Satz von Carathéodory). Es wird ein kontinuierliches Kontrollsystem (2.1)
mit den folgenden Eigenschaften betrachtet:

(i) Der Raum der Kontrollfunktionen ist gegeben durch

U=Lo(R,U):={u: R— U|u ist messbar und essentiell beschrankt}.

(ii) Das Vektorfeld f: R? x U — R ist stetig.

(i1i) Fir jedes R > 0 existiert eine Konstante Lr > 0, so dass die Abschdtzung

[ f (21, u) = f(22,u)|| < Lrllz1 — 22

fiir alle x1, 5 € R und alle u € U mit ||z1]], ||z2|, ||u|| < R erfillt ist.
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Dann gibt es fiir jeden Punkt o € R? und jede Kontrollfunktion u € U ein (mazimales)
offenes Intervall I mit 0 € I und genau eine absolut stetige Funktion x(t), welche die Inte-
gralgleichung

x(t) = o +/O flz(r),u(r))dr

fiir alle t € I erfiillt.

Bemerkung 2.2. Die Funktion x(t) aus Satz 2.1 wird mit ®(t,x¢,u) bezeichnet und stellt
die Losung von (2.1) zum Anfangswert xo € R? und zur Kontrollfunktion u € U dar.

2.3 Approximation eines kontinuierlichen Kontroll-
systems

Im Hinblick auf die numerische Berechnung der Losung eines kontinuierlichen Kontroll-
systems ist es erforderlich, die gewohnliche Differentialgleichung (2.1) durch ein diskretes
System der Form (2.2) zu approximieren. Dazu verwenden wir in dieser Arbeit ein einfaches
Einschrittverfahren, das Euler-Verfahren.

Definition 2.4 (Euler-Verfahren fiir Kontrollsysteme). Fiir einen Zeitschritt h > 0
und einen Kontrollwert w € U kénnen wir mit Hilfe des Fuler-Verfahrens ein diskretes
Kontrollsystem der Form (2.2) mit

fu(z,u) ==z + hf(z,u)
definieren. Die Losungen bezeichnen wir mit ¢p(t, zo, up).
Der folgende Satz zeigt die Eigenschaften des in Definition 2.4 vorgestellten Verfahrens auf.

Satz 2.3. Wir betrachten ein Kontrollsystem, fir das die Voraussetzungen (i)-(iii) aus Satz
2.1 gelten. Br(0) sei eine abgeschlossene Kugel mit Radius R um 0 im R®. Dann gilt fiir das
FEuler-Verfahren aus Definition 2.4 und jede Konstante R > 0:

(i) Es gibt eine (von R unabhingige) Konstante K > 0, so dass fiir jede Kontrollfunktion
u € U mit ||ul|s < R, jeden Anfangswert xo € Bgr(0) und fiir alle t € hNy, fiir
welche die Lisungen in Br(0) liegen, eine diskrete Kontrollfunktion u, € Uy, mit der
Abschdtzung

H(I~>h(t,x0,uh) — O(t, zo,u)|| < KV helt

existiert.
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(ii) Umgekehrt existiert eine von R abhingige Konstante K > 0, so dass fiir jedes xo € Br(0),
jede diskrete Kontrollfunktion u, € Uy, mit ||up|leo < R und die durch
uw(t) =up(t), Telt,t+h), tehNg
definierte stiickweise konstante (also messbare) Kontrollfunktion die Abschdtzung
D (t, 20, un) — B(t, 20, u)|| < Kh(el — 1)
fiir alle t € hNy, fiir welche die Losungen in Bgr(0) liegen, gilt.

Beweis. Der allgemeine Beweis kann in Gonzéles und Tidball (1991) nachgelesen werden.
Fiir den konvexen Fall verweisen wir auf Griine (2004), Satz 1.13. O



Kapitel 3

Optimale Steuerungsprobleme

3.1 Problemstellung

Nun betrachten wir das optimale Steuerungsproblem, fiir dessen Losung wir einen Algorith-
mus herleiten werden.

Die Aufgabe der optimalen Steuerung besteht darin, in Abhéngigkeit vom Anfangswert x
eine Kontrollfunktion derart zu wahlen, dass der Wert, den man erhélt, wenn man die Er-
tragsfunktion entlang einer Trajektorie integriert bzw. aufsummiert, maximiert wird. Formal
lasst sich ein optimales Steuerungsproblem in der folgenden Weise definieren:

Definition 3.1 (optimales Steuerungsproblem). Fs sei ein Kontrollsystem (2.1) bzw.
(2.2) gegeben. Fiir eine Funktion g: R? x U — R und einen Parameter § > 0 definieren wir
das diskontierte Funktional auf unendlichem Zeithorizont in kontinuierlicher Zeit als

J(x,u) = /000 e g(D(t, z,u), u(t))dt

und in diskreter Zeit als
Tn(@,up) = h> (L= 6h) g(@n(jh, x,up), un(jh)).
j=0
Das optimale Steuerungsproblem ldisst sich nun in folgender Weise formulieren:

Gesucht st die optimale Wertefunktion

v(x) :=sup J(z,u) bzw. v, := sup Jp(x,up).
ueU up €U

Wir gehen von den nachstehenden Annahmen aus:

(i) Der Kontrollwertebereich U sei kompakt.

9



KAPITEL 3. OPTIMALE STEUERUNGSPROBLEME 10

(i) In kontinuierlicher Zeit erfille das Kontrollsystem (2.1) die Voraussetzungen (i)-(iii)
aus Satz 2.1, wobei die Lipschitz-Konstante Lg = L unabhingig von R sei.
Fiir den zeit-diskreten Fall existiere eine Konstante L > 0, so dass die Lipschitz-
Abschdtzung

[fn(@1,u) = fa(z, w)[| < (1+ Lh)|zy — 2o
fiir alle x1, 25 € R und alle w € U gilt.
(i1i) Die Funktion g sei stetig und erfiille
9(z, u)| < My und [g(z1,u) — g(z2,u)| < Lygllzy — 22|

fiir alle x,x1, 29 € R, alle w € U und geeigneten Konstanten M,, L, > 0.

3.2 Eigenschaften der optimalen Wertefunktion

Wir weisen nun eine wichtige Eigenschaft der optimalen Wertefunktion nach.

Der Ausdruck e bzw. 1 — 6h mit Diskontrate § > 0 stellt den Diskontfaktor dar. Diese
Grofle berticksichtigt den Einfluss der Verzinsung. Seine mathematische Bedeutung wird im
folgenden Lemma deutlich.

Lemma 3.1. Es sei 6h < 1 (dies ist im kontinuierlichen Fall immer gegeben, da "h = 0”
gilt). Dann ist das diskontierte Funktional endlich:

M M
|J(z,u)] < Tg und | Jy(z,up)| < Tg

Insbesondere gilt auch: |v(x)| < % und |vp(z)| < %

Beweis. In kontinuierlicher Zeit gilt:

|/ (z, u)| =

/000 e_&g(@(t,x,u),u(t))dt' < /000 6_5t|g(¢(t,x,u),u(t))|dt

—= / e—étMgdt S Mg / 6_6tdt — Mg __e—(St — _g
0 0 ) 0 0
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In diskreter Zeit erhalten wir:

Z (1 — 6h) g(®n(jh, z, un), un(jh))
< hZ] 1 — 6Rh) g(®p(jh, x,un), up(jh))|

=hY (1=06h) |g(®n(ih,x,up), un(jh))|

8

; = 1 M,
<h 2 (1—5h)ﬂMg:hMg;0(1—5h = hMy=- = —*
Die geometrische Reihe konvergiert wegen der Voraussetzung dh < 1. O]

Fiir die optimale Wertefunktion kann nicht in allen Féllen Lipschitzstetigkeit nachgewiesen
werden, aber eine Abschwéchung, die Holderstetigkeit.

Satz 3.2. Wir betrachten das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1. Fir 6 > L
ist die optimale Wertefunktion lipschitzstetig mit Konstante gL Wenn 6 < L gilt, dann
ist sie hélderstetig, d.h. es existieren Konstanten K,y > 0, so dass fiir alle x,y € R¢ die

Abschdtzung

v(z) —v(y)| < Kz -yl
erfillt ist. Hierbei ist v = %, falls § < L und ~ € (0,1) beliebig, falls 6 = L
Beweis. Griine (2004), Satz 2.6 O

Die optimale Wertefunktion erfiillt das sogenannte Bellman’sche Optimalitdtsprinzip, wel-
ches die Grundlage fiir die Herleitung des Algorithmus liefert. Das Bellman’sche Optima-
litatsprinzip besagt, dass Endstiicke optimaler Trajektorien wieder optimale Trajektorien
darstellen. Formal ausgedriickt erhalten wir:

Satz 3.3 (Bellman’sches Optimalititsprinzip). Das optimale Steuerungsproblem aus
Definition 3.1 sei gegeben. Dann erfiillt die optimale Wertefunktion v(x) fiir jedes v € R®
und jedes T > 0 die Gleichung

u(x) = sup { /O ' et (B (¢, z,w), u(t))dt + e To(®(T, z, u))} .

uel
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Analog gilt im diskreten Fall fiir jedes k € N und jedes x € R%:

vp(z) = sup {hz (1 = 0h)Y g(®n(ih, z,up), un(5h))

up EUR j

+(1 = 6R) (B4 ((k + 1)h, :E,uh))}

Beweis. Wir beweisen nur den kontinuierlichen Fall, der diskrete Fall verlauft analog.

“<“: Seien x € R4, T > 0 und u € U beliebig. Dann gilt
I, u) = / e~ g(D(t, 7, ), u(t))dt
0
T ')
- / e g(D(t, 2, ), u(t))dt + / e g(B(t, 7, ), u(t))dt
0

T

< / e g( (¢, u), u(t))dt + e~ g(D(T, z,u)).

12

Diese Ungleichung ist fiir jedes beliebige u € U erfiillt und somit auch fiir das Supremum.
“>¢ Seien x € RY, T > 0 und € > 0 beliebig. Wir withlen u; € U so, dass die Ungleichung

sup { /0 ' e g(D(t, 2, u), u(t))dt + e To(®(T, z, u))}

ueld
< /T e (D (t, x,ur), ur (t))dt + e To(B(T, v, uy)) + €
0
gilt. Dadurch ist u; auf [0, 77 festgelegt. Nun wéhlen wir u; () mit
J(Q(T,z,u1), un (T +-)) > 0((T, 2,u1)) — €.
Daher lasst sich auf

sup { /0 ' et g(D(t, z,u), u(t))dt + e To(d(T, z, u))}

ueU

T
§/ e g(D(t, 2, uy), uy (1))dt + e To(D(T, x,u1)) + €
0

/T e g(D(t, 2, uy), uy (1))dt + e T J(D(T, w,up), uy, uy (T + -))dt 4 (14 e7°T)e

/ Ot g(D(t, ,uy), ug (t))dt + /00 e lg(D(t, x,ur),ul ())dt + (1 +eT)e

= J(z,u) + (1+e e <v(@)+ (1+e e
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schliefen. Da ¢ > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ergibt sich hieraus

ueU

T
sup {/ e g(B(t, x,u), u(t))dt + €6TU((I)(T,J},U))} < v(z).
0
Insgesamt ist damit die Behauptung bewiesen. O]

Mit Hilfe des folgenden Lemmas kann gezeigt werden, dass die optimale Wertefunktion durch
das Optimalitdtsprinzip eindeutig bestimmt ist.

Lemma 3.4. Sei B eine beliebige Menge und seien ay,as: B — R zwei Abbildungen. Dann
gilt die Abschdtzung

sup a1 (b1) — sup as(b2)| < sup |ai(b) — a2(D)].
bi€B bo€B beB
Beweis. O.B.d.A. sei

sup ay(by) — sup as(bs)| = sup ay(by) — sup as(bs).
b1eB b2€B b1€eB b2€eB

Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen ein b. € B so, dass

ai(b:) > sup ai(by) — ¢
b1€B

gilt. Wegen b. € B schlieen wir auf

sup az(ba) > az(be)
boeB

und somit auf

sup a1(by) — sup as(be) < aq(be) —as(b.) +¢
b1€B boeB
< lag(be) — az(be)| + ¢
< sup|ag(b) — az(b)| + €.
beB

Da ¢ > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, folgt die Behauptung.
[

Satz 3.5. Wir betrachten das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1 mit optimaler
Wertefunktion v. Sei T > 0 gegeben und sei w: R* — R eine beschrinkte Funktion, die das
Optimalitdtsprinzip

w(z) = sup { /0 ' e g((t, x,u), u(t))dt + e Tw(®(T, z, u))}

uel

fiir alle v € R erfiillt. Dann gilt w=v. Diese Aussage erhalten wir auch im diskreten Fall.
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Beweis. Wir setzen
T
asl) = [ e g(®(tn. ), ) dt + e Tw(@(T )
0
und
T
az(u) = / e g(®(t, z,u), u(t))dt + e v(O(T, z,u))
0
fiir alle z € R?. Unter Anwendung von Lemma 3.4 erhalten wir

/0 e_6tg(<l>(t, z,u),u(t))dt + e_‘sTw(CI)(T, x,u))

lw(z) —v(z)] < sup

- / e~ g(®(t, w,u), u(t))dt + e u(D(T, z,u))
= sup {e""w(®(T, 2,u)) — v(®(T,2,u))|}

< e sup w(y) —v(y),
y€ER4

da {®(T,z,u)|lu € U} C R% Da dies fiir alle x € R? gilt, folgt

sup [w(y) —v(y)| < e " sup |w(y) — v(y)|
y€ERd y€ERL

und damit

(1—e) sup lw(y) —v(y)] <0.

Mit 1 — " > 0 konnen wir auf sup,cga [w(y) — v(y)| = 0, also auf w = v schliefen.



Kapitel 4

Diskretisierung

Fiir die Herleitung des Algorithmus ist es erforderlich, das optimale Steuerungsproblem so-
wohl in Bezug auf die Zeit als auch in Bezug auf den Raum zu diskretisieren.

4.1 Diskretisierung in der Zeit

Bei der Diskretisierung beziiglich der Zeit wird ein zeitkontinuierliches Kontrollsystem durch
ein zeitdiskretes Kontrollsystem ersetzt. Falls das Kontrollproblem bereits diskret ist, so ist
dieser Schritt natiirlich nicht notwendig. Die Diskretisierung erfolgt wie in Abschnitt 2.3 mit
Hilfe des Eulerverfahrens. Diese Approximation liefert fiir jeden Anfangswert x € R% und
jede diskrete Kontrollfunktion uy: hZ — U eine diskrete Ndherungslosung &Dh(t, x, up), mit
der wir das zeitdiskrete optimale Steuerungsproblem

n(x) = sup Ju(z, up) mit Jy(,up) == h Y _(1=6hY g(®n(Gh, @, un), un(jh))  (4.1)

up €U, =0

erhalten. Der néchste Satz zeigt, dass die Approximation vy, fiir h — 0 gegen v konvergiert.

Satz 4.1. Wir betrachten das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1 und das dazu-
gehorige Euler-diskretisierte optimale Steuerungsproblem (4.1). Wir nehmen an, dass das
zugrundeliegende Kontrollsystem die Voraussetzungen wvon Satz 2.1 und Satz 2.3 erfiillt.
Dann gelten fiir die optimalen Wertefunktionen v und v, und alle h € [0,1/8] die folgenden
Abschitzungen fiir alle x € RY, v € (0,1] aus Satz 3.2 und eine passende Konstante K > 0:

(i) v(z) < op(z) + K(hz + h)
(ii) vp(x) < wvp(z) + K(hY + h)
Insbesondere gilt also fiir eine geeignete Konstante K > 0 und alle v € R die Abschitzung

lu(x) — Tp(z)] < Kh?.

15
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Beweis. Der allgemeine Beweis dieses Satzes kann in Gonzalez und Tidball (1991) nachgele-
sen werden. Der Beweis fiir ein konvexes optimales Steuerungsproblem findet sich in Griine
(2004).

O

Die Approximation vy, erfiillt nach Satz 3.3 das Optimalitatsprinzip

Op(x) = sup {hz B g(®p(ih, 2, up), un(ih)) + B0, (4 ((k + 1)ha, uh))} . (4.2)

up EUR

Da &, und g stetig in (uj(0), ..., un(k)) sind, @, stetig ist und U eine kompakte Menge
darstellt, kann das Supremum durch die Maximumsbildung ersetzt werden. Fiir £ = 0 gibt
es somit zu jedem z € R? mindestens ein u* € U gibt, so dass das Supremum in (4.2) fiir ein
up, € U, mit u(0) = u’ angenommen wird. Auf dieser Grundlage kann ein Iterationsverfahren
fiir zeitdiskrete optimale Steuerungsprobleme formuliert werden.

Definition 4.1. Iterativ werden Funktionen v} : R? — R,i=0,1,... iber die Berechnungs-
vorschrift v3(x) = 0 und vy (x) = T, (v})(x) fiir alle z € R? definiert, wobei der Operator
Ty: C(RYR) — C(RYR) durch

Ti(w)(x) = max{hg(x, u) + Bufu(z, u)))

mit 3 =1 — 0h gegeben ist. Hierbei bezeichnet C(RY,R) die Menge der stetigen Funktionen
von RY nach R.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die durch die Iteration erzeugte Funktionenfolge gegen vy,
konvergiert.

Satz 4.2. Wir betrachten das zeitdiskretisierte optimale Steuerungsproblem 3.1 mit optima-
ler Wertefunktion vy,. Es sei 0h < 1. Dann gilt fir die Funktionen aus Definition 4.1 die
Abschdtzung

’ M,
o — vnlloe < F22.

Aufgrund von 8 < 1 folgt insbesondere die Konvergenz v (x) — v(z) gleichmdfig fiir alle
r € R4,

Beweis. Wir betrachten zwei beliebige Funktionen wy,wy: R? — R. Aufgrund von Lemma
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3.4 und {fn(z,u) |u € U} C R ergibt sich
[T (w1) () = Th(ws) ()] =

mac{hg(z,u) + G (fo(e, )} — max{hg(z, u) + Bu(filz, u))}\

sup{hg(e,u) + Bur (e, )} — sup{hg(a, u) + Bua(fule, u))}\

uelU uclU
S 825 |5w1<fh(‘r7 u)) - 6w2(fh(x7 u))|

< Bllwr — wa e

Da die Ungleichung fiir alle x € R? erfiillt ist, folgt

[T (w1) () = Th(w2)(2)[loo < Bllwr — wsoc (4.3)
GeméB dem Optimalitatsprinzip (4.2) fiir £ = 0 gilt die Gleichung

vy, = Tp(vp). (4.4)
Mit (4.3) und (4.4) sowie mit der Definition von v} erhalten wir

lon = v oo = 1T (vn) — Th(vi) oo < Bllvn — vplloc. (4.5)

Nach Lemma 3.1 sowie der Iterationsvorschrift aus Definition 4.1 ergibt sich

M M
lon = 8o = llonloo < =52 = 6= (16)
Der Beweis ist nun mit Induktion leicht zu Ende zu fithren, indem wir die Ungleichung (4.6)

als Induktionsanfang nutzen und (4.5) als Induktionsschritt heranziehen. O

4.2 Diskretisierung im Raum

Die Diskretisierung in Bezug auf die Zeit ist nicht ausreichend, um einen Algorithmus zur
Ermittlung der optimalen Wertefunktion anzugeben, da die Funktionen v} fiir unendlich
viele Punkte berechnet werden miissten. Wir gehen deswegen wie folgt vor: Wir schrénken
den Definitionsbereich auf ein Rechteck {2 ein und legen iiber diese Menge ein Gitter. Die
Funktionen v werden dann mit Hilfe von Funktionen approximiert, die eindeutig durch
ihre Werte an den Eckpunkten des Gitters definiert sind und somit eine Berechnung in
endlich vielen Schritten moglich machen. Ein regelméfiiges Rechteckgitter auf der Menge 2
ist folgendermaflen definiert:
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Definition 4.2. Q C R? sei gegeben durch Q = [ay,bi] X [ag, bs] mit Werten a; < b
und ay < by. Ein (regelmdfiges) Rechteckgitter T' auf ) ist eine Menge von Rechtecken

R;,i=0,..,P—1,P= PP, mit Kantenlingen k, = % und ko = %, so dass

P—1
| Ri=Q und int R; M int R; = 0 fiir alle i, j =0,..., P —1,i # j.

1=0

Mit E;;i = 0,...N —1,N = (P, + 1)(Py + 1), bezeichnen wir die Eckpunkte (oder Kno-
tenpunkte) des Gitters. Der Wert k = +/ki + k3 stellt den mazimalen Durchmesser eines
Rechtecks dar.

Ein Beispiel eines solchen Gitters ist in Abbildung (4.1) zu sehen.

E15 E16 El? E18 E19
RS Rg RlO Rll
ElO Ell E12 E13 E14
Ry Rs Re R7
Ry Ry Ry Rs
Ey B, B, o E,

Abbildung 4.1: Beispielgitter

Bevor wir einen fiir die Approximation geeigneten Funktionenraum definieren, sei noch
erwithnt, dass nur solche Losungen von ®, bzw. @, herangezogen werden, welche die Menge
Q) fiir ¢ > 0 nicht verlassen. Eine geeignete Menge (2 erhédlt man meistens schon aufgrund
der Modelleigenschaften. Fiir das Verhalten der Losungen gibt es drei Méglichkeiten:

(1) Die Menge 2 wird stark invariant genannt, wenn gilt:
fr(z,u) € Q fir alle x € Q und fiir alle w € U

Die Einschréankung auf eine kleinere Menge bereitet hier keine Schwierigkeiten.
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(2) Die Menge 2 wird schwach invariant genannt, wenn gilt:
Fiir alle x € Q gibt es mindestens ein v € U mit f,(z,u) €

In diesem Fall wird nicht iiber alle, sondern nur iiber die u € U optimiert, die diese
Bedingung erfiillen. Die so erhaltene optimale Wertefunktion kann daher auch kleinere
Werte annehmen als die urspriingliche.

(3) Die Menge 2 wird nicht invariant genannt, wenn gilt:
Es gibt ein x € €2, so dass fiir alle u € U gilt: fj,(x,u) ¢ Q

Es gibt auch in diesem Fall Methoden zur Berechnung einer Losung, allerdings weicht
diese unter Umstédnden erheblich von der tatsédchlichen optimalen Wertefunktion ab.

Bei den in Kapitel 9 behandelten optimalen Steuerungsproblemen tritt der letzte Fall nicht
ein. Des Weiteren beschréanken wir uns im Folgenden auf d = 2, da die Beispiele zweidimen-
sional sind und die verwendeten Ideen leicht auf hohere Dimensionen verallgemeinert werden
konnen.

Einen geeigneten endlichdimensionalen Funktionenraum fiir unser Problem stellt der Raum
der stetigen und stiickweise affin bilinearen Funktionen auf einem Rechteck €2 beziiglich des
Rechteckgitters I' dar.

Definition 4.3. (i) Sei A C R2. Eine Funktion w: A — R heifit affin bilinear, falls es
Konstanten «y,...,az gibt, so dass fir alle v = (v1,12)" € A die Identitit
w(z) = ap + @121 + oy + azzTy Gilt.

(11) Wir betrachten eine rechteckférmige Menge @ C R?* mit Rechteckgitter T' und definieren
den Raum der stetigen und stiickweise affin bilinearen Funktionen auf €2 beziiglich T’
als

W= {w: Q — R|w ist stetig und w|g, ist affin bilinear
fiir jedesi=10,...,P—1}.

Das nachstehende Lemma liefert die wichtige Eigenschaft, dass sich jede Funktion w € W
eindeutig iiber die Ecken des Gitters darstellen lidsst. Da die Anzahl der Ecken, d.h. die
Anzahl der Basiselemente, endlich ist, handelt es sich beim Funktionenraum »V um einen
endlichdimensionalen Vektorraum iiber R.

Lemma 4.3. (i) Jede Funktion w € W st eindeutig durch ihre Werte w(E;) an den Eck-
punkten des Gitters bestimmit.
(i) Fir jedes Rechteck R; = [c1,dy] X [ca, da] mit den Eckpunkten

E;, = (Cl,Cz)T, E; = (dl,CQ)T, E;, = (CladQ)T7 Ei3 = (dl,dz)T
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lisst sich w|g, fir v = (z1,22)" € R; schreiben als

mit
po(z) = (1 — y1(z))(1 — ya(x)), () = yi(2)(1 — y2(x))
pa(x) = (1 — y1(x))ya (), p3(x) = y1(z)y2(z)

und
Y = ZZ:Z firl =1,2.

Insbesondere gilt hierbei pj(x) > 0 fir j =0,...,3 und Z?:o pi(z) = 1.

Beweis. Die Giiltigkeit der obigen Aussagen ist leicht nachzurechnen. Wir verweisen auf
Griine (2004), Lemma 3.10. O

4.3 Vollstandige Diskretisierung

Mit Hilfe der raumlichen Diskretisierung kann nun der iterative Algorithmus aus Definition
4.1, der bisher nur die Diskretisierung beziiglich der Zeit ausnutzt, so formuliert werden,
dass eine Berechnung der optimalen Wertefunktion moglich ist. Denn der Operator 7}, muss
nur noch an endlich vielen Punkten, ndmlich an den Eckpunkten des Gitters, ausgewertet
werden. Es wird also eine Folge von Funktionen 27,]1 € W iiber die Vorschrift

0 (Ex) = max {hg(Ei, w) + 8] (1 (Ei u)) }

mit 3 = 1 — 6h bestimmt. Schreiben wir V7 = (V{,..., Vi) € RY mit V/ = 0/(E)), so
kann diese Iteration auf ¥V nun als eine Iteration auf N-dimensionalen Vektoren geméfl der
folgenden Definition formuliert werden.

Definition 4.4. Wir betrachten ein zeitdiskretes optimales Steuerungsproblem und ein Recht-
eckgitter I' mit P Rechtecken und N Eckpunkten. Zu jedem v € U und jedem i =0,..., N—1
sei B(i,u) der N-dimensionale Zeilenvektor, fir den fir jedes w € W und
W = (w(Ep),...,w(Ex_1))" € RY mit der iblichen Matrizmultiplikation

w(®p(Ey,u)) = B(i,u)W
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gilt. Auperdem sei G(i,u) = hg(E;,u). Dann berechnen wir Vektoren V7 iterativ durch
VO=(0,...,0)" und dem Gesamtschrittverfahren

(2

VIt . mag({G(ia u) + BB(i,u)V?} firi=0,...,N —1
ue

oder dem Finzelschrittverfahren

uelU

Vit = v VI = max{G(i,u) + BB(i,u)V' T} firi=0,...,N — 1. (4.7)

=h(u)

B(i,u) enthilt fir jede Ecke des Gitters die p; aus Lemma 4.3 in globaler Notierung. Nur
die Eintrage der aktiven Ecke sind ungleich Null. Da Z?:o p; = 1 gilt, konnen auch die
Eintriage von B(i,u) zu 1 aufsummiert werden.

Das Einzelschrittverfahren ist dem Gesamtschrittverfahren im Allgemeinen vorzuziehen, da
beim Einzelschrittverfahren fiir jedes ¢ > 0 bereits die aktuellen Werte ijH fir 0 <k <1
verwendet werden, was ein etwas besseres Konvergenzverhalten zur Folge hat. Ein weite-
rer Vorteil des Einzelschrittverfahrens besteht darin, dass in jedem Iterationsschritt nur ein
Vektor abgespeichert werden muss, wihrend das Gesamtschrittverfahren jeweils die Abspei-
cherung der zwei Vektoren V7 und V77! erfordert. Im Algorithmus aus Jarczyk (2005), der
dieser Arbeit zugrunde liegt, wird daher das Einschrittverfahren verwendet.

Das folgende Lemma enthélt ein geeignetes Abbruchkriterium fiir den vorgestellten Algo-
rithmus.

Lemma 4.4. Wir betrachten die Iterationsvorschrift aus Definition 4.4. Sei 6h < 1. Dann
konvergieren die Vektoren V7 fiir j — oo komponentenweise gegen den Vektor V, der ein-
deutig durch

Vi :ma[}({G(i,u) + BB(i,u)V} firi=0,...,N —1
ue

bestimmt ist. Fir die mit %j =1,...,00 und vy, bezeichneten zugehdrigen Funktionen aus
W gilt auflerdem: Falls |V? — V?T < e fir allei=0,...,N — 1, so folgt

6], nll < =
Beweis. Fiir X € RY definieren wir
f1(X) max,ep{G(0,u) + BB(0,u) X}
fX) = : = :
fvo1(X) max,cg{G(N — 1,u) + SB(N — 1,u) X'}
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Nach Lemma 3.4 folgt fiir beliebige Vektoren Z, W € R¥ und alle i = 0, ..., N — 1 aufgrund
von B(i,u), € [0,1],k=0,...,N —1,
1:(2) = FOV)] < [max{G(i, u) + BB(i,w) 2} — max{G(i, ) + BB(i, u)W}
< ﬁmeagdB(i,u)Z — B(i,u)W|
<BlZ = Wllee.
Da die Ungleichung fiir alle s = 0,..., N — 1 gilt, ergibt sich
1f(Z) = fW)loo < BIZ = W|oe. (4.8)

Wegen 3 < 1 liegt eine Kontraktion auf dem RY beziiglich ||.||. vor. Somit existiert ein
Vektor V. Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es gebe einen weiteren Fixpunkt
W. Dann erhalten wir mit (4.8)

V)= F W) [loe BV = Wlleo <[V = Wl|ss.
—

=V =W
Es liegt ein Widerspruch vor, der Vektor V ist folglich auch eindeutig.

Mehrmaliges Anwenden von (4.8) liefert
VI = Ve = [1lF(V?) = fF(V)lloo < BIV? = Voo = BIFVITH) = F(V)lloo
< SHIVE = Ve = AVl
und somit
[V = Vil < BV
Daraus folgt die Konvergenzaussage V7 — V fiir j — oc.
Dariiber hinaus kénnen wir
V2 = Vil < V7 = VI 4 V5~ V]
<e+[If(V) = F(V)lls
<e+ BV = V]
herleiten. Durch Umformung ergibt sich
£ _°
1—38 hd’
Unter Verwendung der Definition von V7 und Lemma 4.3(ii) folgt damit fiir alle z € R;

”V] - VHoo S

1o () — 3 ()| = | Zﬂj(x)(@h(Eij) — B < on(Biy) — 07, (Bi))|

; €
— VI — < =
VP - Vil < =
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Hierbei stellt £ den zu 4; gehorigen globalen Iterationsindex dar. Da die Ungleichung fiir alle
R;;i=0,...,P—1,und alle x € R; erfiillt ist, gilt

- N €
o0 = Tl < .

]

Der folgende Satz liefert eine Abschéatzung fiir den Fehler, der durch die raumliche Diskreti-
sierung entsteht.

Satz 4.5. Wir betrachten das zeitdiskrete optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1
auf einer kompakten Rechteckmenge 2 mit Zeitschritt h. Sei vy, die zugehorige optimale
Wertefunktion. Dariiber hinaus betrachten wir ein Gitter I' auf 2 mit Durchmesser k. Dann
qgilt fir die Funktion v, aus Lemma 4.4 die Abschdtzung

. A
o=l < 5 ()

wobei K > 0 eine geeignete Konstante ist und v = 1, wenn § > L,y € (0,1) beliebig, falls
0=1L und’y:%fu’r5<L.

Beweis. Griine (2004), Satz 3.17 O

Kombinieren wir Satz 4.5 und Satz 4.1, so erhalten wir eine Abschitzung fiir den durch die
rdumliche und die zeitliche Diskretisierung entstandenen Fehler.

Satz 4.6. Wir betrachten das optimale Steuerungsproblem aus Definition 3.1 auf einer kom-
pakten Rechteckmenge ) mit optimaler Wertefunktion v, das dazugehirige zeitdiskrete opti-
male Steuerungsproblem fiir ein h > 0 sowie ein Gitter I' auf Q0 mit Durchmesser k. Dann
qilt fiir die Funktion v, aus Lemma 4.4 die Abschdtzung

. K\
v — dplloe < KhF + K (E) .

Hierbei ist K > 0 eine geeignete Konstante, v = 1, falls 6 > L,y € (0,1) beliebig, wenn
0=1L und’y:%ﬂir(5<L.



Teil 11

Die Bundle-Newton-Methode
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In diesem Teil der Arbeit stellen wir das Optimierungsverfahren vor, das wir fiir die Losung
des Optimierungsproblems (4.7) im optimalen Steuerungsalgorithmus verwenden: die Bundle-
Newton-Methode. Diese Optimierungsstrategie wurde in Luksan und Vléek (1998) fiir den
unrestringierten Fall veroffentlicht. Sie ist fiir die Minimierung von nicht notwendig differen-
zierbaren, lokal lipschitz-stetigen Funktionen geeignet. Im konvexen Fall wird eine Folge von
Punkten z; erzeugt, die gegen das globale Minimum konvergiert, falls dieses existiert. Im
nichtkonvexen Fall miissen wir uns mit der Ermittlung eines stationdren Punktes zufrieden
geben.

Das Verfahren gehért zu den Bundle-Methoden und nutzt die Schnittebenenidee. Das Be-
sondere besteht darin, dass die auftretenden Funktionen im Gegensatz zu einigen anderen
Varianten der Bundle-Methode nicht stiickweise linear, sondern stiickweise quadratisch ap-
proximiert werden, was sich unter bestimmten zuséitzlichen Annahmen positiv auf das Kon-
vergenzverhalten auswirkt. Der Umgang mit der Nichtdifferenzierbarkeit erfordert neue Kon-
zepte. Die gewohnliche Ableitung, die beim Gradientenverfahren der glatten Optimierung
noch zum Ziel fithrte, ist nicht mehr ausreichend, es wird auf das Konstrukt des Subdifferen-
tials zuriickgegriffen. Im néchsten Kapitel werden wir sowohl diese Verallgemeinerung der
Ableitung als auch alle anderen fiir die Herleitung der Bundle-Newton-Methode notwendigen
Grundlagen vorstellen. Die Bundle-Methoden kénnen als Antwort auf die Unzulénglichkeiten
der Vorgéngermethoden verstanden werden. Deswegen geben wir im darauffolgenden Kapi-
tel einen Uberblick iiber diese Vorstufen. Erst danach erfolgt die eigentliche Herleitung der
Bundle-Newton-Methode.



Kapitel 5
Grundlagen

Es bedarf einiger Vorarbeit, um die Konzepte, auf denen die Bundle-Newton-Methode auf-
baut, darzulegen. Nach der Darstellung wichtiger Eigenschaften konvexer und lipschitzsteti-
ger Funktionen fithren wir im Hinblick auf den Umgang mit Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
Verallgemeinerungen der Richtungsableitung und der Ableitung ein. Es schliefen sich zwei
Abschnitte iiber die notwendigen Bedingungen fiir restringierte und unrestringierte Proble-
me an. Die wichtigsten Ergebnisse der Dualitdtstheorie, die in vielen Standardwerken der
Optimierung ausfiihrlich behandelt werden, sprechen wir in dieser Arbeit nur kurz an. Den
letzten Abschnitt bildet die Herleitung der Lagrange-Newton-Methode, die fiir das Bundle-
Newton-Verfahren eine entscheidende Rolle spielt. Die Aussagen dieses Kapitels sind Clarke
(1983), Geiger und Kanzow (2002), Gerdts (2003) sowie Mikela und Neittaanméki (1992)

entnommen.

5.1 Konvexe und lipschitzstetige Funktionen

Im Rahmen der Bundle-Newton-Methode betrachten wir lokal lipschitzstetige Funktionen.

Definition 5.1 (lokale Lipschitzstetigkeit). Eine Funktion f: R"™ — R heifst lokal lip-
schitzstetig in © € R™ mit Konstante L, falls es ein € > 0 gibt mit

[f(y) = f(2)| < Llly — 2| fiir alle y, z € Ue(x).

Konvexe Funktionen stellen einen wichtigen Spezialfall lokal lipschitzstetiger Funktionen dar.

Definition 5.2. Eine Funktion f: R"™ — R heifit konvex, falls
fOz + (1= Nxg) < Af(z1) + (1= A) f(a2)

fiir alle X € [0, 1] und alle x1, x5 € R™.

26
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Satz 5.1. Sei f: R® — R eine konvexe Funktion. Dann ist f lokal lipschitzstetig in jedem
r e R™

Beweis. Mékela und Neittaanméki (1992), Theorem 2.1.2 O

Der nachstehende Satz verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Lipschitzstetigkeit und
Differenzierbarkeit:

Satz 5.2 (Rademacher). Eine lipschitzstetige Funktion f: R"™ — R ist fast tiberall diffe-
renzierbar.

Beweis. Mikela und Neittaanmaki (1992), Theorem 3.2.15 O

5.2 Richtungsableitungen

Die Richtungsableitung im gewohnlichen Sinne ist in folgender Weise definiert:

Definition 5.3 (Richtungsdifferenzierbarkeit). Fine Funktion f: R™ — R heifit rich-
tungsdifferenzierbar in x € R™ in Richtung h € R", falls

f/(l‘; h) — lim f(I + th) — f(l’)

10 t

existiert. f'(x;h) heifst Richtungsableitung von f in x in Richtung h.

Ist f stetig differenzierbar in x € R", so gilt

F(ash) = Vf(x)h, Vf<x>:(ﬁ<x> o <x>) | (5.1)

oxy 7 Oxy,
Die Richtungsableitung existiert auch fiir konvexe Funktionen.
Satz 5.3. Sei f: R® — R eine konvexe Funktion. Dann existiert die Richtungsableitung von
f in x in jede Richtung h € R™.
Beweis. Mikela und Neittaanméki (1992), Theorem 2.1.3 O
Fiir lipschitzstetige Funktionen existiert sie allerdings nicht notwendigerweise, so dass in

diesem Fall eine Verallgemeinerung der gewthnlichen Richtungsableitung wie beispielsweise
die Richtungsableitung nach Clarke Verwendung findet.

Definition 5.4 (verallgemeinerte Richtungsableitung nach Clarke). Die Funktion
f:R™ = R sei lokal lipschitzstetig in x € R™. Die verallgemeinerte Richtungsableitung von
f in x in Richtung h € R™ ist definiert als

fo(.fb'; h) _ limsup f(y + th) — f(y)

Yy—x t
t]0

(5.2)
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Diese verallgemeinerte Richtungsableitung existiert fiir alle lokal lipschitzstetigen Funktionen
und stimmt im konvexen Fall mit der gewohnlichen Richtungsableitung iiberein.

Satz 5.4. Sei f: R" — R eine konvexe Funktion. Dann gilt:
f'(x;h) = f°(z; h) fiir alle h € R"
Beweis. Mékela und Neittaanméki (1992), Theorem 3.1.8 O

Die Herleitung der Bundle-Methoden basiert auf einer Abschwéichung der herkémmlichen
Richtungsableitung.

Definition 5.5 (e-Richtungsableitung fiir konvexe Funktionen). Sei f: R" — R
konvex. Die e-Richtungsableitung von f in x in Richtung h € R™ ist definiert als

£(ah) = inf flx+th) — f(x) +5'

t>0 t

5.3 Subdifferentiale

Da es sich bei den zu optimierenden Funktionen nicht notwendigerweise um differenzierbare
Funktionen handelt, ist es erforderlich, eine Verallgemeinerung der Ableitung einzufiihren.

Definition 5.6 (Subdifferential, verallgemeinerter Gradient). Sei f*(x;h) eine belie-
bige Richtungsableitung. Die Menge

O.f(x) = {€ € R™| f*(x;h) > £ h fiir alle h € R"}
heifst Subdifferential oder verallgemeinerter Gradient.
Fiir die Clarke’sche Richtungsableitung ist das Subdifferential folgendermafien definiert:

Definition 5.7 (Subdifferential (verallgemeinerter Gradient) nach Clarke). Sei
f: R"™ — R lokal lipschitzstetig in x € R™. Das Subdifferential nach Clarke von f in x st
definiert als die Menge

Oof(x) = {€ € R™| f°(x;h) > € h fiir alle h € R"}.
Jedes Element £ € O, f(x) heifst Subgradient von f in x.

Wichtige Eigenschaften des Clarke’schen Subdifferentials fasst der néchste Satz zusammen.

Satz 5.5. Sei f: R" — R lokal lipschitzstetig. Dann gelten:
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(i) O.f(x) ist eine nichtleere, konvere und kompakte Menge mit 0, f(x) C UL(0), wobei L
die Lipschitzkonstante von f in x bezeichnet.

(ii) fo(x;h) = max{ETh|& € O,f(x)} fiir alle h € R®

(11i) Die Abbildung Of(-), die jedem Punkt x € R™ eine Menge A C R™ zuordnet, ist lokal
beschrinkt, d.h. die Beschrdnktheit von B C R™ impliziert die Beschrdnktheit der

Menge {g; € 0f (y) |y € B}.

Beweis. (i), (ii): Méakela und Neittaanmaéki (1992), Theorem 3.1.4, (iii): Kiwiel (1985), Lem-
ma 2.2 —~

Mit Hilfe des Satzes von Rademacher kann das Subdifferential nach Clarke auch folgender-
maflen dargestellt werden:

Satz 5.6. Sei f: R" — R lokal lipschitzstetig in x € R™. Dann gilt
Oof(x) = conv{€ € R" | 3(z;) C R"\Qy mit x; — = und V f(x;) — £}
Hierbei bezeichnet (¢ die Menge der Nichtdifferenzierbarkeitsstellen.
Beweis. Mékela und Neittaanmaéki (1992), Theorem 3.2.16 O

Der néchste Satz driickt aus, dass das Subdifferential tatséchlich als eine Verallgemeinerung
des Gradienten angesehen werden kann.

Satz 5.7. Sei f: R" — R stetig differenzierbar in x, dann gilt

Oof (x) ={V [(2)}.
Beweis. Mikela und Neittaanméki (1992), Theorem 3.1.7 O
Nun definieren wir das Subdifferential fiir konvexe Funktionen.

Definition 5.8 (Subdifferential fiir konvexe Funktionen). Sei f: R” — R konvez. Das
Subdifferential von f in x ist definiert als die Menge

Ocf(x) ={€ € R"[ f(y) > f(x) + & (y — x) fir alle y € R"}. (5.3)
Jedes Element £ € O.f(x) heifit Subgradient von f in x.
Wir erhalten eine zu Satz 5.4 analoge Aussage:

Satz 5.8. Sei f: R" — R konvex. Dann gilt

O.f(x) ={€ €R™| f'(w;h) > £Th fiir alle h € R"} = 0, f(x)
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Beweis. Mékela und Neittaanmaéki (1992), Theorem 2.1.5 (ii) O

Da das Clarke’sche Subdifferential und das Subdifferential fiir konvexe Funktionen im kon-
vexen Fall iibereinstimmen, behélt die Aussage von Satz 5.5 ihre Giiltigkeit.

Satz 5.9. Sei f: R® — R konvex. Dann gelten:

(1) O.f(x) ist eine nichtleere, konvere und kompakte Menge mit O.f(x) C UL(0), wobei L
die Lipschitzkonstante von f in x bezeichnet.

(i) f'(z;h) = max{¢"h|& € O.f(x)} fir alle h € R™
Beweis. Satz 5.9 folgt direkt aus Satz 5.5. n

Mit Hilfe der e-Richtungsableitung kann das Subdifferential fiir konvexe Funktionen abge-
schwicht werden.

Definition 5.9 (e-Subdifferential fiir konvexe Funktionen). Seie > 0 und f: R" — R
konvex. Das e-Subdifferential von f in x € R™ ist definiert als die Menge

0-f(x) :={€ € R"| f(y) > f(x) + " (y — x) — ¢ fiir alle y € R"}
Jedes Element € € 0. f(x) heift e-Subgradient von f in x.

Auch fiir das e-Subdifferential erhalten wir entsprechend zu Satz 5.5 und Satz 5.9 die Aus-
sage:

Satz 5.10. Sei f: R® — R konvex. Dann gelten:

(1) O-f(z) ist nichtleer, konver und kompakt mit O.f(x) C U(0), wobei L die Lipschitz-
konstante von f in x bezeichnet.

(ii) fl(x;h) = max{€"h|E € O.f(x)} fiir alle h € R™
Beweis. Mékela und Neittaanméki (1992), Theorem 3.3.1.4 O

Das e-Subdifferential liefert Informationen iiber die Subgradienten in einer Umgebung von
x.

Satz 5.11. Sei f: R” — R konvex mit Lipschitzkonstante L in x und ¢ > 0. Dann gult:
9cf(y) C O-f(x) fiir alley € Us ()
Beweis. Mikeld und Neittaanméki (1992), Theorem 3.3.1.5 O

Der nachfolgende Satz ist von grofler Bedeutung fiir die Herleitung der verallgemeinerten
Fritz-John-Bedingungen in Kapitel 5.4.



KAPITEL 5. GRUNDLAGEN 31

Satz 5.12. Die Funktionen f;: R" — R i =1,...,m, seien lokal lipschitzstetig in x. Dann
18t auch

F(e) = masc{fi(x) i = 1,...,m}
lokal lipschitzstetig in x und es gilt
0o f(x) C conv{0,fi(z)|i € I(x)} mit I(z) :={i]| fi(x) = f(z),1 <i<m}.
Beweis. Mékeld und Neittaanmaéki (1992), Theorem 3.2.13 O

5.4 Notwendige Bedingungen fiir unrestringierte Op-
timierungsprobleme

In der differenzierbaren Optimierung stellt “V f(z) = 0“ eine notwendige Bedingung fiir ein

lokales Minimum im unrestringierten Fall dar. Der folgende Satz zeigt, dass wir eine dhnliche
Aussage auch fiir lokal lipschitzstetige, nicht notwendig differenzierbare Funktionen erhalten.

Satz 5.13. Sei f: R®™ — R lokal lipschitzstetig in x und sei x ein lokales Minimum von f.
Dann gelten:

(i) 0 € O, f(x)

(ii) f°(x;h) >0 fir alle h € R™
Beweis. Mékeld und Neittaanméki (1992), Theorem 5.1.1, Theorem 3.2.5 O
Fiir konvexe Funktionen sind diese Bedingungen sogar hinreichend:
Satz 5.14. Sei f: R" — R konvex. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f hat in x ein globales Minimum

(11) 0 € 0.f(x)
(11i) f'(x;h) >0 fir alle h € R"
Beweis. Mékeld und Neittaanmaéki (1992), Theorem 5.1.2 O
Eine hinreichende Bedingung fiir e—Optimalitédt im konvexen Fall liefert der nichste Satz:
Satz 5.15. Sei f: R" — R konvex. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) 0 € B.f(x)

(ii) Es gilt f(x) < f(y) + ¢ fir alle y € R™
Beweis. Mikeld und Neittaanméki (1992), Theorem 5.1.4 O
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5.5 Notwendige Bedingungen fiir restringierte Opti-
mierungsprobleme

Wir betrachten das Optimierungsproblem

min f(x)

5.4
wdN. E@) <0,i=1,...,m, (5.4)

wobei f: R" — R und F;: R" — R lokal lipschitzstetige Funktionen sind. In diesem Ab-
schnitt zeigen wir, dass die notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum von Problemstellung
(5.4) eine Verallgemeinerung der Fritz-John-Bedingungen bzw. KKT-Bedingungen der diffe-
renzierbaren Optimierung darstellen. Die Idee besteht darin, das restringierte Problem (5.4)
in ein dazu dquivalentes unrestringiertes Problem zu transformieren. Wir definieren

F(z) :=max{F;(x)|i=1,...,m} fir alle z € R"
sowie die Improvementfunktion in x
H(y, 2) = max{f(y) — f(x), F(y)} fiir alle y € R".

Die lokale Lipschitzstetigkeit der Funktionen f;,;7 = 1,...,m impliziert nach Satz 5.12 auch
die lokale Lipschitzstetigkeit von F' und demzufolge von H. Sei % ein lokales Minimum des
Optimierungsproblems (5.4). Dann stellt & auch ein lokales Minimum des unrestringierten
Problems min H (-, #) mit H (%, ) = 0 dar. Andernfalls konnte man in einer Umgebung von
Z ein z mit H(z,z) = max{f(z) — f(2), F(x)} < 0 finden. Daher lidge in z ein zuléssiger
Punkt mit f(z) < f(z) vor, was der Annahme widerspricht. Nach Satz 5.13 gilt somit

0€d.H(z,7).
Wenden wir Satz 5.12 an, so folgt

. 0o f (), falls F(z) <0
0€0.H(,8) c { conv{0.f(#) UDF(&)}, falls F(2) = 0.

Daraus ergibt sich wiederum nach Satz 5.12

{ Do f(Z), falls F(2) < 0,

conv{0s f(&) U conv{d.F;(z)|i € I(z)}}, falls F(z)=0, (5:5)

wobei conv die konvexe Hiille bezeichnet. Wir wissen auflerdem aufgrund von Satz 5.5, dass
Oof(z) und 0,F;(%),i = 1,...,m nichtleere konvexe Mengen sind. Fiir nichtleere konvexe
Mengen C1, ..., Cy gilt die Beziehung

k k
=1

i=1



KAPITEL 5. GRUNDLAGEN 33

Somit ist Aussage (5.5) gleichbedeutend mit: Es existieren Multiplikatoren 7; > 0,
1=0,1,...,m mit

0 € nodof(2) + Ym0 Fi(i),

2 =1,
1=0
UZE([%) :O, 1= 1,2,...,m.

Dies kann leicht nachgewiesen werden:

Aus F(z) < 0 folgt nach (5.5) 0 € Oy f(#). Anders ausgedriickt erhalten wir: 0 € 790, f (%) +
o mi0oFy(Z) mit no = Lund n; = 0 firi = 1,..., m. Somit gilt n,F;(2) = 0,1 =1,2,...,m.
Im Fall F(2) = 0 gilt nach (5.5) 0 € conv{0,f(2) U conv{0-F;(Z)|i € 1(Z)}}. Dies kann
auch geschrieben werden als 0 € 790, f(Z) + > 1oy 1:0oF; (%) mit no > 0, n; > 0 fiir ¢ = I(Z),
Mo + D icrs M = 1 sowie n; = 0 fiir i € I(2). Die Bedingung 7;F3(2) = 0,i = 1,2,...,m ist
also erfiillt. Zusammenfassend erhalten wir das folgende Ergebnis:

Satz 5.16 (verallgemeinerte Fritz-John-Bedingungen). Sei & ein lokales Minimum
des Optimierungsproblems (5.4). Dann existieren Multiplikatoren n; > 0,4 =0,1,...,m mit

0 € nodof(2) + Ym0 Fi(i),
=1

Analog zum differenzierbaren Fall kann 7y auch hier den Wert Null annehmen, wodurch
die Informationen iiber die Zielfunktion verloren gehen. Wir sind deswegen an Bedingungen
interessiert, unter denen 7y # 0 gewéhlt werden kann.

Definition 5.10 (Cottle-Regularititsbedingung). F erfillt die Cottle-Regularititsbe-
dingung in x, falls

F(z) <0 oder 0 ¢ 0,F(x).

Ist die Cottle-Regularitdtsbedingung im lokalen Minimum & erfiillt, kann in den Fritz-John-
Bedingungen 0.B.d.A. 79 = 1 gesetzt werden und wir erhalten die KKT-Bedingungen.
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Satz 5.17 (verallgemeinerte KKT-Bedingungen). Sei & ein lokales Minimum des Op-
timierungsproblems (5.4). In & gelte die Cottle-Regularititsbedingung. Dann existieren Mul-
tiplikatoren n; > 0,1 =1,...,m mit

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall F(z) < 0. Es gilt also Fj(z) < 0 fir alle
i = 1,...,m und aufgrund von (5.5) 0 € 0,f(z). Daher kénnen wir n;, = 0,5 = 1,...,m
und 7y = 1 setzen.

Nun nehmen wir 0 ¢ 0,F(2) und F(Z) = 0 an. Nach (5.5) existiert ein Multiplikator
to € [0,1] mit 0 € pp0s f () + (1 — 110) 0 F'(Z). Wegen der Voraussetzung 0 ¢ 0, F (&) konnen
wir po = 0 ausschlielen. Somit gilt ;o > 0. Aufgrund von Satz 5.12 erhalten wir auflerdem

0 € 100 f(2) + (1 = 10)0o F(2) S 11006 f (&) + (1 — pro)conv{ 0. Fi() | i = I()}.
Daher gibt es Multiplikatoren i; > 0,4 € I(%), Y ;cys) i = 1 mit
0 € 1100 f(2) + (1 = po) Z 14i0 F ().
iel(2)

Da pg # 0, ist die Division durch po moglich. Mit n; := (1 — o) i /1o > 0 fiir ¢ € I(2) und
n; =0 fiir i ¢ I(Z) folgt 0 € Do f(Z) + D1 mi0.F(%). O

Wenn konvexe Restriktionsfunktionen vorliegen, besteht eine Verbindung der Cottle-Regulari-
tatsbedingung zur Slater-Bedingung:

Satz 5.18. Die Funktionen F;,i = 1,...,m seien konvex. Dann ist die Cottle-Reqularitits-
bedingung in einem zuldssigen Punkt x dquivalent zur Slater-Bedingung

dJy e R": F(y) < 0. (5.6)
Beweis. Mikeld und Neittaanméki (1992), Theorem 5.3.4 O

Der néchste Satz besagt, dass die KKT-Bedingungen hinreichend sind fiir das konvexe re-
stringierte Optimierungsproblem

min f(zx)

5.7
wd.N. Fi(z)<0,i=1,...,m, (5.7)

wobei f: R" — R und F;: R® — R konvexe Funktionen darstellen.
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Satz 5.19 (verallgemeinerte KKT-Bedingungen im konvexen Fall). Wir betrachten
Problemstellung (5.7). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) & ist zuldssig fir (5.7) und es existieren Multiplikatoren n; > 0,4 =0,1,...,m mit

0 € Dof (%) + ) mdeFi(&),
i=1
niFi(2)=0,1=1,2,...,m.

(ii) Z ist globale Minimalstelle von (5.7).

Beweis. (ii) = (i): nach Satz 5.17

(i) = (i1):

Aufgrund von 0 € O.f(2)+ ", 1:0.g:(Z) gibt es Subgradienten & € 0.f(#) und & € 0.4;(%)
mit

§+ Z'fh'fi =0. (5-8)
i=1

Nach Definition der Subgradienten im konvexen Fall gilt

fy) > f(@)+ & (y— 1), y eR"
Fy) > F@) +& (y—2),yeR i=1,...,m.

Multipliziert man die zweite Ungleichung mit 7, > 0, summiert das Ergebnis {iber alle

1t =1,...,m auf und addiert anschliefend die erste Ungleichung, so ergibt sich
fly) + Zsz(y) > f(z)+ Zﬁzﬂ(f) +y—2)" €+ Zmé}), y € R™ (5.9)
i=1 i=1 i=1

Mit n;F;(z) = 0, (5.8) und der Tatsache, dass fiir zuldssige Punkte y die Ungleichung
n:Fi(y) < 0 gilt, konnen wir mittels (5.9) auf

f(y) > f(2) fiir alle y mit F(y) <0

schlieflen. [

5.6 Dualitat

Da bei der Herleitung der Bundle-Methoden der starke Dualitéitssatz zur Anwendung kommt,
soll dieser im vorliegenden Abschnitt in Erinnerung gerufen werden. Wir betrachten ein
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allgemeines Optimierungsproblem der Form

min f(z)

wd.N. gi(z)<0firi=1,...,m,
hij(z)=0firj=1,...,p,
x € X,

welches primales Problem genannt wird. Dabei seien f: R* — R, ¢g;: R® — R und
hj: R™ — R nicht notwendig konvexe, nicht notwendig differenzierbare beliebige Funktionen
und X C R” eine beliebige nichtleere Menge. Zu dieser Problemstellung kénnen wir ein
dazugehoriges Problem konstruieren, das sogenannte duale Problem

max (A, 1)

(5.10)
wdN. A >0.

Hierbei ist die duale Zielfunktion durch
O(A p) = inf L(z, A, p)

und die Lagrangefunktion durch
Lz, A p) == f(x) + ATg(x) + p"h(z).

mit A € R™ und p € RP gegeben. Die Dualitédtssidtze beschreiben den Zusammenhang zwi-
schen dem primalen und dem dualen Problem. Der optimale Zielfunktionswert des primalen
Problems stimmt nicht immer mit dem des dualen Problems iiberein, allerdings gilt nach
dem sogenannten schwachen Dualitéitssatz, dass der Optimalwert des Dualproblems eine
untere Schranke fiir den Optimalwert des primalen Problems darstellt. Das Primalproblem
kann indirekt {iber die Losung des dualen Problems gelost werden, wenn keine Dualitéatsliicke
auftritt, d.h. wenn der optimale Zielfunktionswert des primalen Problems mit dem optima-
len Zielfunktionswert des dualen Problems iibereinstimmt. Hinreichende Bedingungen dafiir
werden im starken Dualitédtssatz formuliert:

Satz 5.20 (starker Dualititssatz). Die Menge X C R"™ sei nichtleer und konvez. Die
Funktionen f und g;,t = 1,...,m seien konvex, die Funktionen h;,j = 1,...,p seien affin
linear. Die optimale Lésung des primalen Problems sei endlich und es gebe ein y aus dem
relativen Inneren von X mit
gi(y) <0 firi=1,...,m
hi(y) =0 firj=1,...,p.

Dann ist das duale Problem [osbar und es gilt:

(5.11)

inf{f(z) |z € X,g(x) <0,h(z) =0} =sup{f(\, u) | A > 0}
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Beweis. Geiger und Kanzow (2002), Satz 6.13 O

Bemerkung 5.21. Die Voraussetzung (5.11) wird nicht bendtigt, wenn wir fordern, dass die
Funktionen g; affin linear sind und die Menge X durch endlich viele lineare Ungleichungen
beschrieben wird. Ein Beweis hierfiir findet sich in Bertsekas (1999). Der genannte Spezialfall
ist fir die Anwendung der Dualititstheorie in Kapitel 7.1.3 relevant.

5.7 Herleitung des SQP-Verfahrens

In diesem Abschnitt werden wir das SQP-Verfahren vorstellen, das wir fiir die Bestimmung
der Suchrichtung heranziehen. Das SQP-Verfahren ist fiir die Losung von stetig differen-
zierbaren restringierten Optimierungsproblemen geeignet und stiitzt sich auf die Ideen des
Newton- sowie des Lagrange-Newton-Verfahrens, die wir in den folgenden Unterabschnitten
vor der eigentlichen Herleitung des SQP-Verfahrens vorstellen.

5.7.1 Newton-Verfahren

Zunichst skizzieren wir das Newton-Verfahren. Es kann zum Auffinden einer Losung x* € R”
des Gleichungssystems

wobei F' : R" — R" eine stetig differenzierbare Abbildung darstellt, verwendet werden. In
der k-ten Iteration sei eine Néhrung z; von z* vorhanden. Wir ersetzen F'(x) durch die
Linearisierung

Fi(x) :== F(zg) + F'(x) (x — xp)

der Funktion F' um z,. Die Losung des linearen Gleichungssystems
Fy(zps1) = F(xy) + F'(zp)(x —2) =0

liefert den neuen Iterationspunkt
Tppr = wp — F'(2) T F (),

falls die Inverse F’(zj)~' existiert. Allerdings wird die Inverse in der Praxis nicht direkt
berechnet. Vielmehr bestimmen wir einen Korrekturvektor d;, iiber das lineare Gleichungs-
system

F’(xk)d = —F(ZL’k)
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und setzen
Tpa1 = T + dk

Insgesamt erhalten wir den folgenden

Newton-Algorithmus:
S0 Wihle zg € R™ und setze k := 0.
S1 Ist F(zx) =0: STOPP.
S2 Bestimme dj € R” {iber die Losung des Gleichungssystems

S3 Setze w1 := x) + di, erhohe k£ um 1 und gehe zu SO.
Das Newton-Verfahren kénnen wir zur Losung von unrestringierten Optimierungsproblemen
min f(x) bzgl. x € R"
mit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f: R™ — R benutzen, indem wir es auf
Vf(x)=0

anwenden. Der Algorithmus berechnet den neuen Iterationspunkt in diesem Fall iiber die
Vorschrift

Thy1 = T — sz($k>_1Vf($k)

Diese Idee wird beim Lagrange-Newton-Verfahren auf gleichsheitrestringierte Optimierungs-
probleme iibertragen.

5.7.2 Lagrange-Newton-Verfahren

Wir betrachten nun die Problemstellung
min f(z)
uwd.N. hj(z)=0,57=1,...,p,

wobei f: R" — R und h;: R" — R,j =1,...,p zweimal stetig differenzierbare Funktionen
sind. Die zugehorigen KKT-Bedingungen sind durch

_ ( Val(z,p) \ _
O(x, p) = ( h(z) ) =0 (5.12)
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mit der Lagrangefunktion
P
L(x, p) = f(x) + Y pihy(x).
j=1

gegeben. Dabei ist p := (1, ..., itp). Des Weiteren setzen wir h := (hq, ..., h,). Gehen wir

zur Bestimmung der Losung von (5.12) analog zum Newton-Verfahren vor, so erhalten wir
den folgenden

Lagrange-Newton-Algorithmus:
S0 Wihle (zo, po) € R” x RP und setze k := 0.
S1 Ist ®(ay, i) = 0: STOPP.
S2 Bestimme (Axy, Aug) € R™ x RP iiber die Losung des Gleichungssystems
Ax
' (i, pir,) ( Ay ) = —®(zp, pur). (5.13)
S3 Setze (Tpi1, trt1) = (Tg, i) + (A, Apg), erhohe k£ um 1 und gehe zu S1.

Im néchsten Unterabschnitt, der das sogenannte SQP-Verfahren behandelt, wird neben dem
Newton-Verfahren auch die spezielle Struktur von ¢ ausgenutzt.

5.7.3 SQP-Verfahren

Das lineare Gleichungssystem (5.13) kann auch geschrieben werden als

V2, L(xy, i) Az + 1 (x) " Ap = =V, L(xy, i),

5.14
Vhj(zy) Az = —hj(zy) fir j =1,...,p. (5.14)

Mit p* := pyp + Ap ldsst sich das System (5.14) umformen zu

Vix[’(mk?/’l’k)Ax + h/(xk)TMJr = —Vf<37k),
Vhi(zy) ' Ar = —hj(zy) fir j =1,...,p.

Diese Gleichungen konnen als KKT-Bedingungen des quadratischen Optimierungsproblems

min  Vf(zy) Az + 1A2"V2 L(zy, ) Az
wd.N. hj(zg) + Vhj(z) " Az =0 fir j=1,...,p
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interpretiert werden, welches dquivalent ist zu
min  f(zy) + Vf(zr) Az + 3AzTV2 Lk, ) Az
wd.N. hj(zg) + Vhj(z,) Az =0 fir j =1,...,p.
Diese Erkenntnis legt es nahe, das quadratische Teilproblem
min  f(z) + Vf(zr) Az + JAzTVZ Lz, ) Az

wd.N. gi(zp) + Vgi(ap) "Azx <0 fiiri =1,...,m, (5.15)
hj(zk) + Vhi(zp) "Ar =0 fiir j =1,...,p

zur Bestimmung von xy,1 := xp + Axy fiir das Optimierungsproblem

min  f(z)
wd.N. gi(z) <O0firi=1,...,m, (5.16)
hj(x)=0firj=1,...,p

heranzuzichen, wobei f: R" = R, g;: R®" = R,i=1,...,mund h;: R" = R,j =1,...,p
stetig differenzierbare Funktionen darstellen. Die Lagrangefunktion fiir dieses Problem ist
gegeben durch L(z, A, ) == f(x) + 370 Ajgi(x) + 370, pihi() mit A := (g, ..., Ap). Die-
se Idee fithrt zum folgenden

SQL-Algorithmus:
S0 Wiéhle (zg, po, Ag) € R™ x R™ x R? und setze k := 0.
S1 Ist (z, ik, A\x) ein KKT-Punkt von (5.16): STOPP.

S2 Berechne eine Losung Az, € R™ des Problems (5.15) und ermittle die zugehorigen
Lagrange-Multiplikatoren Ay und pegy.

S3 Setze xp.1 := x + Axy, erhohe £ um 1 und gehe zu S1.

Da in jedem Iterationsschritt ein quadratisches Problem gelést wird, nennt man die soeben
beschriebene Methode SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming).

Der folgende Satz zeigt, unter welchen Bedingungen das Verfahren superlinear bzw. sogar
quadratisch konvergiert.

Satz 5.22. Sei (x*,\*,p*) € (R*,R™ RP) ein KKT-Punkt von (5.16) mit den folgenden
FEigenschaften:

(a) Es ist g;(z*) + A\f #0 fir allei=1,...,m.
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(b) Die Gradienten Vhj(z*),7 = 1,...,p und Vg;(z*),i € I(z*) sind linear unabhdngig,
wobei I(x*) = {i|g;(z*) = 0}.

(¢c) Es gilt d"V2, L(z*, \*, u*)d > 0 fiir alle d # 0 mit Vhj(z*)'d = 0,j = 1,...,p und
Vgi(z*)'d=0,i € I(z*).

Dann existiert ein € > 0, so dass fir jeden Startvektor (xq, Ao, po) € Uz(x*, X\*, 1*) und jede
durch den SQL-Algorithmus erzeugte Folge (xy, Ak, fir)ken gilt:

Die Folge (g, Ak, pir)ken konvergiert gegen (x*, \*, u*) mit superlinearer Konvergenzrate, d.h.
es existiert eine Nullfolge ¢;, C RT mit

”(mk-&-h /\k+1’/~“€+1) - (JZ*, )‘*’M*)H < ck”(xh /\k’/lk) - (l'*, )\*,,M*)H fiir alle k € N.

Falls V2f,V?%g;,i = 1,...,m und V?h;,j = 1,...,p lokal lipschitzstetig sind, so ist die
Konvergenzrate sogar quadratisch, d.h. es existiert eine Konstante K > 0 mit

||($k+1>)‘k+1auk+1) - (ZB*, )‘*au*)” < K\I(azk,)\k,uk) - ($*v )\*,M*)W fﬁ?“ alle k € N.
Beweis. Geiger und Kanzow (2002), Satz 5.31 O

Bemerkung 5.23. Es ist zu beachten, dass die Hessematriz auch durch eine positiv definite
Niherung dieser ersetzt werden kann. Fs ist maéglich, dass dies zu einem Verlust der super-
linearen bzw. quadratischen Konvergenz fiihrt, allerdings wird die Existenz einer eindeutigen
Lésung des quadratischen Problems garantiert.



Kapitel 6

Vorgingermethoden der
Bundle-Newton-Methode

Im Folgenden moéchten wir die wesentlichen Ideen aufzeigen, die ausgehend von der Gra-
dientenmethode iiber die Subgradienten-Methode und die e-Subgradientenmethode zu den
Bundle-Methoden gefiihrt haben. Zur Darstellung der konzeptionellen Struktur dieser itera-
tiven Verfahren betrachten wir das allgemeine unrestringierte Problem

min f(z) bzgl. © € R".

Auf die speziellen Eigenschaften der Zielfunktion gehen wir bei der Darstellung der einzelnen
Verfahren ein.

Konzeptioneller Algorithmus:

SO Initialisierung
Wihle einen Startpunkt z; € R™ und setze k := 0.

S1 Bestimmung der Suchrichtung
Ermittle eine Abstiegsrichtung dj, € R™ mit f(zy + tdy) < f(xy) fiir irgendein ¢ > 0.

S2 Abbruchkriterium
Wenn z;, sich nahe genug an der Losung befindet: STOPP.

S3 Schrittweitenbestimmung
Ermittle eine Schrittweite ¢, > 0, fir die ¢, ~ argmingo{ f(xy + tdy)} gilt.

S4 Update
Setze xp1 := ) + tpdg, erhohe £ um 1 und gehe zu Schritt S1.

42
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Wir werden die Methoden nicht vollsténdig erldutern, sondern nur auf die Hauptunterschei-
dungsmerkmale, die vor allem in der Bestimmung der Suchrichtung und der Auswahl eines
Abbruchkriteriums zu sehen sind, eingehen. Zu Beginn moéchten wir das Gradientenverfah-
ren skizzieren, um die Verbindung der nichtglatten Optimierung zur glatten Optimierung
aufzuzeigen.

6.1 Gradientenverfahren

Die Anwendung des Gradientenverfahrens setzt eine zweimal stetig differenzierbare Zielfunk-
tion voraus. Wenn x; keinen lokalen Optimalpunkt darstellt, ist V f(zx) # 0 und es gibt eine
Richtung d € R"™ mit f'(x,d) < 0. Um die Richtung des steilsten Abstiegs zu finden, muss
das Optimierungsproblem

i Nz 1
el [z d) (6.1)

mit f'(zy;d) = Vf(x;,)"d gelost werden. Als Ergebnis erhalten wir

=V f(z)
U= el

Aufgrund der Stetigkeit des Gradienten kann die Bedingung ||V f(xy)|| < € als Abbruchkri-
terium herangezogen werden, wobei € > 0 eine vorgebene Toleranz ist.

Bei den folgenden auf Subgradienten basierenden Verfahren setzen wir voraus, dass wir
fiir einen gegebenen Punkt irgendeinen beliebigen Subgradienten aus dem Subdifferential
berechnen kénnen.

6.2 Subgradientenverfahren

Beim Subgradientenverfahren wird die Idee des Gradientenverfahrens auf konvexe, nicht not-
wendig differenzierbare Funktionen {ibertragen. Im nichtdifferenzierbaren Fall erweist sich
das Konstrukt des Subdifferentials zwar prinzipiell als geeigneter Ersatz fiir den Gradienten,
allerdings ruft das pauschale Ersetzen der Ableitung im Gradientenverfahren durch einen
beliebigen Subgradienten & in der Weise, dass sich die Suchrichtung nun als dy, = —&/||& |
ergibt und “||&|| < 0“ als Abbruchkriterium verwendet wird, Probleme hervor. Denn zum
einen sagt die Tatsache, dass “||&x|| > 0* gilt, aufgrund der willkiirlichen Auswahl des Sub-
gradienten noch lange nicht aus, dass das Abbruchkriterium nicht doch fiir einen anderen
Subgradienten des Subdifferentials erfiillt ist. Zum anderen kann wegen der Unstetigkeit des
Gradienten in einer Nichtdifferenzierbarkeitsstelle nicht davon ausgegangen werden, dass die
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Gradienten bei Anndherung an eine optimale Nichtdifferenzierbarkeitsstelle gegen Null stre-
ben. Ein einfaches Beispiel hierfiir stellt die Funktion f(z) = |z| dar. Im Punkt 0 liegt zwar
ein Minimum vor, in allen Punkten z;, # 0 gilt aber |V f(zx)| = 1. Des Weiteren stellt ein
beliebiger Subgradient nicht unbedingt eine Abstiegsrichtung dar.

6.3 c—Subgradientenverfahren

Das e—Subgradientenverfahren orientiert sich ebenfalls am Gradientenverfahren, wéhlt aber
eine andere Herangehensweise als die zuvor erlduterte Methode. Um auch im konvexen, nicht-
differerenzierbaren Fall eine Abstiegsrichtung zu finden, wird analog zu (6.1) das Problem
: 1( ..k
id 6.2
dern <1 flatsd) (6.2)

gelost. Die Richtungsableitung existiert geméfl Satz 5.3. Nach Satz 5.9 (ii) gilt fiir die Rich-
tungsableitung im konvexen Fall

"(zr;d) = max &'d.
f( * ) €€3cf($k)€

Damit wird (6.2) zu

min max ¢ 'd.
deR™,||d[|<1 £€0c f (xx)

Da die Mengen {d|||d|| < 1} und O.f(x)) nichtleer, konvex und kompakt sind, kénnen wir
min und max vertauschen und erhalten das dquivalente Problem

max min  ¢'d. (6.3)
§€8cf(27k) dGR",HdHSI
Fiir gegebenes ¢ hat das innere Problem die Losung d = —¢/|€]|. Somit kann (6.3) umgeformt
werden zu maxeey, f(z,) — €] bzw.

cemin €] (6.4)
Die Aufgabe besteht also darin, einen Subgradienten &, € 0.f(x;) mit minimaler eukli-
discher Norm zu finden. Da 0O.f(zx) gemaf Satz 5.9 nichtleer, konvex und kompakt ist,
existiert eine Losung & des obigen Problems. Als optimale Suchrichtung erhalten wir so-
mit dp = —&/||&k||. Das Verfahren fiihrt trotz der Bestimmung einer Abstiegsrichtung in
manchen Féllen zu falschen Ergebnisse, weil neben dem Subdifferential im aktuellen Punkt
auch noch Informationen iiber die Subgradienten in Nachbarpunkten notwendig sind (siehe
Gerdts (2003), Beispiel 4.5). Man greift deswegen auf das e—Subdifferential zuriick, das nach
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Satz 5.11 Informationen iiber die Subgradienten in einer gewissen Umgebung von z enthélt.
Die Abstiegsrichtung erhalten wir demzufolge, indem wir & € 0. f(xy) mit

= min 6.5
Jéell = _min_ el (65)
berechnen und dj, = —¢&/||&k|| setzen. Da dariiber hinaus der optimale Subgradient derjenige

mit der kleinsten Norm ist, stellt ||{x|| < ¢ im Gegensatz zum Subgradientenverfahren ent-
sprechend Satz 5.15 ein sinnvolles Abbruchkriterium dar. Unter der Voraussetzung der End-
lichkeit des optimalen Funktionswertes kann gezeigt werden, dass das e —Subgradientenverfah-
ren nach endlich vielen Schritten in einem e—optimalen Punkt xy (d.h. f(zg) < f(y) + ¢ fur
alle y € R™) abbricht. Fiir die Losung des Problems ist im Allgemeinen die Ermittlung des
ganzen e-Subdifferentials notwendig, was in der Praxis in der Regel nicht realisiert werden
kann. Die numerische Approximation fiihrt schlieflich auf die Bundle-Methoden.

6.4 Bundle-Methode

Wir gehen weiterhin davon aus, dass die Zielfunktion f konvex, aber nicht notwendiger-
weise differenzierbar ist. Die grundlegende Idee der Bundle-Methoden besteht darin, das
e—Subdifferential in einem Punkt unter Zuhilfenahme eines “Biindels“ von Subgradienten
in benachbarten Punkten anzun&hern. Genauer gesagt: In der k-ten Iteration sollen Konvex-
kombinationen auf Basis des aktuellen Subgradienten &, € 0. f(x)) sowie der Subgradienten
¢ € Ofc(x;) aus den vergangenen Iterationen j = 0,...,k — 1 so gewahlt werden, dass das
dadurch entstehende Polytop im e—Subdifferential enthalten ist. Fiir die Definition eines
geeigneten Polytops betrachten wir neben den Konvexkombinationen der Form

k k
DoNGmit Y N =1,42>0,j=01,....k
j=0 J=0

die Linearisierung von f in y € R fiir £ € 0.f(y), die durch

flz;y,8) = fly) + & (z—y)

gegeben ist. Die Linearisierungsfehler in xy, fiir die Linearisierungen in y = z; und § = §; fiir
7 =0,..., k werden mit

of = awy, x5, &) = flan) — fl;) — & (v — ) (6.6)
bezeichnet. Aufgrund der Definition eines Subgradienten im konvexen Fall ergibt sich

ab>0,j=0,1,...,k— 1 und o = 0.
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Definition 6.1. Es seien Punkte x; € R" sowie dazugehorige Subgradienten &; € O.f(z;)
gegeben. Des Weiteren sei ¢ > 0. Dann definieren wir

kY.

Der folgende Satz zeigt, dass dieses Polytop die gewiinschten Eigenschaften besitzt
Satz 6.1. Fiir P* aus Definition 6.1 gilt

Psk g aaf(xk)

k k k
PE={E16=) N&, D Nk <e, ) N=1,02>0,j=01,.
j=0 j=0 j=0

Beweis. Es seien Zahlen A\; > 0,5 =0,...,k mit

k k
Z)\jaf < g und Z)\j =1
j=0 j=0

gegeben. Dann ist die Aussage
k
Z Ai&j € Ocf ()
=0

zu zeigen. Geméaf3 der Definition des Subgradienten sowie des Linearisierungsfehlers gilt
£T<37_xk) JT(x ) — fT(a:'k—:C])

fx) = flz;) = (xk—%)
f(x) = flae) +

fiir alle z € R™ und alle j = 0, ..

., k. Multiplizieren wir die erhaltenen Ungleichungen mit
A; und summieren diese fiir j = 0

.,k auf, so erhalten wir

k k
Z)\ (x — xp) <Z)\ f(z Z f(a:k)—l-Z)\ja? fir alle z € R"
i=0 =0 =0
] =1 j =1 J <
und somit

k
Fla) + > Mg (x— ) — e < f(a) fiir alle z € R".

=0

Aufgrund der Definition des e-Subdifferentials konnen wir nun auf Zf o ANi& € O-f(ay)
schlieflen.

O
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Fiir die Bestimmung einer Suchrichtung ist die folgende Aussage von Bedeutung.

Satz 6.2. Die Menge P* aus Definition 6.1 ist nichtleer, konvex und kompakt.

€

Beweis. Setzen wir A\; = 0,7 # k und Ay = 1, so gilt Z?:o )\jozf = \raf = 0 < . Daher ist
PF aufgrund von 0 € P* nichtleer. Wegen der Kompaktheit von 0. f(z;) nach Satz 5.10 (i)
folgt mit Satz 6.1 die Kompaktheit von P*. Die Konvexitit ist offensichtlich. m

Aufgrund von Satz (6.2) sind die Bedingungen, die fiir die Herleitung einer Abstiegsrichtung
im e—Subgradientenverfahren notwendig waren, erfiillt. Wir bestimmen deswegen analog zu
(6.5) 2z € Pk mit

2]l = min 2. (6.7)

Wegen der besonderen Struktur des Polytops aus Definition 6.1 ist Problem (6.7) dquivalent
zu dem konvexen quadratischen Optimierungsproblem

2

. 1
min 5 Z )\jgj
JEJk
wd N ) Nak <e
JE€Jk (68)
D AN=1,
J€Jx

Aj > 0 fiir alle j € Jy,

wobei Ji, := {0,1,...,k} die Indexmenge ist. Stellt \;,j € J;, die Losung des obigen Pro-
blems dar, so erhalten wir die Losung von Problemstellung (6.7) durch z, = Z?:o A&
Die Suchrichtung d = —z; ist im Allgemeinen keine Abstiegsrichtung. Aus diesem Grund
werden spater Nullschritte eingefithrt. Die Hauptschwierigkeit des obigen Problems besteht
in der Wahl der Toleranz . Auf der einen Seite erzeugt ein grofies € eine schlechte Appro-
ximation von Jf.(z), auf der anderen Seite kann ein kleines ¢ aufgrund der Ungleichung
f(zry1) < f(xg) — € keinen grofen Abstieg in der Zielfunktion garantieren. Aufgrund der
groflen Sensibilitdt von Problem (6.8) in Bezug auf die Wahl von € wurden andere dquivalen-
te quadratische Optimierungsprobleme fiir die Bestimmung der Suchrichtung hergeleitet, die
aus numerischer Sicht besser geeignet sind. Wir werden nun eine Variante, die die Bundle-Idee
mit dem Schnittebenenkonzept und dem Trust-Region-Ansatz verkniipft, ndher betrachten.
Eine konvexe Funktion kann entsprechend dem Schnittebenenverfahren durch die stiickweise
lineare Funktion

i = max{f(z;) + & (@ = 2;)} = floe) + max{—at + & (@ —2)}
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angendhert werden, wobei §; € O.f(x;),j € Ji gegebene Subgradienten sind. Nach der
Definition des Subdifferentials gilt

f(x) > f(z;) + & (x — ;) fiir alle j € Jy, x € R",
woraus

f(z) > gé%x{f(xj) +& (@ —x))} = fi(w) fir alle z € R

folgt. Die Funktion f wird somit durch f; von unten approximiert. Geméf dem Trust-Region-
Konzept nehmen wir an, dass die Approximation auf einem bestimmten “Vertrauensbereich“
cine akzeptable Genauigkeit besitzt. Dieser Bereich wird durch ||d||* < p mit einem Para-
meter p > 0 und d := x — x; beschrieben. Die optimale Suchrichtung erhalten wir iiber die
Losung des nichtdifferenzierbaren Optimierungsproblems

min fk(azk +d),
LldI<p

welches dquivalent zum differenzierbaren Optimierungsproblem

min v
bzgl. v, d
— ) . (6.9)
wd N, —af+ & d<wfiralle j € J,
sldl> < p

ist. Der néchste Hilfssatz zeigt auf, dass zwischen den Problemen (6.8) und (6.9) eine Dua-
litdtsbeziehung vorhanden ist.

Hilfssatz 6.3. FEs gilt:

(i) Sei S\j,j € Ji eine Optimallosung von (6.8) und i ein zugehoriger Lagrangemultipli-
kator der ersten Nebenbedingung in (6.8), fir den 1 > 0 gelte. Dann ist (0,d) mit

. 1 . o .
d=—— Z Ai&is 0= filzr +d)
H J€Jk
Optimallosung von (6.9) fir

> N

JE€Jk

2

1
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(ii) Sei (0,d) eine Optimallosung von (6.9) mit Lagrangemultiplikatoren \; > 0,j € Jj
der ersten k + 1 Restriktionen in Problem (6.9). Fir den Lagrangemultiplikator [i der
letzten Nebenbedingung in (6.9) gelte i > 0. Dann ist j\j > 0,5 € Jr Optimallésung
von (6.8) fiir

_ N

Beweis. Schramm (1989), Lemma 4.4 O

Aufgrund der quadratischen Nebenbedingung ist die Losung von (6.9) aufwendig. Zur Er-
leichterung der numerischen Behandlung nehmen wir diese Restriktion mit Hilfe des Para-
meters p > 0 in die Zielfunktion auf und erhalten
) 1 2

min vt gl

bzgl.  v,d (6.10)

wd N, —of+ ¢ d<vfiralle j € Ji.
Auch zwischen diesem Optimierungsproblem und (6.9) bestehen Zusammenhénge:

Hilfssatz 6.4. FEs gilt:

(i) Ist (0,d) eine Optimallosung von (6.9) und ji ein zugehériger Lagrangemultiplikator
der letzten Restriktion in (6.9), so ist (0,d) eine Optimallosung von (6.10) fir p = fi.

(ii) Ist (0,d) eine Optimallosung von (6.10) mit p > 0, so ist (0,d) eine Optimallisung
von (6.9) fiir
1. -
— _|ld]]>
p=1dl

Beweis. Schramm(1989), Lemma 4.2 O

Die Hilfssétze 6.3 und 6.4 verdeutlichen, dass alle drei Optimierungsprobleme zur Bestim-
mung der Suchrichtung herangezogen werden kénnen. Im Folgenden werden wir uns auf
Problemstellung (6.10) konzentrieren. Mit u = v + f(xy) ist dieses Problem &dquivalent zu

1
. - d 2
min A Spld| (6.11)

wd N, ff+¢/d <ufiralle j € Jp,
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wobei wir f} := f(x;) + €' (2, — x;) setzen. Gem#B Unterabschnitt 5.6 lautet das zu (6.11)
duale Problem:

. 1
min EH/\jfsz— S f

JE€Jk
wd.N. )\ >0 fiir alle j € J, (6.12)
2 M=l
Jj€Jk

Da wir in Unterabschnitt 7.1.3 ein duales Problem in analoger Weise bestimmen, verzichten
wir hier auf eine ausfiihrliche Herleitung. Problemstellung (6.11) fithrt in der Praxis nach
einer groffen Anzahl von Iterationen zu Speicher- und Berechnungsproblemen, da die Anzahl
der Nebenbedingungen und die Gréfle der Dimension von Iteration zu Iteration zunimmt.
Eine Moglichkeit, die Anzahl der Nebenbedingungen zu begrenzen, stellt die Subgradienten-
aggregationsstrategie dar. Die Idee besteht darin, die Informationen der Restriktionen aus
den vergangenen Iterationen in einer aggregierten Nebenbedingung zu biindeln. Genauer
ausgedriickt: Nach der Losung des aktuellen Richtungsbestimmungsproblems (6.11) wird in
einem ersten Schritt ein reduziertes Hilfsproblem konstruiert, das die gleiche Losung besitzt.
Das neue Problem zur Bestimmung der Suchrichtung erhalten wir in einem zweiten Schritt,
indem wir zu diesem reduzierten Hilfsproblem die Nebenbedingung, die durch den aktuellen
Iterationspunkt erzeugt wurde, hinzufiigen, um den Fortschritt der Methode zu garantieren.
Fiir die Ermittlung des Ersatzproblems werden Konvexkombinationen der vergangenen Sub-
gradienten auf der Basis der dazugehorigen Lagrangemultiplikatoren, die iiber die Losung
des dualen Problems (6.12) ermittelt werden, gebildet:

(pkaf;;]f) = ZjeJk)‘?(fj»ff) (6.13)

Fiir den Nachweis der Aquivalenz des Ausgangsproblems und des konstruierten Problems
benotigen wir den nachfolgenden Satz:

Satz 6.5. Es gilt:
(i) Es existiert immer eine eindeutige Lisung (dy,uy) des Optimierungsproblems (6.11).

(ii) Der Vektor (dy,uy) € R™ xR lést Problem (6.11) genau dann, wenn ein Vektor p* sowie
reelle Lagrangemultiplikatoren /\g‘?, J € Jx, mit den folgenden Eigenschaften existieren:

(@) > MN=1, >0 jeJ
JE€Jx

(b) Ne[fF + &/ di —w] =0, j € Ji

(c) p" = 3 Nig;

JE€Jk
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1
d) d, = ——pt
(d) dy .

1
(¢) we =~ [P + = 7!

J€Jk
(f) [7+& de <ug, j €Ty

(iii) Die Multiplikatoren X¥, j € Ji erfiillen die Bedingungen (a)-(f) genau dann, wenn sie
Lésung des Problems (6.12) sind.

Beweis. (i) Wir definieren die Funktion ¢ durch
1
() == suld|® +¢(d), d € R"

mit ¢(d) := max{f; + & d|j € Ji}. Die Funktion ¢ ist strikt konvex. Des Weiteren
gilt $(d) — +oo fiir [[d] — oo, da @(d) > f£+€7d > f5— & |ld] fir j € J, und
d € R™ nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Deswegen besitzt ¢ das eindeutige
Minimum dj. Ebenfalls auf eindeutige Weise ergibt sich u; = ¢(dy). Somit erhalten
wir die Behauptung.

(i) Problem (6.11) ist konvex und erfiillt fir den Punkt (d,@) := (0, max;ecy, fr+1)
die Slater-Bedingung (5.6). Deswegen konnen wir Satz 5.19 anwenden: Die Tatsache,
dass (dg,uy) die Problemstellung (6.11) 16st, ist dquivalent zu der Bedingung, dass es
Multiplikatoren /\g? > 0 gibt, so dass )\é‘?[ff + &idy, — wi) = 0 fur j € J;, und

1
0 € Oux + §,U||dk||2) + > NOfF A+ i — wi) (6.14)

J€Jk
gilt. Da die auftretenden Funktionen in (6.14) stetig differenzierbar sind, fallen die
Subdifferentiale mit den Gradienten zusammen und (6.14) ist dquivalent zu

0= (udi, 1) + > Ai(&,—1).
J€Jk

Die Bedingungen (a)-(d) sind somit bewiesen. Fiir den Nachweis der Aussage (e) wer-
den die Gleichungen in (b) addiert und (a), (c¢) und (d) angewendet:

k _ kT k rk
D Nun = N ety AT,
JEJk JE€Jk JE€Jk
=1
1 1
= —p’“<;p’“> + Y N = —;Hp’“n? + D NS
jeJk J€Jk

Die Zuléssigkeit der optimalen Losung fithrt unmittelbar auf Ungleichung (f).
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(iii) Kiwiel (1985), Lemma 2.2.1 (iii)

O
Wir betrachten nun das reduzierte Problem
min kgl
wdN. fF+efd<u, je (6.15)

@M Td<u,
wobei J;, eine beliebige Teilmenge von Jj, ist.
Satz 6.6. Problem (6.11) ist dquivalent zum reduzierten Problem (6.15).

Beweis. Wir werden zeigen, dass eine Losung des urspriinglichen Problems (6.11) auch eine
Losung des reduzierten Problems (6.15) darstellt. Dariiber hinaus wissen wir aufgrund von
6.5(7), dass fiir (6.11) eine eindeutige Losung existiert. Dieselbe Aussage gilt auch fiir (6.15),
da beide Probleme die gleiche Struktur besitzen. Insgesamt erhalten wir somit die Behaup-
tung.

Wir nehmen an, dass (dg, ux) eine Losung von (6.11) darstellt. Nach Satz 6.5(i7) existieren
fiir diesen Punkt somit Lagrangemultiplikatoren )\i, j € R™ mit den Eigenschaften (a) — (f).
Mit Hilfe dieser Eigenschaften, bezogen auf Problem (6.11), leiten wir her, dass auch Lagran-
gemultiplikatoren 5\’;, 5\5‘5 ,j € J, existieren, die die Bedingungen (a) — (f) fiir das reduzierte
Problem (6.15) erfiillen. Wir setzen 5\’; =1, 5\2“ =0, € Jp. Dann folgt:

(a)

ZS\§+5\’;:1

j€dp

N(FE 4+ &) di — ug] = 0 fiir alle j € Ji,, da \¥ =0 fiir alle j € J;

ACTfE+ (") Ty — w] =
=1
.
- Y (XMs) d- X dw
JE€Jk JEJk JE€EJk

=1

= D NI +E di—w] =0

JE€Jk
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(¢)
N P D NG =
=1 J€Jk

=0
(d) folgt direkt aus (c)
()

1 . - 1
—p||10k||2 + Z NEFE AR fh = —ﬁ||pk||2 + Z NEFE =y
j€Jk J€JIk
——
=0

I+ ") T dk — e =

.
= DN+ <ZA?£j) di =D Nup =3 N (ff + & di— i) <0

JEJK JEJk JE€EJk JEJK 20

[]

Um das k+1-te quadratische Hilfsproblem zur Bestimmung der Suchrichtung zu bilden,
miissen wir das reduzierte Problem noch updaten und um die Nebenbedingung, die durch
den neuen Iterationspunkt z;,; entsteht, ergdnzen. Aufgrund von

Filx) = fly;) + & (x—yy)
= f(y;) + & (e —yy) + & (. — ) (6.16)
= fF+¢ (z—m)

fir alle j € J, miissen die Punkte y;, j € J; nicht gespeichert werden und man erhélt die
Updateformel

Fi = fi@n) = f7 + & (@ — 21), J € i

Die aggregierten Gréflen konnen analog upgedatet werden. Mit

fy@) = Xif(x)

JEJk

=D N +gf (@ —a) (6.17)

Jj€Jk
= [y + (0" (@ — )
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ergibt sich

£ = fplawen) = fy + (08) (@nen — 2p). (6.18)
Aus (6.18) folgt
fy =B = 0" (@ — ). (6.19)

Setzen wir Gleichung (6.19) in die aggregierte Nebenbedingung aus Problem (6.15) ein, so
erhalten wir

4+ Td<u
= = (") (e — ) + (0N (@ —2) <w
= fzfﬂ (pk)T(x — Tpp1) <

Um die neue Nebenbedingung zu erzeugen, berechnen wir &1 € 0f (yg+1). Insgesamt fithren
die obigen Ausfiihrungen zu dem folgenden k+1-ten Teilproblem:

1
min EquHQ +u

wd N, ()T d <, € = JeU{k+ 1}, (6.20)
L) Td<u

Es ist allerdings zu beachten, dass wir die Methode der Subgradientenaggregation aufler in
der ersten Iteration auf Teilprobleme anwenden, bei denen schon in vorhergehenden Itera-
tionen Aggregation stattgefunden hat. Wir miissen (6.13) deswegen leicht modifizieren:

0", ) =D N, £5) + M 1)

jeJk

Die Subgradientenaggregationsstrategie ermoglicht uns eine beliebige Wahl der Indexmenge
im Problem (6.20). Besitzt diese Menge eine grofie Méchtigkeit, so ist jede Iteration sehr
effizient, allerdings wird viel Speicherplatz benttigt und ein betréichtlicher Rechenaufwand ist
erforderlich. Umgekehrt verhélt es sich, wenn die Menge Ji aus wenigen Elementen besteht.
Dem Nutzer fillt die Aufgabe zu, einen Ausgleich zwischen beiden Aspekten zu finden.



Kapitel 7

Herleitung der
Bundle-Newton-Methode

Nun kommen wir zu der eigentlichen Herleitung der Bundle-Newton-Methode. Das Beson-
dere besteht darin, dass die auftretenden Funktionen im Gegensatz zu den in Kapitel 6.4
betrachteten Bundle-Methoden nicht stiickweise linear, sondern stiickweise quadratisch ap-
proximiert werden. Wir werden die Bundle-Newton-Methode aus Luksan und Vléek (1998)
fiir den restringierten Fall in Anlehnung an Kiwiel (1985) und Mékeld und Neittaanméki
(1992) herleiten. Wir betrachten also das Problem

min  f(z)
udN. F;<0,:=0,...,m,

wobei die Funktionen f: R — R” und F;: R — R",7 = 0,...,m lokal lipschitzstetig sind.
Die Funktion F' sei durch

(7.1)

F(z) =max{F;(x)|i=1,...,m} fir x € R"

gegeben.

Wie bereits bei den bisherigen auf Subgradienten basierenden Verfahren nehmen wir an, dass
wir in jedem Punkt y € R" einen beliebigen Subgradienten g¢(y) € 0f(y) bzw. gr(y) € 0F (y)
ermitteln konnen. Da der Algorithmus auf quadratischer Approximation beruht, benotigen
wir neben den Subgradienten auch die Hessematrix. Allerdings reicht es aus, wenn wir in je-
dem Punkt eine symmetrische n x n—Matrix G¢(y) [bzw. Gr(y)] als Ndherung von VV f(y)
[bzw. VV F(y)] angeben kénnen. Fiir die Problemfunktionen wird keine Differenzierbarkeit,
sondern nur lokale Lipschitzstetigkeit gefordert. Nach dem Satz von Rademacher (Satz 5.2)
sind die Funktionen aber fast iiberall, also iiberall bis auf eine Lebesgue-Nullmenge, differen-
zierbar. An Nichtdifferenzierbarkeitsstellen kann statt eines Elementes des Subdifferentials
der Gradient in einem Punkt y aus einer infinitesimal kleinen e-Umgebung U, (y) herangezo-
gen werden. Analog erhalten wir im Falle einer stiickweise zweimal differenzierbaren Funktion

95
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eine Approximation der Hessematrix an einer Nichtdifferenzierbarkeitsstelle y, indem wir auf
die Hessematrix in einem Punkt = € U.(y) zuriickgreifen.

Die Bundle-Newton-Methode stiitzt die Bestimmmung der Suchrichtung entsprechend Vari-
ante (6.9) aus dem vorhergehenden Kapitel auf das Schnittebenenkonzept. Wir gehen davon
aus, dass in der k-ten Iteration des Algorithmus neben dem aktuellen Iterationspunkt x
auch die Hilfspunkte y; € R", j € J, sowie beliebige Subgradienten fjf € 0f(y;) und

& € OF(y;),j € J vorhanden sind. Wir setzen vorerst Jy, := {1,...,k}. Auf eine sinnvol-
lere Wahl der Indexmenge Ji gehen wir in Unterabschnitt 7.1.4 nédher ein. Des Weiteren sei
in jedem Punkt y; eine Naherung G; der Hessematrix VV f(y,) bzw. eine Néherung Gf der
Hessematrix VV F(y;) gegeben. Auerdem benétigen wir die Damping-Parameter Q{ € [0,1]
und QJF € [0,1], j € J, deren Zweck ebenfalls in Unterabschnitt 7.1.4 verdeutlicht wird. Wir
definieren nun mit Hilfe von

F@) = F) + €)@ — ) + 5ol (e — ) TGl — ), €

Fy(a) 1= Fly) + (€) (0 = ) + 500 (&~ ) G w — ), j € o

die stiickweise quadratischen Approximationen von f, F und H
filw) = max{fj(x)| j € Ji},
Ey(x) := max{F;(z)|j € Ji.},
Hy(x, 1) == max{fi(x) — f(a), Fi(x)}

fiir alle z € R™, wobei H(z,xy) die in Kapitel 5.5 eingefiihrte Improvement-Funktion dar-
stellt. Im Folgenden werden die Bezeichnungen

£ = filan) = fy) + () (@ —v5) + %Qf(ﬂfk —y) Gl(xr — ), j € T,

1 .
Ff = Fj(ﬁk) = F(yj) + (ff)T(ﬁk - yj) + 5@?(% - yj)TGf(% - yj)7 JE€ Jr

verwendet.

7.1 Bestimmung der Suchrichtung

Ausgehend vom aktuellen Iterationspunkt x; mochten wir eine zuléssige Abstiegsrichtung
ermitteln.

Definition 7.1. Die Richtung d € R™ heifit eine zuldssige Abstiegsrichtung von Problem
(7.1) in xy, falls es ein t > 0 gibt, so dass

fzp +1d) < f(x) und F(xy +td) <0 fiir alle t € (0,1].
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Es kann gezeigt werden, dass eine Abstiegsrichtung der Improvement-Funktion eine zuléssige
Abstiegsrichtung fiir die Problemstellung (7.1) darstellt. Eine Abstiegsrichtung der Impro-
vementfunktion erhalten wir iiber die Losung des Problems

min H(xy + d, zy) bzgl. d € R". (7.2)
Wir werden (7.2) allerdings nicht direkt verwenden, sondern H heranziehen, so dass sich

min H(z, z;) bzgl. © € R" (7.3)
mit = := x + d ergibt.

Bemerkung 7.1. Da H allerdings nur eine Approximation von H darstellt, ist es maoglich,
dass durch die direkte Wahl xyy1 := xp+dy gar nicht der grifite bzw. kein ausreichend grofser
Abstieg erzielt wird. Zur Kldrung dieser Problematik verweisen wir auf die Ausfithrungen zur
Schrittweitensteuerung in Unterabschnitt 7.2.

Problem (7.3) ist dquivalent zu

~

min U
wd N, fu(z) — flazy) <0, (7.4)

welches auch in der Form

~

min )
wd N, f(y)+ () (@ —y) + %Qf(w —y) TG —yy) = flwe) <0, 5 €Tk (75)
Fly) + (€)@~ ) + 50w — 1) Gl w — ) < 0, € J

geschrieben werden kann.

7.1.1 Anwendung des SQP-Verfahrens

Problem (7.5) kann mit Hilfe der Lagrange-Newton-Iteration, die in Kapitel 5.7.2 behandelt
wurde, approximativ gelost werden. Fiir die Herleitung des Hilfsproblems, das in diesem
Verfahren in jedem Iterationsschritt auftritt, werden die folgenden Gréflen benotigt:

o 2= (z,0)

o f(z)=[f(z,0) =10
e V.f(z) =(0,1)
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o V..f(z) = 0Dt

o 9l(2) = fly) + () (w —yy) + 3o) (v — ;) TGl (@ — ;) — flan) — 0, j € Jj
o gF(2)=F(y;)+ (T (x —y) + 505 (x — ) ' GF(x—y;) — 0, j € Ji

o V.gl(2) = (¢ + lGl(x—y))",-1), j € i

o V.gi'(2) = ( §F+QfGF(x—yg)), 1), j €

: ( ¢/
: ( Gr
o V..gl(2) = 0lGl je

b szg]F( ) = Q] GF7 .7 € Jk
o V..L(z, 1) =V_.f(2) + ZjeJk,l )‘l;glvzzg;(z) + ZjeJk,l )‘]}g{jlvzzgf@)
— k=1 _fAf k— A
=04 e, X5 0 G+ gen Mg 05 G
In der k-ten Iteration erhalten wir somit gemaf (5.15) das quadratische Teilproblem
. N 1 1P 1 FA
min 0+ (0,1) Az + §AZT< doNGlG+ > A’}f@fo) Az
JEJK-1 JE€Jk-1
1 .
wd.N. f(y;) + (ﬁf)T(xk — ;) + 59;(9% — yj)TG£<xk —y;) — flar) =0
+ (& + oGl —9))) ", —1)A2 <0, j € Jy,
1
Fy;) + (&) (. —y5) + QQf(ka — ;) GY (ze — yy) —
+((§ + 0 G (ex—yy)) ', —1)Az <0, j € Jy,

~
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was vereinfacht dargestellt werden kann als

1
min @+A@+§A:rT( S oNSlGT+ > N ngF)Ax

Jj€J_1 j€Jk—1

wd N, fy;) + (&) (@ — ;) + %gj-‘(xk — ) Gl — ;) — flag) =

(& + ol Gl (a —y))TAr — AD <0, j € U,

F(y) + (€) T (ox — ) + 0 (o — )G (s — ) — 0

+ (65 4+ oG (wy, — y)) T Az — A0 <0, j € J

Nit v = 04 A6, Wi = Ty WG] + Sy MG GE, A = - o, d
T := xj, + d erhalten wir

1 - .
min v+ §dTWkd

wd.N. f(y;)+ (ﬁf)T(xk —y;) + %Qj(xk — yj)TG;'c(xk —y;) — f(xr)

+ (€] + oGl (wn —yy)) T d < v, j € Ui, (7.6)

1

Fy;) + (&) (e — ;) + §Qf($k — ;)G (a1, — y;)
+ (éf + Qfo(l’k — yj))Td <w, j € Jp.

Hierbei ist zu beachten, dass die Matrix W), im Folgenden durch ihre positiv definite Appro-
ximation Wy, ersetzt wird (siehe dazu auch Bemerkung 5.23). Dies gewéhrleistet die Existenz
einer Losung des quadratischen Teilproblems und erweist sich auch fiir die Ermittlung des
dualen Problems als niitzlich, wie wir in Abschnitt 7.1.3 sehen werden.

Bemerkung 7.2. In Abschnitt 6.4 wurde bei Variante (6.10) der Term $pul|d||?* addiert, um
zu verhindern, dass das Minimum der stiickweise linear approximierten Zielfunktion nicht
existiert bzw. zu weit vom Minimum der urspringlichen Funktion f entfernt ist. Im Falle der
quadratischen Approximation ist ein solcher Stabilisierungsterm durch %dTVNde automatisch
gegeben.

7.1.2 Approximationsfehler

Die in der k-ten Iteration aufgrund der quadratischen Approximation entstandenen Fehler
sind durch

85 = flxr) — flyy) — (ff)T(ka: —y;) — %Qf(fﬁk — ?Jj)TGf(% —y;), § € Ji,
(7.7)

By = —Fla) — (€) (o~ 15) — 50! (o= 1) "G o — 3y), 5 € o



KAPITEL 7. HERLEITUNG DER BUNDLE-NEWTON-METHODE 60

gegeben. Diese Groflen miissen allerdings noch geeignet modifiziert werden, um die Ideen, die
im konvexen, linearisierten Fall angewandt werden, auf den nichtkonvexen Fall mit quadra-
tischer Approximation iibertragen zu konnen. Denn im Gegensatz zum Linearisierungsfehler
a¥ (siehe (6.6)) konnen die Fehler 8} ; und 3} ; sogar im konvexen Fall negativ werden. Dies
bringt Schwierigkeiten mit sich. Die Funktionen werden nicht mehr notwendigerweise von
unten approximiert. Des Weiteren geht die Eigenschaft, dass die Nebenbedingungen, die zu
Hilfspunkten mit groflem Linearisierungsfehler gehoren, das Ergebnis weniger stark beein-
flussen, verloren (Vergleiche hierzu Problemstellung (6.10)). Um die genannten Probleme zu
beheben und somit den Weg fiir die Anwendung der Konzepte aus Abschnitt (6.4), die Kon-
vexitat voraussetzen und auf Linearisierung basieren, zu ebnen, fiihren wir die “Gewichte*

o ; = max{|7 |, vllzr — s}, 5 € i,

k

w1 s (7.8)
Op; = max{|ﬁllg7j’a7F||$k — y]H }oJ€ Ji

ein, wobei 74 > 0, yp > 0 und w > 1 Parameter darstellen. Der Term ||z — y;|| sorgt
dafiir, dass O/Ji’j, j € Jy und a’}?j, j € Ji nichtnegativ sind und dass die Approximationen,
die die dazugehérigen Problemfunktionen nicht von unten anndhern (fiir die also ﬁ’f“J <0
bzw. 8%, < 0 gilt), schwiicher eingehen, falls ||z), — y;|| “groB“ ist. Die Parameter v, und g
werden “klein® gewahlt, da nur sichergestellt werden soll, dass o/;{j, Jj € Ji und 0/}7]-, Jj € Ji
keine negativen Werte annehmen. Die Betragsstriche um 3§ ; bzw. 3 ; sind nicht notwendig,
verbessern jedoch die numerischen Ergebnisse erheblich. Des Weiteren liefert der Algorithmus
fir w = 1 und w = 2 gute Resultate. Die obige Definition von Oélij- bzw. al;,j macht die
Speicherung der Hilfspunkte y; fiir alle j € J, erforderlich. Dies kann umgangen werden,

indem wir ||z), — y;|| durch die Gréflen

k—1 )
K 5 = will + 2=y i — @ill = llow = 5ll, 7 € Je\{k}

! { [k = well,

approximieren, welche rekusiv nach

5]?4»1 = S? -+ ||xk+1 — ka, j € Jk (79)

J

upgedatet werden konnen, so dass wir als Gewichte

oy ; = max{|87 ;1. v4(s5)“}, j € Jx baw. o ; = max{| B[, (s5)“}, € Sy (7.10)

erhalten. Statt (7.6) verwenden wir nun

1
min v+ édTWkd
wd N, —of, +d'gf <v, je (7.11)
- O/}Cﬂj + dTgéj",j S v, ] € Jk)
wobei gf; = gp;(wx) = VSi(we) = & + 0] G(wx —y;) wnd gf; = gr(wx) = VF(xy) =
& +0j G (e —yj)-
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7.1.3 Duales Problem

Es soll nun das zu (7.11) duale Problem hergeleitet werden, wobei wir wie in Kapitel (5.6)
vorgehen. Die duale Zielfunktion ist gegeben durch

O(d,v, \f, A\p) = inf  L(d,v, Af, Ap)

(d,v)eRn+1
mit
L(d,v,)\f,)\p) =
1
b LW+ 30 (Tt — o) + Y (ol T, 0
Jj€Jx J€Jk
1
— §dTWkd+dTZ(Ak]g“+)\Fngj)+v( Z(A +>‘l;«“,j))
jE€Jg j€Jk
- Z()‘ O‘fj + )‘FJaFJ)
JE€Jk

Um die duale Zielfunktion zu erhalten, miissen wir demnach das Infimum der Lagrange-
Funktion berechnen. Damit dieses angenommen wird, ist die Einfithrung der Nebenbedin-
gung y ., (N}, + Ak;) = 1 erforderlich. Das Minimum der Lagrangefunktion beziiglich d
ermitteln wir iiber das notwendige und aufgrund der positiven Definitheit der Matrix Wi
auch hinreichende Kriterium

VdL(d7 )\f7)\F> - Wkd+ Z(A ]gf_] +)\F_]gFj) = 0.

JE€Jk

Da positiv definite Matrizen invertierbar sind, folgt

= W' > (N gk + Mgk (7.12)

J€Jk

Setzen wir (7.12) in L(d, Af, A\r) ein, so ergibt sich

L()\f7 )\F> =
1 —
- 5((Wk’ Z()\’}]gf] + )\F]gFj))TWka ! Z()\’;,]Oéfv’j + )\};—‘JO[]}C;‘J))
J€Jk jeJk
— T
_(Wklz(/\ Jgf1+)\FJgFJ)) ZO‘ ]gf]+)\F]gFj)
JE€Jk j€Jk

_Z )‘fj f] F]aFJ)

JE€Jk
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1 _
= =V Y (gl + Akygli) T D (N0l + Aljoly)

JEJk JEJK
ok
- Z )\fJ jX F] FJ)
JEJx
1 -1 2
- _§HWk P DNy + Neg) | D (Nsad, + Niely),
J€Jk JEJk

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass die Inverse einer positiv definiten Matrix
ebenfalls positiv definit ist und dass jede positiv definite Matrix eine eindeutig bestimmte
positiv definite Wurzel besitzt (sieche Horn und Johnson (1985), Kapitel 7). Wird die Zielfunk-
tion noch mit (—1) multipliziert, um die Maximierung in eine Minimierung umzuwandeln,
so erhalten wir das zu (7.11) duale Problem

min _HW Z )\fJng FJgFJ ” +Z )\fjafj FJO";“J)
JEJk JE€Jk
wd N> (M AL =1,
JEJx

Ni; > 0und Af; >0, j € Jp.

Die Notwendigkeit der ersten Nebenbedingung wurde bereits erldutert, die Positivitatsfor-
derungen ergeben sich aus dem Dualitétsprinzip (siche (5.10)). Da die Voraussetzungen des
in Bemerkung 5.21 genannten Spezialfalls des starken Dualitétssatzes erfiillt sind, kénnen
wir v ermitteln, indem wir den primalen und den dualen Zielfunktionswert gleichsetzen und
die Darstellung von d geméfl (7.12) beriicksichtigen:

1
v—i—idTWkd—i- 12 )\f]gfj Fjgé’,j)) Z(Af]gfj+)\F]gFJ)

JE€Jk JE€Jk

k _
+ Z /\fjafj + /\FJaF]) =0

JEJk

1
=>U+§dTWkd+ 12 )\f]gf] Fng] 12 )\f]gf] Fjgé‘,j)

JE€Jk JE€Jk

k _
+ Z /\fjafﬂ + /\F]aF]) =0

J€Jk
= v+d Wid+ Y (N af, +A5ak,) =0
JEJk
=V :—dTWkd Z )\fJOdf]‘i‘)\F]C(FJ)

JEJK
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7.1.4 Subgradientenaggregation

Auch bei der Bundle-Newton-Methode bedienen wir uns des Konzeptes der Subgradienten-
aggregation, um den Speicher- und Berechnungsaufwand zu reduzieren. Allerdings miissen
wir die Strategie aus Abschnitt 6.4 modifizieren. Denn wir haben es nicht mehr mit einer
unrestringierten, konvexen, sondern mit einer restringierten, lipschitzstetigen Problemstel-
lung zu tun. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass wir fiir die Approximation anstelle
von stiickweise linearen Funktionen stiickweise quadratische verwenden. Zur Behebung der
Schwierigkeiten, die durch die fehlende Konvexitit entstehen, wurden die Approximations-
fehler (7.7) durch die Gewichte (7.10) ersetzt. Im Folgenden werden wir zeigen, wie die aus
Abschnitt 6.4 bekannte Subgradientenaggregationsmethode abzuéndern ist, um angemessen
auf die quadratische Approximation sowie die Existenz von Nebenbedingungen zu reagieren.
Dazu nehmen wir an, dass das Problem (7.11) unter Beriicksichtigung der Subgradientenag-
gregationsmethode in der k-ten Iteration die Form

1 -
min v+ idTGl;d

wdN. - o/}] + dTgJ’?J <w, je,

T 7.13
O‘fp +d gﬁp < ( )
an dTng <w

mit

o ;= max(|f(zx) = [}, 9())), 7 € i,
(

) —
o, = max{| f(zx) = f¥], 77 (s,)°);
= max[|Ff|, ye(s5)“], j € Ji,
a%,p = maXHF;LVF(SFp) ]

besitzt und konstruieren ausgehend von (7.13) das k+1-te Teilproblem. Dabei sei G% eine
positiv definite Matrix. Auf die gleiche Weise wie bei Problem (7.11) kann auch das zu (7.13)
duale Problem

) 1, =1 2
i EH(GI;) 2 Z(Afjgfu + )‘fpgfp + /\FJgF,J + )‘k,ng,p)”
JEJk

+ ) (Nijah, + N ok, + Njak, + Ak,ok,)
jedy (7.14)
wd N SN N, AL M) = 1
J€Jk

Npj =0, X5, >0, j €k, Aj, >0und Ap, >0
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hergeleitet werden. Die Losung des primalen Problems ergibt sich iiber

k
dy, Z )‘fjgfa fpgfp + Z /\FJgFJ Fng,p)7
Jj€Jk Jj€Jx
T Ak k
v = —dy Gpdk Z Afjafj Fpo‘fyp Z /\FJO‘FJ pr‘Fp
J€Jx J€Jk

Im Gegensatz zum unrestringierten Fall liegt im restringierten Fall das Problem vor, dass die
Lagrange-Multiplikatoren A’}J von f und )\’}jﬂd von F' getrennt betrachtet keine Konvexkom-
binationen bilden. Weil dies jedoch fiir die Anwendung der Methode erforderlich ist, setzen
wir A o= N 430, ANf und Mg o= Mg+ 30 A und definieren fiir alle j € J; die
skalierten Multlphkatoren

U )\’}J//\’]‘i, wenn )x’} >0 3o )\’;,p//\"/’, wenn )\’} >0
1/[Jis1], wenn X =0, 1/[Jpq1l, wenn X =0,
NE A]f?,j/)\lfm wenn A, > 0 k. )\'f:’p/)\’}, wenn AX. > 0
B 1/|Jk+1|7 wenn )‘Ilg’ = 07 e 1/|<]k+1‘7 wenn )";' =0
sowie die aggregierten Subgradienten

~ ik k1 gk k k Sk o/ k ok
<9fp’ Gf;’ fp : Z/\fj gfj’fj’gf»ijJ’Sj)+)‘f,p<gp Gfp’ )7

Jj€Jx

( Fp?Fk Gl;‘;17~l}€7’p : ZAFJ gF]7E7k7QF,jGF,j7S_];)+5\];', ( Fk Gk SFp)

JE€Jk

(7.15)

und dariiber hinaus die Grofien

&, = max|| f(xr) — fF],vp(55,)°],
@'%p = max[|F(zx) — Fy|,vr(55,)"], (7.16)
)\fa Fp T + \kak, -
Es ist leicht zu erkennen, dass es sich bei den aggregierten Subgradienten um Konvexkom-
binationen handelt.

Wie in Abschnitt 6.4 mochten wir vermeiden, die Hilfspunkte y;, j € Ji aus den vergangenen
[terationen zu speichern. Analog zu (7.9) gilt

st i= 35, 4 llweer — o],
sl o= 8h, + ke — |-

Entsprechend der Herleitungen (6.16) und (6.17) erhalten wir
gps = 95+ 0riGri(wna — wn), § € Ji,

glﬁyl = ggj + 0riGrj(Thi1 — Tk), § € Ji
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sowie
k41 ~k+1 k41
Iy =5y + Gy (@ = zh),
k41 =k41 k41
QF; = QFE + GF—,;) (T — ).
Dariiber hinaus verwenden wir die Update-Regeln

1

I e= P+ (e — o) Tgf + 50£3(Th1 = wr) Gpj(eei — ), § € Ji,

FIH = Ff 4 (g1 — 21) ' g, + %QF,j(karl — x) Grj(tee — 1), J € Ji, 717
S = (e — ) T3, + %(xk+1 — z) G (e — ), |
F;“ = F]f + (l’k+1 - xk)Tﬁgp + %(karl - xk)TGlf:J,;l(lTkH - Tk

Allerdings werden wir beim Versuch, die Regeln in (7.17) analog zu (6.16) und (6.17) nachzu-
rechnen, aufgrund der quadratischen Terme scheitern. Diese Regeln sind also nur als Néhe-
rungen anzusehen. Mit Hilfe der Damping-Parameter o7, € [0,1],j € Ji, und op; € [0,1],
j € Jr wird der Einflufl der quadratischen Terme “geddmpft®. Falls in drei aufeinanderfol-
genden Iterationsschritten (die Anzahl wurde empirisch ermittelt) kein wesentlicher Abstieg
in der Zielfunktion erreicht wurde, so wird gfx+1 = orr+1 = 0 gesetzt, ansonsten gilt
ork+1 = min[l, Cq/||Grs1lls] bzw. 9pry1 = min[l, Cq/||Grrt1lls]. Aufgrund der Wahl
von oy ist die Beschrénktheit von {o;G} sichergestellt, da

01 klGrlls < Ca (7.18)

gilt. Die gleiche Aussage erhalten wir auch in Bezug auf F.
Fiir die Nebendingungen, die in der Iteration k+1 neu hinzukommen, berechnen wir

Jeer = fWkt1), Fevr = F(Yrs1): 9p k1 € OF Wri1), 9rkr1 € OF (Yry1), Néherungen G pyq
von VV f(yk+1) und Gppqr von VVF (yg11) und anschlieBend die Grofien

k+1

Skt1 = ka+1 - yk-&-lH?
1
i o= e+ @1 — Y1) | Gpae + §Qk+1(1’k+1 — Y1) Gra (Thpr — Yrr),

Flﬁf =+ ($k+1 - yk+1)T9F,k+1 + §Qk+1($k+1 - yk+1)TGF,k+1(93k+1 - yk+1)a

gt = 35, + G (wpa — ),

i1 = Tip + Gy (Trer — 7).
Die Ermittlung des Punktes y;,1 wird in Abschnitt 7.2 behandelt. In Abschnitt 7.4 werden
wir auf die Bestimmung von G”;“ eingehen und eine geeignete Wahl der Indexmenge J.



KAPITEL 7. HERLEITUNG DER BUNDLE-NEWTON-METHODE 66

vorstellen. Nun kénnen wir das Teilproblem fiir die k-+1-te Iteration aufstellen:

: Lo =k
min v+ §d Gp d
uwdN. — 0/;7’;1 + dTgljfyl < fiir alle j € Jpqq,

k+1 T k+1
— o, +d 9ip <w,

— a?fjl + dTgf{;l <w fiir alle j € Jyy1,

k+1 T k+1
—apy, +d 9pp SV

mit
al;;l = maXHf(xk+1) - fjk+1‘?7f<8§+l)w]> J € Jkt1,
oyt = max(|f(r) = £ (550,
0/}3-1 = maXHFfHLyF(s?H)‘”], J € Jpi1,
a’lfﬂ;l = maXHF;HL’yF(sl};l)w].

7.2 Schrittweitenbestimmung

In diesem Abschnitt werden wir die Griinde fiir die Notwendigkeit der Anwendung einer
Schrittweitenstrategie verdeutlichen und einen fiir die Bundle-Newton-Methode geeigneten
Schrittweitenalgorithmus vorstellen. Wir gehen davon aus, dass wir in der k-ten Iterati-
on eine Losung (dg, vx) des quadratischen Teilproblems (7.13) gefunden haben. Auch wenn
Hk(xk + d, ) in dj ein Minimum annimmt, ist der grofite Abstieg nicht unbedingt durch
die direkte Wahl zy,; := z) + d gegeben, denn H ist nur eine Approximation der Impro-
vementfunktion H. Man kann versuchen, eine Schrittweite ¢, € (0, 1] zu ermitteln, die den
Bedingungen

ty ~ argminge (o1 f (2% + tdy) und F(x), + tpdy) <0

geniigt. Allerdings garantiert auch die Wahl z,,; := x; + t,dy nicht, dass der Abstieg in
der Zielfunktion ausreichend grof§ ist. Es kann sogar vorkommen, dass dj nicht einmal eine
Abstiegsrichtung darstellt. In solchen Fillen ist es moglich, dass unendlich viele Iterationen
durchgefiihrt werden, ohne dass der Zielfunktionswert in bedeutendem Mafle abnimmt, was
sich negativ auf das Konvergenzverhalten auswirkt. Um die genannten Schwierigkeiten zu
beheben ermitteln wir zwei Schrittweiten 5 und ¢%, mit 0 < ¢¥ <k <1 nach der folgenden
Strategie. Wir versuchen, die grofte Schrittweite t5 € [0, 1], welche die Bedingungen

(a) flzr+thdy) < flae) + mpthoy,



KAPITEL 7. HERLEITUNG DER BUNDLE-NEWTON-METHODE 67

(c) th >t

erfiillt, zu finden, wobei my, € (0, 5) ein Liniensuchparameter und ¢ € (0,1) eine Schranke
ist. Existiert ein solcher Parameter, so fithren wir einen “wesentlichen Schritt* von x; nach
Tpy1 = T + thdy, durch und setzen yp,; := x4,1. Die GroBe 9, = —||(@’;)_%§’;H2 — 6/;
stellt den vorhergesagten Abstieg von f in z; dar. Wir verweisen auf die Verbindung zur
Variable wy, in Abschnitt 7.3. Es gilt 9, < 0. Im Falle von 9, = 0 stoppt der Algorithmus
(auch dies wird in Abschnitt 7.3 ersichtlich), weswegen wir von 7 < 0 ausgehen kénnen.
Somit gilt aufgrund von (a) bei Vorliegen eines wesentlichen Schrittes f(zy1) < f(zx). Falls
die Forderungen (a) und (b) erfiillt sind, aber 0 < t¥ < £ gilt, so erfolgt nur ein “kleiner
Schritt® mit @y := @), + t8dy und ypy1 = yi + thdy. Falls die Kriterien (a) und (b) sogar
nur fiir £, = 0 eingehalten werden konnen, so setzen wir xp,1 = z, und yry1 = yi + t’;%dk.
Es handelt sich hierbei um einen Nullschritt. Wenn ein kleiner Schritt oder ein Nullschritt
vorliegen, dann sorgt entweder

(d) —a’}j,;il + dgg’;f,;}rl > mgUy, wenn F'(ype1) <0
oder
(e) —afhly + dlgihl,, = mete, wenn F(y41) > 0

dafiir, dass mindestens einer der beiden neuen Subgradienten die néchste stiickweise qua-
dratische Approximation von H**! signifikant verindert. Dies gewihrleistet, dass der Algo-
rithmus nicht in Nichtdifferenzierbarkeitsstellen hingenbleibt. Bei mg € (my, 1) handelt es
sich um einen Liniensuchparameter. Des Weiteren wird

() |zks1 — Yrra]| < Cs fur Cs >0

gefordert, um zu vermeiden, dass unnétige Subgradienteninformationen herangezogen wer-
den. Die Bedingung (f) ist Teil einer sogenannten Reset-Strategie, auf die wir in Abschnitt
7.4 noch néher eingehen. Nun stellen wir einen Liniensuchalgorithmus vor, der Schrittweiten
th und t% erzeugt, die die Forderungen (a)-(f) erfiillen.

Liniensuchalgorithmus:
SO Setze t§ := 0 und ¢ :=ty := 1. Wihle ¢ € (0,3),9 > 1.

S1 Wenn f(xy, + tdy) < f(xy) + mptv, und F(xy, + tdy) < 0, so setze t¥ := t, ansonsten
setze ty :=1t.

S2 Wenn tk > t,, setze th := t% und STOPP.
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S3 Falls F'(zy+tdy) < 0, ermittle einen Subgradienten g € 0f(x+tdy), eine symmetrische
Matrix G als Ndherung der Hessematrix von f in xy + tdy und

. min(l, Cq/||G||s], wenn 4, < 3,
e = 0 sonst,
1
fro= flaw+td) + (1 — )9  di + So(t] — 1)*dy Gy,
B = max(|f — flay + tidy)l, vlty — t°lldil*],

ansonsten ermittle einen Subgradienten g € OF (xy + tdy), eine symmetrische Matrix
G als Ndherung der Hessematrix von F' in xj + td; und

. min(l, Cq/||G||s], wenn 4, < 3,
e = 0 sonst,
1
F o= F(ap+tdy) + (th —t)g"dp + 5g(z&‘,{ — t)2d} Gdy,
B = max[|F|,yelty —t°dy]“]-

(Wenn der Algorithmus abbricht, dann ist xj + tpdy als x5 und xp + tdyg als yriq
anzusehen )

S4 Wenn —f3 +d; (g + o(th — t)Gdy) > mgty und (t — t5)||di|| < Cs, dann setze th =t
und STOPP.

S5 Wihle t € [th + ((ty — t5)? ty — ((ty — t5)?] mit Hilfe einer Interpolationsmethode
und gehe zu S1.
Es sei angemerkt, dass die Bedingungen in S4 dquivalent zu

O‘iﬁ + d;g,’iﬁ > Mgk, |Tre — Y|l < Cs

sind. Wir werden nur die Grofle f nachrechnen (die restlichen Berechnungen erfolgen analog).

Zum Nachweis ziehen wir die Darstellung von f,fjfll aus Unterabschnitt 7.1.4 heran und setzen
anschlieend die entsprechenden Grofien ein:

1
f=ferr+ (T — Yer1) " gpaes + §Qk+1($k+1 —Ukt1) ! Grar1(Terr — Yrr),

= f(xk + Zfdk) + (Jik + tLdk — (.Tk + tdk))Tg—l—

1
+ 5@(9@ + tLdk — (Ik + tdk))TG(fL’k + tLdk — (Ik + tdk))

1
= f(ay +tdy) + (tp — t)d] g + §g(u —t)d} Gty — t)dy

Nun untersuchen wir die Konvergenz des Liniensuchalgorithmus.
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Satz 7.3. Fir die Funktionen f und F' seien die folgenden “semismoothness“-Bedingungen
erfillt:

(i) Fir x € R",d € R™ und Folgen {g;} C R™ und {t'} C R™ mit g; € Of (x + t'd) und
t | 0 gelte:
[f(z+t'd) — f(2)]

lim sup gf d > liminf :

3—00 1—00 t

(ii) Fir x € R",d € R" und Folgen {g;} C R™ und {t'} C R™ mit §; € OF(z + t'd),
F(x+t'd) >0, F(z) =0 und ¢ | 0 gelte:
F(z+t'd)—F
lim sup gfd > lim inf [Pz + ) ()

3—00 1—00 t

Dann stoppt der Algorithmus mit t% =ty t% =t und die Bedingungen (a) — (d) sind erfillt.

Beweis. Beim Eintritt in die Liniensuchiteration ist v, < 0. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis und nehmen deswegen an, dass die Liniensuche nicht terminiert. Es seien t', t};, ',
o', G und ' die Werte, die von t,t1,tr, g, 0,G und 3 in der i-ten Iteration angenommen
werden. Es ist leicht zu erkennen, dass t* € {t%, ¢!} fiir alle i gilt. Mit Hilfe von Induktion
kann man (¢, — 7)Y < 1 und 7 <7 <! <t fiir alle i nachweisen. Somit ist {t}}
eine monoton fallende nach unten beschrinkte und {¢};} eine monoton steigende nach oben
beschrinkte Folge. Es existiert also ein £ > 0 mit ¢} T # und ¢}, | £. Wir definieren die Menge

Da nach S1 {t!} eine Teilmenge von S ist, aufierdem ¢; T ¢ gilt und sowohl f als auch F
stetig sind, erhalten wir

dh.tes.
Aufgrund von ¢ — ¢ und i T ¢ gilt (t' — ¢ )||dx|| < Cs fiir hinreichend groBe i. Daraus folgt

—ﬁi + d;(g’ + Qz(tlL — tl)Gldk) < MRV (720)

fiir hinreichend grofle i, denn laut Voraussetzung bricht die Liniensuche nicht ab. Wegen
t — ¢, ¢t | 1, der Stetigkeit von f und F, der lokalen Beschrinktheit der Abbildung g¢°
nach Satz 5.5(iii) sowie der Beschrinktheit von {¢’G'} nach (7.18) erhalten wir 3 — 0,
(2 —tH)o'd] Gidy — 0, so dass sich aus (7.20)

limsup d;, g* < mgiy (7.21)

1—00
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ergibt.

Betrachte nun die Menge I = {i|t" ¢ S}. Wir zeigen, dass diese Menge unendlich viele
Elemente enthélt. Dazu nehmen wir an, dass sie endlich ist, d.h. S enthalte unendlich viele
Elemente. Dann gibt es ein ig € I, so dass t' € S fiir alle 1 > iy (Beachte, dass I # 0,
da auf jeden Fall t° € I. Wire dies nicht der Fall, so wird in S1 ¢; = 1 gesetzt, was in
Schritt S2 aufgrund von ¢y € (0,1) zum Abbruch fiithrt; dies stellt aber einen Widerspruch
zur Annahme, dass die Liniensuche nicht terminiert, dar). Das bedeutet, dass t}; fiir ¢ > i
konstant gleich tiUO bleibt, d.h. i, = tz&o fiir alle ¢ > 4y. Da aber t}; = tfjo | tund iy € I gilt,
folgt £ ¢ S, so dass sich ein Widerspruch ergibt. Es handelt sich also bei I um eine Menge
mit unendlich vielen Elementen.

Fiir alle i € [ gilt entweder f(x+t'd) > f(x)+mpt'dx oder F(xz+t'd) > 0. Zunichst nehmen

wir an, dass es eine unendliche Teilmenge I C I mit
flx+tid) > f(x) +mpt'sy fir alled € T (7.22)
gibt. Mit (7.19) sowie der “semismoothness“-Annahme folgt

mrup < lim inf flwg + tdy + (' — t)c{k) — ot tdi) < lim supd, ¢', (7.23)

i—o0 i€l th— ¢t i—00 ;e

wobei g* € Of(zy + t'dy). Mit (7.21) folgt mpor < mpi, was einen Widerspruch zu
0 <mr <mp <1und 7, < 0 darstellt.

Da es auch moglich ist, dass (7.22) nicht fiir unendlich viele i € [ erfiillt ist, nehmen wir nun
an, dass

F(z+t'd) >0 (7.24)

fiir alle i € I gilt. Mit ¢* | ¢, F(x + td) < 0 sowie der Stetigkeit von F folgt aus (7.24)

F(z+1td) =0
und somit
F td+ (t' —t)d) — F td
lim inf &+ +(t,2) @) S o oy, (7.25)
i—o00,i€] vt —

weil mpo, < 0. Mit (7.21) und der “semismoothness“-Annahme erhalten wir

lim inf Flz+td+ (t' —t)d) — F(z + td)

i—oosiel ti—t

< Mg,

so dass wir mit (7.25) auch im vorliegenden Fall analog zu oben m 0, < mg¥; erhalten, was
wiederum einen Widerspruch zu 0 < my, < mpr < 1 und v, < 0 darstellt. Es ergibt sich somit
insgesamt ein Widerspruch, d.h. die Liniensuche terminiert. Es ist leicht zu zeigen, dass die
Bedingungen (a)-(f) erfiillt sind. O
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7.3 Abbruchkriterium

Falls eine stetig differenzierbare Funktion f vorliegt, so stellt
IV f(z)]| =0 (7.26)

eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum dar. Aufgrund der Stetigkeit wird der Gradient
immer kleiner, wenn wir uns einer Minimalstelle ndhern. Somit ist die Verwendung des
Abbruchkriteriums ||V f(z)|| < € fiir ein € > 0 gerechtfertigt. In Kapitel 6 wurde bereits
erlautert, dass wir im nichtdifferenzierbaren Fall kein geeignetes Abbruchkriterium erhalten,
wenn wir den Gradienten in (7.26) pauschal durch einen beliebigen Subgradienten ersetzen.
Durch

0€ 0H(x,x) (7.27)

ist nach Satz 5.14 das zu (7.26) analoge Kriterium fiir die nicht notwendig differenzierbare,
aber lipschitzstetige Funktion H gegeben. Ein beliebiger Subgradient aus 0H (z,z) erfiillt
diese Bedingung aber nicht unbedingt, so dass auch (7.27) nicht zum Ziel fiithrt. Allerdings
liefert uns die Anwendung der Subgradientenaggregationsmethode eine Ndherung des Gra-
dienten, ndmlich den aggregierten Subgradienten §7§. Wir kénnen den Test || §§|| < ¢ fiir
ein € > 0 nicht direkt verwenden, da die stiickweise quadratische Approximation oft nicht
ausreichend genau ist. Eine Verbesserung erreichen wir mit Hilfe der Grofle d']j aus (7.16),
die als Maf} fiir die Qualitat der Approximation anzusehen ist, und der Stabilisierungsmatrix
G”;. In der k-ten Iteration verwenden wir deswegen den Parameter

1, =1 -
i = 3G ghIP + o

Der Algorithmus stoppt, wenn wy, < ¢ fiir ein gegebenes € > 0, denn dann ist nicht nur die
Norm des approximierten Gradienten, sondern auch der Approximationsfehler hinreichend
klein.

Wir gehen abschlieend auf die Verbindung zwischen v, aus Unterabschnitt 7.2 und wy, ein.
Es gilt 05 = —{||(C_¥';)*%§;f||2 +ah} < —{%H(G’;)*%g}’;H? + ab} = —wj. Somit kénnen wir fiir
v = 0 auf wy, = 0 schliefen. Folglich ist v < 0, solange noch kein Minimum gefunden wurde.

7.4 Der Bundle-Newton-Algorithmus

Nun stellen wir den vollsténdigen Bundle-Newton-Algorithmus vor. Im Anschluss daran sind
allerdings noch einige Bemerkungen notwendig. Auf die konkrete Vorgehensweise bei der Im-
plementierung werden wir in einem eigens dafiir vorgesehenen Abschnitt eingehen.
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Bundle-Newton-Algorithmus:

SO Initialisierung
Weiéhle einen Startpunkt z; € R” sowie die Parameter € > 0, v > 0, v > 0, die Anzahl
M > 2 der verwendeten Subgradienten, ty € (0,1) , Cs > 0, Cg > 0, einen Matrix-
Auswahl-Paramater i,, > 0, einen Bundle-Reset-Parameter 7, > 0 und w > 1. Setze
y1 = x1 und berechne f(y1), F(y1),971 € Of(v1),9r1 € OF(y1) sowie symmetrische
Matrizen Gy, und Gg; als Ndherungen der Hessematrizen von f bzw. F' im Punkt
y1. Initialisiere den Iterationenzéhler k := 1, die Zahl i,, := 0 der aufeinanderfolgenden
Null- und kleinen Schritte, die Zahl 75 := 0 der wesentlichen Schritte seit dem letzten

Bundle-Reset, die Indexmenge Jio= {1}, 051 = op1 = 1,87, = sp, = s' =0,
9ip = 951,95y = 9r1 Sy = [l = fy), Fy = F! = F(y1), G}, = Gy1 und
G}?’p = GFJ.

S1 Bestimmung der Suchrichtung
Wenn die Schritte £ — 1 und & — 2 beide wesentlich sind und )\]ﬁl L= )\%_kl , =1 oder
wenn ¢, > ¢, dann setze G := Gy + Gy, ansonsten setze G := G’}p + G . Wenn
in < iy, dann ersetze GG durch ihre positiv definite Approximation G ansonsten setze
G"C G"C . Finde die Losung (dy,vy) des k-ten quadratischen Tellproblems

1 -
min v+ §dTG§d
bzgl. (d,v) € R" xR
unter — O/}J- + dTg’Jfﬁj <w, j € Jg,
— o/}p + dTgl}’p <w, wenn iz < 7,,

—aF] dTgFJ <w,j€Jg,

— o, +d' g, <v, wenn iy <,
wobei
k = k k\w .
Qfg = max[\f - (Ik)|77f(5j) ], 7€ Jy,
oy, = max(| f; = f(xx)|,v5(s5,)°], wenn iy <1,
ok = max(| 4] 1e(5)°), 5 € Jo
O‘%p = max[|F}f| ’YF(SFp)”], wenn iz < i,

welche sich iiber die Losung des dazugehorigen Dualproblems
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73

min _HH]CZ )\fjgf] fpg’;p_'_)‘F]gF]—i_)\Fng;z)H2
JEJK
+ Z()‘ afj +)‘fp fp+>\FJ F,j +)‘Fp Fp)
JE€Jk
bzgl.  Nii, j € Ju, Ni, Apjid € i AR, (7.28)
unter > (M + X+ AE 40 =1
J€Jx
)\?,j Z 07.7 € Jka)\’;‘,p Z O7A]}€?,j Z 07] € Jka)\];"p Z 07
)\I}yp = )\]fpyp =0, wenn iz > i,
mit
di:=—H{() Nj 05+ Nipdhp + D Abdhy + Nip9i,),
JEJk jEJk
Uk == _dTdek Z )‘fjafa fp fp Z )\F]aFJ Fpo‘];”p
JE€Jk JE€Jk
ergibt, wobei Hj, := (G’“) 3 ist. Wenn is > 1., SO setze iy := 0. Berechne
S Ni /NG, wenn Af >0 3o Nj o/ Nf, wenn A} >0
1 1/ Jks1|, wenn X =0, I 1/[Jp41l, wenn X =0,
S )\’f;,j/)\’f;, wenn AX, > 0 Tk )\%p/)\%, wenn A% > 0
B Y kgal, wenn Xp =0, “FP T 1/ k|, wenn Af =0,
~ bkt gk k k Sk o[k ¢k
(gfp7 G oo fp : Z)‘fj gf,J’fj’vaijJ’Sj) +)‘f,p<gp Gfp’sfp)
JjeJk
( Fp?Fk G];?:“;l’"];?p : ZAF] gF]7 ]kng,jGF,j7S_];)+)\I;', ( Fk Gk SFp)
J€Jk

(mk>|7 ’}/f(g];”,p)w]v
F(xp)], v (55,)],
)xfozfp + )\Fan,

afp = max[|fk

Oz]fpp = maXHFk —

gp = A gfp+)\Fnga
— | High 2 —

P

Wy :—||Hk: S|P+ ak.
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S2 Abbruchkriterium
Wenn w;, < e, STOPP.

S3 Schrittweitenbestimmung

74

Ermittle mit Hilfe des Liniensuchalgorithmus aus Abschnitt 7.2 Schrittweiten t§ und
th und setze w1 = xp, + thdy und xp. = x) + thd,. Berechne fii1 = f(yri1),
Fit1 = F(Yet1), 9rk+1 € Of (Yks1), gret1 € OF (ygs1) sowie symmetrische Matrizen
Gyre1 und Gpgqr als Naherungen fiir die Hessematrizen von f und F' in yg4q. Falls

t’z < to, setze i, := 1, + 1, ansonsten setze 7,, := 0 und i, := 1, + 1.

S4 Update
Falls i, < 3, setze g1 := min|l, Cq/||Gfpy1]ls] und

0r+1 = min[l, Cq/||Grri1l|s], ansonsten setze gfji1 := 0ppt1 = 0.
Berechne
ST =8 + g — all, € T,

k+1 __

Skr1 = |Ter1 = Yrr |,
k+1 _

Stp gl},p + [|2p g1 — i

spit =85, + ok — ),

=1 (e — ) T+ %Qf,j(xk-i-l — ) Grj(rrp — ar), § € i,
Ffﬂ = Ff + (g1 — xk)ng@,j + %Qm(xkﬂ - Ik)TGF,j (@pr1 — 2n), J € T,
f;fﬂ - lef + (Th1 — xk)Tglj,p + %(wk+1 - $k>TG?;1(Z’k+1 — k),
FEH = Ef o (= 20Ty + (0 = 20 G s — )
gl;;.l = gl]f’j +05,;Gri(Tpp1 — 2k), 5 € Ji,

k+1

Ir; = gg‘,j + 07;Grj(Th — 71), J € Ji,
Iiiir = 91 + 0k Gra (Trpr — Yrs),
gﬁil = grk+1 + 0k r1GER1 (Ths1 — Yrt1),
gry =G5y + G @k — @),

k1 _ =kl k+1
9ry = Grp + Gy (Tt — o).

S5 Wiéhle eine Indexmenge Jy 41, die in {k — M,... k+1} N{1,2,...} enthalten ist und

k + 1 enthélt. Erhohe £ um 1 und gehe zu S1.

Im obigen Algorithmus findet die Bundle-Reset-Strategie Anwendung, d.h. wenn i5; > i,,
dann wird )\’}m = >\]1€;"p = 0 gesetzt. Anders ausgedriickt: Falls die Zahl der wesentlichen
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Schritte seit dem letzten Bundle-Reset grofler ist als eine vom Nutzer festgelegte Schranke 4,
dann findet eine Verdnderung des quadratischen Teilproblems in S1 dahingehend statt, dass
die aggregierte Nebenbedingung bei der Losung des Problems nicht einbezogen wird. Diese
Strategie sowie die erste Mafinahme in Schritt S1 werden fiir den Beweis der superlinearen
Konvergenz benotigt (siehe Satz 7.5). Die zweite “wenn, dann“-Bedingung in Schritt S1 ist
notwendig, um die Konvergenz allgemein zu beweisen (siehe Satz 7.4).

7.5 Konvergenzanalyse

In diesem Kapitel formulieren wir Konvergenzaussagen. Die Beweise kénnen fiir den unre-
stringierten Fall in Luksan und Vléek (1998) nachgelesen werden.
Der folgende Satz zeigt die allgemeine Konvergenz des Bundle-Newton-Algorithmus auf.

Satz 7.4. Wir nehmen an, dass {xy} und Hy beschrinkt sind. Dann ist jeder Hdaufungspunkt
von {xy} stationdr fir f.

Unter bestimmten zusétzlichen Forderungen an die Problemfunktionen erzeugt der Algorith-
mus Newton-Iterationen und die Konvergenz ist superlinear.

Satz 7.5. Unter den Voraussetzungen, dass
(a) die Folge der Hilfspunkte {y.} gegen T konvergiert,

(b) die Problemfunktionen f und F streng konvexr mit Modulus C' > 0 sind, d.h. f(x) —
(C/2)||z||* und F(x) — (C/2)||z||* konvex sind,

(c) [ und F stetige Ableitungen zweiter Ordnung in einer Umgebung B(Z) von T besitzen,
(d) die Zahl der wesentlichen Schritte unbegrenzt ist,

(e) w =1 gewdihlt wird und

(f) Gyr und Gpy die Hessematrizen von f und F in y;, darstellen,

erzeugt der Bundle-Newton-Algorithmus nach einer gentigend grofien Anzahl von Schritten
nur noch Newton-Iterationen und {xzy} konvergiert superlinear gegen .
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Implementierung und numerische
Beispiele
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Dieser letzte Teil der Arbeit ist der praktischen Umsetzung der vorangegangenen Theorie ge-
widmet. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die in Teil IT hergeleitete Bundle-Newton-Methode
implementiert und in den optimalen Steuerungsalgorithmus, der in Teil I vorgestellt wurde,
eingesetzt. Ausgewéihlte Aspekte der Vorgehensweise werden in Kapitel 8 erlautert. In Kapi-
tel 9 stellen wir die Ergebnisse vor, die wir unter Verwendung der Bundle-Newton-Methode
erhalten, und vergleichen diese mit den Resultaten aus Jarzcyk (2005). Eine Beurteilung der
Ergebnisse findet sich im letzten Kapitel.



Kapitel 8
Implementierung

Das vorliegende Kapitel greift wichtige konkrete Umsetzungen des in Abschnitt 7.4 vorge-
stellten Algorithmus heraus.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, das Bundle-Newton-Programm in den Algorithmus zur
Losung von optimalen Steuerungsproblemen, den wir aus Jarczyk (2005) entnommen haben,
einzubauen und diesen auf die Testbeispiele aus eben genannter Arbeit anzuwenden. Da bei
der Implementierung Besonderheiten dieser optimalen Steuerungsprobleme ausgenutzt wer-
den, mochten wir deren Struktur betrachten.

Die Kontrollsysteme sind durch

#(t) = f(x(t), u(t))

gegeben, wobei f: R? x U — R? ein stetiges Vektorfeld darstellt. Die Zustandsvariable
x(t) = (x1(t),x2(t)) stellt also einen zweidimensionalen Vektor dar. Als Kontrollwertebe-
reich wird ein kompaktes, eindimensionales Intervall U = [a, b],a,b € R, herangezogen. Die
Ertragsfunktion g bildet von R? x U nach R ab. Das Maximierungsproblem (4.7) besitzt
demgeméf die Form

max  h(u) (8.1)
unter u € [a,b), '

wobei h: U — R definiert ist wie in (4.7). Es muss allerdings fiir jeden Gitterpunkt x
herausgefunden werden, fiir welche Werte u € U die Bedingung f,,(x,u) € Q erfiillt ist (siehe
hierzu Abschnitt 4.2). Dazu greifen wir auf die Funktion admit_intervall() aus Jarczyk (2005)
zuriick, welche folgendermafien vorgeht: Zuerst werden die urspriinglichen Intervallgrenzen
auf Zulassigkeit tiberpriift. Ist dies der Fall, so kann das Ausgangsintervall als zuléssiger
Bereich verwendet werden, wobei wir annehmen, dass dieser zusammenhéngend ist.

Wenn einer der beiden Eckpunkte nicht zuléssig ist, so wird mit Hilfe von Bisektion ein
zuldssiger zweiter Eckpunkt ¢ € [a, b] ermittelt und [c, b] bzw. [a, ] zuriickgegeben.

78
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Gilt sowohl f,(z,a) ¢ Q als auch f,(z,b) ¢ €, so wird [a, b] in 20 dquidistante Abschnitte
unterteilt. Findet man auf diese Weise einen zuldssigen Punkt ¢, so wird iiber Bisektion ein
Intervall [d, ] ermittelt, so dass ¢ € [d, e] C [a,b] gilt, ansonsten wird abgebrochen.

Sei nun U = [a, 0] das so erzeugte zuliissige Intervall. Mit Hy(u) = @ — u und Hy(u) = u — b
definieren wir H (u) = max{H; (u), Hy(u)}, so dass sich unter Vewendung von h(z) = —h(z)
das Minimierungsproblem

min  h(u) (8.2)
unter H(u) <0
ergibt. Es ist zu beachten, dass die konvexe Funktion H im Punkt u = %(& + ZN)) nicht diffe-
renzierbar ist. An dieser Stelle erhalten wir ein Element des Subdifferentials, indem wir die
Ableitung in einer Umgebung dieses Punktes, also entweder —1 oder 41, heranziehen.
Nun wenden wir uns der Zielfunktion h zu. Aufgrund der Diskretisierung im Raum koénnen
an den Kanten der einzelnen Segmente Nichtdifferenzierbarkeitsstellen auftreten. Auch wei-
sen die numerischen Ergebnisse darauf hin, dass die Funktion nicht immer konvex ist. Die
Testphase hat ergeben, dass die besten Resultate erzielt werden, wenn ein Subgradient in
einem Punkt u € R iiber
flut+h)— f(u)

: (8.3)

fiir ein geeignetes h>0 approximiert wird. Analog sind wir zur Berechnung der Hessematrix
in einem Punkt u vorgegangen.

Zur Berechnung einer positiv definiten Naherung einer Matrix wurde ein modifiziertes Cho-
leskyverfahren nach Gill, Murray und Wright (1984) sowie Gill und Murray (1974) program-
miert.

Die Problemstellung (7.14) ist dquivalent zu

1
min EATQ)\ +a A

wdN. 1>e'A>1, (8.4)
A >0,
i) ()R ko y\k k _(ak koo ok k _
Dabei ist A = (/\fvijJk’ N Abgjes NS (afvjjeJk’ O s Oy apy)unde = (1,...,1).
|Je|+1—mal

Aufgrund der Symmetrie der Matrix Q = ((G’;)*%T)T(C_J';)*%T = THGH™'T mit T =
( g’;’ Jics g’ﬁp, g}?’ Jics g}‘;’p) kann dieses quadratische Teilproblem mit Hilfe der Funktion e04ncc
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aus der NAG-Bibliothek gelost werden. Um zu garantieren, dass jede Nebenbedingung nur
einmal auftritt und zur Durchfithrung der Reset-Strategie wird ein Array restrikt verwen-
det, das fiir jede Nebenbedingung einen Eintrag besitzt. Der Wert 1 wird gesetzt, wenn die
Nebenbedingung bei der Losung des Problems nicht einbezogen werden soll, ansonsten steht
0 an dieser Stelle.

Fiir die Invertierung der Matrix (G";) fithren wir zuerst mittels der NAG-Routine f07adf
eine LU-Zerlegung durch und wenden anschlieSend die NAG-Funktion f07ajf an.

Die Berechnung der Spektralnorm erfordert die Ermittlung der Eigenwerte. Dazu machen
wir uns die NAG-Routine f02acc zunutze.

Fiir ausfiihrliche Beschreibungen der eingebundenen Funktionen sei auf die Dokumentati-
on zur NAG-Bibliothek verwiesen.



Kapitel 9

Testbeispiele

Nun vergleichen wir die Ergebnisse aus Jarczyk (2005) mit den Resultaten, die mit Hilfe
der Bundle-Newton-Methode erzeugt wurden. In der erwidhnten Diplomarbeit werden die
ableitungsfreien Verfahren

o iquidistante Diskretisierung (diskr[I])
e Brent-Verfahren (brent|[I])
e rekursive Suche (rekur[l])
e crweitertes Brent-Verfahren (erw-b[I])

zur Losung von (4.7) benutzt, wobei I die Anzahl der Teilintervalle, in die U bei den ent-
sprechenden Verfahren eingeteilt wird, bezeichnet. Fiir eine Erklarung dieser Optimierungs-
methoden sei auf Jarczyk (2005) und Griine (2004) verwiesen. Wir fithren die folgenden
Abkiirzungen ein:

Iter:  Anzahl der Iterationen des optimalen Steuerungsalgorithmus
Min: globales Minimum der optimalen Wertefunktion
Max: globales Maximum der optimalen Wertefunktion

Der Algorithmus zur Lésung des optimalen Steuerungsalgorithmus, der in Teil I hergeleitet
wurde, kann iiber die folgenden Parameter auf das konkrete Problem angepasst werden:

a[0]:  x¢-Koordinate der linken unteren Ecke des Rechteckgitters {2
a[l]:  x;-Koordinate der linken unteren Ecke des Rechteckgitters 2
b

0]:  xo-Koordinate der rechten oberen Ecke des Rechteckgitters

1]:  zy-Koordinate der rechten oberen Ecke des Rechteckgitters €
[0]:  Anzahl der Unterteilungen des Gitters in z- Richtung

n[1]:  Anzahl der Unterteilungen des Gitters in z;- Richtung

81
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h: Schrittweite

0: Diskontrate

eps: Genauigkeitsschranke fiir Steuerungsalgorithmus
U:  Bereich, iiber den in (4.7) maximiert wird

Bei der Bundle-Newton-Methode steuern wir die Qualitdt der Ergebnisse iiber die spezielle
Wahl von ’}/f,’)/F,w,il,g und S. Mit Hilfe von 4,7 und w kénnen wir die in Unterab-
schnitt 7.1.2 definierten Gewichte beeinflussen. Den Startpunkt der Methode bestimmen wir
gemafl S = a + @ mit ¢ € [1,00). Der Parameter h wird zur Berechnung einer Appro-
ximation des Subdifferentials (siche (8.3)) herangezogen. Dariiber hinaus stellt € die in der
Bundle-Newton-Methode verwendete Genauigkeitsschranke dar. Wir benutzen im Folgen-
den die kompakte Schreibweise bundle-newton[ys, vp, w, h, e, q]. Wenn wir die Anzahl der
[terationen kiinstlich erhohen, geben wir diese mit einem Index (anzahl) an, beispielsweise

bundle-newton[ys, vr, w, b, €, ¢lanzani-

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Belegung weiterer Parameter im Bundle-
Newton-Algorithmus:

me |melto [0 [¢ [Cs [Co [in [0 ]
10.01 [ 0.5 [0.001 | 1.0 | 0.01 [ 10°° | 10 | 100 | 100 |

Da der Zweck und der Einfluss der einzelnen Parameter im Zusammenhang mit der Her-
leitung der Bundle-Newton-Methode einsichtiger ist, verweisen wir fiir ausfiihrlichere Infor-
mationen auf Kapitel 7.

Beim Vergleich der Methoden legen wir im Folgenden den Schwerpunkt auf die Genauig-
keit der Ergebnisse. Der Aufwand der Bundle-Newton-Methode ist bei allen Beispielen um
ein Vielfaches grofler als der der {ibrigen Verfahren. Diesen werden wir fiir das erste Modell
iiber die Laufzeit abschétzen.

9.1 Beispiel 1: Einfaches Modell

Zuerst wenden wir uns einem einfachen optimalen Steuerungsproblem zu, das durch das
Kontrollsystem

@1(t) = 21 (t) + u(t)za(t)
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sowie durch die Ertragsfunktion
g(x1,z9,u) = —=1.04+ 21 — 0.3u

gegeben ist. Mit den Parametern

Cal0] [t [o[0] [o] [nf0] [n] [ |8 Je [U |
0.0 [00 [1.0 [1.0 [50 |50 |0.05]05]10°*][0,1]]

erhalten wir:

’ Verfahren H Iter ‘ Min ‘ Max
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075, 1075, 1.0] 247 | -1.9978 | -1.2040
bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1075 1075, 1.0]g90 || 600 | -2.0001 | -1.2050
brent[3] 247 | -1.9977 | -1.2040
brent|6] 247 | -1.9977 | -1.2040
brent|[3]600 600 | -2.0000 | -1.2049
diskr[10] 247 | -1.9977 | -1.2040
rekur|6] 247 | -1.9977 | -1.2040
rekur[15] 247 | -1.9977 | -1.2040
erw-brent|[3] 247 | -1.9977 | -1.2040
erw-brent|[6] 247 | -1.9977 | -1.2040

Die neue Optimierungsstrategie liefert sowohl nach 247 als auch nach 600 Iterationen et-
was genauere Ergebnisse als die in Jarczyk (2005) verwendeten Verfahren. Die Abbildun-
gen (9.1) und (9.2) zeigen die optimale Wertefunktion sowie die optimale Steuerung fiir
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075, 1075, 1.0]. Der Sprung in der optimalen Steuerung hat einen
Knick in der optimalen Wertefunktion zur Folge, an dem diese nicht differenzierbar ist. Die
Abbildungen (9.3) und (9.4) verdeutlichen den Unterschied zwischen brent[3] und bundle-
newton[0.5,0.5,1.0,107%,107°,1.0] (bundle-newton[]-brent[]). Die Differenz zwischen den
optimalen Steuerungen ist in der Ndahe der Sprungstellen besonders hoch.

Fiir dieses Modell mochten wir den Aufwand grob iiber die Laufzeit abschétzen.

Das Verfahren brent[3] fiihrt die notwendigen Berechnungen 75-mal schneller durch als
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075 107>, 1.0]. Auch im Vergleich zu brent[10] miissen wir bei
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075 1075, 1.0] 34-mal linger auf die Ergebnisse warten. Selbst
rekur[15] bendtigt nur ungefihr 15% der Zeit von bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075, 1075, 1.0].
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9.2 Beispiel 2: Investitionsmodell

Das Kontrollsystem

21(t) = x2(t) — ox1 (1
'1() 2(t) — o (1) 0.1)
(t) = u(t)
und die Ertragsfunktion
x c o
g1, T2,u) = ki/z1 — Tli:gx‘ll — C1Tg — 52953 - §u2 (9.2)

charakterisieren ein optimales Steuerungsproblem. Dabei modelliert das System (9.1) Kapi-
talstrome, (9.2) stellt den diskontierten cash flow dar.
Legen wir die Parameter

0.0 [0.0 |60 [1.5[50 |50 |0.05[0.04][10°°][1, 1]]

zugrunde, ergibt sich:

Verfahren H Iter ‘ Min ‘ Max ‘
bundle-newton[10~4,1074,1.0,1075,107%,3.0] || 1857 | 12.957 | 30.552
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107¢, 1074, 2.5] 1867 | 12.980 | 30.560
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107¢ 107% 1.5] 1881 | 12.986 | 30.577
bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1076, 107%, 2.5]3600 || 3600 | 13.391 | 30.994
brent 3] 1836 | 12.962 | 30.551
brent 6] 1837 | 12.961 | 30.551
brent [6]3600 3600 | 13.393 | 31.008
diskr[10] 1847 | 12.835 | 30.470
diskr[100] 1834 | 12.958 | 30.546
rekur|6] 1834 | 12.960 | 30.550
erw-b|[3] 1838 | 12.958 | 30.559
erw-b|6] 1834 | 12.959 | 30.548

Wihrend die Ergebnisse von bundle-newton[1074,1074,1.0,107%, 107, 3.0] noch hinter denen
von brent[3] zuriickbleiben, kann mit bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107%, 1074, 2.5] und bundle-
newton[0.5,0.5,1.0,107%,1074, 1.5] eine Verbesserung erzielt werden. Da aber brent[6] nach
3600 Iterationen die Resultate von bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1076 1074, 2.5]3¢09 iibertrifft,
muss davon ausgegangen werden, dass die soeben erwihnte Verbesserung nur auf die héhere
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Iterationenzahl zuriickzufiihren ist. Die optimale Wertefunktion sowie die optimale Steue-
rung sind fiir bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107%,107%,2.5] in den Abbildungen (9.5) und (9.6)
visualisiert worden. Wiederum korrespondiert der Sprung in der optimalen Steuerung mit
einem Knick in der optimalen Wertefunktion. Diese Linie trennt die Einzugsbereiche der zwei
stabilen optimalen Gleichgewichte und wird Skiba-Linie genannt. Erstaunlich ist die enorme

A
’ L 2%
,
c
/ ":"’"3&?3:
e
l,, S 40»',
e."/'a "' ""n'o"

0
i
=
s /" A 6’
£ o e N ol
,,;,;l:, I '3'0"»"0""'%
e
Z ':
'o/»"

S

Abbildung 9.5: Wertefunktion Bsp2 Abbildung 9.6: Steuerung Bsp2

Verdnderung des globalen Maximums und Minimums, welche mittels einer Erhéhung auf
3600 Iterationen bewirkt wird.

Die Differenz zwischen bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075, 107, 2.5] und brent[3] sowohl in Be-
zug auf die optimale Wertefunktion als auch beziiglich der optimalen Steuerung ist in den
Abbildungen (9.7) und (9.8) zu sehen (bundle-newton[]-brent[]). Diese ist in der Nahe der
Skibalinie besonders hoch.

Abbildung 9.7: Wertefunktionp; s feren. Bsp2 Abbildung 9.8: Steuerungp;fferen Bsp2
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9.3 Beispiel 3: Makrookonomisches Modell

Das makrookonische Modell basiert auf dem Kontrollsystem

l
1+ 22

Ztl(t) =u— O55ZE1 +

sowie der Ertragsfunktion

A
g(x1, T9,u) = 2y/u — §xf, A>0.

Dieses kontinuierliche optimale Steuerungsproblem wurde von W. Brock und D. Starret
entwickelt und kann folgendermaflen interpretiert werden:

Ein Unternehmen produziert in der Néhe eines Sees und leitet das dadurch entstandene
phosphathaltige Abwasser in dieses Gewésser. Die Variable 7 stellt den Phosphatgehalt des
Sees dar und die Gleichung

2
T

() = ~0.5501 + 7
1

beschreibt, wie schnell das Phosphat abgebaut werden kann.

Die Steuerung w gibt an, wieviel das Werk produziert. Aus Vereinfachungsgriinden wird sie
so normiert, dass u der Menge der Phosphateinleitung entspricht. Das Ziel besteht nun darin,
den Gewinn durch die Produktion zu maximieren, ohne den See zu sehr zu verschmutzen.
In die Ertragsfunktion geht die Verunreinigung des Sees somit negativ ein, wahrend die
Produktion den Gewinn erhoht. Da das vorliegende Beispiel eigentlich als eindimensionales
Modell konstruiert wurde, setzen wir die Variable x5 = 0.

Die Bundle-Newton-Methode setzt voraus, dass die auftretenden Funktionen auf ganz R de-
finiert sind, da es moglich ist, dass der Algorithmus Hilfspunkte ¥, erzeugt, die nicht zuléssig
sind, fiir die aber eine Berechnung eines Subgradienten oder einer Ndherung der Hessematrix
erforderlich ist. Da obige Bedingung fiir die Wurzelfunktion nicht vorliegt, hat es sich beim
makrookonomischen Modell als sinnvoll erwiesen, u durch @ = € zu substituieren und die
Ergebnisse anschliefend zuriickzutransformieren.

Mit Hilfe der Parameter

L al0] [ a[1] | 0[0] [ 0[1] [ n[0] [n(1] |h [0 |e U |
0.0 [0.0 |30 [1.0[50 |50 |0.05[0.1]1073]][0,1]]

erhalten wir die nachfolgenden Resultate:
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Verfahren H Iter ‘ Min ‘ Max ‘
bundle-newton[1.0,1.0,1.0,1075, 1074, 1] 557 | -6.472 | 5.878
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107% 1075, 1.01] 575 | -6.483 | 5.895
bundle-newton[107°,1073,1.0, 1075, 1074, 1.0] 569 | -6.491 | 5.879
bundle-newton[107°,107°,1.0, 1075, 107, 1.7] 579 | -6.497 | 5.887
bundle-newton[1072,107°,1.0, 1075, 1074, 1.0] 976 | -6.579 | 6.041
bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1075, 1074, 1.0]1990 || 1200 | -6.525 | 6.060
brent 6] 638 | -6.504 | 5.909
brent[10] 546 | -6.458 | 5.871
brent [25] 546 | -6.458 | 5.871
diskr[10] 491 | -6.427 | 5.679
diskr[20] 534 | -6.460 | 5.823
diskr[100] 544 | -6.457 | 5.863
rekur|6] 546 | -6.458 | 5.871
erw-b|[3] 642 | -6.506 | 5.910
erw-b[3]1200 1200 | -6.572 | 6.017
erw-b|6] 543 | -6.456 | 5.867
erw-b[25] 546 | -6.458 | 5.871

Eine Verbesserung gegeniiber erw-b|[3] kann erst bei einer Parameterkonstellation, die zu 976
Iterationen fiihrt, erzielt werden. Es fillt auf, dass das durch bundle-newton[1072,107°, 1.0,
1075,107%, 1] erzeugte globale Minimum nach 976 Iterationen kleiner ist als der entsprechen-
de Wert bei bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107% 1074, 1.0] nach 1200 Iterationen und dem von
erw-b[3]1200 errechneten Minimum fast entspricht. Auch das approximierte globale Maximum
liegt bei bundle-newton[1072,107°,1.0,107¢,107*,1.0] niiher bei dem durch erw-b[3]1909 er-
mittelten Wert als bei bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107¢,107*,1.0].

Die zu bundle-newton[1073,107%,1.0,107%,107%, 1.0] gehorigen Plots sind in den Abbildun-
gen (9.9) und (9.10) zu finden.

Die Differenz zwischen erw-b[3] und bundle-newton[1073,1075,1.0,107¢,107*,1.0] kann fiir
die optimale Wertefunktion in Abbildung (9.11), fiir die optimale Steuerung in Abbildung
(9.12) betrachtet werden (bundle-newton]]-erw-b[]). Der Unterschied ist im Bereich des
Knicks der optimalen Wertefunktion erheblich. Die Abbildungen (9.13) und (9.14) zeigen,
dass die Differenz zwischen brent[6] und bundle-newton[1073,1075,1.0,1075 107%, 1.0] etwas
geringer ausfallt.

Uber den Parameter X ist es moglich, den Einfluss der Verschmutzung in der Ertragsfunk-
tion zu gewichten. Um die Ergebnisse fiir alle A aus [0, 1] zu erhalten, setzen wir z5 = A.



KAPITEL 9. TESTBEISPIELE

Abbildung
Bsp3a

Abbildung
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9.11:  Wertefunktionp;ferens1
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Abbildung 9.12: Steuerungp;feren-1 Bsp3a
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Die Ertragsfunktion nimmt deswegen die Form

x
g(z1,2,u) = 2y/u — 5235%

an. Eine Ubersicht iiber die Ergebnisse findet sich in der folgenden Aufstellung:

’Verfahren H Iter ‘ Min ‘Max ‘
bundle-newton[107°,107°,1.0, 1075, 1074, 1.0] 874 | -9.284 | 18.076
bundle-newton[0.5,0.5, 1.0, 10, 107, 1.0] 874 | -9.265 | 18.076
bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075%.107%,1.0]1500 || 1500 | -9.234 | 18.266
brent[6] 874 | 9.378 | 18.077
brent[10] 874 | -9.297 | 18.077
brent[25] 874 | -9.257 | 18.077
diskr[10] 858 | -0.787 | 18.019
diskr[13] 856 | -9.580 | 18.010
diskr[20] 874 | -9.452 | 18.077
diskr[100] 874 | -9.262 | 18.077
rekur[9)] 874 | -9.257 | 18.077
rekur([9]1500 1500 | -9.225 | 18.266
erw-b|[6] 874 | -9.378 | 18.077
erw-b[10] 874 | -9.298 | 18.077
erw-b[25] 874 | -9.257 | 18.077

Es ist zu erkennen, dass die Mainahme x5 = A zu einem gréfleren globalen Maximum bzw.
zu einem kleineren globalen Minimum fiihrt. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass nicht nur
A = 0.8, sondern alle X € [0, 1] beriicksichtigt werden. Die optimale Wertefunktion setzt sich
aus den zu dem jeweiligen A € [0, 1] gehorigen Linien zusammen.

Es wurde keine Parameterkonstellation gefunden, die zu einer Verbesserung der durch re-
kur[9] erzeugten Resultate fithrt. Nach 1500 Iterationen liefert rekur[9] einen groBeren Wert
fiir das globale Minimum als bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075% 107* 1.0]. Die approximier-
ten globalen Maxima stimmen {iberein.

Die optimale Wertefunktion fiir bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107% 107* 1.0] wird in Abbil-
dung (9.15), die optimale Steuerung in Abbildung (9.16) dargestellt. Die Differenz zwi-
schen bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075 107*, 1.0] und rekur[9] wird in den Abbildungen (9.17)
und (9.18) veranschaulicht (bundle-newton]]-rekur[]). Wiederum ist der Unterschied an der
Sprungstelle besonders hoch.

Insgesamt lasst das Verhalten der Bundle-Newton-Methode vermuten, dass die Zielfunktio-
nen, die in diesem Beispiel zugrunde liegen, nicht immer die erforderlichen Voraussetzungen
aufweisen.
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Abbildung 9.16: Steuerung Bsp3b
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Abbildung 9.15: Wertefunktion Bsp3b

Abbildung 9.17: Wertefunktionp;feren. Bsp3b  Abbildung 9.18: Steuerungp; feren. Bsp3b
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9.4 Beispiel 4: Okonomisches Wachstumsmodell

Nun analysieren wir das 6konomische Wachstumsmodell, ein diskretes optimales Steuerungs-
problem, fiir das eine exakte Losung bekannt ist. Diesem Modell liegt das Kontrollsystem

ri(t+1)= Aem(t)(xl(t))o‘ — u(t)
xo(t + 1) = paa(t)

sowie die Ertragsfunktion
g(x1,z9,u) =Inu

mit p, a, A € RT zugrunde. Wir wihlen p = 0.9, = 0.34,A =5 und 8 =1 —6h = 0.95. Die
weiteren benotigten Parameter entnehmen wir der nachstehenden Tabelle:

[ al0] [a[1] [ 0[0] |0[1] [n[0] [n[1l][h |§ |e |U |
0.1 |-04[100]04 [50 [50 [1.0]0.05]10°]]0.1, 13.5] |

Die exakte optimale Wertefunktion ist durch
V(l’) =B + Cln$1 + DZL‘Q

mit

L (L= Ba)4) ¢ %5 n(an) o |

=5 =i P amaa ey

die optimale Steuerung durch

Ugpt(T) = (1 — aff) Ae™a]

gegeben.

Die Anwendung der Bundle-Newton-Methode fiihrt bei diesem Modell zu Schwierigkeiten.
Sowohl die Bundle-Newton-Methode innerhalb der Iterationen als auch die Iterationen des
optimalen Steuerungsalgorithmus miissen kiinstlich abgebrochen werden. Des Weiteren er-
weist sich fiir dieses Modell eine modifizierte Liniensuche als geeigneter:

SO Setze t7 := 0 und ¢ :=ty := 1. Wihle ¢ € (0,3),9 > 1.
S1 Wenn f(zy + tdy) < f(xy) + mptog, so setze ty := t, ansonsten setze ty := t.

S2 Wenn t; > tg, setze tg := t;, und STOPP.



KAPITEL 9. TESTBEISPIELE 93

S3 Ermittle einen Subgradienten gy € 0f (z, + tdy),
eine symmetrische Matrix G und

{ min(l, Cq/||Gylls], wenn i, <3,

¢ = 0 sonst,

1
f o= flzp+tde)+ (tp —t)g dp + §Q(tL — )%,
B = max[|f — f(xx + tedi)], yrltr — 7]/ di[*]-

S4 Wenn —3 +d} (g + o(ty, — t)Gdy) > mpvy und (t — t1)||di|| < Cs, dann setze tg :=t
und STOPP.

S5 Wihle t € [t; + ((ty — tr)?, ty — C(ty — t1)?] mit Hilfe einer Interpolationsmethode
und gehe zu S1.

Eine weitere Modifikation des Bundle-Newton-Algorithmus ist von Vorteil. Fiir die Ermitt-
lung der Grofien
~ k2 <k
v = —|Hrgll” — &
~ 1 “k2 Ak
§||Hk7 gp” + &,
mit H, = ((_}’;)*% in Schritt S1 des Bundle-Newton-Algorithmus in Abschnitt 7.4 reicht
es aus, die Inverse von G’; zu ermitteln. Allerdings hat es sich beim 6konomischen Wachs-
tumsmodell gezeigt, dass die explizite Berechnung der inversen Matrixwurzel zu besseren
Ergebnissen fiihrt. Fiir die Bildung der Wurzel von G’; machen wir uns zunutze, dass G’;
eine reelle positiv definite Matrix und somit diagonalisierbar ist. Wir kénnen also eine in-
vertierbare Matrix P und eine Diagonalmatrix D mit

K1 0
PT'GEP =D =
0 Kn,
finden, wobei die Diagonalelemente k;,7 = 0,...,n von D die Eigenwerte von G”;j und die

Spalten der Matrix P die zugehorigen Eigenvektoren darstellen. Die Wurzel von G’; lasst
sich nun folgendermaflen bestimmen:

GE = (GM:(GY): = PDP™' = PD:D:P~' = (PD: P~ ) (PD: P?)
— (GY: = pD:P!

Fiir die Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren benutzen wir wiederum die NAG-
Funktion fO02acc. Da es sich bei D um eine Diagonalmatrix handelt, ist die Invertierung



KAPITEL 9. TESTBEISPIELE 94

leicht durchzufiihren.
Mit Hilfe dieser speziellen Mafinahmen ergeben sich die folgenden Werte:

Verfahren H Iter ‘ Min Max Fehler
exakt 23.7298 | 34.1921 | 0.00

bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1077, 1075, 1.5]160 || 160 | 23.72402 | 34.18971 | 0.0033
bundle-newton[0.5,0.5, 1.0, 1077, 1075, 1.5]300 || 300 | 23.72397 | 34.18973 | 0.0032
brent[3] 153 | 23.72397 | 34.18973 | 0.0034
brent 6] 156 | 23.72398 | 34.18973 | 0.0034
brent[30] 149 | 23.72397 | 34.18972 | 0.0034
diskr[10] 186 | 21.55441 | 34.01367 | 0.2649
diskr[50] 146 | 23.67337 | 34.18219 | 0.0156
diskr[100] 134 | 23.71483 | 34.18543 | 0.0102
rekur|6] 153 | 23.72397 | 34.18973 | 0.0034
erw-b|[3] 157 | 23.72398 | 34.18973 | 0.0034
erw-b|6] 158 | 23.72398 | 34.18973 | 0.0034
erw-b[30] 152 | 23.72399 | 34.18973 | 0.0033

Die Bundle-Newton-Methode liefert nach 160 Iterationen im Vergleich zu erw-b[30] einen
etwas genaueren Wert fiir das globale Minimum, allerdings einen geringfiigig schlechteren
Wert fiir das globale Maximum. Auch eine Erhéhung auf 300 Iterationen bringt keine we-
sentliche Verdnderung.

Fiir bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1077, 107%, 1.5] 6 sind die optimale Wertefunktion sowie die
optimale Steuerung in (9.19) und (9.20) abgebildet, die Differenz zwischen erw-b[30] und
bundle-newton[0.5,0.5,1.0, 1077, 107%,1.5] 40 ist in (9.21) und (9.22) zu sehen.
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Abbildung 9.19: Wertefunktion Bsp4 Abbildung 9.20: Steuerung Bsp4
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Abbildung 9.21: Wertefunktionp;fferen-1 Bsp4  Abbildung 9.22: Steuerungp; ferenz1 Bsp4

Da es bei diesem Beispiel moglich ist, die exakte Losung anzugeben, bietet es sich an, die
durch bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1077, 1075, 1.5]69 erzeugten Ergebnisse mit dieser zu ver-
gleichen. Eine Darstellung der Differenz findet sich in den Abbildungen (9.23) und (9.24).
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Abbildung 9.23: Wertefunktionp;fferen-2 Bsp4  Abbildung 9.24: Steuerungp; ferenz2 Bsp4

Auflerdem kann der Fehler iiber die Formel

N . ,
Fehler = iz levakt(i) ]:[Verfahren(m

berechnet werden werden. Aus obiger Aufstellung wird ersichtlich, dass das Verfahren bundle-
newton[0.5,0.5,1.0,1077,107%, 1.5] ;59 gut abschneidet und den selben Fehler wie erw-b[30]
aufweist. Bei einer Erhohung auf 300 Iterationen sinkt der Fehler auf 0.0032.

Die Schwierigkeiten, die die sich aus der Anwendung der Bundle-Newton-Methode ergeben,
legen die Vermutung nahe, dass die zu minimierenden Zielfunktionen nicht die fiir eine
erfolgreiche Benutzung erforderlichen Eigenschaften besitzen.
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9.5 Beispiel 5: Riuber-Beute-Modell

Als letztes untersuchen wir das kontinuierliche optimale Steuerungsproblem, das durch das
Kontrollsystem

ijl = (CL() — AT2 — A1T1 — U)Il

.1"2 = (bll’l — bo — bQiIZ’Q — U)l'g

und die Ertragsfunktion

1 1 U

= T1u + Toll — =
1+x1u1 1+x2u2 2

g(z1, 22, u)

gegeben ist. Dieses Beispiel lédsst sich folgendermaflen interpretieren: x; kann als eine Po-
pulation von Beutefischen und x5 als eine Population von Réauberfischen angesehen werden.
Das Ziel des optimalen Steuerungsproblems besteht darin, die Fangrate u unter Beriicksich-
tigung des gegenseitigen Einflusses der beiden Fischarten so zu gestalten, dass der Gewinn
maximiert wird.

Wir setzen ag = 0.001, a5 = 0.07,by = 1.01,b; = 0.2, by = 0.01 und wéhlen auflerdem:

Die Ergebnisse sind in der folgenden Ubersicht aufgelistet:

’ Verfahren H Iter ‘ Min ‘ Max ‘
bundle-newton[10~7,107%,1.0,107¢,107°, 2.0] 30 | 00.000 | 31.533
bundle-newton[10~7,1072,1.0, 1075, 1075, 2.0]40 60 | 00.000 | 31.533
brent 3] 30 | 00.000 | 31.528
brent 6] 30 | 00.000 | 31.532
brent[10] 30 | 00.000 | 31.533
brent[20)] 30 | 00.000 | 31.533
diskr[10] 30 | 00.000 | 31.296
diskr[100] 30 | 00.000 | 31.531
diskr[1000] 30 | 00.000 | 31.533
rekur|6] 30 | 00.000 | 31.533
erw-b|[3] 30 | 00.000 | 31.528
erw-b|[6] 30 | 00.000 | 31.532
erw-b[10] 30 | 00.000 | 31.533
erw-b[20] 30 | 00.000 | 31.533
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Die Bundle-Newton-Methode liefert die gleichen Ergebnisse wie brent[10], brent[20], dis-
kr[1000], erw-b[10] und erw-b[20]. Eine Erhchung der Iterationenzahl auf 60 bringt keine
weitere Verbesserung, so dass wir annehmen koénnen, dass die erhaltenen Resultate bereits
eine sehr gute Naherung des globalen Maximums bzw. Minimums darstellen. Die optimale
Wertefunktion und die optimale Steuerung von bundle-newton[10~7,1073,1.0, 1075, 1075, 2.0]
sind in den Abbildungen (9.25) und (9.26) dargestellt.
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Abbildung 9.25: Wertefunktion Bsph Abbildung 9.26: Steuerung Bspb

Aus den  Abbildungen  (9.27) und  (9.28) geht hervor, dass  bundle-
newton[107%,107*,1.0,107%9 1077, 1.5] und brent[10] annihernd die gleichen Ergebnisse
liefern.

Abbildung 9.27: Wertefunktionp;fferen. Bspd  Abbildung 9.28: Steuerungp;f feren. Bspd
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Schlussbemerkungen

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit bestand darin, die Bundle-Newton-Methode fiir das Ma-
ximierungsproblem, das innerhalb des betrachteten optimalen Steuerungsalgorithmus auf-
tritt, zu verwenden und die so gewonnenen Ergebnisse mit den Resultaten aus Jarzcyk (2005)
zu vergleichen. Im Vorfeld wurde angenommen, dass die Bundle-Newton-Methode wesent-
lich exaktere Ergebnisse liefert als die in Jarzcyk (2005) zugrundeliegenden Verfahren. Diese
Erwartungen konnten jedoch nicht bestéatigt werden.

Nur beim ersten einfachen Beispiel konnte bei gleicher Iterationenzahl des optimalen Steue-
rungsalgorithmus eine leichte Verbesserung erzielt werden. Dass der Aufwand pro Iteration
unter Verwendung der Bundle-Newton-Methode deutlich grofier ist, wird durch die enormen
Laufzeitdifferenzen deutlich.

Schon Beispiel 2 zeigt, dass die Ergebnisse der Bundle-Newton-Methode hinter den mittels
des Brent-Verfahrens erzeugten Werte zuriickbleiben. Nach 3600 Iterationen liegt das glo-
bale Minimum geméf der Bundle-Newton-Methode bei 13.391, das globale Maximum bei
30.994. Das Brent-Verfahren hingegen errechnet als globales Minimum den Wert 13.393 und
als globales Maximum den Wert 31.008.

Beim dritten Beispiel verhélt es sich dhnlich wie beim zuvor betrachteten Modell. Stimmt
die Anzahl der Iterationen iiberein, so zeigt das Brent-Verfahren bzw. die rekursive Suche
deutliche Vorteile.

Die Anwendung des Steuerungsalgorithmus auf das 6konomische Wachstumsmodell fiihrt
bei Zugrundeliegen der Bundle-Newton-Methode zu erheblichen Schwierigkeiten. Nur unter
Zuhilfenahme von Zusatzmafinahmen kann iiberhaupt ein Ergebnis erzielt werden.

Beim letzten Beispiel entsprechen die Resultate den besten Werten der in Jarczyk angewand-
ten Verfahren.

Insgesamt legen die erhaltenen Testergebnisse die Vermutung nahe, dass die Zielfunktionen
der betrachteten Optimierungsprobleme nicht immer den fiir eine erfolgreiche Anwendung
der Bundle-Newton-Methode notwendigen Voraussetzungen geniigen.
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Anhang A

Verwendete Funktionen

Dieser Arbeit wurden drei Programme beigefiigt.

Der Quellcode in programm.c erméglicht die Berechnung der optimalen Wertefunktion sowie
der optimalen Steuerung fiir die Beispiele 1, 2, 3a, 3b, 4 und 5 mittels den vier aus Jarczyk
bekannten Verfahren. Des Weiteren konnen die Beispiele 1, 2, 3a, 3b und 5 mit Hilfe des
Bundle-Newton-Verfahrens geltst werden.

Da fiir Beispiel 4 keine Parameterkonstellation gefunden wurde, die zu einem selbsténdigen
Abbruch des Programms fiithrt, wurde diese Problemstellung isoliert in beispiel4.c betrachtet.
Dieses Programm begrenzt die Iterationen des allgemeinen Steuerungsalgorithmus sowie der
Bundle-Newton-Methode kiinstlich. Dariiber hinaus wird die in Abschnitt 9.4 vorgestellte
Schrittweitenstrategie verwendet und die inverse Matrixwurzel explizit berechnet.

Das Programm bundle_newton.c stellt eine Implementierung der Bundle-Newton-Methode
fiir den eindimensionalen restringierten Fall dar, kann aber leicht auf hcherdimensionale
Problemstellungen iibertragen werden.

Im Folgenden listen wir die verwendeten Routinen auf und erlautern sie kurz.

programim.c

Allgemeine Funktionen des optimalen Steuerungsalgorithmus:

e main()
Hier erfolgt die Auswahl des gewiinschten Beispiels sowie der Optimierungsstrategie.
Die Ergebnisse werden im Anschluss in einer Datei abgespeichert.

e algorithmus()
fiihrt die Optimierung mit der gewahlten Optimierungsmethode durch.

e beispiel()
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Hier werden die fiir die Beispiele benotigten Parameter vorbelegt. Der Nutzer kann
diese vor dem Programmstart &ndern.

o Fkt_f()

Hier finden sich die zu den Beispielen gehorigen Kontrollsysteme.

o Fkt g()
enthélt die Ertragsfunktionen der zugrundeliegenden fiinf Modellbeispiele.

e solution()
berechnet die exakte Losung fiir das vierte Beispiel.

e Euler()
fiihrt einen Euler-Schritt durch.

e Koordinaten()
berechnet aus dem globalen Eckenindex die Koordinaten der Ecke.

e FindeRechteckKoord()
ermittelt den Rechteckindex eines Rechtecks, in dem sich ein Punkt befindet, anhand
der Koordinaten des Punktes.

o Gitter()
liefert zum globalen Rechteckindex und zum lokalen Eckenindex den globalen Ecken-
index.

o Wert()
errechnet zu einem Punkt den approximierten Wert v durch eine affin bilineare Funk-
tion.

Fiir das Bundle-Newton-Verfahren verwendete Routinen:

e bundle_newton()
ist dafiir geeignet, das Minimum einer konvexen Funktion zu berechnen. Um die Bundle-
Newton-Methode auf das Maximierungsproblem (4.7) anwenden zu kénnen, werden die
Zielfunktionswerte in der Funktion funktion_bundle() mit (-1) multipliziert und spéter
wieder zuriicktransformiert.

e funktion_bundle()
unterscheidet sich von der Funktion funktion() lediglich durch die Multiplikation des
Zielfunktionswertes mit (-1).

e FunktionswertF()
berechnet den Funktionswert der Nebenbedingungsfunktion H aus (8.2).
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e ersteAbleitungf()
approximiert die Ableitung bzw. den Subgradienten von h aus (8.2).

e crsteAbleitungF()
ermittelt die Ableitung bzw. den Subgradienten von H aus (8.2).

o Hessematrixf()
liefert eine Approximation der Hessematrix der Zielfunktion.

e HessematrixF()
berechnet die Hessematrix der Nebenbedingungsfunktion.

e Choleskyerweiterung()
wird verwendet, um zu einer positiv semidefiniten Matrix eine positiv definite Appro-
ximation dieser zu ermitteln.

e cukNorm()
bestimmt die euklidische Norm eines Vektors.

e Invertierung()
dient der Invertierung einer Matrix.

e MatrixMatrixMultiplikation()
liefert das Produkt zweier Matrizen.

e MatrixVektorMultiplikation()
multipliziert eine Matrix mit einem Vektor.

e VektorVektorMultiplikation()
berechnet das Produkt aus zwei Vektoren.

e Transponierte()
transponiert eine Matrix.

e QuadOpt()
16st das quadratische Optimierungsproblem (7.28) aus Schritt S1 des Bundle-Newton-
Algorithmus.

e Schrittweitenbestimmung()
ermittelt geeignete Schrittweiten entsprechend des Algorithmus aus Abschnitt 7.2.

e spektralnorm()
berechnet die Spektralnorm einer Matrix
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e max()
bildet das Maximum zweier reeller Zahlen.

e min()
liefert das Minimum zweier reeller Zahlen.

e admit_intervall()
berechnet zu einem Punkt x das zuléssige Intervall fiir die Steuerungsvariable wu.

Fiir die Erlauterung der Funktionen, die fiir die in Jarzcyk (2005) implementierten Verfahren
bendétigt werden, verweisen wir auf die genannte Arbeit.
beispiel4.c

Fiir die Bundle-Newton-Methode in diesem Programm wird die modifzierte Liniensuche
benutzt. Des Weiteren wird statt der Funktion Invertierung() die Routine InverseWurzel()
verwendet, die neben einer Invertierung auch die Wurzelbildung vornimmt.

bundle newton.c

Die isolierte Bundle-Newton-Methode greift auf die Funktion Invertierung() und die Linien-
suche aus Abschnitt 9.4 zuriick.



Anhang B

Programmbedienung

Die drei Programme programm.c, beispiel4.c und bundle_newton.c wurden in C implemen-
tiert und binden Fortran-Funktionen ein. Sie konnen iiber den Befehl
gcc  Programmname.c  —lnage —lInag Jusr/lib/libf2c.a  —Im

— I/share/lib/NAG/NAGC_Mark6/include —— I/usr/include — Ipthread

compiliert und mit a.out ausgefiihrt werden.

programim.c

Mit dem Programm programm.c konnen die optimalen Wertefunktionen sowie die optimalen
Steuerungen der Beispiele 1, 2, 3a, 3b und 5 mittels der Bundle-Newton-Methode berech-
net werden. Des Weiteren ist es dafiir geeignet, die Verfahren von Jarzcyk (2005) auf alle
behandelten Beispiele anzuwenden. Zuerst erfolgt eine Abfrage des gewiinschten Beispiels.
Anschlieflend kann das Verfahren ausgew#hlt werden. Hierbei miissen bei den Methoden aus
Jarzcyk (2005) Intervallunterteilungen angegeben werden. Fiir Erlduterungen zu deren Be-
deutung sei auf die genannte Arbeit verwiesen. Bei der Auswahl der Bundle-Newton-Methode
sind keine weiteren Parameter beim Programmaufruf zu wahlen. Alle Gréflen wurden bereits
vorbelegt. In beispiel() konnen die zum optimalen Steuerungsalgorithmus gehorigen Para-
meter h, 9, €, n[0], n[1], a[0], a[1], b[0], b[1], u[0], u[l] sowie einige Parameter der Bundle-
Newton-Methode, namlich v¢, vr, w, h, e und ¢, verindert werden. Des Weiteren hat der
Nutzer die Moglichkeit, die Werte von mg, myg, to, ¥, (, Cs, Cg, i,, und 7, neu zu belegen.
Néhere Erlduterungen zu den genannten Parametern finden sich in den Kapiteln 7 und 9.
Die folgenden Ubersichten zeigen, welche Parameterwerte bei den jeweiligen Beispielen her-
angezogen und welche Ergebnisse erzeugt werden:
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me [ melty [0 [¢ [Cs [Co [in [0 |
10.01 [ 0.5 [0.001 | 1.0 | 0.01 [ 10° | 10 | 100 | 100 |

’ Beispiel H Verfahren ‘ Iter ‘ Min Max
Beispiel 1 | bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075 1075, 1.0] 247 | -1.9978 | -1.2040
Beispiel 2 bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1075, 1074, 2.5] 1867 | 12.980 | 30.560
Beispiel 3a | bundle-newton[1072,107°,1.0,107°,107%,1.0] | 976 | -6.579 | 6.041
Beispiel 3b | bundle-newton[0.5,0.5,1.0,107° 107%, 1.0] 874 | -9.265 | 18.076
Beispiel 5 bundle-newton[10~7,107%,1.0, 1075, 1076, 2.0] 30 | 00.000 | 31.533

beispiel4.c

Im Programm beispield.c wurde das vierte Beispiel aufgrund der Besonderheiten bei der Im-
plementierung im Vergleich zu den anderen Beispielen einzeln betrachtet. Nach der Ausfiih-
rung berechnet der Algorithmus die optimale Steuerung sowie die optimale Wertefunktion
fiir bundle-newton[0.5,0.5,1.0,1077,107%, 1.5],59 ohne zusitzliche Eingaben des Nutzers. Als
Ergebnis erhalten wir das globale Minimum 23.72402 sowie das globale Maximum 34.18971.
Die Parameter konnen vor der Ausfithrung im Quellcode verédndert werden.

bundle_newton.c

Das Programm bundle newton.c ist eine isolierte Implementierung der Bundle-Newton-
Methode fiir den restringierten eindimensionalen Fall. Als Beispiel haben wir die Problem-

stellung
min z?

ud.N. ze€[-2.5,1.0]

herangezogen. Sowohl das Optimierungsproblem als auch die Parameter konnen im Quellcode
modifiziert werden.



Anhang C
CD-ROM Inhalt

Die beigefiigte CD enthélt unter dem Ordner Programme die Quellcodes der Programme pro-
gramm.c, beispiel4.c und bundle_newton.c sowie unter dem Ordner Arbeit die Diplomarbeit

als pdf-Datei.
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