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1 Einleitung

In der heutigen Makrookonomie wird hiufig eine Modell-Wirtschaft verwendet, um die
Auswirkungen der Wirtschaftspolitik oder Anderungen in der Marktstruktur zu untersu-
chen. Leider ist es meist unmoglich, dies analytisch zu tun, weshalb man sich numeri-
scher Methoden bedient.

Da das Interesse daran steigt, das Risiko in die Betrachtungen einzubeziehen oder die
Beziehungen zwischen steigender Wohlfahrt und beispielsweise Konsumverhalten der
Wirtschaftssubjekte zu untersuchen, werden nach COLLARD und JUILLARD [7] die Mo-
delle der Makrookonomie zunehmend komplexer. Deshalb wurden in den letzten Jahren
eine Reihe von Verfahren entwickelt, die dem Rechnung tragen sollen.

Hierzu zéhlen unter anderem die so genannten Perturbations-Methoden. Nach JUDD [16]
liegt die Idee darin, fiir ein gegebenes Problem einen Spezialfall zu finden, fiir den die
Losung bekannt ist. Dieser Fall und die zugehorige Losung werden dann verwendet, um
Losungen fiir Probleme zu finden, die nur geringfiigig vom Spezialfall abweichen.

In den Wirtschaftswissenschaften finden dabei meist bestimmte Perturbations-Methoden,
die Linearisierungs-Methoden, Verwendung, die lediglich eine lineare Taylor-Entwick-
lung zur Approximation zu Grunde legen. Leider weist die Linearisierung etliche Nach-
teile auf, die sich nach SCHMITT-GROHE [25] unter anderem bei der Bewertung der
Wohlfahrt bemerkbar machen. Warum derartige Methoden dennoch sehr hidufig herange-
zogen werden, liegt daran, dass man die Berechnung von Taylor-Entwicklungen hoherer
Ordnung als wesentlich aufwindiger glaubte. Hierin belehren JIN und JUDD [14] eines

besseren, denn,

Contrary to conventional wisdom, the higher-order terms are conceptually
no more difficult to compute than the conventional deterministic linear ap-

proximations.
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Da man zudem an Gleichgewichten innerhalb der Modell-Wirtschaft interessiert ist, und
die Wirtschaftssubjekte in der Lage sind ihr Verhalten zu steuern, um ein fiir sie optima-
les Gleichgewicht zu erreichen, beschiftigen wir uns im Folgenden mit Perturbations-

Methoden fiir Kontrollsysteme beziehungsweise fiir optimale Steuerung.

In der vorliegenden Arbeit werden zwei Verfahren aus dem Bereich der Perturbations-
Methoden beschrieben. Eine in diesem Rahmen entstandene Dipomarbeit von
BECKER [2] stellt die Grundlage dar. Sie beinhaltet die Herleitung eines der Verfahren
zur numerischen Berechnung der Kontrolle sowie der Dynamik. Da einige Approxima-
tionen hierbei sehr ungenau werden, diskutiert die folgende Arbeit weitere Moglichkei-
ten, die numerisch ermittelten Werte zu verbessern.

Die so erhaltenen Approximationen werden analog zur Arbeit von BECKER [2] an ei-
nem volkswirtschaftlichen Beispiel getestet. Da hier fiir einen speziellen Fall eine exakte
Losung berechnet werden kann, sind direkte Vergleiche beziiglich der Genauigkeit der
numerischen Losungen moglich. Zusitzlich sollen aber auch alternative Félle betrachtet

und hierfiir moégliche Schliisse aus den vorherigen Resultaten gezogen werden.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Das nichste Kapitel nimmt Bezug auf die theoretischen Grundlagen der verwendeten
Verfahren. Dabei werden zunichst die notwendigen stochastischen Begriffe, die Theo-
rie von Kontrollsystemen und die Optimalitdtsbedingungen eingefiihrt. Anschlieend
folgt die Vorstellung des Perturbations-Modells fiir die Kontrolle und die Dynamik nach
SCHMITT-GROHE und URIBE, was ausfiihrlich in BECKER [2] beschrieben wird und
auch mafgeblich als Referenzliteratur verwendet wurde. Zur numerischen Berechnung
der Wertefunktion wird ein Perturbations-Verfahren nach COLLARD und JUILLARD [6]
verwendet, dessen theoretisches Vorgehen hier entsprechend aufgefiihrt wird. Eine zwei-
te Moglichkeit zur Approximation der Wertefunktion benétigt die Grundlagen der Fix-

punkt-Iteration.



Da die Perturbations-Methoden stets mit Taylor-Approximationen arbeiten, ist eine Her-
leitung der dabei auftretenden Koeffizienten notig. Dies geschieht im dritten Kapitel se-
parat fiir die Kontrolle und die Wertefunktion. In einem ersten Schritt werden die linea-
ren Terme fiir die Entwicklung der Kontrolle und der Dynamik ermittelt und in einem
weiteren die quadratischen Terme. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich wieder in
BECKER [2]. Fiir die Wertefunktion wird zunéchst das Prinzip der hier verwendeten
Perturbations-Methode von COLLARD und JUILLARD anhand der linearen Approxima-
tion beschrieben. Dass sich eine quadratische Approximation auf gleiche einfache Weise
berechnen lisst, wird im darauffolgenden Abschnitt aufgezeigt. Zudem kann die Vorge-
hensweise leicht auf Approximationen hoherer Ordnung iibertragen werden, worauf kurz

in einem weiteren Abschnitt eingegangen wird.

Fiir eine spitere Auswertung der numerischen Approximationen wurden die angespro-
chenen Verfahren implementiert. Die Beschreibung der Programme findet im vierten Ka-
pitel statt. Hierbei wird gédnzlich auf eine Ausfithrung der Routinen verzichtet, die die
Perturbations-Methode fiir die Kontrolle und die Dynamik realisieren. Es sei lediglich
auf die Arbeit von BECKER [2] verwiesen, die sich vollstindig auf diese Perturbations-
Methode konzentriert. Fiir die Taylor-Entwicklung der Wertefunktion wurde eine Rou-
tine in Maple geschrieben, die die notwendigen Koeffizienten ermittelt. Sie stiitzt sich
dabei auf die im vorherigen Kapitel hergeleitete Theorie. Ein weiteres Programm in
C++ realisiert die zweite Approximation der Wertefunktion durch die Fixpunkt-Iteration.
Da hier als Grundlage die approximative Kontrolle und Wertefunktion benétigt werden,
erfolgt deren Speicherung durch eine Matlab-Routine. Zur Auswertung der numerisch
erhaltenen Werte existiert ein weiteres Programm in Matlab, deren Beschreibung sich

ebenfalls in diesem Kapitel findet.

Anhand eines Modell-Beispiels aus der Volkswirtschaft soll im fiinften Kapitel die Ge-
nauigkeit und das Verhalten der verwendeten Verfahren getestet werden. Hierbei wird
zunichst auf einen Spezialfall des Modells eingegangen. Da fiir diesen Fall eine exak-

te Losung bekannt ist, kann sie berechnet und anschliefend die Approximationen di-
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rekt damit verglichen werden. Die dadurch erhaltenen Aussagen iiber die Genauigkeit
der verwendeten Methoden sollen Aufschluss iiber die abgeinderte Version des Modell-
Beispiels, die starker auf die wirtschaftliche Unsicherheit eingeht, geben. Es wird dabei
versucht, Parallelen im Verhalten der Ndherungs-Losungen zu ziehen und somit die vor-
herigen Ergebnisse auf das erweiterte Modell zu iibertragen. Ebenso wird das Verhalten

bei Variation der stochastischen Grof3en untersucht.

Im letzten Kapitel werden die erhaltenen Resultate nochmals aufgegriffen. Dabei wird
gegebenenfalls ein Ausblick auf Verbesserungen und eine Wertung iiber die Verwend-

barkeit des Verfahrens in der Praxis gegeben.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Griine fiir seine engagierte und
lehrreiche Betreuung und die stindige Bereitschaft zur Diskussion und Hilfe wéhrend
meiner Diplomarbeit bedanken. Die kritischen und konstruktiven Gespréache und die in-
teressante Themenstellung waren immer Ansporn und Inspiration.

AuBerdem mochte ich all denen danken, die mich wihrend der Entstehungszeit dieser

Arbeit begleitet und unterstiitzt haben.



2 Theorie der Verfahren

Zur approximativen Berechnung der Kontrolle und der Dynamik wird, wie bereits er-
wihnt, das in BECKER [2] beschriebene Perturbations-Verfahren verwendet. Die wich-
tigsten mathematischen Voraussetzungen des Verfahrens werden im Folgenden beschrie-
ben. Ebenso werden die Grundlagen fiir die Perturbations-Methode und die Fixpunkt-
Iteration zur Approximation der Wertefunktion erldutert.

Zunichst werden diskrete stochastische Prozesse als Grundlage fiir das Perturbations-
Verfahren der Kontrolle © und der Dynamik = sowie der Wertefunktion V' definiert. Des
Weiteren fithren wir Kontrollsysteme zur Erlduterung der Begriffe Kontrolle und Wer-
tefunktion ein. SchlieBlich sind noch Optimatiltitsbedingungen notwendig, die fiir die
Perturbations-Methode der Kontrolle hergeleitet werden.

Im zweiten Abschnitt werden die Approximation der Kontrolle und der Dynamik nach
SCHMITT-GROHE und URIBE und der Wertefunktion nach COLLARD und JUILLARD
beschrieben. Wenn die Verfahren sich auch unterscheiden, so verwenden beide als Grund-
lage eine Taylor-Entwicklung, wie wir in diesem Abschnitt sehen werden.

Zuletzt wird die Theorie von Fixpunkt-Iterationen erldutert. Hierbei wird die verwendete
Iterationsvorschrift hergeleitet und ein Beweis der Konvergenz und der Eindeutigkeit der

dadurch erhaltenen Losung gegeben.

2.1 Theoretische Grundlagen

In den Wirtschaftswissenschaften werden héaufig Linearisierungs-Methoden zur Losung
von Optimierungsproblemen verwendet, vor allem dann, wenn noch keine Informatio-
nen iiber die Losung vorhanden sind. Das Potenzial von Perturbations-Methoden liegt
laut COLLARD und JUILLARD [6] darin, dass sie einerseits genauso einfach sind wie

die Linearisierungs-Methoden, andererseits aber deren groffiten Nachteil ausgleichen. So
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sind Perturbations-Methoden im Gegensatz zur Linearisierung in der Lage, auf hohe
Standardabweichung bei der Zufallsvariablen und starke Kriimmung der Nutzenfunktion

zu reagieren.

2.1.1 Diskrete stochastische Prozesse

In den meisten wirtschaftlichen Modellen sollte der Faktor Unsicherheit nicht vernach-
lassigt werden. So konnen sich nach COLLARD und JUILLARD [6] neben der Wirt-
schaftspolitik auch andere Gegebenheiten im Umfeld der Wirtschaftssubjekte dndern,
wie beispielsweise ein Wandel der Marktstruktur. Werden derartige Auswirkungen auf
das System bei den Auswertungen vernachlissigt, kann dies leicht zu falschen Ergebnis-
sen fiihren.

Ein Teil des Zustandsvektors x; soll deshalb einer stochastischen Dynamik folgen, um
die Unsicherheit wiederzugeben. Um dies mathematisch zu fassen, werden einige theo-
retische Gegebenheiten aus der Stochastik benotigt. Beziiglich ausfiihrlicher Grundlagen
der Maltheorie sei auf CAPINSKI und KOPP [5] und ELSTRODT [8] verwiesen.

Zunichst erfolgt die Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes.

Definition 2.1 Ein Tripel (2, A, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum, wobei ) der Ereig-

nisraum ist, A eine entsprechende o —Algebra und P ein geeignetes Wahrscheinlichkeits-
may.

Fiir die betrachteten Verfahren ist auBerdem der Erwartungswert unabdingbar.

Definition 2.2 Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (2, A, P). Die Verteilung von X sei
diskret, also getragen von einer abzihlbaren Wertemenge {z;|i € 1}. Falls die Reihe
icl
absolut konvergent ist, so sagt man, der Erwartungswert E[X| existiert und man setzt
EX]:=> x;- P(X = ;).
iel
Zusitzlich bendtigen wir die Definition der Varianz beziehungsweise der Standardab-

weichung.
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Definition 2.3 Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf (), A, P) mit existierendem zwei-
ten Moment, d.h. E[X?] < oo. Dann existieren auch die Erwartungswerte E[X| und
E[(X — E[X])?| =: Var[X] und letzterer heifit Varianz von X. Der Parameter
o= \/VT[X] wird als Standardabweichung oder Streuung bezeichnet.

Wie bereits erwihnt, soll ein Teil des Zustandsvektors einer stochastischen Dynamik fol-
gen. Das mathematische Pendant hierzu ist der stochastische Prozess. Wir beschrianken
uns dabei auf den diskreten Fall, da fiir die numerische Realisierung besonders dieser
von Interesse ist.

Ein stochastischer Prozess entspricht einer gewohnlichen Differenzengleichung, erwei-
tert um einen so genannten Storungsterm, der ausschlieBlich vom aktuellen Zustand ab-

hingt. Mathematisch erhilt man:

Definition 2.4 Ein stochastischer Prozess fiir Systeme in diskreter Zeit kann durch eine

stochastische Differenzengleichung ausgedriickt werden:
Tip1 = C(mtat) + Z(xbt)? le T7 (21)

mit T := Ny := {k|k € No}.

Hierbei ist x;,1 eine Zufallsvariable, die nur von x; und t abhdngt, C ist der bedingte
Mittelwert von x,,1, gegeben x;, und z(.) ist eine d-dimensionale Zufallsvariable mit
Mittelwert Null, deren bedingte Verteilung bei gegebenem x, nicht von xg fiir s < t

abhdngt.

Bemerkung 2.5 Bei der obigen Definition wird von einer exogenen Storung ausgegan-
gen, also nicht von einer Storung durch Messfehler, bei der die Zustandsvariablen nicht
genau beobachtet werden konnen.

Im Folgenden soll stets gelten, dass der Storungsterm z(x;) ~ N (u, o)-verteilt ist. Da-
durch ist es moglich, ihn zu normalisieren. Mit jgi) erhdlt man eine N (0, 1)-verteilte
Zufallsvariable £;,¢ € T. Diese ist unabhéngig von = und kann als Folge von unabhiin-
gigen und identisch N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen betrachtet werden.

Mit

z=o0(xy) - &
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erhilt man schlieBlich fiir den stochastischen Teil des Zustandsvektors (2.1):

i1 = C(zy) + o(xy) - &4 (2.2)

Fiir einen derartigen Zustandsvektor mit deterministischem und stochastischem Anteil
und einer unabhéngig und identisch N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen wollen wir Kon-

trollsysteme einfiithren.

2.1.2 Theorie der Kontrollsysteme

Zur Kldrung der Basis-Begriffe Kontrolle und Wertefunktion benétigen wir die Theorie
von Konrollsystemen. Ein kurzer Einblick in die wichtigsten Definitionen und Sétze ist

in diesem Abschnitt gegeben.

Bemerkung 2.6 Die Begriffe , Steuerung“ und ,, Kontrolle“ werden im Folgenden syn-

onym verwendet.

Zunichst muss eingegrenzt werden, in welchem Bereich die Werte der Kontrolle liegen

dirfen.

Definition 2.7 Die nichtleere und kompakte Menge U C IR™ wird als Kontrollbereich

Jestgelegt und beschreibt die zuldssige Wertemenge fiir den Kontrollvektor u;, d.h.
Us € -U‘7 vVteT
mit T := Ny := {k|k € INo}.

Da wir ein volkswirtschaftliches Modell betrachten werden und hierbei die einzelnen
Wirtschaftssubjekte in der Lage sind, ihr Verhalten zu steuern beziehungsweise zu kon-

trollieren, muss der Begriff des Kontrollsystems eingefiihrt werden:

Definition 2.8 Ein Kontrollsystem in diskreter Zeit T im RY, d € N, ist gegeben durch
die Differenzengleichung

L1 = P2, Uy 20), (2.3)
wobei ¢ : R? x U x R? — RY eine stetige Abbildung und z, eine unabhdingig und

identisch verteilte Zufallsvariable ist.
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Unter bestimmten Voraussetzungen an das Kontrollsystem kann fiir jeden beliebigen An-

fangswert eine eindeutige Losung der Differenzengleichung (2.3) gefunden werden.

Definition 2.9 Eine eindeutige Funktion x;, die Losung von (2.3) ist, zum Anfangswert
zo € RY, zur Kontrollfunktion v, € U und zur unabhiingig und identisch verteilten

Zufallsvariable z, € R® wird mit ®(t, xq, u,, ;) bezeichnet .

Durch Induktion lédsst sich zeigen, dass zu jedem Anfangswert z(, jeder Kontrolle
u; € Uund jeder Folge von Realisierungen eine eindeutige Losung (%, xg, us, 2¢),
®: T xR"x U xR — R, mit

O(0, z0,us, 2¢) =9 und  P(t+ 1, 20, ur, 20) = p(P(, o, us, 2¢), Uy, 2¢)

existiert. Das bedeutet letztendlich, dass im diskreten Fall stets eine eindeutige Losung
vorhanden ist.

Ausgangspunkt der Perturbations-Methoden ist ein Gleichgewicht:

Definition 2.10 Ein Zustand T aus einer Menge X C R und eine Kontrolle i € U

heifien Gleichgewicht eines Kontrollsystems o, falls (T, us,0) = Zy.

Nach den bisherigen Definitionen konnen unendlich viele Losungen fiir ein Kontrollsys-
tem gefunden werden. Unser Ziel ist dabei die optimale Losung zu berechnen. Um den

Begriff der Optimalitidt mathematisch zu fassen, definiert man eine Zielfunktion,
Y :RYx U — R,

die man entlang der Trajektorie ® aufsummiert. Die Kontrolle u; € U, fiir die die Summe
maximal (beziehungsweise alternativ minimal) wird, bezeichnet die optimale Kontrolle.

Man sagt, man 16st das optimale Kontrollproblem:

Definition 2.11 Betrachte ein Kontrollsystem, gegeben durch (2.3). Fiir eine Funktion
¥ : RY x U — TR, einen Parameter § > 0,5 € R und eine unabhiingig und iden-
tisch verteilte Zufallsvariable z, € R definieren wir das diskontierte Funktional auf

unendlichem Zeithorizont in diskreter Zeit als

J(wg,up, 2) = Zﬁt (DR, g, ug, 2¢), uy) 2.4
t=0
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mit 3 := (1 —9).
Das optimale stochastische Kontrollproblem lautet dann: Bestimme die optimale Werte-
funktion
V(z) := sup E [J(z¢, u, 2¢)] - (2.5)
ut €U
Dabei sei u; von 2z, . . ., z; abhdngig und es gelte

(i) U ist kompakt.

(ii) Die Funktion 1) sei stetig und erfiille
(@, u)| < My und (21, u) — (z2,u)| < Ly|[z1 — 22|

fiir alle x,x1, 15 € R? alle u € U und geeignete Konstanten My, L, > 0, mit
M¢, L¢ € R.

Nachdem die Begriffe der Kontrolle und Wertefunktion nun geklért sind, wollen wir uns
mit den Optimalitdtsbedingungen beschiftigen, die im Vorfeld fiir die Approximations-

Methode der Kontrolle © und der Dynamik x benétigt werden.

2.1.3 Notwendige Optimalitatsbedingungen

Fiir die Perturbations-Verfahren ist es notwendig, bereits zu Beginn eine Losung zu ken-
nen. In unserem Fall stellt diese Losung der Gleichgewichtspunkt dar. Die Idee besteht
nun darin, die Losung zu stéren und somit Approximationen in deren Umgebung zu
erhalten. Diverse Schwierigkeiten konnen dann auftreten, wenn zum Beispiel kein ein-
deutiges Gleichgewicht existiert, oder das System in eine periodische Losung statt einen
einzelnen Punkt lauft.

Da bei den verwendeten Verfahren zunichst das Gleichgewicht als Ausgangspunkt be-
notigt wird, ist eine Gleichgewichtsbedingung fiir aligemeine dynamische, stochastische

Gleichgewichtsmodelle zu formulieren:

By f (g1, vy, g, 2) = 0 vVt e IN,. (2.6)

10
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Hierbei bezeichnet E; den Erwartungswert in Abhingigkeit von allen zum Zeitpunkt ¢
vorhandenen Informationen. Analog sind u; und z; der Kontrollvektor beziehungsweise
der Zustandsvektor zum Zeitpunkt t. Bleibt noch eine Funktion f zu definieren, so dass
die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist. Um das Verstdndnis der obigen Gleichung zu
verbessern, erfolgt in diesem Abschnitt eine schrittweise Herleitung der Funktion f.

Die Optimalititsbedingungen miissen dazu in eine Form gebracht werden, wie sie im
Algorithmus von SCHMITT-GROHE und URIBE verwendet werden. Hierfiir ist die so

genannte Hamilton-Funktion notig.
Definition 2.12 Sei \y € R und A € R". Dann heift
Ht(l’t,um At) = Ao - 6%’(@#&) + A - (T, ) (2.7)

die HAMILTON-Funktion zum Kontrollproblem aus Definiton 2.11.

Der Vektor A € R"™ wird adjungierte Variable oder Kozustand genannt.

Bemerkung 2.13 )\, kann unter zusdtzlichen Bedingungen zu Ao = 1 gewdhlt werden

und tritt daher spdter nicht in der HAMILTON-Funktion auf.

Damit lassen sich nun die Optimalitdtsbedingungen folgendermalen darstellen:

Satz 2.14 (Diskretes Maximumprinzip) Es sei u; eine optimale Entscheidungsfolge und

x; die zugehorige Zustandsfolge. Dann existiert eine Kozustandsfolge \;, so dass gilt

t
i < 88)\11 1) Zustandsgleichung
OH' -
A = ( I > Kozustandsbedingung (2.8)
t
t
0 = 8H* Maximumbedingung
ou;

Dies gilt allerdings nur, wenn keine Beschridnkung der Steuervariablen und ein unend-

licher Zeithorizont vorliegen. Im Allgemeinen reicht uns die Formulierung aber fiir das

11
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verwendete Verfahren aus. Ist H zusitzlich konkav in (z,u), sind die obigen Bedin-
gungen auch hinreichend. Ein Beweis des Satzes 2.14 und néhere Erlduterungen zur

Herleitung der Gleichungen finden sich in FEICHTINGER und HARTL [9].

Bemerkung 2.15 In dem untersuchten Verfahren wird zundchst 0 = 0 gesetzt. Fiir die
resultierende Situation ohne Storung von auf3en wird der Gleichgewichtspunkt berechnet.
Der stochastische Anteil entfillt also und man betrachtet ein deterministisches Problem,

weshalb im Gleichgewicht E, f = f = 0 gilt.

Aus dem diskreten Maximumprinzip erhidlt man schlieBlich die Funktion f aus der Gleich-

gewichtsbedingung (2.6):

Definition 2.16 Fiir die Funktion f aus Gleichung (2.6) gilt.

O
o) VI

t
fi= A — %% —0 2.9)

OH'
duy

Wie bereits erwéhnt fillt der Erwartungswert bei Gleichung (2.6) im Gleichgewicht weg,
da die stochastische Storung auf 0 gesetzt wurde. Zudem soll die Gleichgewichtsbedin-

gung stets in der Form wie in Gleichung (2.6) vorliegen.

Fiir das Perturbations-Verfahren der Kontrolle v und der Dynamik z ist es notwendig,
die Funktion f, wie eben gezeigt, mit Hilfe der Hamilton-Funktion im Voraus aufzu-
stellen. Als Voraussetzung fiir den Algorithmus kommen also neben der Angabe des

Gleichgewichts die entsprechend umformulierten Optimalitdtsbedingungen hinzu.

2.2 Das Perturbations-Modell

Ein Grund fiir die bevorzugte Verwendung von Linearisierungs-Methoden in den Wirt-

schaftswissenschaften ist darin zu sehen, dass Entwicklungen hoherer Ordnung meist

12
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mit einem erheblichen numerischen Aufwand verbunden wurden. Dass es Mdoglichkei-
ten gibt Approximationen hoherer Ordnung mit vergleichbarem Aufwand wie lineare
Approximationen zu erhalten, zeigen die verwendeten Perturbations-Methoden. Durch
die hohere Ordnung sind sie allerdings im Gegensatz zur Linearisierung in der Lage, die
vorhandene Unsicherheit stirker in das Modell einzubinden und somit eine groere Ge-
nauigkeit zu erreichen.

Grundlage fiir die Perturbations-Verfahren ist eine Taylor-Entwicklung. Diese lisst sich

formal folgendermallen fassen:

Satz 2.17 Sei ¢ : R — R und ¢ € C**'. Dann gilt fiir z° € R und z, 2° € [a, b]

o) = €6+ 3 SE e —a)
d 825

In den verwendeten Verfahren wird dabei der Zustandsvektor in einen deterministischen
und einen stochastischen Teil zerlegt:
1. 21T
Ty = [z;; 73]

mit #} € R, 2? € R®,d = d; + dy.

Der erste Teil z; folgt einer rein deterministischen Dynamik. Er enthélt hierbei nur en-
dogene, das heilit sich aus dem Modell ergebende, Zustandsvariablen. Der zweite Teil xf
folgt einem exogenen stochastischen Prozess, das hei3t mit einer Storung von auflen.
Wie die Koeffizienten fiir die jeweilige Taylor-Reihe ermittelt werden, geschieht bei der
Perturbations-Methode der Kontrolle und der Wertefunktion auf unterschiedliche Weise,

weshalb eine getrennte Betrachtung der Modelle erfolgt.

13
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2.2.1 Das Modell fur die Kontrollfunktion und die Dynamik

Wie bereits erwidhnt, muss bei der Perturbations-Methode nach SCHMITT-GROHE und
URIBE das Gleichgewicht (z, u) als Ausgangspunkt bekannt sein. Zur Berechnung des
Gleichgewichts wurde o = 0 gesetzt. Weiterhin werden noch eine Reihe wichtiger An-
nahmen getroffen, die im Detail in BECKER [2] nachzulesen sind. Unter anderem zihlen

dazu:

- 2 ist gegeben durch

2 _ 7.2 ~
Ty, = h(x},0) + Noeg

mit 27, e € R®, 77 € R®2*%2 5 > Ound i : R x R — R%

- Der Vektor ¢, ist unabhéngig identisch verteilt mit Erwartungswert Null und Vari-

anz/Kovarianzmatrix /.
- Die Standardabweichung ¢ > 0 und die Matrix 7 sind bekannt.

- Es wird angenommen, dass Funktionen ¢ = R? x R — R™ und
h:=TR?x R — R existieren, die mindestens zwei mal beziiglich aller Variablen

stetig differenzierbar sind, so dass fiir den Kontrollvektor

u = g(xy,0) (2.10)
und fiir den Zustandsvektor
Tey1 = h(ze,0) + -0 0pa (2.11)
. . dy xdsy _ 10
gilt, mitn € R und 7 := {77]

- f ist mindestens zweimal beziiglich aller Variablen differenzierbar und die Ablei-

tungen von f sind bekannt.

Da hier eine Approximation der Kontrolle u; und der Dynamik z; gesucht ist, sind nach
obigen Annahmen die Funktionen g und / zu approximieren. Dies geschieht mit Hilfe

einer Taylor-Entwicklung nach Satz 2.17.

14
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Um nun fiir die Entwicklung hoherer Ordnung einen vergleichbaren Aufwand wie bei der
Linearisierung zu erhalten, bedient sich die Methode von SCHMITT-GROHE und URIBE

der folgenden Funktion:
F(z,0) = Eif (w1, ug, Tp41, 2¢) = 0. (2.12)
Setzt man die Dynamiken (2.10) und (2.11) in Gleichung (2.12) ein, so erhélt man:
F(z,0) = Eif(g(h(xt,0) + noerir,0), g(xt, 0), h(x, 0) + noerpr, x) = 0. (2.13)

Die Funktion F' hat einige niitzliche Eigenschaften, die fiir die Berechnung der Koeffizi-

enten ausgenutzt werden konnen. Zum einen gilt, dass
F(z,0) =0 VazecR%o>0.
Daraus folgt aber sogleich, dass:
Fupi(z,0)=0 VreR%ocR,k,jecN, (2.14)

wobei Fi,; die k-malige Ableitung in x-Richtung und die j-malige Ableitung in
o-Richtung bezeichnet.

Das heiB3t, nicht nur die Funktion /' an sich ist stets Null, sondern auch alle Ableitungen
erster oder hoherer Ordnung. Wie diese Tatsache im Speziellen verwendet wird, um die
gewiinschten Koeffizienten fiir die Funktionen g und A zu erhalten, wird in Kapitel 3.1

erldutert.

Bemerkung 2.18 Der Unterschied zwischen den Funktionen F' und f liegt darin, dass
fiir f lediglich im Gleichgewichtspunkt die Identitit f(u,u,z,x) = 0 gilt. AufSerhalb des
Gleichgewichts kann f beliebige Werte annehmen. Deshalb miissen auch die Ableitungen

von f nicht unbedingt Null sein.

2.2.2 Das Modell fir die Wertefunktion

Die fiir die Wertefunktion verwendete Perturbation-Methode basiert auf einem Verfah-

ren von COLLARD und JUILLARD [6]. Sie verwendet ebenso wie das Modell fiir die

15
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Kontrolle eine Taylor-Entwicklung geméll Satz 2.17 mit dem Gleichgewicht als Ent-
wicklungspunkt. Dieser wird mit Hilfe der Optimalititsbedingungen aus Satz 2.14 aus
dem vorherigen Abschnitt berechnet.
Grundlage ist weiterhin die Definition 2.11 der Wertefunktion fiir diskrete stochastische
Kontrollprobleme:

V(x) = sup E [i B (e, ut)] : (2.15)

wel |20

mit x4 = @(x4, Uy, z;) und z; unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariable.
Zudem wird das Prinzip der Dynamischen Programmierung, auch Bellman’sches Opti-

malititsprinzip genannt, ausgenutzt:

Satz 2.19 Betrachte das diskrete stochastische Kontrollproblem 2.11. Dann erfiillt die
optimale Wertefunktion V (x) fiir jedes x € R? und jedes k € IN die Gleichung:

k
V(z)=sup E |>_ 8" ¥(zpu) + B Vieg)| - (2.16)

ut€U t=0

Beweis: Der Beweis teilt sich in zwei Schritte. Zunichst wird (2.16) fiir ”<” gezeigt,

anschlieBend fiir ”>", woraus die Gleichheit folgt.

(i) “<“: Seienz € RY, k € IN und u, € U beliebig. Dann gilt

[e's) k [e's)
E[Zﬁt@/}(ft,ut)] = F Zﬁ%’ xtaut + Z 5%(%,“1&)
t=0 t=0

t=k+1

k
< E lZﬁt@D 2o, up) 4+ BV (kg 1)] :
=0

Da u; € U beliebig gewihlt wurde, gilt dies auch fiir das Supremum und somit fiir
V(x).

(i) “>“: Seienz € R% k€ Nunde > 0 beliebig. Wihle ein u; € U so, dass

k
wup B [z B, ) + ﬁ’f“vmm]

ut€U =0
k
E Y 8", ) + 85V (2 1)+€]

t=0

16



2.2 DAS PERTURBATIONS-MODELL

Dadurch ist 4, auf [0,k] festgelegt. Wéhle nun at\(k ) so, dass

, OO

> Vi(xgp1) —e.

E [Z BY( @i pr1, Uerrsr)
=0

Damit ergibt sich

k
sup E [z B, 1) + BV () | <

ut€U t=0

rk 00
< E Y 8% (@, ) + Y B (@kgr, ) + (14 5“1)5)1

[ & o0
<E DY Bz, w) + Y Bb(a, @) + (1 + ﬁkH)g]
=0

t=k+1

<V(x)+ (1+ 8 he

=F iﬁtw(aﬁt, ) + (14 " )e
Li=0

und da € > 0 beliebig war, folgt somit die Behauptung.
a

Das Optimalitétsprinzip besagt anschaulich, dass die Endstiicke optimaler Trajektorien
wiederum optimale Trajektorien darstellen. Anders gesagt: Steuert man bis zu einem
gewissen Punkt in endlicher Zeit optimal und verwendet den dabei erreichten Wert von
V, so erhilt man V in einem beliebigen Punkt.

Fiir eine bessere Ubersicht werden im Folgenden Variablen aus der Periode (¢ + 1) stets
mit einem Strich gekennzeichnet, wihrend Variablen aus der Periode ¢ keine Markierung
erhalten. Fiir k=0, die optimale Kontrolle u(z) und die optimale Dynamik h(x) = (2, %)

ergibt sich aus (2.16) die folgende Gleichung:
V(z) = ElY(z,u(z)) + 8- V(h(z))]. (2.17)

Das Verfahren besteht nun darin, eine Taylor-Reihe gleicher Ordnung n € IN fiir jede
Seite der Gleichung (2.17) zu entwickeln. Dadurch findet sich auf beiden Seiten jeweils
ein Term mit 2%, 07 beziehungsweise x'c?, i,j = 1,...,n mit entsprechenden Koeffi-
zienten. Da diese Koeffizienten fiir die gleichen Terme iibereinstimmen miissen, erhilt

man ein lineares Gleichungssystem, das zum Beispiel in Matlab gelost werden kann und

17
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die Koeffizienten fiir die Taylor-Entwicklung der Wertefunktion V' liefert.
Die genaue Herleitung der Berechnung der Koeffizienten erfolgt im anschlieBenden Ka-

pitel.

2.3 Die Fixpunkt-lteration

Fiir eine weitere Approximation der Wertefunktion V' wird die Fixpunkt-Iteration ver-
wendet. Sie bedient sich einer Iterationsvorschrift ¥ : R”Y — IR", durch die eine Folge
von Vektoren V7 € RY durch V7/*! = W(V7) berechnet wird. Diese Vorschrift erhal-
ten wir aus der Gleichung (2.15), die der Definition 2.11 der Wertefunktion fiir diskrete
stochastische Kontrollprobleme entspricht:
V(z)=sup £ [i gt w(xt,ut)l ,
w€eU =0

mit xy11 = @(x4, Uy, z;) und z; unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariable.

Wie man daraus eine implementierbare Iterationsvorschrift erhélt, wird im Folgenden
hergeleitet. Der abschlieBende Abschnitt beschiftigt sich mit der Konvergenz des Itera-

tionsverfahrens.

2.3.1 Die lterationsvorschrift

Zur Herleitung der Rechenvorschrift setzt man in (2.15) die approximativ optimale Kon-
trolle 4, o = x und z4y1 = p(zy, U(zy), 2;) mit p aus Definition 2.8 ein. Daraus ergibt

sich durch einige Umformungen die Gleichung (2.18):
Vile) = 8|35 vlan (o)
t=0

%m::Ememm+§ﬁ“wm%mmm

Val) = Efle,le) + 8- Valple, alx), 2)) (2.18)

In Anlehnung an das spiter verwendete Modell-Beispiel sei 2 € IR?. Fiir die Realisierung
muss fiir x ein Gitter mit n dquidistanten Gitterpunkten je Koordinatenrichtung definiert

werden, worin die Funktionen auszuwerten sind.

18
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Definition 2.20 Sei ) C IR? gegeben durch Q = [ay,b1] X [ag, by mit Werten a; < by
und ay < by. Ein (regelmdfiges) Rechteckgitter I' auf () ist eine Menge von Rechtecken
R,i=1,...,P,P=(n—1)(n—1), sodass

P
UR =Q und intR;NintR; =0, firalled,j=1,...,P, i # j.

i=1

MitE;,v=1,...,N, N =n-n bezeichnen wir die Knotenpunkte des Gitters.

Somit stellt V~(E;) einen N-dimensionalen Vektor dar, mit N = n? und mit den Werten
Vi=Vo(E), i=1,...,N.

Um den Erwartungswert bilden zu kdnnen, muss die Zufallsvariable z ebenfalls riumlich
diskretisiert werden. Sei hierzu analog zum spiteren Modell-Beispiel z € IR. Weiterhin
wihlen wir ein Gitter mit m dquidistanten Gitterpunkten 2, £ = 1,..., m. Wertet man
die Funktion ¢ in diesen Punkten aus, so ergeben sich die Werte () = ¢(x, u(x), z),
k =1,...,m. Auf dieser Grundlage wird der Erwartungswert in (2.18) folgendermaf3en

gebildet:
Vi = E(E,u(E)) + 8- Vale(Br, u(E:), 2))] (2.19)
= (B, u(E;)) + 8- Valer(E)) - pr,
k=1

mit¢ = 1,..., N und p; der Wahrscheinlichkeit im Gitterknoten 2z, k = 1,...,m.

Da V; nur fiir diskrete Werten ermittelt wird, miissen die Werte V(i (F;)) nicht not-
wendigerweise gegeben sein. Dies ist allerdings zur Berechnung des Erwartungswertes
notig, weshalb man in den entsprechenden Punkten interpolieren muss, was mit stetigen

und stiickweise affin bilinearen Funktionen geschieht.

Definition 2.21 (i) Sei A C R% Eine Funktion w : A — R heif3t affin bilinear, falls
es Konstanten «y, ..., a3 gibt, so dass fiir alle * = (x1,z5) € A die Identitdit

’LU(QZ) = ag + a1 + Qe + 31T gilt.

(ii) Betrachte eine rechteckformige Menge 0 C IR? mit Rechteckgitter T'. Wir definie-
ren den Raum der stetigen und stiickweise affin blinearen Funktion auf ) beziiglich
des Gitters 1" als
W:={w : Q — R | w ist stetig und w

R, ISt affin bilinear fiir jedes i = 1,..., P}.
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Eine fiir uns wichtige Eigenschaft von W beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 2.22 Fiir jedes Rechteck R; = [c1, d1] X [ca, d3] mit den Eckpunkten
E;, = (01702)7 E;, = (d1702)>Ez'3 = (Cl,dQ), E;, = (d17d2)

lisst sich w|g, fiir x = (x1,x2) € R; schreiben als

wla) = X py()u(s,)

(@) = (L=11(2))(1 = v2()),  pa(2)

ps(x) = (1= y(2))ya(2),  pal2)

y () (1 = ya(2)),
y(x)y2(x)

und

Xy —q
d — ¢

yi(x) fiirl =1,2.

1
Insbesondere gilt hierbei pj(x) > 0 fiirj=1,...,4und Y p;(z) = 1.
j=1

Beweis: Hierfiir ist zu zeigen, dass die Funktion w eindeutig durch ihre Werte w(F;) in
den Eckpunkten des Gitters bestimmt ist. Dies ist auf Grund der obigen Konstruktion
der Funktion einfach nachzuweisen. Ebenso ldsst sich leicht zeigen, dass p;(x) > 0 fiir
j=1,...,4und 24: pi(zr) =1 gilt.

J=1 -
Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung benutzt das folgende Gesamtschritt-

verfahren.

Definition 2.23 Betrachte ein diskretes stochastisches Kontrollproblem 2.11 und ein
Rechteckgitter I mit N Eckpunkten. Zu jedemi = 1, ..., N sei By(i) der N-dimensionale
Zeilenvektor, fiir den fiir jedes w € W und W = (w(E)),...,w(Ey)) € RY mit der

iiblichen Matrixmultiplikation gilt

w(pr(E;)) = Br(i)W.
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(Dabei hat B(i) gemdfs des vorherigen Lemmas hochstens 4 Eintriige # 0, die sich
aufSerdem zu 1 aufsummieren.) Des Weiteren sei G(i) = 1(E;, u(E;)). Dann berechnen

wir iterativ Vektoren VI mit Startvektor V° durch das Gesamtschrittverfahren
VIt = GG+ B B(i))V7 - py, firi=1,...,N, j=0,1,2,.... (2.20)
k=1

Durch die Diskretisierung im Ort entsteht ein Fehler, der sich mittels affin bilinearer
Funktionen abschitzen ldsst. Ndheres dazu ist in GRUNE [12] in Kapitel 3.2.3 zu finden.
Da die Iterationsvorschrift nur in seltenen Féllen eine exakte Losung liefert, ist es notig,
ein Abbruchkriterium zu finden. Es bietet sich an, die Iteration bis zu einer bestimmten

Genauigkeit auszufithren und das erreichte V7 als Niherungslosung anzugeben.

2.3.2 Konvergenz der Fixpunkt-lteration

Als nichstes muss untersucht werden, ob die Losung aus dem vorher beschriebenen Ver-
fahren gegen die exakte Losung von V' (z) konvergiert. Der folgende Satz 2.24 belegt die

Konvergenz und die Eindeutigkeit der Losung.

Satz 2.24 Betrachte die Iterationsvorschrift aus Definition 2.23 und sei 3 < 1. Dann
konvergieren die Vektoren 1% fiir 3 — 0o komponentenweise gegen den Vektor V, der

eindeutig bestimmt ist durch
Vi = G(3) +ﬁi3k(z’)f/-pk firi=1,...,N.
k=1
Beweis: Fiir beliebige Vektoren V, W € R und alle i = 1, ..., N gilt die Ungleichung
Gl + 63 BV - = G0 = 53 B@W - < BIV = Wlke, - @21

mit || - ||oo der Lo-Norm im RY. Hierbei wird ausgenutzt, dass nach Lemma 2.22

N
> Br(i) = 1fir k = 1,...,m. Da zudem p; ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, gilt,
i=1

m m N
dass Y pr = 1ist, und man erhélt > > By (i)pr, = 1. Somit definiert (2.21) eine Kon-
k=1 k=1i=1

traktion auf dem R" beziiglich der L..-Norm, weswegen der Vektor V existiert. Dieser

ist zudem eindeutig, denn fiir jeden weiteren solchen Vektor W gilt mit (2.21)

IV = Wllee < BIIV = Wllee < IV = Wi,
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woraus W =V folgt.

(I
Wir erhalten mit diesem Verfahren also eine Naherungslosung mit einer gewissen Ge-
nauigkeit, bei deren Erreichen das Verfahren abbricht. Dennoch kann es auf Grund von
Rundungsfehlern dazu fiihren, dass die Iteration keinen Fortschritt mehr zeigt, obwohl
die gewiinschte Genauigkeit noch nicht erreicht ist. Es gibt einige Moglichkeiten, das
Verfahren dahingehend zu verbessern, worauf wegen des begrenzten Rahmens der Ar-

beit jedoch nicht ndher eingegangen wird.
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3 Herleitung der Koeffizienten fur die
Perturbations-Methoden

Da sowohl die Kontrolle und die Dynamik als auch die Wertefunktion durch eine Taylor-
Reihe approximiert werden, behandelt dieses Kapitel die Herleitung der Koeffizienten
der jeweiligen Reihe. Wir wollen hierbei zunéchst die Terme fiir die Approximation der
Kontrolle und der Dynamik nach SCHMITT-GROHE und URIBE [24] ermitteln. Anschlie-

Bend folgt die Entwicklung fiir die Wertefunktion nach COLLARD und JUILLARD [6].

3.1 Koeffizienten fiir die Kontrollfunktion und die
Dynamik

Bei der Taylor-Entwicklung fiir die Kontrolle v und die Dynamik = beginnt man mit der
Berechnung der linearen Terme. Da eine lineare Approximation aber grofle Ungenauig-
keiten aufweist, ist weiterhin die Berechnung der quadratischen Terme der Taylor-Reihe
notig. Zuletzt wird noch kurz auf Approximationen hoherer Ordnung eingegangen, deren

Berechnung in ebenso einfacher Weise vollzogen werden kann.

3.1.1 Lineare Approximation

Der Gleichgewichtspunkt sei dabei durch (7, u) gegeben. Gesucht ist nun eine Approxi-

mation von ¢ und A aus (2.10) und (2.11) um den Entwicklungspunkt (z,0) = (Z,0).

Bemerkung 3.1 Zu Beginn sei auf die verwendete Schreibweise bei den Ableitungen

hingewiesen. In dieser Arbeit wird die Notation aus COLLARD und JUILLARD [7] iiber-

nommen. Als Beispiel seien die Ableitung erster Ordnung mit |h,(Z, O)H1 = W
. 21 (= ¢
und die Ableitung zweiter Ordnung mit [h,,(z,0)]), = W gegeben.
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Die linearen Taylor-Entwicklungen schreiben sich somit in der Form

g(z, )] = [9(z.0)]' + [9:(2,0)], [(z — )], + 95 (, 0)]' [0] 3.1)
(@, o)) = [A(@,0)) + [he(z, 0 [(x = )], + [ho(7,0)] [0],  (3.2)
mit:=1,...,munda,j=1,....d.

Zur Ermittlung des Gleichgewichts wurde 0 = 0 verwendet, das hei3t man bedint sich
des Ansatzes, dass keine Storung von auflen existiert. Deshalb fillt der Erwartungswert

in (2.6) weg und es gilt die Identitit f(u, u, z, T) = 0, woraus man

g(i’,O) = U,
h(z,0) = z.

erhalt.

Wir erinnern daran, dass die Funktion F' in Kapitel 2.2.1 definiert wurde, um die fehlen-
den Terme zu berechnen. Dies ist mit Hilfe der folgenden Gleichungen moglich, wobei
wiederum ausgenutzt wird, dass zur Berechnung des Gleichgewichts die Storung auf 0
gesetzt wurde, somit also ein deterministisches Problem vorliegt, und dass E[¢'] = 0 gilt,

dae ~ N(0,1)-verteilt ist:

F,(z,0) = 0 (3.3)
F,(z,0) = 0 (3.4)

Auch hier werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit bei der Berechnung der Ableitun-
gen Variablen aus der Periode (¢ + 1) mit einem Strich gekennzeichnet. Bei Variablen
aus Periode ¢ entfillt der Index.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir die Werte h, = g, = 0. Die zweite Gleichung
liefert mit (2.12) beziehungsweise (2.13):

1 I

Aus dieser Gleichung (3.5) lassen sich durch geeignete Zerlegungen h, und g, bestim-
men. Eine genauere Herleitung der Ergebnisse, sowie die Kldarung der Existenz und Ein-

deutigkeit der Losungen sind in BECKER [2] ausgefiihrt.
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3.1.2 Quadratische Approximation

Die eben hergeleitete lineare Approximation liefert nur sehr ungenaue Ergebnisse. Nach
JIN und JUDD [14] kann dies bisweilen sogar zu vollig falschen Resultaten fiithren. Als
Beispiel wird eine Studie von TESAR [27] genannt, die die generelle Verwendbarkeit
der Standard-Methode von KYDLAND und PRESCOTT [17] widerlegt. Deshalb wird es
notig, die quadratischen Terme der Taylor-Approximation zu berechnen, was auf ebenso
einfache Weise geschieht, wie bei den linearen Termen.

Gesucht ist nun eine Approximation von g und h aus (2.10) und (2.11) um den Punkt

(x,0) = (z,0) der folgenden Form:

ool = 10300 + (@ 0L = e + (2.0
3180, )il — 2Ll — )
+51000(@ 0412 ~ Dl
4 51002(@ O)Li (2 = Dl
#5100 (7, 0)]l0)

und

ool = (@O + ha(@ Ol = )+ [l O
+alhea(@ Ol — Dol — 2]y
oo (7, Ol — Dl
b lhoe (001 — 7)ol
+3lhoo (7, 0 0]0)

mit:=1,...,munda,b,j=1,...,d.
Die darin enthaltenen unbekannten Terme sind [¢.0 )%, [gzo)ss [Goz)ir [Goo)'s [Paz)ps [Paolls

[hoz]?, [hoo)’. Die restlichen Terme sind zum einen aufgrund der linearen Approximati-

on, zum anderen aufgrund der bekannten Ableitungen von f bereits gegeben.
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Wiederum ist es moglich, die fehlenden Terme mit Hilfe der Funktion F' aus

Gleichung (2.12) zu berechnen. Die dafiir notwendigen Gleichungen sind gegeben durch:

[Foo(Z,0), = 0 mit di=1....n jk=1,..4d (3.6)
[F,e(Z,0)]) = 0 mit i=1,...,n, (3.7)
[Foo(z,0)]5, = 0 mit i=1...n jk=1,...d (3.8)

Aus der ersten Gleichung (3.6) erhilt man h,, und g,,, die zweite (3.7) liefert h,, und
Joo und die letzte (3.8) schlieBlich h,, = g,, = 0. Fiir eine ausfiihrlichere Berechnung,
sowie den Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen sei auf BECKER [2]
verwiesen.

Wie wir bei der linearen und quadratischen Approximation gesehen haben, ergibt sich
he = g, = 0und h,, = g, = 0. Das bedeutet fiir die lineare Approximation, dass
der stochastische Anteil keine Bedeutung hat, weshalb es auch oft zu Falschaussagen bei
rein linearer Approximation kommen kann. Der Grund, dass derartige Approximationen
dennoch hiufig verwendet wurden, liegt darin, dass man eine Taylor-Entwicklung zwei-
ter Ordnung als viel aufwiéndiger einschitzte.

Das Verfahren von SCHMITT-GROHE und URIBE [24] zeigt hingegen, wie man eine
quadratische Approximation erhilt, in der man, wie bei der linearen Entwicklung, nur
lineare Gleichungssysteme zu 16sen braucht, wodurch der Rechenaufwand iiberschaubar
bleibt.

Bei der Taylor-Reihe zweiter Ordnung werden die Kontrolle © und die Dynamik = im
Vergleich zu ihrem deterministischen Gegenpart lediglich um einen jeweils konstanten

Term erweitert, der durch % Js 0 beziehungsweise %hw o? gegeben ist.

3.1.3 Approximation hoherer Ordnung

Ist man an noch genaueren Ergebnissen interessiert, kann man eine Taylor-Entwicklung
hoherer Ordnung wihlen. Die hinzukommenden Terme sind dabei analog der gezeigten
Methode zu berechnen. Es wird wiederum ausgenutzt, dass alle Ableitungen der Funkti-
on F' identisch Null sind. Zudem sind bereits die Terme von A und g fiir die lineare und

quadratische Approximation, und die Ableitungen von f an der Stelle (Z, u) bekannt. So
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konnen die Terme hoherer Ordnung berechnet werden, wobei lediglich lineare Gleichun-
gen zu l6sen sind. Eine ndhere Ausfithrung der Vorgehensweise ist in dieser Arbeit nicht

vorgesehen, da wir uns mit der quadratischen Approximation begniigen werden.

3.2 Koeffizienten fur die Wertefunktion

Da auch die Wertefunktion durch eine quadratische Taylor-Entwicklung approximiert
werden soll, befasst sich dieser Abschnitt mit der Herleitung der dazu bendtigten Koef-
fizienten.

Hierbei ist zunichst das Aufstellen des Gleichungssystems notwendig, aus dem die ent-
sprechenden Koeffizienten ermittelt werden konnen. Dies geschieht fiir lineare und qua-
dratische Approximationen auf die gleiche Weise. AnschlieBend wird kurz auf Approxi-

mationen hoherer Ordnung eingegangen.

3.2.1 Lineare Approximation
Die Herleitung des angesprochenen Gleichungssystems zur linearen Entwicklung
V(z,0) = Vo(z,0) + [Va(7,0)], [(z — 7)), + V,(Z,0)0

erfolgt analog einer Arbeit von COLLARD und JUILLARD [6]. Grundlage ist, wie im
vorherigen Kapitel gezeigt, eine lineare Taylor-Entwicklung der beiden Seiten der Glei-
chung (2.17), die man aus der Definition 2.11 der Wertefunktion fiir diskrete stochasti-

sche Kontrollprobleme mit Hilfe des Bellman’schen Optimalititsprinzips erhilt:

Vie) = Ep(z,ulx))+06-V(h(x))].

Zunichst werden wir die Gleichung wie folgt umformulieren.

Es wird eine Funktion G(z, o) definiert, so dass
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gilt. Eine Taylor-Entwicklung der beiden Seiten dieser Gleichung fiihrt schlieBlich zu der

Form:
Wo(z,0) + [Vu(z,0)], [(x —2)], + Vo(Z,0)0 (3.9)
= FE[Go(z,0) + [G,(7,0)], [(x — )], + Go(Z,0)0¢].
mit a = 1,...,d, wobei stets in dem Punkt (z,0) = (z,0) ausgewertet wird, da das

Gleichgewicht z fiir 0 = 0 ermittelt wurde. Die Funktionen Vx,; beziehungsweise
G+, beschreiben dabei die k-malige Ableitung in x-Richtung und j-malige Ableitung
in o-Richtung.

Da unsere Zufallsvariable ¢ ~ N (0, 1)-verteilt ist, gilt fiir den Erwartungswert Ee] = 0.
Daraus folgt, dass der Term E[G,(Z,0)o¢] verschwindet, weshalb auch V,(z,0)0 = 0
gelten muss. Wir erhalten also V,,(z,0) = 0, da im Allgemeinen o # 0 ist. Dies bedeutet
wiederum, dass der stochastische Anteil bei der linearen Approximation komplett ent-
fallt. Ein vergleichbares Verhalten zeigte sich bereits bei der linearen Approximation der
Kontrolle und der Dynamik nach SCHMITT-GROHE und URIBE.

Damit verbleibt von (3.9) die Taylor-Entwicklung

aus der sich ein lineares Gleichungssystem ergibt:

]) Vb(f,()) = GO(:E’ O)
II) [Vm<i‘70)]a = [G:r(i'a O)]aa

wobeia =1,...,d.

Dieses Gleichungssystem kann zum Beispiel in Maple mit Hilfe bereitgestellter Routinen
wie linsolve (A, b) zur Berechnung von Ay = b, mit A Matrix der Dimension n X n
und b Vektor der Dimension n, gelost werden.

Da ¢ aus (2.17) in unserem spiteren Modell nur von u(x) abhingt, sei zur besseren

Ubersichtlichkeit auf die Ableitung von ¢ nach x im Folgenden verzichtet. Fiir eine
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zweidimensionale Dynamik h(z) = (z),2)) hat obiges Gleichungssystem damit die

folgende Gestalt:

Vo = ¢(u(@))+ BV (h(z))

OY(u(x)) Ou(w) oV (h(x)) Oz}
Vo Ou(x) Oxy IZE,U:O—'—ﬁ o} 021 |, 50
OV (h(x)) O
+6 895/2 8271 2=%,0=0
v - Mp(u(z)) du(x) +68V(h(m)) Oz
T2 Ou(x) 0o e—5.0—0 oz} 0xsy e=F,0=0
OV (h(x)) O,
+6 8ZE,2 81’2 2=7,0=0

Um das Gleichungssystem etwas einfacher und iibersichtlicher zu gestalten, notieren wir
die Ableitungen wieder durch entsprechende Indizes. Dabei soll ein Index von a:ilx%ok
die i-malige Ableitung nach z;, j-malige Ableitung nach x5 und k-malige Ableitung in
o-Richtung, ausgewertet im Gleichgewicht (x,0) = (z,0), bezeichnen. Da der Gleich-
gewichtspunkt fiir o = 0 berechnet wurde, also fiir den Fall, dass keine Storung von
auflen existiert, werden die Ableitungen fiir dieses o ausgewertet.

Damit erhalten wir das folgende Gleichungssystem, aus dem die fehlenden Koeffizienten

Vo, Vi, und V,, bestimmt werden konnen.

Vo = ¥(u) + 8V
Vxl = % CUgy T ﬁ‘/;cl : (xll)m + ﬁvxz ’ (xl2>x1
‘/;02 = ¢u “Ugy + ﬁVTl : (III)JCQ + ﬁVxQ ’ (:E/Z)xz

Dieses Gleichungssystem wird derart umformuliert, dass sich die Gleichung Ay = b mit
einer 3 x 3-Matrix A, einem 3-dimensionalen Vektor b und der Lésung y = (Vo, Va,, Vi, )™
ergibt. Fiir die eindeutige Losbarkeit dieser Gleichung muss die Matrix A vollen Rang
besitzen, da die Tatsache nicht ausreicht, dass die Anzahl der Gleichungen der Anzahl
der Unbekannten entspricht. Die Matrix A muss also invertierbar sein. Im spéteren Pro-
gramm wird dies nur indirekt {iberpriift. Die Maple-Routine 1insolve (A, b) wiirde

dabei mit Hilfe globaler Variablen die Familie der Losungen angeben beziehungsweise
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einen Null-Vektor liefern, falls die Gleichung nicht 16sbar ist. Dadurch fliet indirekt die
Eindeutigkeit und Existenz der Losung des Gleichungssystems in die Berechnungen ein.
Eine derartige Approximation der Wertefunktion entspricht der in den Wirtschaftswis-
senschaften hiufig verwendeten Standard-Linearisierung. Die Linearisierung kann so-
mit als spezieller Fall der Perturbations-Methoden gesehen werden. Thr groer Nachteil

besteht nach COLLARD und JUILLARD [6] darin, dass,

especially in the case of asset pricing models, [. .. ] it does not take advantage
of any piece of information contained in the distribution of the shocks. In
particular, assuming certainty equivalence, this solution leads to a solution

that ignores risk.

Deshalb ist es sinnvoll, Approximationen hoherer Ordnung zu betrachten, um die da-
durch zusitzlichen Terme hoherer Momente einzubeziehen und somit eine vom Risiko

abhingige numerische Losung zu erhalten.

3.2.2 Quadratische Approximation

Die quadratische Taylor-Entwicklung der Wertefunktion

V(z,o) = Vo(z0) + [Va(@.0), [(x — )], + Vs(7,0)0
1 _ _ _ 1 _ _
+5 Ve (2, 0)], [(z = )], [(w = D))y + 5 [Vao (2, 0)], [(z — 2)], 0
1 1
+§ Vou(2,0)] 0 [(x — )], + ng(f, 0)o?
beriicksichtigt dieses angesprochene Risiko. Sie verlauft analog der linearen Approxi-

mation.

Wieder werden beide Seiten der Gleichung (2.17)

V(z) = Ep(r,u(z))+06-V(h(z))]

gemil Taylor entwickelt, diesmal durch Polynome zweiter Ordnung:
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Vb(i’,O) + [‘/;C(i’,())]a[(C(]—[f)]a—i—va([f,())d

by Ve, 00 (2 = ), (2 — 2],

b5 Vao 2,00, [l — #)],0 (3.10)
45 Voal,0)L, 0 (0 = ), + 5Vool,0)0°
= FE[Go(z,0) + [G,(2,0)], [(x — 2)], + G,(Z,0)0¢
3 G, 0) (2 = D, [0~ P,
+; (G (2,0)], [(x — 2)], 0¢
45 [Goa(2,0)], 02 [(& — 2)], + 3G (7, 0)0%7),
mita,b =1, ...,d, wobei wiederum in (z, o) = (, 0) ausgewertet wird. Zur Erinnerung

bezeichnet V,x,; beziehungsweise G x,; die k-malige Ableitung nach x und die j-malige

Ableitung nach o.
Auf Grund der Verteilung von ¢ ~ N(0,1) gilt, dass E[e] = Efze] = Elex] = 0 ist.

Dadurch erhalten wir mit a = 1, ..., d die Identitdten
E[G,(z,0)0¢] = E[[Gr0(7,0)], [(x — 7)], 0] = E[[Gou(2,0)], 0¢ [(z = 2)],] = 0.
Somit miissen auch die Terme V,(z,0)o, [V,(Z,0)], [(x —Z)],o und
[Voz(2,0)], 0 [(x — )], verschwinden, weshalb gilt:
V,(z,0) = 0
Ve (2,0)], = [Vou(z,0)], = 0,
fira=1,...,d.

Zudemist E[e?] =1 wegene ~ N(0, 1) und deshalb E[1 G0 (Z,0)0%c%] = 1G,,(z,0)0?

Die damit von (3.10) verbleibende Taylor-Entwicklung

Wo(0) + V@O, [t = ], + 5 Ve @, Oy (0 = D), [0 = D)y + 5 Voo (7,000
= Go(#,0) + Ga(a. 0, [z = D), + 5 [Guel@. O,y (& — ), (& = )
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liefert uns folgendes lineares Gleichungssystem, das wieder in Maple mit der gegebenen

Routine 1insolve (A, b) zu losen ist:

]) %(E,O):Go(f,())
1) [Va(z,0)], = [Ga(Z,0)],
‘[I]) [‘/;i(i'?())]ab = [Gxx(:i'70)]ab
V) Voo (Z,0) = Gup(z,0),
mit a,b = 1,...,d. Analog zur Kontrolle und Dynamik wird auch die Wertefunktion

im Vergleich zu ihrem deterministischen Gegenpart lediglich um einen konstanten Term,
ndmlich 1V,,0?%, werweitert.
Fiir eine zweidimensionale Dynamik h(x) = (z,z)) und ¢ aus (2.17) wiederum nur

von u(x) abhingig, gestaltet sich dieses Gleichungssystem folgendermafBen:

Vo = (u(z)) + BV (h(z))
)

_ OYP(u(x)) Ou(x) oV (h(z)) 0Oz}
‘/;:1 B aU(iL') axl x::i,cr:(]—{—ﬁ al'i (9361 r=Z,0=0
OV (h(x)) O,
+5 8ZE,2 8951 2=F,0=0
v, = oY (u(x)) Ou(x) +68V(h/(x)) o}
Ou(x) 02 |,z oo oy 02|,z 9
AV (h(z)) Oz
+5 s Oxs .00
L ) | (u) LOvule) ()
T (Qu(x))? Oxy v—zom0  OU(T) (0x1)? S,
. ﬁ(?QV(f/L(;E)) NEEAS . ﬁaﬂv,(h(;f)) 0xy 0}
(0x7) 0y =5.0=0 0x0xy,  Ory 01y =5,0=0
+60V(h§x)) . 82x'12 +682V,(h(yf)) Oz Odl
8%1 (61’1) 2=7,0=0 (9172(95151 3x1 81’1 2=7,0=0
PV (h(z)) (0x,\? oV (h(z)) 0%,
ey \ow) | e el
v Y (u(x)) du(z) Ju(x) (u(r)) O*u(x)
e (Ou(x))? 0z, 0T v—5.0-0 Ou(x)  Ox10x2 v—5.0—0
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‘/1'21’2

wieder durch entsprechende Indizes. Zur Erinnerung bezeichnet ein Index von z'zic

+682V(h(x)) Ozy Ol +662V(h(m)) Ozy O
(0x))? 0r; Oxy o= .00 or\0xly,  Ory Oy 5=5,0—0
+68V(h(x)) . 0! +682V(h(:c)) Oz, Ol
oz} 0x107 om0 Dxy0z, 0wy Oxg .00
2 ! ! 2 ./
2 1 2 lg=7,0=0 2 1942 |3p=7,0=0
*Y(u(x)) (du(z)\® L O (u(@) u(z)
(Ou(x))? 0xs 53,00 ou(x) (0x5)* r=5,0=0
. B(‘?QV(h(x)) NEEAY N 662V(h(x)) 0xy 07}
(0x))? 0T =500 or\0xly  Ory Oxy 2=5,0=0
+B(’3V(h(x)) 0% +ﬂ82\/(h(x)) Oz, Ol
ox} (0x5)? o300 Ory0x,  Ory Oxg .00
2V h 7\ 2 h 2/
a2 (31 / gf» ' @iz) N ﬁavg(mgx» . (gxx§2
2 2 z=z,0=0 2 2) lz=z,0=0
Pp(u(r)) (du(x))’ () Pu(x)
(Ou(x))? do v—5.0—0 Ju(x) (00)? r=5,0=0
. 582V(h(x)) NEEAS . ﬁ82V(h(a:)) 0wy 07}
(0x))? 90 ) | zomo 0r}0ry  do  Oo o—3.0—0
+58V(h(x)) . 0%z _'_ﬁ@?V(h(x)) Oz Odl
o} (00 )? o—5.0=0 Or,0x] do Oo =500
PV (h(z)) (0x,\? oV (h(z)) )
ey \oo) | e 00yl

Auf Grund einer besseren Ubersichtlichkeit notieren wir im Folgenden die Ableitungen

k

die i-malige Ableitung nach z,, j-malige Ableitung nach x5 und k-malige Ableitung in
o-Richtung, ausgewertet im Gleichgewicht (x,0) = (z,0).

Es ergibt sich das folgende Gleichungssystem, aus dem wir die Koeffizienten Vg, V..,
Viss Varzrs Vayzes Vasr, Und V. erhalten.
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Vo = o(u)+ BV
Voo = thu -ty + Ve, (2))a) + BV, (25)a,
Vi, = Yu oy + BV, (€))ay + BV, (2h) (3.11)
Vier = Y (W)’ + Y oy + BVoray ((2)20) + 26Vir0s (21, (2h)
+BVe, () anzr + BVeszs (7)) + BVia (%)) 212,
Virzs = Yuu Uy~ Ugy + Pu - Ugyzy + BVar20 (2)) 21 (2)) 20 + Va0 (27) 21 (25) 2,
+ Ve (@) 2120+ BVanwy (@) 21 (1) 2y + BViagao (25) 1 (25) 5 + BViy (25) 15
Viges = Y (W)’ + Y Uiy + BVoray () 2)° + 26Vira (1) ()
BV, () wszs + BVeawy () 2)° + BVao () sy
Voo = Yuu (Ue)® + Uy oo + BViray (21)0)” + 20Vian ()0 (2h)0
+BVe, (1) 0w + BVagay (2)6)? + BViy (25)00

Die Eindeutigkeit und Existenz der Losung dieses Gleichungssystems wird in der Im-
plementierung wieder indirekt gepriift. So wiirde die Maple-Routine 1insolve (A, b)
den Null-Vektor oder eine Familie von Losungen liefern, wenn das Gleichungssystem
iber- oder unterbestimmt wire.

Die quadratischen Terme, die bei dieser Approximation einbezogen werden, bewirken,
dass die Losung die Kriimmung der Wertefunktion besser wiedergeben kann. Wie in
COLLARD und JUILLARD [6] erwihnt, ist dies besonders dann wichtig, wenn eine star-
ke Kriimmung vorhanden ist beziehungsweise die wirtschaftliche Unsicherheit sehr grof3
ist. Die approximative Wertefunktion héngt also vom Risiko ab, da die Standardabwei-
chung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in die Berechnung eingebunden wird. Dadurch

erhoht sich die Genauigkeit der gegebenen Losung.

3.2.3 Approximation hoherer Ordnung

Um die Fehlergroe weiter zu senken, ist es moglich, analog zur Entwicklung zweiter

Ordnung, das Verfahren fiir beliebige Ordnungen durchzufiihren. Dies impliziert, wie
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eben erwihnt, auch genauere Approximationen, da die zusitzlichen Terme dem auftre-
tenden Risiko besser gerecht werden konnen. Nach SCHMITT-GROHE [25] ist es ein
genereller Vorteil der Perturbations-Methoden, dass der Aufwand dabei in einem iiber-
schaubaren Rahmen bleibt, da stets nur lineare Gleichungssysteme zu 16sen sind.
Taylor-Entwicklungen zweiter und besonders vierter Ordnung zeigen in der Fehler-Ge-
nauigkeit eine hohere Prézision gegeniiber den urspriinglich verwendeten Linearisie-
rungs-Methoden. Wie im Einzelnen die Entwicklungen hoherer Ordnung errechnet wer-
den, wird in COLLARD und JUILLARD [6] ausgefiihrt. Dort findet auch eine Auswertung
der Approximationen hoherer Ordnung statt, die bestétigen, dass dem wirtschaftlich auf-
tretenden Risiko eine entsprechende Bedeutung widerféhrt.

Auf eine Ausarbeitung hoherer Entwicklungen sei hier verzichtet, da es den Rahmen die-
ser Arbeit sprengen wiirde und zudem die durch quadratische Approximation erreichten

Genauigkeiten unseren angestrebten Zielen Rechnung tragen.
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4 Implementierung der Verfahren

Zur Realisierung der einzelnen Berechnungen existieren unterschiedliche Programme.
Die Approximation der Kontrollfunktion und der Dynamik findet dabei ausschlieBlich
in Matlab statt. Fiir die Taylor-Entwicklung der Wertefunktion wurde Maple verwendet,
wihrend die Fixpunkt-Iteration in C++ implementiert wurde. Zudem wurden weitere
Programme in Matlab zur Auswertung und zum Vergleich der einzelnen Ergebnisse ge-
schrieben.

Die Matlab-Programme verwenden die Toolbox Symbolic Math zur symbolischen
Darstellung von Variablen, Matrizen und anderen Ausdriicken. Ebenso ist damit ein di-
rekter Zugang zu Funktionen aus Maple moglich.

Eine Beschreibung der einzelnen Programme findet in diesem Kapitel statt.

4.1 Implementierung der Perturbations-Methode
der Kontrollfunktion

In dieser Arbeit sei lediglich auf eine genaue Beschreibung der Programme fiir die
Perturbations-Methode fiir v und =z in BECKER [2] verwiesen. Die ersten fiinf der hier
aufgefiihrten, zur Berechnung der Koeffizienten notwendigen Programme sind im Inter-
net unter SCHMITT-GROHE und URIBE [26] zu finden.

Zu den wichtigsten Programmen zihlen die folgenden m-Files:

- anal_deriv.m: Dieses Programm dient der analytischen Berechnung der ersten
und zweiten Ableitungen der Funktion f aus der Gleichgewichtsbedingung (2.6)
in z- und u-Richtung. Dabei werden die Ableitungen als symbolische Objekte be-
handelt.
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- num_eval.m: Hier erfolgt die Berechnung der numerischen Werte der Ableitun-
gen von f im Gleichgewichtspunkt (Z, @). Um die Routine ausfithren zu konnen,
muss vorher anal_deriv.m aufgerufen werden. Dadurch wird sichergestellt,

dass die benotigten Variablen fiir num_eval .m zur Verfiigung stehen.

- gxhx.m: Wie bereits aus dem Programmnamen ersichtlich, werden hier die Ma-

trizen g, und h, fiir die lineare Approximation berechnet.

- gxx_hxx.m: Analog werden in diesem Programm die dreidimensionalen Felder

gz Und h,, fiir die quadratische Approximation ermittelt.

- gss_hss.m: Zuletzt fehlen noch, ebenfalls fiir die quadratische Approximation,

die Vektoren g,, und h,,, deren Berechnung in diesem Programm erfolgt.

- Beispiel.m: Mitden entsprechenden Daten fiir das Beispiel-Modell werden die

analytischen Ableitungen berechnet.

- Beispiel_ Zahlen.m: Diese Routine dient der Festlegung der Parameter und
der Gleichgewichtswerte fiir das Beispiel-Modell, auf die nach Ausfithrung alle
Routinen Zugriff haben.

- Beispiel_Run.m: Hiermit werden schlieBlich die Koeffizienten fiir die Taylor-
Approximationen fiir das verwendete Beispiel ermittelt.
Fiir das erweiterte Modell existieren die letzten drei Routinen in etwas abgednderter
Version unter den Namen Beispiel2.m, Beispiel2_Zahlen.m und
Beispiel2_Run.m.
Die fiir die Berechnungen entwickelten Programme bauen auf der in den beiden vorhe-

rigen Kapiteln hergeleiteten Theorie auf und wurden dementsprechend implementiert.

4.2 Implementierung der Perturbations-Methode
der Wertefunktion

Fiir die Taylor-Entwicklung der Wertefunktion miissen ebenfalls die notwendigen Koeffi-

zienten ermittelt werden. Dies erfolgt durch Erstellen und Losen des linearen Gleichungs-
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systems (3.11) aus Kapitel 3.2.2, was in dem Maple-Programm compute_Vcoeff.mw
realisiert wurde. Zur Auswertung der erhaltenen Approximationen dient die Matlab-

Routine show51 . m. Beide Programme werden im Folgenden beschrieben.

4.2.1 Implementierung im Programm compute_Vcoeff.mw

Wie in Kapitel 3.2.2 gezeigt, werden die Koeffizienten der Taylor-Reihe der Wertefunk-
tion durch die Gleichung (2.17)

Vie) = E(r,ulx)+6-V(h(z))]

berechnet, die man aus der Definition 2.11 der Wertefunktion fiir diskrete stochastische
Kontrollprobleme erhilt.

In Anlehnung an das spiter verwendete Modell-Beispiel werden wir eine zweidimensio-
nale Zustandsvariable © = (z1, x9) wihlen. Es erfolgt eine Taylor-Entwicklung beider
Seiten der Gleichung (2.17), die fiir die linke Seite einfach mit den entsprechenden un-

bekannten Koeffizienten von V' aufgestellt werden kann:

Vie) = Vo4 Vi, -x1+ Vo -0+ 4.1
1 1
7V11:E1 : QZ% + ‘/wlxg *L1T2 + 5

1
2 ‘/;EQ:L'Q : x% + 7V0’o’ : 0-2

2

Dabei stehen die Indizes fiir die jeweilige Ableitung von V', ausgewertet im Gleichge-
wichtspunkt (x,0) = (Z,0), da die Standardabweichung zur Berechnung des Gleichge-
wichts auf 0 = 0 gesetzt wurde. Um die spéteren Rechnungen zusitzlich zu vereinfa-
chen, wird eine Substitution von (x1, z5) durchgefiihrt, so dass der Entwicklungspunkt,
also das Gleichgewicht, zum Ursprung verschoben wird. Dies begriindet auch die nach-
folgende Anderung von Kontrolle und Dynamik und die obige Reihen-Entwicklung von
V, in der der Entwicklungspunkt (x;,z5) bei (0,0) liegt. Da wir die Koordinatenver-
schiebung sowohl fiir die Kontrolle und die Dynamik, als auch fiir die Wertefunktion
durchfiihren, liefert uns die Rechnung das gewiinschte Ergebnis.

Auf der rechten Seite der Gleichung (2.17) finden sich die Kontrolle « und die Dynamik

h(z) = (2!, z}) wieder. Da im Allgemeinen keine exakten Losungen fiir v und (2}, z,)
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bekannt sind, verwenden wir die durch die Perturbations-Methode von SCHMITT-GROHE
und URIBE erhaltenen Approximationen. Die Taylor-Reihen von (), 25) und u sind so-
mit nach obiger Transformation durch folgende Polynome gegeben, wobei [h]', i = 1, 2,

jeweils die i-te Zeile der Matrix h bedeutet:

1
f/1 = [hm]l "Xyt [hm]l "Ta+ 5 [hmm]l : QJ% + [hwlxz]l T L1

2
1 1
+§ [hl‘ﬂ»‘z]l ) x% +5 [haa]l -0
N 1
Ty = [hm1]2 Tt [hx2]2 K 2 [h1111]2 -x + [hxlzz]Q "t L1T2
1 2 1 2
+§ [hmm] ’ ZE% + 5 [h’UU] ’ 0_2
~ 1 2 1 o 1 2
U = go+ e " T1+ Guy Tot 59901171 ")+ Gayay t T1T2 + 5937212 Tyt 5900 "0
Mit Hilfe dieser Approximationen ist die rechte Seite der obigen Gleichung in eine
Taylor-Reihe entwickelbar. Die entsprechenden Koeffizienten der einzelnen Terme erhilt
man in Maple mit Hilfe der Funktion coeftay1l, ohne dass die Taylor-Entwicklung da-
bei berechnet werden muss. Maple verwendet Differenzierungen und Substitutionen, um
die entsprechenden Koeffizienten zu ermitteln.

2 auftreten, miis-

Da auf beiden Seiten der Gleichung Terme mit xy, xo, 2%, 22 und o
sen die jeweiligen Koeffizienten gleich gesetzt werden, woraus man das gewiinschte
lineare Gleichungssystem (3.11) erhilt. Dieses kann in Maple nun durch die Funktion
linsolve (A, Db) gelost werden.

Die einzelnen Schritte des Programms lassen sich wie folgt kurz zusammenfassen:

INPUT: Die Koeffizienten filir die Taylor-Reihen

von Zi,To und u missen bekannt sein.

- Stelle die Taylor-Reihe V wvon V(z) gemdss (4.1) auf.

— Stelle die Taylor—-Reihe VA auf, indem
die Approximationen 7} und 7, in die
Taylor-Reihe V fir x1 und X2 eingesetzt werden.
— Ersetze u durch die entsprechende

Approximation @ in (u).
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— Ermittle die Koeffizienten der

Taylor-Reihe von ¢(u)+ pVh -V

— Stelle das lineare Gleichungssystem auf

und lose es.
OUTPUT: V0O,V1,V2, V11, V12,V22, Vss

In dem Programm werden fiir die Bezeichnung der Variablen bisweilen andere Namen

verwendet. Die folgende Tabelle 4.1 gibt Aufschluss iiber die verwendeten Synonyme.

Name im Theorieteil | Name im Programm
X1, T1 x1, x2
Vos Vays Vay Vo0, V1, V2
Vaizrs Vasas V11, V22
Viress Voo V12, Vss
V(x) v
V(h(x)) Vh

Tabelle 4.1: Bezeichnungen im Programm compute_Vcoeff.mw

Um unsere Resultate grafisch zu veranschaulichen, bendtigen wir eine weitere Routine,

die anschlieBend beschrieben wird.

4.2.2 Auswertung anhand des Programms show51.m

Zur Auswertung der Approximationen wurde das Programm show51.m in Mat-
lab geschrieben. Es werden darin nicht nur die numerischen Werte der durch
compute_Vcoeff.mw erhaltenen Wertefunktion visualisiert, sondern auch die Ap-
proximation durch die Fixpunkt-Iteration, die Approximation der Kontrolle und, falls
vorhanden, die exakten Losungen.

Die Berechnungen erfolgen stets fiir ein Rechteckgitter aus Definition 2.20, wobei die
Approximations-Intervalle in z; - und x5-Richtung immer die gleiche Anzahl n von dqui-

distanten Knoten enthalten sollen. Fiir die entsprechenden Funktionen erhélt man somit
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eine n X n-Matrix, indem an besagten Gitterknoten ausgewertet wird. Die Fixpunkt-
Iteration liefert ebenfalls eine n x n-Matrix, da sie zur Ausfithrung der Iteration eine
derartige Matrix verwendet. Im Programm show51 .m wurden dabei 51 Gitterpunkte
verwendet. Dieses Programm existiert auch in etwas abgednderter Version mit 251 Git-
terpunkten unter dem Namen show251 .m. Die erstellten Matrizen werden in Matlab
eingelesen und konnen durch die Funktion interp?2 linear interpoliert werden, um zum
Beispiel den Wert im Gleichgewichtspunkt zu erhalten.

Fiir die spiteren Auswertungen soll die Differenz zwischen der Approximation der Wer-
tefunktion durch die Perturbations-Methode und durch die Fixpunkt-Iteration ermittelt
werden. Falls die exakte Losung angegeben werden kann, wird ebenfalls der Fehler der
einzelnen Methoden berechnet und grafisch dargestellt. AuBBerdem werden die beiden
Methoden und die exakte Losung einzeln und jeweils paarweise visualisiert.

Der Vollstindigkeit halber wird zudem eine Grafik der exakten und approximierten Kon-
trolle ausgegeben und der entstandene Fehler berechnet. Eine ausfiihrliche Darstellung

und Auswertung findet man in BECKER [2].

4.3 Implementierung der Fixpunkt-Iteration

Zur Durchfithrung der Fixpunkt-Iteration wurde das Programm fixed_point.cpp
in C++ geschrieben. Es verwendet als Ausgangs-Matrix fiir die Wertefunktion die von
der Matlab-Routine compute .m gespeicherten Werte der Perturbations-Methode. Die
erhaltenen Approximationen werden wiederum in der Matlab-Methode show51 . m aus-

gewertet.

4.3.1 Speicherung im Programm compute.m

Diese Routine dient lediglich zur Speicherung der Werte der exakten Losungen der Kon-
trolle und der Wertefunktion, fiir den Fall, dass diese vorhanden sind, und der appro-
ximativen Werte durch die Perturbations-Methoden nach SCHMITT-GROHE und URIBE
beziehungsweise COLLARD und JUILLARD.

Die benotigten Koeffizienten fiir die Berechnung der Taylor-Entwicklungen werden zu

42
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Beginn des Programms vorbelegt. Ebenso werden die exakten Losungen angegeben.
Zum spiteren Einlesen und Auswerten der approximativen und exakten Werte von
und V' werden diese in entsprechenden ASCII-Dateien gespeichert.

Die Routine lisst sich in folgenden Schritten kurz zusammenfassen:

INPUT: Die bendtigten Koeffizienten der Taylor-
Entwicklungen missen im Vorfeld berechnet werden;
zusatzlich miissen ¢ und der gewilinschte

Approximations—-Bereich angegeben werden.

Belege die Variablen fir die Koeffizienten

— Berechne die Werte von w und V in den

Gitterpunkten mit Hilfe der Taylor-Entwicklungen

— Falls eine exakte LO&sung berechenbar ist:
Werte die exakte Formel fir w und V

in den Gitterpunkten aus.

— Speichere die so erhaltenen nm X n-Matrizen

in separaten Dateien.
OUTPUT: ASCII-Dateien fiur U_exakt, V_exakt, U_pert und V_pert

Wie die Namensgebung vermuten lésst, enthalten die Dateien U_exakt und V _exakt
die Werte fiir die exakte Kontrolle beziehungsweise Wertefunktion, die nur fiir den Spe-
zialfall angegeben werden konnen. Die Dateien U_pert und V _pert beinhalten die Ma-
trizen, die sich bei der approximativen Berechnung von v und V' durch die Perturbations-

Methoden ergeben.

4.3.2 Implementierung im Programm fixed_point.cpp

In diesem Programm wird die in Kapitel 2.3 eingefiihrte Fixpunkt-Iteration implemen-
tiert. Da fiir den Algorithmus eine Start-Matrix benotigt wird, muss zunéchst die Appro-

ximation V' _pert aus der entsprechenden Datei geladen werden. Mit diesen Werten wird
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die Iteration durchgefiihrt.
Dazu wird fiir jeden Gitterknoten x = ((z1);, (22);), ¢,7 = 1,-- -, n die rechte Seite der

Gleichung (2.19)
E(z, u(x) + 8- Vale(z,i(z), 2))] = ¥(z, u(z)) + 5 gﬁ Valer(2)) - pi,  (42)

mit p;, der Wahrscheinlichkeit im Punkt 2, ausgewertet.

Die dabei erhaltenen Werte werden mit den vorherigen verglichen. Uberschreitet die ma-
ximal auftretende Differenz einen gewissen Schwellwert, so wird die Iteration wieder-
holt. Andernfalls wird die erhaltene Matrix mit der Bezeichnung V _ fiz in einer ASCII-
Datei als Approximation gespeichert.

Der Algorithmus stellt sich folgendermaBen dar:

INPUT: Die Approximationen U_pert und V_pert miissen
in ASCII-Dateien gespeichert vorliegen; zusatzlich
miissen o, der gewlnschte Approximations—-Bereich

und die gewilinschte Genauigkeit angegeben werden.
— Belege die Matrizen U_pert und V_pert
mit den gespeicherten Werten.
— Setze V_fix =V_pert.

— Solange die gewiinschte Genauigkeit nicht

erreicht ist, wiederhole:
Fir +=1,...,n wiederhole:

Fir j=1,...,n wiederhole:
- Setze x= ((x1);, (x2);)
- Berechne o = o(x,U_pert[j|[i], zx) fir k=1,...,m
- Interpoliere V_fix in ¢y

- Berechne (4.2) :

V_ialjlli| = vx, U_pertljlid) + 5+ 3_V_fialer) -
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STOP j, STOP i
OUTPUT: ASCII-Datei fiur V_fix

Da V_fix als n x n-Matrix gespeichert ist, miissen deren Werte nicht notwendigerweise
an den Stellen () gegeben sein. Deshalb ist, wie bereits erwihnt, eine Interpolati-
on notwendig. Hierzu werden affin bilineare Funktionen verwendet, wie in Kapitel 2.3

erldutert wurde.

4.3.3 Auswertung anhand des Programms show51.m

Die Matlab-Routine show51 . m dient, wie bereits oben beschrieben, lediglich der Aus-
wertung der berechneten Approximationen. Das Hauptaugenmerk wird dabei auf die
beiden Approximationen der Wertefunktion gelegt. Falls moglich, findet aber auch ein
Vergleich der approximierten und exakten Kontrolle statt.

Mit den Resultaten, die aus den Visualisierungen und Fehlerberechnungen gezogen wer-

den konnen, beschiftigt sich das folgende Kapitel.
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5 Anwendung der Verfahren auf das
Modell-Beispiel

Zur Uberpriifung, wie gut die beschriebenen Verfahren die exakten Lésungen approxi-
mieren, werden diese nun an einem Beispiel aus der Volkswirtschaft getestet.

Da fiir das Grundmodell die exakte Losung berechnet werden kann, was im ersten Ab-
schnitt geschieht, ist ein direkter Vergleich moglich, welcher im zweiten Teil dieses Ka-
pitels angestellt wird. Der dritte Abschnitt befasst sich mit dem erweiterten Modell, bei
dem dem stochastischen Anteil eine stirkere Gewichtung widerfihrt. Da hier keine ex-
akte Losung ermittelt werden kann, werden lediglich Vermutungen beziiglich der Fehler-
groBe geduBert. Gut zu beobachten ist dabei, wie sich Anderungen in der Zielfunktion

auf das Verhalten der Approximationen auswirken.

5.1 Darstellung des Modells

Zunichst wird das verwendete Beispiel vorgestellt und die exakte Losung angegeben.
Zudem muss der Gleichgewichtspunkt berechnet werden, da er die Grundlage fiir die
Perturbations-Verfahren bildet. Hierfiir bedienen wir uns der Optimalititsbedingungen

aus Satz 2.14, die auch fiir die Perturbations-Methode der Kontrolle bendétigt werden.

5.1.1 Exakte Losung des Grundmodells

Als Grundmodell dient uns ein stochastisches, volkswirtschaftliches Wachstumsmodell
aus GRUNE [13].

Die Zielfunktion ist hierbei gegeben durch:

max » (" logu, 5.1
=0
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und das Kontrollsystem durch:

(5.2)

A T2 00
plz,u,2) = ( oo u)

pro + 2

Der Kontrollvektor « ist eindimensional und der Zustandsvektor zweidimensional, wobei
x1 der deterministische und x5 der stochastische Anteil ist.

Das Beispiel ist einerseits deshalb so gut fiir die Anwendung der Verfahren geeignet, weil
die Losung geniigend glatt ist fiir z; # 0, andererseits, weil, wie bereits erwihnt, eine

exakte Losung fiir das Modell ermittelt werden kann. Diese ist folgendermallen gegeben:
V(z)=B + C lnzy + D x und (5.3)

u(z) = (1 —apf) Ae™ zf. (5.4)

mit

In((1 - Ba) A) + 125 In(BaA)
(1-5)

«

1—ap
1

(1 —af)(1—pB)

Um die entsprechenden Optimalitdtsbedingungen aufzustellen und das Gleichgewicht
und die notwendigen Koeffizienten zu berechnen, verwenden wir folgende Werte in dem
Modell-Beispiel: A =5, a=10.34, 3 =0.95und p = 0.9.

AuBerdem ist die Normalisierung der Zufallsvariablen z nétig, die N (0, o)-verteilt ist.
Hier wird die Standardabweichung o = 0.008 gewdhlt. Dass die Normalisierung mit
Hilfe der Standardabweichung erfolgt, wurde in Kapitel 2.1.1 erldutert, und man erhilt
mit € = g eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable, die zudem unabhéngig von x ist. Fiir
den deterministischen und stochastischen Anteil des Zustandsvektors ergibt sich deshalb

aus (5.2):

¥y = Ae™af —u

Ty = pxo—+0E,
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wobei wiederum Variablen aus der Zeitperiode (¢+ 1) aus Notationsgriinden mit
einem ’ gekennzeichnet sind, wihrend Variablen aus der Zeitperiode ¢ keine Kennzeich-
nung erhalten.

Die exakte optimale Wertefunktion sieht fiir diese Werte folgendermallen aus:

exaktes Y

T
et
o

s
et
et

...

Abbildung 5.1: Exakte Wertefunktion auf dem Rechteck 2 = [0.3,8.8] x [—0.32,0.32]

Da fiir die Perturbations-Methoden jeweils ein Entwicklungspunkt benotigt wird, berech-

nen wir hierfiir im Folgenden den Gleichgewichtspunkt.

5.1.2 Berechnung des Gleichgewichtspunktes

Dazu ist die Funktion f aus der Gleichgewichtsbedingung (2.6) notig, die man mit Hil-
fe der Hamilton-Funktion aus Definition 2.12 erhélt. Diese hat fiir unser Beispiel die

folgende Form:

Hi(z,u,\) = Blogu+ A - (Ae™2x$ —u) + X, - prs. (5.5)
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Mittels diverser Umformungen des diskreten Maximumsprinzips aus Satz 2.14, was ge-

nauer in BECKER [2] nachzulesen ist, erhdlt man:

] —Ae”? 1+ u
f= xlg—pxz =0 (5.6)

4 ’
-1
ﬁi,oerzz’xl(a )1
u u

Diese Funktion f entspricht nicht exakt der Funktion f aus Definition 2.16, bezieht aber
alle notwendigen Optimalitdtsbedingungen ein.

Da im Gleichgewicht

xry = @Iy,
’

Ty = T2,
/

u = Uu

gilt, folgt aus der Gleichung (5.6) aus x’z — pxy =0, dass o = 0 ist.

Damit erhalten wir fiir die erste Zeile der obigen Gleichung (5.6)
u=A-1-2{—x, (5.7)

was in die verbleibende Zeile eingesetzt die Gleichung

1 B 1
Az§ — a2 N Az§ — a2

BaAzl*™

liefert. Diese ldsst sich nun folgendermaBen umformulieren:

= BaAzl*™ =1

= 604A:m§1_0‘)
_1

= (ﬁaA)“‘::cl

Somit erhalten wir fiir ; durch Einsetzen der entsprechenden Werte:

x1 ~ 2.067344815
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Mit Hilfe der Gleichung (5.7) ldsst sich damit u berechnen:
u ~ 4.333103529
Das Gleichgewicht ist somit gegeben durch die folgenden Werte:

|7 a] = [(2.067344815,0); 4.333103529 |

Um zu verdeutlichen, was mit dem ermittelten Gleichgewicht ausgesagt wird, sollte die
Interpretation der Variablen aus SCHMITT-GROHE und URIBE [24] herangezogen wer-
den. Die GroBe x; beschreibt dabei das vorhandene Kapital eines Wirtschaftssubjekts
und x, die technologische Verdnderung. Die Kontrolle u spiegelt das Konsumverhal-
ten der Beteiligten wider. Wiahrend sich der Kapitalstock bei ca. 2.07 Einheiten und
der Konsum bei ca. 4.33 Einheiten einstellt, darf die Technologie keinen Veridnderun-
gen unterliegen. Dies ergibt sich auf Grund unseres Ansatzes, dass zur Berechnung des
Gleichgewichtspunktes die Storung von auflen, also die technologische Veridnderung, auf
0 gesetzt wurde. Deshalb zeigt sich auch bei der spéateren Abwandlung des Modells und

groBerer Bedeutung des stochastischen Anteils keine Anderung im Gleichgewichtspunkt.

5.2 Auswertung des Modells

Dass fiir unser Modell-Beispiel eine exakte Losung existiert, eroffnet uns die Moglich-
keit, die Fehler der Approximationen direkt betrachten zu konnen. Dafiir benotigen wir

fiir die Perturbations-Methoden noch die entsprechenden Koeffizienten.

5.2.1 Numerische Approximation fir die Kontrollfunktion

Zunichst muss das Modell in die Form gebracht werden, die vom Algorithmus von
SCHMITT-GROHE und URIBE gefordert wird.

Hierzu sind, neben der Normalisierung der Zufallsvariablen, wieder das diskrete Maxi-
mumsprinzip aus Satz 2.14 und die Hamilton-Funktion aus Definition 2.12 notig, welche

bereits im vorherigen Abschnitt zur Berechnung des Gleichgewichts in (5.5) angegeben
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wurde:
Hi(z,u,\) = Blogu+ Ay - (Ae®2x —u) + X, - pis.

Mit der resultierenen Funktion f aus (5.6) konnen die Koeffizienten ermittelt werden.
Dazu werden die von BECKER [2] bereitgestellten Routinen verwendet. In der ange-
sprochenen Arbeit findet sich auch eine Beschreibung zur genauen Handhabung der Pro-
gramme Beispiel.m,Beispiel_Zahlen.mund Beispiel_ Run.m.

Sie liefern uns die folgenden Werte:

- Koeffizienten der linearen Terme:

9. = (0.7126 4.3331 )

. _ (03400 2.0673
v 0 09 |

- Koeffizienten der in  quadratischen Terme:

Gaz(i1) = ( —0.2275 0.7126 )

Gaa(:5,2) = (10.7126 4.3331 )

—0.1085 0.3400
P (s, 1) = ( 0 0 )

0.3400 2.0673
haw(iy:,2) = ( 0 0 ) :

- Koeffizienten der in ¢ quadratischen Terme:

goo = ( 1.5677¢ — 010 )

. ( —0.1568¢ — 009 )
oo T O .
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Betrachtet man die letzten beiden Terme g¢,, und h,,, so ldsst dies vermuten, dass sie in
dem Beispiel nur eine sehr untergeordnete Rolle spielen, da alle Werte im Bereich 10~1°
liegen, wihrend sich die restlichen Werte im ganzzahligen Bereich aufhalten. Deshalb
werden spiter weitere Fille behandelt, in denen der stochastische Anteil eine stérkere
Gewichtung findet.

Mit den oben berechneten Werten erhélt man nun fiir die quadratische Approximation

von u die folgende Funktion:
u = 4.333103529 4 0.7126 - [(z1 — 2.067344815)] 4 4.3331 - [(z2 — 0)]
1
+§ - (—0.2275) - [(z1 — 2.067344815)] - [(x1 — 2.067344815)]
1
+§ -0.7126 - [(zg — 0)] - [(z1 — 2.067344815)]
1
+§ -0.7126 - [(z1 — 2.067344815) - [(x2 — 0)]
1
+§ -4.3331 - [(zg — 0)] - [(x2 — 0)]
1
+—=-0-1[0.008] - [0.008].

2

Die Approximation der Dynamik liefert

7 = 2.067344815 + 0.3400 - (2, — 2.067344815)] + 2.0673 - [(2 — 0)]
+; - (—0.1085) - [(w — 2.067344815)] - [(z; — 2.067344815)]
b5+ 034-[(r2 — 0)] - (s — 2.067344815)]
+; L0.34 - [(ar1 — 2.067344815) - (5 — 0)]
+; £ 2.0673 - [(22 — 0] - [(2 — 0)]

1
+§ -0 -[0.008] - [0.008],

53



KAPITELS5S — ANWENDUNG DER VERFAHREN AUF DAS MODELL-BEISPIEL

7 = 0+0-[(z —2.067344815)] + 0.9 - [(z5 — 0)]

1
g 0 (@1 — 2.067344815)] - [(1 — 2.067344815)]

500+ [(z2 — )] - (4 — 2.067344815)]

+; 20 - [(21 — 2.067344815) - (22 — 0)]

4520+ [(z2 — )] - (22~ 0)

1
+5 0+ [0.008] - [0.008]

/

+o¢€'.

Bemerkung 5.1

(i) Bei der Approximation von xl, kann man sehr gut erkennen, dass die eigentliche
Approximation ungefdhr Null ist und der hintere stochastische Teil die grofite Rolle

spielt.

(ii) Bei der Approximation von u und x| stellt man fest, dass jeweils der erste Term
das meiste Gewicht in die Berechnung einbringt, vorausgesetzt die Werte fiir x,
und x liegen geniigend nahe beim Gleichgewicht. Daraus léisst sich als Vermutung
folgern, dass die Approximationen in einer geniigend kleinen Umgebung um das
Gleichgewicht gute Ergebnisse liefern miissten, weil die Funktion hinreichend glatt

ist.

5.2.2 Numerische Approximation flir die Wertefunktion
Fiir die Taylor-Entwicklung der Wertefunktion V' wird die Gleichung (2.17)
V(z) = Bz, u(x)) + 3 - V(h(z))]

benotigt, die man aus der Definition 2.11 der Wertefunktion fiir diskrete stochastische

Kontrollprobleme erhiilt.
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Da ¢(z,u(x)) = logu(z), lautet sie fiir unser Modell-Beispiel:
V(x) = Elogu(z) + -V (h(x))] (5.8)

mit h(x) = (2, x5).

Wie bereits erwihnt, werden dabei, da im Allgemeinen keine exakten Losungen fiir
die Kontrolle « und die Dynamik h(z) vorhanden sind, die Approximationen #(z) und
h(z) = (), 2,) durch die Perturbations-Methode nach SCHMITT-GROHE und URIBE
verwendet.

Fiir die beidseitige Taylor-Entwicklung der Gleichung (5.8) nutzen wir deshalb aus, dass

o - 9 _ u  0F, 01
~ Jo (00)*  Oo  (00)?
oz, 0%z 0%z, o’z 0%,

o, (021)2  Owi0zs  (972)  (90)%
Das resultierende lineare Gleichungssystem im Sinne von (3.11), das aus termweiser
Identifikation der Koeffizienten hervorgeht und aus dem sich die fehlenden Werte von

Vo, Vars Vags Varzy s Vayass Vagz, Und V. berechnen lassen, hat damit folgende Gestalt:

Vo = loguo+ 3Vo

I .
va = 50 S Uy + ﬂ‘/:m ) (xll)m
1 N ~
‘/;62 = 50  Ugy + ﬂ‘/ﬂm ’ (xll)l'Q + ﬁ‘/;m ’ ("E,Z)afz
-1 o 1 N2 _
Vire, = 2 (U, )™ + 50 gy + BV - ((wll)m) + BVa, - (x/1)$1$1 (5.9)
0
_ R R ]_ R R R
mez = 5 Uzt Ugy + = Ugy 24 + 5‘/361961 ' (xll)xl : (xll)ivz
Up Uo
+6Vx1962 ’ ('%ll)m ’ (Z%IQ)IQ + /8‘/371 ' ('C/E\ll)ﬂﬁlxz
-1 2 1 I\ 2 . .
szxg - ? ’ (Um) + 50 * Uzgzy + ﬁ‘/ﬂ?lm ’ ((Ill)im) + 26‘/;?12?2 ' (xll)wz ’ (x/Q)rz
0

+6VCE1 ’ (lx\/l)mm + 6‘/12902 ’ ((§/2>1"2)2
VO’O’ = 6Vx21’2 : ((55,2)0)2

Die approximativen Funktionen Z und ), werden fiir die Taylor-Approximation von

V(h(z)) wie folgt verwendet:
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Vo V., (0.34z; + 2.0673x5 — 0.054252% + 0.342125 + 1.0336523) + 0.9V}, 75
1
51/961:,61(().34:,:1 + 2.0673z9 — 0.05425x7 + 0.347, 29 + 1.0336513)

0.9V, ,(0.342; + 2.0673x5 — 0.0542527 + 0.342125 + 1.0336523) 5

+ o+ o+ o+

1
0.405Vpz, 5 + §Vwa2.

Hierbei bedienen wir uns der beschriebenen Substitution, so dass der Entwicklungspunkt
im Ursprung liegt. Darin findet sich auch der Grund, dass die Funktionen z und &, nicht
exakt mit den im vorherigen Abschnitt ermittelten iibereinstimmen. Fiir V' erhalten wir

dadurch die Reihe
~ 1 2 1 2 1 2
V(.T) == ‘/0 + ‘/C-Elxl _I_ szxz + 5‘/301x1x1 + ‘/xlxlexQ + §Vx2x2x2 + 5‘/0'0'0- .

Wird die vorherige Substitution wieder riickgéngig gemacht, ergibt sich die gewiinschte

Taylor-Enwicklung von V:
&5 1
V() = Vo+ Vi (21 —2.0673) + Vo + 5‘/;1,“(@ —2.0673)?
1 1
+ Vxlxg (fEl — 20673)1’2 + 5%21321'% + §V000—2

Aus dem linearen Gleichungssystem (5.9) erhilt man mit Hilfe der Maple-Routine

compute_Vcoeff.mw die folgenden Werte fiir das Modell-Beispiel:

Vo = 29.32566

Vi, = 0.24291

Ve, = 10.18671

Vi, = —0.11749

Viws = Vige, = 0.14047-107*
Vipa, = 0.47826-1073

Voo = 0

Somit ist die Approximation von V' (z) gegeben durch
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V(z) = 29.32566 4 0.24291 - (21 — Z1) + 10.18671 - (x5 — Z»)
1
+§(—0.11749)(x1 —71)% +0.14047 - 107* - (21 — 71) (29 — T2)

1
+50.47826 - 1072 - (29 — T)?
mit dem Entwicklungspunkt (Z, Z5) = (2.0673,0).

Bemerkung 5.2 Bei der Approximation von V' Iisst sich wie bei U und T feststellen,
dass sich der erste Term, zumindest in kleiner Umgebung um das Gleichgewicht, am
stirksten bemerkbar machen wird. Deshalb ist die Approximation nahe des Gleichge-

wichts vermutlich sehr genau, da die Funktion hinreichend glatt ist.

Analog den Approximationen der Kontrolle und Dynamik entfillt hier der stochastische
Anteil durch V,, = 0. Jedoch bleibt - im Gegensatz zu Kontrolle und Dynamik - auch
im erweiterten Modell die Bedeutung relativ gering.

Es wurden nun alle notwendigen Approximationen ermittelt. Widmen wir uns also der

Genauigkeit und Verwendbarkeit der beschriebenen Verfahren.

5.2.3 Auswertung der Approximationen

Im Folgenden sollen die Dynamik und die Kontrolle vernachlédssigt werden, da wir ins-
besondere an der Approximation der Wertefunktion interessiert sind.
Hierbei wollen wir die zwei Bereiche 1.0, 4.0] x[—0.32,0.32] und [0.3, 8.8] x[—0.32, 0.32]

betrachten.

Das Gebiet 2 = [1.0,4.0] x [-0.32,0.32]

Zunichst wihlen wir das kleinere Gebiet, auf dem V' approximiert werden soll. Dabei
sollen die entsprechenden Auswertungen sowohl in x;- als auch in z9-Richtung jeweils
mit 51 Knoten, also einer Gesamtzahl von 2601 Knoten, durchgefiihrt werden. Wir er-
halten die Schrittweiten h; = 0.06 und hy = 0.0128. Zusétzlich brauchen wir fiir die

Fixpunkt-Iteration die Zufallsvariable z. Hierfiir wird vorerst ein Intervall von [—40, 40]
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mit 11 Knoten gewihlt, woraus eine Schrittweite von h, = 0.0064 resultiert.

Fiir diese Werte weist die Approximation der Kontrolle u an den Gebietsrindern bereits
einen geringen Unterschied zur exakten Kontrolle auf. Der Fehler liegt in einem Be-
reich von unter 0.3 und wird in der Abbildung 5.2 dargestellt. In einem Bereich nahe des
Gleichgewichts ist dabei die Perturbations-Methode fiir © noch recht genau ist, da zum
Beispiel auf dem Bereich [1.8,2.5] x [—0.05,0.05] nur ein Fehler von etwa 3.1 - 1073
auftritt. An den Bereichsgrenzen hingegen, an denen sich besagte Werte von ca. 0.3 er-

geben, weist die Approximation bereits zu groBe Ungenauigkeiten auf.

Fehler in U_pert

Abbildung 5.2: Fehler der Perturbations-Methode fiir die Kontrolle auf dem Rechteck
0 =1[1.0,4.0] x [-0.32,0.32]

Die Approximationen von V' dagegen lassen sich auf dem Rechteck [1.0, 4.0] x[—0.32, 0.32]
von der exakten Losung mit dem blofen Auge kaum unterscheiden. Deshalb wollen wir
die Abbildungen 5.3 und 5.4 betrachten, die den Fehler der Perturbations-Methode be-
ziehungsweise der Fixpunkt-Iteration in den jeweiligen Gitterpunkten zeigen.

Fiir die Perturbations-Methode liegt dabei der Fehler stets unterhalb von 0.1. Die Ge-
nauigkeit wird also im Vergleich zur approximativen Kontrolle erhoht. Analog zur Be-

rechnung der Kontrolle ist die Approximation nahe des Gleichgewichts sehr genau. Der
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Fehlerin V_pert
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Abbildung 5.3: Fehler der Perturbations-Methode fiir die Wertefunktion auf dem Recht-
eck 2 = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]

Fehlerin V_fix 10

%)

Abbildung 5.4: Fehler der Fixpunkt-Iteration auf 2 = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]
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Fehler liegt im Abschnitt [1.8,2.5] x [—0.05,0.05] bei nur etwa 1.4 - 1073, im Bereich
[2.0,2.1] x [—0.01,0.01] verringert er sich sogar auf 1.7 - 10~°. Die Approximation der
Kontrolle ist auf letzterem Rechteck sogar bis auf 4.7 - 107 genau.

Widmen wir uns der Fixpunkt-Iteration, so erkennt man, dass der Fehler in einem sehr
kleinen Bereich von 8 - 1072 liegt. Derartig “hohe” Fehler werden allerdings nur an den
Gebietsrandern, und zwar inbesondere zum Punkt (4.0, —0.32) hin angenommen. Ein
Grund dafiir liegt darin, dass zur Durchfiihrung der Iteration die Kontrolle benétigt wird,
die ebenfalls zu diesem Punkt hin ihre grote Ungenauigkeit aufweist.

Zudem ist bei der Fixpunkt-Iteration anzumerken, dass der Fehler zum Gleichgewicht hin
nicht so stark abnimmt, wie das bei den Perturbations-Methoden der Fall ist. Im Gleich-
gewichtspunkt selbst ist der Fehler sogar hoher als bei der Perturbations-Methode, was
bei einer GroBe von ca. 7-10~* aber unwesentlich ist. Natiirlich liegt diese Tatsache auch
in der Funktionsweise der Perturbations-Methoden begriindet, die den Gleichgewichts-
punkt immer als Ausgangspunkt nehmen und somit in diesem Punkt und seiner - meist
jedoch recht kleinen - Umgebung sehr genaue Werte liefern.

Auch wenn man den Unterschied der beiden Approximationen untersucht, so werden
Werte von 0.1 nicht tiberschritten, sieche Abbildung 5.5. Die Grafik unterscheidet sich
dabei unwesentlich von der, die man beim Fehler der Perturbations-Methode erhilt. Da
diese auch den wesentlichen Fehler verursacht, und durch die Fixpunkt-Iteration nur ein
zusitzlicher Unterschied von unter 8 - 10~3 hinzukommt, ist das Verhalten anschaulich
klar.

Im Allgemeinen kann man sagen, dass fiir dieses Gebiet die Approximationen der Per-
turbations-Methode und der Fixpunkt-Iteration recht genau sind. In beiden Fillen ist der
Fehler um das Gleichgewicht gering. Erst zu den Réndern steigt er an, was sich bei
der Perturbations-Methode wesentlich stirker bemerkbar macht als bei der Fixpunkt-
Iteration.

Die Tabelle 5.1 zeigt den maximalen Fehler beziehungsweise Unterschied der einzelnen
Methoden auf den angegebenen Gebietsabschnitten. Hier erkennt man nochmals recht
deutlich, dass die Perturbations-Methode in einer kleinen Umgebung um das Gleichge-

wicht sehr genaue Ergebnisse liefert. Der Fehler der Fixpunkt-Iteration bleibt jedoch tiber
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Differenz zwischen V_pert und V_fix
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Abbildung 5.5: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration auf
dem Rechteck © = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]

den gesamten Bereich hinweg konstanter. Lediglich im Gleichgewicht und im kleinsten
Abschnitt iibersteigt er den der Perturbations-Methode, aber selbst im noch recht kleinen
Rechteck [1.8,2.5] x [—0.05, 0.05] ist die Fixpunkt-Iteration bereits besser.

Da man fiir das Rechteck [1.0,4.0] x [—0.32,0.32] stets geringere Fehler als 0.1 erhilt,
liefern uns die errechneten Werte gute Approximationen. Daher ist es nicht zwingend
notwendig, die Schrittweiten durch eine groBBere Anzahl von Knoten zu verkleinern. Die
Genauigkeit insbesondere der Fixpunkt-Iteration wiirde zwar verbessert, was auf Grund
der geringen Fehlergrofle aber nicht notig ist und lediglich die Rechenzeit erh6hen wiir-

de.

Das Gebiet 2 = [0.3,8.8] x [-0.32,0.32]

Wir sind allerdings auch an den Losungen in gréerer Entfernung vom Gleichgewichts-
punkt interessiert. Dazu bertrachten wir das Rechteck [0.3, 8.8] x [—0.32, 0.32]. Die An-

zahl der Gitterpunkte soll dabei nicht veridndert werden, weshalb wir Schrittweiten von
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Teilgebiet Fehler V_pert | Fehler V_fix | lIV_pert - V_fixll
Im Gleichgewicht 1.629119-107° | 6.999264 - 10~* | 6.836352 - 1074
[2.0,2.1] x [-0.01,0.01] 1.7-107° 6.86 - 1074 6.72- 1074
[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 1.355- 1073 7.15-107% 9.4-107*
[1.5,3.5] x [—0.1,0.1] 3.4309 - 1072 1.085- 1073 3.362 - 1072
[1.5,3.5] x [—0.3,0.3] 3.4331-1072 2.529-1073 3.3668 - 1072
[1.0,4.0] x [—0.32,0.32] 8.1474-1072 7.486-1073 8.0453 - 1072

Tabelle 5.1: Fehler von V_pert und V_ fix auf unterschiedlichen Gebietsabschnitten

hi = 0.186 und hy = 0.0128 erhalten.

Im Unterschied zur Referenzliteratur von BECKER, GRUNE und SEMMLER [3] wurde in
dieser Arbeit die untere Grenze auf 0.3 statt 0.1 gesetzt. Dies findet seine Begriindung in
der Tatsache, dass im erweiterten Modell fiir die Werte z; = 0.1 die erste Komponente
von ¢, also Ae*?x{ —u, fiir alle Gitterknoten von x5 die Intervallgrenze 0.1 unterschreiten
wiirde. Gleiches Phiinomen zeigt sich bei einer Untergrenze von 0.2. Somit ist eine In-
terpolation von V' in diesen Punkten nicht moglich. Dies wird bei der Fixpunkt-Iteration
aber zur Berechnung des Erwartungswertes in (2.19) beziehungsweise (4.2) benotigt,
weshalb man zu einer Extrapolation {ibergehen miisste. Um das zu vermeiden, wire als
Alternative denkbar, bei Unterschreitung der unteren Intervallgrenze die entsprechenden
Werte auf 0.1 zu setzen. Allerdings liefert uns das eine sehr schlechte Approximation
von V' an der Intervallgrenze, was Fehler im Bereich von 10 bis 15 Einheiten bedeutet.
Auch eine obere Intervallgrenze von 10 kann nicht aufrecht erhalten werden. Die Ursa-
che hierfiir liegt in der Berechnung der Kontrolle durch die Perturbations-Methode nach
SCHMITT-GROHE und URIBE, die wiederum fiir die Gleichung (4.2) benétigt wird. Das

Problem liegt diesmal jedoch im ersten Term v (z, u(z)), der dem logu(z) in unserem
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Modell-Beispiel entspricht. In der Approximation von v im erweiterten Modell ergeben
sich an einigen Stellen, zum Punkt (1, z2) = (10, —0.32) hin, negative Werte, was eine
Auswertung von [ogu(x) im Reellen ausschliefit. Die Substitution der negativen Wer-
te durch einen kleinen positiven Wert im Bereich von 1079 liefert wiederum Fehler von
beinahe 10 Einheiten. Die urspriingliche Kontrolle wird durch eine derartige Substitution
verfilscht und liefert somit falsche Ergebnisse fiir V. Deshalb wurde die obere Intervall-
grenze auf 8.8 herabgesetzt, um die negativen Werte der Kontrolle zu umgehen.

Hierin liegt ein weiterer Nachteil der Approximations-Methode nach SCHMITT-GROHE
und URIBE, da deren Verwendung in unserem Beispiel bei negativen Werten nicht mog-
lich ist.

Zur Genauigkeit der numerischen Werte lédsst sich feststellen, dass auf diesem Bereich
bei der Kontrolle u bereits ein groBerer Fehler zu erkennen ist. Lediglich im Gleichge-
wicht scheint die Approximation wieder recht genau. Am Rand des Rechtecks werden
dabei Fehler von iiber 3 gemessen, was nicht mehr als sinnvolle Approximation ver-
wendet werden kann. Wiederum ist es der Abschnitt [1.8,2.5] x [—0.05,0.05], das eine
angenehme FehlergroBe von 1073 aufweist. Der geringfiigige Unterschied zum vorher
ermittelten Fehler auf dem Gebiet [1.8,2.5] x [—0.05, 0.05] liegt daran, dass die Gitter-
punkte anders gewdhlt wurden, da ihre Anzahl analog dem kleineren Rechteck bleibt.
Somit wurden die Fehler in anderen Punkten ermittelt, was die Differenz begriindet. Fiir
das Gleichgewicht erhalten wir dadurch sogar einen Fehler von ca. 2.8 - 1071° und auch
auf dem Bereichsabschnitt [1.5, 3.5] x [—0.3, 0.3] ergibt sich nur ein geringer Fehler von
etwa 1071,

Bei den Auswertungen fiir die Wertefunktion erhalten wir auf dem Gebiet
[0.3,8.8] x [—0.32,0.32] die Abbildung 5.6 fiir die Perturbations-Methode und Abbil-
dung 5.7 fiir die Fixpunkt-Iteration. Die jeweilige Methode wird dabei immer mit der
exakten Losung abgebildet. Hier kann man in beiden Fillen bereits eine Differenz er-
kennen.

Die Fixpunkt-Iteration scheint wieder geringfiigig genauer als die Perturbations-Methode.
Auch der Plot des jeweiligen Fehlers bestitigt diese Aussage. Die Perturbations-Methode

liefert Fehler von bis zu ca. 1.7 Einheiten, wihrend bei der Fixpunkt-Iteration der Feh-
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exaktes V und V_pert

Abbildung 5.6: Exakte Wertefunktion und Perturbations-Methode auf dem Rechteck
2 =10.3,8.8] x [-0.32,0.32]

exaktes V und V fix

Abbildung 5.7: Exakte Wertefunktion und Fixpunkt-Iteration auf dem Rechteck
0 =10.3,8.8] x [-0.32,0.32]
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ler stets unter 1.0 bleibt. Zudem werden derart hohe Fehler wiederum nur zum Punkt
(8.8, —0.32) hin angenommen. Auf dem restlichen Bereich scheint die Approximation
noch um einiges genauer zu sein. Die Perturbations-Methode hingegen weist diese Un-
genauigkeit fiir alle Werte von x5 zur Intervallgrenze x; = 8.8 hin auf. Siehe hierzu die

Abbildungen 5.8 und 5.9.

Fehlerin V_pert
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Abbildung 5.8: Fehler der Perturbations-Methode fiir die Wertefunktion auf dem Recht-
eck 2 = [0.3,8.8] x [—0.32,0.32]

Von Interesse wire nun noch, ob die Perturbations-Methode zumindest nahe des Gleich-
gewichtspunktes genauere Ergebnisse liefert. Hierzu betrachten wir die Tabelle 5.2. Wie
bereits auf dem kleineren Gebiet ergeben sich im Gleichgewichtspunkt selbst, aber auch
auf dem Abschnitt [1.8, 2.5] x [—0.05, 0.05] wesentlich geringere Fehler bei der Perturba-
tions-Methode von unter 3.8-10~*. Die Fixpunkt-Iteration hat hier einen vergleichsweise
hohen Fehler von etwa 5.4 - 1073, Dennoch ist mit einer derartigen Ungenauigkeit die
Approximation noch ohne Weiteres verwendbar. Zudem steigt der Fehler in den folgen-
den Abschnitten kaum an und liegt selbst bei dem Rechteck [1.0, 4.0] x [—0.32, 0.32] nur

unwesentlich iiber 1072,
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Fehler in V _fix

Abbildung 5.9: Fehler der Fixpunkt-Iteration auf €2 = [0.3, 8.8] x [—-0.32,0.32]

Man sieht recht deutlich, dass die Perturbations-Methode auf kleinen Umgebungen des
Gleichgewichts wesentlich genauere Werte liefert, was wiederum in der Funktionsweise
des Algorithmus begriindet liegt, da die Taylor-Reihe um den Gleichgewichtspunkt ent-
wickelt wird. Der Fehler steigt allerdings zu den Rindern des Gebiets hin deutlicher an
als bei der Fixpunkt-Iteration. Diese liefert konstantere Fehlerwerte.

Der Unterschied zwischen den beiden Methoden orientiert sich an dem maximalen Feh-
ler der Perturbations-Methode beziehungsweise der Fixpunkt-Iteration. Deshalb erhalten
wir fiir die Differenz bis zum Itervall [1.8,2.5] x [—0.05,0.05] in etwa den Fehler der
Fixpunkt-Iteration. Auf den groeren Bereichsabschnitten entspricht sie ungefihr dem
Fehler der Perturbations-Methode, wie uns die Tabelle 5.2 bestitigt. Bei der spiteren
Betrachtung des erweiterten Modells, konnen wir aus diesen Erkenntnissen eventuell

Aufschluss iiber die Genauigkeit der Approximationen erhalten.

Da wir am Rand des Rechtecks von steigenden Ungenauigkeiten ausgehen kdnnen, wol-

len wir die Approximationen fiir eine grolere Anzahl von Gitterpunkten durchfiihren.
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Teilgebiet Fehler V_pert | Fehler V_fix | IIV_pert - V_fixll

Im Gleichgewicht 1.629119-107° | 5.773829 - 1073 | 5.757538 - 1073
[2.0,2.1] x [-0.01,0.01] 9.0-10°6 5.332-1073 5.323-1073
[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 3.76 - 1071 5.432-1073 5.699 - 1073

[1.5,3.5] x [—0.1,0.1] 2.8098-102 | 5.811-1073 2.3375 - 1072
[1.5,3.5] x [—0.3,0.3] 2.8119-1072 | 8.441-1073 2.3918 - 1072
[1.0,4.0] x [-0.32,0.32] | 6.7935-1072 | 1.2623-1072 | 6.3492- 1072
0.5,6.0] x [~0.32,0.32] || 4.6154-10"' | 9.7826-1072 | 4.47115-10"!

[0.5,8.0] x [—0.32,0.32] 1.280376 5.34061 - 107! 1.202499

[0.3,8.8] x [—0.32,0.32] 1.75483 1.065386 1.607179

Tabelle 5.2: Fehler von V_pert und V _fix auf unterschiedlichen Gebietsabschnitten

Wir wihlen dafiir in ;- und z5-Richtung jeweils 251 Gitterpunkte, also eine Gesamtzahl
von 63001 Gitterpunkten, und fiir die Zufallsvariable 51 Gitterpunkte. Somit ergeben
sich die Schrittweiten h; = 0.0372, hy = 0.00256 und h, = 0.00128. Leider erhalten wir
dadurch kaum Anderungen in den Approximationen durch die Perturbations-Methoden,
was auf Grund der Berechnung einer Taylor-Reihe zweiter Ordnung anschaulich klar ist.
Aber auch die Fixpunkt-Iteration scheint keine wesentliche Verbesserungen gegeniiber
der vorherigen Anzahl von Knoten zu zeigen. Hierzu wollen wir uns aber Tabelle 5.3
betrachten, die wiederum die Fehler und den Unterschied der beiden Approximationen
auf unterschiedlichen Abschnitten auflistet.

Man sieht, dass die Fixpunkt-Iteration mit Ausnahme der letzten drei Abschnitte nur
Fehler zwischen 10~* und 10~2 aufweist. Vor allem auf den ersten vier Bereichen zeigt

sich eine groBere Genauigkeit, da wir nur Fehler in einem Bereich von 10~* erhalten. So-
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Teilgebiet Fehler V_pert | Fehler V_fix | lIV_pert - V_fixll
Im Gleichgewicht 1.629119-107° | 2.034242 - 10~ | 1.87133-1074
[2.0,2.1] x [-0.01,0.01] 1.7-107° 2.19-1074 2.07-1074
[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 1.156 - 103 2.29-1074 9.58 - 104
[1.5,3.5] x [—0.1,0.1] 3.6731-1072 6.99 1074 3.6427 - 1072
[1.5,3.5] x [—0.3,0.3] 3.6751-1072 2.156 - 1073 3.6451 -1072

[1.0,4.0] x [-0.32,0.32] | 7.8437-1072 | 6.524 1073 7.7813 - 102
0.5,6.0] x [-0.32,0.32] | 4.81738-10"! | 9.7606-10"2 | 4.70039-10

[0.5,8.0] x [—0.32,0.32] 1.297828 5.42439 - 10 1.221451

[0.3,8.8] x [—0.32,0.32] 1.75483 1.059105 1.610786

Tabelle 5.3: Fehler von V_pert und V _ fix auf unterschiedlichen Gebietsabschnitten

mit iberwiegt bei der Differenz der beiden Approximationen meist der Fehler durch die
Perturbations-Methode. Dies ist auf besagten letzten drei Gebietsabschnitten allerdings
weniger ausgeprigt, da hier der Fehler der Fixpunkt-Iteration ebenfalls stark zunimmt.
Abermals wird dieser Fehler nur zum Punkt (8.8, —0.32) hin angenommen. Bei den an-
deren Grenzen des Bereichs ist die Approximation selbst auf dem groften Gebiet noch
akzeptabel, da der Fehler sich auf ca. 0.1 belduft, wie Abbildung 5.10 zeigt.

Sucht man nach einer Ursache fiir die vergleichsweise hohen Abweichungen der Fix-
punkt-Iteration zum Punkt (8.8, —0.32) hin, sollte man den Fehler der Approximation
der Kontrolle u, sieche Abbildung 5.11, betrachten. Es ist hier unschwer zu erkennen,
dass die Perturbations-Methode fiir die Kontrolle ihre grof3te Ungenauigkeit zum Inter-
vallrand z; = 8.8 aufweist, und hier insbesondere im Punkt (8.8, —0.32). Da fiir die

Fixpunkt-Iteration diese Approximation von u verwendet wird, ldsst sich die Ungenau-
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Fehler in V_fix

Abbildung 5.10: Fehler der Fixpunkt-Iteration 2 = [0.3, 8.8] x [—0.32,0.32]

igkeit wohl auf die Fehler bei der approximativen Kontrolle zuriickfiihren. Vermutlich
ist dies unter anderem auch ein Grund der Ungenauigkeit der Perturbations-Methode fiir

die Wertefunktion, die ebenfalls besagte Approximation verwendet.

Im Allgemeinen kann man sagen, dass die Perturbations-Methode fiir kleine Umgebun-
gen um das Gleichgewicht eine hervorragende Approximation liefert. Diese Umgebun-
gen konnen unter Umsténden recht gering sein, und der Fehler nimmt stark zu, je wei-
ter man sich vom Gleichgewicht entfernt. Hier besticht die Fixpunkt-Iteration, da sie
trotz des vergleichsweise hoheren Fehlers um den Gleichgewichtspunkt einen konstante-
ren und dennoch geringen Fehler auch in weiterer Entfernung von diesem Punkt liefert.
Durch eine groflere Anzahl von Gitterpunkten wird die Genauigkeit zusitzlich auf dem
gesamten Gebiet erhoht. Auf Grund dieser Tatsachen ist die Fixpunkt-Iteration wohl als

Approximation zu bevorzugen.
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Fehler in U_pert

Abbildung 5.11: Fehler der Perturbations-Methode fiir die Kontrolle auf dem Rechteck
Q2 =1[0.3,8.8] x [—0.32,0.32]

5.3 Abwandlung des Modells

Die Motivation fiir die Abdanderung des vorherigen Beispiels liegt in der geringen Beach-
tung der stochastischen Anteile ¢,,, ho, und V. Hierzu wird die Variable s wie folgt

in die Zielfunktion eingebaut:

maXZ Bt loguy - €2 (5.10)
t=0

Dadurch wird die Unsicherheit stirker in das Modell einbezogen. Zudem kann im Fol-
genden untersucht werden, wie sich die Anderung auf die Koeffizienten auswirkt. Unser
vorheriges Beispiel ist also als Spezialfall des erweiterten Modells fiir x = 0, also Ver-
nachléssigung des Risikos, zu interpretieren.

Das Kontrollsystem ist wiederum durch

Ae” x —u
o(x,u,z) = (5.11)
pPra + 2
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gegeben und auch die Werte der Variablen, A = 5, a = 0.34, 8 = 0.95 und p = 0.9,

werden fiir die spdteren Auswertungen iibernommen.

5.3.1 Numerische Approximationen

Analog zum Grundmodell muss nun die Funktion f aus der Gleichgewichts-

bedingung (2.6) hergeleitet werden, was genauer in BECKER [2] nachzulesen ist:

) —Ae” 1+ u
f= x; — p o =0. (5.12)

’ / N1 ’
ﬁ.i.e’ia%.a.A.el’Q.xl( ) _ . ef2

1
Daraus lisst sich wieder das Gleichgewicht, der Ausgangspunkt unserer Perturbations-
Algorithmen, errechnen.

Obwohl sich die dritte Zeile der Gleichung (5.12) verédndert hat, bleiben die Werte fiir
den Gleichgewichtspunkt erhalten. Das Gleichgewicht ist also unabhingig von der Va-
riablen x. Die einzelnen Schritte zur Ermittlung des Gleichgewichts gestalten sich wie
folgt.

Aus der zweiten Zeile erhalten wir wie bereits vorher, dass z, = 0 gilt. Wiederum einge-

setzt in die erste Zeile von (5.12), ergibt sich fiir u analog den vorherigen Berechnungen:
u=A-1 27 —x. (5.13)

Verwenden wir diese Ergebnisse in Zeile 3 der Gleichung (5.12), so erhalten wir:

1 1
A (a—1) _
fadz Ay —x1  Axy—x

— BaAzl*™ =1,

Da somit die verbleibenden Berechnungen analog des Grundmodells verlaufen, erhalten

wir die selben Werte fiir das Gleichgewicht:
|7 @] = [ (2.067344815,0); 4.333103529 |.

Fiir die Taylor-Entwicklung der Kontrolle und der Dynamik liefern uns fiir K = 2
die entsprechenden Matlab-Routinen Beispiel2.m, Beispiel2_Zahlen.m und

Beispiel2_Run.m folgende Werte:
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- Koeffizienten der linearen Terme sind:

9. = (0.7126 4.7277 )

o _ (03400 16727
e 0  0.9000

- Koeffizienten der in  quadratischen Terme:

Gaa (1) = ( —0.2275 0.7775 )

Gaa(:,5,2) = (10.7775 5.0563 )

—0.1085 0.2751
haw(iy 1) = ( 0 0 )

0.2751 1.3441
haw(iy:,2) = ( 0 0 )

- Koeffizienten der in ¢ quadratischen Terme:

goo = ( —7.5821 )

Im Vergleich zum Basis-Modell sind insbesondere die Werte fiir g,, und h,, gestiegen.
Diese Tatsache reflektiert die gestiegene Bedeutung der wirtschaftlichen Unsicherheit
und weist auf die starke Abhingigkeit der optimalen Kontrolle beziehungsweise Trajek-

torien von ¢ hin.

Durch die Einbindung der Variablen « erwarten wir fiir die Wertefunktion eine stéirkere
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Abbildung 5.12: Perturbations-Methode fiir die Wertefunktion auf dem Rechteck
2 =10.8,4.2] x [—0.32,0.32]

Kriimmung im betrachteten Gebiet. Dies bestitigt auch die Abbildung 5.12, in der die
mit Hilfe der Taylor-Entwicklung und x = 2 ermittelte Wertefunktion zu sehen ist.

Lost man fiir k = 2 das sich ergebende lineare Gleichungssystem (5.9), das sich aus
beiderseitiger Taylor-Entwicklung der Gleichung (5.8) ergibt, so erhalten wir folgende
Werte fiir die Koeffizienten der Taylor-Reihe von V':

Vo = 29.32566
V,, = 0.24291
V,, = 28.38888
Viw, = —0.11749
Virgs = Viga, = 0.41735
Vigey = 42.71896
Vye = —0.15508-1072.
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Somit ist nun die Approximation von V' (x) gegeben durch

Viz) = 29.32566 4 0.24291 - (z1 — 21) + 28.38888 - (15 — 1)
1
+§(—0.11749)(x1 —71)?+0.41735- 107" - (11 — 71) (72 — To)
+42.71896 - (25 — T2)? — 0.15508 - 10~ %0

Wihrend sich die Koeffizienten stark vergrofert haben, in denen Ableitungen nach z-
vorkommen, spielt V,, immer noch eine relativ geringe Rolle. Durch die Multiplikation
mit o2 verschwindet der Term fast komplett. Aus der Modellstruktur ist dies aber durch-
aus zu erwarten, da V,,,, und V,, voneinander abhidngen. Ein groBeres o verursacht
dabei in erster Linie eine groBere Schwankung der x,-Komponente. Diese kann sich nur
dann in der Wertefunktion auswirken, wenn V' in x9-Richtung eine stirkere Kriimmung
aufweist, also |V,,.,| >> 0 ist.

Da nun fiir die Approximationen alle Berechnungen durchgefiihrt wurden, wollen wir

uns wieder der Genauigkeit der Losungen widmen.

5.3.2 Auswertung fir x = 2

Um die erhaltenen Schliisse aus dem vorherigen Abschnitt auf das erweiterte Modell
iibertragen zu konnen, betrachten wir in etwa die gleichen Gebiete wie zuvor. Damit die
errechneten Werte hierzu stets in den angegebenen Bereichen liegen und man keine ne-
gativen Werte bei der Approximation von u erhilt, miissen fiir x = 2 das kleine Gebiet
auf [0.8,4.2] x [—0.32,0.32] vergroBert, und das grofie auf [0.3,8.6] x [—0.32,0.32] ver-
kleinert werden. Auf Grund der geringen Verdnderungen bedeutet dies keine wesentliche
Einschriinkung beziiglich der Ubertragbarkeit der vorherigen Resultate.

Da nun keine exakte Losung berechnet werden kann, bleibt uns lediglich der Vergleich
zwischen den beiden Approximationen der Wertefunktion. Hierfiir wihlen wir zunichst

den kleineren Bereich.

Das Gebiet (2 = [0.8,4.2] x [-0.32,0.32]

Fiir die Kontrolle u konnen mangels Vergleichsmoglichkeiten keine Aussagen gemacht

werden. Es liegt jedoch die Vermutung nahe, dass auch hier nahe des Gleichgewichts-
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punktes eine hohe Genauigkeit erreicht wird, wihrend der Fehler mit groBBerer Entfer-
nung steigt. Dies findet seine Begriindung wiederum in der Funktionsweise des Verfah-
rens, da der Gleichgewichtspunkt als Entwicklungspunkt verwendet wird. Fiir genauere
Resultate sei auf die Arbeit von BECKER [2] verwiesen, die die Perturbations-Methode
mit der Dynamischen Programmierung vergleicht, wobei letztere immer eine gewisse
Genauigkeit gewihrleistet. Der dort angefiihrte Vergleich bestitigt unsere Vermutung.

Bei der Wertefunktion scheinen beide Approximationen auf den ersten Blick recht dhn-
lich. Man erkennt lediglich einen geringen Unterschied zu den Bereichsgrenzen hin. Tat-
sdchlich bewegt sich diese Differenz im ganzzahligen Bereich, wie der Plot des Fehlers
in Abbildung 5.13 zeigt. Dabei scheint der Unterschied fiir 2o nahe bei Null auf dem
gesamten Intervall fiir x; relativ gering zu sein. Betrachtet man die Tabelle 5.4 so wird
bestitigt, dass in kleinen Umgebungen um das Gleichgewicht die Differenz sehr gering
ist. Sie liegt bei ca. 10~2. Aus den Erfahrungen des letzten Abschnitts legt dies nahe, dass

hier beide Approximationen relativ genau sind.

Differenz zwischen V_pert und V_fix

e
L .
\‘}E\m\u};\““&&a\““‘31*}‘ |
i"\“‘\\““\\l il \}\\ ‘“\
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Abbildung 5.13: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration auf
dem Rechteck Q2 = [0.8,4.2] x [—0.32,0.32]

Fiir die Fixpunkt-Iteration ldsst sich weiterhin die Vermutung anstellen, dass der Fehler
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Teilgebiet Differenz zwischen V_pert und V_fix
Im Gleichgewicht 4.17527-1072
[2.0,2.1] x [-0.01,0.01] 4.1824-1072
[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 1.29151 - 1071
[1.5,3.5] x [~0.1,0.1] 2.96746 - 10~
[1.5,3.5] x [—-0.3,0.3] 1.471612
[0.8,4.2] x [—0.32,0.32] 1.76091

Tabelle 5.4: Differenz zwischen V_pert und V _fiz auf unterschiedlichen Gebietsab-
schnitten, x = 2

relativ konstant bleibt, jedoch nahe des Gleichgewichtspunktes iiberwiegt, da er merk-
lich groBer als der Fehler der Perturbations-Methode ist. Im Gleichgewicht und in kleiner
Umgebung stellt sich fiir x = 2 eine Differenz von ca. 4.2 - 1072 ein. Man kann also da-
von ausgehen, dass dies in etwa der Fehler der Fixpunkt-Iteration im Gleichgewicht ist.
Analog zu den vorherigen Entwicklungen der Fixpunkt-Iteration kann man annehmen,
dass auf dem gesamten Rechteck [0.8, 4.2] x [—0.32, 0.32] der Fehler Werte von ungefihr
5- 107! erreichen wird. Die Approximation weist demnach bereits zu groBe Ungenauig-
keiten auf.

Zugleich wiirde ein derartiger Fehler aber implizieren, dass die Differenz auf dem Be-
reich [0.8,4.2] x [—0.32,0.32] maBgeblich von der Perturbations-Methode verursacht
wird. Man erhilt deshalb Fehler von iiber 1.0, was entschieden hoher als fiir den Fall

x = 0 und auf Grund der Grof3e inakzeptabel ist.

Wiederum ist es also die Perturbations-Methode, die nahe des Gleichgewichts sehr ge-

ringe Fehler, zu den Réindern des Bereichs hin aber einen inakzeptablen Anstieg auf-
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weist. Die Fixpunkt-Iteration hingegen liefert auf dem gesamten Gebiet niedrigere Feh-
ler, approximiert die tatsichliche Wertefunktion aber in geringer Entfernung vom Gleich-
gewichtspunkt nicht derart akkurat wie die Perturbations-Methode. Eine Entscheidung
zwischen beiden Methoden muss daher immer vor dem Hintergrund der gestellten An-
forderungen gefillt werden, je nachdem ob die Approximation nahe des Gleichgewichts
oder eine konstante Fehlergroe auf dem gesamten Bereich im Vordergrund steht.

Diese Aussagen stiitzen sich lediglich auf die Vermutung, dass das Verhalten der beiden
Approximationen fiir k = 2 in etwa dem fiir K = 0 entspricht. Leider entbehrt diese
Annahme derzeit jeglicher Grundlage. Dies miisste zunéchst mit einem besseren Verfah-
ren wie beispielsweise der Dynamischen Programmierung getestet werden, da sie einen
entsprechend konstanten Fehler aufweist und somit fiir einen Vergleich herangezogen

werden kann, was im begrenzten Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht ausgefiihrt wird.

Das Gebiet 2 = [0.3,8.6] x [—0.32,0.32]

Bei diesem Gebiet werden wir wie oben von den Resultaten des vorherigen Abschnitts
ausgehen und versuchen, Parallelen zu dem erweiterten Modell zu ziehen. Fiir die Kon-
trolle fehlt uns allerdings wieder jeglicher Vergleich, weshalb nochmals auf die Arbeit
von BECKER [2] verwiesen sei.

Abermals zeigt sich, dass die Differenz der Approximationen nahe des Gleichgewichts-
punktes recht klein ist und stets bei ca. 1072 liegt. Zu den Bereichsgrenzen hin steigt sie
allerdings auf bis zu 3 Einheiten an, siche Abbildung 5.14.

Die Tabelle 5.5 zeigt uns die Differenz zwischen beiden Methoden auf verschiedenen
Gebietsabschnitten. Im oftmals betrachteten Rechteck [1.8,2.5] x [—0.05,0.05] unter-
scheiden sich beide Verfahren um weniger als 1.3 - 107!, Die hier gemessene Diffe-
renz wird vermutlich wieder hauptsichlich von der Fixpunkt-Iteration verursacht, da
die Perturbations-Methode im Gleichgewicht und kleiner Umgebung bisher immer ei-
ne grolere Genauigkeit gezeigt hat. Man kann also gemil3 der vorherigen Entwick-
lungen der Fixpunkt-Iteration davon ausgehen, dass der Fehler bereits beim Abschnitt
[1.0,4.0] x [-0.32, 0.32] ganzzahlige Werte annehmen wird, weshalb die Approximation

nicht mehr verwendbar ist.
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Differenz zwischen V_pert und V_fix
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Abbildung 5.14: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration auf
dem Rechteck Q2 = [0.3,8.6] x [—0.32,0.32]

Da der gesamte Fehler auf dem Abschnitt [0.3, 8.8] x [—0.32,0.32] ca. 3 Einheiten be-
triagt, scheint auch die Perturbations-Methode keinen wesentlich groBeren Fehler aufzu-
weisen. Allerdings hat hieran auch die Fixpunkt-Iteration einen gewissen Anteil. Man
kann also keine genauen Aussagen iiber den Fehler der Perturbations-Methode treffen,

aber vermutlich wird auch dieser im ganzzahligen Bereich verlaufen.

Deshalb wollen wir die Approximationen wieder mit 251 Gitterpunkten je x;- bezie-
hungsweise xs-Richtung und 51 Gitterpunkten fiir die Zufallsvariable berechnen, da wir
hier von einer groferen Genauigkeit der Fixpunkt-Iteration ausgehen konnen.

Am aufschlussreichsten wird die Tabelle 5.6 der Differenz in den angegebenen Be-
reichsbschnitten sein. Um diese Tabelle zu der erhofften Ubertragung der Schlussfolge-
rungen des vorherigen Abschnitts nutzen zu konnen, miissen wir folgende Uberlegungen
anstellen. Zwar vermindert sich die Differenz zwischen beiden Methoden im Gleichge-

wicht, was man wohl der hoheren Genauigkeit der Fixpunkt-Iteration zuschreiben kann.
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Teilgebiet Differenz zwischen V_pert und V_fix
Im Gleichgewicht 3.711163 - 1072
[2.0,2.1] x [—0.01,0.01] 0.0
[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 1.25052 - 107!
[1.5,3.5] x [—0.1,0.1] 2.92966 - 10~
[1.5,3.5] x [-0.3,0.3] 1.46787
[1.0,4.0] x [—0.32,0.32] 1.753805
[0.5,6.0] x [—0.32,0.32] 2.038348
[0.5,8.0] x [—0.32,0.32] 2.592092
[0.3,8.6] x [—0.32,0.32] 2.818611

Tabelle 5.5: Differenz zwischen V_pert und V_fix auf unterschiedlichen Gebietsab-
schnitten, x = 2

Jedoch ist sie in den folgenden Abschnitten sogar hoher als bei der vorherigen Appro-
ximation mit 51 beziehungsweise 11 Gitterpunkten. Dies steht aber nicht im Gegensatz
zur Giiltigkeit der Schliisse des letzten Abschnitts, da die entsprechenden Tabellen 5.2
und 5.3 fiir k = 0 die gleichen Analogien aufweisen. Offensichtlich hat sich der Fehler
der Fixpunkt-Iteration hier im Vergleich zur Approximation mit 51 Gitterpunkten wei-
ter verringert, weshalb sich der Fehler der Perturbations-Methode verstirkt bemerkbar
macht.

Leider zeigt sich keine derart starke Verminderung der Differenz wie fiir k = 0. Ver-
mutlich hat sich also auch die Fixpunkt-Iteration nicht mageblich verbessert. Dennoch
wird sich der Fehler auf dem Rechteck [1.0, 4.0] x [—0.32,0.32] auf ca. 5- 107! belaufen,

weshalb die Perturbations-Methode hier ebenfalls Ungenauigkeiten im ganzzahligen Be-
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Teilgebiet Differenz zwischen V_pert und V_fix

Im Gleichgewicht 3.070868 - 1072

[2.0,2.1] x [-0.01,0.01] 4.6639 - 1072

[1.8,2.5] x [—0.05,0.05] 1.42228 - 107 ¢

[1.5,3.5] x [-0.1,0.1] 3.18893 - 107!
[1.5,3.5] x [—-0.3,0.3] 1.507376
[1.0,4.0] x [—0.32,0.32] 1.745735
[0.5,6.0] x [—0.32,0.32] 2.034703
[0.5,8.0] x [—0.32,0.32] 2.592182
[0.3,8.8] x [—0.32,0.32] 2.807602

Tabelle 5.6: Differenz zwischen V_pert und V_fix auf unterschiedlichen Gebietsab-
schnitten, x = 2

reich aufweist.

Da sich die Approximation von « im Vergleich zum Modell fiir k = 0 nur unwesent-
lich veridndert hat, liegt die Vermutung nahe, dass wir zum Intervallrand z; = 8.6 be-
ziehungsweise zum Punkt (8.6, —0.32) ebenfalls wieder hohe Fehler erhalten, weshalb
hier auch die Fixpunkt-Iteration hohere Fehler liefern wird. Ebenso wird sich dies bei
der Perturbations-Methode fiir die Wertefunktion bemerkbar machen. Dies bedarf aber
noch weiterer Untersuchungen beispielsweise mit genaueren Approximationen fiir u wie
durch Dynamische Programmierung, da die Annahmen bisher einer fundierten Grund-
lage entbehren. Da derartige Untersuchungen jedoch den Rahmen der Arbeit sprengen

wiirden, sei hier darauf verzichtet.
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Mit der Annahme, dass das Verhalten der Approximationen fiir x = 2 in etwa dem fiir
x = 0 entspricht, wiirden sich die erhaltenen Ergebnisse mit unseren Vermutungen de-
cken, dass die Fixpunkt-Iteration einen eher konstanten Fehler aufweist. Die Perturbations-
Methode hingegen ist zwar um den Gleichgewichtspunkt erheblich besser, wird aber zu-
nehmend ungenauer je groBler die Entfernung davon ist und ist somit nur fiir sehr kleine
Umgebungen anwendbar.

Auch die Fixpunkt-Iteration wird, wie wir eben gesehen haben, auf dem groBBen Gebiet
fiir das erweiterte Modell sehr ungenau. Leider sind zudem die Gebietsgroflen auf Grund
der Approximation der Kontrolle durch die Perturbations-Methode beschrinkt, da diese
einerseits negative Werte annimmt und somit der Iterationsschritt nicht berechnet werden
kann, und da sie andererseits an der einen Rechtecksgrenze bereits sehr ungenau wird,
was sich auf die Fixpunkt-Iteration iibertragt. Will man die Bereiche fiir die Fixpunkt-
Iteration nicht einschrinken, so sollte man deshalb als Grundlage in unserem Modell eine

Approximation der Kontrolle wihlen, die derartige Nachteile nicht mehr aufweist.

5.3.3 Auswertung fur unterschiedliche ~ und
Standardabweichungen

Von grofBem Interesse bleiben noch die Verdnderungen der Wertefunktion und ihrer Ap-
proximationen bei unterschiedlichen x und o.

Die aus den verschiedenen  resultierenden Anderungen in den Koeffizienten der Taylor-
Approximationen seien hier nicht explizit aufgefiihrt. Genaue Werte finden sich in den
Implementierungen wie compute_Vcoeff.mw oder bei Ausfithrung der entsprechen-
den Programme. Es wird lediglich darauf hingewiesen, dass mit steigendem « sich insbe-
sondere die Werte von ¢,,, hs, und V,,,, dndern, was auf Grund des verstérkten Einbe-
ziehens der stochastischen GrofBe anschaulich klar ist. Auch V,,, steigt mit zunehmendem

k an, jedoch bleibt der Wert immer deutlich unter dem von V..., weshalb er kaum ins

2929
Gewicht fillt. Als Beispiel seien die Werte fiir « = 15 gegeben, die sich auf 1329.507185
fiir V,,,, und —0.0872324 fiir V,,, belaufen. Wie bereits erwihnt, ist dies zu erwarten,
da ein steigendes o die Schwankung in der x,-Komponente verstirkt. Dies kann sich in

der Wertefunktion nur durch eine stiarkerer Kriimmung in x,-Richtung auswirken, wofiir
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|Viepas| >> 0 gelten muss.
Fiir die folgenden Auswertungen wurden fiir x die Werte 1, 2, 5, 10 und 15 gewihlt. Der
vorherige Wert von o = 0.008 wird auf 0.01 beziehungsweise 0.012 erhoht.

Veranderung von «

Fiir einen ersten Einblick soll hier die Abbildung 5.15 dienen, in der die Approxima-
tion der Wertefunktion durch die Perturbations-Methode fiir die unterschiedlichen x zu
sehen ist. Da die Werte fiir V., stark ansteigen, verlaufen die Approximationen zuneh-
mend gekriimmter und in gegeben hohen Bereichen. Die Fixpunkt-Iteration iibertrifft
die Taylor-Entwicklung in dieser Hinsicht, da sie sogar Werte von bis zu beinahe 700
erreicht, sieche Abbildung 5.16. Dies ldsst bereits vermuten, dass wir beziiglich Fehler-

grofe und Genauigkeit keine zutreffenden Aussagen mehr machen konnen.

V_pert fiir verschiedenen kappa
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Abbildung 5.15: Perturbations-Methode auf 2 = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]

Beide Approximationen zeigen zwar noch das gleiche tendenzielle Verhalten, dass die
Wertefunktion eine stirkere Kriimmung in x5-Richtung aufweist und deshalb die Werte
im Bereich x5 = 0.32 extrem ansteigen, jedoch tun sie dies bereits in recht unterschied-

lichem Mafle. Wihrend bei dem Gebiet [1.0,4.0] x [—0.32,0.32] (beziehungsweise bei
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V_fix fiir verschiedenen kappa
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Abbildung 5.16: Fixpunkt-Iteration auf dem Rechteck 2 = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]

geringer Modell-bedingter Einschriankung fiir k = 1 auf [0.7,4.5] x [—0.32, 0.32] und fiir
k = 2 auf [0.8,4.2] x [—0.32,0.32]) die Perturbations-Methode Werte von bis zu 150 er-
reicht, steigt die Fixpunkt-Iteration hier bereits auf ca. 700. Im vorherigen Abschnitt ha-
ben wir gesehen, dass die Fixpunkt-Iteration auf dem gesamten Rechteck meist genauere
Werte liefert. Vermutlich bleibt diese Eigenschaft erhalten, weshalb die Perturbations-
Methode erhebliche Defizite fiir grole «, und somit starker Gewichtung des Risikos,
aufweist. Uber den Fehler der Fixpunkt-Iteration lassen sich an dieser Stelle noch keine
Aussagen treffen, es ist jedoch anzunehmen, dass auch dieser sehr grofl wird.

Fiir K = 1 und x = 2 erhalten wir noch méfige Differenzen von etwa 1 bis 2, was sich
bei k = 15 auf Unterschiede von beinahe 600 steigert. Da hierbei vermutlich auch der
Fehler der Fixpunkt-Iteration keine unerhebliche Rolle mehr spielt, lédsst sich lediglich
schliefen, dass die Approximationen der stochastischen Unsicherheit nicht gerecht wer-
den konnen.

Fraglich ist hier, ob die Resultate des vorherigen Abschnitts iibertragen werden kon-

nen. Fir k = 1 und k = 2 ist dies sicherlich in dem Sinne noch méglich, dass die
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Perturbations-Methode nahe des Gleichgewichts recht genau zu sein scheint. Vermutlich
liefert die Fixpunkt-Iteration wieder die konstanteren Fehlerwerte auf dem gegebenen
Gebiet, weshalb hier die Fehlergrenze im Bereich von 0.1 bis 1 liegen wird. Anschaulich
ist natiirlich klar, dass die Fehler fiir kleinere x ebenfalls geringer sind, da das wirtschaft-
liche Risiko schwicher eingebunden wird.

Fiir groBere x, insbesondere £ = 10 und x = 15, lassen sich obige Vermutungen kaum
mehr aufrecht erhalten. Hier belaufen sich die Differenzen auf bis zu 600. Es ist fragwiir-
dig, dass dieser Fehler alleinig von der Perturbations-Methode verursacht wird und kann
wohl verneint werden. Vielmehr wird auch die Fixpunkt-Iteration einen groen Anteil an
der Differenz haben, was durch weitere Approximationen, wie beispielsweise durch die
Dynamische Programmierung, zu bestitigen wire.

Betrachtet man die Punkte, bei denen sich die Differenz zwischen beiden Methoden auf
unter 0.1 belduft, so ist dies fiir x = 1 noch fiir eine verhéltnismaBig grofe Anzahl der
Fall, sieche Abbildung 5.17. Mit steigendem « wird dieser Teil der Gitterpunkte natiir-
lich immer geringer, weshalb man fiir k = 10 nur noch einen schmalen Streifen nahe
des Gleichgewichts und bei x = 15 lediglich einige derartige Punkte findet. Dies zeigen
uns die Abbildungen 5.18 und 5.19, in denen die Punkte mit Differenzen unter 0.1 griin
eingefarbt wurden. Dabei lisst sich die Approximation fiir K = 2 noch in gewissen Be-
reichen verwenden, wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben.

Bei kleineren Abschnitten, wie beispielsweise [2.0,2.1] x [—0.02,0.02], belaufen sich
die Fehler bei k = 15 auf ca. 2, sieche Abbildung 5.20. Das heif3t bereits in so gerin-
ger Entfernung vom Gleichgewichtspunkt sind die Differenzen schon sehr hoch, also
vermutlich auch der jeweilige Fehler der Approximationen. Interessanterweise werden
die geringsten Differenzen nicht in kleiner Umgebung um das Gleichgewicht angenom-
men, da sie hier eindeutig iiber 0.1 liegen, wir aber in Abbildung 5.19 Punkte finden,
in denen die Differenz 0.1 unterschreitet. Vielmehr verschiebt sich der Bereich in Rich-
tung der Intervallgrenze x5 = —0.32. Der Grund liegt bei der Approximation durch die
Perturbations-Methode. Betrachtet man sich die dadurch berechnete Wertefunktion von
der Seite, also in einer zweidimensionalen xQ-V(x)-Graﬁk, so beschreibt die Kurve eine

Parabel, deren Scheitel fiir x5 ~ —0.1 angenommen wird. Da in diesem Bereich der Ab-
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Differenz zwischen V_pert und V_fix kleiner 0.1

Abbildung 5.17: Differenz unter 0.1, k = 1, auf 2 = [0.7,4.5] x [—-0.32,0.32]
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Differenz zwischen V_pert und V_fix kleiner 0.1

Abbildung 5.18: Differenz unter 0.1, x = 10, auf 2 = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]
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Differenz zwischen V_pert und V_fix kleiner 0.1
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Abbildung 5.19: Differenz unter 0.1, x = 15, auf Q = [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]

stand zur Approximation durch die Fixpunkt-Iteration am geringsten ist, ergibt sich die
beobachtete Verschiebung.

Bis zu k = 2 belduft sich die Differenz auf dem gesamten Gebietsabschnitt [2.0,2.1] x
[—0.02,0.02] noch auf unter 0.1. Fiir k = 1 steigt sie sogar nur auf knapp 0.04. Die ex-
trem hohen Fehler fiir die anderen « auf dem gesamten Rechteck finden sich jedoch nicht
fiir groBe Intervallabschnitte von ;. So zeigen sich im Bereich [1.1, 3.9] x [-0.02,0.02]
in etwa die gleichen Fehlerwerte wie auf dem vorher betrachteten. Je grofler dabei das x
ist, desto geringer ist der prozentuale Fehleranstieg. Deshalb liegen die Fehler fiir x = 15
nur knapp iiber 2, wihrend sich die Fehler fiir x = 1 verdreifacht haben. Da wir ledig-
lich das Intervall fiir x; vergroBert haben, ist der Grund im Verhiltnis der Kriimmungen
in x1- und x5-Richtung zu suchen. Fiir steigendes « verstirkt sich die Kriimmung in x5-
Richtung, weshalb die in x1-Richtung verhiltnismaBig an Bedeutung verliert. Deshalb ist
der Fehleranstieg hier prozentual geringer als fiir kleine x, bei denen die Kriimmung in
x1-Richtung stirker ins Gewicht féllt. Da durch stirkere Kriimmung in z9-Richtung das

wirtschaftliche Risiko an Bedeutung gewinnt, ist das Verhalten auch anschaulich klar.
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Differenz zwischen V_pert und V_fix
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Abbildung 5.20: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration,
k = 15, auf dem Abschnitt 2 = [2.0,2.1] x [—0.02,0.02]

Bei der Approximation auf dem groBen Gebiet [0.3, 8.6] x [—0.32, 0.32] ergeben sich kei-
ne wesentlichen Verschlechterungen, da die Differenzen bereits auf dem kleinen Bereich
sehr hoch sind. Allgemein beobachtet man das gleiche tendenzielle Verhalten, weshalb

auf eine separate Betrachtung verzichtet wird.

Verdanderung von o

Als weitere o-Werte wurden in dieser Arbeit 0.01 und 0.012 gewdhlt. Dadurch muss
das betrachtete Intervall fiir x5 auf [—0.4, 0.4] beziehungsweise [—0.48, 0.48] vergrofert
werden, um zu gewdhrleisten, dass die Werte fiir die zweite Komponente von ¢, also
pxs + z, immer im gegebenen Intervall liegen. Dadurch erfiahrt wiederum das im erwei-
terten Modell gegebene Risiko eine grofere Bedeutung.

Natiirlich verschlechtern sich somit auch die Approximationen der Wertefunktion. Dabei

nimmt die Differenz zwischen beiden Approximation mit steigendem o immer stédrker
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zu. Withrend sie sich fiir k = 1 und o = 0.008 auf dem Rechteck [0.7, 4.5] x[—0.32, 0.32]
auf etwa 0.7 belaufen, steigen sie fiir 0 = 0.012 auf ca. 1.3 an. Bei k = 15 auf dem Ge-
biet [1.0,4.0] x [—0.32,0.32] ergeben sich Unterschiede von etwa 550 bei o = 0.008
und ca. 6000 bei 0 = 0.012. Auch hier zeigt sich also, dass die Approximationen der
stochastischen Unsicherheit nicht gerecht werden konnen.

Fiir = 15 ist zumindest die Perturbations-Methode, aber vermutlich auch die Fixpunkt-
Iteration, nicht mehr als Approximation verwendbar. Versucht man wiederum die Punkte,
in denen die Differenz unter 0.1 liegt, in griiner Farbe zu plotten, so kann man derartige
Punkte fiir 0 = 0.01 und 0 = 0.012 nicht finden. Auch fiir x = 10 sieht die Situati-
on nicht besser aus. Es existieren lediglich einige wenige Punkte mit der gewiinschten
Eigenschaft. Selbst x = 5 liefert nur einen schmalen Streifen in der Néihe des Gleichge-
wichts, in dem die Differenz 0.1 unterschreitet, siche Abbildung 5.21. Dabei finden sich
diese Punkte abermals nicht in einer Umgebung um das Gleichgewicht, sondern gering-
fiigig zur Intervallgrenze o = —0.48 hin verschoben. Wie bereits erwihnt hingt dies
damit zusammen, dass die Perturbations-Methode eine Parabel fiir x5 beschreibt, deren
Scheitel bei ca. —0.2 liegt, in dessem Bereich sich auch die geringsten Differenzen erge-
ben.

Wiederum sind es £ = 1 und 2, die noch in weitgehend groB3en Bereichen eine Differenz
unter 0.1 aufweisen. Um die Entwicklung dieser Bereiche fiir x = 1 unter verschiedenen
o zu beobachten, sind hier zur Abbildung 5.17 fiir o = 0.008 die Abbildungen 5.22 und
5.23 fiir o = 0.01 beziehungsweise o = 0.012 beigefiigt. Wie man wohl bereits erwar-
tet hat, wird der Bereich, in dem die Differenz 0.1 unterschreitet, mit zunehmendem o
immer geringer. Das zeigt sich durchweg fiir alle x und steigendes o, was mit der erhoh-
ten wirtschaftlichen Unsicherheit durch ein groBeres o zu erkldren ist. Da dadurch der
stochastische Schock verstidrkt wird, kann er in den Berechnungen nicht entsprechend
aufgefangen werden. Fiir k = 15 fiihrt dies schlieBlich dazu, dass fiir c = 0.01 und
o = 0.012 keinerlei Punkte mehr existieren, bei denen die Differenz kleiner 0.1 ist.
Betrachtet man wiederum das Gebiet [2.0, 2.1] x [—0.02, 0.02], so erhoht sich der Fehler
von ca. 2 fiir k = 15 und o = 0.008 auf iiber 3 bei 0 = 0.01 und sogar auf bis zu 4.5
bei 0 = 0.012, sieche Abbildung 5.24. Fiir x = 1 macht sich ein grofleres o nicht derart

88



5.3 ABWANDLUNG DES MODELLS

Differenz zwischen V_pert und V_fix kleiner 0.1
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Abbildung 5.21: Differenz unter 0.1, k = 5, 0 = 0.012, Q = [1.0, 4.0] x [—0.48,0.48]

Differenz zwischen ¥_pert und V_fix kleiner 0.1

Abbildung 5.22: Differenz unter 0.1, k = 1, 0 = 0.01, 2 = [0.7,4.5] x [-0.4,0.4]
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Differenz zwischen V_pert und V_fix kleiner 0.1
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Abbildung 5.23: Differenz unter 0.1, = 1, 0 = 0.012, Q = [0.7,4.5] x [—0.48,0.48]

stark bemerkbar. Hier steigt der Fehler von etwa 0.4 auf nur ca. 0.7. Anschaulich ist dies
klar, da bei K = 1 dem o und somit dem wirtschaftlichen Risiko eine weitaus geringer
Gewichtung widerfihrt, was sich in dem kleinen Wert fiir V,,, zeigt.

Wiederum bleiben die Fehler fiir den Bereich [1.1,3.9] x [—0.02,0.02] in etwa auf dem
gleichen Niveau, wie wir bereits vorher gesehen haben. Dabei erkennt man, dass sich bei
r = 1 die Fehler fiir zunehmendes o wesentlich gerinfiigiger vergréern als bei k = 15.
Sie steigen lediglich von 0.12 auf 0.15, siehe Abbildungen 5.25 und 5.26, wihrend bei
k = 15 die Differenz wiederum von ca. 2 auf knapp 5 ansteigt.

Fiir die Approximation auf dem groBen Gebiet von [0.3, 8.6] x [—0.32, 0.32] ergeben sich
abermals keine wesentlichen Verschlechterungen, da die Differenzen ja ohnehin in sehr
hohen Bereichen verlaufen. Deshalb sei auch hier auf eine explizite Betrachtung verzich-

tet.
Abschlielend ldsst sich feststellen, dass etliche Faktoren die verwendeten Approxima-

tionen verschlechtern. Hierzu zidhlen neben steigendem ~ und o bei beiden Methoden

auch eine zunehmende Entfernung vom Gleichgewicht bei der Perturbations-Methode.
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Differenz zwischen V_pert und V_fix, x=13
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Abbildung 5.24: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration,
k = 15, auf dem Rechteck Q2 = [2.0,2.1] x [-0.02,0.02]

Differenz zwischen V_pert und V_fix
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Abbildung 5.25: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration,
k =1, 0 = 0.008, auf dem Rechteck Q2 = [1.1,3.9] x [—0.02,0.02]
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Differenz zwischen \_pert und V_fix
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Abbildung 5.26: Differenz zwischen Perturbations-Methode und Fixpunkt-Iteration,
k=1, 0 = 0.012, auf dem Rechteck 2 = [1.1,3.9] x [—0.02,0.02]

Fiir kleine x liefert insbesondere die Fixpunkt-Iteration gute bis akzeptable Ergebnis-
se. Die Perturbations-Methode hingegen besticht vor allem in geringer Entfernung vom
Gleichgewicht. Man st68t hierbei aber sehr schnell an die Grenzen dieser Methode, da
die Umgebungen, in denen der Fehler akzeptabel ist, meist sehr klein sind. Deshalb ist fiir
konstantere Genauigkeiten, zumindest fiir geringe ~, in jedem Fall die Fixpunkt-Iteration

zu bevorzugen.
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6 Fazit der praktischen Ergebnisse und
Ausblick

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie sich die Wertefunktion V' und die Genauigkeit
ihrer Approximationen auf unterschiedlichen Gebieten und fiir die verschiedenen Para-
meter verhalten. Dabei hatten wir fiir k = 0 die Moglichkeit eines direkten Vergleichs

der Approximationen mit der exakten Losung.

Daraus wurde ersichtlich, dass die Perturbations-Methode insbesondere nahe des Gleich-
gewichtspunktes eine hervorragende Approximation liefert. Es werden hier sehr gerin-
ge Fehlerwerte gemessen, was in der Funktionsweise des Algorithmus begriindet liegt.
Dieser verwendet als Ausgangspunkt das Gleichgewicht und entwickelt damit die Ap-
proximation durch eine Taylor-Reihe. Leider steigen die Fehler dieser Methode mit zu-
nehmender Entfernung vom Entwicklungspunkt rapide an. Besonders macht sich dies in
dem groBeren der beiden untersuchten Bereiche bemerkbar.

Die Fixpunkt-Iteration hingegen liefert Fehlerwerte, die liber das gesamte Gebiet kon-
stanter sind. Zwar weist sie demnach an den Bereichsgrenzen nicht so hohe Fehler
auf wie die Perturbations-Methode, ist dafiir jedoch im Gleichgewicht nicht derart ge-
nau. Dennoch ergeben sich hier stets nur sehr geringe Fehler. Problematisch ist bei der
Fixpunkt-Iteration, dass sie die Approximationen der Kontrolle durch die Perturbations-
Methode verwenden muss. Dadurch sind einige Einschrankungen des Bereichs notig
und die gegebene Ungenauigkeit in der approximierten Kontrolle iibertrdgt sich auf die
Fixpunkt-Iteration.

Beziiglich des Aufwands beider Methoden sind nur schwer Aussagen zu treffen, da bei-
spielsweise fiir die Perturbations-Methode etliche Berechnungen bereits im Vorfeld statt-

finden. Auf der anderen Seite verwendet die Fixpunkt-Iteration als Ausgangspunkt die
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durch die Perturbations-Methode ermittelte Wertefunktion, weshalb sie anschaulich na-
tiirlich einen hoheren Aufwand aufweisen wird. Nach dem Wesen der Fixpunkt-Iteration
konnte hier aber jeglicher Anfangspunkt in einem gewissen Bereich fiir das gleiche Er-
gebnis verwendet werden. Zudem erhilt man hier insbesondere fiir das kleinere Gebiet
ein grofere Genauigkeit. Dies kann noch durch eine hohere Anzahl von Gitterpunkten

verbessert werden, wodurch jedoch auch der Aufwand der Methode steigt.

Im erweiterten Modell fehlt uns leider der direkte Vergleich mangels einer exakten Lo-
sung. Jedoch lassen sich zum Teil die vorher getroffenen Schliisse iibertragen. So bleibt
die Perturbations-Methode in der Nihe des Gleichgewichts genauer, wihrend die Fix-
punkt-Iteration vermutlich einen insgesamt geringeren Fehler aufweist. Obige Probleme
durch die Approximation der Kontrolle bleiben jedoch erhalten.

Mit Hilfe einer Erhohung der Anzahl der Gitterpunkte lédsst sich die Fixpunkt-Iteration
wiederum verbessern. Insbesondere fiir kleine  bestitigt sich dadurch die Vermutung,
dass die Perturbations-Methode nahe des Gleichgewichts und die Fixpunkt-Iteration auch
noch in groBerer Entfernung giinstig verlaufen.

Fiir steigendes « und o verschlechtern sich die Approximationen zunehmend. Es wird
hier schwer, noch Aussagen iiber die Fehler der einzelnen Methoden zu treffen, da die

Differenzen zwischen den Approximationen auf zu gro3e Werte steigen.

Eine Entscheidung zu Gunsten einer der beiden Methoden muss immer im Hinblick auf
die gewiinschten Anforderung geschehen. Sind nur kleine Umgebungen um das Gleich-
gewicht von Bedeutung, so ist in jedem Fall die Perturbations-Methode zu bevorzugen.
Da die Umgebungen mit groer Genauigkeit aber sehr klein sind, fillt die Entscheidung
wohl meist auf die Fixpunkt-Iteration, da sie eine gewisse Genauigkeit auf einem Grof3-
teil des Gebiets liefert.

Wird x = 1 oder x = 2 gewihlt, so sind diese Uberlegungen durchaus noch giiltig. Zwar
fehlt uns hierfiir eine zuverldssige Grundlage, jedoch scheinen sich die Vermutungen mit
den erhaltenen Resultaten zu decken. Dies dndert sich fiir hohere Werte von ~. Da die

Differenzen hierbei immens grofl werden, bedarf es weiterer Untersuchungen, um sich
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zu Gunsten einer Approximation zu entscheiden, falls dies tiberhaupt noch moglich ist.
Es ist anzunehmen, dass beide Methoden einen erheblichen Fehler, insbesondere an den
Bereichsgrenzen, aufweisen. Uber die Genauigkeit der Approximationen in kleiner Um-
gebung des Gleichgewichtspunktes ldsst sich nur schwer etwas aussagen. Dazu wiren
zusitzliche Vergleichsmoglichkeiten notig, was Anregungen fiir weitere Diskussionen in

diesem Bereich mit sich zieht.
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KAPITEL 6

FAZIT DER PRAKTISCHEN ERGEBNISSE UND AUSBLICK
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A Notation

An dieser Stelle werden die wichtigsten Variablenbezeichnungen und Notationen iiber-

sichtsartig aufgefiihrt. Die Reihenfolge entspricht dabei dem erstmaligen Auftreten im

Text.

T

ey
B
2

8 8 2
[

[\

Zeitachse in diskreter Zeit

Zustand zum Zeitpunkt ¢ in diskreter Zeit
Kontrolle zum Zeitpunkt ¢ in diskreter Zeit
Kontrollbereich

Kontrollsystem in diskreter Zeit

Trajektorie in diskreter Zeit

Zustand im Gleichgewicht

Kontrolle im Gleichgewicht

diskontiertes Funktional in diskreter Zeit
Diskontfaktor in diskreter Zeit

Optimale Wertefunktion in diskreter Zeit
Gleichgewichtsgleichung

Hamilton-Funktion in diskreter Zeit
Kozustandsvektor

Zustandsvariable, die deterministischer Dynamik folgt
Zustandsvariable, die stochastischer Dynamik folgt
Kontrollfunktion im Modell

Funktion fiir Dynamik im Modell

Definierte Hilfsfunktion, um Terme fiir die Approximation zu berechnen
dquivalente Form zu f

Approximation der Kontrolle u

Approximation der Zustandsvariablen

Approximation der Zustandsvariablen o
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Approximation der Wertefunktion durch die Perturbations-Methode
Approximation der Wertefunktion durch die Fixpunkt-Iteration

der untersuchte Bereich

regelmifBiges Rechteckgitter

Rechtecke des Gitters

Knotenpunkte des Gitters

ggqguﬁ©<a<>

Raum der stetigen, stiickweise affin bilinearen Funktionen
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B Matlab-Quelltexte

B.1 Die Routine compute_Vcoeff.mw

> restart;
> with(linalg) :
> Vcoeff := proc(g::algebraic, h::Vector, r::algebraic,

beta::algebraic, p::algebraic)

local Vv, V¢, Vh, A, Ay, Ayy, dim, z, b, Vcoeff,

i, 3, k, i1, i2, i3;

# Taylor approximation for V
V := V0 4+ VIxx[1l] + V2*x[2] + V1l*x[1]"2/2 +
V12+xx[1]*x[2] + V22*x[2]72/2 + Vss+*sigma"2/2;

# list of unknown coefficients in V

Ve := [VO, V1, V2, V11, V12, V22, Vss];

# Taylor approximation for V (h)
Vh := subs(x1l=h[l],x2=h[2],subs(x[1]=x1, x[2]=x2, V)):
print (Vh);

# Compute the terms for the Taylor approximation
# of the DP equation
# r(g,h) + betaxv(h) - Vv =0

# and store the terms in Ay
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Ay := Vector ((p+1l)"3):
i := 0;
for il from 0 to p do
for i2 from 0 to p do
for i3 from 0 to p do
J o= 11 + (p+l)*i2 + (p+1l)"2%i3 + 1:
if (il1+i2+i3<=p) then
Ayy := coeftayl(r(g,h[1l],h[2])+expand (beta*Vh) -
expand(V), [x[1],x[2],sigma] =
[(0,0,0],[11,12,413]):
if Ayy<>0 then

i = i+1;
Ay[1] := Ayy;
end;
end;
od;
od;
od;
dim := 1i;

N
Il

Vector (dim) :

o
Il

Vector (dim) :

b
Il

matrix (dim, dim) :

# convert Ayy=0 into a system of linear equations
# Ax=b with x containing the wvalues of the

# coefficientx of V

for i from 1 to dim do

b[i] := 0:
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B.1 DIE ROUTINE COMPUTE_VCOEFF.MW

for k from 1 to dim do

Ali, k] := simplify(coeff(Ay[i],Vclk]));
b[i] := b[i] + A[i,k]*Vclk];

od:

b[i] := bl[i] - AyI[il]:

od:

# solve the system

z := linsolve(A,Db);

# output to the screen
for k from 1 to dim do

printf ("$A = %A\n",Vcl[k],z[k]);
od;

Vcoeff := z:

end:

# base line model

beta := 0.95;

g0 := 4.3331;
gl = 0.7126;
g2 := 4.3331;
gll := -0.2275;
glz := 0.7126;
g22 := 4.3331;
gss := 0.0;
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hll = 0.3400;
hl2 = 2.0673;
h21 = 0.0;
h22 = 0.9;
h11ll := -0.1085;
h112 := 0.3400;
h211 := 0.0;
h212 := 0.0;
hlz22 := 2.0673;
h212 := 0.0;
h222 := 0.0;
hlss := 0.0;
h2ss := 0.0;

h := Vector([hllxx[1] + hl2*x[2] + hlll*x[1]"2/2 +
hll2*x[1]*x[2] + hl22xx[2]"2/2 +
hlssxsigma”~2/2,
h21xx[1] + h22xx[2] + h21l1*x[1]"2/2 +
h212xx[1]1*x[2] + h222xx[2]"2/2 +
h2ssxsigma~2/2]) ;

g := g0 + glxx[1] + g2xx[2] + gllxx[1l]"2/2 +
gl2+x[1]1*x[2] + g22*x[2]72/2 + gss*sigma”2/2;

r := (u,x1,x2)->1In(u);

Vcoeff (g,h, r,beta,?2):

> # extended model; kappa = 1
# analog flur kappa = 2, 5, 10, 15
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beta := 0.95;
x1lg = 2.067344815;
X2qg = 0.0;

g0 = 4.3331;
gl := 0.7126;
g2 := 4.5304;
gll := -0.2275;
gl2 := 0.7451;
g22 = 4.7112:
gss := —-1.8955;
hll := 0.3400;
hl2 := 1.8700;
h21 := 0.0;
h22 = 0.9;
h111 := -0.1085;
hl11l2 := 0.3075;
h211 := 0.0;
h212 := 0.0;
hl22 := 1.6892;
h212 := 0.0;
h222 := 0.0;
hlss := 1.8955;
h2ss := 0.0;

h := Vector ([hll*x[1] + hl2+x[2] + hlllxx[1]1"2/2 +

hll2xx[1]1*x[2] + hl22xx[2]"2/2 +
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hlssxsigma™2/2,

h21xx[1] + h22xx[2] + h21l1l*x[1]"2/2 +
h212xx[1]1*x[2] + h222xx[2]"2/2 +
h2ssxsigma~2/2]) ;

g := g0 + glxx[1] + g2*x[2] + gll*x[1]1"2/2 +
gl2+«x[1]1*x[2] + g22*x[2]72/2 + gss*xsigma”2/2;

kappa := 1;
r := (u,x1,x2)->1n(u)rexp (kappax*x2);

Vcoeff(g,h,r,beta,?2):

B.2 Die Routine compute.m

function compute (kappa,domain)

o\

Call : compute (kappa, domain)

o°

o°

kappa : model parameter:

o\

0 —> base line model

o\

1, 2, 5, 10 or 15 -> extended model

o\

o\

domain: computational domain (general intervals -

o\

depending on kappa) :

o\

o -> [1r , 4] x [-4sigma, 4sigma]

o\

1 -> [0.3, 8.8] x [—-4sigma, 4sigma]
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B.2 DIE ROUTINE COMPUTE.M

domaintext= [’ [1,4]x[-4sigma,4sigma] "

"10.3,8.8]x[-4sigma,4sigmal’];

fprintf (' \nComputation for kappa=%1.0f on %s\n\n’,
kappa, domaintext (domain+l, :));
% model parameters
beta=0.95;
alpha=0.34;
rho=0.9;
A=5;
sigma=0.008;
% parameters for Taylor approximations
if (kappa==0)
x1_ggw=2.067344815;
x2_ggw=0;
u_ggw=4.333103529;
gx=[0.7126 4.3331];
gxx1=[-0.2275 0.7126];
gxx2=[0.7126 4.33311];

gss=0;

VO = 29.32566442;

Vx1 = 0.2429172955;
Vx2 = 10.18671572;
Vxlxl = -0.1174896957;
Vx1lx2 = 0.1404732835e-4;
Vx2x2 = 0.4782692913e-3;
Vss = 0.0;

elseif (kappa==1)
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x1_ggw=2.067344815;
x2_ggw=0;
u_ggw=4.333103529;
gx=[0.7126 4.5304];
gxx1=[-0.2275 0.7451];
gxx2=[0.7451 4.7112];

gss = -1.8955;

VO = 29.32566442;

Vx1 = 0.2429172955;
Vx2 = 19.28779790;
Vx1lxl = -0.1174896957;
Vx1lx2 = 0.2086832225;
Vx2x2 = 16.18475594;

Vss = -0.3876960000e-3;

elseif (kappa==2)
x1_ggw=2.067344815;
x2_ggw=0;
u_ggw=4.333103529;
gx=[0.7126 4.7277];
gxx1=[-0.2275 0.7775];
gxx2=[0.7775 5.0563];

gss = -7.5821;

Vo0 = 29.32566442;

vx1l = 0.2429172955;
Vx2 = 28.38888008;
Vx1lxl = -0.1174896957;
Vx1lx2 = 0.4173523960;
Vx2x2 = 42.71896378;

Vss = -0.1550800000e-2;

elseif (kappa==5)
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x1_ggw=2.067344815;

x2_ggw=0;

u_ggw=4.

333103529;

gx=1[0.7126 5.3197];
gxx1=[-0.2275 0.87497;

gxx2=1[0.
gss =
VO =
Vx1 =
Vx2 =
Vxlxl =
Vx1x2 =
VX2x2 =

Vss =

8749 5.8933];
-47.3879;
29.32566442;
0.2429172955;
55.69212663;
-0.1174896957;
1.043359919;
184.4212544;
-0.9692560000e-2;

elseif (kappa==10)
x1_ggw=2.067344815;

x2_ggw=0;

u_ggw=4.

333103529;

gx=10.7126 6.3063];
gxx1=[-0.2275 1.0371];

gxx2=[1.
gss =
VO =
Vx1

Vx2 =
Vxlxl =
Vx1lx2 =
Vx2x2 =

Vss =

0371 6.6274];
-189.5516;
29.32566442;
0.2429172955;
101.1975376;
-0.1174896957;
2.086705789;
627.5901572;
-0.3877040000e-1;

elseif (kappa==15)
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x1_ggw=2.067344815;
x2_ggw=0;
u_ggw=4.333103529;
gx=[0.7126 7.2929];
gxx1=[-0.2275 1.1994];
gxx2=[1.1994 6.5354];

gss = —-426.4912;

VO = 29.32566442;

Vx1 = 0.2429172955;
Vx2 = 146.7029485;
Vxlxl = -0.1174896957;
Vx1x2 = 3.130051662;
Vx2x2 = 1329.507185;

Vss = -0.8723240000e-1;

end;

% definition of computational domain
if (domain==1)
if (kappa==15)
xlanfang=1.0;
xlende=6.4;
elseif (kappa==10)
xlanfang=0.6;
xlende=7.3;
elseif (kappa==5)
xlanfang=0.4;
xlende=8.1;
elseif (kappa==2)
xlanfang=0. 3;
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else

end;

o

o

de

xlende=8.6;
elseif (kappa==1)

xlanfang=0.3;

xlende=8.7;
else

xlanfang=0.3;

xlende=8.8;
end;
x2anfang=-40+xsigma;

x2ende=40+xsigma;

x1lschritt (xlende-xlanfang) /50

x2schritt

(x2ende-x2anfang) /50

xlanfang=1.0;
xlende=4.0;
if (kappa==2)
xlanfang=0.38;
xlende=4.2;
elseif (kappa==1)
xlanfang=0.7;
xlende=4.5;
end;
xZ2anfang=-40+«sigma;
x2ende=40+*sigma;

xlschritt (xlende—-xlanfang) /50

x2schritt (x2ende—x2anfang) /50

finition of grid nodes

.
’

.
14

.
’

.
’
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[X1,X2] = meshgrid(xlanfang:xlschritt:xlende,
x2anfang:x2schritt:x2ende);

x1l = X1(1,:);

x2 = X2(:,1);

laengexl = size(x1,2);

laengex2 = size(x2,1);

o

% computation of exact solution if kappa=0
if (kappa==0)
% components of formula for V(x)=B+Cxln(x1)+D*xx2
B= (log((l-beta*alpha) *A)+ ((betaxalpha)/
(l1-betaxalpha)) *1log (betaxalphaxA))/ (1-beta);
C=alpha/ (1-alphaxbeta) ;

D=1/ ((l-alpha*beta) * (1-rhoxbeta)) ;

% computation of V_exakt and U_exakt at grid nodes
for i=1l:laengexl
for j=l:laengex?
V_exakt (j,1)=B +Cxlog(x1(i)) +D»*x2(]);
U_exakt (j,i)=(l-alphaxbeta) *Axexp(x2 (J))
* x1 (1) ~alpha;
end
end
% computation of V_exakt and U_exakt in equilibrium
V_exakt_ggw = B +Cxlog(xl_ggw) +D*xx2_ggw;
U_exakt_ggw =(l-alphaxbeta) xAxexp (x2_ggw) *x1_ggw”alpha;

end
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o\

computation of optimal control U_pert by Taylor

$ approximation

o\

in the grid nodes

for i=1l:laengexl

for j=1l:laengex?2

U_pert (j,i)=u_ggw + gx(1l)*(x1(i)-x1_ggw)

+ gx(2) x (x2(]J) -x2_ggw)
+ 0.5% (gxx1 (1)« (x1(i)-x1_ggw)
* (x1(1i)-x1_ggw)
+ gxx1(2)*(x2(])—-x2_ggw)
x (x1(i)-x1_ggw))

+

0.5% (gxx2 (1) * (x1 (1) -x1_ggw)
* (%2 (])—-x2_ggw)
+ gxx2(2)*(x2 (])—x2_ggw)
* (x2(])—-x2_ggw))
+ 0.5% (gssxsigmaxsigma) ;
end
end

% ... and in the equilibrium

U_pert_ggw = u_ggw + 0.5% (gssxsigmaxsigma) ;

o

% computation of V_pert by Taylor approximation
%in the grid nodes...
for i=1l:laengexl
for j=l:laengex?2
V_pert (j,1i) = VO + Vx1lx*(x1(i)-x1_ggw)
+ Vx2+% (X2 (J)—-x2_ggw)
+ 0.5%x (Vxlxlx (x1(1i)-x1_ggw)
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end

end

Qo

*

+

*

+

+

(x1(i)-x1_ggw)

Vx1x2*x (X2 (]) —xX2_ggw)

(x1 (1) -x1_ggw))

0.5« (Vx1x2* (x1(1)—-x1_ggw)

(x2(J) —x2_ggw)

VX2x2x (X2 () —xX2_ggw)

(x2 () -x2_ggw))

0.5% (Vssxsigmaxsigma) ;

%... and in the equilibrium

V_pert_ggw = VO + 0.5% (Vssxsigmaxsigma) ;

%$saving functions in ASCII-files

if ((kappa==0) & (domain==

save (' U_pertOklein.asc’,

save (' V_pertOklein.asc’,

save (' U_exaktOklein.asc’,

save (' V_exaktOklein.asc’,

elseif ((kappa==0) &

save (' U_pertOgross.asc’,

save (' V_pertOgross.asc’,

save (' U_exaktOgross.asc’,

save (' V_exaktOgross.asc’,

elseif ((kappa==1l) &

save (' U_pertlklein.

save (' V_pertlklein.

elseif ((kappa==1l) &
save (' U_pertlgross

save (' V_pertlgross

112

))
"U_pert’,
"V_pert’,
"U_exakt’
"V_exakt’
(domain==1))
"U_pert’,
'V_pert’,
"U_exakt’
"V_exakt’
(domain==0))
asc’, ’'U_pert’,
asc’, 'V_pert’,
(domain==1))
.asc’, 'U_pert’,
.asc’, '"V_pert’,

" -ASCII');
" -ASCII');
, "-ASCII’);
, '-ASCII’);

"-ASCII");
"-ASCII");
, "—-ASCII");
, "—-ASCII");

" —ASCII’);
" -ASCII’);
" _ASCII’);
" —ASCII’);
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elseif ((kappa==2) & (domain==0))

save ("U_pert2klein.asc’, ’'U_pert’, ’'-ASCII’);

save (' V_pert2klein.asc’, ’'V_pert’, ’'-ASCII’);
elseif ((kappa==2) & (domain==1))

save (' U_pert2gross.asc’, ’'U_pert’, ’'-ASCII’);

save (' V_pert2gross.asc’, ’'V_pert’, ’'-ASCII’);
elseif ((kappa==5) & (domain==0))

save (' U_pertbklein.asc’, ’'U_pert’, ’'-ASCII’);

save (' V_pertbklein.asc’, ’'V_pert’, ’"'—-ASCII’);
elseif ((kappa==5) & (domain==1))

save (' U_pertbgross.asc’, ’'U_pert’, ’"—-ASCII’);

save (' V_pertbgross.asc’, ’'V_pert’, ’"-ASCII’);
elseif ((kappa==10) & (domain==0))

save ('U_pertlOklein.asc’, 'U_pert’, ’"-ASCII’);

save ('V_pertlOklein.asc’, 'V_pert’, ’"-ASCII’);
elseif ((kappa==10) & (domain==1))

save ("U_pertlOgross.asc’, 'U_pert’, ’'-ASCII');

save ("V_pertlOgross.asc’, 'V_pert’, ’'-ASCII');
elseif ((kappa==15) & (domain==0))

save ("U_pertlbklein.asc’, 'U_pert’, ’'—-ASCII');

save (' V_pertlbklein.asc’, 'V_pert’, ’'—-ASCII');
elseif ((kappa==15) & (domain==1))

save ("U_pertlbgross.asc’, 'U_pert’, ’"—-ASCII’);

save ('V_pertlbgross.asc’, 'V_pert’, ’"—-ASCII’);

end;

B.3 Die Routine fixed_point.cpp

/*Call : a kappa, domain
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kappa : model parameter:
0 —> base line model

1, 2, 5, 10, 15 -> extended model

domain: computational domain (general intervals -
depending on kappa) :
o -—> [1 , 4] x [—-4sigma, 4sigma]
1 > [0.3,8.8] x [-4sigma, 4sigma]

*/

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <cmath>
#include <new>

#include <string>

using namespace std;

//model parameters

int const nodes = 51;

int const numpoints = 11;

double sigma = 0.008;

double beta = 0.95, alpha = 0.34, rho = 0.9,

idelta = 1e-006;
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int A = 5;
double yl[nodes] [nodes], yZ2[nodes] [numpoints],

w[2] [numpoints], v[numpoints];

//function varphi
void dynamik (double x[2], double xlstart, double xlend,

double u, double wl[numpoints], int Jj, int i)

double n, eps;

y1[jl1[i] = (double) (A % exp(x[1l]) * pow(x[0], alpha) - u);

for (int k=0; k<numpoints; k++)

//utility function
double ertrag (double x[2], double u, int kappa)
{

double r;

if (kappa == 0)
r = log(u);
else

r = log(u) x exp(kappa > x[1]);
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return r;

//distribution function, N(0,sigma)
void appintweight (double sigma)
{

double xx[numpoints], ww[numpoints];

double 1, m, n = 0;

for (int i=0; i<numpoints; i++)

{

'_l
Il

-4dxsigma + i * (8+sigma / (numpoints-1));
m =1/ (sqrt(2+x3.141592654) =+ sigma)
x exp( —-pow(l,2) / (2+pow(sigma,2)));

n=n+ m;
xx[1] = 1;
ww(i] = m;

for (int 1i=0; i<numpoints; i++)

wwl[i] = ww[i] / n;
wl[0][1i] = xx[1];
w[l][i] = ww[i];

//interpolation with affin bilinear functions
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void linInterp (double x1[nodes], double x2[nodes],

double V_pert[nodes] [nodes], double vyl,
double y2help|[numpoints])

int i, 3;

double hl, h2, z1, z2, mO, ml, m2, m3, help = 0;

hl = (xl[nodes - 1] - x1[0]) / (nodes - 1);
h2 = (x2[nodes — 1] — x2[0]) / (nodes - 1);
i = (int) ((yl - x1[0]1) / hl);

zl = (yl1 - x1[1]) / (x1[i+1] - x1[i]);

for (int m=0; m<numpoints; m++)

{

j = (int) ((y2help[m] - x2[0]) / h2);

z2 = (y2help[m] - x2[3]1) / (x2[3+1] - x2[3]);
mO = (1 — zl1) = (1 = z2);

ml = zl * (1 - z2);

m2 = (1 - zl1) = z2;

m3 = z1l *x z2;

help = mO*V_pert[j] [1i] + mlxV_pert[Jj][i+1] +
m2xV_pert [jJ+1][i] + m3«xV_pert[j+1][i+1];

v[m] = help;
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int main(int argc, char x*argv)

{

double x[2], x1[nodes], x2[nodes], y2help[numpoints],
wl [numpoints], w2 [numpoints];

double res, v0, absErr, xlstart, xlend, x2start, x2end;

int iter, kappa;

double V_pert[nodes] [nodes], U_pert[nodes] [nodes];

char s[30], t[30], o[307];

FILE *fp, *xfp2, *~fp3;

//usage of arguements
if (argc != 3)
{
cout << endl << "Falsche Anzahl der Parameter!" <<
endl << endl;
cout << "Benutzung: " << argv[0] << " kappa domain" <<
endl << endl;
cout << "kappa: 0 fuer das Basis-Modell, 1, 2, 5, 10
oder 15 fuer das erweiterte Modell" << endl;
cout << "domain: 0O fuer das kleine Gebiet, 1 fuer das
grosse Gebiet" << endl;
exit (0);
}
kappa = (int) atof(argv[1l]);
if ((kappa!=0 && kappa!=1l && kappa!=2 && kappa!=5 &&
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kappa!=10 && kappa!=15) || ((int) atof(argv[2]) !'= 0
&& (int) atof(argv[2]) != 1))
if ((int) atof(argv[2]) !'= 0 && (int) atof(argv[2]) != 1)

{
if (kappa!=0 && kappa!=1l && kappa!=2 && kappa!=5 &&
kappa!=10 && kappa!=15)

cout << endl << "Falsche Eingaben fuer das Modell
und die Domain!" << endl << endl;
cout << "Benutzung: " << argv[0] << " kappa domain"
<< endl << endl;
cout << "kappa: 0 fuer das Basis-Modell, 1, 2, 5, 10
oder 15 fuer das erweiterte Modell" << endl;
cout << "domain: 0 fuer das kleine Gebiet, 1 fuer das
grosse Gebiet" << endl;
exit (0);
}
cout << endl << "Falsche Eingabe fuer die Domain!" <<
endl << endl;
cout << "Richtige Eingabe: 0 fuer das kleine Gebiet,
1 fuer das grosse Gebiet" << endl;
exit (0);
}
cout << endl << "Falsche Eingabe fuer das Modell!" <<
endl << endl;
cout << "Richtige Eingabe: 0 fuer das Basis-Modell, 1, 2,
5, 10 oder 15 fuer das erweiterte Modell" << endl;

exit (0);
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//definition of computational
if ((int) atof (argv[2]) == 0)
{
xlstart = 1.0;
xlend = 4.0;
if (kappa==2)
{
xlstart = 0.8;
xlend = 4.2;
}
else if (kappa==1)
{
xlstart = 0.7;
xlend
}

x2start

Il
1NN
(@)

~e

-40*xsigma;

x2end = 40xsigma;

else

if (kappa==15)

else if (kappa==10)
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}
else 1if (kappa==
{
xlstart = 0.4;
xlend = 8.1;
}
else if (kappa==
{
xlstart = 0.3;
xlend = 8.6;
}

else if (kappa==1)

{
xlstart = 0.3;
xlend = 8.7;

}

else if (kappa==0)

{
xlstart = 0.3;
xlend = 8.8;

}

x2start

x2end = 40xsigma;

//loading files

strcpy (s, "V_pert") ;
strcpy (t, "U_pert") ;
strcpy (o, "V_fix");

strcat (s,argv[1l]);

—40+«sigma;

121



KAPITELB — MATLAB-QUELLTEXTE

strcat (t,argv[1]);
strcat (o,argv[1l]);
if ((int) atof (argv[2])==0)
{
strcat (s, "klein");
strcat (t, "klein");

strcat (o, "klein");

else

strcat (s, "gross");
strcat (t, "gross");
strcat (o, "gross") ;
}
strcat (s, ".asc");
strcat (t,".asc");
strcat (o, ".asc");
fp = fopen(s,"r");
fp2 = fopen(t,"r");

//loading values from files
if (fp == NULL && fp2 == NULL)

cout << "Datei existiert nicht!" << endl;
else

{

for (int 1i=0; i<nodes; i++)

{

for (int j=0; j<nodes; Jj++)

{
fscanf (fp, "$1f\n", &V_pert[i]1[]]);
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fscanf (fp2,"%$1f\n", &U_pert[i][]]);

}
fclose (fp);
fclose (fp2);

//definition of grid nodes
for (int 1i=0; i<nodes; i++)
{
x1[i] = xlstart + ix((xlend-xlstart)/ (nodes-1));
x2[1] = x2start + ix((x2end-x2start)/ (nodes-1));
0;

x2 [ (nodes-1) /2]

res = 2xidelta;
appintweight (sigma);

iter = 0;

//fixed-point iteration
while (res > idelta && iter<300)
{

res = 0.0;

iter = iter + 1;

for (int 1=0; i<nodes; i++)

{

for (int 7J=0; Jj<nodes; J++)

x[0] = x1[1i];
x[1] = x2[]J];
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if (iter == 1)
{

for (int 1=0

wl[l] = w]|

dynamik (x,

for (int 1=0;
y2help[l] =

linInterp (x1,

v0 = V_pert[]]

V_pert[J][1] =

for (int 1=0;
w2[1l] = w[l]

for (int k=0;

V_pert[j][1]

V_pert[j][1]

V_pert[j][1]

; l<numpoints; 1++)

O] [1];

x1lstart, xlend, U_pert[j][i], wl,

l<numpoints;

y2[31[1];

x2, V_pert,

(117
0;
l<numpoints;

(117

k<numpoints;

= V_pert[j]

1++)

yl[(J1[i],

1++)

k++)

[1] + w2[k]

beta * V_pert[j][i];

V_pert[J][1i

ertrag (x,

] +

U_pert[J][1

absErr = v0 - V_pert[j][i];

absErr = abs(a

if (absErr > r

res = absErr;
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es)

y2help) ;

* v[k];

1, kappa);
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}

cout << iter << "\t";

//saving file

fpr3 = fopen (o, "wt+");

for

{

}

(int 1=0; i<nodes; i++)

for (int j=0; Jj<nodes; 7Jj++)

fprintf (fp3, "%f %f $f\n",x1[i],x2[]],V_pert[3j]l[i]);

fclose (fp3);

return (0)

}

4

B.4 Die Routine show51.m

function showb51 (kappa,domain, plotdomain)

o\ o\ o\ o\ o o\° o° o°

o\

Call

kappa

domain:

show51 (kappa, domain, plotdomain)

model parameter:
0 —> base line model

1, 2, 5, 10 or 15 -> extended model
computational domain (general intervals -

depending on kappa) :
o -—> [1 , 4] x [—-4sigma, 4sigmal
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o\

1 —> [0.3,8.8] x [-4sigma, 4sigma]

o\

o\

plotdomain: domain for plots:

o\

0 —> computational domain

o°

1 to 6 —> smaller domains (see line 137 to 178)

o\

domains for error computation

xlint = [ [ 2.0, 2.1 1 ;
[ 1.8, 2.5 1 ;
[ 1.5, 3.5 1 ;
[ 1.5, 3.5 1 ;
[ 1.0, 4.0 1 ;
[ 0.5, 6.0 1 ;
[ 0.5, 8.0 1 ;
[ 0.3, 8.8 1 1;
x2int = [ [-0.01, 0.01 ] ;
[-0.05, 0.05 1 ;
[-0.10, 0.10 ] ;
[-0.30, 0.30 ] ;
[-0.32, 0.32 ] ;
[-0.32, 0.32 ] ;
[-0.32, 0.32 ] ;
[-0.32, 0.32 1 1;
domaintext= [’ [1l,4]x[-4sigma, 4sigma] ";

"[0.3,8.8]x[-4sigma,4sigmal’];
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fprintf (" \nComputation for kappa=%1.0f on %s\n\n’,

kappa, domaintext (domain+l, :));

% model parameters

beta=0.95;

alpha=0.34;

rho=0.9;

A=5;

sigma=0.008;

% parameters for Taylor approximations
x1_ggw=2.067344815;

x2_ggw=0;

u_ggw=4.333103529;

if (kappa==0)
gss=0;
VO = 29.32566442;
Vss = 0.0;

elseif (kappa==1)

gss = —-1.8955;
VO = 29.32566442;
Vss = —-0.3876960000e-3;

elseif (kappa==2)

gss = -7.5821;
\Y40) = 29.32566442;
Vss = —-0.1550800000e-2;

elseif (kappa==5)
gss = —-47.3879;
Vo0 = 29.32566442;
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Vss = -0.9692560000e-2;
elseif (kappa==10)

gss = -189.55106;
VO = 29.325606442;
Vss = -0.3877040000e-1;

elseif (kappa==15)

gss = -426.4912;
VO = 29.32566442;
Vss = —-0.8723240000e-1;

end;

Qo

% definition of computational domain
if (domain==1)
if (kappa==15)
xlanfang=1.0;
xlende=6.4;
elseif (kappa==10)
xlanfang=0.6;
xlende=7.3;
elseif (kappa==5)
xlanfang=0.4;
xlende=8.1;
elseif (kappa==2)
xlanfang=0.3;
xlende=8.6;
elseif (kappa==1)
xlanfang=0.3;
xlende=8.7;

else
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xlanfang=0.3;

xlende=8.8;
end;
xZ2anfang=-40+«sigma;

x2ende=40xsigma;

xlschritt = (xlende—-xlanfang)/50;
x2schritt = (x2ende-x2anfang) /50;

else

xlanfang=1.0;

xlende=4.0;

if (kappa==2)
xlanfang=0.8;
xlende=4.2;

elseif (kappa==1)
xlanfang=0.7;
xlende=4.5;

end;

xZ2anfang=-40+«sigma;

x2ende=40xsigma;

xlschritt (xlende-xlanfang) /50;

x2schritt (x2ende-x2anfang) /50;

end;

o

% definition of grid nodes
[X1,X2] = meshgrid(xlanfang:xlschritt:xlende, ...
x2anfang:x2schritt:x2ende);

x1

X1(1,:);
X2 = X2(:,1);

laengexl = size(x1,2);
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laengex2 = size(x2,1);

o)

if (plotdomain == 0)
xla = 1;
xle = laengexl;
x2a = 1;
x2e = laengex?2;

elseif (plotdomain == 1)
pdomainxl = [ 1.1, 3.9];
pdomainx2 = [-0.3, 0.3];
xla = fix((pdomainxl (1) -
xle = fix((pdomainxl (2) -
x2a = fix((pdomainx2 (1) -
x2e = fix((pdomainx2 (2) -

elseif (plotdomain == 2)
pdomainxl = [ 1.1, 3.9];
pdomainx2 = [-0.1, 0.1];
xla = fix((pdomainxl (1) -
xle = fix((pdomainxl (2) -
x2a = fix((pdomainx2 (1) -
x2e = fix((pdomainx2 (2) -

elseif (plotdomain == 3)
pdomainxl = [ 1.1, 3.9];
pdomainx2 = [-0.02, 0.02];
xla = fix((pdomainxl (1) -
xle = fix((pdomainxl (2) -
x2a = fix((pdomainx2 (1) -
x2e = fix((pdomainx2 (2) -

elseif (plotdomain == 4)
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% extract indices for plotting

xlanfang) /x1lschritt)
xlanfang) /x1lschritt)
x2anfang) /x2schritt)
x2anfang) /x2schritt)

xlanfang) /x1lschritt)
xlanfang) /xlschritt)
x2anfang) /x2schritt)
x2anfang) /x2schritt)

xlanfang) /x1lschritt)
xlanfang) /xlschritt)
x2anfang) /x2schritt)
x2anfang) /x2schritt)

~e

\) = N =
~e

~e

N = N =
~e
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pdomainxl = [ 1.5, 2.5];

pdomainx2 = [-0.3, 0.3];

xla = fix((pdomainxl (1) - xlanfang)/xlschritt) + 1;
xle = fix((pdomainxl (2) - xlanfang)/xlschritt) + 2;
x2a = fix((pdomainx2 (1) - x2anfang)/x2schritt) + 1;
x2e = fix((pdomainx2 (2) - x2anfang)/x2schritt) + 2;

elseif (plotdomain == 5)

pdomainxl = [ 1.5, 2.5];

pdomainx2 = [-0.1, 0.1];

xla = fix((pdomainxl (1) - xlanfang)/xlschritt) + 1;
xle = fix((pdomainxl (2) - xlanfang)/xlschritt) + 2;
x2a = fix((pdomainx2 (1) - x2anfang)/x2schritt) + 1;
x2e = fix ((pdomainx2 (2) - x2anfang)/x2schritt) + 2;

elseif (plotdomain == 6)

pdomainxl = [ 2.0, 2.1];

pdomainx2 = [-0.02, 0.02];

xla = fix((pdomainxl (1) - xlanfang)/xlschritt) + 1;
xle = fix((pdomainxl (2) - xlanfang)/xlschritt) + 2;
x2a = fix((pdomainx2 (1) - x2anfang)/x2schritt) + 1;
x2e = fix((pdomainx2 (2) - x2anfang)/x2schritt) + 2;

end

% loading values from files

if ((kappa==0) & (domain==0))
Value_pert = load(’'V_pertOklein.asc’);
Value_fix = load(’'V_fix0Oklein.asc’);
Ctrl _pert = load(’U_pertOklein.asc’);
Value_exakt = load(’V_exaktOklein.asc’);
Ctrl_exakt = load(’U_exaktOklein.asc’);

elseif ((kappa==0) & (domain==1))
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Value_pert = load(’'V_pertOgross.asc’);

Value_fix = load(’'V_fixOgross.asc’);

Ctrl_pert = load(’'U_pertOgross.asc’);

Value_exakt = load(’'V_exaktOgross.asc’);
Ctrl_exakt = load(’U_exaktOgross.asc’);
elseif ((kappa==1l) & (domain==0))

Value_pert = load(’'V_pertlklein.asc’);

Value_ fix load(’'V_fixlklein.asc’);

Ctrl_pert = load(’'U_pertlklein.asc’);
elseif ((kappa==1l) & (domain==1))
Value_pert = load('V_pertlgross.asc’);

Value_ fix load('V_fixlgross.asc’);

Ctrl_pert

load ("U_pertlgross.asc’);
elseif ((kappa==2) & (domain==0))
Value_pert = load(’'V_pert2klein.asc’);

Value_fix load ('V_fix2klein.asc’);

Ctrl_pert = load(’'U_pert2klein.asc’);
elseif ((kappa==2) & (domain==1))
Value_pert = load(’'V_pert2gross.asc’);

Value_fix load ('V_fix2gross.asc’);

Ctrl_pert

load (' U_pert2gross.asc’);
elseif ((kappa==5) & (domain==0))

Value_pert = load(’'V_pertSklein.asc’);

Value_fix load (’'V_fix5klein.asc’);

Ctrl_pert = load(’'U_pertbklein.asc’);

elseif ((kappa==5) & (domain==1))
Value_pert = load(’'V_pertbgross.asc’);
Value_fix = load(’'V_fixbgross.asc’);

Ctrl_pert = load(’'U_pertbgross.asc’);
elseif ((kappa==10) & (domain==0))

132



B.4 DIE ROUTINE SHOWS1.M

Value_pert
Value_fix =

Ctrl_pert =

load ('V_pertlOklein.asc’);
load(’'V_fix10klein.asc’);

load (' U_pertlOklein.asc’);

elseif ((kappa==10) & (domain==1))

Value_pert
Value_ fix =

Ctrl_pert =

load ('V_pertl0Ogross.asc’);
load ('V_fix10gross.asc’);

load (' U_pertlOgross.asc’);

elseif ((kappa==15) & (domain==0))

Value_pert
Value_ fix =

Ctrl_pert =

load ('V_pertlSklein.asc’);
load (’'V_fix15klein.asc’);

load('U_pertlbklein.asc’);

elseif ((kappa==15) & (domain==1))

Value_pert

Value_fix

Ctrl_pert

end;

load (' V_pertlbgross.asc’);
load('V_fixl5gross.asc’);

load (' U_pertlbgross.asc’);

for i=1l:laengexl

for j=1l:laengex?

V_pert (i, J) = Value_pert((j-1)~*laengexl + 1i);
V_fix(i,]j) = Value_fix((j-1)xlaengexl + i, 3);
U_pert (i, j) = Ctrl_pert((j-1)xlaengexl + 1i);
if (kappa==0)

V_exakt (i, j)
U_exakt (i, J) = Ctrl_exakt ((j-1)+*laengexl + 1);

end
end

end

Value_exakt ((j-1)«laengexl + 1i);
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o)

% computation of exact solution if kappa=0
if (kappa==0)

o)

% components of formula for V(x)=B+Cxln(x1l)+D*x2

B= (log((l-beta*alpha)+A)+ ((betaxalpha)/ (l-beta*xalpha))...

x*log (beta*xalpha=*A) )/ (1-beta);
C=alpha/ (1-alpha*beta);
D=1/ ((1l-alphaxbeta) * (1-rho*beta)) ;

(o)

% computation of V_exakt and U_exakt in equilibrium

V_exakt_ggw B +Cxlog(x1_ggw) +Dxx2_ggw;

U_exakt_ggw =(l-alphaxbeta) xAxexp (x2_ggw) *x1_ggw”alpha;

end

o\

computation of optimal control U_pert by Taylor

o\

approximation

o\

in the equilibrium

U_pert_ggw = u_ggw + 0.5% (gss+sigmaxsigma);

o\

computation of V_pert by Taylor approximation

o\

in the equilibrium

V_pert_ggw = VO + 0.5% (Vssxsigmaxsigma) ;

o\

interpolation of V_fix in the equilibrium

V_fix_ggw = interp2(X1,X2,V_fix,x1_ggw,x2_ggw,’ *linear’);

[e)

% computation of approximations error on the nodes
for i=l:laengexl

for j=1l:laengex?
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if (kappa==0)
VF_ex_pert (i, J) = V_exakt (i, j)-V_pert (i, Jj);
VF_ex_fix (i, ]j) = V_exakt (i, j)-V_£fix(i,J);
UF_ex_pert (i, j) = U_exakt (i, j)-U_pert (i, j);
end;

VF_pert_fix (i, j)= V_pert (i, j)-V_~fix (i, 3);
end

end

% computation of modulus of the error
for i=1l:laengexl

for j=l:laengex?2

if (kappa==0)
VFa_ex_pert (i, Jj) = abs (VF_ex_pert (i, J));
VFa_ex_fix (i, j) = abs(VF_ex_fix(i,73));
UFa_ex_pert (i, ) = abs (UF_ex_pert (i, J));
end;

VFa_pert_fix (i, j)=abs (VF_pert_fix (i, 3));
end

end

% error plots value functions:

if (kappa==0)

% exact - fixed-point V
figure
surf (x1 (xla) :xlschritt:x1 (xle),

X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
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VFa_ex fix(x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (" \bf{Fehler in V\_fix}")
colorbar
% exact - perturbation V
figure
surf (x1 (xla) :x1lschritt:x1 (xle),
x2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
VFa_ex_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (' \bf{Fehler in V\_pert}’)
colorbar
end;
% perturbation - fixed-point V
figure
surf (x1 (xla) :x1lschritt:x1 (xle), x2(x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
VFa_pert_fix(x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (" \bf{Differenz zwischen V\_pert und V\_fix}’)
colorbar

o

% error plots controls

if (kappa==0)
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% exact - perturbation u
figure
surf (x1l (xla) :x1lschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
UFa_ex_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (" \bf{Fehler in U\_pert}’)
colorbar

end;

[e)

% plots of value functions:

if (kappa==0)
% exact V
figure
surf (x1l (xla) :xlschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_exakt (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_17);
ylabel ("x_2");
title (" \bf{exaktes V}')
end;
% fixed-point V
figure
surf (x1 (xla) :xlschritt:x1 (xle), x2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_fix(x2a:x2e,xla:xle))

xlabel ("x_1");
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ylabel ("x_2");

title (" \bf{V\_fix}");

% perturbation V

figure

surf (x1 (xla) :x1lschritt:x1 (xle), x2(x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_pert (x2a:x2e,xla:xle))

xlabel ("x_1");

ylabel ("x_2");

title (" \bf{V\_pert}’);

if (kappa==0)
% exakt and fixed-point V
figure
surf (x1(xla) :xlschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_exakt (x2a:x2e,xla:xle))
hold on
surf (x1 (x1la) :x1lschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_fix(x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (' \bf{exaktes V und V\_fix}’")
% exakt and perturbation V
figure
surf (x1 (xla) :x1lschritt:x1 (xle),
x2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),

V_exakt (x2a:x2e,xla:xle))
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hold on
surf (x1 (x1la) :x1lschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (" \bf{exaktes V und V\_pert}’)
end;
% fixed-point and perturbation V
figure
surf (x1 (xla) :xlschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_fix(x2a:x2e,xla:xle))
hold on
surf (x1(xla) :xlschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
V_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ('x_1");
ylabel ("x_2");
title ("\bf{V\_pert und V\_£fix}");

o

% plots of controls:

if (kappa==0)
% exact u
figure
surf (x1 (xla) :xlschritt:x1 (xle),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),

U_exakt (x2a:x2e,xla:xle))
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xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (' \bf{exaktes u}’)
end;
% perturbation u
figure
surf (x1 (xla) :x1lschritt:x1 (xle), x2(x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
U_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_27);
title (" \bf{U\_pert}’);

if (kappa==0)
% exact and perturbation u
figure
surf (x1(xla) :xlschritt:x1 (x1le),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
U_exakt (x2a:x2e,xla:xle))
hold on
surf (x1 (xla) :xlschritt:x1 (xle),
X2 (x2a) :x2schritt:x2 (x2e),
U_pert (x2a:x2e,xla:xle))
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (' \bf{exaktes u and U\_pert}’)
hold off;
end;

o

% error computation
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[

% error in equilibrium

fprintf (' \nFehler im Gleichgewicht (%f, %f):
xl_ggw, x2_ggw );

fprintf (' ---———"—""-"H—""-"""""""""""""""""-—- \n’");
if (kappa==0)
fprintf(’| V_ex — V_pert |: %e\n’,

abs (V_exakt_ggw-V_pert_ggw)) ;
fprintf (| V_ex - V_fix |: %e\n’,

abs (V_exakt_ggw-V_fix_ggw));

end;
fprintf (/| V_pert - V_fix |: %e\n’,
abs (V_fix_ggw-V_pert_ggw)) ;
if (kappa==0)
fprintf(’| U_ex - U_pert |: %e\n’,
abs (U_exakt_ggw-U_pert_ggw)) ;
end;

[

% error in the domains

nint = size(xlint,1);
VFr_ex_pert = zeros(nint,1l);
VFr_ex fix = zeros(nint,1l);
VFr_pert_fix = zeros(nint,1l);
UFr_ex_pert = zeros(nint,1);

for i=l:laengexl

for j=l:laengex?
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for k=1l:nint
if ((x1(i)>=x1lint(k,1)) & (x1(i)<=xlint(k,2))
& (x2(j)>=x2int (k,1)) & (x2(7j)<=x2int(k,2)))

if (kappa==0)
VFr_ex_pert (k) = max(VFr_ex_pert (k),
VFa_ex_pert (j,1));
ViFr_ex fix(k) = max(VFr_ex fix(k),

VFa_ex_fix(j,1));
UFr_ex_pert (k) = max (UFr_ex_pert (k),
UFa_ex_pert (j,1));
end;

VFr_pert_fix (k)

max (VEFr_pert_fix(k),
VFa_pert_fix(3,1));
end;
end;
end

end

for k=1l:nint
fprintf (" \nFehler auf dem Abschnitt
[$f, S$flx[%f,%f]:\n’,
xlint (k,1),x1lint (k,2),x2int (k,1),x2int (k,2) );
fprintf (! ----——1—+1-—1—1-+1-—H—"-"—-"1""-"""""""""""""""""""——— \n’);
if (kappa==0)

fprintf (" | |[V_ex - V_pert]|: %$e\n’ ,VFr_ex_pert (k));
fprintf (/| |V_ex - V_fix ||: %e\n’,VFr_ex_fix(k));
end;
fprintf (' | |V_pert - V_fix]||: $e\n’ ,VFr_pert_fix(k));

if (kappa==0)
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fprintf (' | |U_ex — U_pert]|: %$e\n’ ,UFr_ex_pert (k));
end;

end;

%error plots value functions

if (kappa==0)

%perturbation V

figure

hold on;

for k=xla:laengexl

for 1=x2a:laengex?2
if (VFa_ex_pert(l,k)>0.1)
plot (x1 (k) - (xlschritt/2),x2(1),"s’,
"MarkerEdgeColor’,’k’,

"MarkerFaceColor’,’r’,"MarkerSize’, 06);

else
plot (x1 (k) - (x1lschritt/2),x2(1),"s’,
"MarkerkEdgeColor’,’k’,
"MarkerFaceColor’,’qg’, " MarkerSize’, 6);
end
end

end

xlabel ("x_1");

ylabel ("x_2");

title (' \bf{Fehler in V\_pert kleiner 0.1}")
hold off;

$fixed-point V

figure
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hold on;
for k=xla:laengexl
for 1=x2a:laengex?2
if (VFa_ex fix(1l,k)>0.1)
plot (x1 (k) - (xlschritt/2),x2(1),"s’,
"MarkerkEdgeColor’,’k’,
"MarkerFaceColor’,’r’,’'MarkerSize’, 06);
else
plot (x1 (k)—-(xlschritt/2),x2(1),’s’,
"MarkerEdgeColor’,’k’,
"MarkerFaceColor’,’qg’, " MarkerSize’, 6);
end
end
end
xlabel ("x_1");
ylabel ("x_2");
title (' \bf{Fehler in V\_fix kleiner 0.1}")
hold off;

end;

%difference perturbation - fixed-point V

figure

hold on;

for k=xla:laengexl

for 1=x2a:laengex?2
if (VFa_pert_fix(l,k)>0.1)
plot (x1 (k)-(xlschritt/2),x2(1),"s’,

"MarkerEdgeColor’,’k’,
"MarkerFaceColor’,’'r’,’'MarkerSize’, 06);

else
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plot (x1 (k) - (xlschritt/2),x2(1),"s’,
"MarkerEdgeColor’,’k’,
"MarkerFaceColor’,’qg’,’'MarkerSize’, 6);
end
end

end

xlabel ("x_1");

ylabel ("x_2");

title (" \bf{Differenz zwischen V\_pert und V\_fix kleiner 0.1}")

hold off;
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C Material auf der beiliegenden CD

Die beiliegende CD enthilt alle benutzten und angesprochenen Routinen im Verzeichnis
Programme, alle in der Arbeit verwendeten Abbildungen im Verzeichnis Bilder, alle zur
Auswertung verwendeten Datensitze im Verzeichnis Datensitze, sowie die komplette

Arbeit als pdf-Datei und als Latex-Datei im Verzeichnis Diplomarbeit.

Das Verzeichnis Programme

Es sind die folgenden Dateien gespeichert

e anal_deriv.m, num_eval.m, gxhx.m, gxx_hxx.mundgss_hss.m

fiir die Perturbations-Methode nach SCHMITT-GROHE und URIBE.

e Beispiel.m, Beispiel_Zahlen.m, Beispiel_run.m fiir die Imple-
mentierung des Modell-Beispielsund Beispiel2.m,Beispiel2_Zahlen.m

und Beispiel2_run.m fiir die Implementierung des erweiterten Modells.

e compute_Vcoeff.mw fiir die Perturbations-Methode nach COLLARD und JUIL-

LARD.

e compute.m zur Speicherung der exakten Losungen und der Approximationen

durch die Perturbations-Methoden.
e fixed_point.cpp fiir die Implementierung der Fixpunkt-Iteration.

e showb51.mbeziehungsweise show251 . m fiir die praktischen Auswertungen und

zur Erzeugung der Abbildungen.
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Das Verzeichnis Bilder

Um die Abbildungen besser zuordnen zu konnen, haben die Datei-Namen die gleiche

Bezeichnung wie die entsprechenden Abbildungsnummern im Text.

Das Verzeichnis Datensatze

Die benutzten Datensitze sind in zwei Dateien gespeichert. Die Datei 51-11 enthilt die
Auswertungen fiir 51 Gitterpunkte in ;- beziehungsweise x,-Richtung, sowie 11 Gitter-
punkte fiir die Zufallsvariable. Analog befinden sich in 251-51 die Auswertungen fiir 251
beziehungsweise 51 Gitterpunkte. In jeder dieser Dateien gibt es jeweils eine Datei fiir
die unterschiedlichen o. Darin sind die Datensitze fiir die approximativen und exakten

Losungen gespeichert, iiber deren Namensgebung die folgende Tabelle Aufschluss gibt.

Name der Datensitze Inhalt
U_exaktOklein.asc exakte Kontrollfunktion fiir k = 0 auf
dem Gebiet [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]
U_exaktOgross.asc exakte Kontrollfunktion fiir k = 0 auf
dem Gebiet 0.3, 8.8] x [—0.32,0.32]
U_pert2klein.asc Kontrollfunktion mit Perturbations-Methode
fiir k = 2 auf dem Gebiet [0.8,4.2] x [—-0.32,0.32]
V_exaktOklein.asc exakte Wertefunktion fiir k = 0 auf
dem Gebiet [1.0,4.0] x [—0.32,0.32]
V_pert10gross.asc Wertefunktion mit Perturbations-Methode
fiir k = 10 auf dem Gebiet [0.6, 7.3] x [—0.32,0.32]
V_fix15gross.asc Wertefunktion mit Fixpunkt-Iteration
fiir k = 15 auf dem Gebiet [1.0, 6.4] x [—0.32,0.32]
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