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Kapitel 1
Einleitung

In dieser Diplomarbeit werden implizite Runge-Kutta-Verfahren hoher Konsi-
stenzordnungen hergeleitet und die zugehorigen Diskretisierungen dann mittels
eines Kollokationspolynomansatzes als ein direktes Losungsverfahren fiir Opti-
malsteuerungsproblemen eingesetzt.

Themeniibersicht. Diskretisierungsentscheidungen miissen fiir viele Aufgaben-
stellungen der numerischen Mathematik getroffen werden. Dazu gehdren die bei-
den wichtigen Problemstellungen der Anfangswert- und Optimalsteuerungspro-
bleme. Eine grundlegende Position nehmen numerische Integrationsverfahren ein,
denn die beiden erwdhnten schwierigeren Problemstellungen besitzen Struktu-
ren von Integrationsproblemen. Numerische Losungsverfahren fiir Integrale las-
sen sich deshalb oft auf Differentialgleichungen und Optimalsteuerungsprobleme
iibertragen.

Fiir die numerische Integration einer Funktion f im Intervall [to, ¢ 4+ h] kann die
Quadraturformel

to+h S

F(&)dt =Y " bif (to+ cih)
to i=1

angesetzt werden. Eine besondere Effektivitit besitzt die Gaufk-Quadratur, bei
der die s Knoten ¢ = (cy,...,cs)? durch die Nullstellen von speziellen ortho-
gonalen Polynomen ermittelt werden. Die Gaul-Quadratur wird in Numerik-
Grundvorlesungen etwas durch die einfacheren Newton-Cotes-Regeln und die
ausgekliigelte Romberg-Extrapolation iiberschattet, erreicht jedoch den maxima-
len Exaktheitsgrad 2s — 1. Besonders beliebt ist die Abart der Gaufk-Lobatto-
Verfahren, bei der mit ¢; = 0 und ¢, = 1 die Randpunkte des Intervalls als
Knoten gewidhlt werden, und die Exaktheit nur auf 2s — 3 sinkt. Der Stiitzstel-
lenvektor ¢ = (c1,...,c,)T ist in dieser Arbeit ein elementarer Bestandteil fiir
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Diskretisierungen aller drei Aufgabenstellungen. Eine erste Verwendung findet
die Gauk-Quadratur bei der numerischen Losung von Anfangswertproblemen.
Fiir das Anfangswertproblem

i(t) = f(t,z(t)), x(to) =0, tE [to,to+ hl,

daf auch als Integrationsproblem formulierbar ist, lassen sich die Runge-Kutta-
Verfahren als eine Klasse von Einschrittverfahren entwickeln. Die Theorie der
impliziten Runge-Kutta-Verfahren wurde mittels der graphentheoretischen Dar-
stellung von John Charles Butcher gewonnen. Seine Werke, wie [12], sind aber
aufgrund ihres Umfangs und ihrer Komplexitét in dieser Diplomarbeit nicht rezep-
tierbar. Die impliziten Runge-Kutta-Verfahren, die durch die Butcher-Tableaus
charakterisiert werden, sind aber im wesentlichen durch die Gauf-Quadratur er-
klarbar. Die Vektoren ¢ und b des unten abgebildeten Butcher-Tableaus

ci|ann ... Qs
Cs | Qg1 ... Qgg
by ... b,

stimmen bei den Verfahren hoher Konsistenzordnungen mit den Knoten und Ge-
wichten der Gaufk-Quadratur iiberein. Man erreicht die maximale Konsistenz-
ordnung 2s, wenn die rechte Seite f der Differentialgleichung korrespondieren-
de Differenzierbarkeitsvoraussetzungen aufweist. Bei Lobatto-Verfahren liegt die
Konsistenzordnung wiederum um zwei niedriger bei 2s — 2.

Ein alternativer numerischer Ansatz zur Losung eines Anfangswertproblems be-
steht in einem Polynomansatz p mit Gradp = s:

p(to + cih) = f(to + c;ih,p(to + ¢;h)), i=1,...,s, p(to) = 0.

Uberraschenderweise sind gewisse solche Ansiitze fquivalent zu speziellen impli-
ziten Runge-Kutta-Verfahren, wie in [28] oder 18] gezeigt wird. Diese Kolloka-
tionsverfahren besitzen dann nicht nur die selben Konsistenzordnungen, sondern
liefern im Gegensatz zu Einschrittverfahren statt einer Gitterfunktion sogar eine
kontinuierliche Losung.

Geschickte Diskretisierungen bilden auch die Basis der direkten Losungsverfahren
von Optimalsteuerungsproblemen. Wie in [19] werden Gauf-Lobatto-Kollokations-
verfahren verwendet, um den Zustand z und die Steuerung u polynomial zu appro-
ximieren. Hierbei spezialisiert sich die Arbeit weitgehend auf Linear-Quadratische
Optimalsteuerungsprobleme der folgenden Grundstruktur:
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Minimiere
%x(tf)TS z(ty) + % /tof(x(t)TQ(t) z(t) +u(t)' R(t) u(t)>dt

unter den Nebenbedingungen
w(t) = A@)z(t) + B(t)u(t),
x(ty) = xo.

Ein Kollokationspolynomansatz fiir Optimalsteuerungsprobleme fiihrt zu einem

finiten nichtlinearen Optimierungsproblem, fiir Linear-Quadratische Optimalsteue-
rungsprobleme zu einem Quadratischen Programm. Fiir solche Aufgaben werden

Beispielrechnungen mit dem Optimierungsprogramm SCPIP 3.0 durchgefiihrt,

wobei dann teilweise auch schwierige Restriktionen wie Randwerte und Steuer-

beschriankungen hinzugefiigt werden.

Kapiteliibersicht. In Kapitel 2 wird die Gauk-Quadratur erarbeitet. In den
ersten Abschnitten 2.3 und 2.4 werden zuerst orthogonale Polynome, vor allem
Legendre-Polynome, studiert. Numerische Integrationsverfahren folgen und fiih-
ren im Abschnitt 2.6 zum Satz 2.16, der Verfahren des maximalen Exaktheitsgra-
des 2s — 1 charakterisiert. Danach werden modifizierte Verfahren wie die Gauf-
Lobatto-Regeln entwickelt.

Das Kapitel 3 iiber Differentialgleichungen trigt in 3.2 zunéchst allgemeine Sétze
zu Anfangswertproblemen zusammen. In 3.3 werden numerische Einschrittver-
fahren definiert, wihrend 3.4 die Konvergenzbegriffe schildert.

Das Kapitel 4 thematisiert Runge-Kutta-Verfahren, wobei vor allem [12] und [28|
verwendet wurden. Im einfiihrenden Abschnitt 4.2 werden bereits Zusammenhén-
ge zur Gaul-Quadratur sichtbar. Abschnitt 4.3 definiert diese Verfahrensklasse
allgemein und liefert den wichtigen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 4.4. Im Satz
4.8 des Abschnitts 4.4 werden die Grenzen der expliziten Runge-Kutta-Verfahren
ersichtlich. Bei s Stufen erreicht man hochstens die Ordnung s. Die Verfahren der
maximalen Konsistenzordnung 2s werden in 4.5 hergeleitet. Hierbei liefern die
Satze 4.22 und 4.25 die entscheidenen Konstruktionsvorschriften. Die abgeleite-
ten Radau- und Lobatto-Verfahren werden im Abschnitt 4.6 vorgestellt.

Der Satz 5.3 des Kapitels 5 iiber Kollokationsverfahren verdeutlicht den Zu-
sammenhang spezieller Kollokationsverfahren mit bestimmten impliziten Runge-
Kutta-Verfahren. Im Satz 5.6 wird eine klare Bedingung gestellt, wann ein Kollo-
kationsverfahren einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren entspricht. Dieses Ka-
pitel richtet sich vor allem nach [28], [18] und [58].

Das Kapitel 6 behandelt Optimalsteuerungsprobleme. In 6.3 erfolgt eine kur-
ze Hinfiihrung zu einem vereinfachten Minimumprinzip. Die Definition 6.13 im
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Abschnitt 6.4 leitet dann zu Linear-Quadratischen Optimalsteuerungsproblemen
iiber. Die in Bemerkung 6.16 resiimierten Ergebnisse des Satzes 6.14 pradesti-
nieren diese Problemstellung fiir einen stetig differenzierbaren numerischen Lo-
sungsansatz.

Nachdem bereits in Abschnitt 6.5 direkte Losungsverfahren fiir Optimalsteue-
rungsprobleme eingefiihrt wurden, wird in 7.2 ein Kollokationsansatz fiir den Zu-
stand x und die Steuerung u vorgeschlagen. Hierbei mufl auf theoretische Begriin-
dungen weitgehend verzichtet werden. [7], [46] und [63] dienen als Ideenreservoir.
Die allgemeine Umsetzung miindet in Problem 7.4, der korrespondierende Ansatz
fiir Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme hingegen in Problem 7.8 -
wie in [19] - bzw. in Problem 7.12.

In Kapitel 8 werden Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme mit der
Vorgehensweise des Kapitels 7 mithilfe des Fortran77-Codes SCPIP 3.0 numerisch
gelost. Die Abschnitte 8.2 und 8.3 beschreiben die Umsetzung und Implementie-
rung der Problemstellungen 7.8 (bzw. 7.12) in SCPIP 3.0, wobei das Benutzer-
manual [64] unverzichtbar ist. Der Abschnitt 8.4 prisentiert Beispielrechnungen,
die in Abschnitt 8.5 kommentiert werden.

Resiimee. Die Runge-Kutta-Verfahren bendétigen fiir die Konsistenzresultate
ausreichende Differenzierbarkeitsvoraussetzungen der Funktion f. Davon abge-
sehen ist die Konvergenztheorie aber fundiert und abgeschlossen. Bei direkten
Losungsverfahren fiir Optimalsteuerungsprobleme ist die Konvergenztheorie viel
schwieriger (vgl. [52]). Im Kontrast zu Anfangswertproblemen zerstéren nicht
fehlende Glattheitsgegebenheiten beteiligter Funktionen die Differenzierbarkeits-
eigenschaften der optimalen Losungen, sondern die Aufgabenstruktur. Weisen die
Linear-Quadratischen Beispiele in Abschnitt 8.4 relativ glatte optimale Trajek-
torien auf, so ist ein Polynomansatz ziemlich effektiv bei nur geringem Aufwand,
siehe Beipiele 8.2 und 8.3. Jedoch fiihren bereits Steuerbeschrinkungen und Rand-
werte bei Linear-Quadratischen Optimalsteuerungsproblemen zu Spriingen in der
optimalen Steuerung. Die Approximation dieser Umschaltpunkte ist schwierig,
wie Beispiel 8.8 dokumentiert. Doch erweisen sich die Werte an den Lobatto-
Knoten bereits bei geringem Abstand zu den Sprungstellen als sehr genau, es
kommt sogar die polynomiale Interpolation der numerischen Losungen zur Gel-
tung. Eine zunehmende Gitterfeinheit verbessert die Losungen weiter, aber noch
mehr die Involvierung von Informationen des Losungsverlaufs nach einer ersten
[teration.

Bayreuth, Januar 2007 Eggert Rose



Kapitel 2

Orthogonale Polynome und
Gauls-Quadratur

2.1 Einleitung

Dieses Kapitel besteht aus zwei Teilen, um die sich verbindende und abrun-
dende Abschnitte gruppieren: orthogonale Polynome zuerst und danach Gauf-
Quadratur-Integrationsregeln. Diese beiden Themen reprasentieren Techniken aus
dem Bereich der numerischen Interpolation und Integration. Obgleich diese Be-
reiche eigentlich bereits in Grundvorlesungen der numerischen Mathematik be-
handelt werden, unterbleibt doch meistens eine tiefgehendere Betrachtung der
orthogonalen Polynome und der Gauf-Quadratur. Die orthonalen Polynome und
die ankniipfende Gaufk-Quadratur besitzen jedoch eine sehr umfassende, abge-
schlossene Theorie, die nach gewissen Kriterien Hochstleistungen erzielt. Da sich
Integrationsmerkmale auch auf andere Aufgabenstellungen wie Anfgangswertpro-
bleme iibertragen lassen, gelingt es nur mit Kenntnissen der Gaufk-Quadratur
auch fiir solche Problemstellungen exzellente numerische Verfahren herzuleiten.
Die Ergebnisse dieses Kapitels durchdringen deshalb alle anderen Kapitel.

Die numerische Integration wird in Abschnitt 2.2 motiviert.

Im Abschnitt 2.3 werden orthogonale Polynome formal eingefiihrt.

Im anschliefenden Abschnitt 2.4 werden Legendre-Polynome als ein Spezialfall
orthogonaler Polynome behandelt.

Nun startet der zweite Block des Kapitels: Abschnitt 2.5 erortert elementare
Gedanken zur numerischen Integration.

Der Abschnitt 2.6 iiber die Gauf-Quadratur umfaft das Kernstiick der Darstel-
lung der numerischen Integration. Die Gauf-Quadratur basiert dabei entschei-
dend auf den vorangehenden Abschnitten iiber orthogonale Polynome.
Abschnitt 2.7 modifiziert 2.6 um einige Erweiterungen.

5
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Abschnitt 2.8 dient als Hilfs- und Ergidnzungsabschnitt des Kapitels.

Der Inhalt dieses Kapitels ist grofitenteils in Biichern und Skripten von Numerik-
Grundvorlesungen zu finden. Verwendet wurden vor allem [26], [55], [56], [53],
[30], [41], [42], [62], [47] und |27]. Funktionalanalytische Aspekte kann man in
[60] nachlesen. [51] soll die Bedeutung der Thematik in der Physik untermauern.

2.2 Motivation

Die folgenden einleitenden Erlduterungen werden noch formlos geschrieben. Die
auftretenden Aufgaben- und Fragestellungen sind durchaus geldufig; eine mathe-
matisch exakte Ausformulierung erfolgt in den spateren Kapiteln.

Das Rechnen mit gewthnlichen Differentialgleichungen gehort zu den Standard-
aufgaben der Mathematik. Ein Anfangswertproblem

i(t) = f(t,z(t)), x(to) = o, (2.1)

laft sich durch Integration in eine Integralgleichung umformen:

z(t) = xo + /tf(s,x(s)) ds. (2.2)

Das Losen dieser Integralgleichung ist dquivalent zum Losen der urspriinglichen
Differentialgleichung. Die Schwierigkeit des Ausgangsproblems ist auf ein Integra-
tionsproblem iibergegangen. Eine offenbar verwandte, wenn auch nicht identische,
Aufgabenstellung lautet:

Tlg) = / o(c) da. (2.3)

Méchte man den Wert des Integrals bei gegebenem Intervall [a, b] ermitteln, sucht
man ein geeignetes numerisches Integrationsverfahren. Der klassische Qudratur-
ansatz lautet:

I[g] = L.[g] + R.lg] = Z aig(z;) + Rulg], o € R, (2.4)

wobei I,[g] iiblicherweise beliebige Polynome bis zu einem gewissem Grad exakt
integrieren soll (der ,Exaktheitsgrad” einer Integrationsregel) und R,[g] die Feh-
lerdarstellung angibt. Die Wahl der z; und «; bestimmt den Exaktheitsgrad der
Integrationsformel. Legt man die n Knoten x; auf dem Intervall [a, b] dquidistant
fest, so erhdlt man die Newton-Cotes-Formeln. Diese gewihrleisten in etwa den
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Exaktheitsgrad n, wobei der Exaktheitsgrad aufgrund gewisser Feinheiten leicht
variieren kann.

Bei einer adquidistanten Wahl der Knoten hat man jedoch den Spielraum der
Integrationsregel stark eingeschrinkt. Bei der Gauk-Quadratur werden dagegen
die Knoten und Gewichte als 2n freie Parameter aufgefaftt. Die Knoten werden
nun so positioniert, daf der Exaktheitsgrad moglichst maximal wird. Tatséchlich
erreicht man so den (maximalen) Exaktheitsgrad 2n — 1. Die Knoten ergeben sich
hierbei iiber die Nullstellen gewisser orthogonale Polynome.

Es wird sich - als Vorgriff auf Kapitel 4 - ergeben, daf die Eigenschaften der im-
pliziten Runge-Kutta-Verfahren aus denjenigen der Gaufk-Quadratur folgen. Die
Resultate der Gauk-Quadratur werden aus dem Studium der orthogonalen Poly-
nomen erkennbar. Dieses Kapitel startet logisch in der umgekehrten Reihenfolge
zunéchst mit den orthogonalen Polynomen, besonders den Legendre-Polynomen.
Im Anschluf folgt dann die Anwendung dieser Theorie auf die Integration und
fiihrt zur Gauk-Quadratur.

2.3 Orthogonale Polynome

Der Abschnitt folgt zunéchst [26, Abschnitt 4.3]. Es sei P der Raum der Polyno-
me. Fiir die Charakterisierung von Orthogonalitit bendtigt man ein Skalarpro-
dukt.

Definition 2.1. Es sei durch a,b € R das Intervall [a,b] gegeben. w : (a,b) — RT
sei eine nichtnegative, Lebesque-integrierbare Funktion, die Gewtichtsfunktion
genannt wird. Fir p, q € P sei

b
(.00 = [ w@p@)(o) do
das Skalarprodukt von p und q und

Ipll, = /PP,
die zugehdrige Norm.

Die Eigenschaften eines Skalarprodukt sind leicht nachzuweisen, siehe hierzu |60,
Abschnitt V.1]. Zwei Polynome p und ¢ sind zueinander orthogonal, wenn

(p,q), =0 (2.5)

gilt. Im folgenden bezeichne (p;);en, eine Folge von Polynomen aus P, wobei i
den Grad der Polynome angeben soll.
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Satz 2.2 (Orthogonalsystem). Die p; bilden ein Orthogonalsystem beziiglich
der Gewichtsfunktion w, wenn

wops)y =4 1T
o, i# g

mat v; > 0 fir alle @ gilt.

Im weiteren Verlauf wird unter p;, ¢ € Ny in diesem Abschnitt immer ein Orthogo-
nalsystem verstanden, wohingegen ein p ohne Indizierung ein beliebiges Polynom
bezeichnet.

Zuerst mufs die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen orthogonalen Polynom-
folge zu einer beliebigen Gewichtsfunktion w bewiesen werden. Auch eine Kon-
struktionsvorschrift ist wiinschenswert. Dies liefert der nichste Satz.

Satz 2.3 (Rekursionsvorschrift). Zu jeder Gewichtsfunktion w ezistieren ein-
deutig bestimmte orthogonale Polynome (p;)ien, mit fihrenden Koeffizienten 1.
Sie erfiillen die Rekursionsgleichung

pi(x) = (x + b)pi—1(z) + cipi—a(z), i=1,2,... mit (2.6)
P—_1=pPo = 1 und (27)
b — — <$pi—1>pi—1>w o= _<pi—1>pi—1>w (2.8)

<pi—1api—1>w, L <pi—2>pi—2>w‘

Beweis. Der Satz wird mit Induktion bewiesen und findet sich in zahlreichen
Lehrbiichern und Skripten, etwa in [26, Satz 4.20] oder [55, Abschnitt 3.6]. [

Die obige Rekursion liefert eine Folge von Polynomen aufsteigenden Grades. Fer-
ner 1aft sich auch jedes Orthogonalsystem durch Normierung in ein Orthonormal-
system transformieren, so daft man sogar ein vollstdndiges Orthonormalsystem
(VONS) von P gewinnt.

Es wird nun mit F; der Raum der Polynome bis zum Grad ¢ bezeichnet. Dann
gilt mit Satz 2.3

(p.pi), =0 Vpe Py, (2.9)

denn das Polynom p kann als eine Linearkombination der Polynome py, ..., p;_1
dargestellt werden. Die Linearitdt des Skalarprodukts fiihrt mit der Orthogona-
litatseigenschaft des Orthogonalsystems zum Ergebnis.

Eine besonders wichtige Rolle spielen die Nullstellen der orthogonalen Polynome.
Dazu ergibt sich der folgende, bedeutende Satz, den man in [30, Abschnitt 5.4|
und [55, Satz 3.6.10] findet:
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Satz 2.4 (Nullstellensatz). Bilden die Polynome (p;)i=o,..n ein Orthogonalsy-
stem auf dem Intervall [a,b] beziiglich der Gewichtsfunktion w, so besitzt jedes
dieser Polynome lauter einfache, reelle Nullstellen im offenen Intervall (a,b).

Beweis des Nullstellensatzes. Esseien; 1, ..., x;; die Nullstellen von p;. Auf-
grund der Orthogonalitit gilt:

b
O=<pi,p0)w:/(:E—xm)-...~(:1:—xi7i)-w(x)dx, i>1.

Es existiert also mindestens eine reelle Nullstelle mit Vorzeichenwechsel in (a, b)
mit ungerader Vielfachheit. Es seien mit x; 4, K = 1,...,[ die reellen Nullstellen
ungerader Vielfachheit in (a,b) bezeichnet. Dann gilt mit

[(z) := H(a: — Tik),

dak p;(z)II(x) in (a,b) nicht das Vorzeichen wechselt:
P@)I() <0 ¥ p(@)() >0 Vo € (a,b).
Daraus folgt:
(pi, ), # 0, aber (p;,p), =0 fiir p € P_y.

Also mufs IT ein Vielfaches von p; sein, und somit sind alle Nullstellen reell, einfach
und liegen im Intervall (a, b). O

Dieser Satz ist sehr bedeutsam. Die Eigenschaften der Nullstellen wirken sich
pragend auf viele Bereiche der weiteren Diplomarbeit aus.

Orthogonalsysteme zu unterschiedlichen Gewichtsfunktionen sind nicht nur Spe-
zialfille der numerischen Integration. Sie sind vor allem von emminenter Bedeu-
tung in der mathematischen Physik. Bekannte Beispiele sind die Tschebyscheff-
Polynome fiir

1
w(r) ;= ——auf dem Intervall (a,b) :=(—1,1) (2.10)
(1—a?)

und die Hermite-Polynome fiir
w(z) ;=1 auf dem Intervall [a,b] :=[-1,1]. (2.11)

Diese und andere Félle werden jedoch nicht weiter analysiert. Der wichtigste
Spezialfall tritt bei

w(z):=1 und [a,b]:=[-1,1] (2.12)

auf und wird im nachfolgenden Abschnitt behandelt: die Legendre-Polynome.
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2.4 Legendre-Polynome

Eine bedeutende Rolle spielen die Legendre-Polynome in der mathematischen
Physik, sie treten zum Beispiel bei der Analyse des Drehimpulses des Wasserstoff-
atoms auf, siehe etwa [51, Abschnitt 5.3|. Im Kontext der numerischen Integration
bilden sie die Grundlage der Gauk-Quadratur im Abschnitt 2.6.

Satz 2.5 (Legendre-Polynome). Die Legendre-Polynome

1 a (22— 1)"], neN, (2.13)

Ln(z) = 2n .l dzn

bilden auf dem Intervall [—1,1] beziiglich der Gewichtsfunktion w = 1 mit dem
Skalarprodukt (-,-)_ der Definition 2.1 ein Orthogonalsystem. Es gilt:

! 2= n=m
/ Ly(2) Ly (z) dz = < 20V " n,m €N, (2.14)
-1 07 n 7£ m,

Bewets. Der Beweis verwendet den Nullstellensatz 2.4 und partielle Integration,
siehe [53, Satz 3.38] oder |62, Lemma 3.10]. O

Das Skalarprodukt entspricht hier dem bekannten Lo-Skalarprodukt. Eine andere
Darstellung der Legendre-Polynome ist

p LS e () () wen s

- 1 n
=0

NE
[

wobei | -] die Gauk-Klammer bezeichnet. Diese Formel ergibt sich aus der Anwen-
dung des Binomischen Lehrsatzes auf (22 — 1)" und nachfolgender Differentiation.
Zum Rechnen ist diese Formel hiufig gut geeignet.

Mit dem Satz 2.3 berechnet man die Drei-Terme-Rekursion fiir n > 1:

2n + 1 n

Lo(z) =1, Li(z) ==, Lyn(x)= nt 1 Ly (z) - n+1

Ln_i(z). (2.16)

Die Legendre-Polynome der Grade 1 bis 5 lauten beispielsweise:

(z) = =,
(r) = 1,52 —0,5,

Liy(x) = 2,52° — 1,5z, (2.17)
() = 4,3752% — 3,752% 4 0, 375,

(r) = 7,8752° — 8,752 + 1,875x.
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Mit dem Vorfaktor 4/ 2”2—“ werden die Legendre-Polynome orthonormiert. Im iib-
rigen erhélt man die Legendre-Polynome auch durch die Anwendung des Ortho-
normalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt auf die Monome 2z, n > 0 (zur
Gram-Schmidt-Orthonormalisierung: |38, Kapitel 1, Abschnitt 13| oder |41, Ab-
schnitt 4.4]).

Bei Betrachtung der Formel (2.13) erkennt man, daf jedes Legendre-Polynome

entweder gerade oder ungerade ist. Es gilt damit die Gleichung
L,(z)=(=1)""- L,(—x). (2.18)

Die L,, sind demnach punktsymmetrisch zu (0,0) fiir ungerade n und achsen-
symmetrisch zur y-Achse fiir gerade n. Damit sind die Nullstellen der Legendre-
Polynome symmetrisch um 0 verteilt sind. Nach dem Nullstellensatz 2.4 sind sie
einfach, reell und in (—1, 1) liegend. Ungerade L,, haben somit insbesondere eine
Nullstelle bei = 0. Einen Eindruck vom Verlauf der Legendre-Polynome liefert
die Abbildung 2.1.

Abbildung 2.1: Legendre-Polynome L1, Lo, L3 und Ly

Es gibt keine explizite Formel zur Berechnung der Nullstellen. Sie miissen folglich
numerisch berechnet werden. Dies kann direkt iiber die Losung des nichtlinearen
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Gleichungssystems L, (z) = 0 geschehen. Stattdessen konnen die Nullstellen auch
als Eigenwerte einer Tridiagonalmatrix ermittelt werden, was numerisch effizien-
ter ist. Ndheres dazu findet man in [55, Abschnitt 3.6] und [62, Abschnitt 4.3.2].
Die Nullstellen der Legendre-Polynome L, sind iiberdies in zahlreichen Nach-
schlagewerken tabelliert. Eine klassische Adresse dafiir ist das Buch [1, Kapitel
25]. Moderne Mathematikprogramme wie Maple und Matlab stellen die Nullstel-
len ohne groferen Arbeitsaufwand mit hinreichender Genauigkeit zur Verfiigung,
siehe hierzu auch Abschnitt A.3. Die Abbildung 2.2 vergleicht optisch die Lage der
Nullstellen von Legendre-Polynomen verschiedenen Grades im Intervall [—1,1].
Die Nullstellen liegen offenbar zu den Intervallenden hin dichter als im Zentrum.

R @ @ @ ® @ & ® -9
@ @ @ @ @ ®  ® n=8
@ ® @ @ ® @ ® n=7
@ ® ® ® @ ® n=6
—8 @ @ ® &— -5
—@ @ @ ® — n-=4

® ® @ n=3

|
-
o
-

Abbildung 2.2: Nullstellen der Legendre-Polynome L3 bis Lg

Oftmals wird das Intervall [—1,1] auf [0,1] transformiert, da bei einigen An-
wendungen das Intervall [0, 1] favorisiert wird, zum Beispiel bei Runge-Kutta-
Verfahren (siehe Kapitel 4). Mit der Substitution = := 2t — 1 ergibt sich:

1 d
L,(2t—-1)=— -—[t"(t—1)"], tel0,1]. 2.19
(2r—1)=— -1, teo.1] (219
Mit dem folgenden niitzlichen Lemma wird die Thematik der orthogonalen Poly-
nome abgeschlossen.

Lemma 2.6.
Ln(=1) = (=1)" (2.21)
Beweis. (2.20) und (2.21) lassen sich mit Induktion beweisen. Man rechnet (2.20)

und (2.21) fiir die ersten n nach. Mit der Rekursionsformel (2.16) kann man dann
leicht nachweisen, daf (2.20) und (2.21) allgemein gelten. O

2.2
2.2

(2.20) und (2.21) geben Aufschluf iiber die Funktionswerte am Rand des Intervalls
des [—1, 1]. Das Lemma 2.6 wird fiir den Satz 2.30 verwendet, dem ab Abschnitt
7.4 eine wichtige Hilfsfunktion zukommt.
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Man kann ferner eine Beschrinktheit der Legendre-Polynome zeigen:
|L,(z)| <1, xe€]-1,1]. (2.22)

Die letzte Eigenschaft und das Lemmas 2.6 werden auch in Abbildung 2.1 visua-
lisiert.

2.5 Erste Integrationsmodelle

In diesem Abschnitt wird die numerische Integration eingefiihrt. Es werden er-
ste Ideen geschildert, Begriffe festgelegt und die bekannten Newton-Cotes-Regeln
vorgestellt. Die Aufgabe besteht in der numerischen Integration einer Funktion:

1f] = /f(x) dz. (2.23)

Wie schon im Abschnitt 2.2 erwéhnt, lautet eine Quadraturformel:
I[f] = Lf] + Ralf] = Y cif (w:) + Ru[f], o €R. (2.24)
i=1

Der Term I,,[f] = > | a; f(x;) soll das Integral moglichst exakt approximieren.
R,[f] ist als Restglied letztendlich ein Fehlerterm. Ab jetzt gilt

x; € la,b], 1=1,...,n. (2.25)
Allgemeine Bezeichnungen sind:

Notation 2.7. Die x; in Formel (2.24) werden als Knoten oder Stitzstellen
bezeichnet, die o; als Gewichte.

Zu ersten numerischen Ansitzen gelangt man naiv und intuitiv. Die Abbildung
2.3 demonstriert zwei solche Modelle. Sie prasentiert die Mittelpunkts- und Tra-
pezregel als Beispiele fiir Aquidistant gewéhlte Stiitzstellen. Die graphischen Qua-
litdtsunterschiede der Integrationsverfahren sind in Abbildung 2.3 allerdings be-
sonders ausgeprigt. Tatsidchlich besitzen beide Verfahren den selben Exaktheits-
grad. Spéiter wird noch auf den charakteristischen Unterschied beider Verfahren
eingegangen.

Notation 2.8. Fin numerisches Integrationsverfahren besitzt den Exaktheits-
grad oder die Genauigkett m, wenn sie alle Polyome p mit Gradp < m exakt
integriert, und m die gréfStmaoglichste Zahl mit dieser Figenschaft ist.
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Abbildung 2.3: Mittelpunkts- (links) und Trapezregel (rechts)

Typischerweise withlt man nach ersten Uberlegungen ganz unbefangen die Kno-
ten z; dquidistant und erhélt durch diese Entscheidung die klassischen Newton-
Cotes-Formeln. Newton-Cotes-Formeln sind in jedem Standardwerk der Numerik
vorzufinden. Die resultierenden Ergebnisse sind weitgehend bekannt. Um nur eine
konkrete Quelle zu nennen, sei fiir die folgenden Resultate auf [26, Abschnitte 5.1
und 5.2| verwiesen.

Die Gewichte a; ergeben sich iiber die Lagrange-Polynome.

Definition 2.9 (Lagrange-Polynome). Fir paarweise verschiedene Stiitzstel-
len xy,...,x, sind die Lagrange-Polynome [; definiert durch

li(x) ::H x'_xj, i=1,...,n.

mit Gradl; =n — 1. Es gilt

iz,
Lze) = {o ik

Der Hilfsabschnitt 2.8 enthélt einige Aussagen iiber Lagrange-Polynomen.

Bemerkung 2.10. Fir die Lagrange-Polynome ist auch die Bezeichnung L; ge-
braulich; dies kollidiert in dieser Arbeit aber mit der eingefihrten Bezeichnung
fuir die Legendre-Polynome.

Oft wird zur Verallgemeinerung das Intervall [a,b] auf eine bestimmte Léange
normiert. Im Laufe des Abschnitts wird ferner meistens mit dem Intervall [—1, 1]
gearbeitet. Dies ist keine Einschrankung. Ein Integral 14t sich beliebig zwischen
den Intervallen [a,b] und [c, d] umformen.



2.5 Erste Integrationsmodelle 15

Bemerkung 2.11 (Integral-Transformation). Mittels der affinen Abbildung

b—a ad — be
x:d_c-t—i- T c#d,

kann man folgende Transformation durchfiihren:

b d
b—a b—a ad — be
dx = -t dt
/af(x) g d—c/cf<d—c T ) ’
wie man mit der Substitutionsregel der Integration berechnen kann. Fir [c,d] =
[—1,1] lautet die Transformation somit:

_b—a t+a+b
2 2

T

Es wird zwischen offenen und geschlossenen Newton-Cotes-Formeln unterschie-
den. Mit den Bezeichnungen wird ausgedriickt, ob die Intervallendpunkte als Kno-
ten genutzt werden. So ist die Mittelpunktsregel aus Abbilding 2.3 eine offene
Newton-Cotes-Regel, die Trapezregel eine geschlossene Newton-Cotes-Regel. Bei
fester Knotenzahl n unterscheiden sich beide Klassen in ihren Exaktheitsaussa-
gen. Solche Unterschiede entstehen auch zwischen geraden und ungeraden Kno-
tenzahlen n. Diese leichten Diskrepanzen sollen aber nicht erldutert werden, da
sie quantitativ zweitrangig sind. Bei festgehaltenem n bewirken sie lediglich im-
mer nur Unterschiede um einen Exaktheitsgrad. Bei der Gauk-Quadratur treten
derartige Differenzen iiberhaupt nicht auf.

Der folgende Satz zu offenen Newton-Cotes-Formeln mit geradem n und dquidi-
stanten Stiitzstellen reicht deshalb aus, die entscheidenen Resultate zusammen-
zufassen.

Satz 2.12 (Ergebnisse zur Newton-Cotes-Integration). Es sei die Aufga-
benstellung (2.23) gegeben. Die Stiitzstellen x;, i = 1...,n seien auf dem Intervall
(—1,1) dquidistant verteilt. n sei gerade. Dann hat die Newton-Cotes-Formel mit
den Gewichten

mindestens den FEzxaktheitsgrad n — 1.

Bewets. Das Grundschema des Beweises verlduft ganz einfach, indem man den
Integranden an den vorgegebenen Stiitzstellen z; durch die Summe > | f(z;)l;(x)
interpoliert. Damit folgen bereits die Genauigkeit und die Gewichte fiir gerades
n. Genaueres findet man zum Beispiel in |26, Abschnitt 5.1]. O
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Mit den Variationen zwischen offenen und abgeschlossenen sowie geraden und
ungeraden Newton-Cotes-Regeln ergibt sich hier verallgemeinernd etwa der Ex-
aktheitsgrad n. Es ldfst sich beobachten:

Bemerkung 2.13. Bei geschlossenen Newton-Cotes-Formeln treten ab n = 9
negative Gewichte auf, bei offenen Newton-Cotes-Formeln bereits ab n = 3, siehe

[47, Tabelle 9.2 und Tabelle 9.6].

Bei numerischen Anwendungen wirkt sich diese Erscheinung nachteilhaft aus,
etwa durch Ausléschungen. Es empfielt sich, derartige Regeln zu vermeiden. Diese
Eigenschaft verstiarkt zusétzlich zur geringen Exaktheit die Unterlegenheit der
Newton-Cotes-Regeln gegeniiber der Gauk-Quadratur.

Auf die folgende interessante Bemerkung wird spéter noch zuriickgegriffen.

Bemerkung 2.14. Fir den Exaktheitsgrad n — 1 im Satz 2.12 wird die Aquidi-
stanz der Stitzstellen nicht gebraucht. Fir die Lagrange-Polyome in Definition
2.9 benotigt man lediglich die paarweise Verschiedenheit der Knoten.

Zum Abschluft des Abschnitts rufe man sich noch einmal die Exaktheit als Qua-
litatsmerkmal in Erinnerung. Hinter dieser Eigenschaft eines Integrationsverfah-
rens versteckt sich die Vorstellung, eine Funktion in eine Taylor-Reihe entwickeln
zu konnen. Eine derartige polynomiale Approximation rechtfertigt dann dieses
Qualitatsmerkmal, erzeugt aber auch eine Abhéngigkeit von Differenzierbarkeits-
eigenschaften. Dies gilt auch fiir die Theorie der Gauk-Quadratur.
Integrationsverfahren werden aber normalerweise nicht auf spezielle Funktionen-
klassen zugeschnitten. Auflerdem mangelt es an anderen Bewertungsmerkmalen.
Die Nachteile - oder besser Unzulénglichkeiten - werden durchaus auch mit an-
deren Integrationsverfahren geteilt.

2.6 Gaul-Quadratur

Nun wird die entscheidende Verbesserung der bisherigen Ideen durchgefiihrt. Die
Knoten z; werden nicht mehr préaventiv fest gewahlt (insbesondere dquidistant),
sondern vorerst frei gelassen. Damit gelangt man zur Gauk-Quadratur. In diesem
Abschnitt wurden vor allem die Werke [53], [55], [62], [47] und [26] herangezogen.
Gibt man die Knoten nicht vor, sind sowohl die n Gewichte als auch die n Knoten
variabel wihlbar. Man verfiigt also iiber 2n freie Parameter. Intuitiv konnte man
erwarten, dafs damit der Exaktheitsgrad 2n — 1 erreichbar wére. Das wird sich
auch einstellen.

Die allgemeine Aufgabenstellung lautet wieder

I[f]:/_w(:v)f(:v)dx. (2.26)

1
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Zunéachst als Praludium:

Satz 2.15. Der Eraktheitsgrad einer Quadraturregel zur Formel (2.26) betrigt
hochstens 2n — 1.

Beweis (Gegenbeispiel). Die Knoten der Quadraturformel seien xy, .. ., z,, paar-
weise verschieden und in [—1, 1] gelegen. Die zu integrierende Funktion sei

fla)=]J@-2)>>0, ze[-1,1]
i=1
und hat den Grad 2n. f ist nicht identisch null im Intervall [—1, 1]. Damit gilt
1
11f] = / w(2) f(x) dz > 0.
-1

Die Quadraturformel liefert jedoch wegen f(z;) = 0:

L[f] = Zazf(xz) =0, undsomit R,[f] = I[f]— L.[f] #0.

]

Als néchstes wird der Hauptsatz des Abschnitts vorgestellt. Fiir w = 1 sind die
orthogonalen Polynome die Legendre-Polynomen.

Satz 2.16. Fir das Integrationsproblem fjlw(x)f(x) dz mit der Gewichtsfunk-
tion w existiert genau eine Quadraturformel

In[f] = Zazf(xz)a T; € [_17 1]

mit n Integrationsstitzstellen x;, die den mazimalen Genauigkeitsgrad 2n — 1
besitzt. Die Stiitzstellen x; sind die Nullstellen des zur Gewichtsfunktion w gehd-
renden orthogonalen Polynoms p,. Als Gewichte ergeben sich

1 1
a = /w(x)li(x)dx: / w(z)B(x)dr >0, i=1,...,n,
-1 -1

die damit alle echt positiv sind.

Beweis (Existenz). xq,...,x, € (—1,1) sind paarweise verschieden. Zu diesen
Stiitzstellen existiert eine Newton-Cotes-Formel mit Genauigkeit n — 1 nach der
Bemerkung 2.14 zu Satz 2.12. Sei p ein beliebiges Polynom mit Gradp < 2n — 1.
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P ist ein orthogonales Polynom im Sinne von Abschnitt 2.3. Wird nun p durch
ppn dividiert, erhdlt man

p(x) = q(@)pn(z) + r(2),
wobei r und g Polynome darstellen (7 ist ein Restterm), mit
Gradg<n-—1, Gradr<n-—1.

Wegen der Orthogonalitétseigenschaft von p,, siehe (2.9), folgt:

/_lw(:v)P(x) dr = /_lw(x)q(x)pn(x) dx + /_1w(1:)r(x) do = /_1w(:v)r(x) dr.

1 1 1 1

Aufgrund der Exaktheit n —1 der Newton-Cotes-Regel gilt mit deren Gewichten:

=0Vi
n n A n
Z app(z;) = Z ;q(;)pn () + Z a1 (z;)
=1 =1 =1

ZZZZ;W(%) L / 1W($)T(x) dr = / lw(:v)p(x) dx.

1 1

Somit ist die obige Quadraturformel exakt fiir Polynome des Grades < 2n—1 und
nach Satzes 2.15 folglich von maximaler Exaktheit. Da l? vom Grade 2n — 2 <
2n — 1 ist, liefert die Exaktheit der Gauk-Quadratur:

1 n
0< / w(z)liF(z)dx = Zajlf(xj) = i=1,...,n.
_ =

1

Somit sind die Gewichte alle echt positiv. Auf den Beweis der Eindeutigkeit wird
verzichtet, siche auch |53, Satz 7.6]. O

Die Positivitét aller Gewichte unterscheidet die Gauk-Quadratur von den Newton-
Cotes-Formeln, sieche Bemerkung 2.13. Das verhindert numerische Ausléschungen
bei hohen n.

Besonders wichtig ist fiir diese Diplomarbeit der Fall w = 1. Integriert man die
Funktion f =1 fiir diese Gewichtsfunktion, folgt die Summe der Gewichte:

n 1
> a; :/ 1dx = 2. (2.27)
=1 -

1

Auf das Einheitsintervall normiert ergébe die Summe Eins. Man kann sogar eine
explizite Formel fiir die einzelnen Gewichte herleiten:
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Satz 2.17. Die Gewichte der Gauf-Quadratur mit der Gewichtsfunktion w = 1
auf dem Intervall [—1,1] sind gegeben durch

2
Q; = g s ZIL,TL
(1 = 2f)(Ln(2:))?
Dabei ist L, ist Ableitung des Legendre-Polynoms von Formel (2.13). Als Folge-
rung des Satzes 2.4 kann der Nenner niemals null werden.

Beweis. Siehe |21, Abschnitt 7.3| oder |9, Proposition 4.2]. O

Man kann die Gewichte einer Gaufs-Legendre-Regel also problemlos fiir jedes n
berechnen und tabellieren. Zusammen mit den Nullstellen der Legendre-Polynome
sind sie in [1, Kapitel 25] aufgelistet.

Ein bedeutsames Qualitdtsmerkmal einer Integrationsvorschrift ist die Integrati-
onsfehlerdarstellung. Fiir die Gauk-Quadratur gilt:

Satz 2.18 (Fehlerterm fiir GauR-Quadratur). Fir f € C*"([a,b]) gilt mit
einem & € (a,b):

’ - e (8)
[t = Y austw) = L5 ).
a i=1 )
Beweis. In [42, Abschnitt 4.3] wird der Beweis mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung gefiihrt, wihrend [55, Abschnitt 3.6] Resultate der Hermite-
Interpolation verwendet. Il

Die Fehlerabschitzung des Satzes 2.18 ist zundchst abstrakt und verrdt ohne an-
gegebene Funktion f wenig. Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen sind zudem
stark. Jedoch 1aft sich der Fehlerterm trotz des unbekannten £ bei geniigend
glatten Ableitungen im Intervall [a, b] oftmals nach oben abschétzen. Auch ohne
Berechnung der Ableitungen kann man bei ausreichender Glattheit der Funktion
hoffen, dafs der Fehler mit n schnell abnimmt. Jedenfalls weist der Term (2n)!
im Nenner auf ein giinstiges Verhalten hin. Bei gegebener Gewichtsfunktion 14t
sich das Skalarprodukt (p,,p,), im voraus berechnen. Man kann beispielsweise
zeigen:

Bemerkung 2.19. Firw =1 gilt:

(n!>422n+1
2n))2(2n + 1)’

<pnapn>w = <Lm Ln>wzl = ((

siehe [30, Kaptitel 7, §3] oder [62, S.241 zusammen mit Satz 3.7]. Wertvoll ist
dieser Term fiir Fehlerabschdtzungen umso mehr, da in dieser Diplomarbeit die
konstante Gewichtsfunktion w = 1 fokussiert wird.
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Der Satz 2.18 und vorherige sollten nicht zu Fehlschliissen verleiten: Die Analyse
von Gauf-Quadratur darf sich nicht darauf beschrénken, das Intervall [a, b] fest zu
wahlen und dann n variieren zu lassen. Insbesondere wird n bei praktischen An-
wendungen nicht beliebig vergréfert. Die Verkleinerung des Intervalls ist genauso
wichtig. Die dazugehorige Analyse ist vergleichbar mit der Konsistenzanalyse bei
numerischen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen (vgl. Abschnitt
3.4). Das Intervall [a, b] kann man insofern auch als Intervall [a, a+ h] interpretie-
ren. Damit wird auch die lokale Aussage der Fehlertermschiatzung betont, denn
man muf davon ausgehen, daf das Intervall [a,a 4+ h] nur einen Teilbereich des
zu integrierenden Intervalles darstellt. Die Intervalllinge h ist dann implizit im
Fehlerterm des Satzes 2.18 enthalten. Der nichste Satz ist deswegen im Grunde
genommen eine Folgerung. Er deckt nicht nur den in diesem Abschnitt fokussier-
ten Fall der maximalen Exaktheit 2n —1 ab, sondern auch Abschwichungen. Jene
werden aber erst in Abschnitt 2.7 eingehender besprochen und analysiert.

Satz 2.20. Es sein die Anzahl der Knoten und w = 1. Die Qudraturformel besitze
die Eigenschaft, Polynome vom Grade m exakt zu integrieren. Der Integrand f
sei im Intervall [a,a + h] wenigstens (m + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann

gibt es eine positive Konstante ¢ und ein £ € [a,a + h|, so daf fir den Restterm
R,[f,h] des Integrals

at+h
f(x)dx (2.28)
die Abschdtzung
< o m—+2 m—+1
Ralf ) < ¢ H2 max [7m1(¢)] (229)

gilt. Fiir den maximalen Eraktheitsgrad 2n — 1 gilt dann

< . 2n+1 2n ) ]
Ral £ < e x| £(6) (2.30)
Beweis. In [18, Lemma 6.39] findet man den komplette Beweis. Fiir die ma-
ximale Ordnung 2n — 1 nutzt man als erstes die Transformationsregel fiir die
Intervallgrenzen der Bemerkung 2.11:

ath h (' (h 2a + h
af(x)d:c:§/1f(§-t+ 5 >dt. (2.31)

Jetzt wendet man den Satz 2.18 auf die rechte Seite von (2.31) an. Das Argu-
ment von f héingt im wesentlichen von A - ¢ ab. Dann entsteht beim 2n-fachen
Differenzieren h*" als Vorfaktor. Dann vergegenwiirtigt man sich, daf nach der
Bemerkung 2.19 das Skalarprodukt (p,,, p,) , eine Konstante ist. ]
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Ebenso wie die schon erwihnten Konsistenzanalysen beschreibt auch dieser Satz
2.20 keine globale Abschitzung, sondern eine lokale. Der Satz &t sich auch direkt
mit dem Satz 2.18 verkniipfen:

Bemerkung 2.21. Im Term (p,,pn),, des Satzes 2.18 steckt implizit die Schritt-
weite h der Satzes 2.20, da das Skalarprodukt ein Integral ist. Ebenso findet sich
h im Argument des Ableitungsterms von Satz 2.18, so daf§ durch das 2n-fache
Differenzieren die Vorfaktoren des Satzes 2.20 enstehen.

Es ist iiberdies einsichtig, dafs die Fehlertermordnung den Exaktheitsgrad um
zwei iibersteigt, denn Exaktheit des Grades m bedeutet, daf fiir ein Polynom des
Grades p > m mit den reellen Koeffizienten c; gilt:

/:M ( zu: ci(t — a)’) dt

=0

a+h m . a+h M )
- / ( ci(t—a)l)dt—i—/ (Z ci(t—a)%>dt

a =0 a i=m+1

St Y
— : 7 hi+1+ : 4 hi—l—l

z’:OZ+1 ¢=m+12+1

m c p—m—1 c
= ) L pil g g 2.32

Die erste Summe in (2.32) wird numerisch exakt integriert, der zweite Term ver-
hilt sich wie O(h™?), da die Summe beschrinkt werden kann.

Der néchste Satz komplettiert die Fehlertermdiskussion. Ankniipfend an die nach
Bemerkung 2.19 geduferten Gedanken behandelt er jetzt genau die umgekehrte
Situation: Auf einem festen Intervall wird die Anzahl der Stiitzstellen immer
grofer gewahlt, und dann das Konvergenzverhalten fiir n — oo untersucht. An f
werden nur schwache Voraussetzungen gestellt.

Satz 2.22 (Konvergenz bei stetigen Funktionen). z;,i = 1,...,n sei-
en die Knoten der Gauf-Quadratur. Es sei w eine Gewichtsfunktion und f €
C°([-1,1]), also stetig im Intervall [—1,1]. Dann gilt

lim

n—oo

/_w(x)f(x) dx — Zaif(xi) = 0.

1

Beweis. Der Beweis verwendet den Weierstrafschen Approximationssatz (siehe
|48, Satz 7.26] und kann in [42, Abschnitt 4.4] oder |22, Theorem 5.13| nachgelesen
werden. O
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Kurioserweise besitzen Newton-Cotes-Formeln nicht die Eigenschaft, fiir jede ste-
tige Funktion im Intervall [—1, 1] fiir n — oo zu konvergieren, wie in [21, Theorem
6.2.3] gezeigt wird. Der Satz 2.22 enthélt keine quantitative Konvergenzangabe.
Die Konvergenzordnung wird mafgeblich durch Zusatzeigenschaften der Funkti-
on f bestimmt, vor allem durch zusétzliche Differenzierbarkeitsvoraussetzungen.
In [47, Abschnitte 10.2-10.4] kann man Resultate dazu nachlesen.

In Tabelle 2.1 sind Nullstellen und Gewichte der ersten Gaulk-Quadraturformeln
aufgelistet.

| Grad L, | Nullstellen | Gewichte |

n=1 0.0000000000000000 | 2.0000000000000000
n=2 | —0.5773502691896258 | 1.0000000000000000
0.5773502691896258 | 1.0000000000000000
n=3 | —0.7745966692414834 | 0.5555555555555556
0.0000000000000000 | 0.8888888888888889
0.7745966692414834 | 0.5555555555555556
n=4 | —0.8611363115940526 | 0.3478548451374539
—0.3399810435848563 | 0.6521451548625461

0.3399810435848563 | 0.6521451548625461

0.8611363115940526 | 0.3478548451374539

Tabelle 2.1: Gauk-Quadraturformeln fiir das Intervall [—1, 1]

Ein quantitatives Beispiel zur Gauk-Quadratur wird in [53, Abschnitt 7.4| be-
trachtet.

An sich iibertrifft die Gauf-Quadratur fiir glatte Funktionen die Genauigkeit
anderer, hochst effizienter Methoden, wie etwa der Romberg-Extrapolation. Die
Gauk-Quadratur besitzt aber auch ernste Nachteile:

1. Fiir jede Anzahl n miissen die Knoten mit numerischen Verfahren berechnet
und dann zusammen mit den Gewichten verwaltet werden.

2. Die schwierigen Fehlerabschitzungen verhindern, daf man einer Integrati-
onsaufgabe eine Knotenanzahl n zuordnen kann.

3. Reicht die Genauigkeit einer numerischen Integrationsaufgabe fiir n nicht
aus, kann man alte Werte fiir eine grofere Knotenanzahl (etwa n + 1) nicht
wiederverwenden. Dies ist ein ein Vorteil von Verfahren wie der Romberg-
Extrapolation.

Zum Abschlufs des Abschnittes sei auf ergéinzende Aspekte verwiesen, die aber
spater nicht aufgegriffen werden. Zum Teil beseitigen sie die aufgefiihrten Schwa-
chen.
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e Es existieren Algorithmen zur Bestimmung der Nullstellen der Legendre-
Polynome. Hierbei kann statt einem Nullstellenproblem ein Eigenwertpro-
blem einer symmetrischen, tridiagonalen Matrix gelost werden, was stabil
und effizient mit dem QR-Algorithmus geleistet werden kann. Ahnliches gilt
fiir die Gewichte (vgl. [53, Satz 7.7], [55, Abschnitt 3.6|, [50, Abschnitt 3.2]).

e Werte fiir die Gaubk-Quadratur sind in [1, Kapitel 25] und [49, Anhang T]
tabelliert.

e Man kann bei Gauk-Quadraturregeln adaptive Integration einfiihren, siehe
[53, Abschnitt 7.5|.

e Eingebettete Gaufs-Regeln beheben die Nichtverwertbarkeit von alten Er-
gebnissen, siehe etwa [40] und [45]. Beispielregeln findet man in [44].

e Man kann die Gaul-Quadratur auch auf uneigentlichen Integralen abwan-
deln, siehe |30, Abschnitt 7.3.5].

e Integrale mit Singularitéten werden in [55, Abschnitt 3.7] untersucht.

2.7 Modifikationen der Gaufi-Quadratur

In diesem Abschnitt werden gewisse Abwandlungen der Gaufk-Quadraturregeln
des letzten Abschnittes analysiert. Im Fokus steht der wichtige Spezialfall w = 1,
wobei allerdings auch mit anderen Gewichtsfunktionen argumentiert wird. Im
letzten Abschnitt war p,, als orthogonales Polynom orthogonal zu allen Polynomen
niedrigeren Grades. Angenommen, man fordert nicht wie bisher fiir p,

<pn7p>w = 07 p e Pn—la (233)
sondern nur die Abschwéichung

(7ot p) =0, pE Py, m>2, (2.34)

mod
n

so ist p™°? nur orthogonal zu Polynomen vom Grade < n—m. p™°? wiire also nicht

mehr ein orthogonales Polynom im bisher verwendeten Sinne von Abschnitt 2.3,
sondern ein modifiziertes, abgeschwéchtes orthogonales Polynom. Auf solche Ab-
arten der bisherigen orthogonalen Polynome wird in diesem Abschnitt 2.7 ndher
eingegangen. Man kann aber schon jetzt erkennen, daf solche ,jorthogonalen* Po-
lynome auch den Exaktheitsgrad zugehoriger Quadraturregeln beeinflussen. Man
kann erahnen, daf die Genauigkeit dann n — m betrigt (vgl. z.B. Satz 2.20).

Modifikationen der Gauf-Quadratur sind erforderlich, da man oft bestimmte Kno-
ten frei von Exaktheitsdiskussionen festlegen mochte. Ublicherweise handelt es
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sich dabei um die Endpunkte des Integrationsintervalls, fiir das Intervall [—1, 1]
also um —1 und 1. Weiterhin soll zunédchst w = 1 gelten. Mafsgeblich sind folgende
drei Regeln:

e Gauk-Radau-I(links): x; = —1 ist ein Knoten,
e Gauf-Radau-II(rechts): x,, = 1 ist ein Knoten,
e Gaul-Lobatto: 7 = —1 und z,, = 1 sind Knoten.

Zunichst wird das Intervall [—1,1] temporar auf [0,1] transformiert. Dies ist
zwischenzeitlich etwas prakischer und weist auch bereits auf die gebrauchliche
Schreibweise bei Runge-Kutta-Methoden hin. Die Transformation geschieht mit-
tels der Substitution x := 2t — 1:

1 d”
2n . nl  dam

(2= 1)"] — L,(2t—1)= % 5; [t"(t —1)"],

L,(x) =

wobei t € [0, 1] ist. Zunichst soll eine Uberlegung angestellt werden, die bei der
anstehenden Erarbeitung viel Aufwand ersparen wird. Betrachtet wird der exem-
plarische Fall ¢t; = 0, also ein transformiertes Radau-I-Verfahren. Bei insgesamt
n Stiitzstellen kann man nur noch erwarten, daft

Pty = (t—ty) - (t—ty)-...-(t—t,) =t~ ﬁ(t —t;) (2.35)

=2

orthogonal zu Polynomen p mit Gradp < n — 2 ist:

(ped, p) /t—t1 ﬁt—t (t)dtz/lt'ﬁ(t_ti)'p(t)dt' (2.36)

Man faft nun w(t) := t als Gewichtsfunktion auf. w(t) := ¢ ist nach der Definition
2.1 als Gewichtsfunktion zuldssig. Damit ergeben sich sofort alle Resultate aus
den Abschnitten 2.4 und 2.6. So kann man p,,_1(t) = (t—t2)-...-(t—t,) nach Satz
2.3 wieder als Polynom konstruieren, welches zu Polynomen p mit Gradp < n—2
beziiglich w(t) = t orthogonal ist. Auch liegen dann alle Nullstellen ¢;, i = 2,...,n
im Intervall (0, 1). Nach Satz 2.16 sind die zu ¢;, i = 2,...,n gehorenden Gewichte
a; alle grofer Null. Ganz analog argumentiert man (mlt dann verdndertem pmo?):

e Radau-II (Radau rechts):

(o p)_ / (t—1) H (t—t;)-p(t)dt, Gradp<n -2, (2.37)
1=2
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e Lobatto:

@?{mwzﬁt«p_nljﬁ—uyp@duCMMPSn—& (2.38)

1=3

Interessant und studierenswert ist der Zusammenhang dieser drei Abarten mit
den Legendre-Polynomen. Definiert man auf ¢ € [0, 1] mit A\, p € R

L2t —1) = Ly(2t — 1) 4+ Ay_1 (2t — 1) + pLp_o(2t — 1), (2.39)

so kann man den Zusammenhang von L, 5, mit den soeben gefundenen Poly-
nomen p°? untersuchen. Aufgrund der Linearitit des Skalarproduktes ist Ly,  ,
je nach Wahl der Parameter A und p orthogonal mindestens zu Polynomen des
Grades n — 3. Ebenso wie eben soll der Zusammenhang vor allem anhand des
Radau-I-Verfahrens analysiert werden. Hierbei wird indirekt vorgegangen, indem
gezeigt wird, dak fiir gewisse L, ), die anfangs beschriebenen Verfahren erzeugt

werden.

Satz 2.23 (Radau- und Lobatto-Verfahren). Die Knoten t;; i = 1,...,n
eines Radau-I-Verfahrens sind die n Nullstellen des Polynoms

2 dnfl .
Lnio(2t—1) = : t"t-10)"""|, t,=0. 2.40
,1,0( ) (n — 1)| dtn—1 [ ( ) } 1 ( )
Bei einem Radau-II-Verfahrens sind die Knoten die Nullstellen von
Loro(@t—1) = —2 I gy g 1 (2.41)
. T (n—1) dt»? o '

Bei einem Lobatto-Verfahrens sind die Knoten die Nullstellen von

2 dn—2
(n—2)! din—2

Lpo_1(2t —1) = [ - 1", =0, t,=1. (2.42)

Alle Nullstellen der Polynome sind jeweils paarweise verschieden (vgl. Satz 2.4).

Bewezs. Fiir das Radau-I-Verfahrens berechnet man:

1 dn 1 dn—l

e —._tn t_ln . tnflt_ln—l
T Gy ]
1 dnil n—1 n n n—1
= == [nt" M (t—=1)" +nt" (t—1)""]
1 dnil n— n—1
" G
2 dn—l

- G e
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Man sieht sofort, daf L, ;¢ eine Nullstelle bei ¢; = 0 haben mufl. Man wendet
sukzessive den Satz von Rolle auf [t" (t — 1)"71} an. Dabei erkennt man, dak die
restlichen Nullstellen im Intervall (0, 1) liegen und alle verschieden sind. Aufgrund
der Linearitit des Skalarprodukts ist L, ;0 ferner orthogonal zu Polynomen p
mit Grad p < n — 2. Aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit aus Satz 2.3 sind
die Knoten identisch mit denen der Polynome p™°?. Damit sind die Polynome
Ly 1,0 und pnm"d bis auf einen Faktor identisch. Der Nullstellensatz 2.4 liefert dann
die restlichen Eigenschaften iiber die Nullstellen. Die Aussagen fiir die anderen
Verfahren ermittelt man analog. O]

Notation 2.24. Das Polynom L, o _1 wird im Laufe der Arbeit auch als Lobatto-
Polynom bezeichnet.

Die Tabelle 2.2 falt die Gaufs-Legendre-Regeln und die drei wichtigsten Sonder-
falle zusammen.

Wichtige Gauft-Quadraturregeln
Name | Polynom | Nullstellen durch: Nullstellen
Gauf L, L[t (t—1)"] =0 t; € (0,1)
Radau-I | L, Lt -1 =0 | t;€[0,1),t =0
Radau-1I | L, _1 Lt —1)" =0 |t €(0,1], t, =1
Lobatto | Lo _1 Lt 1) =0 | t;€[0,1], t1 = 0,8, =1

Tabelle 2.2: Legendre-, Radau- und Lobatto-Gauf-Quadraturregeln

Die Abbildung 2.4 visualisiert die Nullstellen der Lobatto-Polynome im Intervall
[—1,1]. Abgesehen von den Nullstellen —1 und 1 &hnelt die Positionierung der
Nullstellen derjenigen von Abbildung 2.2 der Legendre-Polynome.

[ o L L L ® L 9o -9
[ = @ @ @ @ ® @ -3
&—o L L L & —9® n=7
@ ® L L ® ® n-6
@ L L L ® -5
® @ L ] @ n=14
@ L ® n-3
-1 0 1

Abbildung 2.4: Nullstellen von L, o —1 (Gauk-Lobatto) fir n =3,...,9
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Fiir die Gewichte dndert sich der grundséitzliche Rechenansatz nicht, da im Satz
2.16 die Lage der Nullstellen nicht verwendet wurde. Der Ansatz

1
ool = /w(x)lz(x) de, i=1,...,n (2.43)
-1
fiir das Intervall [—1, 1] bleibt bestehen, nur dak die Lagrange-Polynome [; nun
andere Knoten verwenden. Es lassen sich sogar wieder explizite Formeln herleiten.
So gilt, vergleichbar mit Satz 2.17:

Satz 2.25 (Gewichte der Gaufi-Lobatto-Integration). Die x; seien die Null-
stellen der Lobatto-Polynome Ly o1 im Intervall [—1,1]. Dann ergeben sich die
Integrationsgewichte
amod — 2. L i=1,...,n.
' n(n—1) (Lnfl(xi)f’ 7
Insbesondere sind alle Gewichte echt positiv.

Beweis. Siehe |9, Lemma 4.7]. O

Durch die beiden Knoten am Rand des Intervalls [—1,1] besitzen die Lobatto-
Verfahren besondere Vorteile. Dies wird bei numerischen Verfahren zur Losung
von Anfangswert- und Randwertproblemen deutlich. Auf die Lobatto-Gewichte
wird ab Kapitel 7 wieder zuriickgegriffen. Fiir Fehlertermangaben sei auf den Satz
2.20 in Abschnitt 2.6 verwiesen.

Die Tabelle 2.3 listet die Daten der ersten drei Lobatto-Quadraturregeln fiir das
Intervall [—1, 1] auf. Die einzelnen Werte kénnten hier noch mit Wurzelausdriicken
und Briichen dargestellt werden. Beispiel 8.2 demonstriert, dak viele Nachkom-
mastellen fiir ausreichend genaue numerische Losungen benotigt werden.

Im Abschnitt 4.6 werden Strukturen der Radau- und Lobatto-Quadraturverfahren
bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren auftreten.

2.8 Hilfsresultate

Dieser Abschnitt enthélt verschiedene Resultate aus dem Bereich der orthogo-
nalen Polynome und der Gaufs-Quadratur. Die spezielle Struktur dieser Theorie
fiihrt zu oft verbliiffenden mathematischen Beziehungen, die erméglichen, daf
Grofen fiir Implementierungen nicht numerisch berechnet werden miissen. Die
Herleitung dieser Zusammenhénge macht sich deshalb in Aufwandserleichterun-
gen und Ungenauigkeitsreduzierungen bezahlt. Die Resultate des Abschnitts sind
als Hilfssédtze zu verstehen, auf die erst spéter zuriickgegriffen wird, vor allem in
den Kapiteln 4, 5 und 7. Mangels Quellen mufsten die Beweise der Satze 2.29 und
2.30 eigenstandig gefiihrt werden.

Es ist glinstig, folgende Bezeichnung einzufiihren:
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Grad Ln,O,—l

Nullstellen

| zugehorige Gewichte

n=3

—1.00000000000000000000
0.00000000000000000000
1.00000000000000000000

0.33333333333333333
1.33333333333333333
0.33333333333333333

—1.00000000000000000000
—0.44721359549995793928
0.44721359549995793928
1.00000000000000000000

0.16666666666666667
0.83333333333333333
0.83333333333333333
0.16666666666666667

—1.00000000000000000000
—0.65465367070797714379
0.00000000000000000000
0.65465367070797714379
1.00000000000000000000

0.10000000000000000
0.54444444444444444
0.71111111111111111
0.54444444444444444
(0.10000000000000000

Tabelle 2.3: Lobatto-Quadraturregeln fiir das Intervall [—1, 1]

Notation 2.26.

9t (z) -

- %(2”171! (2 - 1)n> - (2”n! (- 1>n>

mit k, n € N und x € [-1,1].

Es gilt dann:

g (z) = La(x).

Im folgenden Satz findet diese Notation ihre erste Verwendung.

Satz 2.27. Es gilt
(o -

n(n+1) "

D goi0() = g0 D(a),

n € Nundn > 1,

xr e [-1,1].

Beweis. Man wendet zunichst den Binomischen Lehrsatz auf (z2 —1)" an, siehe
(2.15). Dann leitet man auf beiden Seiten von (2.46) entsprechend oft ab. Der
Koeffizientenvergleich der entstehenden Polynome schlieft den Beweis ab. Einen
analytischen Beweis findet man in |9, Proposition 3.4]. m

Dieser Satz wird bei den Gauf-Lobatto-Regeln verwendet. Der Term gflnfl)(x)

& [t (t — 1)" '] in der Tabelle 2.2. Andererseits

erinnert stark an den Term
gilt aber auch

g (x) = L\ _ ().

Dann kann man folgendes Schema zur Berechnung der Nullstellen fiir die Gauk-
Lobatto-Knoten erstellen:

(2.47)
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Folgerung 2.28. Die Nullstellen eines Lobatto-Polynoms L, o 1 lassen sich auch
folgendermajflen berechnen:

1. T = —1,
2. Ty =1,
3. die restlichen x; durch die Nullstellenmenge {L!,_,(x) = 0}.

Diese zunéchst - im Vergleich zur Herleitung der Lobatto-Regeln im Abschnitt
2.7 - etwas eigentiimliche Methode wird oft in Arbeiten erwdhnt, zum Beispiel
in |7, Abschnitt 2.1.2], [19, Abschnitt 2|, |46, Beispiel 3.3] und [63, Abschnitt
2.1.3]. Die néchsten Sétze beschéftigen sich mit den Polynomen aus Satzes 2.27.
Die Folgerung 2.28 wird in der erwahnten Literatur oft mit dem néchsten Satz
verkniipft.

Satz 2.29. Es seien y;, 1 = 1,...,n beliebige reelle Zahlen. x;, 1 =1,...,n seien
die Nullstellen des Lobatto-Polynoms Ly 1. Die Punkte (z;,y;),1 = 1,...,n
sollen durch ein Polynom p interpoliert werden. Dann gilt

plr) = > y-h(z) mit (2.48)

B | @-DL@
L(z) = DI T l=1,...,n, (2.49)

wobei die l; Lagrange-Polynome sind.

Bewets. Der Zihler und ﬁ von (2.49) ist nach Satz 2.27 identisch mit dem

Polynom gﬁLn:lQ). Dieses Polynom kann man als Produkt schreiben, wie man aus

(2.44) berechnen kann:

-2,y Q2@o-1) &

Der Nenneranteil L,,_; bildet sich aus

Lia(@) = 40" V@) = & (gD w)) = S5 1’2__11) ) ST

7j=1 =1
i#]

und anschliefender Auswertung bei z;. Kiirzt man die Vorfaktoren und (x — ;)
des Nenners und setzt xj, ein, folgt:

[T 1z¢z(xk — ;) H?ﬂ#z(xk — ;) {1, L=k,

ll(xk) ZJ 1Hz 11753( xl) N Hl’illi;ﬁl(xl _xi) - 0, l?é k.




30 Kapitel 2: Orthogonale Polyome und Gaufk-Quadratur

Der nichste Satz erlaubt eine Aussage iiber die Werte der Ableitungen der Funk-
tionen {; an den Knoten xy.

Satz 2.30. x, k = 1,...,n seien die Nullstellen des Lobatto-Polynoms Ly .
Dann gilt:

n(n—1) o o
- l—k=1,
n(n—1
, l=Fk=n,
Diea = () = 0 Ik k=2 .n—1
Ln—1(z) sonst.

Lyp—1(x;)-(zp—ap)’
In Matrizschreibweise:

__n(n—1) Ln—1(z1)

Iy (1) e L (1) 4 e Ln_1(zn)(z1—%n)
0
0
/ ! Lyp_1(zn) n(n—1)

Die Matrizbezeichnung D wird ab Abschnitt 7.4 verwendet.

Bewets. Man muf offenbar zwischen zwei Fillen unterscheiden.
(I) £ # | (= x # x;): Nach Satz 2.29 kann man die Lagrange-Polynome
folgendermafsen schreiben:

W) — 1 (2(n— 1))'! z [T — ).

Abgeleitet ergibt sich:

, 1 2(n —1))! 1 WG
J#l i#]

Satzl2.27 Lnil(xk.)
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Bei letzterer Gleichung nutzt man die Aussage des Satzes 2.27, wonach ein abge-
leitetes Lobatto-Polynom L, ¢ 1 ein Legendre-Polynom L,,_; ist.

(IT) k =l (= 2 = x;): Beim Ableiten der Lagrange-Polynome ergibt sich nach
der Quotientenregel:

, 1 @)Y 1 gV @) — ) - g P ()
hlw) = <Ln1<xl>' <x—xl>) T Loa(wm) (@ — )2 ‘

Nach wie vor sind Zahler und Nenner jeweils null fiir x = ;. Es sind die Voraus-
setzungen fiir die Regel von L'Hospital gegeben (vgl. zu L'Hospital |23, §16]).

lim ( LI gl (@) (@ — @) — 91(1n_12)(x)>

T—T] Ln—l(l‘l) (l‘ _ 1;1)2
i ( L gh@e—m) + 90 @) = gﬁ"ll)(x))
= lm )

T—xT) Ln—l(l‘l) 2(1_ — :L'l)

~ lim (L L ,gS%(x)(x—xz))

T—Iy n—l(l‘l) Q(I‘ — {L‘l)

= (9@ N (L)
z—z \ 2 - Ln—l(xl) z—z \ 2 - Ln—l(xl)

Die z; sind fiir [ = 2,...,n — 1 nach Folgerung 2.28 genau die Nullstellen von
L. Fir [ =1 und [ = n nutzt man die Rekursion (2.16) und das Lemma 2.6.
Die Rekursionsformel (2.16) 14t sich ableiten. Dann kann &hnlich einfach wie
(2.20) und (2.21) gezeigt werden, daf

n(n —1) n(n —1)

2 2

gelten, womit die Ableitungswerte fiir ; und z,, folgen. O]

Ly (1) = und L,y (=1) = (=1)"-

In [19, Abschnitt 2] und [20, Abschnitt 2] haben sich Schreibfehler in die Matrix
D eingeschlichen.

Bemerkung 2.31. Der Satz 2.30 hat zur Folge, daff die Ableitung eines an
den Lobatto-Polynom-Nullstellen interpolierten Polynoms an genau diesen Stellen
Tk, k=1,...,n direkt ausgewertet werden kann:

p(x) = Zyz i(z) = Pl(mk) = Zyi : l;(xk) = Zyz Dy ;.
i=1 i=1 i=1

Diese Eigenschaft wird ab Abschnitt 7.4 verwendet.

Zu den Lagrange-Polynomen [; sind folgende Aussagen bekannt:
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Satz 2.32. Es seien x;, 1 = 1,...,n paarweise verschieden. Dann bilden die
Lagrange-Polynome aus Definition 2.9 eine Basis des linearen Raums aller Poly-
nome vom Grade <n — 1.

Beweis. Folgt unmittelbar. O

Die Lagrange-Polynome werden zur Interpolation verwendet. Alle Polynome bis
zum Grad n — 1 lassen sich durch eine Linearkombination der /; darstellen.

Folgerung 2.33. Ein Polynom P des Grades kleiner n lifit sich durch die obigen
Lagrange-Polynome darstellen:



Kapitel 3

Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Einleitung

Dieses Kapitel besteht aus zwei Komplexen. Als erstes wird die allgemeine Theorie
der Differentialgleichungen behandelt, als zweites Begriffe der numerischen Me-
thoden zur Losung von Differentialgleichungen. Beide Theorien dienen als Grund-
lage fiir die Runge-Kutta-Verfahren des Kapitels 4.

Im Abschnitt 3.2 wird die analytische Theorie der gewohnlichen Differentialglei-
chungen wiederholt.

Der Abschnitt 3.3 prasentiert die Ideen und Grundbegriffe der Einschrittverfahren
zur numerischen Bearbeitung von Anfangswertproblemen.

Der Abschnitt 3.4 legt die Konvergenzbegriffe der Einschrittverfahren dar.

Der Abschnitt 3.5 enthélt Hilfsresultate und sonstige Hinweise.

Die Begriffe dieses Kapitels werden im wesentlichen in den Einfiihrungsveranstal-
tungen der numerischen Mathematik, der Theorie der gewShnlichen Differential-
gleichungen und der Analysis gelehrt. Die grundlegende Quellen sind dementspre-
chend [59], [24], [3] und [27], also Lehrbiicher und Skripte dieser Themenbereiche.
Die jeweiligen Thematiken kann man dort nachlesen und vertiefen.

3.2 Allgemeine Theorie
In diesem Abschnitt werden grundlegende Sitze, Eigenschaften und Bezeichnun-
gen aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen vorgestellt. Sie sind

als Fundament fiir die nachfolgenden numerischen Untersuchungen unabdingbar.
Zuerst wird eine gewohnliche Differentialgleichung formal definiert.

33
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Definition 3.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung). Es sei n € N und
[to,ts] ein Intervall. Eine gewohnliche Differentialgleichung (DGL) im R™
st durch die Gleichung

500 = f(t,z(t), t€ [t ] (3.1)
gegeben, wobei f : D — R™ eine stetige Funktion ist und der Definitionsbereich
D eine offene Teilmenge des R x R™. Eine Losung ist eine stetig differenzierbare
Funktion x : [to,t;] — R", die die Gleichung (3.1) erfillt und bei der der Graph

von x in D liegt.

Fiir ein Optimalsteuerungsproblem reicht der obige Losungsbegriff nicht aus, wie
spéter in (3.3) deutlich wird.

In der Praxis haben viele anwendungsbezogene Differentialgleichungen die Gestalt
eines Anfangswertproblems:

Definition 3.2 (Anfangswertproblem (AWP)). Gegeben sei die Differenti-
algleichung aus Definition 3.1. Gegeben sei ferner der Anfangswert xy € R™.
(to, zo) liege in D. Ein Anfangswertproblem (AWP) ist durch

d
Zalt) = f(ta()
x(to) = X

gegeben. (to, xg) heifit auch Anfangsbedingung.

Wiéhrend die Differentialgleichung (3.1) im allgemeinen unendlich viele Losun-
gen besitzt, wird spéter in den Existenz- und Eindeutigkeitssédtzen 3.8 und 3.9
bewiesen, daf ein Anfangswertproblem mithilfe geeigneter Voraussetzungen eine
eindeutig bestimmte Losung besitzt.

Die Anfangsbedingung legt die gewohnliche Differentialgleichung an einem Punkt
(to, zo) fest. Die Losungsfunktion z wird auch (Lésungs-)Trajektorie genannt.
Die néchste Notationsvereinbarung soll Mifverstdndnisse verhindern.

Notation 3.3.
d
T
Ein Schliissel zur numerischen Bearbeitung von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen ist die einfache Umformung in eine Integralgleichung.

(t) = @(t) = 'V (t) = 2/(1).

Satz 3.4 (Integraldarstellung). Gegeben sei eine stetige Funktion f : D — R,
eine Anfangsbedingung (to, xo) € D und ein Intervall [to,ts]. Die stetig differen-
zierbare Funktion x : [to,t;] — R lost das Anfangswertproblem

d
Sat) = f(ta(0), alto) = 2o
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genau dann, wenn sie fir alle t € [to, ]

x(t) = xo + /tf(s,x(s)) ds (3.2)

lost.
Bewets. Siehe [3, Satz 1.4.4] oder |26, Bemerkung 2.3]. O

Die Ubertragung von Methoden der numerischen Integration auf Anfangswert-
probleme ist der wichtigste numerische Lésungsansatz.

Bedeutsam fiir die Optimalsteuerungsprobleme ab Kapitel 6 ist die in [35, Kapitel
IX, §1, Definition 1] definierte Funktionenklasse der absolut stetigen Funktionen.
Motivation fiir diesen Begriff ist eine allgemeinere Differentialgleichung

(t) = f(t,x(t)) fir fast alle t € [to, tf]. (3.3)

Dann mufs die Losung x der Integraldarstellung

x(t) = xo + /tf(s,x(s))ds, t € [to, tf]

nur noch absolut stetig sein. Dies wird in |35, Kapitel IX, §4| gezeigt. Die absolut
stetigen Funktionen werden ab jetzt mit AC' bezeichnet.

Von den vielen Bedingungen, die man an eine Differentialgleichung stellen kann,
ist die Lipschitz-Bedingung wohl die wichtigste. Sie wird besonders fiir die Existenz-
und Eindeutigkeitsitze von Anfangswertproblemen bendotigt.

Definition 3.5 (Lipschitz-Bedingung). Die Abbildung f : D — R" geniigt
in D einer Lipschitz-Bedingung, wenn eine Konstante L > 0 existiert, so dafs
fir alle Punkte (t, 1), (t,z2) € D gilt:

1f (1) = f(t @) || < L+ floy — 2o (3.4)
f ist also Lipschitz-stetig beziiglich des zweiten Arguments.

Je nach verwendeter Norm variiert die Konstante L, nicht aber die Lipschitz-
Bedingung an sich, da alle Normen im Endlichdimensionalen dquivalent sind.
Eine Abschwichung dieser globalen Lipschitzbedingung ist eine lokale Lipschitz-
Bedingung:

Definition 3.6 (Lokale Lipschitz-Bedingung). Ezistiert zu jedem Punkt (t, )
€ D eine Ungebung Uz, so daf$ f in Uz N D einer Lipschitz-Bedingung mit
einer von t und x abhangigen Konstante L(t,z) gentigt, spricht man von einer
lokalen Lipschitz-Bedingung.
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Die Ungleichung (3.4) legt nahe, dak die Differenzierbarkeit von f die Giiltigkeit
der Lipschitz-Bedingung beeinflufst.

Satz 3.7. Es sei wie bisher D eine offene Teilmenge des R x R™. Die Funktion
f D — R™ sei beziiglich x = (x1,...,x,) in D stetig partiell differenzierbar.
Dann gentigt f in D lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Bewets. Der Beweis kann mit dem Mittelwertsatz gefiihrt werden, siehe [24, §10,
Satz 1] oder [59, §10, Folgerung zu Hilfssatz V. O

Die Lipschitz-Bedingung (3.4) ist oft wenigstens lokal erfiillt, da f meistens ge-
wisse Differenzierbarkeitsvoraussetzungen besitzt.

Nachdem die Aufgabenstellung von Anfangswertproblemen nun ausreichend be-
schrieben wurde und die wichtigsten technischen Hilfsmittel bereit stehen, gelangt
man nun zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme. Je nach
Voraussetzungen kann man diesen schwicher oder stirker formulieren.

Satz 3.8 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz I). Es sei das Anfangswertpro-
blem aus Definition 3.2 gegeben. Es sei f stetig in D und geniige lokal einer
Lipschitz-Bedingung in D. Dann exstiert ein € > 0 und genau eine Losung x des
Anfangswertproblems 3.2, die auf dem offenen Intervall (to — €,to + €) definiert
15t.

Bewets. Der Satz wird in Einfithrungsveranstaltungen der Analysis, der Diffe-
rentialgleichungen und der numerischen Mathematik bewiesen. Man kann ihn in
[59, §10, Satz VI| oder [24, §10, Satz 2-+3] nachlesen. O

Satz 3.9 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz II). Es sei das Anfangswertpro-
blem aus Definition 3.2 gegeben. Es sei [ stetig in D und geniige einer Lipschitz-
Bedingung (3.4) in D. Dann exstiert genau eine Lisung x des Anfangswertpro-
blems 3.2 im Intervall [to,y].

Bewets. Siehe [59, §10, Satz VII|. O

Bis jetzt wurden ausschlielich gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung,
also der Form

x(t) = f(t,2(t)),

betrachtet. Héufig treten auch héhere Ableitungsordnungen auf, also Differenti-
algleichungen der Gestalt

2™ty = ftat),2W), 2@ @),.... 2" D). (3.5)

Man kann zeigen, daf sich Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung zu Sy-
stemen 1. Ordnung umformen lassen. Im Gegenzug ergibt sich eine Erhohung
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der Dimension. Auch die Anfangsbedingungen lassen sich geeignet anpassen.
Die Universalitdt von Systemen 1. Ordnung kann man in [3, Satz 1.4.1], [24,
S.99ff] oder [56, 7.0] nachlesen. Damit folgert man die nidchste Bemerkung.

Bemerkung 3.10. Aus der Universalitit von Systemen 1. Ordnung resultiert,
dafs saimtliche theoretischen Erkenntnisse nur fir Differentialgleichungen 1. Ord-
nung hergeleitet werden miissen.

Allgemein héngt die Funktion f der Differentialgleichung von der Zeit ¢t und dem
Ort x ab. Der folgende Satz zeigt eine Umwandlung eines beliebigen Anfangs-
wertproblems in ein zeitunabhingiges Anfangswertproblem.

Satz 3.11 (Autonomisierung). Man kann ein Anfangswertproblem

i(t) = f(t,z(t)), z(ty) =0

wi= (20) Tty = (107

muttels

umformen. Es gilt s(t) = t.

Bemerkung 3.12. Die Autonomisierung der Differentialgleichung erhéht die Di-
mension der Differentialgleichung um 1. Die Lipschitz-Bedingung (3.4) mufs fir
den Existenz- und Eindeutikeitssatz 3.9 nun beziglich x und zusdtzlich t gelten.

Aufgrund der Voraussetzungen an f ist diese Beobachtung jedoch keine echte
Einschrinkung.

3.3 Einschrittverfahren

In Abschnitt 3.3 werden grundsitzliche Uberlegungen und Begriffe zum nume-
rischen Losen von Anfangswertproblemen dargelegt. Hierbei werden nur die so-
genannten Einschrittverfahren behandelt. Die Giiltigkeit der Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussagen fiir Anfangswertprobleme aus dem letzten Abschnitt wird
vorausgesetzt. In diesem Abschnitt wurde vor allem [27] und [42] verwendet.
Die meisten Anfangswertprobleme sind tatsdchlich nicht analytisch 16sbar. Auch
sonst ist nur in Gliicksféllen eine Losung erkennbar oder mittels Standardmetho-
den berechenbar. Wird also die Losung des Anfangswertproblems

:E(t) = f(tax(t»’ x(tO) = To
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mit den Eigenschaften der Definition 3.2 gesucht, so sucht man in der Regel ei-
ne Punktmenge, welche zu bestimmten Zeitpunkten ¢; innerhalb eines Intervalls
[to, tr] die eigentliche Losungstrajektorie  moglichst gut approximiert. Eine wich-
tige Entscheidung fiir eine numerische Losungsmethode besteht in der Vorgabe
des diskreten Gitters mit bestimmten Zeitpunkten ¢;. Hierbei ist nun wesentlich,
zwischen der eigentlichen Losung und der numerischen Losung zu unterscheiden,
da diese sich normalerweise unterscheiden. Im weiteren soll

z(t;) =z (3.6)

die analytische Losung zum Zeitpunkt ¢; bezeichnen. Die numerischen Werte zum
Zeitpunkt t; werden ab jetzt mit

n; oder nY (3.7)

bezeichnet, wobei N auf ein Gitter verweist. Die erste Definition des Abschnitts
fiihrt den Begriff des Gitters ein.

Definition 3.13 (Gitter). Es seien to, t1, ..., iy =t € Rmit ty <t; <...<
tn—1 < tn =ty. Dann bezeichnet

Gy :={to,...,tn|to <t1 <...<ty=ts} (3.8)
ein Gitter auf dem Intervall [to,ts]. Es sei die Schrittweite h; definiert durch
hiv1 :=tiy1—t;, 1=0,...,N—1 (3.9)

Sind die Zeiten t; € Gy dquidistant auf dem Gitter verteilt, so gilt
h = hi=ti1—t, i=0,...,N—1 mit (3.10)

tr—1
t, = t0+z'h:t0+ifN0, i=0,...,N. (3.11)

Die numerische Losung eines Anfangswertproblems liefert nun auf den Gitter-
punkten ¢;, 1 = 0,..., N Werte.

Definition 3.14 (Gitterfunktion). Es gelte (t;,nm;) € D,i = 0,...,N. Eine
Funktion 0V : Gy — R™ heifit Gitterfunktion. Die Gitterfunktion lifit sich als
Vektor darstellen:

n" =), ony) mit p™N(t) =n) e R”,
wobei n die Dimension der Losung der Differentialgleichung ist.

Die numerische Losung eines Anfangswertproblems ist eine Gitterfunktion. Die
Gitterfunktion n? sollte die Losungstrajektorie x an den Gitterpunkten ¢; mog-
lichst gut approximieren.

Als néchstes wird das Konzept der Einschrittverfahren formalisiert.
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Definition 3.15 (Einschrittverfahren). Gegeben sei eine Funktionenklasse F
und eine Abbildung ®, auch Verfahrensfunktion genannt:

d:DxRxF — R,
(t7x7 h7 f) — ©<t7'x7 h? f)'

Weiter sei das Gitter aus der Definition 3.13 gegeben. Dann ist zu dem Anfangs-
wertproblem der Definition 3.2 ein Einschrittverfahren definiert durch

. = o, (3.12)

Wenn moglich werden die letzten beiden Argumente in der Verfahrensfunktion
gerne weggelassen.

Namensgebend fiir die Bezeichnung Einschrittverfahren ist die Abhéngigkeit der
Verfahrensfunktion ® von 7} fiir die Berechnung des Wertes 7.\ ;, nicht aber von
Elementen aus

{m|k=0,...,i—1}, (3.14)

im Unterschied zu Mehrschrittverfahren.

Es wird zwischen expliziten und impliziten Einschrittverfahren unterschieden.
Diese Trennung beider Klassen ist etwas subtil. Die Formeln (3.12) und (3.13)
garantieren noch nicht, daf man alle 7;\ | sukzessive von 7}’ aus berechnen kann.
Ist dies moglich, so nennt man ein Einschrittverfahren explizit. Hingt dagegen
die Verfahrensfunktion ® in (3.13) indirekt von der linken Seite 77}, ab, so muf§
man stets erst ein Gleichungssystem losen. Ein derartiges Einschrittverfahren wird
implizit genannt, siehe auch [47, Definitionen 11.2 und 11.3|. Der Unterschied
wird besonders in der Definition 4.1 deutlich.

Das bekannteste, einfachste und dennoch illustrative numerische Verfahren ist
die Fulersche-Polygonzug-Methode, auch einfach Euler-Verfahren genannt. An-
hand dieses Verfahrens werden die bisherigen Ideen veranschaulicht. Gleichzeitig
werden weitere Ideen motiviert.

Definition 3.16 (Euler-Verfahren). Gegeben sei ein Gitter Gy der Definition
3.13 und ein Anfangswertproblem der Definition 3.2. Die rechte Seite der Diffe-
rentialgleichung liefert fiir die Anfangsbedingung (to, xo) die Steigung der Losung
x bei ty. Die Steigung am jeden Gitterpunkt wird als affine Approrimation genutzt:

n(])v = o,
oy = N +hif(tin)), i=0,...,N—1

Das folgende Beispiel demonstriert das Fuler-Verfahren auch graphisch.
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Beispiel 3.17. Fiir das Anfangswertproblem

d x(t)
Ew(t) = —=

Die Abbildung 3.1 veranschaulicht den tatsdchlichen Verlauf der Losung und die
Wirkung des Eulerverfahrens, der als Polygonzug illustriert ist, bei der Schritt-
weite h = 0.25.

Abbildung 3.1: Euler-Polygonzugverfahren zu Beispiel 3.17

Eine andere Darstellung des Euler-Verfahrenes fiihrt iiber die Integraldarstellung
des Satzes 3.4:

=h,
tit1 .

nY + t_f(S,x(S))dS ~ Y 4 (ti — ) f(tm) ). (3.15)

Das Integral und wird mit einer einfachen Riemann-Summe approximiert. In die-
ser Interpretation ist eine Riemann-Summe dquivalent zum Euler-Verfahren. Eine
Rimann-Summe - und damit das Euler-Verfahren - besitzt nur eine niedrige Kon-
sistenzordnung. Es besteht die begriindete Hoffnung, daft man auch zu anderen,
effizienteren Integrationsmethoden entsprechende numerische Verfahren findet,
vor allem zur Gaufk-Quadratur.
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Die Abbildung 3.2 veranschaulicht die Riemann-Summe und die Mittelpunktsre-
gel. Wéhrend eine Riemann-Summe nur den Exaktheitsgrad 0 besitzt, weist die
Mittelpunktsregel immerhin trotz gleicher Knotenanzahl den Exaktheitsgrad 1
auf. Bei einem Einschrittverfahren liegt jedoch an der Stelle ¢y + %h kein bekann-
ter Wert vor. Ein auf der Mittelpunktsregel basierendes Einschrittverfahren wére
somit implizit. Hier offenbart sich bereits ein Qualitatsunterschied zwischen expli-
ziten und impliziten Verfahren. Im Beispiel 4.2 werden die beiden angesprochenen
Regeln nochmalig aufgegriffen.

Jlo+h) Lo 1) Flto+h)-mmmm e f(t)

O R 2 7 | fto) |-~

/ w N
//////1 _

to tU + h t to to+h t

Abbildung 3.2: Links Riemann-Summe, rechts Mittelpunktsregel

3.4 Konvergenzanalyse

In diesem Abschnitt werden die bekannten Konvergenzbegriffe fiir Anfangswert-
probleme erldutert. Die verwendeten Begriffe sind fiir die gesamte Theorie der
numerischen Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen gebréuchlich. Mit
ihnen bewertet und vergleicht man unterschiedliche Verfahren. Quellen des Ab-
schnitts sind unter anderem |27] und [42].

Entscheidend fiir die Effektivitit eines numerischen Verfahrens ist die Annéhe-
rung der Gitterfunktion an die echte Losung. Dabei kommt der Schrittweite, also
die Feinheit des Gitters, eine zentrale Bedeutung zu. Wie im vorherigen Abschnitt
bezeichnet auch hier n” = n; den numerischen Wert der Niherung fiir z(;) = ;.

Definition 3.18 (Globaler Diskretisierungsfehler). Das Gitter sei wie in
Definition 3.13 gegeben. Ein Einschrittverfahren liefere die Gitterfunktion n™.
Die exakte Losung sei x. Dann heifst

Nty =0 —x;, i=0,...,N

globaler Diskretisierungsfehler. Der ganze Vektor wird mit eV abgekiirzt.
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Man beachte, daft im Gitter die Schrittweiten h; enthalten sind. Ab jetzt soll
gelten:

h:= sup h; (3.16)

Die Konvergenzordnung eines Einschrittverfahrens wird {iber den globalen Diskre-
tisierungsfehler definiert. Eine wesentliche Bedeutung kommt der Maximumsnorm
Zu:

le™]l. =
o=,

(3.17)

wobei ||-||, die euklische Norm bezeichnet.

Definition 3.19 (Konvergenz eines Einschrittverfahrens). Ein Einschritt-
verfahren zu dem Anfangswertproblem der Definition 3.2 mit dem Gitter der De-
finition 3.13 heifst konvergent, falls beziglich der Funktionenklasse F

lim ||€N|| =0
h—0 o0

ist. Bs besitzt die Konvergenzordnung p beziglich der Funktionenklasse F, wenn
le™]].. = O
ist fir alle hinreichend kleinen Gitter Gy .

Bei der Konvergenzanalyse unterteilt man die numerischen Abweichungen in zwei
unterschiedliche Kategorien. Dies kann durch folgende Rechnung begriindet wer-
den, bei der der Hilfsterm

eingefiigt und dann die Dreiecksungleichung angewendet wird:

Hnﬁ-l —95i+1H
= ‘}nfv+hiq)(tiv77£vahiaf)—$i+1H
< N0 + @t b, £)) = (20 + ha®(t, 22, e, 1)) | (3.19)
+ || (i + W@t i, i, f)) = wica[ - (3.20)

Man kann die zwei Fehlerarten erkennen und interpretieren:

e Der Term (3.19) beinhaltet alle Fehler, die bis zur Zeit ¢; gemacht wurden.
Hier findet man den globalen Diskretisierungsfehler aus der Definition 3.18
wieder.
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e Im Term (3.20) erscheint der Fehler, der im aktuellen Schritt von ¢; nach t;4
gemacht wird. Uber (3.20) definiert man den lokalen Diskretisierungsfehler.

Als erstes wird der lokale Diskretisierungsfehler untersucht.

Definition 3.20 (Lokaler Diskretisierungsfehler). Es sei das Anfangswert-
problem der Definition 3.2 und das Gitter aus Definition 3.13 gegeben. Dann
definiert man fir den Punkt (t;,x(t;)) den lokalen Diskretisierungsfehler

7(ti, x(ts), hi, f) i= 5

7 gibt die durch die Schrittweite dividierte Abweichung der numerischen Losung
von der exakten Losung bei Ausfiihrung eines Schrittes des Einschrittverfahrens
ausgehend von der Anfangsbedingung (¢;, ;) an. Der lokale Diskretisierungsfehler
muf fiir kleine Intervalle gegen die Null gehen, denn ansonsten verkleinert sich
zwar in jedem Rechenschritt die Abweichung, aber nicht relativ zur Schrittweite.

Definition 3.21 (Konsistenz). FEin Finschrittverfahren der Definition 3.15
heifit konsistent, falls

}ILE%T(t’x’ h,f)=0 (3.21)
gleichmapig fir alle (t,x) € D gilt. Es besitzt die Konsistenzordnung p, wenn

T(t,z, h, f) = O(hP) (3.22)
ist fir (t,x) € D und fir alle hinreichend kleinen Gitter Gy .

Der folgende Satz legt einen einfachen Sachverhalt dar:

Satz 3.22 (Konsistenzbedingung). Gegeben sei ein Einschrittverfahren aus
Definition 3.15. Fin solches Verfahren ist genau dann konsistent, wenn fir alle
(t,z) € D die folgende Bedingung gilt:

O(t,x,0, f) = f(t, ).
Beweis. Siehe |27, Lemma 2.10]. O

Dieses Resultat iiberrascht nicht, denn f 1aft sich als Vektorfeld interpretieren.
Die Losung eines Anfangswertproblems fiihrt durch das Vektorfeld und & muf
die Richtungen approximieren (vgl. Euler-Verfahren in Definition 3.16).

Nun muf noch der globale Diskretisierungsfehler kontrolliert werden. Dazu mufs
die Stabilitat eines Einschrittverfahrens untersucht werden, worauf aber weit-
gehend verzichtet werden soll. Die folgende Bedingung aus |27, Definition 2.9|
reicht aus, um die Stabilitéit eines Einschrittverfahrens zu gewéhrleisten.
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Definition 3.23 (Stabilitdtsbedingung). Ein Einschrittverfahren der Defini-
tion 3.15 erfiullt die Stabtlitdts- oder Lipschitzbedingung, falls fiir jede kom-
pakte Menge K C D des Definitionsbereichs der Differentialgleichung ein L > 0
existiert, so daf fir alle Paare (t,y1),(t,y2) € K und alle hinreichend kleinen
h > 0 die folgende Abschdtzung gilt:

(3.23) ist eine Lipschitz-Bedingung an die Verfahrensfunktion ® eines Einschritt-
verfahrens.

Jetzt vereinen sich die Aussagen iiber lokale und globale Diskretisierungsfehler
zu dem entscheidenen Satz des Abschnitts:

Satz 3.24. Es sei ein Finschrittverfahren der Definition 3.15 gegeben. Das Fin-
schrittverfahren erfille die Stabilitdtsbedingung der Definition 3.23 und sei ferner
konsistent, siehe Definition 3.21. Dann ist das Einschrittverfahren mit der Ver-
fahrensfunktion ® konvergent im Sinne von Definition 3.19. Besitzt das Verfahren
die Konsistenzordnung p, so ist die Konvergenzordnung ebenfalls p.

Beweis. Siehe [42, Korollar 6.2.5], [27, Satz 2.11] oder [61, Satz 4.2.5]. O

Bei Giiltigkeit der Stabilitdtsbedingung wird die Konvergenzordnung eines Ein-
schrittverfahrens also durch seine Konsistenzordnung bestimmt.

Bis jetzt wurden noch keine Aussagen zu den Eigenschaften der rechten Seiten
f der Differentialgleichungen gemacht. Es wurde lediglich von einer Funktionen-
klasse F gesprochen. Aus der Definition 3.20 wird ersichlich, wie man die Konsi-
stenzordnung berechnet. Man muf die Funktion z und die Verfahrensfunktion ¢
im lokalen Diskretisierungsfehler

(tah, f) = x(t + h})L — x(t)

mit der Taylor-Regel entwickeln. Hierbei enthélt die Funktion ® auch die rechte
Seite f, wobei vereinfachend &(t) = f(¢,x(t)) gilt. Beispielhaft kann man zeigen:

Satz 3.25. Es sei das Euler-Verfahren der Definition 3.16 gegeben. Die Funk-
tionenklasse F bestehe aus allen Funktionen f, die einschlieflich aller partiellen
Ableitungen bis zur 1. Ordnung stetig und beschrdnkt in D sind. Dann besitzt das

— O(t,x,h, f)

Eulerverfahren die Konsistenzordnung 1.

Bewezs.
toh f) = SUF h}z —2O) gt 2 n f)
z(t) + 2(t)h + O(h?) — x(t)

- - ~ £t (1) = O(h).
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In [42, Beispiel 6.1.16] wird gezeigt, dak das Euler-Verfahren der Definition 3.16
stabil ist, wenn die Lipschitz-Bedingung (3.4) gilt. Damit besitzt das Euler-
Verfahren die Konvergenzordnung 1.

Man kann aber allgemeiner beobachten:

Bemerkung 3.26. Fir die Konsistenzordnung p eines Einschrittverfahrens wird
bendtigt, dafS die partiellen Ableitungen aller Funktionen f der rechten Seite einer
Differentialgleichung bis zur p-ten Ordnung stetig und beschrinkt in D sind.

Die folgende Bemerkung versucht eine erste quantitative Verkniipfung zwischen
den Integrationsmethoden und den in diesem Kapitel erlduterten numerischen
Verfahren herzustellen. Sie beseitigt aufserdem eine leicht auftretende Irritation.

Bemerkung 3.27. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Konsistenz-
ordnung (Definition 3.21), dem Ezaktsheitgrad eines Integrationsverfahrens (No-
tation 2.8) und deren Fehlertermordnung (Satz 2.20). Dem FEraktheitsgrad m
einer Quadraturmethode entspricht die Fehlertermordnung m + 2. Bei Konsi-
stenzordnungen wird noch durch die Schrittweite h dividiert (Definition 3.20).
Ubertrigt sich die Ordnung der Integrationsmethode auch auf die rechte Seite des
Integrals, so ergibt sich die Konsistenzordnung m + 1:

Exaktheitsgrad m «— Fehlertermordnung m + 2 «— Konsistenzordnung m + 1.

Besitzt eine Integrationsmethode n Knoten, dann kann ein auf dieser Methode
beruhendes Einschrittverfahren die Konsistenzordnung 2n nicht diberschreiten.

In den Kapiteln 4 und 5 werden diese Zusammenhénge herausgearbeitet.

3.5 Weitere Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden ein paar Literaturhinweise zu ausgewé#hlten Frage-
stellungen gegeben. Auferdem wird vorbereitend ein Hilfssatz fiir den Abschnitt
5.3 zur Verfiigung gestellt.

In diesem Abschnitt soll hauptséichlich kurz auf einige Felder verwiesen werden,
die emminent wichtig sind, aber hier nicht behandelt werden kénnen. Tatséchlich
fehlen noch einige gewichtige Argumente, warum im n#chsten Kapitel besonders
mit impliziten Einschrittverfahren weitergearbeitet wird.

Mit die wichtigste Motivation fiir die spéater vor allem im Abschnitt 4.5 behan-
delten impliziten Runge-Kutta-Verfahren ist das Auftreten sogenannter steifer
Differentialgleichungen. Beispiele fiir steife Differentialgleichungen enthélt zum
Beispiel [29, Abschnitt IV.1]. Erhellend ist auch die Darstellung in [32, Abschnitt
4.2|. In |27, Abschnitt 2.6| findet sich eine Einleitung. Diese Darstellungen enthal-
ten in der Regel Beispiele, die zusitzlich untermauern, warum implizite Verfahren
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Vorziige gegeniiber expliziten aufweisen. Steife Differentialgleichungen werden in
[32, Kapitel 4] oder [28, Abschnitt 1.13] erldutert. Auf die Kondition von Anfangs-
wertproblemen geht [27, Abschnitt 2.2.4] ein, vielfiltige Diskussionen finden sich
in [18, Kapitel 3]. Auf Steifheitsuntersuchungen von Runge-Kutta-Verfahren wird
im Abschnitt 4.7 verwiesen.

Fiir den wichtigen Satz 5.8 wird ein Resultat aus der Sensitivitdtstheorie fiir
Anfangswertprobleme benotigt. Der Satz analysiert, wie sich eine Storung der
rechten Seite f auf die Losung x eines Anfangswertproblems auswirkt.

Satz 3.28 (Aleksejew (1961), Grébner (1960)). Die Abbildungen f und df
seten im Phasenraum D C R x R" stetig und dort nach den Zustandsvariablen
stetig differenzierbar. Das Anfangswertproblem

2(t) = f(t,x(t), w(to) = o
besitze fiir den Punkt (to, o) des Phasenraums die Losung x. Es sei
y'(t) = f(ty(@) + 6t y(1), y(to) = w0

das gestorte Anfangswertproblem, welches die Lisung y = x + dx besitze.
Dann existiert fiir ein hinreichend nahe bei ty liegendes t, eine auf

U={(ts) €R*:t €[ty t:],s € [to,t]}

stetige matrizwertige Abbildung M : U — Mat,(R), so daf die Stérung ox fir
alle t € [to, t1] die Darstellung

Su(t) = /t M(t, 5)5£(s,y(s)) ds

besitzt.
Beweis. Den Beweis findet man in [18, Satz 3.4]. O

Aus dem Beweis kann man ersehen, dafs die Abbildung M beliebig glatt wird,
wenn die Funktion f beliebig glatt ist. Dies wird auch in Satz 5.8 benutzt.



Kapitel 4

Runge-Kutta-Verfahren

4.1 Einleitung

Ein essentielles Fundament dieses Kapitels 4 ist das vorangegangene Kapitel 3. Es
werden die Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Anfangswertprobleme aus Ab-
schnitt 3.2 genauso als gegeben vorausgesetzt wie die Eigenschaften der Differenti-
algleichungen und Einschrittverfahren, die nach Abschnitt 3.4 die Konsistenzord-
nungen gestatten. Die in diesem Kapitel geschilderten Runge-Kutta-Verfahren
lassen sich in die Klasse der Einschrittverfahren des Abschnitts 3.3 einordnen.
Die Runge-Kutta-Verfahren erweisen sich nicht nur aus numerischen Griinden als
besonders effektiv, sie lassen sich auch sehr schon formalisieren.

Die Runge-Kutta-Verfahren lassen sich in zwei grofe Klassen einteilen: explizite
und implizite Runge-Kutta-Verfahren. Wahrend explizite Runge-Kutta-Verfahren
zunachst anschaulicher und einfacher als implizite Runge-Kutta-Verfahren sind,
erweisen sich implizite Runge-Kutta-Verfahren letztendlich als effizienter. Sie sind
es, die die im Kapitel 2 erarbeitete Gauk-Quadratur ausnutzen und deren Struk-
tur iibernehmen.

Entsprechend zielt der Verlauf des Kapitels auf die impliziten Runge-Kutta-
Verfahren ab, auch wenn aus technischen und didaktischen Griinden vorerst beide
Klassen eingefiihrt werden. Das allgemeine Vorgehen ldft auch Vorteile, Nachteile
und Vergleiche der Varianten transparenter werden. Quellen sind am Anfang [32],
[27] und [56], dann spéter die tiefgehenderen Werke [12], [18], [28] und [29].

In Abschnitt 4.2 wird die Idee der Runge-Kutta-Verfahren erlautert.

In Abschnitt 4.3 erfolgen Definitionen, Existenz- und Eindeutigkeitssitze, Dar-
stellungsformen und Beispiele.

Der kurze Abschnitt 4.4 soll mit einigen wenigen Resultaten die Mdoglichkeiten
expliziter Runge-Kutta-Verfahren bilanzieren, um einen Vergleich mit den impli-
ziten Verfahren des folgenden Abschnitts vorzubereiten.

47
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Der Abschnitt 4.5 bildet mit der Herleitung von impliziten Runge-Kutta-Verfahren
maximaler Konsistenzordnung den Schwerpunkt des Kapitels.

In Abschnitt 4.6 wird nach niitzlichen Derivaten der optimalen Verfahren des
Abschnitts 4.5 geforscht.

Der Abschnitt 4.7 listet einige Literaturhinweise zu Stabilititseigenschaften von
impliziten Runge-Kutta-Verfahren auf.

4.2 Motivation und Idee

Explizite und implizite Runge-Kutta-Verfahren lassen sich formal gemeinsam ein-
fiihren. Meistens werden der Einfachheit halber anfangs jedoch hauptséchlich die
expliziten Runge-Kutta-Verfahren betrachtet, selbst wenn das eigentliche Ziel die
impliziten Verfahren sind. Im folgenden wird eine Ausgangsidee der Runge-Kutta-
Verfahren geschildert.

Gegeben sei die {ibliche Aufgabenstellung eines Einschrittverfahrens, also die Be-
rechnung eines Wertes 7/}, aus einer gegebenen Differentialgleichung und dem
Wert ¥, wie es sich etwa aus den Definitionen 3.2 und 3.15 ergeben kénnte. Zur
Notationsvereinfachung wird o.b.d.A. als Ausgangspaar (g, z) verwendet, und
berechnet wird demnach die Ndherung der Losungstrajektorie bei ¢y + h.

to+h
x(to+ h) = o + t f(s,z(s))ds. (4.1)

Man fiihrt nun innerhalb des Intervalls [to, to + h] Stiitzstellen ein mit

to+ch, i=1,...,5, 0<¢ <1 (4.2)

Nehme man einmal an, dak die Werte x(to + ¢;h), i = 1,...,s der Losung x an
den Stellen ?y + ¢;h bekannt seien. Dann kann man ein Lagrange-Polynom vom
Grade < s — 1 konstruieren, welches durch die Punkte (to +c;h, f(to+ cih, z(to +
c¢ih))), i = 1,..., s verlduft. Dieses Polynom ersetzt niiherungsweise f in (4.1).
Durch numerische Integration ergibt sich

i=1

wobei b;, i = 1,..., s gewisse reelle Gewichte angibt.
Die Werte z(tg 4 ¢;h) sind jedoch unbekannt. Sie miissen ebenso naherungsweise
berechnet werden. Bei analoger Vorgehensweise folgt

to+cih
x(to+ c;h) =xo+ | f(s,2(s))ds, i=1,...,s. (4.4)
to
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Temporér soll der Wert von z(ty + ¢;h) einfach nur von den (to + cjh, z(to+ c;h))
mit j < ¢ abhingen. Es ergibt sich analog zu eben fir:=1,...,s:

to+cih i—1
2(to+cih) = | f(s,2(s))ds & xo+he; Y dif(to + ¢;h, x(ty + ¢;h))
to j=1
i—1
= X9+ hz aijf(to + th, l’(to + th)). (45)

j=1

Die Einfiihrung der a;; durch Zusammenfassen der Vorfaktoren ¢; und d; erzeugt
eine zu (4.3) konforme Schreibweise. Dies ist bereits die Vorschrift fiir ein expli-
zites Runge-Kutta-Verfahren. Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren erhilt man
nun, indem man in (4.5) die Summation bis zur Stiitzstelle s erstreckt:

Q?(to—l-clh) %.’L’O+hzal]f(to+C]h,l'(t0+(3]h)), 1= 1,...,8. (46)

Jj=1

Der Zusammenhang zwischen Integration und Interpolation eréffnet bereits Uber-
legungen in Richtung Gaulk-Quadratur.
Der folgende Abschnitt formalisiert die Vorgehensweise und fiihrt die géngigen
Bezeichnungen ein. Die Bestimmung der bislang unbekannten Daten c;, b;, a;; nach
zweckmaékigen Kriterien erfolgt spéter.

4.3 Eigenschaften von Runge-Kutta-Verfahren

Es werden nun wieder die numerischen Werte 1" verwendet, aber ohne die fiir die
weiteren Zwecke unnétige Gitterfeinheit N. Wiederum zur Vereinfachung werden
nur 7y und 7; verwendet. Ausgangspunkt des Anfangswertproblems ist damit der
Punkt (to,19). Die Schrittweite sei h.

Definition 4.1 (Runge-Kutta-Verfahren I). Fin s-stufiges Runge-Kutta-

Verfahren zur Lisung eines Anfangswertproblems aus Definition 3.2 ist definiert
durch

ki = flto+chm+h)Y agky), i=1,...s, (4.7)
j=1
mo= 1o+ h®(to,no, b, f) =10+ h > biks. (4.8)
=1

Die Zeiten to+c;h heiffen Stitzstellen, die Vektoren k; Steigungen. Die Anzahl
s der Stiitzstellen wird Stufenzahl genannt.
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ci|ail a2 ... Qis
Co | Q21 Q22 ... Qg
c|l A
bT
Cs asl CLSQ PO CLSS
by by ... b,

Abbildung 4.1: Schema eines Butcher-Tableaus

Fiir die Veranschaulichung eines Runge-Kutta-Verfahrens hat sich das sogenannte
Butcher-Tableau der Abbildung 4.1 bewéhrt.

Zu verschiedenen Vorgaben an die Matrix A der Runge-Kutta-Verfahren haben
sich eigene Bezeichnungen etabliert. Man bezeichnet ein Runge-Kutta-Verfahren
als

o explizit (ERK), falls fiir alle 4 und j mit ¢ < j gilt, dak a;; = 0 ist,
e implizit (IRK), falls ein a;; # 0 fiir ¢ < j existiert.

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist A also eine strikte untere Dreiecksma-
trix. Eine verfeinerte Unterteilung der Runge-Kutta-Verfahren wird in |28, De-
finition 7.1] vorgenommen. Die erwéhnten Einschrittverfahren in Abschnitt 3.3
sind auch Runge-Kutta-Verfahren:

Beispiel 4.2. Die Abbildung 4.2 stellt das Fuler-Verfahren, die implizite Mittel-
punktsregel, die Trapezregel und das sogenannte klassische Runge-Kutta- Verfahren
dar. Bei expliziten Verfahren werden die Eintrige auf und oberhalb der Diagona-

0,0 0 0 O
1] 1
== 0 0 0
0]0 %% 58100
1 1 2 2
110 01 0
12 2 1
6 6 6 6

Abbildung 4.2: Bekannte Runge-Kutta-Verfahren

len oft leer gelassen.

Auch wenn noch keine Kriterien fiir die Tableau-Eintrige A, b und c¢ eines Runge-
Kutta-Verfahren aufgestellt wurden, kann zu den Verfahren des Beispiels 4.2 mit
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der iiblichen Taylor-Entwicklung die Konsistenzordnung berechnet werden. Wie
man in [32, Abschnitt 2.2] nachvollziehen kann, wird das bereits beim klassischen
Runge-Kutta-Verfahren ziemlich aufwendig. Die Theorie der impliziten Runge-
Kutta-Verfahren wird zur erheblichen Erleichterung beitragen. Es existiert eine
weitere Definition von Runge-Kutta-Verfahren, die oft verwendet wird.

Definition 4.3 (Runge-Kutta-Verfahren II). Fin s-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren zur Lisung eines Anfangswertproblems der Definition 3.2 ist definiert

durch

Yo = m+hd ayf(V), i=1...5
j=1

mo= m+hY bif(to+cih,Y;).

=1

Man sieht schnell ein, daf die Definitionen 4.1 und 4.3 dquivalent sind.

Ein Runge-Kutta-Verfahren lifst sich graphisch veranschaulichen, siehe Abbil-
dung 4.3. Innerhalb des Intervalls [to,to + h] werden an den Stiitzstellen to + c;h
Néaherungen der Steigungen der Losungsfunktion x berechnet. Diese Steigungen
werden anschliefend mit einer Gewichtung gemittelt. Der gemittelte Wert dient
dann als Richtung zum ndchsten Punkt 7.

) + h Zi‘:l Clijk‘j

Zo

to to + cih to+h t

Abbildung 4.3: Veranschaulichung eines Runge-Kutta-Verfahrens. Die
Steigungsnéherungen liegen im Vektorfeld der Differentialgleichung

Ein Blick auf die Gleichungen (4.7) verdeutlicht, daf bei einem expliziten Runge-
Kutta-Verfahren jedes k; lediglich von den k; mit j < ¢ abhéngt. Also konnen
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siamtliche Steigungen k; sukzessive berechnet werden, und damit auch 7n;. Bei
einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren finden sich auch k; mit j > 7 als Argu-
mente der Funktion f bei der Berechnung von k;. Die k; sind folglich nicht mehr
direkt (explizit) berechenbar. Stattdessen muf ein nichtlineares Gleichungssystem
mit allen k;, ¢ = 1,...,s als Unbekannten gelost werden. Damit ist ein implizi-
tes Runge-Kutta-Verfahren nicht nur aufwendiger, es mufs auch die Existenz und
Eindeutigkeit des Gleichungssystems verifiziert werden.

Satz 4.4. FEs sei ein Anfangswertproblem der Definition 3.2 gegeben. Es gelte die
Lipschitz-Bedingung (3.4) mit Konstante L in einer Umgebung von (to,no). Es
sel

7j=1

Dann existiert eine eindeutige Losung des nichtlinearen Gleichungssystem (4.7),
welche durch Fizpunktiteration gewonnen werden kann. Ist f p-mal stetig diffe-
renzierbar, so sind die k; = k;(h) als Funktionen von h in einer Umgebung von
(to,no) ebenfalls p-mal stetig differenzierbar, und damit auch 1.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gefiihrt.
(I) Zunéchst wird die Existenz und Eindeutigkeit gezeigt. Dabei wird das Glei-
chungssystem (4.7) als Fixpunktgleichung aufgefaft:

S
K= Flto+chom + hY_Jagki), =1,

J=1

Hierbei bezeichnet m den Iterationsindex. Man beachte auch, dal jedes k; die
Dimension n von f besitzt. Nun setzt man

k= (k... k)" €R™" mit der Norm |[|k|| = max [k]],.

.....

Jetzt konstruiert man eine Fixpunktgleichung k = F(k):

Fi(k) = f(to+ch,mo+h> agk), i=1,...,s und

J=1

F(k) == (Fu(k),..., Fu(k)".

Dann folgt mit der Lipschitz-Bedingung und wiederholter Anwendung der Drei-
ecksungleichung:

.....

7=1

|F(E™) = F(k™)|| <h-L- igiaxsz Jaig] - || — &
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(4.9) sichert, dafs die Abbildung F' eine Kontraktion ist. Der Banachsche Fix-
punktsatz garantiert dann die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung.

(IT) Nun wird die Differenzierbarkeit der k; beziiglich h bewiesen. Man wendet
den Satz iiber implizite Funktionen an, den man in [24, Kapitel 8] oder [39,
Abschnitt 3.4| findet. Es soll nach einer Funktion k(h) aufgelst werden, was im
allgemeinen nur lokal moglich ist. Indem man die Abhéangigkeit von h betont,
setzt man

U(h,k) =k — F(h,k) = k — F(h, k(b)) = 0.

Nach dem ersten Teil des Beweises existiert eine Losung. Fiir die Anwendung des
Satzes iiber implizite Funktionen ist die Regularitit von %—i’ an einer Nullstelle
(h*, k*) von W erforderlich. Fiir h = 0 ist die Matrix %7 jedoch die Einheitsmatrix,
und damit, und aufgrund der D1fferen21erbarkeltsvoraussetzungen folgt in einer
Umgebung von h = 0 die Regularitit der Matrix. Dann kann man fiir ein Paar

(h*, k*), welches das Gleichungssysten 16st, formulieren:

ok . ov ..\ oYL
My = (akm k>) W k)

(o) ()

oF . .\ ' OF, . .
= (Id—%(h k:)) S (W K).

Weiter ist k; = f(to,mo) fiir b = 0. Insgesamt existiert also die Inverse und k; ist

in einer Umgebung von h = 0 stetig differenzierbar, wobei sich die Eigenschaften

von f auf k = k(h) iibertragen.

Den Beweis findet man in |28, Theorem 7.2] und ausfiihrlicher in [18, Satz 6.28].
O

Bemerkung 4.5. Die Fizpunktiteration wird nur im Beweis verwendet. Gerade
bei steifen Differentialgleichungen mit einer grofien Lipschitz-Konstante L wdre
die Fizpunktiteration nicht durchfihrbar. Praktisch wird man auf andere Verfah-
ren zur Losung des Gleichungssystems zuriickgreifen. In [29, Abschnitt IV.8], [18,
Abschnitt 6.2.2] und [58, Abschnitt 2.8] wird mit Newton-Iterationen gearbeitet.

Es lassen sich relativ leicht die Konsistenzordnungen der Verfahren aus Bei-
spiele 4.2 bestimmen, indem die entsprechenden Taylor-Entwicklungen gebildet
werden. Dies ist aber nur eine Verifizierung, und keine Herleitung eines Runge-
Kutta-Verfahrens. Nun werden erste Bedingungen an die Eintrége eines Butcher-
Tableaus gestellt.
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Satz 4.6. Das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren der Definition 4.1 ist genau dann
konsistent, wenn

Zbi:b1+b2+...+bs:1

qgilt.

Beweis. Es werden die Bezeichnungen der Definition 3.20 verwendet. Zuerst bil-
det man die Taylor-Entwicklung von k;:

ki = f(to + cih,mo + hz aiik;) = f(to,m) + O(h).

J=1

Dieser Term wird in die Verfahrensfunktion ® eingesetzt:

®(to, mo, h, f) = Zbkz = f(to, m0) Zb + O(h

Der lokale Diskretisierungsfehler folgt dann mit erneuter Taylor-Entwicklung und

@ (to) = f(to,m0):

1
T(tosmo, b, ) = 7 (95(750 + h) — x(to) — h®(to, 10, b, f))
_ ! h h s b + O(h?
= E( f(to,m0) — f(to’%); i+ O( ))
Damit gilt 7(to, 10, h, f) = O(h) genau dann, wenn »_ b; = 1 erfiillt ist. O

Diese Forderung ist plausibel, handelt es sich bei den Koeffizienten b; doch um die
Gewichte, die die Steigungen beim Schritt von ¢y nach £o+h mitteln. Die Summie-
rung zu 1 stimmt ferner mit der Summierung der Gewichte bei der numerischen
Integration in Kapitel 2 iiberein.

Der folgende Satz schildert, wann ein Runge-Kutta-Verfahren fiir beide Schreib-
weisen eines Anfangswertproblems aus Satz 3.11 die gleichenn Resultate erzeugt.

Satz 4.7 (Invarianz von Runge-Kutta-Verfahren). Ein Runge-Kutta- Verfah-
ren ist genau dann invariant gegen Autonomisierung, wenn es konsistent ist und
des weiteren gilt:

s

g ai;; =c¢;, 1=1,...,s.

=1
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Beweis. Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist der Beweis ziemlich kurz, sie-
he [27, Lemma 2.24] oder [32, Satz 2.2|. Bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren
bedarf es einer Zusatzargumentation, siehe [18, Anwendung des Satzes 6.28]. [

Dieser Satz entspringt retrospektiv auch (4.5) aus dem Abschnitt 4.2. Die a;;
entstammten Integrationsgewichten d;, die zur Berechnung des Wertes bei ¢; be-
notigt wurden. Die d; summieren sich aber zu Eins auf.

4.4 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Explizite Runge-Kutta-Verfahren sind kein Themenkomplex dieser Diplomarbeit.
Dennoch sind einige Informationen zu ihnen unerléflich. Im Abschnitt 4.3 wurden
in Beispiel 4.2 verschiedene Runge-Kutta-Verfahren abgebildet. Ferner wurde dar-
auf verwiesen, daf man die Konsistenzordnungen mit den Taylorentwicklungen
berechnen kann. Es ist hier jedoch grundsitzlich nicht die Verifizierung der Konsi-
stenzordnung von Runge-Kutta-Verfahren von Interesse, sondern die Berechnung
der Eintrige eines Butcher-Tableaus, die das Runge-Kutta-Verfahren bei vorge-
bener Stufenzahl s definieren, oder die Ermittlung eines Butcher-Tableaus ein-
schliefslich der Stufenzahl s bei Vorgabe einer Konsistenzordnung. Die Forderun-
gen an die Koeffizienten c;, b;, a;; konnen mit einer Taylor-Entwicklung gebildet
werden. Dies kann man beispielhaft in [27, Abschnitt 2.4] oder [32, Abschnitt 2.3]
nachvollziehen. Der Aufwand ist erheblich und die Rechnungen werden schnell
uniibersichtlich.

Explizite Runge-Kutta-Verfahren erscheinen wegen ihrer geringeren Anzahl von
unbekannten a;; im Vergleich zu impliziten Runge-Kutta-Verfahren pradestiniert,
geringeren Aufwand nicht nur bei der Durchfiihrung, sondern auch bei der Ermitt-
lung der Koeffizienten, aufzuweisen. Dies trifft aber in entscheidenen Aspekten
nicht zu. Es werden hier einige Resultate zu expliziten Runge-Kutta-Verfahren
vorgestellt, die nicht bewiesen werden. Mit vorgreifenden Bemerkungen auf die
Ergebnisse des Abschnitts 4.5 kann dann der erhebliche Vorzug von impliziten
Runge-Kutta-Verfahren begriindet werden. Genauere Betrachtungen finden sich
im Standardwerk [12, Abschnitt 32|.

Theorem 4.8 (Maximale Konsistenzordnung eines ERK). Ein s-stufiges
explizites Runge-Kutta-Verfahren hat maximal die Konsistenzordnung s. Es gilt
also die folgende Ungleichung fiir die Konsistenzordnung p:

p < s.

Beweis. Siehe |12, Theorem 321A] oder |27, Lemma 2.23|. O
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Es kann auch gezeigt werden, daf ab der Stufenzahl s = 5 die Konsistenzordnung
stets echt kleiner als s ist, sieche [12, Theorem 323B|. Der Zusammenhang zwischen
Stufenzahl und Konsistenzordnung wird oft in einer Tabelle zusammengefaft. Die
Tabelle 4.1 entstammt [27, Abschnitt 2.4].

p | 1]2]3[4]5]6|7|8|...] =9
my || 1]2|3[4[6|7][9]|11|...|p+3

Tabelle 4.1: Mindeststufenzahl m,, eines ERK fiir die Ordnung p

Die Schranken m, werden auch als Butcher-Schranken bezeichnet. Das rasche
Anwachsen der Anzahl der Bedingungen bei einer Taylor-Entwicklung vermittelt
Tabelle 4.2, die erneut in [27, Abschnitt 2.4] zu finden ist.

pll1l2(3(4]5 6|78 ]9 10 |... 20
N, | 1]2]4]8|17|37[85|200|486 | 1205 | ... | 20247374

Tabelle 4.2: Anzahl der Bedingungsgleichungen N, fiir ein ERK

Das Wachsen der Ordnungsbedingungen ist gewaltig. Gleichzeitig entsteht aber
keine erhellende Systematik. Damit ist es sehr schwer, ein Verfahren héherer
Ordnung zu ermitteln. Fiir die impliziten Runge-Kutta-Verfahren gilt dagegen:

e Es konnen deutlich hohere Ordnungen erreicht werden,

e Verfahren hoherer Ordnung lassen sich leicht finden und erstellen.

4.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Dieser Abschnitt wird von der Konstruktion impliziter Runge-Kutta-Verfahren
beherrscht. Hierbei wird zunichst nach Verfahren maximaler Konsistenzordnung
gestrebt. Diese Fixierung wird in Abschnitt 4.6 gelost. Die Vorgehensweise lehnt
sich damit an die Abschnitte 2.6 und 2.7 an.

Die hohere Anzahl von verfiigbaren Eintrdgen in der Matrix A lassen erweiterte
Moglichkeiten vermuten. Griinde fiir die Suche nach effektiven impliziten Runge-
Kutta-Verfahren sind in [12, Abschnitt 340] angegeben. Wichtig sind hier

e cine hohere Konsistenzordnung im Vergleich zu expliziten Verfahren,

e cine schonere algebraische Form und Struktur,
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o die Effektivitit bei der Anwendung auf steife Differentialgleichungen.

Besonders der dritte Aspekt ist eine der Hauptursachen fiir den Erfolg impli-
ziter Runge-Kutta-Verfahren, mufs in dieser Arbeit aber weitgehend ausgespart
bleiben. Aufterdem lassen sich lineare Differentialgleichungen stets von einem im-
pliziten Ansatz in eine explizite Ausfiihrung umformen.

In diesem Abschnitt wird sich das Manko nicht vermeiden lassen, dafs nicht die
komplette Theorie impliziter Runge-Kutta-Verfahren hergeleitet werden kann.
Die Ursache dafiir ist die schon geschilderte Schwierigkeit, die Konsistenzbedin-
gungen verstindlich und zugleich kurz und biindig niederzuschreiben. Es ist der
Verdienst Butchers, aber auch Hairers und Wanners, die Bedingungen fiir die
Konsistenzordnung iiberschaubar geordnet zu haben. Es wurde dazu eine alge-
braische Theorie der Runge-Kutta-Verfahren entwickelt, die auf der Technik der
sogenannten ,monoton indizierten Wurzel-Baume™ basiert. Dieser Technik kann
hier nicht wiedergegeben werden. Dies geschieht ausfiihrlich in [12, Abschnitt 14],
[28, Abschnitt I1.2] sowie einfiihrend in [32, Abschnitt 2.4]. Stattdessen soll gleich
mit den sogenannten ,Vereinfachenden Bedingungen“ gearbeitet werden, die die
Butcher-Darstellung erzeugt. Die Konstruktion verschiedener Typen von impli-
ziten Runge-Kutta-Verfahren wird dadurch ausreichend deutlich, auch wenn die
Herkunft der Gleichungen so etwas nebults bleibt.

Die Vorgehensweise der monoton indizierten Wurzel-Bdume beruht auf einer ge-
schickten Ordnung der durch Taylor-Entwicklung entstandenen Konsistenzbedin-
gungen sowie einer Reformulierung mit graphentheoretischen Hilfsmitteln. Dazu
miissen einleitend ein paar nicht weiter erklérte Bemerkungen und Definitionen
statuiert werden.

Bemerkung 4.9. Im Zusammenhang mit Graphen ist mit t nicht die Zeit, son-
dern ein Baum gemeint, siehe [12, Abschnitt 1/].

Es lassen sich Funktionen auf Bdumen definieren.
Definition 4.10. T sei eine Menge von Bdumen. Die Funktion
r: T — N,
t — r(t), teT
gibt die Anzahl der Knoten im Baum t an.
Eine zentrale Bedeutung hat die folgende Definition:

Definition 4.11 (Dichte eines Baumes (density)). T sei eine Menge von
Bdumen. Dann kann man eine Funktion

v: T — R,
t — (), teT
definieren gemdf [12, Abschnitt 144/, die die Dichte eines Baumes angibt.
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Die zweite wesentliche Komponente in der graphentheoretischen Interpretation
eines Runge-Kutta-Verfahrens ist die Zuordnung eines Polynoms zu einem Baum:

Definition 4.12 (Elementargewicht (elementary weight)). Es sei t ein
Wurzel-Baum. Gemafs [12, Abschnitt 304 kann man einem Wurzel-Baum ein
Polynom zuordnen. Dieses wird mit

(1)
bezeichnet und heifit das Elementargewicht des Wurzel-Baumes t.

® ist ein Term, der polynomial von den Eintragen A, b und ¢ der Butcher-Tableaus
abhingt.

Die beiden Definitionen 4.11 und 4.12 beinhalten die Quintessenz der von Butcher
eingefithrten Schreibweisen. In ihrem Zusammenwirken sind sie ausschlaggebend
fiir die Konsistenzordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens. Mit ihnen l&ft sich das
Hauptresultat iiber die Konsistenzordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens finden:

Theorem 4.13 (Butcher). Ein Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzord-
nung p genau dann, wenn fir alle t € T mit r(t) < p gilt:

O(t) = ——. (4.10)

Die Giiltigkeit dieser Gleichungen wird spater mit G(p) bezeichnet.
Beweis. Siehe [12, Theorem 307B|. O

Formal hat man eigentlich die Aufgabe des gesamten Kapitels gelost. Schliefslich
muf man nur die Gleichungen des Satzes 4.13 mit den dazugehorigen Definitionen
fiir ® und v losen. Tatséchlich ist dies aber nicht opportun:

e Die Bedingungen sind nach wie vor zahlreich, auch wenn das durch die nur
angedeuteten Schreibweisen verschleiert wird.

e Die Polynome & sind sehr kompliziert. Sie bilden riesige Summen mit auf-
wendigen Verkniipfungen der Butcher-Tableau-Eintrage A, b und ¢, siehe
etwa [12, Abschnitt 304].

e Es wird keine iibersichtliche Struktur erkennbar, die zu allgemeinen Ldsun-
gen verhilft.

Damit scheidet das Theorem 4.13 als technisches Verfahren zur Gewinnung eines
impliziten Runge-Kutta-Verfahrens aus. Stattdessen gelingt es aber, die aufwen-
digen Gleichungen (4.10) in mehrere dquivalente Bedingungen aufzuspalten. Es
verbleibt kein Ausweg, als den vielbeschworenen Sprung in das kalte Wasser zu
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wagen, und mit diesen vorerst vollig unbegriindeten und unvertrauten Gleichun-
gen zu starten. Die jetzt folgenden Gleichungen werden den ganzen Abschnitt und
dariiberhinaus begleiten. Die Bemerkung 4.15 ergénzt die folgende Definition 4.14
wesentlich.

Definition 4.14 (Vereinfachende Bedingungen (simplifying assumptions)).
Die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahrens geniigen den folgenden Bedin-
gungen, wenn

> 1
A(ny) Zaijcﬁ?—lzgcf, 1=1,...,8, k=1,...,nq,
j=1

> 1
B(ny) Zbicf_l = T k=1,...,no,
1=1

C(s) : ¢,i=1,...,ssind die Nullstellen von L¢(2t — 1),

- 1
D(ng) : Zbinila,ij:Ebj(l—C?), jzl,...,S, kzl,...,ng,
i=1
E(ng,ns) Zs: bick a7t = ! k=1 ng, =1 n
5 U5 . ij:1lz V] l(k—{—l)’ P ) g o0 ey TG,
G(ng) : Fiir jeden Baum ¢ mit nicht mehr als ng Knoten gilt die
Ordnungsbedingung
1
O(t) = ——
=0

gelten. Diese Bedingungen heiffen auch Vereinfachende Bedingungen.

Es werden gebriuchlicherweise nur die obigen Grofbuchstaben wie A(n;) verwen-
det, wenn auf die Giiltigkeit der dazugehérigen Gleichungen verwiesen wird. Die
Giiltigkeit einiger dieser Vereinfachenden Bedingungen wird der Schliissel zu den
Konsistenzordnungen sein.

Es ist an dieser Stelle wichtig, auf eine Notation hinzuweisen, die ansonsten ge-
eignet ist, Verwirrung zu stiften:

Bemerkung 4.15. In vielen Biichern wird die Bedingung A(ny) auch als C(ny)
bezeichnet. Die hier mit C(s) titulierte Bedingung erhdlt dann keinen eigenen
Buchstaben. Die hier verwendete Notation richtet sich nach [12]. Diese Festle-
gung grindet sich auf die Bedeutung von Butcher und seiner Standardwerke im
Bereich der Runge-Kutta-Verfahren (wobei er selber in [13] und [14] eine andere
Bezeichnungsweise wdhlt).
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Die Vereinfachenden Bedingungen wurden hier zwar einfach per Definition ein-
gefiihrt, sie lassen sich aber zum Teil relativ leicht erldutern und begriinden. Fiir
den Spezialfall eines Anfangswertproblems mit

flt,zt)=ft)=@t—t)*"", k=1,....,n
erhélt man bei exakter Rechnung fiir das Intervall [to, to + h]:
to+h

1
x(tg+h) =no + f(t)dt:...:no—i—Ehk.
to

Bei Anwendung des Runge-Kutta-Verfahrens ergibt sich

m = "o + hz bif(to+cih) =no+h Z bi(cih)k’l.

i=1 i=1

Fordert man die Gleichheit von x(to+h) und 7y, so ensteht die Bedingung B(n,).
Das Runge-Kutta-Verfahren liefert dann also exakte Ergebnisse fiir Polynome bis
zum Grad ng — 1. Analog impliziert die Bedingung

- 1
A(ny) : Zaijcf’lzgcf, 1=1,...,s, k=1,...,nq,
j=1

daf im Intervall [0, ¢;] Polynome bis zum Grad n; —1 exakt integriert werden. Eine
derartige Bedingung wurde schon aus den Formeln (4.4) bis (4.6) im Abschnitt
4.2 ersichtlich.

Einen Uberblick iiber diese Interpretationen der Vereinfachenden Bedingungen
genehmigt die folgende Bemerkung.

Bemerkung 4.16. Wenn P und Q) Polynome mit Grad P < m und Grad ) < n
sind, dann sind die die Bedingungen A(m), B(m), D(m) und E(m,n) dquivalent
zu folgenden Aussagen:

s i

A(m) <= ZaijP(cj) = /OP(x) de, i=1,...,s,

j=1

B(m) <= ijp(cj): /0 P(x)dz,

s 1
D(m) <= ZbiP(ci)aij = b, /P(w) de, j=1,...,s,
i=1 ¢

Bmn) = 3 Y hPleesle) = [P ( [@war) a

j=1 i=1 0

wie in [13, Theorem 343B] erklirt wird, oder direkt nachgerechnet werden kann.
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Die Vereinfachenden Bedingungen sind vielfiltig miteinander verkniipft. Als néch-
stes werden drei exemplarische Implikationen vorgefiihrt, die einen Eindruck von
den hierbei typischen Beweistechniken vermitteln.

Die erste Beziehung nutzt einfache algebraische Umformungen.

Satz 4.17. Mit der ,und“Verknipfung N gilt
A(n) A B(m +n) = E(m,n).

Bewezis. Es gilt

> 1
Aln) - Zaijcf—lzch, i=1,...,s, k=1,....,n, (4.11)

- 1
B(m+n) : Zbicf’lzz, k=1,...,m+n. (4.12)

Zuerst bringt man die Terme von (4.11) auf eine Seite. Dann multipliziert man
mit b;ct™! (fiir [ = 1,...,m) und summiert iiber s = 1,...,s. Bei anschliefender
Verwendung von (4.12) ergibt sich fir /=1,..., mund k=1,...,n

1
-1 k- k-1 _ -1 k-1 _
0—5 bic; aU] ——E bici ™ E bic; ~aic; DR (4.13)

4,j=1 1,j=1

Die rechte Seite von (4.13) ist die Vereinfachende Bedingung E(m,n). O
Die zweite Beziehung nutzt Techniken aus der Theorie der Gauk-Quadratur.

Satz 4.18.
B(2s) = C(s).

Bewets. Es sei 1 ein Polynom des Grades [. Es gilt

é 1
2s) : Zbicf_lzz, k=1,...,2s.
i=1

Die rechte Seite von B(2s) kann man als

1
/t’“dt, k=1,...,2s
0

interpretieren, den Term cffl der linken hingegen als

k=1 = g1

, k=1,...,2s.

t=c;
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Diese Interpretationen lassen sich per Summation und Skalarmultiplikation auf
ein Polynom v mit Grad ¢ < 2s — 1 ausdehnen, so daf

Z b (c;) = /0 11/1(15) dt

gilt. Dann bilden die Vektoren ¢ und b jedoch eine Qudraturregel mit dem maxi-
mal moglichen Exaktheitsgrad 2s—1. Nach Satz 2.16 miissen die ¢; die Nullstellen
des Legendre-Polynoms L sein. O]

Die dritte Beziehung nutzt die Regularitdt von Matrizen aus.
Satz 4.19. Es gelte ¢; # c; fiir i # j und b; # 0 fiir alle i. Dann gilt:
B(s+m) A E(s,m) = A(m).

Bewez1s. Es gelten:

° 1
B(s+m) : Zbicf’lzg, k=1,...,s+m,

1
E(s,m) : Zbck 1azj§1 l=1,....,s, k=1,...,m.

2,j=1
Aus E(s,m) folgt fir k=1,...;sund [ =1,...,m

1

0 = b klz -1
; R )
= 0 = Zbck Lagjct ¢ Zbck+l Y
7,7=1

- 1
— 0 = Yonet(Lad - 1)
i=1 j=1

Fiir fixiertes [ kann die letzte Gleichung als lineares Gleichungssystem aufgefafst
werden. Hierbei wird der Term in der Klammer als Variable gesehen. Die Voraus-
setzungen an ¢; und b; garantieren die Regularitit der Koeffizientenmatrix, wie
man mit der Vandermonde-Matrix verifizieren kann, siehe [31, Abschnitt 13.6].
Der Term in der Klammer muf verschwinden, und folglich A(m) gelten. [

Weitere Beziehungen werden jetzt ohne Beweise in einem Satz zusammengefalst.
Auch die vorangegangenen drei Sitze werden nochmals aufgefiihrt.
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Satz 4.20.
Satz 4.17: 1)  A(n) A B(m+n) = E(m,n),
Satz 4.18: 2) B(2s) = C(s),
Satz 4.19:  3) b, #0A¢; #c; NB(s+n)ANE(s,n) = A(n),

W

B(m+n)AD(m) = E(m,n),

b #0Ac; #c; NB(m+s)NE(m,s) = D(m),

B(s) ANC(s) = B(2s),

B(2s) N A(s) = D(s),

B(2s) A D(s) = A(s).

Beweits. Siehe [12, Abschnitt 342 und 343|, [58, Abschnitt 2.5] und die angege-
benen Sitze. [

(=)

-~ t
S e e e N N N N

co

Es ist nun der Zeitpunkt gekommen, wieder die ,Blackbox“ des Abschnitts zu
verwenden - die graphentheoretischen Voraussetzungen.

Satz 4.21. Folgende Implikationen gelten:

G(2s) = E(s,s), (4.14)
G(2s) = B(2s), (4.15)
A(s) NB(2s) AND(s) = G(2s). (4.16)

Beweis. Siehe [13, Theorem 342C|. Diese Beziehungen sind eine Folgerung der
graphischen Veranschaulichung der Konsistenzbedingungen. Graphentheoretisch
stellen die rechten Seiten von (4.14) und (4.15) gewisse Biaume dar, die bestimmte
Ordnungsbedingungen fiir die Konsistenzordnung 2s représentieren. Die linke Sei-
te von (4.16) umfaft alle Badume ab, die fiir die Konsistenzbedingungen gebildet
werden. O

Damit gelangt man zu dem vorerst wichtigsten Satz des Abschnitts:

Satz 4.22. FEs existiert genau ein s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren der Ordnung
p =2s. Es gilt

A(s) AN B(s) NC(s) <= G(2s).
Verfahren dieses Typs werden Gauf-Legendre-Methoden genannt.

Bewes. Mit Implikationsketten ergibt sich die Hinrichtung durch
Satz 4.20, 6)
B(s)AC(s) == B(2s),
Satz4.20, 7)
B(2s) ANA(s) == D(s),
Satz 4.21

A(s) A B(2s) A D(s) N G(2s).
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Die Riickrichtung folgt mit
Satz 4.21
G(2s) == B(2s) und E(s, s),
Satz4.20, 2)
B(2s) == C(s),
Satz 4.20, 3)

B(2s) AC(s) AN E(s,s) N A(s).
[

An dieser Stelle ist es lohnend, zur Bemerkung 3.27 zuriickzukehren. Es ist durch-
aus beachtlich, dafs es tatséchlich gelingt, die Gauk-Quadratur-Ordnung komplett
auf die Runge-Kutta-Verfahren zu iibertragen. Schlieflich ist ein Anfangswertpro-
blem in der Darstellung (3.4) doch deutlich komplexer als ein Integrationsproblem
(2.23).

Ein Gauf-Legendre-Verfahren der Ordnung 2s l&kt sich nun vergleichsweise ein-
fach konstruieren.

Konstruktionsvorschrift 4.23 (Gauf-Legendre-Verfahren). Ein s-stufiges
Gauf-Legendre-Verfahren der Ordnung 2s erstellt man folgendermafien:

1. Wabhl einer Stufenzahl s
2. Berechnung der ¢; aus C(s) (siehe A.3 oder |1, Kapitel 25])

3. Berechnung der b; aus B(s) — lineares Gleichungssystem:

1

1 1 -1 by T
Ccy Co ... Cs : :
s—1 s—1 s—1 1
Cl CQ Cs bs 5

4. Berechnung der a;; aus A(s) — lineares Gleichungssystem:

s—1 S 1
0/171 “ e al,s 1 Cl PR Cl cl ) Cl T O
(g1 .. Ggsg 1 ¢, ... ci_l s ... Ci 0 %

Die Gleichungssysteme haben eindeutige Losungen, da die Regularitit der Matri-
zen gesichert ist, wie man erneut mit der Vandermonde-Matrix verifizieren kann.

Beispiel 4.24. Fiir s = 1 erhdlt man die implizite Mittelpunktsregel, die bereits in
Beispiel 4.2 visualisiert wurde. Die Gauf-Legendre- Verfahren fiir die Stufenzahlen
s =2 und s = 3 tabelliert Abbildung 4.4.
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5—15 5 10-3v15  25—6v15
3—V3 1 3-2V/3 10 36 45 180
6 4 12 1 10+3v15 2 10-3v15
3+V3 | 3+2V3 1 2 72 9 72
6 12 4 5+v15 | 2546v15  1043v15 5
1 1 10 180 45 36
2 2 3 4 3
18 9 18

Abbildung 4.4: Gauk-Legendre-Verfahren fiir s =2 und s = 3

Der bedeutsame néchste Satz verallgemeinert den Satz 4.22.

Satz 4.25. Fin s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzordnung p,
wenn

B(p) N A(l) AD(m) mit p <min(1+m+1,2]+2)
erfillt ist.

Bewets. Siehe [14, Theorem 7| oder |28, Theorem 7.4|. O

Erfiillt ein Runge-Kutta-Verfahren gewisse Bedingungen, lassen sich nun leicht
die zugehorigen Konsistenzordnungen angeben.

Schon am Anfang des Abschnitts wurde beschrieben, daf die Bedingung B(p)
dem Exaktheitsgrad p — 1 der zugrundeliegenden Quadraturformel entspricht.
Satz 4.25 bestétigt, dak B(p) fiir die Konsistenzordnung p stets erfiillt sein muf.
Man erkennt riickblickend, daf die Konsistenzordnung héchstens gleich der Ord-
nung der zugehorigen Integrationsmethode sein kann. In Abschnitt 5.3 wird dieser
Zusammenhang noch einmal hergeleitet und fiithrt zum Satz 5.8.

Die Gauf-Legendre-Verfahren erfiillen trotz ihrer maximalen Konsistenzordnung
2s nicht alle Wiinsche. Leichte Verdnderungen schwéchen die Konsistenzordnung
ein wenig ab, bewirken aber ander Vorziige. Der néchste Abschnitt wird einige
mafgebliche Verdnderungen thematisieren. Er lehnt sich an den Abschnitt 2.7 an.

4.6 Varianten impliziter Runge-Kutta-Verfahren

Wie auch in Abschnitt 2.7 besteht haufig der Wunsch, die Knoten ¢; an gewissen
Stellen zu fixieren. Fiir ein Einschrittverfahren zur Lésung von Anfangswertpro-
blemen ist es vorteilhaft, wenn numerische Losungen am Anfang und Ende eines
Intervalls vorliegen, siehe Definition 3.15. Auch bei den numerischen Verfahren
zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen in den Abschnitten 7.3 und 7.4 wird
auf solche Diskretisierungen zuriickgegriffen.
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Aber auch andere Gesichtspunkte sind emminent. Bereits leicht veréinderte Ver-
fahren weisen bessere Stabilitdtseigenschaften auf, wie Abschnitt 4.7 erwihnt.
Allerdings gibt es hier verschiedenste Begriffe und Abstufungen, und dement-
sprechend auch viele Varianten, ein Verfahren nach geeigneten Mafstiben zu
modifizieren.

In diesem Abschnitt werden die drei geldufigsten Varianten prisentiert, bei denen
zudem die Verringerung der Konsistenzordnungen als gering einzustufen ist. Die
drei fokussierten Spezialfille korrespondieren mit den Quadraturvarianten des
Abschnitts 2.7. Die Radau- und Lobatto-Methoden werden parallel entwickelt.

Satz 4.26. Fin Runge-Kutta-Verfahren habe die Konsistenzordnung 2s — 1 bzw.
2s — 2. Dann sind die Knoten c¢; die Nullstellen der folgenden Polynome:

L2t —1) = Lg(2t — 1)+ ALs_1(2t — 1)
bzw. Ly ,(2t —1) = Lg(2t — 1) 4+ ALy_1(2t — 1) + pLs_o(2t — 1).

Beweis. Siehe [12, Theorem 345A]. Die Aussage des Satzes wird schon aus der

Kombination der Satze 2.20 und 4.25 verstandlich, die die Bedeutung der Bedin-
gung B(2s — 1) bzw. B(2s — 2) begriinden. O

Im Satz 2.23 des Abschnitts 2.7 wurde gezeigt, wie die Koeffizienten A und pu
gewihlt werden miissen, damit die gewiinschten Knoten bei ¢; und ¢4 entstehen:

Nullstellen von Ly g (Radau-I), (4.17)
Nullstellen von Ly ;¢  (Radau-II), (4.18)
Nullstellen von Lso_;  (Lobatto). (4.19)

Der Tabelle 2.2 in Abschnitt 2.7 kann man alle wesentlichen Informationen zu
den drei Verfahren entnehmen.

Die Gewichte b; berechnet man mithilfe der Bedingungen B(2s — 1) beziehungs-
weise B(2s — 2). In [12, Theorem 345D] wird allgemein untersucht, wann die
Gewichte b; zu den Polynomen L, ), des Satzes 4.26 positiv sind. Fiir die Radau-
und Lobatto-Verfahren ist dies stets der Fall.

Satz 4.27. Die Gewichte b;, i = 1,...,s der verschiedenen Radau- und Lobatto-
Regeln sind echt positiv.

Beweis. Das Resultat folgert man aus [12, Theorem 345D]. [13, Theorem 344A|
beinhaltet die Aussage direkt. m

Im Gegensatz zu den Eintrigen c und b der Butcher-Tableaus sind die Matrixein-
trige A fiir die drei obigen Verfahren nicht eindeutig bestimmt. Aus den Sdtzen
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4.20 und 4.25 wird erkennbar, daf gewisse alternative Auswahlmoglichkeiten zwi-
schen den Vereinfachenden Bedingungen A und D bestehen. Hier gabeln sich die
drei Methoden in verschiedene Unterfille auf. Die gingigen Unterteilungen und
Bezeichnungen lauten:

e Radau-I: Wahl der ¢; durch (4.17) und der b; durch B(2s — 1),

1. Radau-I: Wahl der a;; durch A(s),
2. Radau-IA: Wahl der a;; durch D(s),

e Radau-II: Wahl der ¢; durch (4.18) und der b; durch B(2s — 1),

1. Radau-II: Wahl der a;; durch D(s),
2. Radau-ITA: Wahl der a;; durch A(s),

e Lobatto: Wahl der ¢; durch (4.19) und der b; durch B(2s — 2),

1. Lobatto-III: Wahl der a;; durch A(s —1) und a;s =0,i=1,...,s,

2. Lobatto-IITA: Wahl der a;; durch A(s),

3. Lobatto-IIIB: Wahl der a;; durch D(s),

4. Lobatto-IIIC: Wahl der a;; durch A(s —1) und a;; = b, i =1,...,s.

Mit dem Satz 4.25 kann man die Konsistenzordnungen 2s — 1 respektive 25 — 2
der Verfahren nachweisen, wobei die mannigfaltigen Beziehungen der Vereinfa-
chenden Bedingungen des Satzes 4.20 als Hilfsmittel dienen. Eine beispielhafte
Beweisfiihrung demonstriert der néchste Satz.

Satz 4.28. Die Verfahren Radau-IA und Radau-IIA besitzen die Konsistenzord-
nungen 2s — 1.

Beweis. Die zugrundeliegenden Gauf-Qudraturmethoden haben den Exaktheits-
grad 2s — 1. Dann folgt fiir das Radau-IA-Verfahren:
Satz4.20, 4)
B(2s—1)AD(s) == E(s,s—1),
Satz 4.20, 3)
bi#0Nc; #c; NB(2s—1)ANE(s,s—1) =L A(s —1),
Satz 4.25

B(2s— 1) ANA(s—1)AD(s) == G(2s—1).
Fiir das Radau-ITA-Verfahren gilt:

Satz4.20,1)
B(2s—1)AA(s) == EB(s—1,s),
Satz4.20, 5)
bi #ONci #c; ANB(2s—1)ANE(s—1,5s) N D(s—1),
Satz 4.25

B(2s— 1) ANA(s)AD(s —1) == G(2s—1).
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O
Die Konsistenzordnungen der anderen Verfahrensvarianten ergeben sich analog.

Beispiel 4.29. Beispiele fiir s = 2 illustriert Abbildung 4.5.

N

1
2
1
2
1
2

PN NN
N[N

Abbildung 4.5: v.ln.r.: Radau-IA, Radau-II und Lobatto-IIIC

Eine Auflistung samtlicher Varianten fiir s = 2 und s = 3 sowie weitere Beispiele
fiir hohere Stufenzahlen s findet man in [13, Abschnitt 343 und 344].

Es lassen sich bei dem einen oder anderen Verfahren gewisse numerische Vorteile
erkennen. So sind beim Lobatto-III-Verfahren die erste Zeile und letzte Spalte
der Matrix A ausschliefslich mit Nullen besetzt. Beim Losen des im allgemeinen
nichtlinearen Gleichungssystems (4.7) sind die erste und letzte Stufe deswegen
explizit. Dann stehen s — 2 implizite Stufen der Konsistenzordnung 2s — 2 gegen-
iiber, womit man sogar effektiver als beim Gaufk-Legendre-Verfahren ist! Zusitz-
lich tritt bei Lobatto-Verfahren der Vorzug auf, daf bei einer iterativen Losung
einer Differentialgleichung jeweils der letzte Knoten eines Gitterabschnitts der er-
ste im néchsten Intervall ist, so dafs die zugehdrigen numerischen Werte zweimal
verwendet werden konnen.

Gleichwohl kénnen auch andere Griinde die Auswahl eines Verfahrens beeinflus-
sen, zum Beispiel Stabilitdtseigenschaften. Bei hoherer Stufenzahl s verliert eine
geringe Reduzierung der Ordnung zudem an Relevanz.

Abschliefsend sei noch einmal an die Bemerkung 3.26 erinnert. Die Konsistenzord-
nungen konnen nur eintreten, wenn die rechten Seiten eines Anfangswertproblems
- die Funktion f - ausreichende Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen.

4.7 Stabilitat von Runge-Kutta-Verfahren

In den bisherigen Abschnitten des aktuellen Kapitels wurde stets auf eine mog-
lichst hohe Konsistenzordnung der Runge-Kutta-Verfahren hingearbeitet, verbun-
den mit einer verfiigharen Konstruktionsanleitung. Gegen Ende des letzten Ab-
schnitts wurden noch einfache numerische Betrachtungen angestellt. Ein weite-
res wesentliches Kriterium der Verfahren sind deren Stabilitdtseigenschaften. Die
Wirkung der Runge-Kutta-Verfahren auf steife Differentialgleichungen ist beson-
ders wichtig. Ausgezeichnete Stabilitdtseigenschaften sind ein Aushingeschild von
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impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Gleichwohl existieren zwischen den Varianten
teilweise veritable Unterschiede. In diesem Abschnitt werden hierzu ein paar Li-
teraturhinweise gegeben.

Betrachtungen zu diesem Themenkomplex finden sich unter anderem in [12, Ab-
schnitt 35|, |18, Kapitel 6], |29, Kapitel IV| und [58, Abschnitt 2.7|.

Man kann tendenziell sagen, daf sich mit den Varianten des Abschnitts 4.6 durch
ihre Auswahlfreiheiten - ausgehend von der Lage der Knoten c; - mehr Stabilitéts-
kriterien erfiillen lassen als mit dem Gaufs-Legendre-Verfahren. So sind beispiels-
weise die Gauf-Legendre-, Radau-IA-, Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren
A-stabil, siehe |12, Korollar 352D|. Die drei letzteren Verfahren sind aber noch
zusatzlich L-stabil, siehe [12, Theorem 352E|. Einen kleinen Uberblick liefern die
Tabellen [29, Tabelle 5.13] und [58, Tabelle 6.2.3].
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Kapitel 5

Kollokationsverfahren

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird ein neuer Rechenansatz eingefiihrt, der (auch) zur Losung
von Anfangswertproblemen eingesetzt wird: die Kollokationsverfahren. Die theo-
retische Idee des Ansatzes ist intuitiv, alt und auch recht einfach. Die Herleitung
der Kollokationsverfahren erfordert deshalb keine wesentlichen neuen Techniken.
Es wird sich aber herausstellen, dal ein Teil dieser einfachen Ansitze Aquiva-
lent zu bestimmten impliziten Runge-Kutta-Verfahren ist. Deren hervorragende
Eigenschaften konnen damit auf die Kollokationsverfahren iibertragen werden.
Weitere Modifikationen sind ebenso leicht erarbeitbar. Der einfache Grundge-
danke der Kollokationsverfahren macht sie leichter erkldarbar und anschaulicher
als ihre Gegenstiicke, die impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Nach gewissen Ge-
sichtspunkten sind sie auch weniger aufwendig. Zusétzlich ermoglichen die Kollo-
kationsverfahren weitere Einblicke in das Losungsverhalten, da die numerischen
Loésungen nun kontinuierlich sind.

Der Abschnitt 5.2 stellt den allgemeinen Grundgedanken der Kollokationsverfah-
ren vor.

Der zentrale Abschnitt 5.3 prisentiert dann die Anwendung der Kollokations-
verfahren auf Anfangswertprobleme. Der Zusammenhang mit impliziten Runge-
Kutta-Verfahren wird hergestellt und die entscheidenen Merkmale charakterisiert.
Der Abschnitt 5.4 enthélt einige Beispiele.

Der Abschnitt 5.5 fiihrt kurz in eine Erweiterung der Aufgabenstellung ein.

Es wurde vor allem [28], [18], [12], [32] und [58]| verwendet.

71
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5.2 Problemstellung

Ausgangspunkt eines Kollokationsverfahrens ist die Aufgabe, zu einer gegebenen
Funktionalgleichung eine Losung zu finden:

Tle(t)] = T)(t) = 0, t eI =[to,to+h]. (5.1)

T ist ein Operator auf einem geeigneten Funktionenraum, die reellen Zahlen t,
und o+ h begrenzen das Intervall. Ein Kollokationsverfahren beruht auf der Idee,
die Lésung = durch ein Element p eines endlich-dimensionalen linearen Funktio-
nenraumes zu approximieren. Die Funktionalgleichung (5.1) wird notwendig da-
hingehend angepakt, daf ihr nur noch vorgeschrieben wird, auf einer endlichen
Teilmenge I. des Intervalls [ erfiillt zu sein:

T[p|(t) = Tlpl(t) =0, tel, C 1. (5.2)

Die endliche Teilmenge I. ist die Menge der Kollokationspunkte. Hinter diesem
allgemeinen Ansatz mit seinen funktionalanalytischen Gedanken und Gebilden
steht letztendlich die einfache, alte und héufige Idee, den endlich-dimensionalen
Raum der Polynome endlichen Grades zur Approximation zu verwenden. Diese
Idee erweist sich trotz ihrer Schlichtheit als fruchtbar.

Bei Anfangswertproblemstellungen ist der Operator 7" der Gleichung (5.1) durch

10 = (") ) (53)

gegeben. Die Operatorgleichung fiir das Anfangswertproblem schreibt man dann
folgendermafen zu einem Kollokationsproblem um:

Thl(t) = (‘C'(t)_f(t’x(t))) _ <O) t € [to, to + B, (5.4)

.Z‘(t()) — Xy 0
—_—
T = (P’(tl))(;);‘(_t’i@))) _ (8) tef{ty+chli=1,...,s}.(5.5)

Die Zeitpunkte to + ¢;h sollten innerhalb des Intervalls [to, tg + h| liegen. Es gilt
also

0<¢ <1, i=1,...,s. (5.6)

Diese Voraussetzung ist auch bei Runge-Kutta-Verfahren iiblich. Im folgenden
Abschnitt wird der Polynomansatz auf ein Anfangswertproblem ausgefiihrt und
entwickelt sowie die Verwandtschaft mit impliziten Runge-Kutta-Verfahren be-
griindet.
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5.3 Kollokationsverfahren und implizite Runge-
Kutta-Verfahren

In diesem Abschnitt soll durchgehend gelten, daf die ¢; nicht nur (5.6) erfiillen,
sondern zusétzlich jeweils paarweise verschieden sind. Andernfalls lassen sich die
Satze dieses Abschnittes nicht mehr in der vorliegenden Form schreiben. Im Ab-
schnitt 5.5 wird eine Abweichung von dieser Regel angesprochen. Erneut dient
das Anfangswertproblem 3.2 als Aufgabenstellung. Dann erhilt man durch die
Anwendung der Idee des Abschnitts 5.2:

Definition 5.1 (Kollokationsverfahren). Es seien 0 < ¢; < 1,7 =1,...,s
reelle Zahlen. Diese seien paarweise verschieden. Das Kollokationsverfahren zum

Anfangswertproblem 3.2 im Intervall [to,to + h] wird mit einem Polynom p vom
Grade s definiert durch

p(tO) = X,
p/(t0+cih) f(t0+czh7p<t0+czh))a = L"';S'

Man erhdlt den Wert p(ty + h) durch Auswertung des Polynoms p bei to + h.

Offenbar fixiert das Kollokationsverfahren das Kollokationspolynom p am Inter-
vallbeginn t; an den exakten Anfangswert zo. Im Intervall [tg,to + h] wird er-
ginzend versucht, die Steigung des Polynoms p an gewissen Stellen ty + ¢;h in
moglichst exakter Nahe zur tatsichlichen Steigung der Losung x zu halten. Die
Abbildung 5.1 veranschaulicht die Idee graphisch.

p(to+h)
.’L'(t[) + h)

z(to) = p(to) = xo

to to + cih to+ h t

Abbildung 5.1: Idee des Kollokationsverfahrens der Definition 5.1
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Die Verwandtschaft mit einem Runge-Kutta-Verfahren der Definition 4.1 schim-
mert durch. Die Bezeichnung ,Steigungen® der Vektoren k; wird verstdndlicher.
Mit dem Kollokationspolynom p gewinnt man allerdings eine auf ganz [ty, to + h|
kontinuierliche, sogar stetig differenzierbare, Funktion. Das unterscheidet die Kol-
lokationsverfahren vorerst von den numerischen Einschrittverfahren des Kapitels
3. Einschrittverfahren erzeugen Gitterfunktionen. Das Verhalten des Polynoms
p im Intervall [tg,to + h], und zwar auch jenseits der Stiitzstellen ¢y + ¢;h, wird
spater analysiert.

Ein Polynom p des Grades s ist durch genau s 4 1 Koeffizienten bestimmt. Die
Gleichungen (5.7) und (5.8) summieren sich zu s + 1 Bedingungen. Die Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung eines Kollokationsverfahrens muf bewiesen wer-
den, denn durch (5.8) entsteht im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem.

Satz 5.2. Die rechte Seite [ eines Anfangswertproblems geniige einer Lipschitz-
Bedingung L. Die Schrittweite h sei ausreichend klein. Dann existiert eine ein-
deutige Losung des Gleichungssystems aus Definition 5.1.

Beweis. Siehe [12, Theorem 346A]. O

Der Beweis ist vollig deckungsgleich mit dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
implizite Runge-Kutta-Verfahren 4.4. Dafiir ist eine Aquivalenz beider Ansitze
verantwortlich.

Der folgende Satz erdffnet eine Reihe von Sitzen, an derem Ende die Aquiva-
lenz von gewissen Kollokationsverfahren zu bestimmten impliziten Runge-Kutta-
Verfahren bewiesen sein wird. Der Satz 5.3 legt dar, was fiir ein implizites Runge-
Kutta-Verfahren durch ein Kollokationsverfahren mit vorgegebenen Vektor ¢ =
(c1,...,¢,)" impliziert wird.

Satz 5.3. Das Kollokationsverfahren aus Definition 5.1 entspricht einem s-stufigen
impliziten Runge-Kutta-Verfahren mit den durch folgende Operationen definierten
Koeffizienten.:

ay; = /Olj<t>dt, ij=1,....s (5.9)

1
bj = /l](t) dt, j: 1,...,8. (510)
0

Die l; sind die Lagrange-Polynome der Definition 2.9:

Tt— .

1(t) ::HC‘_C, j=1,...,s. (5.11)
k=19 “k
=
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Beweis. Mit einer Interpolationsdarstellung von p’ im Sinne der Folgerung 2.33
ergibt sich zunéchst

p/(t0+0jh) = k?j
= pPlo+th) = > ki-Li1).
j=1

Nach Integration iiber das Intervall [0, ¢;] erhilt man:

}1L<p(t0—|—cz /Zk t)dt = Zk/ t)dt = Za”

Nun 16st man nach p(to + ¢;h) auf und setzt den entstehenden Term in Gleichung
(5.8) ein. Es ergibt sich das Runge-Kutta-Gleichungssystem der Definition 4.1.
Integriert man iiber das Intervall [0, 1], ergibt sich:

h((t0+h 5(&?) /Zk t)dt = Zkz/ )dt:ibjkj'

Aufgelost nach p(to+h) erhélt man die Einschrittverfahrensrekursionsformel (4.8)
eines Runge-Kutta-Verfahrens. O]

Angemerkt sei im nachhinein, dafs die paarweise Verschiedenheit der ¢; fiir die
Formulierung der Lagrange-Polynome unabdingbar ist. Aufserdem ist strengge-
nommen noch nicht sicher, ob das entstandene Runge-Kutta-Verfahren wirklich
implizit ist.

Ein Kollokationsverfahren fiir ein Anfangswertproblem ist allein durch den Vektor
c = (ci,...,c,)T festgelegt und in seinen Eigenschaften determiniert. Bei einem
impliziten Runge-Kutta-Verfahren werden neben dem Vektor ¢ auch die Matrix
A und der Vektor b durch die Vereinfachenden Bedingungen der Definition 4.14
bestimmt. Es gilt also:

Bemerkung 5.4.

impl. Runge-Kutta-Verfahren = s°>+ 2s Parameter sind zu wihlen,

Kollokationsverfahren = s Parameter sind zu wdhlen.

Offenbar hat ein Kollokationsverfahren viel weniger Freiheitsgrade als ein implizi-
tes Runge-Kutta-Verfahren. Es sollte deswegen so sein, daf ein durch Kollokation
mittels Satz 5.3 erzeugtes implizites Runge-Kutta-Verfahren bereits gewisse Be-
dingungen automatisch erfiillt, die Konsistenzordnungen sicherstellen. Der néch-
ste Satz beschiftigt sich mit dieser Frage.
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Satz 5.5. Die Koeffizienten c¢;, b; und a;; eines impliziten Runge-Kutta- Verfahrens,
welches durch ein Kollokationsverfahren der Definition 5.1 mittels Satz 5.3 er-
zeugt wurde, erfillen

S
1
A(s) : ZaijCQ?’l = %Cf, ik=1,...,s,
j=1

" 1
B(s) : Zbicf_l = k=1,...,s.
i=1

Beweis. Unter Zuhilfenahme der Folgerung 2.33 ergibt sich A(s):

s (5.9) s ¢ c; S
ZCLZ’J’C?_I i ZC;?_I/O l](t) dt = A (ZCf_llj(t))dt
j=1

J=1 J=1

Folg.2.33 c; Ck
L /tkldt:i, k=1,...,s.
0 k

Mit der gleichen Beweisfiihrung erhélt man B(s):
S (5.10) S 1 1
Shdt = d [uwa | (ch—lzj@))dt

Folg.2.33 1 1
L /t’“dt:—, k=1,...,s
0 k

Siehe auch |18, Lemma 6.37]. O

Fiir £ = 1 erhdlt man ) >, b; = 1und ) °_, a;; = ¢;, also die Bedingungen fiir die
Konsistenz und Invarianz beziiglich Autonomisierung einer Differentialgleichung
aus den Satzen 4.6 und 4.7.

Zwei zentrale Bedingungen der impliziten Runge-Kutta-Verfahren sind damit er-
fiillt, die spater Konsistenzordnungen sicherstellen werden (vgl. Abschnitt 4.5).
Blattert man zuriick zum Satz 4.22, so kann man bereits die Bildung eines zum
Gauk-Legendre-Verfahren dquivalenten Kollokationsverfahren erkennen. Doch zu-
néchst wird allgemeiner fortgefahren:

Satz 5.6. Ein s-stufiges implizites Runge-Kutta- Verfahren mit paarweise ver-
schiedenen Knoten cq, ..., cs und einer Ordnung p > s ist genau dann ein Kollo-
kationsverfahren, wenn die Bedingung A(s) gilt.

Beweis. Der Beweis verwendet wiederum die Techniken des Satzes 5.5. Es sei
P ein Polynom mit Grad P < s — 1. Es sei zuerst ein implizites Runge-Kutta-
Verfahren mit der Bedingung A(s) gegeben. Diese Bedingung lafst sich wie in
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Bemerkung 4.16 erweitern zu

S

> aiPle) = /0 “pt) dt.

J=1

Mit der Folgerung 2.33 gilt dann

] s ci

/O Pty di = OC’Z Ple)ls(t) dt = 3 P(e;) / L(t) dt.

0

Da die a;; durch die Bedingung A(s) eindeutig bestimmt sind, folgt nun die Formel
(5.9) fiir ein Kollokationsverfahren. Die Formel (5.10) erhélt man analog, wobei
man beim Integrieren lediglich [0, ¢;] durch [0, 1] zu ersetzen hat.
Es sei nun umgekehrt ein Kollokationsverfahren gegeben. Dann sind nach Satz
5.3 die a;; des impliziten Runge-Kutta-Verfahren gegeben durch

Nun multipliziert man beide Seiten mit P(c;) und summiert dann iiber j. Es folgt

s

> aiPley) = /OCi(Z:;lj(t)P(Cj)) dt.

J=1

Auf die rechts Seite wendet man erneut die Folgerung 2.33 an. Beim Vergleich der

linken und rechten Seite fiir verschiedene Polynome P ergibt sich die Bedingung
A(s), siehe auch [57, Theorem 2.5.12]. O

Der folgende Satz 5.7 wird als Hilfsresultat fiir den Satz 5.8 gebraucht, ist aber
auch sonst interessant. Er beschreibt die Approximation des Polynoms p an die
eigentliche Losung x des Anfangswertproblems, wobei auch Aussagen iiber die
Approximation von Ableitungen gemacht werden. Im Unterschied zu Einschritt-
verfahren werden so nicht nur punktweise Vergleiche moglich, sondern iiber das
ganze Intervall [to, to + h].

Satz 5.7 (Hulme 1972). Gegeben sei das Kollokationsverfahren der Definition
5.1. Die rechte Seite f der Differentialgleichung sei hinreichend glatt, die Schritt-
weite h hinreichend klein. Dann gibt es eine positive Konstante C, so daf gilt:

=@ () —pD (@) < C-h 1 E teftoto+h], k=0,....s (512
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Beweis. Esseit € |0, 1]. Fiir die exakte Losung x und das Kollokationspolynom
p gelten mit Taylor-Entwicklung und der Interpolationsformel der Folgerung 2.33:

2(to+th) = Y f(to+cih,x(to + cih))li(t) + W R(t, h),

p/(to + th) = Z f(to + Cih,p(to + Clh))ll(t)
i=1
Hierbei ist der Restterm R(t, h) beschrankt. Spéter werden noch zusétzliche Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften vorausgesetzt. Fiir p’ ist die Interpolation exakt und
ein etwaiger Restterm entfillt. Nun wird integriert:

%(l’(fo + th) — 513’0) = Z f(to + Cih, SC(to + Clh)) /(;Z(T> dr + hs/OtR(T, h) dT,
Z f(to + cih, p(to + cih)) /li(T) dr.

i=1 0

%(P(to +th) — po)

Wegen zy = pg erhdlt man bei Subtraktion der beiden obigen Gleichungen und
Multiplikation mit h:
C(](t() + th) — p(to + th) (513)

t

= 3 (to+cihyelto +eih)) = flto + b, plto + ih)) /0 li(r) dr

t
+ Rt / R(r,h)dr. (5.14)
0

In [28, Lemma 7.5] wird gezeigt, dafs
f(t(] + Cih, x(tg + Clh,)) — f(to + Cﬂl,p(to + Czh)) = O(herl)

ist. Damit hat man (5.12) fiir £ = 0 gezeigt, wenn man iiber die Terme (5.13)
und (5.14) die Maximumsnorm legt. Fiir die héheren Ableitungen miissen die
Gleichungsseiten (5.13) und (5.14) entsprechend oft differenziert werden. Dabei
werden mehr Voraussetzungen an R(t, h) gestellt, die aber bei ausreichender Dif-
ferenzierbarkeit von f erfiillt sind.

In [18, Lemma 6.41]| wird |28, Lemma 7.5| nicht verwendet. Stattdessen werden
fiir das weitere Vorgehen die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt:

s t
Co = max > /Oli(T) dr|, (5.15)
o (k1) _
Cy = max 2 L"), k=1,...s, (5.16)
M = max |z(t) —p@)|. (5.17)

to<t<to+h
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Mit der Lipschitzkonstante L, der Dreiecksungleichung und der Maximumsnorm
ergibt sich dann aus den beiden Gleichungsseiten (5.13) und (5.14):

t
M<h-L-Cy-M+h*" max /R(T,h)dT = M < C-0O(h).
to<t<to+h Jg
Fiir die letzte Umformung ist hierbei ein geniigend kleines h erforderlich. Fiir die
Ableitungen werden auch hier die zusitzlichen Differenzierbarkeitseigenschaften
von R(t,h) benutzt. Nach Differenzieren werden die Terme (5.16) zur Abschét-
zung verwendet. Auf der linken Seite (5.13) ensteht mit jeder Ableitung ein h

als weiterer Vorfaktor, was die Ordnung jeweils um Eins reduziert. Siehe |28,
Theorem 7.10] und [18, Lemma 6.41]. O

Entscheidend fiir die Konsistenzordnung eines impliziten Runge-Kutta-Verfahrens
ist die Lage des Stiitzstellenvektors c. Dieser wird giinstigerweise durch die Null-
stellen der Legendre-Polynomen oder Abbarten bestimmt. Driickt man dies mit
Darstellung

lynomen des Grades s —m — 1. Die grundlegenden Zusammenhénge zwischen im-
pliziten Runge-Kutta-Verfahren und Kollokationsverfahren sind ausgefiihrt. Nun
beweist man den Hauptsatz des Kapitels. Die Verkniipfung zur Gauk-Quadratur
des Abschnitts 2.6 wird wieder sehr deutlich. Den Satz findet man in [18, Satz
6.40| und |28, Theorem 7.9).

Satz 5.8. Ein durch Kollokation erzeugtes s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren be-
sitzt die Konsistenzordnung p fiir p-mal stetig differenzierbare rechte Seiten f
genau dann, wenn die durch die Stitzstellen ¢ = (cy,...,cs)T und Gewichte
b= (by,...,bs)T gegebene Quadraturformel fiir p-fach stetig differenzierbare Funk-
tionen die (Fehlerterm-)Ordnung p + 1 gemdfl Satz 2.20 besitzt (vergleiche auch
Bemerkung 3.27).

Bewets. Quadraturprobleme sind spezielle Anfangswertprobleme und somit folgt
die Ordnung der Quadraturformel aus der des Runge-Kutta-Verfahrens.

Fiir die kompliziertere Beweisrichtung wird die ausreichende Differenzierbarkeit
von f wie immer vorausgesetzt. Fiir die entscheidende Beweisidee sorgt Satz 3.28.
Das Anfangswertproblem

ZL’,(t) = f(tv l’(t)), x(tO) = T
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besitzt die Losung x. Das Polynom p sei die Losung des Anfangswertproblems
mit einer Storungsfunktion d f:

p(t) = f(t,p(t)) + 3 f(t,p(t)), p(to) = zo.

Als Stérung wird passenderweise

0f(t,p(t)) =1'(t) — f(t.p(t))
definiert. Fiir den Fehler z — p gilt nach Satz 3.28 nun:

to-+h
x(to+h) —p(to+h) = [ M(tg+ h,s)df(s,p(s))ds.

to
Die rechte Seite wird nun mit der Quadraturregel abgeschitzt:

to+h
M (to+ h,s)df(s,p(s))ds

to

= h Z M(to + h, to + Czh)(Sf (to + Cﬂl,p(to + Czh)) + O(thrl).
i=1
Da bei einem Kollokationsverfahren stets ¢ f(ty + ¢;h, p(to + ¢;h)) = 0 ist, ver-
schwindet die Summe. Es bleibt zu zeigen, daf der Restterm das Verhalten
O(hP*1) besitzt. Dazu muR man die Ableitungen von M (to + h, s)d f(s,p(s)) stu-
dieren. Die Matrixabbildung M ist unproblematisch, da die Differenzierbarkeit
von f als ausreichend vorausgesetzt wurde. Nach Satz 5.7 bleiben die Ableitun-

gen von p fiir hinreichend kleine h gleichméfig beschriankt. Siehe auch [18, Satz
6.40] und |28, Theorem 7.9]. O

Daf die Kollokationsverfahren aus Satz 5.3 letztendlich wirklich auf implizite
Runge-Kutta-Verfahren fiihren, stellt die folgende Bemerkung fest.

Bemerkung 5.9. Der Satz 4.8 begrenzt die mazximale Konsistenzordnung von
expliziten s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren auf s. Der Satz 5.8 fokussiert die
Konsistenzordnungen > s. Damit entsprechen die wesentlichen Kollokationsver-
fahren des Satzes 5.3 zwingend impliziten Runge-Kutta- Verfahren.

Vor der nichsten Bemerkung sei auch hier auf die einprigsame Bemerkung 3.27
hingewiesen, in der die Bezeichnungen Exaktheitsgrad und Fehlertermabschét-
zung von Integrationsregeln mit dem Begriff der Konsistenzordnungen von An-
fangswertproblemen in Verbindung gesetzt wurde.

Bemerkung 5.10. Da aus Satz 2.15 bekannt ist, dafi eine Quadraturformel den
Ezaktheitsgrad 2s — 1 nicht tberschreitet und Satz 2.16 aussagt, daf$ diese Eix-
aktheit auch erreicht werden kann, ist der Satz 5.8 ein Beweis dafiir, dafs ein
implizites Runge-Kutta-Verfahren maximal die Konsistenzordnung 2s besitzt.
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Aus Satz 5.7 schluffolgert man ferner:

Bemerkung 5.11. Bei der Konsistenzordnung p > s ist die Approzximation
des Kollokationspolynoms zum Zeitpunkt to + h besser als im Rest des Intervalls
[to, to + h].

5.4 Beispiele

Mit dem Satz 5.6 konstruiert man Kollokationsverfahren hoher Konsistenzord-
nung. Die Abschnitte 4.5 und 4.6 behandeln implizite Runge-Kutta-Verfahren,
die per Konstruktion die Bedingung A(s) erfiillen.

Folgerung 5.12. Neben der klassischen Gaufs-Legendre-Methode sind die Radau-
I-, Radau-ITA- und Lobatto-IITA-Verfahren Kollokationsverfahren.

Das Beispiel 5.13 enthélt Butcher-Tableaus fiir s = 2.

Beispiel 5.13. Bei s = 2 entspricht ein Kollokationsverfahren der Approzimati-
on der Liosung der Differentialgleichung durch ein quadratisches Polynom. Die in

115 _ 1 3-v3 1 3-2V3
0 0 010 0 3|12 12 6 4 12
111 1 211 1 1] 3 1 3+v3 | 3+2V3 1
2 9 313 3 4 4 6 12 4
‘ 1 1 ‘ 1 3 ‘ 3 1 1 1
2 2 4 14 4 4 ‘ 2 2

Abbildung 5.2: v.l.n.r.: Lobatto-IITA, Radau-I, Radau-IIA und Gauf

der Abbildung 5.2 angegebenen Verfahren sind gemdjf der Folgerung 5.12 Kollo-
kationsverfahren. Die Verfahren, die durch die Vektoren ¢! = (cy,cp) der ersten
Spalte der Tableaus definiert sind, erreichen Konsistenzordnungen zwei, drei und
vier.

Fir s = 3 kann man berechnen:

Beispiel 5.14. Bei s = 3 entspricht ein Kollokationsverfahren der Approximati-
on der Liésung der Differentialgleichung durch ein kubisches Polynom. Die Ver-
fahren der Abbildung 5.3 besitzen die Konsistenzordnungen vier und sechs.

Weitere Beispiele finden sich in [13, Abschnitt 344]. Andererseits gilt:

Beispiel 5.15. Die Verfahren des Beispiels 4.29 sind keine Kollokationsverfah-
ren, da sie die Bedingung A(s) nicht erfillen.
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olo o o 5—15 5 10-3v15  25—6v/15
10 36 45 180

1|5 1 -1 1 104315 2 10-3/15
2 24 3 24 2 72 9 72
111 2 1 5+V15 | 2546v15  10+3v15 5
6 3 6 10 180 45 36
L2 1 5 4 5

6 3 6 18 9 18

Abbildung 5.3: v.l.n.r.: Lobatto-ITTA und Gauf fiir s = 3

Abbildung 5.4: Radau-II fiir s = 2

Beweis. Die Behauptungen lassen sich wie im Satz 4.28 mit Implikationsketten
vorfiihren, basierend auf den Beziehungen des Satzes 4.20. Beispielhaft kann man
fiir das Radau-II-Verfahrens des Beispiels 4.29 mit s = 2 verifizieren:

j=1
Fiir k£ =1 gilt offenbar:
1 1+1 /1
=1: - 140-1==-=>-(2)
1
i=2: 1~1+0-1:1é1-11¢

= Wl

A(s) haer A(2) ist also nicht erfiillt. Dies entspricht den Erwartungen. Im Satz 4.28

wurde gezeigt, dafs fiir Radau-II-Verfahren im allgemeinen nur A(s — 1) haer A(1)
giiltig ist. ]
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5.5 Erweiterungen

Bisher wurde die paarweise Verschiedenheit der c; betont. Dies ist - wie schon
angedeutet - nicht notwendig. Allerdings erfordert eine Abweichung eine An-
passung des Abschnitts 5.3. Diese Verdnderungen werden in diesem Abschnitt
angerissen. Die Hauptschwierigkeit besteht nicht in der Formulierung des neu-
en Kollokationsverfahrens, sondern im Auffinden eines entsprechenden impliziten
Runge-Kutta-Verfahrens. Hierbei wird wie in [28, Abschnitt I1.13| vorgegangen.
Offenbar geniigt die Definition 5.1 nicht mehr den Anforderungen, da bei mehrfach
identischen ¢; die Anzahl der Gleichungen nicht mehr ausreicht, um das Polynom
p eindeutig zu bestimmen. Die Losung besteht im Aufstellen von Forderungen
an hohere Ableitungen von p bei derartigen mehrfachen ¢;. Dies ist technisch
aufwendiger, da damit auch die rechte Seite f mehrfach abgeleitet werden muf.
Die mehrdimensionale Kettenregel wird als Hilfsmittel ben6tigt. In [28, Abschnitt
I1.13] wird die Schreibweise hierfiir spezialisiert. In diesem Abschnitt soll 4 die
mehrdimensionale Kettenregel andeuten.

Definition 5.16 (Modifiziertes Kollokationsverfahren). Es seien ¢;, i =
1,...,s paarweise verschiedene Knoten. Die c; haben jeweils die Vielfachheit g;.
Dann erhdlt man ein Kollokationsverfahren mit mehrfachen Knoten durch

p(to) = o,
(i) i
p (to + Czh) = W [f (to + Cih,p(to + Czh))i| ,

izl,...,S, llzl,,ql
Man erhdlt den Wert p(ty + h) durch Auswertung des Polynoms p bei to + h.
Das Polynom p hat demnach den Grad ) °_, ;.

Bemerkung 5.17. Fir ¢ =1 undi=1,...,s entsteht das Kollokationsverfah-
rens der Definition 5.1.

Die natiirliche Erweiterung der Lagrange-Polynomen sind die Hermite-Polynome.
Sie sollen hier nicht weiter erlautert werden, auch in [28, Abschnitt II1.13] werden
sie nur angedeutet. Hermite-Polynome erfiillen die folgende Eigenschaft:

Definition 5.18. Die Hermite-Polynome l§f) erfiillen

1) (6,) = {r!, i=jundk =1 —1,

Jr -
0, sonst.
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Man erkennt, daf sich ein Polynom g des Grades ) _;_, ¢; — 1 dann durch

iZ—zﬂ S h) (5.19)

7j=1 r=1

schreiben laft. Dies verifiziert man, indem man links und rechts bis zu g;-mal
ableitet und dann beidseitig c; einsetzt. Man kann die Polynome l](ﬁ) also durchaus
als Basis des Polynomraumes ansprechen.

Es ist nicht ganz leicht, die Aquivalenz der neuen Kollokationsverfahren zu ge-
wissen Runge-Kutta-Verfahren zu zeigen, da die entsprechenden Runge-Kutta-
Verfahren vollig neu Struktur strukturiert sind. Deswegen werden zunéchst diese
sogenannten ,q-derivative Runge-Kutta methods* definiert, wobei auch hier die
vereinfachten Ableitungssymbole ausreichen sollen.

(r)

Definition 5.19 (g-derivative Runge-Kutta methods). Es seien a;;’ und
bgr) miti, j=1,...,s undr =1,...,q reelle Koeffizienten. Das Verfahren
ORI f(to + cih, al k)
i ] [ o+ cih,mo + ;Z; ] (5.20)
S q !
mo= o+ > bk, (5.21)
j=1 r=1

l=1,...,q, i=1,...,s
ist ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren mit Ableitungen bis zur Ordnung q.

Auffillig ist zuerst die Absenz der Schrittweite i vor den Summen in (5.20) und
(5.21). Um ein Runge-Kutta-Verfahren der Definition 4.1 in diese Definition 5.19
einzuordnen, bedarf es deshalb einer kleinen Detaildinderung. Man setzt

g:=1 und Fk;:=—" (5.22)

und ersetzt damit k; in (5.20) und (5.21). Schreibt man dann wieder k; fiir k;,
ergibt sich das Runge-Kutta-Verfahren der Definition 4.1.

Die Verfahren der Definition 5.19 lassen sich nicht mehr mit einem Butcher-
Tableaus aufschreiben. Es miissen mehrere separate Matrizen verwendet werden.

Beispiel 5.20. Das Beispiel stammt aus [28, Abschnitt II.13]. Es sei s = 2 und
q = 3. Das gemdfs Definition 5.19 gebildete Verfahren der Abbildung 5.5 hat die
Ordnung 8.
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0.1854 | 0.2019 —0.0165 0.1854 | —0.0223  0.0087
0.8146 | 0.5165  0.2981 0.8146 | 0.0568 —0.0705
1 0.5000  0.5000 | 0.0241 —0.0241

0.1854 | 0.0117 —0.0022
0.8146 | 0.0241  0.0103
| 0.0037  0.0037

Abbildung 5.5: Alle Zahlen auf vier Nachkommastellen gerundet

Offenbar lassen sich nur bestimmte Kollokationsverfahren der Definition 5.16 mit
den Methoden der Definition 5.19 verbinden (fiir ¢; = ... = ¢, = ¢). Eine Aquiva-
lenzaussage der eingefiihrten Kollokationsverfahren mit den g-derivative Runge-
Kutta methods liefert der néichste Satz.

Satz 5.21. Ein Kollokationsverfahren der Definition 5.16 entspricht einem Runge-
Kutta-Verfahren der Definition 5.19 mit den folgenden Koeffizienten:

ay = /ljr(t)dt, Lj=1...5 r=1...4q (5.23)
0
1

b\ = /ljr(t)dt, i=1,...,s, r=1,....q. (5.24)
0

Beweis. Wie bei Satz 5.3, siche auch |28, Theorem 13.2]. O
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Kapitel 6

Optimalsteuerungsprobleme

6.1 Einleitung

Bis jetzt standen in der Diplomarbeit Anfangswertprobleme im Vordergrund.
Es wurden implizite Runge-Kutta-Verfahren und Kollokationsverfahren in den
Kapiteln 4 und 5 als numerische Losungsvarianten vorgeschlagen.

In diesem Kapitel beginnt mit Optimalsteuerungsproblemen ein neuer Abschnitt
der Diplomarbeit. Kapitel 6 fiihrt in die Theorie dieser Problemklasse ein, wéh-
rend im Kapitel 7 versucht wird, die impliziten Runge-Kutta- und Kollokations-
verfahren fiir numerische Losungsmethoden nutzbar zu machen.

Optimalsteuerungsprobleme unterscheiden sich emminent. Der Abschnitt 6.2 stellt
mehrere Aufgabentypen vor und vergleicht diese miteinander.

Der Abschnitt 6.3 liefert einen kurzen Einblick in das Minimumprinzip.

Der Abschnitt 6.4 behandelt Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme.
Diese Problemklasse steht ab Kapitel 7 im Mittelpunkt des Interesses.

Im Abschnitt 6.5 erfolgt eine vorbereitende Einfiihrung in direkte Losungsverfah-
ren fiir Optimalsteuerungsprobleme.

Die Schreibweise richtet sich unter anderem nach [25]. Fiir theoretische Erklarun-
gen sind zum Beispiel [2] und [16] niitzlich. Beispiele kann man in [54] und [15]
finden.

6.2 Allgemeine Problemstellung

Kontinuierliche oder auch diskrete Optimalsteuerungsprobleme gehoren zu den
typischen Aufgabenstellungen der Optimierungstheorie und damit auch der nu-
merischen Mathematik. Das folgende einfiihrende Beispiel verdeutlicht die An-

87
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wendungsmoglichkeiten von Optimalsteuerungsproblemen in der Okonomie.

Beispiel 6.1 (Ressourcenverteilungsproblem). Die folgenden Grifien haben
die Bedeutung:

x(t) :  Produktion eines Gutes: x(t) >0,
xo :  Produktion zu Beginn (vorgegeben): x(0) =z > 0,
u(t) :  Prozentsatz von z(t), der fir Investitionen verwendet wird :
0<u(t) <1,

1—wu(t) : Konsumrate von z(t): 0 <u(t) <1,

r :  Diskontrate (vorgegeben): 0 <r <1,
to, ty :  Zeitintervall (vorgegeben) : to < ty.

Mazimiere

/’;”(1 —u(t))e(t) dt

to

unter den Nebenbedingungen
&(t) = x(t)u(t) fir fast alle t € [to, ty],

x(to) = Xy,

0<u(t) <1, telt,ts].

Die Investitionssteuerung u beeinflufst iiber die Differentialgleichung die Produk-
tion x des Gutes. Typisch ist des weiteren die Maximierung oder Minimierung
eines Funktionals. Dariiberhinaus unterliegen die unbekannten Funktionen z und
u je nach Gegebenheit noch weiteren Restriktionen, so den obigen, weitverbrei-
teten ,Box-Constraints“ fiir w.

Die erste Definition des Abschnitts formalisiert die Aufgabenstellung nach [25,
7.2.1|. Vorbereitend werden folgende Angaben gemacht:

fo:R" — R
fo: R* — R,
fRxR"xR"™ — R,
g:RxR"xR"™ — R", (6.1)
a:RxR" — R%,
O:RxR" — R%,
Z :RxR" — R’
UcCR™.
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Problem 6.2 (Kontinuierliches Optimalsteuerungsproblem). Es seien die
Angaben (6.1) und das Intervall [a,b] gegeben. Es seien ferner

2(-) € AC([a, 0))",  u(-) € Loo([a, 0))™,

wobei AC' fiir den Raum der absolut stetigen Funktionen steht. Dann ist ein
kontinuterliches Optimalsteuerungsproblem gegeben durch das folgende Op-
timierungsproblem.:

Minimiere

fulw(a)) + fola /ft:c it

unter den Nebenbedingungen

i(t) = g(t, z(t),u(t)) fir fast alle t € [a, b],

SO ) 2_1 a’
o) { = L
<0 i1=1....5
lb’xb ~ y . ) » by
Bi( ()){:O L i=s,+1,...,5,

u(t) € U fiir fast alle ¢ € [a, b],
S(t,z(t)) < Ogs fiir alle t € [a, b].

Spiter wird von der Bezeichnung [a, b] auf [to, t;] gewechselt. Ublich sind des wei-
teren Transformationen auf die Intervalle [—1,1] oder [0, 1]. Durch Negation der
Zielfunktion 1aft sich jedes Maximierungsproblem in ein Minimierungsproblem
transformieren und umgekehrt.

Die Nebenbedingungen konnen offenkundig beliebig kompliziert sein. Die Pro-
blemstellung 6.2 ist sehr allgemein gehalten. Oftmals haben die Problemstellun-
gen gliicklicherweise eine einfachere Struktur. Gewisse Bedingungen liegen dann
nicht vor oder lassen sich vereinfachen. Fiir einige Aufgabentypen existieren spe-
zielle Bezeichnungen. Die besonders haufigen Félle werden jetzt angegeben.

Problem 6.3 (Formulierungen optimaler Steuerungsprozesse). Die Di-
mensionen und Figenschaften der Funktionen seien die gleichen wie bei Problem
6.2. Dann st ein Optimalsteuerungsproblem gegeben durch:

Minimiere

ty

S(ty,x(ty)) +/ f(t,z(t),u(t)) dt

to



90 Kapitel 6: Optimalsteuerungsprobleme

unter den Nebenbedingungen
i(t) = g(t,x(t),u(t)) fir fast alle t € [to, tf],
x(ty) = o,
u(t) € U, teltoty]
Die obige Aufgabenstellung heifit
e Bolza-Problem,
e Lagrange-Problem, wenn S =0,
e Mayer-Problem, wenn f =0,
e Lineares Mayer-Problem, wenn f =0 und S linear ist.

Scheinbar sind diese Probleme jeweils Spezialfélle. Dies tduscht jedoch. Man kann
die Aquivalenz der vier Fille nachweisen.

Satz 6.4 (Aquivalente Formulierungen optimaler Steuerungsprozesse).
Die vier Aufgabenstellungen des Problems 6.3 sind dquivalent. Insbesondere lassen
sich alle Formulierungen auf die lineare Mayer-Form bringen.

Beweis. Nur beispielhaft wird die Transformation eines Bolza-Problems zu ei-
nem linearen Mayer-Problem demonstriert. Dazu fiithrt man zuerst einen neuen
Zustandsvektor z ein:

Ft) = (e1(t),. . 2(t), 20 (1)) und
Bualt) = 7t 2(0),u(t) + < (S(t (1),
xn—&—l(tO) = 0.

Als Zielfunktion wéhlt man x,1(¢s). Es gilt ndmlich:

;L tf'
Bualty) = Duealty) = Bule) = [ Gua(®)d
to

=S(to,z0)=const

-/ }(t,x(t),u(t)) dt + S(ts,x(ty)) + S(to,z(to))

Die Konstante am Ende hat fiir eine Losung nur kosmetische Bedeutung. Insge-
samt gilt also:

Minimaere

xn—&-l(tf)
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unter den Nebenbedingungen
T;(t) = gi(t,z(t),u(t)), i=1,...,n fir fast alle t € [to,ts],

ba(t) = F(t () u() + L (S(t2(®), 1€ [totg)

dt

l’l(to) = (]30)Z', 1= 1,...,n,
x”H—l(tO) = 07
u(t) € U.

Die anderen Umformungen werden dhnlich durchgefiihrt, siehe etwa |8, Kapitel
IT, Abschnitt 4]. O

Fiir manche Uberlegungen sind bestimmte Problemformulierungen besser geeig-
net als andere. Die eine oder andere Uberlegung kann man sich dann erleichtern,
so in Abschnitt 6.5.

6.3 Grundlagen zum Minimumprinzip

Wie bei allen Optimierungsproblemen sucht man auch bei Problemstellungen
des Typs der Aufgabe 6.2 nach notwendigen Optimalititskriterien. Die Gege-
benheiten der aktuellen Aufgabenstellung fiihren aber im Gegensatz zur finiten
Optimierungstheorie auf unendlichdimensionale Aufgaben. Entscheidenen Anteil
hat das Optimalitdtsprinzip von Bellman, mit dessen geschickter Anwendung
man zu Optimalitdtskriterien - dem sogenannten Minimumprinzip - gelangt. Die-
ser Abschnitt wird einen Teil dieser Argumentationskette wiedergeben. Es wird
nur soviel dargestellt, wie zum fliissigen Lesen und allgemeinen Verstindnis der
nachfolgenden Abschnitte notwendig ist. Es wird ferner die vereinfachte Problem-
stellung 6.3 zugrundegelegt.

Um das Bellmansche Optimalititsprinzip formulieren zu kénnen, braucht man
zuerst ein neues Hilfskonstrukt:

Definition 6.5 (Optimalwertfunktion). Es sei das Problem 6.3 gegeben. Es
sei s € [to,ty]. x(s) sei ein zuldssiger Anfangswert bei t = s. Man definiert nun
die Optimalwert funktion V durch

V(s,z(s)) := min (S(tf,x(tf))—i— }(t,m(t),u(t)) dt>,

u:[to,s] —R™
u(t)eU

wobet alle Nebenbedingungen des Problems 6.3 zu beachten sind.
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Die Optimalwertfunktion 1aft sich als optimale Losung der Optimalsteuerungs-
aufgabe ab dem Zeitpunkt s mit dem Startwert z(s) interpretieren. Die néhere
Betrachtung der Optimalwertfunktion fiihrt zu dem beriihmten Bellmanschen
Optimalititsprinzip:

Theorem 6.6 (Bellmansches Optimalitdtsprinzip). In Richard Bellmans
Werk [6, Abschnitt 3.3/ iber Dynamische Optimierung heifit es dazu:

Principle of Optimality. An optimal policy has the property that,
whatever the initial state and initial decision are, the remaining de-
ciston must constitute an optimal policy with regard to the outcome
resulting from the first decision.

Die Quintessenz des Bellmanschen Optimalitatsprinzips ist die folgende Darstel-
lung der Optimalwertfunktion V (s, z(s)):

540t
Vi(s,z(s)) = ur(%ierlU f(t(t),ut)) dt + V(s + ot z(s + 5t))> . (6.2)
tels,s+0t]

Hierbei ist 6t ein kleines Zeitintervall. Dieses Prinzip entpuppt sich als der Schliis-
sel zum weiteren Vorgehen. Die Darstellungsweise der Formel (6.2) legt nahe, den
zweiten Term nach 0t zu entwickleln und das Integral im Riemannschen Sinne né-
herungsweise mit dt- f (¢, z(t), u(t)) zu bewerten. Nach Umformungen und Grenz-
iibergang von 0t gelangt man dann zu der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
(HJB-Gleichung). Dabei handelt es sich um eine partielle Differentialgleichung.

Definition 6.7 (Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung). Die Gleichung
0= min {f(t,2.u) + Vit 2)g(t,2,w) + Vi(t. )}

heiffit Hamilton-Jacobi-Bellman-Gletchung. Mit V; und V, sind die Ableitungen
von V' beziiglich t respektive x gemeint.

Bemerkung 6.8. Der Term V(t,z) hdngt offenbar nicht von der Steuerung u
ab. Er ist damit von der Minimumbildung unabhdngig und kann aus der obigen
geschweiften Klammer herausgezogen werden.

Bemerkung 6.9. Aus der Definition 6.5 folgt auflerdem die Randbedingung

V(tr,x(ty)) = S(ty, x(tr))-

Folgende Bezeichnung ist ferner geldufig:
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Definition 6.10 (Hamilton-Funktion). Der Term
H(t,z,u,\) = f(t,z,u) + \g(t, z,u)
wird als Hamilton-Funktion bezeichnet.

Mit der Formulierung der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung hat man einen we-
sentlichen Schritt fiir die Herleitung des Minimumprinzips fiir die Problemstellung
6.3 geleistet. Es fehlt im wesentlichen noch die Herleitung der sogenannten adjun-
gierten Differentialgleichung, worauf aber verzichtet wird. Das Minimumprinzip
lautet nun:

Satz 6.11 (Minimumprinzip fiir Problem 6.3). Die notwendigen Bedingun-
gen fir die Optimalitit von u* und x* fir das Problem 6.3 lauten:
Fir alle t € [to, tf] und zuldssige w gilt

= g(t,x*(t),u*(t)),
Hy(t,27(t),u*(t), A(t)),

= (tfa “(tr)),
(

> H(t,x*(1),ult), A(t)).

Beweis. Der Beweis fiir diese Aufgabenstellung findet sich in [54, Abschnitt 2.2
Ohne den Term S(tf, x(tr)) vor dem Integral, also fiir ein Lagrange-Problem,
findet man ihn auch in [15, §5|. O

>~
/~
~
S N N N N

Einfache Anwendungen des Minimumprinzips auf Beispiele der Problemstellung
6.3 findet man in [54, Abschnitt 2.3].

Satz 6.11 ist nur Spezialfall des allgemeinen Minimumprinzips. Die Problemstel-
lung 6.2 ist in |25, Abschnitt 7.6] formuliert worden. Dort wird auf einen Beweis
des Minimumprinzips in [34] verwiesen.

Schon einfache Beispiele zum Minimumprinzip offenbaren eine bedeutsame Er-
kenntnis iiber die Struktur von optimalen Lésungen:

Beobachtung 6.12. Die optimale Steuerung kann auch dann unstetig sein, wenn
alle Funktionen in der Aufgabenstellung 6.3 hinreichend glatt sind.

Auf numerische Losungsansitze hat diese Beobachtung eine tiefgreifende Wir-
kung.

Das Minimumprinzip in Satz 6.11 fiihrt auf ein Randwertproblem, also eine Dif-
ferentialgleichung. Hieriiber eine Losung zu erlangen, wird als ,indirektes Ver-
fahren“ bezeichnet. Dieses wird mit ,jindirekt* tituliert, da man den technischen
,Umweg® iiber die notwendigen Optimalitatskritieren einschligt. Demgegeniiber
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investieren sogenannte ,direkte Verfahren“ keine theoretischen Erkenntnisse in
das Problem, sondern bearbeiten das Problem direkt mittels einer geschickten
Diskretisierung der Aufgabe. In dieser Arbeit werden letztendlich nur direkte
Methoden weiterverfolgt.

6.4 Linear-Quadratische Optimalsteuerungspro-
bleme

Eine spezielle Aufgabenklasse der finiten Optimierungstheorie sind linear-qua-
dratische Problemstellungen; die Zielfunktion ist dabei quadratisch, die Neben-
bedingungen sind linear. Viele praktischen Fragestellungen fiihren auf diese Form,
aukerdem existiert zu ihnen eine geschlossene Losungstheorie. Zu diesem Typus
existiert ein Analogon in der Theorie der Optimalsteuerungsprobleme. Wie ihre
Pendants im finiten Raum besitzen diese eine vergleichsweise einfache Struktur.
Der Abschnitt orientiert sich an [43], |2] und [54].

Definition 6.13 (Linear-Quadratisches Optimalsteuerungsproblem).
Es sei ein Intervall [to,tf] sowie ein Anfangswert xo € R™ gegeben. Die Matrizen

A(t) e R™" B(t) e R™™, Q(t) e R™", R(t) e R™™, S eR"™"
seien beziiglich t stetig differenzierbar im obigen Intervall. Ferner seien
R(t) >0, Q(t) >0, S>0, te€ [t ty],

also symmetrisch und positiv definit bzw. semidefinit. Dann ist ein Linear-Qua-
dratisches Optimalsteuerungsproblem durch das folgende Optimierungspro-
blem gegeben.:

Minimiere
%x(tf)TS z(ty) + % /tof(x(t)TQ(t) z(t) +u(t)" R(t) u(t)>dt

unter den Nebenbedingungen
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),

x(ty) = xo.

Die Terme vor und unter dem Integral sind quadratische Funktionen. Die Sy-
stemdynamik ist durch eine lineare Differentialgleichung gegeben. Der Vorfaktor
% spiegelt eine allgemeine Konvention wider, die sich eingebiirgert hat, damit bei
Ableitungen quadratischer Funktionen keine Vorfaktoren entstehen. Die Bezei-
chung ,linear-quadratisch” ist also gerechtfertigt.

Fiir diese Linear-Quadratischen Optimalsteuerungsprobleme kann man einen wert-
vollen Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen.
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Satz 6.14. Fir jedes endliche Intervall [to,ts] und jeden Anfangswert xo existiert
eine eindeutige Losung des Linear-Quadratischen Optimalsteuerungsproblems aus
Definition 6.13. Man erhdlt:

Die Steuerung u gentigt dem Kontrollgesetz

U (1) = —R(t) "' B(t)" P(t) x(t), (6.3)
wobei man P(t) als Losung der sogenannen Riccati-Gleichung
P(t) = —P(t)A(t) = A@t)"P(t) + P()B(t)R(t) ' B(t)" P(t) — Q(t),(6.4)
P(ty) = 8
erhdlt, und P(t) symmetrisch ist. Der Minimalwert der Zielfunktion ist
%%TP@O) 2o, (6.6)

Bewets. Der Beweis verwendet die Theorie des Abschnitts 6.3, insbesondere die
Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung der Definition 6.7. Die HJB-Gleichung lautet
hier

- ‘/t(tv JZ) =
min {l(ac(t)TQ(t)x(t) +u(t)" R(t)u(t)) + Va(t,z) (At)z(t) + B(t)u(t)) } :

u(t)eRm | 2

Zuerst leitet man die HJB-Gleichung nach u ab, da ohne Restriktionen an u hier
ein unrestringiertes Optimierungsproblem vorliegt. Aufgelost nach der Steuerung
ergibt sich

u(t) = —R(t) " Bt)TV,(t,z)". (6.7)

Man setzt dieses Resultat wieder in die HJB-Gleichung ein. Dann weist man nach,
dak die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung eine quadratische Form

V(t,z) =2 P(t)x (6.8)

mit symmetrischem P als Losung besitzt. Nun fihrt man fort, indem man auch
dies wiederum in die HJB-Gleichung einsetzt. Dann erhilt man direkt die Riccati-
Gleichung (6.4) mit der Randbedingung (6.5). (6.8) eingesetzt in (6.7) fiihrt dann
zu der optimalen Steuerung (6.3). Fiir genauere Ausfithrungen siehe |2, Abschnitt
2.3| oder [43, Theorem 3.1]. O

Durchaus interessant und wissenswert ist der Vergleich zu Linear-Quadratischen
Systemen bei Diskreter Dynamischer Programmierung, siehe hierzu [10, Abschnitt
4.1].

Bisher enthielt das Zielfunktional nur quadratische Terme. Eine Erweiterung er-
halt man durch das Hinzufiigen von linearen Termen.
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Definition 6.15. Es seien die Daten und Eigenschaften aus Definition 6.13 ge-
geben. Die Vektoren

h(t) € R, k(t) eR™, leR" (6.9)

seien beziiglich t stetig differenzierbar im gegebenen Intervall. Die Aufgabenstel-
lung lautet nun:
Minimiere

Salty) S alty) + Talty)

1

+ §/tof(;p(t)TQ(t)x(t)+u(t)TR(t)u(t)+2h(t)T$(t)+2k(t)Tu(t)> ”

unter den Nebenbedingungen

#(t) = A@)z(t) + B(t)u(t),

I(to) = Xp-

Die Vorfaktoren innerhalb des Integrals sind so angelegt, daf sie beim Diffe-
renzieren verschwinden. Fiir diese Aufgabe lafst sich erneut ein Existenz- und
Eindeutigkeitssatz der Losung formulieren. Die Losung unterscheidet sich kaum
von derjenigen in Satz 6.14. An verschiedenen Stellen schieben sich die linearen
Terme in die dortige Losungsstruktur, siehe [43, Bemerkung 3.3|.

Eine weitere Problemerweiterung entsteht, wenn man mit z(¢)”Z(¢) u(t) auch
gemischte Terme im Zielfunktional zulifst, wobei Z eine geeignete Matrix ist. In
[11, Kapitel 5| wird dieser Fall eingehender betrachtet, auch in [43, Bemerkung
3.4] wird hierauf eingegangen.

An dieser Stelle ist es gewinnbringend, sich die Aussagen des Satzes 6.14 noch
einmal qualitativ anzuschauen:

Bemerkung 6.16. Die Ergebnisse des Satzes 6.1/ zu der Linear-Quadratischen
Aufgabe in Definition 6.13 lassen bei geeigneten Ausgangsdaten erhebliche Glatt-
heitseigenschaften des optimalen Zustandes und der optimalen Steuerung vermu-
ten (ebenso fiir Definition 6.15).

Diese Beobachtung dient im Kapitel 7 als Motivation (und Rechtfertigung) fiir
den numerischen Ansatz, Polynome als Naherungen der unbekannten Trajektorien
x und u anzusetzen. Fiir ein allgemeines kontinuierliches Optimalsteuerungspro-
blem 6.2 wire dies von vorneherein viel fragwiirdiger.
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6.5 Direkte Losungsverfahren

Es gibt im wesentlichen zwei Herangehensweisen zur Lésung von Optimalsteue-
rungsproblemen:

e Indirekte Verfahren nutzen die notwendigen Optimalitdtskriterien des Mi-
nimumprinzips, die analytisch hergeleitet werden miissen.

e Direkte Verfahren diskretisieren die einzelnen Elemente der Aufgabenstel-
lung sofort, so daf statt einer kontinuierlichen Problemstellung eine end-
lichdimensionale entsteht.

Die Abbildung 6.1 veranschaulicht beide Verfahrensklassen.

Problem —_— Optimalsteuerungsproblem
Vorgehensweise — Diskretisierung Minimumprinzip
Verfahrensklasse —— ( Direkt ) élndirekt)
Aufgabe —— | Nichtlin. Opt.-Problem Randwertproblem

Abbildung 6.1: Losungsstrategien von Optimalsteuerungsproblemen

In dieser Arbeit wird nur der direkte Ansatz verfolgt. Direkte Losungsmethoden
beruhen auf einer geeigneten Diskretisierung des Funktionals, der Differentialglei-
chung sowie der restlichen Zustands- und Steuerbeschrankungen. Die Wahl dieser
Diskretisierung ist ausschlaggebend fiir die weiteren Rechnungen und die Giite
der Ergebnisse. Fiir die allgemeine Aufgabenstellung 6.2 fiihrt die naheliegenste
und einfachste Wahl iiber die Festlegung eines Gitters G

und der Ndherungen
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zu der Approximation des Integrals mittels einer Riemann-Summe und der Dif-
ferentialgleichung durch ein Euler-Verfahren. Mit der Schrittweite

hi—l = ti_ti—ly 1= ]_,...,N (613)
entsteht ein neues Optimierungsproblem in der Formulierung aus |25, 7.2.1]:

Definition 6.17 (Diskretes Dynamisches Optimierungsproblem).
Minimiere

N
fa(wo) + fo(on) + Z hi1 f(tiza, Tim1, wiz)

=1

unter den Nebenbedingungen

T =T+ hicag(ticn, w1, uim), 1=1,..., N,

<0, i=1,...,5,
Oéi(tojflfo){ ;0

Y
, t=58,+1,...,54,
. /
<0 , i=1,...,s),
=0 , i=s,+1,...,58p

Bi(tn,zn) {

uir €U, 1=1,...,N,
S(ti,x;) <Ogs, i=
r; €R, 1=0,...,N,
u €R, i=0,...,N—1.

Ein Diskretes Dynamisches Optimierungsproblem 1aft sich in verschiedener Weise
bearbeiten. Zum Beispiel existieren fiir Diskrete Dynamische Optimierungspro-
bleme spezielle Losungsalgorithmen. Entscheidend und hier allein bedeutsam ist
jedoch, dafs durch die Diskretisierung ein endlichdimensionales Optimierungspro-
blem entsteht. Die allgemeine Problemstruktur l&ft sich in die Aufgabenklasse
der folgenden Definition aus |25, 5.1.1| einordnen.

Definition 6.18 (Nichtlineares Optimierungsproblem (NLP)). K sei ei-
ne Teilmenge des R™. Die Funktionen f, g1,...,9m : K — R seien wenigstens
auf K definiert. Fin Nichtlineares Optimierungsproblem (NLP) ist durch die
folgende Aufgabenstellung gegeben:

Minimiere

()
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unter den Nebenbedingungen

gz<x> S 07 1= 17 7m/7
gi(r) = 0, i=m'+1,...,m,
r € K.

Die Losungstheorie derartiger Problemstellungen wird in dieser Arbeit nicht be-
sprochen. Zur Losung solcher nichtlinearen Optimierungsaufgaben gibt es gut
entwickelte Konzepte und Algorithmen, siehe dazu [37] oder [25, Kapitel 6.

Die Definition 6.18 gibt die Struktur eines direkten Verfahrens bei der Anwen-
dung auf allgemeine Optimalsteuerungsprobleme an. Einen Spezialfall nichtlinea-
rer Optimierungsprobleme gewinnt man, wenn die Optimalsteuerungsprobleme
die linear-quadratische Struktur der Definitionen 6.13 oder 6.15 besitzen:

Definition 6.19 (Quadratische Programm (QP)). Es sei QQ € R™" eine
positiv definite Matriz. Ferner sei h € R", A € R™" und b € R™. Die Aufgabe

Minimiere
TQr+hlx
unter den Nebenbedingungen
Ax =b
wird als Quadratisches Programm bezeichnet.

Zu diesen Optimierungsaufgaben sind die verfiigharen Algorithmen besonders
effektiv.

Andere Diskretisierungen eines Optimalsteuerungsproblems sind unbedingt wiin-
schenswert, da die Riemann-Summe und das Euler-Verfahren in ihren Aufgaben-
bereichen der numerischen Integration und der Losung von Differentialgleichun-
gen die primitivsten Ansétze reprisentieren. Die Gaufs-Quadratur und Runge-
Kutta-Verfahren sind hochwertiger, wenn auch aufwendiger. Unweigerlich stellt
sich die Frage, wie nun die Aufgabenstellung dieser beiden Losungsverfahren auf
ein Optimalsteuerungsproblem {iibertragen werden kann. Der Satz 6.4 {iber die
Aquivalenz verschiedener Optimalsteuerungsaufgaben ist nun hilfreich.

Die folgende - vereinfachte - Aufgabenstellung soll die Wahl der Diskretisierung
erklaren. Zur Vereinfachung werden das Intervall t € [to, tp + h] und die numeri-
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schen Niherungen 79 und 7; verwendet. Es gilt nach Satz 6.4:

(a) = (b)
to+h
min t F(t, 21 (t), u(t)) dt min z2(to + h)
st a1(t) = g(t,z1(2), u(t)), st a1(t) = g(t,z1(2), u(t)),
x1(to) = Mo, o(t) = f(t,21(t),u(t)),
z1(to) = no,
xz(to) = O

Fiir das Problem (b) ist ein Runge-Kutta-Ansatz naheliegend:
1. Man wahle Stiitzstellen tg +c;h, i =1,...,5s.

2. Uber die Diskretisierung der Steuerung u mache man zuniichst keine Aus-
sagen.

3. Man formuliere das Gleichungssystem eines Runge-Kutta-Verfahrens wie in
Definition 4.1.

Es wird 7§ := 1y gesetzt, wobei der obere Index wie bei anderen Variablen nun
die Dimension bezeichnen soll.
Dann entsteht das folgende nichtlineare Optimierungsproblem:

Minimiere

unter den Nebenbedingungen

Y (9(to+cihong + R0 aiky,w) .
(k,ZQ) - (f(tO + Cih, ,'7(1) + thzl aijkjl'aui) , 1= L ceey S, (614)

my _ (m ~, (H

() = ()2 () (19
Die rechte Seite von (6.14) hiingt nicht von k? ab. Fiir die Losung des Glei-
chungssystems ist die zweite Gleichungskomponente in (6.14) deshalb irrelevant.
Gleichzeitig ist die Zielfunktion gleich der zweiten Komponente von (6.15). Man
ersetzt nun den Zielfunktionsterm 77 durch die zweite Komponente aus (6.15)
und damit auch der zweiten Komponente aus (6.14). Dann lifkt man wieder die
nun iiberfliissigen Dimensionsindizes weg mit 7y := 1 und k; := k!. Es ergibt
sich:



6.5 Direkte Losungsverfahren 101

Minimiere
hsz(lfo +Cih,770 —I—hZaijkj,ui) (616)
i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen

ki = g(to + Cih,T]O + hZaijkj,ui), 1= 1, Lo, S (617)

j=1

Man blicke nun zuriick auf die Aufgabenstellung (a). Die Nebenbedingung (6.17)
hat genau diejenige Gestalt, die man auch bei einem Runge-Kutta-Ansatz fiir das
Problem (a) angesetzt hiitte. Die Formel (6.16) er6ffnet nun, wie das Integral fiir
(a) approximiert zu werden hat. Wenn also der Losungsansatz fiir die Differenti-
algleichung einem der impliziten Runge-Kutta-Verfahren aus den Abschnitten 4.5
und 4.6 entstammt, so muf das Integral mit der zugehorigen Gaufk-Quadraturregel
berechnet werden. Die Formel (6.16) entspricht im iibrigen auch den Formeln
(4.3) bis (4.6) aus dem Abschnitt 4.2, in dem die Runge-Kutta-Verfahren iiber
die Integration motiviert wurden.

Bemerkung 6.20. Die Diskretisierung der Differentialgleichung und die Appro-
zimation des Kostenfunktionals sollten nach zusammengehiorenden Regeln erfol-
gen. Insbesondere kombinieren sich die Regeln der Gauf$-Quadratur mit jenen der
impliziten Runge-Kutta- Verfahren.

Die anfinglichen Umformungen, die zu dem Diskreten Dynamischen Optimie-
rungsproblem in Definition 6.17 gefiihrt haben, waren unausgesprochen mit die-
sem Prinzip konsistent. Die Riemann-Summe und das Euler-Verfahren sind in
diesem Sinne zusammengehorig, wie schon aus der Definition 3.16 und (3.15)
hervorging.

In [52] werden Varianten fiir die Diskretisierung der Steuerung u diskutiert. Die
Stiitzstellen fiir « werden durch einen Vektor o € R® mit

to+oh, 0<o0;,<1, i=1,...,s (6.18)
festgelegt, so daf
w = u(ty+o:h), 0<o0;, <1, i=1,...,s (6.19)
ist.

Bemerkung 6.21. Es sei das Problem 6.3 mit noch gewissen Zusatzvorausset-
zungen und folgende Auswahlregeln gegeben:

oi=c¢, t=1,...,s.
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Dann kann man zeigen, daf fir ein Runge-Kutta-Verfahren, welches die Konver-
genzordnung 2 besitzt, die Bedingung D(1) erfillt und bei dem alle Gewichte b;
echt grofier null sind, die Diskretisierungen (6.14) und (6.15) zu der Konvergen-
zordnung 2 des nichtlinearen Optimierungsproblems fiihren, siehe [52].

Es lassen sich einige Phédnomene generalisieren, die direkte und indirekte Metho-
den auszeichnen. Die Tabelle 6.1 listet die fiir diese Arbeit bedeutsamen Beob-
achtungen auf. Die gegensitzlichen Ansitze beider Methoden resultieren in zum
Teil spiegelsymmetrischen Vorziigen und Nachteilen.

H | Indirekte Methoden | Direkte Methoden H
Vorteile | - Erfiillen die notwendigen - Umgehen die notwendigen
Optimalitatskriterien Optimalititskriterien
- Liefern sehr prazise Losungen | - NLPs sind relativ leicht 16sbar
Nachteile | - Notwendige Optimalitits- - Losungen sind nicht so genau
kriterien miissen analytisch wie bei indirekten Methoden
hergeleitet werden - Notwendigen Optimalitdts-
- Guter Startwert fiir das Rand- | kriterien werden im allge-
wertproblem erforderlich meinen nicht erfillt

Tabelle 6.1: Einige Vergleiche zwischen direkten und indirekten Verfah-

ren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen

Besonders das Umgehen der analytischen notwendigen Bedingungen zeichnet die
direkten Verfahren aus. Die Losung von Optimalsteuerungsproblemen mittels di-
rekter Methoden ist deshalb in letzter Zeit intensiviert worden. Drei Beispiele
dafiir sind [7], [46] und [63]. Ein in diesen drei Arbeiten mafigeblicher Ansatz
wird im néchsten Kapitel vorgestellt.



Kapitel 7

Kollokationsverfahren im Bereich
optimaler Steuerungen

7.1 Einleitung

Im Abschnitt 6.5 erfolgte bereits eine kurze Einleitung in direkte Lésungsver-
fahren fiir Optimalsteuerungsprobleme. Zum Diskretisieren boten sich Runge-
Kutta-Verfahren an. Man erhofft sich damit eine effektive Approximation der
Differentialgleichung und des Zielfunktionals, dhnlich wie bei Anfangswertproble-
men. Die Formeln (6.16) und (6.17) sind aber noch etwas unpraktisch fiir ein
Optimalsteuerungsproblem. Aufterdem erzeugt man so nur diskrete Werte, nicht
aber kontinuierliche Losungen fiir den Zustand = und die Steuerung u. Die in Ka-
pitel 5 bewiesene Gleichwertigkeit bestimmter Polynomansitze kreiert jetzt eine
geeignete Schreibweise und fiihrt zu einem Kollokationsansatz.

Einige Aspekte des folgenden Ansatzes miissen allerdings eingehender erldutert
werden. So wurde die Runge-Kutta-Diskretisierung in Abschnitt 6.5 fiir den Zu-
stand x vorgenommen, wiahrend die Diskretisierung der Steuerung u noch etwas
wage blieb. Es ist nicht leicht zu begriinden, wie man w approximiert. Weiter ist
auch eine generelle Diskrepanz zwischen dem in diesem Kapitel verwendeten Po-
lynomansatz und den Kollokationsverfahren des Kapitels 5 zu attestieren. Auch
darf nicht vergessen werden, daf ein Optimalsteuerungsproblem eine grundsétz-
lich andere Aufgabenstellung als ein Anfangswertproblem ist.

Im Abschnitt 7.2 wird versucht, die soeben angekiindigten kritischen Gesichts-
punkte ndher zu beleuchten und zu rechtfertigen.

Die Anwendung der Diskretisierung auf eine relativ allgemeine Problemklasse
wird im Abschnitt 7.3 geschildert.

Der Abschnitt 7.4 prazisiert den Ansatz fiir Linear-Qudratische Optimalsteue-
rungsprobleme des Abschnitts 6.4. Dabei wird die Definition 6.15 noch um Ne-

103
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benbedingungen erweitert.

Es wiirde zuweit fiihren, die numerischen Ansétze dieses Kapitels theoretisch zu
begriinden. Insbesondere werden keine Konvergenzaussagen behauptet und Kon-
vergenzuntersuchungen durchgefiihrt, wie es [52] leistet. Es wird sich mehr auf
die Vorgehensweise anderer Arbeiten gestiitzt, bei denen die Analyse direkter
Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen den Schwerpunkt bilden.
Im Kontext der Diplomarbeit soll diese Anwendung verdeutlichen, wie Strukturen
der Gauk-Quadratur und der impliziten Runge-Kutta-Verfahren auch in einen Lo-
sungsansatz fiir Optimalsteuerungsproblemen einfliefen kénnen. Im Hinblick auf
die Beispiele des Kapitels 8 wird eine Methode angeboten, Linear-Quadratische
Optimalsteuerungsprobleme numerisch zu bearbeiten. Die Quellen des Abschnitts
sind deshalb als Ideenlieferanten zu verstehen. Ein Ausgangspunkt der Diplom-
arbeit war [19]. In [7], |46] und [63] werden direkte Methoden grundlegender
untersucht.

7.2 Motivation und Rechtfertigung

Die Idee, Polynome mit zunéchst ungekannten Koeffizienten fiir den Zustand z in
ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem einzusetzen, beruht auf den Erkennt-
nissen des Kapitels 5. Bei einer geeigneten Wahl von Stiitzstellen sind die Kollo-
kationsverfahren dquivalent zu impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Im Sinne der
direkten Methoden des Abschnitts 6.5 scheint ein solcher Ansatz gerechtfertigt.
Die Diskretisierung der Steuerung w ist dagegen zunéchst eine vollig neue Frage-
stellung. In [52] werden hierzu Untersuchungen durchgefiihrt. Die Bemerkung 6.21
kann als Begriindung fiir den hier gewdhlten Ansatz dienen. Aber auch andere
Argumente konnen verwendet werden.

Diskretisierung der Steuerung. Die folgenden Ausfiihrungen richten sich
nach |7], [46] und [63]. In |7, Abschnitt 2.2 und 3.3| findet man diese Darlegungen
ausfiihrlicher. Im weiteren werden die anglophonen Bezeichnungen iibernommen.
Die hier gewéhlte Diskretisierung der Steuerung w (und auch des Zustandes )
14kt sich in einen groferen Rahmen einordnen. Einen allgemeinen Ansatz zur Lo-
sung von gewohnlichen (und auch partiellen) Differentialgleichungen bieten die
sogenannten ,Spectral methods”“. Im Unterschied zu anderen L&sungsverfahren
- zum Beispiel Finite-Element-Methoden - steht bei Spectral methods zunéchst
nicht die Unterteilung des Gebietes im Vordergrund. Stattdessen wird die nume-
rische Losung auf dem gesamten Gebiet als eine Linearkombination von gewis-
sen Basisfunktionen ®; angesetzt, die auf dem gesamten Gebiet (global) wirken.
Fiir das Optimalsteuerungsproblem bildet man beispielsweise auf dem Intervall
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[to,tf = to + h]

s

o(t) ~ 2P (t) = Zaj - D,(1), (7.1)

J=1

u(t) ~ uP(t) = Z b; - ®,(1), (7.2)

wobei die ®; gewisse ,Global basis functions” reprisentieren, und die reellwerti-
gen Koeffizienten a; und b; vorerst unbekannt sind. Typischerweise werden vor
allem orthogonale Polynome oder trigonometrische Funktionen als Basisfunktio-
nen gewahlt.

Nach der Substitution solcher Naherungsfunktionen miissen in der Regel auch die
Differentialgleichungen angepaft werden, denn normalerweise konnen diese von
den eingesetzten Linearkombinationen nicht mehr erfiillt werden. Hierbei existie-
ren durchaus mehrere Alternativen, zum Beispiel ,,Tau methods* oder ,Galerkin
methods®, siehe |7, Abschnitt 2.2.2]. Die hier verwendete Methode wird ,Colloca-
tion method* oder auch ,Pseudospectral method” genannt. Bei den pseudospec-
tral methods wird die Giiltigkeit der Differentialgleichungen an einer Menge von
Punkten {to+c;h, i =1,...,s} gefordert. Diese Stellen heifsen Kollokationspunk-
te. Die Differentialgleichung eines Optimalsteuerungsproblems wird dann durch
folgende Gleichungen ersetzt:

(+"(1))

= g(to + cih, 2P (to + ¢;h), uP (to + ¢;h)),

t=to+c;h
1=1,...,5 beziechungsweise
S / ' S S
(X)) |, = oot eh Yot +eh) Y bd(+eh)).
Jj=1 j=1 j=1
i=1,...,s. (7.3)

Die pseudospectral methods sind entscheidend durch die Wahl der Kollokations-
punkte {to + c;h, i = 1,...,s} gepriagt. Werden als Basisfunktionen Polynome
benutzt und als Kollokationspunkte die Nullstellen der Lobatto-Polynome, ent-
stehen die ,Legendre-Gauss-Lobatto collocation methods”. Auch die Bezeichnung
,Legendre pseudospectral methods® ist gebriauchlich. In Abschnitt 7.4 wird be-
griindet, warum sich die Lagrange-Polynome [; als Basisfunktionen besonders
bewahren.

Im Abschnitt 2.8 sind bereits viele Strukturen fiir die Legendre pseudospectral
methods erarbeitet, etwa der Satz 2.29. Die Formel (2.49) weist auf den Zusam-
menhang zwischen Lagrange-Polynomen und Lobatto-Polynomen hin. Der Satz
2.30 ermoglicht die Berechnung der Vorfaktoren der Variablen a; der linken Seite
n (7.3). So lohnt sich im nachhinein die geleistete Arbeit.
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Aufgabenstellung e COptimalsteuerungsprobleHD

Losungsansatz mit

globalen Funktionen (Spectral method§

Kollokationsbedingungen —— CPseudospectral methods)

Polynomialer Ansatz und

Lobatto-Knoten als — (Legendre pseudospectral methods)
Kollokationspunkte

Abbildung 7.1: Konstruktion der Legendre pseudospectral methods

Es lafkt sich resiimieren, daft Legendre pseudospectral methods eine weitere Be-
griindung fiir einen Polynomansatz fiir den Zustand, und eine erste fiir die Steue-
rung, liefern. Fiir mathematischere Erkldrungen sei auf die erwdhnten Quellen
verwiesen. Hier bleibt die gewichtige Festlegung zu dokumentieren, daf ab nun
die Polynome z? fiir x und «” fiir u angesetzt werden mit

Grad ¥ = Grad u”. (7.4)

In einer gewissen Abweichung von den Legedre pseudospectral methods wird in
den Abschnitten 7.3 und 7.4 aber doch noch zusétzlich das Intervalls [to,tf] in
N Abschnitte zerlegt. x und u werden dann stiickweise polynomial formuliert.
Gerade fiir komplexere Aufgabenstellungen erscheint eine solche ergdnzende Dis-
kretisierung unverzichtbar.

Die Abbildung 7.1 kommentiert links den rechts zuriickgelegten Weg zu den Le-
grende pseudospectral methods.

Polynomgrad versus Anzahl der Kollokationsstellen. Die Ausfithrungen
zu Spectral methods sollten vor allem den Polynomansatz fiir die Steuerung recht-
fertigen. Fiir den Zustand schien eine grundsitzliche Ubereinstimmung mit den
bekannten Kollokationsverfahren des Kapitels vorzuliegen. Das ist aber nicht ganz
richtig, wie bei genauerer Betrachtung ersichtlich wird. Bei der Anwendung eines
Kollokationsverfahren mit Polynom z? auf ein Anfangswertproblem

p(t) = g(t =()),

I(to) = Xy
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wurde in Definition 5.1 festgelegt, wie der Polynomgrad zu wéhlen ist:
Gradmp:‘{t0+cih,i:1,...,s}’:3. (7.5)

Den s + 1 Koeffizienten des Polynoms 2 stehen s Kollokationsbedingungen und
die Anfangswertbedingung gegeniiber. Diese Festlegung erwies sich als zweck-
méakig fiir die Existenz und Eindeutigkeit eines Kollokationsverfahrens. Genau
diese Kollokationspolynome sind dquivalent zu gewissen impliziten Runge-Kutta-
Verfahren. Setzt man aber fiir ein Optimalsteuerungsproblem die Legendre pseu-
dospectral methods mit den Formeln (7.1) und (7.2) an, wobei

©;(t) = 1(1) (7.6)
gewahlt werden kann, ergibt sich jedoch
Grada? = Gradw’ =s — 1 < s = [{to + ¢;h,i =1,...,s}|. (7.7)

Das Zustandspolynom P besitzt nur s Koeffizienten, die Kollokationsnebenbe-
dingungen und die Anfangsbedingung einer Differentialgleichung summieren sich
jedoch zu s+ 1 Gleichungen. Fiir eine fest gewihlte Steuerung wiren die Neben-
bedingungen damit allgemein nicht erfiillbar! In [46, Abschnitt 3.1] wird hierauf
hingewiesen. Mit sinngeméifen Bezeichnungen heifst es dort:

[...] it is, in general, not possible to solve the n,(N + 2) discreti-
zed state equations [...] for the n,(N + 1) states yo, ..., yn given con-
trols ug, . .., un, even if the infinite dimensional state equation [...] has
a unique solution y for given control u. This is quite different from
the collocation discretizations |...], where the discretized state equation
consists of n,(N+1) equations and where, under suitable assumptions,
the discretized state equation has a unique solution yo,...,Yn, given
controls ug, ..., uyn. Hence the discretization |...] of the state equation
[...] only makes sense in the context of optimal control, but not for
simulations.

Diese Legendre pseudospectral methods stimmen also auch fiir den Zustand z
nicht ganz mit den Kollokationsverfahren des Kapitels 5 iiberein. Erst der Poly-
nomansatz fiir die Steuerung u erh6ht (verdoppelt) die Anzahl der Variablen und
erzeugt Freiheitsgrade, da nun im allgemeinen weniger Nebenbedingungen als Va-
riablen vorliegen. Die Optimierung legt die Koeffizienten der Polynome schliefslich
fest.
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Wahl der Lobatto-Nullstellen. Nach der Beschreibung des Polynomansatzes
fehlen noch ein paar Argumente, warum die Gauf-Lobatto-Knoten als Kolloka-
tionspunkte verwendet werden. Ein Vorzug besteht im Vorliegen von ¢; = 0 und
cs = 1. Fiir ¢; = 0 gilt:

t(] -+ Clh Z aj - to + 1 ) = a3 = Xg. (78)

Fiir eine Randbedingung kann man a, = x; folgern. Damit sind bereits vor der
Optimierung Variablenbelegungen bekannt.

In den Quellen [7], [46] und [63] werden weitere gewichtige Argumente angefiihrt.
Diese konnen in dieser Arbeit nicht wiedergegeben werden. Es kann hier auch
nicht iiberpriift werden, ob die dortigen Gegebenheiten identisch mit den hiesigen
sind. Einige Zitate sollen dem neugierigen Leser als Anregung dienen:

[63, Abschnitt 1.2|: Elnagar et al [...] and Ross and Fahroo |...
employed the Legendre spectral collocation method for solving a variety
of optimal control problems, and showed that highly accurate results
can be obtained with a low degree of discretization.

[63, Abschnitt 1.2 und Abschnitt 2.1.3|: The LGL [Legendre-Gauf-
Lobatto] points offer the ,best* discretization in the sense of minimal
least-square error.

[46, Kapitel 1 (Einleitung)|: Such methods have attracted attention
[...] because of their alleged superior approximation properties and, in
the case of Legendre pseudospectral method, the availability of a so-
called adjoint map or estimate.

Ausfiihrlich untersucht [7] pseudospectral methods. Festzuhalten bleibt, dak die
Lobatto-Polynom-Nullstellen als Kollokationspunkte festgelegt werden und die
Nullstellen von Radau- oder Gauf-Legendre-Polynomen offenbar uniiblich sind.
Als letztes sind einige allgemeine Gedanken zu den Polynomanséitzen fiir Opti-
malsteuerungsprobleme notwendig.

Diskussion des Polynomansatzes. Es lassen sich gravierende Einwinde ge-
gen einen Polynomansatz erheben. Im wesentlichen beruhen diese auf mogliche
kontrastierende Glattheitseigenschaften der optimalen Lésungen und derjenigen
der numerischen Losungen. Charakteristisch dafiir ist insbesondere die Steuerung
u, die im Optimum Spriinge aufweisen kann und damit gegebenfalls noch nicht
einmal stetig ist, wie schon in Bemerkung 6.12 beobachtet wurde.
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Die Losung eines implementierten Optimierungsprogramms besitzt immer die
Struktur, die der Programmierer involviert:

Zustand x unbekannter Funktionenklasse «— Polynom x?,

Steuerung v unbekannter Funktionenklasse «— Polynom u”.

Damit ensteht ein uniiberbriickbarer Gegensatz zwischen der tatsdchlichen opti-
malen Losung und den numerischen optimalen Ergebnissen:

Topt liegt in AC «——  x}; liegt in C*,

Ugpy liegt in Lo, < up, liegt in C*°.
Die numerische Losung ist unendlich oft differenzierbar. Sie kann folglich Unste-
tigkeitsstellen oder nichtglatte Punkte nicht beschreiben.
Fiir die Linear-Quadratischen Optimalsteuerungsprobleme des Abschnitts 6.4
herrscht dagegen eine kontrére Ausgangssituation vor. Nach Bemerkung 6.16 exi-
stieren hier giinstige Bedingungen fiir einen glatten Losungsansatz. Beispiele im
Abschnitt 8.4 werden exzellente Approximationen der optimalen Lésung bei nur
geringem Aufwand bestdtigen. Die spezielle - aber geldufige - Linear-Quadratische
Aufgabenstruktur bildet damit das Fundament des numerischen Ansatzes. Solche
Aufgaben bilden auch den Kern der Beispielrechnungen in Abschnitt 8.4.
Doch gerade die numerische Struktur eines allgemeinen nichtlinearen Optimie-
rungsproblems der Definition 6.18 reizt, die obigen Anfechtungen zuriickzustellen.
Zusitzliche Bedingungen im Optimalsteuerungsproblem bewirken keine struk-
turellen Anderungen im diskretisierten nichtlinearen Optimierungsproblem 6.18,
sondern fiigen lediglich weitere Gleichungen oder Ungleichungen hinzu. Man iiber-
1akt es dem Optimierungsprogramm, wie sich solche Modifikationen auf die nume-
rische Losung auswirken. Insofern besitzen die Abschnitte dieses Kapitels Spiel-
rdume in der Aufgabenstellung. Letztendlich ist es ein Experiment, ausgehend
von der gesicherten Basis der Linear-Quadratischen Aufgaben in verschiedene
Richtungen auszufiachern. Griinde dafiir sind beispielsweise:

e Auch bei Anfangswertproblemen gelten die Konsistenzordnungen der impli-
ziten Runge-Kutta-Verfahren nur bei entsprechenden Glattheitsvorausset-
zungen, siche Bemerkung 3.26. Kaum ein numerisches Verfahren wird allen
widrigen Gegebenheiten von praktischen Aufgaben gerecht.

e Die optimalen Lésungen sind prinzipiell unbekannt. Ein einfacher erster
Ansatz kann Erkenntnisse zutage fordern, ohne viel Vorarbeit zu investieren.

e Eine Niherungslosung kann fiir genauere - und aufwendigere - Verfahren
einen guten Startwert liefern.
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{ CGauf&—Quadratur) C Opt.St.Problem > ‘

Aufgabe und
Losungsansatz

Theorie zur <

Diskretisierung IRK > @irektes Verfahren

\ CKollokationsverf.> C NLP bzw. QP > \

N/

(Problem 7.4 (NLP) bzw. 7.12 (QP))

Abbildung 7.2: Synthese von numerischen Verfahren zur Losung von
Anfangswertproblemen und Optimalsteuerungsproblemen

Zwei abschlieflende Bemerkungen fassen die Schwierigkeiten des Kapitels zusam-
men.

Bemerkung 7.1. Ein Optimalsteuerungsproblem unterscheidet sich grundsditz-
lich von einem Anfangswertproblem. Qualitative und quantitative Ubertragungen
von Konsistenzordnungen bei einer Runge-Kutta-Diskretierung kénnen nicht er-
wartet werden.

Bemerkung 7.2. Der vorgeschlagende Kollokationsansatz weicht von den Kol-
lokationsverfahren des Kapitels 5 ab.

Die Abbildung 7.2 verdeutlicht, wie die Diskretisierungstheorie fiir Anfangswert-
probleme der Kapitel 2 bis 5 mit der numerischen Losungstheorie der direkten
Verfahren fiir Optimalsteuerungsprobleme der Kapitel 6 und 7 zusammengefiihrt
wird. Einerseits kulminieren die Anfinge der Gauf-Quadratur in den Kolloka-
tionsverfahren. Andererseits fiihrt ein direktes Verfahren zu einem nichtlinearen
Optimierungsproblem. Die Vereinigung vollzieht sich in den Aufgabenstellungen
7.4 und 7.12, die im laufenden Kapitel erarbeitet werden.

7.3 Allgemeiner numerischer Ansatz

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei das Problem 6.3, unter Umstidnden noch
ergdnzt um eine Randbedingung bei ¢;. Diese Beliebigkeit ist nicht untypisch fiir
direkte Verfahren. Im Bewufstsein der Diskussion des Abschnitts 7.2 iberléft man
es dem Optimierungsprogramm, wie sich zusatzlichen Restriktionen auswirken.



7.3 Allgemeiner numerischer Ansatz 111

Problem 7.3. Minimiere
ly
S(tysa(ts)) + [ (et ult)) e

to

unter den Nebenbedingungen

i(t) = g(t,x(t),u(t)) fir fast alle t € [to, tf],
x(ty) = o,
x(ty) = =y,

)

u(t) € U, tEe [ty t].

Das Intervall [to,ts] wird zuerst in N Abschnitte zerlegt:
GNZ:{to,...,tN|t0<t1<...<tN:tf}. (79)

Die t; konnen dquidistant oder auch unregelmifig verteilt sein. Fiir die Intervall-
breite ergibt sich je nach Wahl:

hi—l = tz - ti—l; 1= 1, ceey N, (710)
ty —1
bzw. hi_1 = h:= %, 1=1,...,N. (7.11)

Bei einem dquidistanten Gitter 1a%t sich jedes Intervall [t;_1,¢;] angeben:

ty —to
N

ty —1
to+(i—1)- ,t0+i-%}, 1=1,...,N. (7.12)
Damit zerfallen die Zielfunktion und die Nebenbedingungen in N Abschnitte.
Im weiteren Verlauf wird nun darauf hingearbeitet, Zustand und Steuerung in
jedem Intervall polynomial zu approximieren. Fiir die Zielfunktion lafst sich die
Intervallzerlegung folgendermafsen andeuten:

St alin)) + ) t.t}(t,x(t),u(t)) dt. (7.13)

Ebenso verfihrt man mit den Nebenbedingungen. Zu beriicksichtigen ist hierbei,
daf die Abschnitte dennoch zusammenhingen, da der Zustand als stetig voraus-
gesetzt wird. So ist ist bei der Formlierung

i(t) = g(t,z(t),u®)), te€[ti,ti], i=1,...,N (7.14)

darauf zu achten, daf der Wert des Zustandes am Ende jedes Intervalls [t; 1, ;]
mit demjenigen am Anfang des folgenden Intervalls [¢;,¢;,1] iibereinstimmt. Damit



112 Kapitel 7: Kollokationsverfahren im Bereich optimaler Steuerungen

sind die Intervalle auf natiirliche Weise gekoppelt. Die Stetigkeit des Zustandes
ist gewahrleistet.

Es ist frei wiahlbar, ob man eine solche Kopplung fiir die Steuerung fordert. Eine
Entkopplung kann eine Unstetigkeit simulieren. Unstetigkeitsstellen sind a priori
jedoch unbekannt. Bei einer Vermutung iiber die Lage von Sprungstellen kann
eine passende Intervallzerlegung mit entkoppelter Steuerung erfolgversprechend
sein.

Jetzt erfolgen die Ansétze des Abschnitts 7.2. Zustand und Steuerung werden
stiickweise als Polynome des Grades s — 1 mit s Koeffizienten angesetzt. Mit !
und u’ werden jetzt die Polynome bezeichnet, wobei der Index ¢ im folgenden die
Intervallabschnitte markiert:

w(t) = o' (t), u(t)~=u'(t), teti,t], i=1,...,N. (7.15)

In jedem Intervall [t;_1,t;] werden s Stiitzstellen ausgesucht. Die Lage der Stiitz-
stellen wird durch die auf [0, 1] normierten Werten ¢;, j =1, ..., s gekennzeichnet:
ti,1+thi,1, jzl,...,S, ’LIL,N (716)

Damit entstehen fiir jedes Intervall [t;_q,¢;] die folgenden Kollokationsbedingun-
gen (vgl. Definition 5.1):

Tt +jhia) = 9(tim1 + ¢ihimy, @' (timy + cihima), u' (tioy + chiza)),
xz(ti—l) = xl_l(tz‘_l)’
j:17'--7s, Z:].,’N

Selbstverstéindlich miissen z'(ty) = zo und " (t5) = z; gelten. Die Steuerung
muf an allen Punkten ¢,_; + ¢;jh;—; die Steuerbeschrankungen einhalten.

In Kapitel 6.5 wurde erlautert, wie mit der Zielfunktion zu verfahren ist, nachdem
die Polynome z* und u’ substituiert wurden. Das Integral muf mit der dem Kollo-
kationsverfahren entsprechenden Quadraturregel approximiert werden. Insgesamt
entsteht ein Optimierungsproblem der Definition 6.18.

Problem 7.4. o, j = 1,..., s sind die Gewichte der Integrationsregel. Die 2-5-N
reellen Koeffizienten der Polynome

w, i=1,...,N
bilden die Argumente der folgenden Aufgabe:

Minimiere

N s
S(tN, J?N(tN)) + Z ( Oéjf(ti_l + thi—b xi(ti_l + thi—1>7 Ui(ti_l + thi—1>)>
j=1

i=1
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unter den Nebenbedingungen

l:i(tifl + thifl) = g(tifl + thifl, SCi(tifl + thi71>7 ui(tl-,l + thifl)),
j=1,....s, i=1,...,N,

#(tig) = @M (tia), i=2,...,N,
zt(ty) = o,
aV(ty) =y,

u'(tiy+chiy) € U j=1,...,s, i=1,...,N,

(ui(ti_l) = v t;i.1), i=2,...,N (nach Wahl)).

Im néchsten Abschnitt wird der Kollokationsansatz auf Linear-Quadratische Op-
timalsteuerungsprobleme spezialisiert.

7.4 Ansatz fiir Linear-Quadratische Optimal-
steuerungsprobleme

Der Abschnitt 7.3 erlduterte den Kollokationspolynomansatz fiir eher allgemeine
Problemstellungen. Jetzt wird dieser Ansatz auf die Linear-Quadratischen Auf-
gabenstellungen des Abschnitts 6.4 spezialisiert. Spéater werden auch zusétzliche
Nebenbedingungen hinzugefiigt. Es werden die Lobatto-Knoten als Stiitzstellen
verwendet, wie in Abschnitt 7.2 erwahnt. Da Gaufs-Lobatto-Nullstellen iiblicher-
weise auf das Intervall [—1, 1] standardisiert sind, wird dieses Intervall jetzt auch
verwendet. Die Aufgabenstellung lautet nochmals:

Problem 7.5. Minimiere
1
J(z,u) = éx(tf)TS z(ty) + 1 a(ty)

+3 /tof(xu)TQ(t) (1) -+ u(t) RO u(t) + 20 () (1) + 2k(1) u(t) ) di

unter den Nebenbedingungen
w(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
%(to) = X

mit den Matrizen und Vektoren aus der Definition 6.15.
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Nachdriicklich wird hier nochmals auf die Bemerkungen 6.12, 6.16 und die Dis-
kussion im Abschnitt 7.2 hingewiesen. Die Aufgabenstellung eignet sich fiir einen
Polynomansatz. Das Hinzufiigen von Steuerbeschriankungen oder einem Endzu-
stand z(tf) = z dndert die Ausgangslage allerdings mafgeblich Doch sei vorerst
von diesen Restriktionen abgesehen. Es wird ferner von einem dquidistanten Git-
ter Gy ausgegangen.

Um den Lobatto-Nullstellen des Intervalls [—1, 1] zu geniigen, mufs jedes Intervall
[ti—1,t;] ebenfalls auf [—1, 1] transformiert werden. Im letzten Abschnitt wurde
dieses Intervall noch nicht verwendet. Insofern besitzen die mit ¢; bezeichneten
Lobatto-Knoten in diesem Abschnitt eine andere Lage als im letzten Abschnitt.
Die allgemeine Transformationsformel der Bemerkung 2.11 lautet beim &quidi-
stanten Gitter (7.12):

) ty —1 21— 1)(ty — ¢
t(i) == f2N0-7+t0—|—( Q)J(Vf 0),

i=1,...,N. (7.17)

Die Transformation unterscheidet sich fiir jedes Intervall [t;_1,¢;] durch die Ab-
héngigkeit von dem Intervallindex i. Die Zeit 7 lduft stets im Intervall [—1, 1].
Die Vorfaktoren tg;“ der Substitution sind dagegen fiir jedes Intervall identisch.
Nun kann man fiir jedes Intervall die Polynome bilden.

Notation 7.6. Der Zustand x habe die Dimension n, die Steuerung u die Di-
mension m. Dann werden in jedem Intervall Polynome angesetzt:

s

v(r) = > ap; L), k=1,....n i=1..N, (7.18)
j=1

up(r) = D b, Li(r), k=1,...,m, i=1,.. N, (7.19)
j=1

Lin) = [ —2 j=1....s (7.20)
1—1 C] ]
1]

Bei den Koeffizienten aj, ; und b ; weist der obere Index auf den Intervallab-
schnitt und der linke untere auf die Dimension hin, wdahrend der rechte untere
die Polynomkoeffizienten markiert.

Man kann leicht nachrechnen, dafs mehr Variablen als Nebenbedingungen vorlie-
gen. Die Lagrange-Polynome erbringen vor allem zwei gewichtige Vorteile:

1. Die Variablen der Optimierungsaufgabe sind die Koeffizienten der Lagrange-
Polynome. Da aber zj,(c;) = aj,; und uj(c;) = b}, gelten, sind die gesuchten
Variablen dann bereits die Werte des Zustands und der Steuerung an den
entsprechenden Stellen. Es muf keine weitere Umrechnung erfolgen.



7.4 Ansatz fiir Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme 115

2. Die Eigenschaft z(c;) = aj,; bzw. uj(c;) = b}, verringert die Anzahl der
Variablen im entstehenden Quadratischen Programm.

Diese Vorziige werden spéter noch deutlich, so in (7.23).
Approximation des Zielfunktionals. Man setzt die Vektoren z* und u’ in

das Kostenfunktional ein. Zum Einsparen von Platz wird gezielt die Abkiirzung
der Formel (7.17) verwendet.

J(z,u) = J(2',u")
1
= —a™Ntn)TS 2Nty) + 1F2Nty)

3
+ gLl Z/ QU@ ' (1(0)) + w(t(6))" R(H(3)) i (4(0)))
N (2h<t<z’>> (0(0)) + 20000 (1(0))

Es wird die Schreibweise

Q'(1) = Q1)) = Q (th;Vto a4 B 12)5\? — t0)> (7.21)

eingefiihrt und auch bei anderen Matrizen und Vektoren verwendet. Fiir die Ma-
trizen und Vektoren der Aufgabenstellung werden im folgenden beispielsweise
mit Q% die Matrixeintriige der Matrix Q* bezeichnet, wobei wie iiblich der lin-
ke untere Index fiir die Zeile und der rechte fiir die Spalte steht. Jetzt wird das
Integral mit der Gaufs-Lobatto-Regel approximiert. Die Matrixprodukte werden
durch Summen ersetzt. Die Gewichte a; gewinnt man mit dem Satz 2.25.

N s
J(x', u') = Z Suya“SaVSJeru a, s+ 4;\;0220@-

l‘” 1 i=1 j—l
(ZQ (¢j)a M VJ+ZR w V_]+2Zh/z cj)a M—FQZH c;)b )
wr=1 pr=1

Approximation der Differentialgleichung. Fiir die linke Seite & der Diffe-
rentialgleichung gilt nach Satz 2.30:

o d - %
o) = 2 Cak i)
pn=1
k=1,....,n, 7=1,...,

= Y Djua;,, (7.22)
o

T=c;

s, ¢=1,...,N.

Auf der rechten Seite wirken sich die Lagrange-Polynome in der Kombination mit
der linearen Differentialgleichung vereinfachend aus. Anstelle der Funktionen z
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und u entstehen lediglich die Vorfaktoren der Polynome. Mit der Zeittransforma-
Lo entsteht rechts der folgende Term:

N
tf_tO i — i i
(ZA c])au,j—l—ZBk’H(cj)b%j), (7.23)
pn=1
k=1,....,n, 7=1,...,8, 2=1,...,N.

Nun fiihrt man beide Seiten der Differentialgleichung auf eine Seite zusammen.
Dann lauten die Kollokationsbedingungen:

> Djuah, — (ZA (c;)al, ; + Xpwg ),(m@
pn=1

k=1,....,n, j=1,...,s8, 1=1,...,N.

Ferner werden die Polynome intervallweise gekoppelt: fiir den Zustand z einerseits
ap,—a,, =0, k=1,...,n, i=2,...,N, (7.25)
fiir die Steuerung andererseits
= b =0, k=1,...,m i=2,... N. (7.26)
Dazu gilt natiirlich die Anfangsbedingung:
agy — (To) =0, k=1,...,n (7.27)

Letztere Gleichungen liefern bereits die Werte der Variablen a,1€71, k=1,...,n.
Man konnte sie in die anderen Gleichungen substituieren und damit die Anzahl
der Variablen verringern, womit jedoch keine bedeutende Problemverkleinerung
erreicht wird. Folgende Beobachtung ist betonungswert:

Bemerkung 7.7. Alle Nebenbedingungen (7.24), (7.25), (7.26) und (7.27) sind
linear.

Das Optimierungsproblem kann jetzt zusammengefalt werden.

Problem 7.8. Gegeben sei die Aufgabenstellung der Definition 6.15. Mit dem
Lisungsansatz der Abschnitte 7.2 und 7.3 sowie den Bezeichnungen dieses Ab-
schnitts erhdlt man dann das folgende Quadratische Programm:

Minimaere

—t
_Z‘Sﬂyausavs+zlﬂ s + f OZZ (ZQ i

p,rv=1 7,1]1 p,r=1

+ Z RL’V(C]‘ i VJ—I—QZhZ c)a M+22kl ci)b )

H,v=1
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unter den Nebenbedingungen

- i tf —to . i i - i i
0 = Z Dma,w T 9N (Z Akw(cj)au,j + Z Bkvu(cﬂ)bu,j)’
pn=1 pn=1

p=1

k=1,....n, 7=1,...,8, 2=1,...,N,
0 = ap,—ap,, k=1,....,n, i=2,...,N,

0 = b, —bp,, k=1....m, i=2...N,

}i:,j € R, k’zl,...,m, j:lj._,,s’ 2:17’N
Fiir die numerische Bearbeitung ist die folgende Beobachtung bedeutsam.

Bemerkung 7.9. Formuliert man die Nebenbedingungen (7.24), (7.25), (7.26)
und (7.27) in Matrizschreibweisen, entstehen diinn besetzte Matrizen.

Die Summen in Problem 7.8 entstehen zum Teil durch Matrixprodukte. In [19]
werden diese Summen durch Tensorprodukte ersetzt. Damit vermeidet einige In-
dizes. Fiir die Implementierung in Kapitel 8 ist die Indexschreibweise dagegen
sinnvoller.

Nun wird die Problemstellung um Steuerbeschrinkungen und Randwerte ergénzt.
Ein Randwert ist das Gegenstiick zur Anfangsbedingung.

Definition 7.10. FEine Randbedingung zur Aufgabe 7.5 ist durch

bzw. w(ty) = (xf)e, k=1,...,n
gegeben.
Diese Randbedingung 1aft sich sehr einfach in die Aufgabe 7.8 integrieren:
ap,— (x)r=0, k=1,...,n. (7.28)

Wie bei der Anfangsbedingung lassen sich die Losungen dieser Gleichungen sofort
ablesen.

Zwei verschiedene Typen von Steuerbeschrinkungen werden fiir die Aufgabe
wahlweise zugelassen.
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Definition 7.11. Boz-Constraints begrenzen mit unteren und oberen Schranken
jede Steuerungsdimension uy:

(w)k < uk < (U)p, (W), (U €R, k=1,...,m.

Kugel-Steuerbeschrankungen stellen Forderungen an die euklidische Norm der
Steuerbeschrinkungen:

lully < ua,
m
k=1

Die oberen und unteren Schranken sind oftmals dimensionsunabhingig. Die Box-
Constraints lassen sich sehr einfach in das Optimierungsproblem einfiigen. Man
fordert einfach

(e <by,; < (w)p, k=1,....m, j=1...s i=1..,N (729

Die Kugel-Steuerbeschrinkungen miissen zu jedem Zeitpunkt der diskreten Zeit
gelten:

ST) <u? j=1,...,s i=1... N (7.30)
k=1

Diese Ungleichungen sind nicht mehr linear, was aber fiir die Bezeichnung eines
Quadratischen Programms hier ignoriert wird. Zusammengefalst ergibt sich:

Problem 7.12. Ein erweitertes Quadratisches Programm entsteht durch das Pro-
blem 7.8 und die Nebenbedingungen der Definitionen 7.10 und 7.11.

Die Anzahl der Variablen der Optimierungsproblems 7.8 und 7.12 wachsen beson-
ders mit der Diskretisierung N. Nach Bemerkung 6.16 kann man jedoch fordern:

Bemerkung 7.13. Fir Probleme des Typs 7.8 wdhlt man nach Bemerkung 6.16
bevorzugt N = 1.

Beispielrechnungen folgen im néchsten Kapitel 8. Ist man vorerst nicht an der
Software-Beschreibung und Implementierung interessiert, kann man direkt in den
Abschnitt 8.4 springen.



Kapitel 8

Numerische Beispiele

8.1 Einleitung

In diesem Kapitel 8 werden Beispiele zu der Aufgabenstellung 7.12 demonstriert.
Dem Diskurs der Beispiele muf eingangs ein Einblick in die verwendete Software
vorausgehen.

Im Abschnitt 8.2 wird die verwendete Software erldutert.

Im Abschnitt 8.3 wird die Anpassung der Software auf die Aufgabenstellung 7.12
beschrieben. Hierbei wird auch die Bedienung des Quellcodes erklart.

Die Beispiele werden dann im Abschnitt 8.4 vorgestellt.

Im Abschnitt 8.5 werden Beobachtungen und Schluffolgerungen zu den Beispielen
des Abschnitts 8.4 zusammengefaft.

Der Anhang A erginzt das laufende Kapitel, beispielsweise mit ausgiebigeren
Quellcode-Informationen. Hier werden auch ein paar Beispieldaten ausgegliedert.
Der Anhang B beschreibt die beiliegende CD.

8.2 Einblicke in SCPIP 3.0

Fiir die Beispiele des Abschnitts 8.4 wurde das Programm SCPIP 3.0 verwendet.
SCPIP 3.0 ist ein Fortran77-Code zur Losung nichtlinearer Optimierungsproble-
me, der von Professor Christian Zillober geschrieben wurde. Ein Manual findet
man unter [64]. Die Programmanwendung 14t sich in die allgemeine Definition
6.18 der nichtlinearen Optimierungsprobleme einordnen. Somit kann SCPIP 3.0
fiir die in Kapitel 7 konstruierte Aufgabenstellung zur Losung von Optimalsteue-
rungsproblemen eingesetzt werden. Die Aufgabenstellung von SCPIP 3.0 ist in
|64, Einleitung| formuliert. In diesem Abschnitt werden die Originalbezeichnun-
gen von SCPIP 3.0 verwendet.

119
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Problem 8.1 (Aufgabenstellung von SCPIP 3.0). Es sei i = 1,..., My,
J=1,..  Mpeg und k =1,...,n. Die Menge

X ={z|z, <ap <7y, k=1,...,n}

sei nichtleer. Die Funktionen f,h; und g; seien auf X definiert und im Inneren
von X mindestens zweimal stetig differenzierbar. Dann besteht die Aufgabenstel-
lung von SCPIP 3.0 aus dem folgenden Optimierungsproblem:

Minimaere

f(z)
unter den Nebenbedingungen
hi(x) < 0, i=1,..., M,
gix) = 0, j=1,... Mineg
2. < wxp, <7y, k=1,...,n,
r € R"

Die zuldssige Menge sei nichtleer.
Der Quellcode von SCPIP 3.0 setzt sich aus vier Fortran77-Dateien zusammen:
o v30main.f o Scpip30.f o scpblas.f e Sparsecz.f

Fiir den Anwender ist die kurze Datei v30main.f entscheidend, da sie die Be-
dienungselemente enthélt. In den letzteren drei groflen Dateien ist dagegen die
mathematische Optimierungstechnik implementiert.

Der Nutzer hat in der Datei v30.main im wesentlichen nachstehende Elemente
zu programmieren (Originalbezeichnungen aus dem Quellcode):

e die Zielfunktion f org sowie den zugehorigen Gradienten,

e die Ungleichungsnebenbedingungen h_org(i), i = 1,..., My sowie die zu-
gehorigen Gradienten,

e die Gleichungsnebenbedingungen ¢g_org(j), j = 1,..., My, sowie die zu-
gehorigen Gradienten,

e Box-constraints fiir die Variablen,

e den Startwert z0(k), k = 1,...,n fiir den Optimierungs-Algorithmus.
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Zuziiglich miissen je nach Problemgrofe gewisse Parameter justiert werden, zum
Beispiel Obergrenzen fiir die Anzahl der Variablen oder Nebenbedingungen. Das
Fehlerarray ITERR dient bei Kompilierung als Kontrollinstanz. Neben diesen
notwendigen Bedienungselementen konnen aber noch andere Einstellungen vor-
genommen werden. So besteht die Auswahl zwischen mehreren Optimierungs-
techniken. Dazu gehort beispielsweise der Integer-Array-Eintrag icntl(1), wo-
bei icntl(1)=1 fiir die Vorgehensweise der ,method of moving asymptotes” und
icntl(1)=2 fiir ,sequential conver programming® steht. Zusétzlich konnen weite-
re Feineinstellungen in v30main.f vom Nutzer manuell verstellt werden, um ei-
ne problemspezifische Anpassung herzustellen. Mit dem Double-Precision-Array
rentl(1) 14kt sich etwa eine Obergrenze fiir die erlaubte Abweichung einer Ver-
letzung einer Nebenbedingung festlegen. Die Existenz von rentl(1) unterstreicht
iibrigens die Diskrepanz zwischen der mathematischen Formulierung eines Opti-
mierungsproblems und Problematiken beim numerischen Losen.

Bei den Beispielen des Abschnitts 8.4 konnten diese Feinheiten aber nicht be-
riicksichtigt werden. Stattdessen wurde eine Einstellung nach erfolgreichen Er-
probungen festgelegt. Damit wird zumindest auch eine gewisse Gleichwertigkeit
der Beispielergebnisse garantiert. Die verwendeten Einstellungen sind im Anhang
A.1 festgehalten. Das Manual [64] erldutert die Bedeutungen.

SCPIP 3.0 ist vollig allgemein gehalten. Es wird dem Nutzer iiberlassen, einen
individuellen, problemspezifischen Quellcode zu schreiben, der die Funktionen
und Gradienten der erwiinschten Aufgabe generiert.

SCPIP 3.0 wird iiber die Datei v320main.f bearbeitet und bedient. Die v30main.f-
Datei enthélt als wesentliche Bedienungsroutinen:

1. Der main-Kopf enthélt neben den Box-constraints und dem Startwert all-
gemeine Optimierungseinstellungen. Dieser Bereich ist erst nach Fertigstel-
lung der beiden folgenden Subroutinen bedeutsam.

2. Die Subroutine scpfet enthilt die Zielfunktion und die Ungleichungs- und
Gleichungsnebenbedingungen.

3. Die Subroutine scpgrd enthélt die Gradienten aller unter 2. definierten Funk-
tionen.

Die folgenden Quellcode-Ausschnitte der beiden zentralen Subroutinen schemati-
siert die Arbeit, die man zu leisten hat. Die Subroutine scpfct hat prinzipiell die
folgende Gestalt:

>k 3k 5k >k 5k 5k >k 5k 5k >k %k 5k >k %k 3k >k %k 3k 5k >k 5k 5k >k %k 5k >k >k 5k >k >k 5k >k >k 3k >k %k %k 5k >k >k 5k >k >k 3k >k >k 3k >k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k %k %k >k Xk %k ¥

subroutine scpfct (n,mie,meq,x,f_org,g_org,h_org)



122 Kapitel 8: Numerische Beispiele

input: n,mie,meq,x
output: f_org,g_org,h_org

integer n,mie,meq
double precision f_org,g_org(*),h_org(*),x(*)

c Zielfunktion
f_org = ...

¢ Ungleichungsnebenbedingungen
h_org(i) =

c Gleichungsnebenbedingungen
g_org(i) =

end
3K 3K 3k 3k 5k 3k 3k 5k 5K 3k 3k 5K 3k 3k 5Kk 3k 3k 5k 3k 3k 5Kk 3k 3k 5Kk 3k 3k 5k 5K 3k 5k 5K 3k 3Kk 5K 3k 3k 5K 3k 3k 5K >k 5k 5K 3k 3k 5k 3k K 5K 3K K 5k 5k %k 5Kk 5K %k 5k 5K >k Kk 5k >k k kK k

Die Subroutine scpgrd der Gradienten ist komplexer. Zum einen resultiert dies
aus der unterschiedlichen Behandlung der Gradienten von Gleichungs- und Un-
gleichungsrestriktionen. Zum anderen erfordert die Abspeicherung der Gradienten
der Funktionen der Subroutine scpfct grofe Sorgfalt wegen der notwendigen Be-
achtung der korrekten Anordnung. Der folgende Quellcode-Auszug ist erneut als
Strukturabbild zu verstehen.

ook ook ok ok ok ok sk ok ok sk ok ook s ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok ook s ok o ok sk ok ok sk ok sk ok s ok sk ok o ok sk ok ok sk ok ook s ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok
subroutine scpgrd (n,mie,meq,x,f_org,g_org,h_org,active,df,
iern,iecn,iederv,ieleng,eqrn,eqcn,eqcoef,

eqleng)
¢ Gradient der Zielfunktion f_org
df(i) = ...
C Zéhler fir Funktionsgradienten und Komponenten
ieleng = 0
eqleng = 0O

numbercon = 0
numbercon?2 = 0

c Ableitung der Ungleichungsbedingung i nach Komponente j
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if (active(i) .eq. 1) then
numbercon=numbercon+1
ieleng = ieleng + 1

iecn(ieleng) = numbercon ! Funktionsnummer
iern(ieleng) = j ! Komponentennummer
iederv(ieleng) = ... ! Ableitung
(weitere Komponenten)
endif
¢ Ableitung einer Gleichungsbedingung nach Komponente j

numbercon2=numbercon2+1
eqleng = eqleng + 1

eqcn(eqleng) = numbercon?2 ! Funktionsnummer
eqrn(eqleng) = j ! Komponentennummer
eqcoef (eqleng) = ... ! Ableitung

(weitere Komponenten)

end
3k 5k 5k >k 5k 5k 3k 5k 5K >k 3k 5K >k 3k 5k >k 5k 5k >k 3k 5k K 3k 5k 5k >k 5k 5k 3k 5k 5K K 5k 5K K 3k 5k K 3k 5k %k 5k 5k >k %k 5k 5k %k 5k 5k %k >k 5k %k >k 5k %k >k 5k %k %k >k % %k )k %k

Das Kompilieren des Quellcodes erzeugt die Ausgabedatei SCPERG.tzt. Bei Feh-
lern oder anderen Unzulénglichkeiten des Programms verweist sie auf Ursachen.
Bei erfolgreichem Ablauf werden hier unter anderem der Zielfunktionswert und
die finalen Variablenbelegungen ausgegeben. Die Ausgabeinformationen der Da-
tei SCPERG.txt sind in der Datei griindlich erkldrt, so daf sich eine weitere
Beschreibung eriibrigt.

Erwdhnenswert ist noch, dak die Variablen in einem Vektor abgelegt werden. Es
ist deshalb besonders iiberlegenswert, wie man die Unbekannten eines Optimal-
steuerungsproblems innerhalb dieses Vektors anordnet.

8.3 Software-Bedienung und -Analyse

Der Abschnitt 8.2 informierte iiber die wesentlichen Bedienungselemente von
SCPIP 3.0. Das Ziel dieses Abschnitts ist eine Vermittlung der Anpassung des
Quellcodes auf die Problemstellung 7.12.

Das Optimierungsaufgabe 7.12 ist letztendlich ein Quadratisches Programm der
Definition 6.19. Die Ubertragung dieser speziellen Aufgabe in den Quellcode von
SCPIP 3.0 fiihrt zur Formulierung sdmtlicher Funktionen und Nebenbedingun-
gen, aber auch zur notwendigen Implementierung von Hilfsdaten. Zu den Daten
gehoren die Nullstellen und Gewichte der Gaufs-Lobatto-Regeln. Insgesamt ge-
langen zahlreiche Daten und Parameter in den Quellcode. Es ist deshalb ratsam,
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weitere Fortran-Dateien zur Ergdnzung der bisherigen anzulegen, um Teile der
Aufgaben auszugliedern. So entlastet man die Datei v30main.f. Gleichzeitig kann
man die verschiedenen Daten inhaltlich trennen.

Zwei neue Dateien wurden angelegt. Die Datei Aufgabendaten.f beinhaltet die
Daten der Problemstellung, einschlieflich der gewédhlten Optimierungsgréfen wie
etwa den Quadraturgrad. Diese Datei ist die Bedienungskonsole des Programms.
Die Datei Hilfsfunktionen.f enthilt Daten und Hilfsfunktionen fiir die techni-
sche Durchfiihrung der Optimierungsaufgabe. Die Tabelle 8.1 fakt die essentiellen
Zwecke und Inhalte der Dateien zusammen.

Neu erstellte Dateien
Aufgabendaten.f Hilfsfunktionen.f
Zweck: | Enthélt Aufgabendaten Zweck: | Enthélt Hilfskonstrukte
Inhalt: | 1) Dimensionen, Quadratur- || Inhalt: | 1) Gewichte und Nullstellen
grad, Intervallzerlegung der Lobatto-Regeln
2) Matrizen und Vektoren 2) Intervalltransformation
des Problems 7.12 mit Substitutionsfaktor
3) Steuerbeschrinkungen 3) Hilfsfunktionen:
und Randbedingungen Legendre-Polynome
und ihre Ableitungen
—  Hauptbedienungselement | — Arbeitet im Hintergrund

Tabelle 8.1: Uberblick iiber die neuerstellten Dateien

Der Subroutinen sollten effizient programmiert und zugleich bedienungsfreundlich
sein. Es wurde versucht, zusammengehorige Elemente in Subroutinen zu vereini-
gen und unterschiedliche zu separieren. So sind die Angaben des Integrals in einer
Subroutine vereint und getrennt von den Daten der Differentialgleichung. In A.2
ist eine genauere Beschreibung des Quellcodes tabelliert.

Weiter mufs entschieden werden, ob gewisse Daten im Quellcode aufgelistet oder
numerisch berechnet werden. Exemplarisches Beispiel dafiir sind die Legendre-
Polynome und die Lobatto-Gewichte. Fiir erstere konnte man die Formel (2.15)
verwenden, fiir letztere den Satz 2.25. Es wurden folgende Entscheidungen gefallt:

e Die Nullstellen miissen implementiert werden.

e Die Gewichte wurden als konstante Vektoren gespeichert, und nicht im
SCPIP 3.0-Code mit Satz 2.25 berechnet.
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e Die Legendre-Polynome wurden in der Form (2.17) gespeichert. Mit Maple
kann man die Koeffizienten leicht ermitteln, siehe A.3.

e Die Matrix D wird in SCPIP 3.0 berechnet.

Nun miissen die Daten mit einer ausreichenden Genauigkeit ermittelt werden.
Maschinengenauigkeit ist wiinschenswert. Die Literatur (wie [1, Kapitel 25]) ist
fiir die Lobatto-Verfahren nicht unbedingt geriistet, da stets mehr die Gauk-
Legendre-Verfahren betont werden. Eine Vorberechnung mittels mathematischer
Programme ist erforderlich, siehe hierzu A.3. Fiir das Beispiel 8.2 wird getestet,
wie sich unterschiedliche Nachkommastellenangaben auf eine numerische Losung
auswirken. Fiir den Quellcode wurde zur Verfiigung gestellt:

Auswahlmoglichkeiten fiir den Polynomgrad s — 1: 3<s<12

Mit s = 3 wird in Aufgabenstellung 7.12 quadratisch interpoliert. s = 12 ermdg-
licht den maximalen Polynomgrad 11. Héhere Polynomgrade erscheinen nicht
gerechtfertigt, da solchen Ansétzen entsprechende Glattheitseigenschaften gegen-
iiberstehen miifsten.

Es wurden zusétzlich zwei neue Ausgabedateien geschrieben: SCPERG2.txt und
SCPERGS.tst. Erstere ermoglicht einen problemspezifischen Uberblick, indem
nunmehr eine Beschriftung der Variablen erfolgt. SCPERG3.tzt ist auf das Er-
stellen von Graphiken spezialisiert.

Neu erstellte Ausgabedateien

SCPERG2.txt SCPERG3.txt
Zweck und | Problemgerechter Uberblick: | Ausgabeformat fiir
Darstellung | Kenntlichmachung der Mapleplots, siehe A.4

Variablen beziiglich Zustand
und Steuerung, Dimension
und Intervallsegment

Tabelle 8.2: Charakterisierung der neuen Ausgabedateien

Die Graphiken im Abschnitt 8.4 wurden mit Maple 9.5 erstellt. In A.4 sind die
entsprechenden Befehle fiir die Ausgabedatei SCPERGS.txt aufgefiihrt.
Interessant ist noch ein Blick auf die Dimensionen des Problems 7.12. Die Beispiele
des Abschnitts 8.4 sind niedrigdimensional. Die Intervallanzahl N wird ebenfalls
eher klein gehalten. Die Tabelle 8.3 verdeutlicht, daf neben der Variablenanzahl
N-s-(n+m) vor allem N -s-n+ N -n Gleichungsnebenbedingungen entstehen.
Insgesamt wird bei den Beispielen des Abschnitts 8.4 nur mit wenigen hundert
Variablen gerechnet, meistens ist die Anzahl noch geringer. Damit treten auch
keine langeren Rechenzeiten auf.
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Grofienordnungen fiir Variablen und Nebenbedingungen

Bedeutung | Anzahl

Variablen N-s-(n+m)
Gleichungs-NB | N-s-n+ N -n+n- Endbed + (N — 1) -m) - Koppu,
wobei Endbed € {0,1} einen Randwert der DGL bzw.
Koppu € {0,1} eine unstetige Steuerung ermdoglicht
Ungleichungs-NB | N - s - Kugel, wobei Kugel € {0,1} eine Kugel-Steuer-
beschrinkung anzeigt

Tabelle 8.3: Problemdimensionen fiir die Aufgabenstellung 7.12

8.4 Beispiele

In diesem Abschnitt werden Beispiele demonstriert. Zur Losung der Aufgaben
wird der numerische Losungsvorschlag des Abschnitts 7.4 angesetzt. Die Umset-
zung erfolgt mit dem vorgestellten Programm. Dabei entwickeln sich die Beispiele
im Laufe des Abschnitts. Die anfinglichen Beispiele besitzen erfolgversprechen-
de Eigenschaften, spiter werden immer kritischere Restriktionen wie Steuerbe-
schrankungen und Randbedingungen hinzugefiigt. Die spéteren Beispiele werden
deshalb mehr qualitativ als quantitativ analysiert. Das erste Beispiel wird am
Ausfiihrlichsten bearbeitet.

Die graphischen Abbildungen der Beispiele zeigen jeweils die kontinuierlichen
Trajektorien, wie sie ein Kollokationsverfahren hervorbringt. Die Implementie-
rung der Problemstellung 7.12 in SCPIP 3.0 ist aber ein finites nichtlineares
Optimierungsproblem. In den Abbildungen werden die numerischen Werte an
den Kollokationspunkten deshalb zusétzlich mit Punkten markiert. Die Lage der
Gauk-Lobatto-Knoten wurde schon in Abbbildung 2.4 am Ende des Abschnitts
2.7 detailliert illustriert.

In den Beispielen wird meistens die Abweichung der numerischen Lésungen von
den tatsichlichen Losungen betrachtet. Die Abweichung wird - wie allgemein
iiblich - iiberwiegend betragsméfig angegeben. Mit ,Gitterabweichung® ist die
die Differenz an den Kollokationspunkten gemeint.

Beispiel 8.2. Das Beispiel stammt aus [19, Beispiel 1].

Minimaiere

(o u) = % /0 (202(¢) + 2(1)) dt
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unter den Nebenbedingungen
1
©(t) = —593(25) +u(t), telo,1],
z(0) = 1.

Die analytischen Optimallosungen lauten:

9e—15t 4 o1,5t-3

z(t) = PP t e [0,1],
. 261,5t—3 _ 26_1’5t
alt) = s te
J(&, 1) © L 0.46356665348110519
r,Uu = ~ U. .
’ 2e3 +1

Das Beispiel 1dft sich der Definition 6.13 des klassischen Linear-Quadratischen
Optimalsteuerungsproblems zuordnen:

Alt) =05, Blt)=1, Q(t) =2, R{t)=1, S=0. (8.1)

Es laft sich leicht die Riccati-Gleichung aus dem Satz 6.14 bilden. Als ein ex-
emplarisches Beispiel fiir Linear-Quadratische Optimalsteuerungsprobleme lassen
sich optimale analytische Losungen 2 und @ angeben. Damit ist ein guter Vergleich
mit den numerischen Ergebnissen moglich. Gleichwohl ist jetzt schon ersichtlich,
daf man die optimalen Losungen nicht erreichen wird, da der Polynomansatz eine
Exponentialfunktion als numerisches Ergebnis ausschliefst.

Die Aufgabe muf in das Problem 7.8 umgeformt werden. Dies geschieht auch in
[19, Beispiel 1]. Das entstehende Quadratische Programm wird dort aber anders
gelost. Es wird sich zeigen, ob hier ebenbiirtige Resultate gewonnen werden (in
[19, Beispiel 1] befindet sich ein Schreibfehler in der Steuerung ).

Der erste Schritt des Losungsansatzes fordert die Bildung von Polynomen, wobei
jedes Polynom in jedem Intervallabschnitt [t;, ;1] auf [—1, 1] transformiert wird,
siehe Transformation (7.17). Die Rechnungen werden durch die Eindimensionali-
tat von Zustand und Steuerung vereinfacht. Mit den Schreibweisen des Abschnitts
7.4 folgt:

S

ri(r) = Zaij-lj(T), i=1,...,N,

j=1
up(r) = Y b, -l(r), i=1,...,N, (8.2)
j=1
i T —(C .
Li(r) = , =1,...,s.
i(7) Ecj_cl J

I#5
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Die Knoten ¢; sind die Nullstellen der Lobatto-Polynome im Intervall [—1, 1], die
Zeit 7 lauft damit ebenfalls im Intervall [—1,1]. Dann erfolgt die Substitution
dieser Polynome in die Differentialgleichung und in das Integral. Statt der konti-
nuierlichen Differentialgleichung werden die Kollokationsbedingungen aufgestellt.
Das Integral wird mit der dquivalenten Gauf-Lobatto-Quadraturregel approxi-
miert, wie in Bemerkung 6.20 im Abschnitt 6.5 begriindet wurde. Es ensteht
folgende Aufgabe:

Minimiere
1 N S
N . _ i \2 i \2
Jy = AN Z Q5 <2(a1,j) + (61,3') )

i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

ZZID‘]’ZCLLI_W.(_§a1’]+b17-7> — 0, Zzl,...,N, jzl’...,s7

all_a’zljs1 = 07 Z:27 7N;
L bgj; =0, i=2,...,N, (8.3)
aj, —1 = 0, (8.4)

al,j’ 1,5 S R? Z_la---7N7 ]_17"'73‘

Es wird zuerst NV = 1 gesetzt. Es werden verschiedene Polynomgrade s — 1 gete-
stet. Es werden keine Uberlegungen in einen moglichen Losungsverlauf investiert.
Der Optimierer SCPIP 3.0 verwendet darum den Nullvektor als Startwert fiir
die Variablen. Die Tabelle 8.4 fafst die wichtigsten Ergebnisse zusammen. Die
erste Spalte enthalt mit s die Anzahl der Knoten. Die zweite Spalte gibt die be-
tragsmafigem Abweichungen der numerischen Zielfunktionswerte vom optimalen
Zielfunktionswert an. Die dritte und vierte Spalte enthalten die betragsméafigen
Abweichungen der optimalen Trajektorien  und @ von den numerischen Losun-
gen am Endzeitpunkt ¢ = 1. In der fiinften und sechsten Spalte wurde versucht,
die maximale Abweichung der numerischen von der optimalen Losung im gesam-
ten Intervall [0, 1] zu bestimmen. Fiir die Steuerung u lauten bei s = 3 in Maple
9.5 die Befehlszeilen und Ausgaben hierfiir:

>u =t -> (-2%exp(-1.5%t) + 2*xexp(-3+1.5%t))/(2 + exp(-3));

>du_3 := evalf(maximize(abs( (0.7278479920e-1%(2.000000000*t-1.) "2+
8277072562t -.8287622561) - (u(t)) ) , t=0..1, location));
du_3 := 0.1711558500,{[{ t = 1.289439883%10~(-10)}, 0.1711558500]1}
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Alle Werte als Betriage der Abweichungen
Abweichung bei t = 1 max. Abweichung in [0, 1]

s | Zielfunktion Zustand Steuerung Zustand ‘ Steuerung

3 | 4876F —03 | 2.649F — 04 | 7.173E — 02 | 1.662F — 02 | 1.712FE — 01
4 | 6.675FE —05| 1.643F —05 | 1.844F — 02 | 1.377TE — 03 | 2.711FE — 02
5 | 5.970E — 07 | 5.922FE — 08 | 1.483FE — 03 | 7.308FE — 05 | 2.368FE — 03
6 | 3.145E — 09 | 4.166E — 08 | 1.755F — 04 | 4.589F — 06 | 2.228FE — 04
7 | 1.257TE — 11 | 1.032E — 07 | 8.926E — 06 | 1.708E — 07 | 1.213E — 05
8 | 8704F — 14 | 3.544F — 08 | 1.224E — 07 | 3.550F — 08 | 1.109F — 06
9 | 1.499F — 14 | 4907FE — 08 | 1.427TF — 08 | 4.910F — 08 | 1.122F — 06
10 | 3.303F — 14 | 8.481E — 08 | 5.358 K — 08 | 8.460F — 08 | 1.084F — 07
11 | 1.299F — 14 | 4.847TE — 10 | 6.577TE — 08 | 5.750F — 08 | 3.397F — 07
12 | 3.603E — 14 | 6.904FE — 08 | 1.763F — 07 | 6.920F — 08 | 5.088F — 07

Tabelle 8.4: Bsp. 8.2. Ergebnisse fiir N = 1 und variables s

Fiir grokere s nimmt die Genauigkeit offenbar schnell zu. Fiir den Zustand und
den Zielfunktionswert kann man bereits ab etwa s = 8 ein exzellentes Ergeb-
nis beobachten. Die Genauigkeit der Steuerung hinkt stets hinter derjenigen des
Zustands hinterher. Diese Erscheinung ist auch fiir die spéiteren Beispiele kenn-
zeichnend. Die maximale Abweichung im gesamten Intervall demonstriert die Fa-
higkeit der Polynome, die analytischen exponentiellen Funktionen anzunihern.
Graphisch ist bereits ab s = 5 kein Unterschied zwischen exakten und nume-
rischen Trajektorien zu erkennen. Das schwichere Verhalten der Steuerung ist
ebenfalls deutlich beobachtbar. (Abbildung 8.1). Beim Zustand kann man die
Félle 4 und 5 nicht mehr unterscheiden.

In [19, Beispiel 1| wurden s = 5 und s = 7 getestet. Die hier ermittelten Werte
stimmen mit den in [19, Beispiel 1] angegebenen Losungen iiberein.

Nun wird s festgehalten und N variiert. Die numerischen Trajektorien sind dann
an den Ubergangsstellen wahrscheinlich nur noch stetig. Der Optimierer hat aber
nun erstmals Schwierigkeiten und léft bei s = 5 nur noch maximal N = 7 zu.
Tabelle 8.5 demonstriert, daft die maximale Gitterabweichung fiir « bereits bei
N = 1 sehr gut ist, sich aber fiir groferes N nicht weiter verbessert (zweite Spal-
te). Fiir die Steuerung hat man zwar wie zuvor zunéchst schlechtere Niherungen.
Die Verbesserungen fallen dann aber deutlich aus (dritte Spalte).

Die vierte Spalte von Tabelle 8.5 versucht, die Konvergenzordnung fiir die Steue-
rung zu schitzen. Dafiir wird die Verdnderung des Fehlers in Beziehung zur Ver-
dnderung von N und damit zur Schrittweite h gesetzt, so wie der Konsistenz-
bzw. Konvergenzbegriff definiert ist. Bei dieser Untersuchung werden Werte um
ca. 4 erreicht. Allerdings ist dieses Ergebnis bei dieser geringen Schrittweitener-
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Abbildung 8.1: Bsp. 8.2. Zustand (links) und Steuerung (rechts) fiir
s =3 (rot), s =4 (blau), s = 5 (schwarz)

Maximale Gitterabweichung und geschétzte Konvergenz-

ordnung fiir Zustand und Steuerung bei s =5
Zustand Steuerung

N | Abweichung | Abweichung Ordnung

1 | 5.910F —08 | 1.483F — 03 -

2 | 1.286E — 06 | 1.204F — 04 3.623

3 | 8.710E — 08 | 3.202E — 05 3.267

4 | 1.683E — 07 | 1.143E — 05 3.580

5 | 3.710E — 08 | 5.041E — 06 3.669

6 | 4.780E — 08 | 2.553E — 06 3.731

7 | 1.581E — 07 | 1.344FE — 06 4.163

Tabelle 8.5: Bsp. 8.2. Ergebnisse fiir Zustand und Steuerung fiir s = 5
und variables N

héhung mit Vorsicht aufzunehmen. Es ist deshalb lohnend, diese Untersuchung
auch auf weitere s auszudehnen.

An dieser Stelle muf man sich aber mit dem Startwert der numerischen Opti-
mierung auseinandersetzen. Vorhin war geschildert worden, dafs der Optimierer
beim Nullvektor als Startwert und s = 5 nicht iiber N = 7 hinauskam. Bei der
erh6hten Anzahl Unbekannter und Nebenbedingungen gewinnt der Startwert des
Optimierungsalgorithmusses an Bedeutung. Bereits der Startwert 1 fiir alle Va-
riablen erweist sich als viel geeigneter. So erhiilt man mit diesem Startwert und
N = 32 ein Ergebnis. Ein Grund dafiir konnte sein, daf wenigstens die Neben-
bedingung (8.4), die den Anfangswert z, der Differentialgleichung enthilt, erfiillt
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ist. Bei einer glatten, vielleicht nicht zu stark oszillierenden Losung kann man
zudem hoffen, daf weitere Punkte des Zustandes in der Ndhe von zq liegen.

Maximale Gitterabweichung und geschétzte Konvergenz-
ordnung fiir Zustand und Steuerung bei s =4

Zustand Steuerung

Abweichung | Ordnung | Abweichung | Ordnung

1.638E — 05 — 1.844E — 02 —

1.570E — 04 | —3.260 2.870E — 03 2.684
4.269E — 05 3.211 8370 — 04 3.037
1.532E — 05 3.562 3.399F — 04 3.134
6.747FE — 06 3.676 1.698F — 04 3.110
3.426E — 06 3.717 | 9.663E — 05 3.092
1.927F — 06 3.732 5.993EF — 05 3.099

N O Ut W N 2

Tabelle 8.6: Bsp. 8.2. Ergebnisse fiir den Zustand und die Steuerung bei
s = 4 und variablem N

Maximale Gitterabweichung und geschétzte Konvergenz-
ordnung fiir Zustand und Steuerung bei s = 3

Zustand Steuerung

Abweichung | Ordnung | Abweichung | Ordnung

2.649EF — 04 — 7.173E — 02 —

8.846FE — 04 | —1.740 2.880F — 02 1.316
1.888E — 04 3.809 1.754F — 02 1.224
6.742E — 05 3.580 1.128E — 02 1.533
2.890F — 05 3.797 7.836L — 03 1.633
1.447E — 05 3.795 5.739EF — 03 1.708
8.018E — 06 3.828 4.378E — 03 1.755

O Ut W N 2

Tabelle 8.7: Bsp. 8.2. Ergebnisse fiir den Zustand und die Steuerung bei
s = 3 und variablem N

Die Tabelle 8.6 listet Ergebnisse fiir s = 4 auf, Tabelle 8.7 fiir s = 3. Es las-
sen sich erstmals auch Konvergenzschiatzungen fiir den Zustand x erstellen. Die
beiden Tabellen sind wie die Tabelle 8.5 gegliedert, mit einer zuséitzlichen Spal-
te fiir die geschitzte Ordnung des Zustandes. Die Ergebnisse sind doch ziemlich
iiberraschend und interessant. Man erkennt zuerst einen Qualititsverlust beim
Ubergang von N = 1 auf N = 2. Danach verbessern sich die Niherungen fiir den
Zustand rasch, etwa mit der Konvergenzordnung 4. Eine mdgliche Erklarung fiir
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die anfiingliche Verschlechterung ist, daf der nichtglatte Ubergang des Zustandes
bei t = 0.5 zundchst mehr Nachteile bewirkt, als die Verdopplung der Variablen
Vorteile erzeugt. Schlieflich liegt die optimale Losung in C*°([0, 1]).

Noch spannender entwickelt sich die Steuerung: hier bewirkt jede Intervallverklei-
nerung sofort eine Verbesserung. Die geschitzte Konvergenzordnung ist fiir s = 3
und s = 4 erstaunlich stabil. Fiir s = 4 scheint eine Ordnung 3 naheliegend.
Nicht ganz so eindeutig ist die Ordnung fiir s = 3 einzuordnen. Aber sie néhert
sich der Ordnung 2. Die geschitzte Konvergenzordnung der Steuerung erhoht sich
scheinbar bei einer Polynomgraderhéhung um 1.

Eine zentrale Pramisse fiir die Optimierungsaufgabe ist die Genauigkeit der Null-
stellen und Gewichte. Jetzt wird einfach die Anzahl der Nachkommastellen von
Nullstellen und Gewichten sukzessive reduziert. Die Tabellen 8.8 und 8.9 doku-
mentieren diese Testreihe fiir s = 5 und s = 8 (bei N = 1). s = 5 représentiert
hierbei eine noch eher unzureichende Polynomwahl, s = 8 hingegen bereits einen
kaum mehr verbesserbaren Polynomgrad (vgl. Tabelle 8.4).

Zielfunktion und maximale Gitterabweichung fiir  und u bei N =1
und s = 5 und variabler Datengenauigkeit der Knoten und Gewichte
Stellengenauigkeit ‘ Zielfunktion ‘ Zustand ‘ Steuerung

17 5.970F — 07 | 5.754F — 08 1.483F — 03

15 5.970F — 07 | 5.754FE — 08 1.483E — 03

13 5.970F — 07 | 5.754F — 08 1.483E — 03

11 5.970F — 07 | 5.754F — 08 1.483E — 03

9 5.967E — 07 | 5.754F — 08 1.483F — 03

7 5.727TE — 07 | 5.727TF — 08 1.483F — 03

5 1.812E — 06 | 4.248FE — 08 1.455E — 03

3 2410E — 04 | 1.570F — 06 3.286F — 03

Tabelle 8.8: Bsp. 8.2. Die erste Spalte gibt die Nachkommastellen der
Daten an

Bei s = 5 fillt auf, dak signifikante Unterschiede erst bei sehr ungenauen Daten
auftreten. Anders bei s = 8: ab etwa 11 Nachkommastellen beginnen emminen-
te Differenzen sichtbar zu werden. Offenbar dominiert bei s = 5 zunéchst der
schwiichere Ansatz die Ungenauigkeit der Daten. Die Fehler der ungenauen Ap-
proximation und die geringe Datenqualitit iiberlagern sich, so dafs bei 3 und 5
Nachkommastellen sogar partiell besser als bei s = 8 approximiert wird. Beim
prizisen Ansatz s = 8 konnen die Vorziige exakter Daten aber gut beobachtet
werden.

Das néchste Beispiel enthilt zusidtzliche Terme in der Zielfunktion.
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Zielfunktion und maximale Gitterabweichung fiir  und u bei N =1
und s = 8 und variabler Datengenauigkeit der Knoten und Gewichte
Stellengenauigkeit | Zielfunktion Zustand Steuerung

17 4.402E — 14 | 4.712E — 09 2.544F — 07

15 4.402E — 14 | 4.712E — 09 2.544F — 07

13 2998F — 14 | 4.712F — 09 2.544F — 07

11 1.013F — 11 | 4.712E — 09 2.536E — 07

9 1.092E — 09 | 4.694F — 09 2.054E — 07

7 1.b88FE — 07 | 7.811F — 10 1.173F — 06

5 1.029F — 05 | 7.948F — 08 2.174F — 04

3 1.088E — 03 | 9.830E — 05 4.500F — 02

Tabelle 8.9: Bsp. 8.2. Die erste Spalte gibt die Nachkommastellen der

Daten an

Beispiel 8.3. Diese Aufgabe stammt aus [43, Beispiel 3.5].

Minimaiere

J(z,u) = g:cQ(l) —i—/

unter den Nebenbedingungen

Die analytischen Lésungen lauten:

J(&,0) =

#(t) = w(@), te[0,1],
z(0) = 1.
5, 15
|
(t) 0=t L,
15
(t) = 5t_ZJ t6[071]7
85 -
— = 1. .
18 77083

(%zf(t) + 5:L'(t)>dt

t €0,1],

In diesem Beispiel treten der lineare Term unter dem Integral und der quadrati-
sche Term davor neu auf. Die Ausgangssituation fiir den numerischen Ansatz ist

damit nach wie vor giinstig, wie auch die besonders einfachen analytischen Lo-
sungen belegen. Diese konnen mit einem Polynomansatz sogar erreicht werden.

Zu Beginn erfolgt wieder eine Umwandlung des Beispiels in die Aufgabe 7.8.
Polynome werden also fiir x und u substituiert, das Integral mit der Lobatto-
Quadraturregel approximiert und die Differentialgleichung nur noch an ausge-

wahlten Punkten als Gleichungsbedingung gefordert, wie in Beispiel 8.2 beschrie-
ben. Ferner sollen alle Variablen des Startwertes des Optimierers gleich 1 sein,
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um die numerische Rechnung zu erleichtern, siehe ebenfalls Beispiel 8.2. Eine In-
tervalldiskretisierung unterbleibt, es wird N = 1 gesetzt. Der Polynomgrad wird

variiert. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 8.10 schematisiert.

Alle Werte als Betriage der Abweichungen

s | Zielfunktion | Zustand und Steuerung bei t = 1
3 0 1.002E — 09 1.468FE — 08
4 0 2.736E — 09 2.233F — 08
5 0 3.186F — 09 1.026E — 08
6 0 3.438E — 09 4.789F — 08
8 19.992F — 15 | 1.983F — 09 1.885F — 08
10 | 1.201E — 13 | 9.281F — 09 1.230F — 08
12 | 1.998E — 14 | 2.602FE — 08 1.044F — 07

Tabelle 8.10: Bsp. 8.3. Ergebnisse fiir N = 1 und variables s

Bereits fiir s = 3 ist der Zielfunktionswert exakt auf Maschinengenauigkeit. Auch
sind die Trajektorien bei ¢ = 1 schon sehr prizise. Allerdings erreicht man mit
héherem Polynomgrad keine Verbesserung mehr. Die Abweichungen vergrofsern
sich sogar. Gerade weil das Problem so effektiv gelost werden kann, wirken sich
vermutlich hohere Grade programm- und rechnerintern negativ aus (mehr Glei-
chungen, Schwierigkeiten bei der Matrix D, Rundungsfehler usw.). Die Abbildung
8.2 visualisiert Zustand und Steuerung, wobei die obigen numerischen Lésungen
graphisch mit den optimalen iibereinstimmen.

14
1
0.8
t
0.2 04 0.6 8 1
o
0.61

0.4

-0.2 31

Abbildung 8.2: Bsp. 8.3. Optimaler Zustand (links) und Steuerung
(rechts)

Die Abbildung 8.3 greift den Aspekt der maximalen Abweichung auf dem gan-
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zen Intervall [0, 1] auf. Die Graphen stellen jeweils die Differenzfunktionen von
numerischen und optimalen Losung bei s = 5 dar. Interessanterweise treten die
Differenzen offenbar losgelost von den Kollokationstellen auf. Allerdings sind auch
Rundungsfehler unvermeidbar. Fiir ¢ = 0 ensteht beim Zustand z zwangsliufig
keine Abweichung.

Abbildung 8.3: Bsp. 8.3. Differenzfunktionen fiir Zustand (links) und
Steuerung (rechts)

Das dritte, kurze Beispiel soll den Einsatz des Programms auf Aufgaben héherer
Dimensionalitit testen.

Beispiel 8.4. Dieses Beispiel stammt aus [36, Abschnitt 3.6].
Minimiere

J(x1, 9, u0) = /Ol(a:f(t) + x3(t) + 0.005u*(t)) dt

unter den Nebenbedingungen

Es ist laut [36, Abschnitt 3.6]

A

J = 0.06936094.

Ansonsten liegen aufler Graphiken in [36, Abschnitt 3.6/ keine weiteren Informa-
tionen tber die optimalen Lésungen vor.
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Das Beispiel ist nicht nur erstmals mehrdimensional, es besitzt in der Zielfunk-
tion auch sehr unterschiedlich gewichtete Faktoren (0.005 einerseits und 1 ande-
rerseits).

Der Optimierer hat bei diesem Beispiel grofe Schwierigkeiten. Nur fiir gewisse
Polynomgrade s — 1 und eine Diskretisierung bis N = 2 gelangt er zu Endergeb-
nissen, ja iiberhaupt zu mehreren Iterationen. Eine Startwertanpassung fiihrt zu
keiner Verbesserung. Aber auch hier reichen die erfolgreichen Kombinationen von
s und N aus, um das obige Ergebnis zu verifizieren:

Jly = 0.06936103677824514 bzw. (8.5)
J% = 0.06936094372810254.

Die Abbildungen 8.4 und 8.5 veranschaulichen die numerischen Ergebnisse. An-
gesichts der Zielfunktionsgenauigkeit spiegeln sie wahrscheinlich ziemlich genau
die tatsdchlichen optimalen Losungsverldufe wider. Die graphischen Verldufe der
drei Trajektorien stimmen iiberdies mit den Graphiken aus [36, Abschnitt 3.6]
iiberein, die allerdings auch numerische Losungen reprasentieren.

Abbildung 8.4: Bsp. 8.4. Losungsverliufe von z1 (links) und x5 (rechts)
flir s =12 und N =2

Diese Beispielaufgabe hat zwar (moglicherweise) glatte Optimallosungen, gegen-
iiber den Beispielen 8.2 und 8.3 sind die Trajektorien aber erheblich abwechs-
lungsreicher. Immerhin bewegt sich die Steuerung innerhalb kiirzester Zeit von
ca. 14 zum Zeitpunkt t = 0 mit steilem Abstieg auf 0 zum Zeitpunkt ca. ¢t = 0.4,
um dort (anscheinend) zu verbleiben. Vielleicht tragen diese Schwankungen mit
zu den Schwierigkeiten des Optimierers bei. Die Tabelle 8.11 bietet ein paar un-
geordnete numerische Losungen an, die verschiedene Ansétze geliefert haben.

Obgleich keine systematischen Ergebnisse vorliegen, kann die Tabelle 8.11 doch
einige Erkenntnisse vermitteln. Der Gegensatz zu den Beispielen 8.2 und 8.3 ver-
deutlicht sich in den ungeniigenden Werten fiir die Steuerung. Wéhrend bei den
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Abbildung 8.5: Bsp. 8.4. Steuerung fiir s = 12 und N = 2

u(0), u(1), 1(1) und xo(1) sind numerische Ergebnisse am Intervallende
s ‘ N ‘ Zielfunktion ‘ u(0) ‘ u(1) x1(1) zo(1)
12| 2 | 6.936E — 02 | 13.87 1.82E — 05 | —4.82E — 02 3.18FE — 03
12| 1 | 6.936E —02 | 13.85 | —1.46E — 02 | —4.82E — 02 3.18E — 03
101 1 |6.937E —-02 | 13.63 | —1.15E — 01 | —4.82E — 02 3.10E — 03
8 |1 ]6970F—02]| 1244 | —=5.99F — 01 | —4.84FE — 02 2.42F — 04
6 | 1 |7597TE —-02| 864 | —-1.89E+00 | —5.21E —-02 | —4.31E — 02

Tabelle 8.11: Bsp. 8.4. Informationen der Optimierung zu verschiedenen
sund N

vorangegangenen Beispielen jeweils etwa N = 1 und s = 6 fiir brauchbare Ap-
proximationen ausreichten, beziehungsweise bei s = 8 exzellent waren, sind die
Néherungen fiir u hier bei gleichen Einstellungen unbrauchbar und fir N =1
und s = 8 erst langsam aussagekriftig. Die um etwa 50% gesteigerte Anzahl
der Variablen und Nebenbedingungen sind hierfiir auch keine ausreichende Er-
klarung, wie Beispiel 8.7 bestétigen wird. Dort werden sehr gute Ergebnis fiir ein
hoherdimensionales Problem erzielt. Auch hier bestétigt sich im iibrigen, dafs die
ungeniigende Approximation von w nicht im Zustand oder der Zielfunktion er-
scheint. Offenbar ist das Konvergenzverhalten der Steuerung veritabel schwicher.
Im folgenden Beispiel wird erstmals eine Steuerbeschrinkung verwendet. Da die
optimalen Trajektorien aber stetig sind, eignet es sich dennoch fiir einen Polyno-
mansatz.

Beispiel 8.5. Diese Aufgabe spezialisiert ein Beispiel aus [15, §4].

Minimaere

J(z,u) = /02(%u2(t) - x(t)) dt
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unter den Nebenbedingungen
©(t) = wu(t) fir fast allet € [0, 2],
z(0) = 1,
u(t) € [0,1], te][0,1].

Die analytischen Losungen lauten:

) t41, 0<t<l,
i(t) = .

4245, 1<t<2,
) 1, 0<t<1,
u =
2—t, 1<t<2,
; 19
J(#,0) = —&=-316

Das Optimierungsprogramm hat erneut gewisse Schwierigkeiten mit dieser Auf-
gabe. Ofters bricht es ergebnislos ab. In der Regel rechnet es aber sehr lange.
Teilweise reichen ihm die zur Verfiigung gestellten Rechneriterationen nicht aus
(vgl. Einstellung icntl(8) in A.1). So reichen bei der Kombination N = 1und s = 6
icntl(3)=10000 Iterationen nicht aus, um einen Optimalpunkt zu finden, obwohl
bereits bei der zehnten Iteration der Zielfunktionswert —3.1666639 angenommen
wird! Interessante Unterschiede treten auch zwischen geraden und ungeraden s
auf. Bei N = 1 finden alle Aufgaben mit ungeradem s Minima, diejenigen mit
geradem s aber nur zum Teil. Eine Erklarung fiir dieses Phdnomen koénnte die
subsididre Lage eines Kollokationspunktes bei ¢ = 1 fiir ungerade s sein, denn
dort liegt die einzige nichtglatte Stelle von 2 und 4.

Trotz dieser Méngel liefert das Programm auch bei vorzeitigen Abbriichen im-
mer verwertbare Daten. Die Optimierer pendelt um die analytischen Optimall6-
sungen. Die letzten Ergebnisse der Optimierung vor einem formal ergebnislosen
Programmabbruch werden im folgenden deshalb stets als numerische Optimallo-
sungen gewertet.

Die Abbildung 8.6 bildet die optimalen und numerischen Trajektorien fiir N =1
und s = 9 ab. Typisch sind die qualitativen Abschldge der Ndherung von u im
Vergleich zu denjenigen von z.

Als néchstes wird N variiert und s = 3 respektive s = 4 gesetzt. Dazu wer-
den jeweils die numerischen Werte am Ende jedes Intervalls mit den Werten der
optimalen Losung an diesen Zeitpunkten verglichen. Die Tabelle 8.12 gibt die
Ergebnisse wieder. Die maximalen Abweichungen schwanken unkontrolliert, es
treten teilweise erstaunliche Verschlechterungen fiir grofere N auf. Folglich kon-
nen keine Konvergenzschitzungen eruiert werden.
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Abbildung 8.6: Bsp. 8.5. Optimale und numerische Losungen fiir Zu-
stand (links) und Steuerung (rechts) bei N =1 und s =9

Maximale Gitterabweichungen von Zustand und Steuerung
fiir s = 3 bzw. s = 4 und verschiedene Intervalldiskretisierungen N
5=3 s=4
N Zustand Steuerung || N Zustand Steuerung
1 | 1.400FE — 08 | 5.000£ — 01 || 1 | 3.929FE — 02 | 9.701E — 05
2 | 4.000E —08 | 7.933E — 08 || 2 | 3.348E — 05 | 4.040F — 04
4 [ 6.893E —06 | 4.964E — 05 || 4 | 4.341E — 06 | 6.239E — 05
8 | 1.b60E — 07 | 1.058E — 06 || 8 | 1.148FE — 05 | 7476FE — 04
16 | 6.759F — 06 | 1.901E — 04 || 16 | 1.361E — 06 | 5.950E — 05

Tabelle 8.12: Bsp. 8.5. s = 3 und 4 fiir verschiedene N im Vergleich

Abbildung 8.7: Bsp. 8.5. Zustand (links) und Steuerung (rechts) fiir

N=s=4
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Jedoch lassen sich graphisch trotz der etwas unbefriedigenden Werte Verbesse-
rungen feststellen. Abbildung 8.7 demonstriert die numerischen Ergebnisse fiir
N = 4 und s = 4. Obwohl im Vergleich zur Abbildung 8.6 die Variablenanzahl
jeder Trajektorie nicht einmal verdoppelt wurde (4 - 4 = 16 gegeniiber 1-9 = 9),
verschwindet die graphische Diskrepanz zur Optimallésung. Ubrigens ist auch die-
ses Ergebnis eine letzte Variablenbelegung vor einem unerwiinschten Programm-
abbruch.

Das néchste Beispiel besitzt eine lineare Zielfunktion.

Beispiel 8.6. Das Beispiel stammt aus [4, Beispiel 3.8.2]. Der Vektor (c1,c)T €
R? sei fest. Man beachte Anhang A.5. Die Aufgabe lautet:
Minimiere

J(x1, xa,u) := (¢, x(ty)) = cra1(1) + caza(1)

unter den Nebenbedingungen

) _ ( 8 (1) > (2%3) n ((1)) u(t) fiir fast alle £ € [0, 1],
) - ()

u(t) € [-1,1], te][0,1].

Waihrend dieses Beispiel 8.6 offenkundig ein Optimierungsproblem ist, wird in
[4, Beispiel 3.3.2] eine sogenannte erreichbare Menge, die Menge der moglichen
Endzustinde x1(1) und x2(1) bei den gegebenen Nebenbedingunggen, ohne Auf-
stellen einer Zielfunktion, gesucht. In [4] kann man die Thematik erreichbarer
Mengen studieren. Hier lenkt der Vektor (cy,c2)? die Zusammensetzung der Ge-
wichtung des Endzustandes. Variiert man den Vektor (c1,c2)” in alle denkbaren
Richtungen, etwa per

(c1,c2) = (sin(ep), cos(p)), ¢ € [0,2n], (8.7)

1afst sich die Menge dieser Minimierungsprobleme auch als Versuch interpretieren,
alle moglichen Endzustdnde einzukreisen.

Die lineare und zeitunabhingige Differentialgleichung ermoglicht die Berechnung
eines Fundamentalsystems. Die Losung « kann in Abhéngigkeit von der Steuerung
u konstruiert und in die Zielfunktion eingesetzt werden, wie man in [59, §16] oder

[24, §12] nachlesen kann:
() = /0 t(l B T) u(r) dr. (8.8)
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Fiir die Zielfunktion ergibt sich bei Wiederverwendung des Zeitbuchstabens t:
1
J(u) = /u(t) (er+ e —at)dt, wu(t)e[-1,1], te][0,1]. (8.9)
0

Nach eingehender Betrachtung der Steuerbeschriankungen kann man folgern, daft
die Steuerung fast iiberall —1 oder 1 ist. Fiir den mogliche Umschaltpunkt gilt

1, 61+CQ—Clt<0,
ut)=4 v, a+e—at=0 ye[-1,1], (8.10)
_1, 01+CQ—Clt>O.

Als erstes wird die Richtung (¢q,cy) = (—3,1) getestet. Es gilt

1, 0<t<?,
at)=9 v, t=3 yel[-11], (8.11)
-1, 2<t<1

R 7

.I'l(l) = E,

. 1

To(1) = 3 (8.12)
S d
J(&1,Z9,0) = ~5

Es wird N = 1 gesetzt. Die Tabelle 8.13 vergleicht Zielfunktionswerte und End-
zustinde fiir mehrere Polynomgrade. Auffillig sind die schwachen Naherungen
fiir s = 12.

Alle Werte als Betriage der Abweichungen
s | Zielfunktion | Zustand bei t = 1 | Steuerung bei t = 1

8.984F — 02 7.353E — 02 1.308E — 01
8 | 3.881EL — 02 2971E — 02 5.033F — 02
10 | 3.035E — 02 9.009EF — 03 3.325F — 03
12 | 1.582F — 02 1.245F — 02 5.317TE — 02

Tabelle 8.13: Bsp. 8.6. Ergebnisse fiir N = 1 und variables s

Die Abbildung 8.8 vergleicht die optimale Steuerung mit numerischen Resultaten
aus der Tabelle 8.13. Die Unstetigkeitsstelle ist fiir ein Polynom schwer zu ap-
proximieren, bei s = 10 setzt der Optimierer immerhin 8 der 10 Werte ziemlich
korrekt.
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02 ola o o8

_0.54

Abbildung 8.8: Bsp. 8.6. Optimale Steuerung (schwarz), Niaherungen
fir N =1 und s = 10 (blau), fir N =1 und s = 6 (rot)

Die Vergroferung der Intervallanzahl bereitet dem Optimierer Probleme. So ge-

lingt es zunéchst nicht, fiir V = 2 und s = 12 ein Ergebnis zu erhalten. Stattdes-

sen wird nun mit dem kleineren Polynomgrad 4 (s = 5) weitergearbeitet. Aber

auch hier gelangt der Optimierer anfangs erneut nicht iiber N = 4 hinaus. Der

numerische Verlauf der Steuerung ist in der Abbildung 8.9 abgebildet. Immerhin

kann man auch ohne Vorwissen eine Umschaltstelle der Steuerung in der Nihe
2

vont = 3 vermuten.

Abbildung 8.9: Bsp. 8.6. Approximierte Steuerung fiir N =4 und s = 5

Es ist deshalb nun angebracht, die Stetigkeit der Steuerung beim Intervalliiber-
gang aufzuheben (siehe auch (8.3) im Beispiel 8.2). Hierbei soll vernachléssigt
werden, da man an den Ubergéingen formal je zwei verschiedene Werte fiir einen
Zeitpunkt zuldft. Bei N = 3 fiihrt diese Enkopplung dazu, daf ein Intervallende
mit der Sprungstelle iibereinstimmt. Der Zielfunktionswert weicht nur noch um
3.70372 - 107 von Optimum ab. Ahnliche Abweichungen ergeben sich auch fiir
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den Zustand und die Steuerung. Die Graphen in Abbildung 8.10 visualisieren die
numerischen Ergebnisse.

0.6

0.54 0.54

Abbildung 8.10: Bsp. 8.6. z2 (mit Knick) und z; links. u (rechts) ist
unstetig angesetzt (N =3 und s = 5)

Trifft die Diskretisierung den Schaltpunkt der Steuerung nicht, wird der Vor-
teil des unstetigen Ansatzes wieder aufgehoben, da der Schaltpunkt dann wieder
durch ein Polynom iiberbriickt werden muf.

Aber hier erweist sich der Optimierer wiederum als unberechenbar und trickreich
zugleich. Er 16st nun Probleme mit deutlich kleineren Intervallen, also grofseren N.
Damit kann man den Effekt einer Intervallverkleinerung doch noch beobachten.
Fiir s =5 und N = 20 liegt der Schaltpunkt ¢ = % im Intervall [0.65,0.70]. Die
Abbildung 8.11 veranschaulicht die numerische Steuerung.

Abbildung 8.11: Bsp. 8.6. Steuerung fiir N = 20 und s =5

Die Abbildung 8.12 greift die Variation des Zielfunktionvektors (ci, co)? auf. Hier
wurden mit N = 1 und s = 12 insgesamt 50 Vektoren getestet. Da der Zustand
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zweidimensional ist, lassen sich die Endzustinde bei ¢ = 1 in einer zweidimen-
sionale Ebene abbilden. Die Zeichnung 8.12 illustriert 50 Punkte, also 50 Opti-
mierungsprobleme. Die 50 ausgewéhlten Vektoren sind in A.5 aufgelistet. Beim
Vergleich mit [4, Abbildung 15] erkennt man insgesamt eine gute Approximation.
Besonders die Spitzen des augenformigen Gebietes sind in ihren Kriimmungen
fein herausgearbeitet, wenn man sich die Punkte verbunden vorstellt.

Abbildung 8.12: Bsp. 8.6. Bei N = 1 und s = 12 sind fiir ausgewéhlte
Vektoren (c1,c2)? die Endzustinde abgebildet (vgl. [4, Abbildung 15])

Das Beispiel 8.7 fiihrt eine mehrdimensionale Kontrolle ein.

Beispiel 8.7. Das Beispiel stammt aus [4, Beispiel 3.5.1]. Der Vektor (c1,c)T €
R? sei fest. Man beachte Anhang A.6. Die Aufgabe lautet:

Minimaiere
J(x1, xa,u) := (¢, x(ty)) = c121(2) + cax2(2)
unter den Nebenbedingungen
() = (2 =) )+ (o ) (G
2

fiir fast alle ¢ € [0, 2],
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(20

ui(t) +uz(t) < 1,

t€10,2].

Es ist hier schwierig, die Optimall6sung im voraus zu berechnen. Mit einigen
Uberlegungen gelangt man aber zu dem Schluff, daf die Steuerungen nicht sprin-
gen werden.

Als erstes wird der Vektor (c1, c2) = (—1,0) gewéhlt. Nach A.6 lauten die exakten
Losungen

~

J = —1.3023318865252076,
(2) =  1.3023318865252076,
)

i (8.13)
#5(2) = —0.7218334911613578.

Fiir N = 1 und variablem Polynomgrad s — 1 erhélt man die Ergebnisse der
Tabelle 8.14.

Alle Werte als Abweichungsbetrige
s | Zielfunktion | Zustand bei t = 2 | Steuerung bei t = 2
12 | 2.764F — 10 2.764F — 10 8.474F — 09
11 | 3.218F — 09 3.218E — 09 5.379E — 08
10 | 3.030F — 08 3.030F — 08 3.018E — 07
9 | 2.625F — 07 2.625F — 07 2.543F — 06
8 | 1.670EF — 06 1.670FE — 06 1.643E — 05
7 | 1.514FE — 05 1.514F — 05 1.150E — 04
6 | 5.634E — 05 5.634F — 05 4.074F — 04
5 | 9.793E — 04 9.793F — 04 3.662F — 03
4 | 3.015F — 03 3.015FE — 03 2.581E — 03
3 | 2.997TF — 02 2.997F — 02 4.546F — 02

Tabelle 8.14: Bsp. 8.7. Ergebnisse fiir N = 1 und variables s

Die zweite Spalte gibt die Abweichung des numerischen Zielfunktionswertes vom
exakten an. Die dritte und vierte Spalte enthalten die Abweichungen von Zustand
und Steuerung am Intervallende. Wegen des spezifischen Vektors ¢ sind die Werte
der zweiten und dritten Spalte identisch. Bei steigendem Polynomgrad verbessern
sich die numerischen Ergebnisse merklich. Die Giite der Ergebnisse spiegelt glatte
Verldufe der optimalen Trajektorien Z und @ wider.

Wie in Beispiel 8.6 werden nun 50 Vektoren (ci, co)? ausgewihlt, siche A.6. Die
Abbildung 8.13 kann mit [4, Abbildung 14| verglichen werden. Auch hier wird
das augenformige Gebilde recht gut getroffen.
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—0.2
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—0.4

—0.6 +

—0.8 -+

Abbildung 8.13: Bsp. 8.7. Bei N =1 und s = 12 sind fiir ausgewéhlte
Vektoren (c1,c2)? die Endzustinde abgebildet (vgl. [4, Abbildung 14])

Im letzten Beispiel wird ein Optimalsteuerungsproblem mit einer Randwertbe-
dingung und mit Steuerbeschréinkungen untersucht.

Beispiel 8.8. Diese Aufgabe spezialisiert ein Beispiel aus [15, §7].
Minimiere

unter den Nebenbedingungen

©(t) = w(t) fiir fast alle t € [0, 3],

8

0) =
3 =1,
)

u(t

8

1—¢t, 0<t<l,
i(t) = 0, 1<t<2,
(-2, 2<t<3,
(1, 0<t<I1,
a(t) = 0, 1<t<2,
| 1, 0<t<,
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Der Zielfunktionswert betrdgt hier

Bei diesem Beispiel liegen mit dem Randwert und den Steuerbeschriankungen
gleich zwei ,Verstofe gegen die ideale Aufgabenstellung eines Linear-Quadratischen
Optimalsteuerungsproblems vor. Die optimale Steuerung springt zweimal. Ein
Polynomansatz wird hier immer fraglicher, soll aber trotzdem versucht werden.
Zunidchst gilt N = 1. In Abbildung 8.14 werden die optimalen L&sungen den
numerischen Losungen mit den Polynomgraden 6 (s = 7) sowie 11 (s = 12)
gegeniibergestellt.

0.84

0.24

0’5 1 15 2 2’5 3

—-

Abbildung 8.14: Bsp. 8.8. Zustand (links) und Steuerung (rechts). s = 7
(rot), s =12 (blau) bei N = 1 und die optimalen Lésungen (schwarz)

Die Zustandsfunktion wird insgesamt ganz gut getroffen. Die Spriinge der Steue-
rung konnen jedoch kaum beschrieben werden. Bei s = 12 sind die 8 peripheren
Punkte exakt gesetzt, die zentralen 4 miissen zwei Schaltpunkte iiberbriicken. Das
Dilemma der Optimierung wird auch aus den Zielfunktionswerten ersichtlich:

J3 = 0.3396366982715388,

Jl, = 0.3360237423510303, (8.14)
A 1 _
J = =03
3

Der Zielfunktionswert J], weicht um weniger als ein Prozent vom tatséchlichen
Optimum ab. Dem Optimierer ist also kein Vorwurf zu machen.

Die Schaltstellen werden fiir jeden stetigen Polynomansatz unzureichend beschrie-
ben. Es ist deshalb plausibel, den Polynomgrad klein zu halten und stattdessen
die Intervallanzahl zu vergrofern. Von nun an wird s = 3 gesetzt. Zustand und
Steuerung werden also in jedem Intervall quadratisch approximiert. Die Abbil-
dung 8.15 zeigt die numerischen Losungen fir N = 8 und N = 32.
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cocec

Abbildung 8.15: Bsp. 8.8. Zustand (links), Steuerung (rechts) bei s = 3
und N = 8 (rot) beziehungsweise N = 32 (blau)

Der Optimierer findet fiir N = 32 kein Optimum, aber seine letzte interne Varia-
blenbelegung soll auch hier als Optimum gewertet werden. Der Zustand wird fiir
N = 32 exakt approximiert. Die Steuerung ist nur noch in kleinen Intervallen um
die Schaltpunkte unzutreffend approximiert. Die Verbesserung gegeniiber N = 8
ist klar ersichtlich.

Dieses Beispiel ist erneut glanzend geeignet fiir eine Entkopplung der polynomia-
len Steuerungsintervalle. Die Abbildung 8.16 visualisiert die numerischen Losun-
gen fiir N =6 und s = 3.

0.24

Abbildung 8.16: Bsp. 8.8. Zustand (links) und Steuerung (rechts) fiir
N =6 und s = 3 und unstetig angesetzte Steuerung

Offenkundig werden die optimalen Trajektorien exakt getroffen. Zusétzlich de-
monstrieren die Graphen in 8.16 bei NV = 6 aber auch, daf die erlaubten Unste-
tigkeitsstellen bei ¢t = 0.5, ¢ = 1.5 und ¢ = 2.5 nicht auftreten. Uberdies sehen
diese Ubergéinge graphisch glatt aus. Der Zielfunktionswert ist kaum verbesse-
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rungsfihig:

T3
— JS—J

0.333333333337136,
= 3.803-107"2

Die graphische Approximation bestétigt sich in der Tabelle 8.15.

Zeitpunkt | Alle Werte als Abweichungsbetrige
Variable t Zustand Steuerung
1 0.00 0.000E + 00 4.820F — 12
2 0.25 1.476F — 12 6.996F — 12
3 0.50 3.497E — 12 9.171F — 12
4 0.50 3.497F — 12 2.389F — 11
5 0.75 1.490F — 11 6.733E — 11
6 1.00 3.716F — 11 1.108E — 10
7 1.00 3.716F — 11 2.498F — 09
8 1.25 2.121F — 10 1.099F — 09
9 1.50 5.124F — 10 4.697F — 09
10 1.50 5.124F — 10 1.955F — 09
11 1.75 1.307FE — 10 1.099E — 09
12 2.00 3.711F — 11 2.435F — 10
13 2.00 3.711F — 11 1.106FE — 10
14 2.25 1.489F — 11 6.723F — 11
15 2.50 3.497F — 12 2.388EF — 11
16 2.50 3.497E — 12 9.169F — 12
17 2.75 1.476F — 12 6.995F — 12
18 3.00 0.000E + 00 4.820F — 12

Tabelle 8.15: Bsp. 8.8. N = 6 und s = 3 bei unstetiger Steuerung

8.5 Zusammenfassung der Beispiele

Dieser Abschnitt komplettiert das Kapitel. Es wird versucht, Erkenntnisse aus den
Beispielen zu abstrahieren. Bei den einzelnen Beobachtungen wird auf ausgewahl-
te Beispiele verwiesen. Oftmals sind die jeweiligen Merkmale auch bei anderen
Beispielen anzutreffen. Viele Beobachtungen sind eindeutig und schliissig. An-
dere Folgerungen sind nicht so naheliegend und bediirften einer tiefergehenden

Analyse.

Restimierend lassen sich folgende Schliisse ziehen:
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e Fiir den Optimierer ist der Startwert des Algorithmus eine essentielle Infor-
mation, siehe Beispiel 8.2.

e Genaue Knoten- und Gewichtsangaben sind wesentlich, wie die Tabelle 8.9
im Beispiel 8.2 demonstriert.

e Bei glatten optimalen Trajektorien ist die Approximation bereis bei gerin-
gen Polynomgraden effektiv, siehe Beispiele 8.2, 8.3 und 8.7. Es scheinen
dann hohe Konvergenzordnungen aufzutreten, wie die Tabellen 8.5, 8.6 und
8.7 nahelegen.

e Die Naherung der Steuerung ist auch bei glatten optimalen Funktionen
schlecher als diejenige fiir den Zustand, wie beispielsweise die Tabellen 8.5,
8.6 und 8.7 im Beispiel 8.2 verraten.

e Eine hohere Anzahl von Intervallen N ist bei glatten Problemen nicht ganz
entscheidend und zudem nicht unproblematisch, da Rundungsfehler in der
Matrix D, die erhohte Anzahl der Variablen und Gleichungen sowie der
nichtglatte Ansatz fiir die Trajektorien x und v Risiken beinhalten.

e Nach der Kollokationsidee in Definition 5.1 und der Bemerkung 5.11 kénnte
man vermuten, daf das numerische Losungspolynom an den Kollokations-
punkten und am Intervallende besonders gut approximiert. Die Abbildung
8.3 im Beispiel 8.3 bestétigt dies nicht. Gleichwohl miissen die geringen ab-
soluten Unterschiede in Abbildung 8.3 mit grofser Vorsicht beurteilt werden.

e Das Optimierungsprogramm rechnet mit diskreten Werten, nicht mit den
kontinuierlichen Polynomen. Gerade im Sinne eines Runge-Kutta-Verfahrens
stellt die polynomiale Interpolation der diskreten Werte nur eine Interpre-
tation des Anwenders dar. Zwischen den diskreten Losungspunkten konnte
das Polynom erratisch schwingen, ohne Beachtung der kontinuierlichen op-
timalen Losungen. Nun bestitigt sich aber der folgenreiche Satz 5.7, daft
ein Kollokationsverfahren auch jenseits der Stiitzstellen approximiert. Ein
Eindruck davon vermittelt die Abbildung 8.6 des Beispiels 8.5, wo das Po-
lynom 8. Grades nicht nur die s = 9 diskreten Werte erfolgreich beschreibt,
sondern sich auch an die stiickweise affine Funktion anschmiegt.

e Eine hohere Anzahl von Intervallen N ist wiinschenswert und erfolgverspre-
chend, wenn Losungen stiarker oszillieren oder sogar Einschriankungen der
Glattheit der Optimallésungen vorliegen.

e In Intervallbereichen ohne Steuerspriinge arbeitet der Optimierer sehr ef-
fektiv, wie die Abbildungen 8.9, 8.11 und auch 8.8 des Beispiels 8.6 zeigen.
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e Die optimale Zustandstrajektorie wird selbst bei Spriingen der Steuerung
relativ gut getroffen, wie man in der Abbildung 8.14 im Beispiel 8.8 er-
kennen kann. Auch der Zielfunktionswert wird relativ unabhéngig von der
Steuerfunktion erfolgreich erreicht. Dies wird im Beispiel 8.8 deutlich, noch
stiarker aber in der Tabelle 8.11 des Beispiels 8.4. Gleichzeitig erschwert
vielleicht auch diese Tatsache dem Optimierer eine effektive Bearbeitung
der Steuerungen in den Sprungumgebungen.

e Befindet sich in einem Intervall (7.12) eine Sprungstelle der Steuerung, so
werden von den s Punkten dieses Intervalls stets die Punkte um die Sprung-
stelle falsch gesetzt, und zwar scheinbar so, daf beim Polynom keine abrup-
ten Steigungsschwankungen auftreten. Die weiter entfernten Werte liegen
durchaus richtig. Diese Erscheinung kann man bei allen derartigen Abbil-
dungen beobachten, zum Beispiel in Abbildung 8.8 des Beispiels 8.6 oder
in den Abbildungen 8.14 und 8.15 des Beispiels 8.8. Dies verwundert, da
der Optimierer schlieflich nicht mit den kontinuierlichen Polynomen, son-
dern mit diskreten Werten rechnet, und somit nicht zu solchen Polynomen
verpflichtet ist. Diese Charakteristik weist darauf hin, daf die Gleichungen
(7.24) der Kollokationsbedingungen der Simulation einer unstetigen Funk-
tion entgegenwirken.
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Anhang A

Erganzungen zu Kapitel 8

Dieser Anhang ergénzt das Kapitel 8.

Die Abschnitte A.1 und A.2 liefern néhere Informationen zur Bedienung der Soft-
ware SCPIP 3.0.

Die Abschnitte A.3 und A.4 enthalten wichtige Maple 9.5-Befehle.

Die Abschnitte A.5 und A.6 tabellieren ausgegliederte Beispieldaten.

A.1 Verwendete Einstellungen in SCPIP 3.0

Im Abschnitt 8.2 wurden Auswahlmoglichkeiten von Einstellungen im main-Kopf
der Datei v30main.f des Programms SCPIP 3.0 erwdhnt. Fiir die Beispiele des
Abschnitts 8.4 wurden die untenstehenden Einstellungen dauerhaft festgelegt.

icntl(1l) =1 rcntl(6) = 0.d40
icntl(2) =1
icnt1(3) = 10000 ierr = 0
icntl(4) = 3 nout = 7
icntl(5) = 10 rdim = rd
icntl(6) = 0 rsubdim = rd2
icntl(11) =0 idim = id
icntl(12) = 0 isubdim = id2
icntl(13) = 0 spiwdim = id3
spdwdim = rd3
rcntl(1) = 1.d4-7
rcntl(2) = 1.d30 mode = 2
rcntl(3) = 1.d30
rcntl(4) = 0.40 spstrat = 1
rcntl(5) = 0.40 linsys = 1

153
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Lediglich im Beispiel 8.5 wurde icntl(3), das die Anzahl der Iterationen des Op-
timierungsalgorithmus von SCPIP 3.0 angibt, variiert. Gerade diese Einstellung
verursacht aber keine einschneidenden Konsequenzen. icntl(3) dient als Obergren-
ze und bewirkt, daf das Programm abbricht, wenn es nach zahlreichen Iterationen
immer noch keine Optimallosung gefunden hat (vgl. Beispiel 8.5).

A.2 Software-Beschreibung

Im Quellcode der Dateien Aufgabendaten.f und Hilfsfunktionen.f unterscheiden
sich manche Bezeichnungen von denjenigen der Probleme 7.5 (bzw. 7.8 und 7.12).
So ist in SCPIP 3.0 ,n“ fiir die Variablenanzahl reserviert, womit n nicht als
globale Variable fiir die Zustandsdimension gewahlt werden kann, sondern ledig-
lich lokal. Da Fortran77 nicht zwischen Grofs- und Kleinschreibung unterscheidet,
scheidet gleichzeitig ,N“ als Parameter fiir die Anzahl der Intervalle aus. Auch
wurde auf einige Vorfaktoren der Aufgaben der Definition 6.15 und des Problems
7.5 verzichtet.

Die folgende Aufgabenstellung hilft beim Versténdnis der Tabellen A.1 und A.2.
In der Notation A.1 sind die Bezeichnungen des Linear-Quadratischen Optimal-
steuerungsproblems in SCPIP 3.0 niedergeschrieben.

Notation A.1 (Aufgabenstellung in SCPIP 3.0).
Minimiere

VorsS - <x(tf)TStf z(tf) + mthif(tf))

+ Vorl - /t ;f(x(t)TQt(t) x(t) + u(t)" Re(t)u(t) + ht(t) x(t) + kt(t)Tu(t)) dt

unter den Nebenbedingungen
©(t) = At(t)z(t) + Bt(t)u(t) fiir fast alle ¢t € [t0,tf],
x(t0) = xt0,
x(tf) = wxtf, falls Endbed =1,
lu< v <wuu, Yu,

< 1, falls Kugel = 1.

Weitere Unterschiede werden aus den Tabellen A.1 und A.2 ersichtlich. Nach
Bedienung der Datei Aufgabendaten.f muft der Nutzer keine Eingaben mehr vor-
nehmen. Zielfunktion, Nebenbedingungen und Gradienten werden selbststidndig
in den beiden Subroutinenen scpfct und scpgrd der Datei v30main.f generiert.
Anderungen im main-Kopf von v30main.f sind unabhingig von der hiesigen Im-
plementierung und lassen sich [64] entnehmen.
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Aufgabendaten.f
Subroutine Variablen | Beschreibung
Dimensionen | s Polynomgrad s — 1
Dis Intervallanzahl NV
Dimz Dimension von = (Zustand)
Dimu Dimension von u (Steuerung)
Endbed | Randwert: (ja/nein)= (1/0)
Kugel Kugelsteuerbeschriankung: (ja/nein)= (1/0)
Koppu Stetige Steuerung: (ja/nein)= (1/0)
Intervall t0 Anfangszeit
tf Endzeit
ZF1 n Dimension von = (Zustand)
VorS Vorfaktor fiir Stf und mtf
Stf Matrix S
mtf Vektor [
ZF2 n Dimension von = (Zustand)
m Dimension von u (Steuerung)
Vorl Vorfaktor des Integrals
Qt Matrix @)
Rt Matrix R
ht Vektor h
kt Vektor &
DGL n Dimension von z (Zustand)
m Dimension von u (Steuerung)
At Matrix A
Bt Matrix B
xt0 Anfangswert xg
xtf Randwert x ¢
t Zeit
li Aktuelles Intervall
BC lu Untere Steuerbeschrinkungsschranken
uu Obere Steuerbeschrinkungsschranken

Tabelle A.1: Details der Datei Aufgabendaten.f



156 Anhang A: Ergédnzungen zu Kapitel 8

H:lfsfunktionen.f
Subroutine Variablen | Beschreibung
LobattoNS S Polynomgrad s — 1
t Nullstellen der Lobatto-Polynome
LobattoGew S Polynomgrad s — 1
w Gewichte der Lobatto-Integration
Legendre S Polynomgrad s — 1
t Zeit
wert Wert von L(t)
LobattoDiffMatD | m Polynomgrad m — 1
ti Zeit
D Matrix D
Subfaktor subst Substitutionsfaktor durch
Transformation auf [—1, 1]
Translation li Intervallnumerierung
0 Anfangszeit
tf Endzeit
t Aktuelle, standardisierte Zeit

Tabelle A.2: Details der Datei Hilfsfunktionen.f

A.3 Gewinnung von Gault-Quadratur-Daten

In diesem Abschnitt wird die Gewinnung von Daten zur Gauf-Quadratur be-
schrieben, die fiir den numerischen Losungsansatz in SCPIP 3.0 bendtigt werden.
Folgende Daten werden gebraucht:

e die Nullstellen der Lobatto-Polynome,
e die Gewichte der Lobatto-Integration,
e die Legendre-Polynome fiir die Matrix D.

Die Lobatto-Polynome entstehen aus den Legendre-Polynomen, die in verschie-
denen Mathematikprogrammen implementiert sind. Die Formeln der Tabelle 2.2
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gestatten einfache Befehle in Maple 9.5 mit dem Paket orthopoly. Die Koeffizien-
ten der Legendre-Polynome ermittelt man mit

> with(orthopoly):
> for i from 1 to 12 do print(P(i,x)) end do;

Die Lobatto-Polynome lassen sich nach Satz 2.23 durch Ly — L, 5 darstellen. Un-
ten ist ein einfaches Beispiel angegeben, wie man in Maple 9.5 zum Polynomgrad
5 die Nullstellen des Lobatto-Polynoms erzeugt:

> with(orthopoly):
> evalf(solve(P(5,x)-P(5-2,x)=0,x),20);
0., -1., 1., 0.65465367070797714379, -0.65465367070797714379

Die Genauigkeit (hier 20) it sich beliebig steuern. Uber den Satz 2.25 konstru-
iert man dann unmittelbar die Gewichte fiir s = 5:

> with(orthopoly):
>s := b:
>t := Vector([0., -1., 1., .65465367070797714379,
-.65465367070797714379]) :
> for j from 1 to s do print(evalf(2.0/(s*(s-1)*(P(s-1,t[j]1)"2)),
20)) end do;
1111111111111112, .1, .1, .54444444444444450, .54444444444444450

Beim Computeralgebrasystem Maple héingt die Genauigkeit der Gewichte im we-
sentlichen von der Genauigkeit der Nullstellen ab.

In |7, Appendix A| findet man Matlab-Befehle fiir die Berechnung von Nullstellen
und Gewichten zu Gaufs-Legendre-Verfahren. Diese Befehle lassen sich leicht auf
die Gauk-Lobatto-Verfahren iibertragen.

A.4 Graphische Darstellung

Die Ausgabedatei SCPERG3.txt wurde speziell fiir Maple-Graphiken konstruiert.
Die Ergebnisse lassen sich aus der Datei SCPERG3.tzt direkt in die geschriebene
Maple-Datei kopieren.

Die folgenden Maple 9.5-Befehle erstellen fiir ein beliebiges Intervall [t,ts], den
Polynomgrad s — 1 und die Diskretisierung /N eine Graphik mit Datenpunkten
und stetigem Funktionsverlauf. Hier wurde beispielhaft [to,t¢] = [0,2], s = 3 und
N = 2 gewihlt sowie sechs Werte eingesetzt.
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> with(CurveFitting):

> with(plots):

Polynomgrad := [[0],[0,0],[-1.0,0,1.0],
[-1,-0.44721359549995793928,0.44721359549995793928,117 ,
[-1,-0.65465367070797714379,0,0.65465367070797714379,1]1,...]:

\4

# Knoten verschiedener Gaufi-Lobatto-Regeln
> tf = 2.0:
> t0 := 0.0:
>s = 3:
> Dis := 2
> Num_Los :=
L
L
1.000000000000000 )
0.7066921311200736 ,
0.5114282475531583
1,
L
0.5114282475531583 )
0.3920877406939194 ,
0.3265500019370219
]
1:

# Numerische Losungen aus der Datei SCPERG3.txt
> for i from 1 to Dis do x_stand[i]:=
PolynomialInterpolation(Polynomgrad[s],Num_Los[i],t ) end do:
# Polynomiale Interpolation der Datenpunkte
> for i from 1 to Dis do x_origl[i] :=
subs (t=2*Dis*t/(tf-t0)+1-2%i-2%t0*Dis/ (t£-t0) ,x_stand[i])
end do:
# Transformation auf die Intervalle der Formel (7.17)
> for i from 1 to Dis do PG[i] :=
pointplot ({seq(L[((tf-t0)/(2%Dis))*(Polynomgrad[s] [j]1)+
((2%1-1+((2*Dis*t0)/ (t£-t0)) ) * ((t£-t0)/(2+Dis))),
Num_Los[i]l [j1],j=1..s8)},color=blue) end do:
# Plot der Datenpunkte (aufgeschoben)
> display([seq(plot(x_origl[i] (t),
t= t0+(i-1)*(tf-t0)/Dis..t0+ix(tf-t0)/Dis),i=1..Dis),seq(PG[i],
i=1..Dis)1);
# Plot der Polynome gemeinsam mit den Datenpunkten
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A.5 Daten zu Beispiel 8.6

Fiir die Abbildung 8.12 wurden die 50 Vektoren (c;,co)” der Tabelle A.3 ver-
wendet. Die 50 Vektoren sind einer Auswahl von 201 Vektoren einer Datei ent-
nommen, die Dr. Baier freundlicherweise zur Verfiigung gestellt hat. Auf der
beigelegten CD findet man sie unter SCPIP 3.0\ Diplomarbeits-Beispiele des Ab-
schnitts 8.4\ 8.6\ Korrekte Lisungen\BSP 11 ref. Die Datei listet numerische
Ergebnisse fiir die Endzustinde x1(1) und z3(1) auf. Diese wurden mit einem
mengenwertigen Kombinationsverfahren berechnet. Ein solches kombiniert eine
mengenwertige Quadraturformel mit dem zugehorigen punktwertigen Einschritt-
verfahren, hier die iterierte Trapezregel mit dem Euler-Cauchy-Verfahren, siehe
hierzu [4] zusammen mit [5]. Wegen der hohen numerischen Prézision werden
diese Werte als exakte Losungen angesehen. Die 50 ausgewihlten Vektoren sind
mit Bedacht ausgesucht worden, da bei ihnen starke Unterschiede in den Endzu-
stdnden erkennbar sind.

A.6 Daten zu Beispiel 8.7

Fiir die Abbildung 8.13 wurden die 50 Vektoren (cy,c2)” der Tabelle A.4 verwen-
det. Die 50 Vektoren sind einer Auswahl von 201 Vektoren einer Datei entnom-
men, die Dr. Baier freundlicherweise zur Verfiigung gestellt hat. Auf der beigeleg-
ten CD findet man sie unter SCPIP 3.0\ Diplomarbeits-Beispiele des Abschnitts
8.4\8.7\ Korrekte Losungen\BSP 12 ref. Die Datei listet numerische Ergebnisse
fiir die Endzusténde z1(2) und x9(2) auf. Diese wurden mit einem mengenwer-
tigen Kombinationsverfahren berechnet. Ein solches kombiniert eine mengenwer-
tige Quadraturformel mit dem zugehorigen punktwertigen Einschrittverfahren,
hier die iterierte Simpsonregel mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren, sie-
he hierzu [4] zusammen mit [5]. Wegen der hohen numerischen Prizision werden
diese Werte als exakte Losungen angesehen. Die 50 ausgewihlten Vektoren sind
mit Bedacht ausgesucht worden, da bei ihnen starke Unterschiede in den Endzu-
stdnden sichtbar sind.
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|

Cy

Co

|

WWWWWNNNNNNNDNDNN PR PR
RO, O TR RO OO TR WN —mO O PN WN -

1.0000000000000000
—0.7289686274214113
—0.7501110696304596
—0.7705132427757891
—0.7901550123756904
—0.8090169943749473
—0.8270805742745617
—0.8443279255020151
—0.8607420270039435
—0.8763066800438636
—0.8910065241883678
—0.9048270524660194
—0.9177546256839811
—0.9297764858882513
—0.9408807689542255
—0.9510565162951535
—0.9602936856769430
—0.9685831611286311
—0.9759167619387473
—0.9822872507286887
—0.9876883405951377
—0.9921147013144778
—0.9955619646030800
—0.9980267284282716
—0.9995065603657316
—1.0000000000000000

0.7289686274214112

0.7501110696304591

0.7705132427757894

0.7901550123756903

0.8090169943749473

0.8270805742745616

0.8443279255020147

0.8607420270039438

0.8763066800438636

0.8910065241883678

0.9048270524660194

0.9177546256839809

0.9297764858882515

0.9408807689542255

0.9510565162951535

0.9602936856769430

0.9685831611286310

0.9759167619387474

0.9822872507286887

0.9876883405951377

0.9921147013144778

0.9955619646030800

0.9980267284282716

0.9995065603657316

0.0000000000000000
0.6845471059286888
0.6613118653236518
0.6374239897486899
0.6129070536529764
0.5877852522924732
0.5620833778521308
0.5358267949789967
0.5090414157503714
0.4817536741017152
0.4539904997395469
0.4257792915650729
0.3971478906347806
0.3681245526846781
0.3387379202452913
0.3090169943749475
0.2789911060392296
0.2486898871648548
0.2181432413965428
0.1873813145857246
0.1564344650402310
0.1253332335643045
0.0941083133185144
0.0627905195293136
0.0314107590781282
0.0000000000000001
—0.6845471059286889
—0.6613118653236523
—0.6374239897486896
—0.6129070536529765
—0.5877852522924734
—0.5620833778521309
—0.5358267949789971
—0.5090414157503712
—0.4817536741017153
—0.4539904997395470
—0.4257792915650730
—0.3971478906347812
—0.3681245526846779
—0.3387379202452914
—0.3090169943749476
—0.2789911060392297
—0.2486898871648553
—0.2181432413965424
—0.1873813145857247
—0.1564344650402311
—0.1253332335643046
—0.0941083133185149
—0.0627905195293133
—0.0314107590781284

Tabelle A.3: Fiir die Abbildung 8.12 verwendete Vektoren (c1,ca)?
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|

C1

Co

|

WWWWWNNNNNNNDNDNN PR PR R
RN R, O TR NN, OO0 TR WN —mO O PN T WN -

1.0000000000000000
0.8607420270039436
0.7501110696304596
0.6845471059286886
0.6613118653236519
0.6374239897486897
0.6129070536529765
0.5877852522924732
0.5620833778521307
0.5358267949789965
0.5090414157503712
0.4817536741017152
0.4539904997395469
0.4257792915650727
0.3971478906347806
0.3681245526846781
0.3090169943749475
0.2181432413965427
0.1253332335643045
0.0627905195293135
0.0000000000000001
—0.1253332335643041
—0.2789911060392292
—0.4817536741017154
—0.8270805742745616
—1.0000000000000000
—0.8607420270039436
—0.7501110696304597
—0.7071067811865479
—0.6845471059286886
—0.6613118653236519
—0.6374239897486895
—0.6129070536529765
—0.5877852522924732
—0.5620833778521309
—0.5358267949789963
—0.5090414157503711
—0.4817536741017153
—0.4539904997395469
—0.4257792915650722
—0.3971478906347803
—0.3681245526846778
—0.3090169943749476
—0.2181432413965424
—0.0941083133185140
0.0941083133185145
0.3090169943749472
0.5358267949789968
0.7901550123756903
1.0000000000000000

0.0000000000000000
0.5090414157503713
0.6613118653236518
0.7289686274214116
0.7501110696304595
0.7705132427757893
0.7901550123756904
0.8090169943749473
0.8270805742745618
0.8443279255020151
0.8607420270039436
0.8763066800438637
0.8910065241883678
0.9048270524660196
0.9177546256839811
0.9297764858882513
0.9510565162951535
0.9759167619387473
0.9921147013144778
0.9980267284282716
1.0000000000000000
0.9921147013144779
0.9602936856769431
0.8763066800438635
0.5620833778521308
0.0000000000000001
—0.5090414157503712
—0.6613118653236517
—0.7071067811865471
—0.7289686274214116
—0.7501110696304595
—0.7705132427757894
—0.7901550123756904
—0.8090169943749473
—0.8270805742745616
—0.8443279255020153
—0.8607420270039438
—0.8763066800438636
—0.8910065241883678
—0.9048270524660198
—0.9177546256839813
—0.9297764858882515
—0.9510565162951535
—0.9759167619387474
—0.9955619646030800
—0.9955619646030800
—0.9510565162951536
—0.8443279255020150
—0.6129070536529765
—0.0000000000000002

Tabelle A.4: Fiir die Abbildung 8.13 verwendete Vektoren (c1,co)?
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Anhang B

Material auf der beiliegenden CD

Die dieser Diplomarbeit beigefiigte CD enthélt neben diesen Ausfiihrungen im
pdf- und ps-Format das modifizierte SCPIP 3.0-Programm mit den Beispielrech-
nungen und Graphiken des Abschnitts 8.4. Zu den SCPIP-Unterlagen gehoren
auch Informationen und Beispiele zur Erstellung des Programms und der Bei-
spiele, etwa Informationen zur Gewinnung von Gaufk-Quadratur-Nullstellen und
-Gewichten. Ferner werden auch verschiedenste pdf-Dokumente bereitgestellt, die
in die Diplomarbeit eingeflossen sind. Als Ergdnzungen und Hilfsapparate werden
auch ein paar Skripten iiber Fortran und LaTeX zur Verfiigung gestellt.

Die Ordner der CD tragen Titel, die in der Regel schon auf den jeweiligen Inhalt
hinweisen. Zahlreiche Ordner informieren zusdtzlich mit einer Info.tzt-Datei. Die
CD enthilt folgende (Ober-)Verzeichnisse:

Diplomarbert:

Graphiken und LaTeX-Datei der Diplomarbeit.

SCPIP 3.0:

Umfafst alles, was mit SCPIP 3.0 und den Beispielen des Abschnitts 8.4 zusam-
menhéngt. Wichtig ist vor allem die Ordner ZIM, der das fertige Programm bein-
haltet. Der Ordner Zeichnen von Graphiken erklart das Erstellen von zugehorigen
Graphiken, wihrend Lobatto- und Legendre-Daten die Herkunft der Nullstellen
und Gewichte erlautert. Diplomarbeits-Beispiele des Abschnitts 8.4 enthalt die
Daten, Ergebnisse, Rechnungen und Zeichnungen der Beispiele aus Abschnitt
8.4.

Verschiedene LaTeX-Skripten:

Verschiedene LaTeX-Skripten.

Verwendete Mathematik-Dokumente:

Zahlreiche pdf-Dokumente. Unterteilt in vier weitere Ordner. Besonders wich-
tig sind die Ordner Skripte (Universitit Bayreuth) und Arbeiten und Artikel im
Internet.
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