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Einleitung

Bilineare Systeme modellieren zahlreiche relevante Systeme aus Physik, Bio-
logie und den Wirtschaftswissenschaften. Ganz gleich, ob die Neutronenpopu-
lation in einem Kernreaktor, das Bremsverhalten eines Automobils, die Leis-
tung eines Gleichstrommotors, die Regulierung des Hormons T4 im mensch-
lichen Stoffwechsel, oder die Gewinnung von Weideland zur Viehzucht zu
untersuchen sind—ein bilineares System bildet hédufig die Grundlage fiir die
Analyse und Optimierung solcher Prozesse [18].

Um die Bedeutung bilinearer Systeme nachvollziehen zu kénnen, miissen wir
verstehen, wie sich diese innerhalb der Klasse der nichtlinearen Kontrollsys-
teme einordnen lassen. Die zeitliche Entwicklung der Zustandsgrossen eines
typischen bilinearen Systems ist gegeben durch gewohnliche Differentialglei-
chungen der Form

xz(t) = Zaijxj(t) + Z anjuk(t)x](t) + szkuk(t) s al-j,nfj, ik € R R
j=1 k=1 j=1 k=1
wobei z; den i-ten Zustand (1 < i < n) und wy die k-te Eingangsgrofie
bezeichnet. Die Eingangsgrofien gehen also sowohl additiv iiber den Term
»bijur als auch multiplikativ {iber den Term ,,nfjukxj“ in die Zustandsglei-
chung ein. Sind die Koeffizienten b;; oder nfj ungleich Null, so nennen wir
uy demzufolge eine additive bzw. multiplikative Eingangsgrofie. Die Tatsa-
che, dass bei bilinearen Systemen neben den additiven noch multiplikative
Eingangsgrofien beriicksichtigt werden, ist der entscheidende Vorteil und Un-
terschied zu den linearen Systemen. So kann beispielsweise die Wachstumsra-
te einer exponentiell wachsenden Population (Beispiel 2.13), die Reaktivitat
eines Kernreaktors [19], die Kreisfrequenz der erzeugten Sinusschwingung
eines Oszillators (Beispiel 2.15) oder der Erregerstrom eines Gleichstrommo-
tors (Beispiel 2.16) durch eine multiplikative Eingangsgrofie innerhalb eines
bilinearen Systems modelliert werden.

Leider verhalten sich allgemeine bilineare Systeme nicht so angenehm und
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viii EINLEITUNG

durchschaubar wie lineare Kontrollsysteme: Die Analyse ist oft schwierig und
fithrt zu schwicheren Resultaten. Die Problematik zeigt sich im Vergleich
des Ein-Ausgangsverhaltens—angebrachter wére hier der englische Begriff
,Input-to-State Verhalten“—dieser beiden Systemklassen. Wahrend sich die
Losung eines linearen Systems der Form

&(t) = Az(t) + Bu(t), z(t) € R", wu(t) e R™, z(ty) = xo

iiber ein Faltungsintegral

mo ot
S [ om0 o
i=1 Y0

darstellen 1&8t, ist die Losung eines bilinearen Systems der Form
(1) )+ Z Niup(t)z(t) + Bu(t), x(t) € R", u(t) € R™, w(to) = zg

(mit zusétzlichen n x n—Matrizen N, = (nf;)) durch eine sog. Volterra-Reihe
m t ‘
z(t) = eMxy + Z/ eA=piy, (s)ds+
YD / / / A=) N, A=)y,

k2l1 lk 1

A(Sk*Q’Skfl)N' (s’“l’s’“)b"’“m1 (s1) ... u (sk)dsk...ds;

EELL L e

k=1 i1,...,ix=1
A(sg—1— Sk)N @AS ) uil(sl).,.uik(sk)dsk...d81

gegeben. Offensichtlich ist die erste Darstellung leichter auszuwerten als die
letzte—vor allem wenn die Volterra-Reihe nicht abbricht. Falls alle stiickwei-
se stetigen Kontrollfunktionen mit Werten in ganz R™ zugelassen sind, so
konnen wir direkt aus (1) ablesen, dass die erreichbaren Mengen eines linea-
ren Systems zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 konvex sind und einen affinen Unter-
vektorraum des R™ bilden. Die erreichbaren Mengen allgemeiner bilinearer
Systeme dagegen miissen diese Eigenschaften zu keinem Zeitpunkt ¢ > 0
besitzen (Beispiel 3.26). Deswegen zieht man sich beim Studium bilinearer
Systeme gerne auf kleinere Teilklassen mit einfacherer Struktur zuriick—wie
z.B. Systeme von Rang 1 [10] oder Systeme mit quasikommutativen Matrizen
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[14][15]—in der Hoffnung, diese besser charakterisieren zu kénnen.

Jemand, der sich in Fachzeitschriften und -biicher iiber bilineare Systeme
informieren mochte, wird feststellen, dass diese haufig nur als Spezialfall von
Systemen der Form

w(t) = fla(t) + Z ui(t)gi(x(t)) (2)

erwahnt werden, wobei f,g1,...,g, analytische Vektorfelder des R" sind.
Systeme vom Typ (2) heiflen auch Systeme mit linearer Kontrolle. Neben
ihrer Grofle haben sie gegeniiber bilinearen Systeme den Vorteil, dass man
beim Verwenden von Feedback-Kontrollen wieder ein System der Form (2)
erhalt. Mit den Worten von Roger W. Brockett [4] gesprochen: Die Klasse
der Systeme mit linearer Kontrolle ist abgeschlossen unter Komposition und
Regelung. Viele Ergebnisse in Bezug auf das Ein-Ausgangsverhalten bilinea-
rer Systeme sind ebenso fiir Systeme mit linearer Kontrolle giiltig und von
dort iibernommen. Insbesondere hat die Ein-Ausgangsfunktion solcher Sys-
teme eine Volterra-Reihen-Repréasentation [4][16].

Definitionsgemé$ ist die rechte Seite der Zustandsgleichung & = f(z,u) eines
bilinearen Systems nicht nur linear in der Kontrolle, sondern auch (affin-)
linear im Zustand. (Dies erklart die Verwendung des Adjektivs ,bilinear®.)
D.h. bei fest vorgegebener Kontrolle u ist die Zustandsgleichung durch ein li-
neares Differentialgleichungssystem der Form & = A(t)x + b(t) gegeben. Dies
hat zur Folge, dass man ein—in der Regel nichtautonomes—Ilineares System
16sen muss, um die Losung eines bilinearen Systems bzgl. einer Kontroll-
funktion zu gewinnen. Konzepte aus der hochentwickelten Theorie linearer
Systeme wie Variation der Konstanten sind dabei sehr hilfreich und finden
regelméfBlig Verwendung in dieser Arbeit.

Diese Diplomarbeit soll dem Leser als Einfithrung in die Klasse der bili-
nearen Systeme dienen. Es werden vorwiegend theoretische Aspekte ange-
sprochen, die anhand zahlreicher Beispiele erldutert werden und die Grund-
lage fiir Anwendungen in der Optimierung oder Numerik bilden kénnten.
Schwerpunkte setze ich bei der Untersuchung der erreichbaren Mengen und
des Ein-Ausgangsverhaltens bilinearer Systeme. Ein besonderer Augenmerk
liegt dabei auf der vom Mathematiker Otomar Hajek eingefiihrten und duflert
relevanten Teilklasse der , bilinearen Systeme von Rang 1¢.

Zusammenfassung

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut:
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In Kapitel 1 lernen wir Grundbegriffe aus der Systemtheorie, basierend auf
der Axiomatik von Eduardo D. Sontag [23], kennen. Leser, die keinen Wert
auf exakte Wortwahl legen oder bereits vertraut sind mit Begriffen wie ,, Ein-
Ausgangsverhalten, konnen dieses Kapitel mit ruhigem Gewissen {ibersprin-
gen.

Inhaltlich gesehen miissten auf das erste Kapitel die beiden Teile des An-
hangs folgen. In Teil A werden elementare Konzepte aus der Funktionalana-
lysis (z.B. absolute Stetigkeit, Satz von Arzela-Ascoli, schwache Konvergenz)
aufgelistet, welche der Beweisfithrung dienlich sind.

Teil B beschiftigt sich mit kontinuierlichen Systemen. Im ersten Abschnitt
fithren wir den Losungsbegriff im Sinne von Caratheodory zusammen mit
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen ein. Der zweite Abschnitt ist den li-
nearen Systemen gewidmet. Es wurde bereits angedeutet, dass wir vor al-
lem an den Darstellungen und Eigenschaften der Losungen nichtautonomer
linearer Systeme interessiert sind. Die Resultate zu den autonomen Kon-
trollsystemen aus den letzten beiden Abschnitten werden in Abschnitt 2.3
auf autonome bilineare Systeme iibertragen. Besonders interessant sind die
Beispiele B.37 und B.39, die zeigen, dass die erreichbaren Mengen von auto-
nomen Systemen mit kompaktem konvexen Steuerbereich weder beschrankt
noch abgeschlossen sein miissen. Auf Beweise wird nicht verzichtet—selbst
der Satz von Filippov, der urspriinglich ein wichtiger Bestandteil dieser Di-
plomarbeit sein sollte (bis er sich als obsolet erwiesen hat), ist weitgehend
bewiesen.

Im ersten Abschnitt von Kapitel 2 stellen wir fest, dass die Losungen von
Anfangswertproblemen zu bilinearen Systemen—falls erforderlich—auf ganz
R definiert und dort eindeutig bestimmt sind. Wir nutzen den zweiten Ab-
schnitt dieses Kapitels, um anhand ausgewéhlter Beispiele das Leistungs-
vermogen bilinearer Systeme in der Modellierung physikalischer Systeme zu
demonstrieren. Zu Beginn des dritten Abschnitt verallgemeinern wir das aus
der Theorie linearer Systeme stammende Konzept der Fundamentallosung
mit dem Ziel, die Losungen bilinearer Systeme zu beschreiben. Spéter in
diesem Abschnitt wollen wir kurz auf spezielle bilineare Systeme, namlich
Systeme mit quasikommutativen Matrizen und Systeme von Rang 1, einge-
hen.

Die erreichbaren Mengen bilinearer Systeme sind das Thema von Kapitel
3. In den ersten beiden Abschnitten werden wichtige Notationen und alge-
braische Eigenschaften eingefiithrt. Von fundamentaler Bedeutung sind die
erreichbaren Mengen A; von der Einheitsmatrix I bzgl. des assoziierten Ma-
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trixsystems in R™*". Wie wir in Abschnitt 3.2 sehen werden, lassen sich die
Elemente von A; in Abhéngigkeit von der Systemgleichung bestimmten Lie-
Gruppen wie GL(n,R) oder SO(n) zuweisen.

Ein Ziel des dritten Abschnitts ist das Auffinden affiner Unterrdume, welche
die erreichbare Menge A;(p) eines autonomen Systems enthalten. Die herge-
leiteten Aussagen werden es uns ermdoglichen, die affine Hiille von A;(p) zu
berechnen.

Die topologischen Eigenschaften aus dem vierten Abschnitt gelten ebenso
fiir Systeme mit linearer Kontrolle [9, p.90ff]. Wir beweisen, dass die erreich-
baren Mengen von bilinearen Systemen mit kompaktem konvexen Steuer-
bereich kompakt und wegzusammenhéngend sind. Anhand von unterschied-
lichen Bang-Bang Prinzipien charakterisieren wir die erreichbaren Mengen,
die man bei Restriktion der zuldssigen Kontrollen auf stiickweise konstante
Bang-Bang Funktionen erhilt.

Der letzte Abschnitt konzentriert sich auf Systeme von Rang 1. Gemessen
an den dort erzielten Resultaten (Maximumprinzip, schwaches Bang-Bang
Prinzip) wiirde man den Abschnitt eher dem gréfieren Gebiet ,, Kontrolltheo-
rie“ zuordnen. In diesem Zusammenhang stellt er eine Verallgemeinerung
der linearen Kontrolltheorie dar—zumal sich autonome lineare Kontrollsys-
teme als Systeme von Rang 1 interpretieren lassen (Beispiel 2.34). Im ers-
ten Abschnitt wird gezeigt, dass die erreichbaren Mengen von sog. Spalten-
Kontrollsystemen ein nichtleeres Inneres besitzen (sofern sie nicht einelemen-
tig sind) und zumindest fiir kleine Zeiten konvex sind. Das Pontryaginsche
Maximumprinzip liefert eine Charakterisierung extremaler Kontrollen, die
speziell fiir Single-Input Systeme zu stédrkeren Aussagen im néchsten Teil-
abschnitt fiihrt. Dort sehen wir, dass Single-Input Systeme von Rang 1 das
schwache Bang-Bang Prinzip erfiillen und zu kleinen Zeiten strikt konvexe
erreichbare Mengen besitzen.

In Kapitel 4 wir das Ein-Ausgangsverhalten bilinearer beschrieben. Dazu be-
stimmen wir die Volterra-Reihen-Représentation der Ein-Ausgangsfunktion,
indem wir die Kerne der zugehorigen Volterra-Reihe berechnen. Im dritten
Abschnitt wird gezeigt, inwieweit diese Kerne eindeutig bestimmt sind. Der
vierte Abschnitt beinhaltet ein Kriterium fiir die Endlichkeit der Volterra-
Reihe unserer Représentation. Anwendungen und Beispiele befinden sich im
letzten Abschnitt.

Zum Abschluss wird ein Ausblick auf Anwendungs- und Erweiterungsmoglich-
keiten zu dieser Diplomarbeit gegeben.
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Kapitel 1

Grundbegriffe aus der
Systemtheorie

Die Notation und Terminologie aus diesem Kapitel sind weitgehend von
Eduardo D. Sontag [23, Kapitel 2] iibernommen. Missverstdndnisse im Um-
gang mit elementaren Begriffen wie ,,System* oder ,,Ein-Ausgangsverhalten*
in spateren Kapiteln sollen verhindert werden.

1.1 Was ist ein System?

Zumindest fiir Systeme, die deterministisch, dynamisch und kausal sind, wird
diese Frage in Definition 1.2 beantwortet. Stochastische Systeme, z.B., wer-
den nicht beriicksichtigt.

Definition 1.1. e Eine Zeitmenge T ist eine Untergruppe von (R, +).
Sie enthélt sdmtliche Zeitpunkte, zu denen sich der Zustand eines Sys-
tems dndern kann. (Beispiel: 7 = hZ fiir eine Schrittweite h € R.)
e Fiira <bin RU{+oo} sei [a,b) :={t €T |a <t <b}.

e Fiir a < bin RU {400} und einer nichtleeren Menge U sei

Ylab) - — {u|w:a,b) = U} , fallsa <b
o €, fallsa = b

die Menge aller Abbildungen von [a,b) nach Y. € nennt man die leere
Sequenz.



2 1. GRUNDBEGRIFFE
e Fiir die Elemente a,s,b aus 7 mit a < s < b sei die Konkatenation
uw e U von u; € U und uy € UL wie folgt definiert:

o w(), falsa<t<s
u(t) = uneus(t) = { nit), ezt

Definition 1.2. Ein System X ist ein 4-Tupel (7, X, U, ¢) bestehend aus
e ciner Zeitmenge 7;
e ciner nichtleeren Menge X', dem sog. Zustandsraum;
e ciner nichtleeren Menge U, dem sog. Steuerbereich;
e ciner Funktion

¢: D(p) — X
(t,to,z,u) —— O(t;to, x,u)

mit nichtleerer Teilmenge D(¢) von
{(t to,z,u) | t,itg € T tg < t,x € X, u €YoV}

als Definitionsbereich, der sog. Zustandsiibergangsfunktion;
welches die folgenden Axiome erfiillt:

1. Die Nichttrivialitat, d.h. zu jedem Zustand r € X existiert ein Paar
to <t in 7 und eine Funktion u € Ul so dass (,tg, z,u) € D(¢).
Man sagt, u ist zuldssig fiir x.

2. Die Zulissigkeit von Restriktionen, d.h. falls u € Ulot) zulissig fiir «
ist, so ist fiir alle ¢; € [to, ) die Restriktion u; := uly, ) zuléssig fiir x
und uy = uly, 4 ist zuldssig fiir (1320, z,uq).

3. Die Identititseigenschaft der Ubergangsfunktion, d.h. fir alle t € T
und alle x € X ist die leere Sequenz e zuléssig fiir x und ¢(t; ¢, x,¢€) = x.

4. Die Halbgruppeneigenschaft der Ubergangsfunktion, d.h. fiir alle ¢y, t1, ¢
in 7 mit ¢y < t; < t und alle x € X gilt: Falls u; € U") zulissig
fir = ist und uy € UMY zulissig fiir ¢(t1;to, x,u1), so gilt beziiglich
x1 = ¢(t1;to, v, ur) und x9 1= @(t; 1y, o1, uz), dass u := uy &y, us zulissig
fiir x ist und ¢(¢; to, z,u) = xs.



1.2 KLASSIFIKATION 3

Definition 1.3. Die Elemente aus U nennt man Fingangsgrdfien. Sie wirken
auf den Zustand des Systems ein, ohne selbst beeinflusst zu werden.

Die Funktionen aus U0t heissen Eingangsfunktionen oder Kontrollfunktio-
nen (kurz: Kontrolle oder Steuerung).

Die Elemente aus X’ nennt man Zustandsgrofsen (kurz: Zustinde). Sie ermogli-
chen es, zukiinftige Zustéinde anhand der Eingangsfunktion zu bestimmen.
Man sagt, z(t) := ¢(t; to, o, u) ist der Zustand zum Zeitpunkt ¢, den man
ausgehend vom Anfangszustand xy und dem Anfangszeitpunkt t, mittels der
Eingangsfunktion u € Y+ erhilt. (Insbesondere xy = x(ty) nach Axiom 3.)

Bei der Modellierung technischer Systeme wird héufig beriicksichtigt, dass es
in der Praxis unmoglich oder zu aufwendig ist, die Werte einiger Zustands-
grossen zu bestimmen.

Grossen, die vom Zustand des Systems abhéngen und gemessen werden,
nennt man Ausgangsgriofien.

Beispiel 1.4. Als Beispiel wéhle ich das klassische Quecksilberthermome-
ter. Es besteht im Wesentlichen aus einer Glaskapillare, die mit Quecksilber
gefiillt ist, und einer Skala. Zur Beschreibung der Funktionsweise konnte
man die Umgebungstemperatur als Eingangsgrofie, die Quecksilbertempera-
tur und das Quecksilbervolumen als Zustandsgrofien, und die Skalenanzeige
als Ausgangsgrofie verwenden.

Die folgende Definition beriicksichtigt das Konzept der Systemsausgangs-
grossen:

Definition 1.5. Ein System mit Ausgang ist gegeben durch ein System
¥ =(7,X,U, ), zusammen mit

e ciner Menge ), dem sog. Messbereich;
e ciner Abbildung vy : 7 x X — ), der sog. Ausgangsfunktion.

Die Elemente aus ) nennt man Ausgangsgriossen.

Ein System mit Ausgang ist ein 6-Tupel (7, X, U, ¢, Y, y) und wird ebenfalls
mit > bezeichnet.

1.2 Klassifikation

Die nachfolgenden Eigenschaften dienen der Klassifikation von Systemen.

Definition 1.6. Ein System ¥ ist ohne Kontrolle, falls dessen Steuerbereich
U einelementig ist.
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Bei Systemen ohne Kontrolle gibt es fiir alle ¢y, ¢ genau ein mogliches u €
Ut Daher ist die Ubergangsfunktion ¢(t; to, x,u) unabhéngig von der letz-
ten Koordinate; wir schreiben dann kurz ¢(t; to, x).

Beispiel 1.7. Natiirlich gehoren Systeme, die iiber klassische Differential-
gleichungen der Form & = f(z,t) definiert sind, zur Klasse der Systeme ohne
Kontrolle (siehe Satz B.17). Aber auch Feedback-Systeme, deren Eingangs-
grofen u(t) tiber eine Abbildung F : X x 7 — U mittels u(t) := F(x(t),t)
gegeben sind, lassen sich als Systeme ohne Kontrolle interpretieren.

Definition 1.8. Ein System ¥ ist endlich-dimensional (iiber K = R oder
C), falls f und X Teilmengen von endlich-dimensionalen Vektorraumen iiber
K sind. Bei Systemen mit Ausgang gilt dies ebenso fiir ).

Falls X = K", so sagen wir auch, dass ¥ ein ,,System im K" ist.

Definition 1.9. Ein System X ist zeitinvariant oder autonom, wenn fiir alle
u e UMD r e X und s €T die folgende Aussage gilt:
Falls u zuléssig fiir x ist, so ist die Translation

u® € UM+ s () := u(t — s)
zuldssig fiir x und
O(t;to, w,u) = Gt + 5310 + 5,2, u%).

Bei Systemen mit Ausgang wird noch gefordert, dass die Ausgangsfunktion
y(t, ) unabhéngig von ¢ ist.

Definition 1.10. Ein System » mit einer abzédhlbaren unendlichen Zeit-
menge 7 heifit diskret. (Ohne Einschrinkung darf dann 7 := Z gesetzt
werden.)

Beispiel 1.11. Diskrete bilineare Systeme mit Zustandsraum X = R" und
Steuerbereich &/ C R™ sind durch eine Differenzengleichung der Form

m ul(t)
ot +1) = Aa(t) + 3 New(t)e(t) + Bu(t), tez, u)= | """ | eu
k=1

i (£)
gegeben, wobei B € R™™ und A, N, € R (k=1,...,m).

Definition 1.12. Sei K = R oder C. Unter einem kontinuierlichen System
verstehen wir ein System ¥ = (R, X', U, ¢) mit einer offenen Menge X C K"
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und einem metrischen Raum U, dessen Dynamik durch eine Differentialglei-
chung der Form

#(t) = f(t,a(®),ult), f:RxXxU—K" (1.1)

bestimmt ist.
Bei Systemen mit Ausgang wird noch gefordert, dass die Ausgangsfunktion
y: 7T x X — Y stetig und Y ein metrischer Raum ist.

Bemerkung 1.13. Um aus der Differentialgleichung (1.1) eine wohldefinier-
te Ubergangsfunktion ¢ zu gewinnen, muss die rechte Seite f(t,,u) soge-
nannte Regularitdtsbedingungen erfiillen, welche in der Regel die eindeutige
Existenz einer Losung t — x(t;to, xo, u) von (1.1) bei vorgegebener Anfangs-
bedingung z(ty) = o und zulissiger Kontrollfunktion u € UM) auf einem
Intervall [t, t] fiir ein ¢ > t, sicherstellen. Dabei ist mit ,,zuldssiger Kontroll-
funktion* h&ufig nur die Angehorigkeit der Kontrolle v zu einer Klasse von
messbaren Funktionen gemeint, wie etwa der Menge der stiickweise stetigen
Funktionen. Der Begriff ,, Losung® ist—zumindest in dieser Arbeit—im Sinne
Caratheodorys zu verstehen (Definition B.5). Setze dann

o(t; to, v, u) == x(t; to, To, u) .

Die Caratheodory-Bedingungen B.2 und die lokale Lipschitz-Bedingung in
Lemma B.13 sind ein typisches Beispiel solcher Regularitdtsbedingungen, wie
wir in Satz 2.12 und B.17 sehen konnen. Allgemeinere Bedingungen findet
man in [23, p.43].

1.3 Erreichbarkeit

Eine typische Problemstellung in der Kontrolltheorie ist die Bestimmung
einer Steuerung oder Regelung, die einen Anfangszustand p € X auf eine
noch festzulegende optimale Weise (z.B. zeitoptimal) in einen Zustand ¢ € Z
iiberfithrt, der zu einer vorgegebenen Zielmenge Z C X gehort. Dabei stellt
sich die Frage, ob und wann ein solcher Punkt ¢ von p aus erreicht werden
kann.

Ein System ¥ = (7, X,U, ¢) sei vorgegeben.

Definition 1.14. Es seien z, 29 € X und t,tg € 7 mit t —tq : =T > 0.
Angenommen, es existiert ein u € Yot | so dass

(ta th Jfo,U) S D(Qb) und T = ¢(t7t07 Lo, U) :
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Dann sagen wir:
Die Kontrolle u steuert xy nach x zur Zeit T. Oder umgekehrt, x kann von
o zur Zeit T erreicht werden.

Speziell fiir autonome Systeme fithren wir eine Notation ein, die sich auch
auf nichtautonome Systeme {ibertragen lasst, indem man den Zeitpunkt ¢,
aus Definition 1.14 fest vorgibt.

Definition 1.15. Es sei ¥ autonom. Dann bezeichnet
Ai(xg) :={x € X | x kann von zq zur Zeit ¢ erreicht werden}

die erreichbare Menge von xy zur Zeit t.

Die erreichbare Menge von x ist

A(xg) = U Aqi(zo) -

teT:
t>0

Lemma 1.16. Es sei ¥ autonom. Wenn x; nach xq (zur Zeit t1) und x5 nach
xg (zur Zeit ty) gesteuert werden kann, so auch z; nach x3 (zur Zeit t; +t5).
Kurz:

To € Atl (ZL’l), T3 € At2 ($2> — I3 € Atl—l—tz(l‘l) (12)
Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus der Halbgruppeneigenschaft des Sys-
tems Y. Die Konkatenation zweier zulédssiger Kontrollen fiihrt zur Konkate-
nation der zugehorigen Losungstrajektorien. O]

1.4 Ein-Ausgangsverhalten

Bei vielen realen Systemen fallt es dem Mathematiker leichter, das System
tiber sein Ein-Ausgangsverhalten zu beschreiben, als durch ein konzeptionel-
les Modell mit Zustandsraum und Ubergangsfunktion.

Definition 1.17. (i) Ein initialisiertes System ist ein Paar (X, zg), beste-
hend aus einem System ¥ (mit/ohne Ausgang) und einem Anfangszu-
stand xy € X.

(ii) Unter dem Ein-Ausgangsverhalten eines initialisierten Systems (X, zg)
mit Ausgang verstehen wir ein Viertupel A = (7, U, Y, \) mit 7,U,Y
aus ¥ = (7,X,U,$,Y,y) und einer Funktion, Responsefunktion ge-
nannt, die wie folgt definiert ist:

A D()\) — )
A(t tOv U) = y(t’ Qb(t, tOv Lo, U))
mit Definitionsmenge D(X) := {(¢,to,u) | (¢, 0, x0,u) € D(9)}.
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Bemerkung 1.18. \(t;t,u) berechnet diejenige AusgangsgroBe y(t) zum
Zeitpunkt ¢, welche ausgehend vom Anfangszustand z(tg) = x¢ durch die
Eingangsfunktion u erwirkt wird.

System
w —— ()

by

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Ein-Ausgangsverhaltens

Alternativ zur Responsefunktion kénnte man das FEin-Ausgangsverhalten
auch durch eine Abbildung beschreiben, die jeder Eingangsfunktion u eine
,Ausgangsfunktion® y € YT zuordnet, welche sémtliche Ausgangsgrofien
im Intervall [to, T'] als Funktion der Zeit spezifiziert.

Definition 1.19. Die Ein-Ausgangsfunktion ¥ zum Ein-Ausgangsverhalten
A ist die Abbildung

U D(\) — [ J Yl (1.3)

to<T

U(T to,u)(t) = Mtito,ulpes) V€ [to, T] .

Bemerkung 1.20. Die Responsefunktion lésst sich aus der Ein-Ausgangs-
funktion zuriickgewinnen, da

Mtsto, u) = U(t, to, u)(t) .
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Kapitel 2

Bilineare Systeme

2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit kontinuierlichen endlich-dimen-
sionalen Kontrollsystemen ¥, die durch eine Differentialgleichung der Form

#(t) = f(z(®),u(®),t), f:R"xR™xR—R" (2.1)

modelliert werden, wobei z(t) € R™ der Zustand und u(t) € U der Kontroll-
wert zum Zeitpunkt ¢ ist. Die Zustandsmenge & ist zunéchst der gesamte R"
und der Steuerbereich U ist eine (nichtleere) Teilmenge des R™.

Definition 2.1. Wir nennen X ein bilineares System, falls die rechte Seite
f(z,u,t) von (2.1)

e affin-linear in z ist, d.h. fiir jedes Tupel (u,t) € R™ x R gibt es eine
Matrix G(u,t) € R™"™ und einen Translationsvektor g(u,t) € R™, so
dass

flz,u,t) = G(u,t)x + g(u,t) , (2.2)

e affin-linear in w ist, d.h. fiir jedes Tupel (z,t) € R™ x R gibt es eine
Matrix H(x,t) € R™™ und einen Translationsvektor h(z,t) € R", so
dass

f(z,u,t) = H(x,t)u+ h(x,t) . (2.3)

Systeme, welche durch rechte Seiten der Form (2.2) oder (2.3) bestimmt sind,
nennt man auch linear im Zustand bzw. linear in der Kontrolle. Bilineare
Systeme sind also linear im Zustand und in der Kontrolle—getrennt, aber
nicht notwendigerweise gleichzeitig.
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Das dynamische Verhalten eines bilinearen Systems iiber einem Zeitintervall
I ist im Allgemeinen gegeben durch eine Differentialgleichung der Form

m

i(t) = AW)a(t) + > u®)Ne(D)x(t) + Btu(t), ult) €U, tel (2.4)

k=1

mit matrixwertigen Funktionen A, Ny,...N,, : [ — R"™" bzw. B : [ —
R™ ™ Indem wir diese Funktionen durch Null auf /¢ = R\ fortsetzen und
u(t) := up fur ein ug € U und alle t € I¢ setzen, konnten wir ohne Ein-
schriankung I = R voraussetzen. Mit wuy(t) bezeichnen wir die k-te Kompo-
nente von u(t)—entsprechend der folgenden Notation:

Bezeichnung 2.2. Fiir Vektoren z € R! verwenden wir die Schreibweise

21
22

Z = : .
g

Eine Matrix Z € R>* mit Spalten z',22,..., 2" € R a8t sich folgenderma-
Ben darstellen:

Z = (2% ... |2

Bemerkung 2.3. Offenbar ist die rechte Seite von (2.4)

f(z,ut) = (A(t) +) uka(t)) z+ B(t)u

affin-linear in . Mit einer kleinen Umformung kénnen wir auch die Linearitét
in der Kontrolle verdeutlichen:

fla,u.t) = A(t)z + Y weNi(t)z + B(t)u
k=1

u
u2

: ) + B(t)u

Um

= A(t)z + (Ni()z[No(t)] ... [Nin(t))- (

= i(% +\((N1(t)x|N2(t)x| N (D)) + B(t))Ju

:=h(x,t) :=H(z,t)

f(z,u,t) geniigt daher den Anspriichen aus Definition 2.1.
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Definition 2.4. Falls B = 0 in der Gleichung (2.4), d.h.

i(t) = (A(t) + iuk(twk(t)> o(t), ut)eU, tel,  (2.5)

k=1

so sprechen wir von einem homogenen bilinearen System. Sind stattdessen
die Funktionen Ny, ..., N,, identisch Null, so wird durch & = Az + Bu ein
lineares Kontrollsystem gegeben.

Ein bilineares System ist autonom, wenn in der Systemgleichung (2.4) samt-
liche matrixwertigen Funktionen konstant sind.

Bemerkung 2.5. Per Zustandsraumvergroflerung kénnen wir jedes bilinea-
re System, das durch (2.4) definiert ist, formal der Klasse der homogenen
bilinearen Systeme zuordnen. Wir erhalten aus (2.4) die homogenen Form

()~ (40 ) (20) o (40 ) (2) o

wobei b*(t) die k-te Spalte von B(t) bezeichnet, mit neuer Zustandsvaria-
ble (z, ) im vergroBerten Zustandsraum R™. Das Ausgangssystem taucht
wieder in der Hyperebene ¢ = 1 auf. Auf diese Weise kénnen wir uns in
vielen Féllen auf das Studium der formal einfacheren homogenen Systeme
beschrénken.

Voraussetzung 2.6. Um die eindeutige Losbarkeit von Anfangswertproble-
men zur Differentialgleichung (2.4) sicherstellen zu kénnen, fordern wir, dass
die Funktionen A(-), Ni(-),..., Nu(-), B(-) messbar und lokal (essentiell)
beschrankt sind, und dass die Kontrollfunktion u : I — U zu einer Klasse
von zulédssigen Steuerfunktionen gehoren.

Wir unterscheiden zwischen drei Klassen von zuléssigen Steuerfunktionen:

(I) U! ist die Klasse der messbaren, lokal (essentiell) beschrinkten Funktio-
nen von einem reellen Intervall I nach U.

(IT) V! ist die Klasse der messbaren Funktionen auf I, deren Bilder in einer
kompakten Teilmenge V C U sind.

(III) V/ ist die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen auf I mit Wer-
ten in der kompakten Teilmenge V C U.

Die Buchstaben u, r und b stehen fiir ,,unrestricted®,, restricted“ und ,,Bang-
Bang®. Es gilt offenbar U O V! D V/. Aussagen kinnen also hierarchisch
zwischen den Klassen vererbt werden.
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Es wire sehr lastig die soeben gestellte Voraussetzung in den folgenden Satzen
und Lemmas zu wiederholen. Deshalb verlangen wir, dass eine derartige
Voraussetzung stets bis zum Ende des laufenden Abschnitts ihre Giiltigkeit
behélt.

Definition 2.7. Es sei eine Klasse aus (I)-(IIT) vorgegeben. Eine messbare
Abbildung u : I — U heidt zuldssige Kontrollfunktion, falls u zu dieser Klasse
gehort.

Lemma 2.8. Ist u € U!, so erfiillt die Funktion

g: R"xI —R"
g(z, 1) = Alt)x + > ur(t)Ni(t)z + B(t)u(t)

k=1

die Caratheodory-Bedingungen (C1)-(C3) aus B.2 und die globale Lipschitz-
bedingung in z aus Folgerung B.16. In diesem Sinne ist (2.4) eine Caratheo-
dory-Gleichung. Die Theorie aus Abschnitt B.1 ldsst sich iibertragen.

Beweis. 1. g(x,t) ist affin-linear und somit stetig in x fiir alle t. Die Cara-
theodory-Bedingung (C1) ist also erfiillt.

2. Die Komponenten von g(z,t) lassen sich als (endliche) Summen von Pro-
dukten darstellen, deren Faktoren Komponenten von

A, Ny(8),- .., Non(t), B(t), u(t), x (2.7)

sind. Nach Voraussetzung 2.6 sind die Komponenten der Funktionen aus (2.7)
messbar. Natiirlich sind auch Summen und Produkte messbarer reellwertiger
Funktionen messbar, woraus die Messbarkeit von g(z,t) in ¢ fur alle x folgt.
Es gilt daher auch die Caratheodory-Bedingung (C2).

3. Da die globale Lipschitzbedingung in x erfiillt sein wird, geniigt es anstelle
von (C3) die abgeschwichte Bedingung (C3’) aus Lemma B.13 nachzuweisen.
Wir tun dies, indem wir zeigen, dass fiir jedes feste x € R"™ die Funktion
m(t) := ||g(x,t)|| messbar und lokal essentiell beschriankt ist auf I.

Dazu sei J irgendein beschrinktes Teilintervall von I. Da die Funktionen aus
(2.7) geméB Voraussetzung 2.6 lokal essentiell beschrinkt sind, existiert eine
obere Schranke M > 0, so dass mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt

m(t) = llg(a, )l < A el + Y fun @) 1N @] 2l + [BO]- u(®)]

k=1

<M VYtelJ.
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Es fehlt noch die Messbarkeit von m(-). Diese folgt aus der Messbarkeit von
t +— g(z,t) und der Stetigkeit der Normfunktion.

4. Schliellich soll g(x,t) noch die globale Lipschitzbedingung in z erfiillen,
d.h. es gibt eine lokal integrierbare Funktion v : I — R, so dass

Dazu setze einfach

u(t) = HA(t) + iuk(t)zvk(t)H .

k=1

Analog zu 3. sehen wir, dass p messbar und lokal (essentiell) beschriankt ist.
Folglich ist p eine lokal integrierbare Funktion und

lo(o.1) - o001 = | (A<t> ¥ éuk@wk(t)) o)

<

<[40+ Zuwom|-lo-ull voyeriier. o

k=1

(.

-~

w(t)

Bemerkung 2.9. Fiir ein fest vorgegebenes u € U! ist durch die rechte Sei-
te g(z,t) ein inhomogenes lineares System ohne Kontrolle der Form (B.26)
gegeben. Letztendlich leiten wir in diesem Abschnitt nur Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussagen fiir solche linearen Systeme her. Die Ergebnisse sollten
daher nicht iiberraschen.

Definition 2.10. Eine Funktion z : J — R™ heifit zuldssige Losung von (2.4)
auf J C I beziiglich einer (zuldssigen) Kontrolle u : J — U, falls x(-) eine
Caratheodory-Losung von (2.4) auf J geméB Definition B.5 ist. Das heifit,
eine der beiden dquivalenten Bedingungen wird von z(-) erfiillt:

(i) x:J — R™ ist eine lokal absolut stetige Funktion mit

m

() = Az (t) + Y we(t) Nu(t)z(t) + B(t)u(?)

k=1

fiir fast alle t € J.
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(ii) Die Abbildung ¢t — A(t)z(t) + > -, wk(t) N (t)x(t) + B(t)u(t) ist lokal
integrierbar iiber J, und es gilt

x(t) = z(a) + / A(s)xz(s) + Zuk(s)Nk(s)x(s) + B(s)u(s) ds

fir alle a,t € J. (Dabei sei fat =— [ fira > t.)

Wir sagen, x : J — R" ist eine (zuldssige) Losung des Anfangswertproblems

T =A(t)xr + Zm:uka(t)a: + B(t)u, tel, x(ty) = xo (AWP)

auf dem Intervall J C I beziiglich der zuldssigen Kontrolle v : I — U, falls
x(+) eine zuldssige Losung von (2.4) bzgl. der Restriktion u/|; ist, welche den
Bedingungen ty € J und z(ty) = o geniigt.

Sie heifit maximal, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

Ist & : J — R" eine weitere Losung von (AWP) auf J C I, so folgt J C .J
und z(t) = (t) fiir alle ¢t € J.

Satz 2.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei u € U!. Dann existiert
eine (eindeutige) maximale Losung p : I — R™ von (AWP), die auf ganz [
definiert ist. Das bedeutet, falls z(-) eine zuldssige Losung von (AWP) auf
einem Teilintervall J C [ ist, so folgt z(t) = p(t) fiir alle t € J.

Beweis. Da fiir ein vorgegebenes u € U! die Funktion

m

g(z,t) == A(t)z + > w(t) Ne(t)x + B(t)u(t)

k=1

den Caratheodory-Bedingungen und der globalen Lipschitzbedingung in z
geniigt (Lemma 2.8), sind alle Voraussetzungen von Folgerung B.16 erfiillt.
Es existiert daher eine maximale Losung p : I — R" von

m

i(t) = gla(t),t) = A@)a(t) + Y ur(t)Ne(t)z(t) + B(t)u(t), x(to) =

k=1

auf ganz I. n

Zum SchluB soll der Zusammenhang unserer Definition eines bilinearen Sys-
tems mit dem axiomatischen Systembegriff aus Abschnitt 1.1 verdeutlicht
werden.
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Definition und Satz 2.12. Es sei 4 C R™ eine nichtleere Menge. X sei
entweder der gesamte R™ oder eine stark invariante Teilmenge des R™ gemé&f
Definition 3.11. Die Funktionen A, Ny,..., Ny : R — R"™ und B : R —
R™ ™ geien messbar und lokal (essentiell) beschriankt. Weiter sei eine Klasse
zuldssiger Kontrollfunktionen aus (I)-(I1T) vorgegeben.

Dann ist durch die Gleichung

m

(1) = A@a(t) + Y w() No()a(t) + B(twu(t), «(t) € X, ult) €U

(2.8)

ein kontinuierliches bilineares System ¥ = (R, X,U, ¢) gegeben mit einer
Ubergangsfunktion ¢, die folgendermaflen definiert wird:
Definiere auf der Menge

D(¢) = {(t,to,$0,ﬂ) | tg < t,x9 € X, u € YtV zuléissig}

die Abbildung
¢(t7 tOv o, U) = I’(t, th o, U) )
wobel (- ; tg, g, u) die (eindeutige) maximale Losung von (AWP) beziiglich
u auf dem Intervall [to, t] sei.
In diesem Sinne darf man die Gleichung (2.8) als System bezeichnen.

Beuweisskizze. Die Ubergangsfunktion ist offensichtlich wohldefiniert.
Die Priifung der Systemaxiome ist dem Leser {iberlassen.

2.2 Beispiele

Anhand einiger Beispiele soll die vielseitige Einsetzbarkeit von bilinearen
Systemen zur Modellierung von Prozessen in der Physik, Biologie, Okonomie,
etc. verdeutlicht werden.

Beispiel 2.13 (Demographie). Im Gegensatz zu linearen Systemen geht bei
den bilinearen Systemen die Kontrollfunktion nicht nur additiv iiber den
Term ,, Bu“, sondern auch multiplikativ iiber den Term ,» " | Nyuz® in die
Systemgleichung ein. Das einfachste Beispiel ist gegeben durch

mit skalaren Zustands- und Eingangsgrofien.

Wir konnen z als die Bevolkerungszahl und u als ,, Geburtenrate minus Ster-
berate plus Migrationsrate® interpretieren, um die Demographie einer Region
zu modellieren.
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Die Bilineare Approximation ist eine naheliegende Verallgemeinerung der
gewohnlichen Linearisierung eines nichtlinearen Systems und basiert auf ei-
ner abgebrochenen Taylor-Entwicklung von der rechten Seite der Zustands-
gleichung in einem Gleichgewicht.

Beispiel 2.14 (Bilineare Approximation). In [25] wird die Bewegung eines
geostationdren Satelliten auf der Erdumlaufbahn anhand eines nichtlinearen
Systems modelliert. Zur Vereinfachung wird dort vorausgesetzt, dass sich der
Satellit stets direkt iiber dem Aquator befindet (konstanter Breitengrad 0°),
d.h. er bewegt sich in der Aquatorebene, als deren Ursprung der Mittelpunkt
der Erde gewahlt wird. Die Position des Satelliten ist in den Polarkoordinaten

(r, p) gegeben.

Abbildung 2.1: Satellit in Aquatorebene

Die folgenden Parameter werden beriicksichtigt:

mpg : = Erdmasse, mg := Masse des Satelliten,
g : = Gravitationskonstante der Erde,
2 : = Winkelgeschwindigkeit der Erde,
ro : = Radius des geostationéren (kreisformigen) Orbits,

po + Qt : = Winkel, der von einer Antenne aus angepeilt wird.
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Die Zustande des modellierten Satelliten sind

z1(t) :==7r(t) — 1o,

zo(t) = 7(1) ,

3(t) = p(t) — (po +Ot)
z4(t) == p(t) —

Man beachte, dass x; und x3 die Abweichung der Position des Satelliten von
der gewiinschten Position im geostationédren Orbits wiedergibt.

Weiter wird angenommen, dass am Satelliten zwei Diisenantriebe installiert
sind, die den Satelliten in Richtung r bzw. p bewegen. Wir fithren entspre-
chende Eingangsgrofien

uy := Antriebskraft in Richtung r |
ug := Antriebskraft in Richtung p

ein.
Mit Hilfe der Newtonschen Gesetze kann man das dynamische Verhalten
durch die nichtlineare Differentialgleichung

iy (t) = xo(t)
Ea(t) = (@1(t) + ro)(@alt) + 02 = Gt + e | Fla(t),u(t))
ffE3(t) = st 11:4)(15) ® . ’
. o 2:5 +Q ug(t
:134(t) = 2271(t)+7"0 + ms(wlz(t)'*‘ro)
bestimmen.

Der Punkt (z*,u*) = (0,0) € R™ x R™ ist ein Gleichgewicht, d.h. f(z*, u*) =
0. Solange sich das System in diesem Gleichgewicht befindet, kreist der Sa-
tellit auf dem geostationdren Orbit genau in der Position, die von der Erde
aus angepeilt wird. Eine optimale Kontrolle steuert daher den Satelliten in
den Zustand z* = 0, der ohne Kraftausiibung (u* = 0) ,,gehalten werden
kann.

Die (komponentenweise) Taylorentwicklung der rechten Seite f(x, u) im Gleich-
gewicht (0,0) bis zur Ordnung 3 liefert fiir kleine x, u unter Beriicksichtigung
der Formel Q* = 722 das Ergebnis

T2
20124 + 200 x4 + 1014 + 3022, — 3 mEgzl Lo
f(‘r 'LL) ~ 0 mg
) $4
2 mez -9 Qo o Toms _ T1U2 U

ro? o o ro2ms roms
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4

Wir streichen nun Summanden wie ,,2Qz24% oder ,,r9z42“, die zu keinem
bilinearen System gehoren konnen. Auf diese Weise konnen wir fiir kleine
x,u das Ausgangssystem durch das einfachere bilineare System

0 1 0 0 0 000 0 0
. [392 0 0 20r 0 000 e O
=Lo o o 1 [*Tf o oo0o0]|*™ |0 o [
0 -2 0 0 ——— 000 ((—
0 ro°mgs msro
,approximieren®.

Der Vorteil der bilinearen Approximation gegeniiber der linearen ist, dass
auch Terme der Form ,,—ﬁmxl“, welche Produkte 1.0rdnung zwischen
Zustands- und Eingangsgrofien enthalten, aus der Taylorentwicklung {iber-
nommen werden. Bei der linearen Approximation wiirden diese gestrichen
werden. Die bilineare Approximation ist also néher am nichtlinearen Aus-
gangssystem.

Das néchste Beispiel wird auch in [9] und [22, p.96] studiert.

Beispiel 2.15 (Oszillator). Ein harmonischer Oszillator ist ein physikalisches
System, dessen Bestandteile harmonische Sinusschwingungen der Form

z(t) = i cos(wt + p), T,w >0, pel0,2m)

erzeugen. T nennt man Amplitude, p Nullphasenwinkel und w Kreisfrequenz.
x(+) ist die allgemeine Losung der sog. Bewegungsgleichung
d?x(t)
dt?

wi(t) =0, (2.9)

d.h. die Losungen dieser DGL sind stets harmonische Sinusschwingungen,
deren Parameter & und p durch Anfangswerte (z(ty),Z(t9)) eindeutig gege-
ben sind. Die Bewegungsgleichung ist nach Erweiterung des Zustandsraumes
mittels (z3) = (%) durch die lineare Differentialgleichung

()= (% ) ()

ersetzbar. Auf diese Weise kann man einen harmonisches Oszillator als linea-
res System modellieren.

Ein typisches Beispiel fiir einen harmonischen Oszillator ist ein ungedampf-
ter LC-Schwingkreis. Das ist eine Baugruppe, bestehend aus einer Spule und
einem Kondensator, die zueinander in Reihe geschaltet sind. Die Spule wird
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Abbildung 2.2: LC-Schwingkreis

durch die Induktivitdt L und der Kondensator durch die Kapazitit C cha-
rakterisiert. Das Verhéltnis zwischen L, C' und der Stromstéarke i(¢) 148t sich
durch das physikalische Gesetz

Li'(t)+l/t'( s = 0
dtl C OZS S =

beschreiben. Differenzieren liefert die Bewegungsgleichung

d?i(t I
i+ gg it =0
2

fiir den offensichtlich sinusformigen Wechselstrom i(t).

Eine einfache M6glichkeit eine kontrollierte Oszillation zu erzeugen, ist es ei-
ne Schaltung zwischen zwei verschiedenen ungedédmpften LC-Schwingkreisen
zu installieren. Betrachte dazu das Netzwerk in Abbildung 2.3. Je nach Schal-
terstellung wahlt man zwischen den Parametern L, C; und Loy, C5. Bleibt der

. . . . . . . 1
Schalter unberiihrt, so wird eine Sinuskurve mit Kreisfrequenz wy := i

erzeugt (k = 1,2).
Dieses System kann durch das folgende bilineare Kontrollsystem mit Ausgang
modelliert werden:

()= (% ) (0 () e

A N

y:(l O)m
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%?
J__%

Cl — CQ

Abbildung 2.3: geschaltete LC-Schwingkreise

mit Zustandsraum X = R? Steuerbeschrinkung U = {w3 —w?,0} und Mess-

bereich Y = R.

Wir werden in unserem letzten Beispiel ein bilineares System zur Modellie-
rung eines Motors kennenlernen, das ausnahmsweise nicht autonom ist. Eine
ausfiithrlichere Beschreibung des Systems findet man in [22, p.98].

Beispiel 2.16. Wilson J. Rugh modelliert einen Gleichstrommotor, dessen
Anker- und Erregerwicklung durch separable Kreisldufe mit Strom versorgt
werden, anhand der folgenden Differentialgleichungen:

d . Ry . K 1
am(t) = —L—AZA(t) - L—AZE(t)W(t) + L_AUA(t> )
d K . B

Loty = Eipwyia - Butt

Dabei ist
14,1 der Anker- bzw. Erregerstrom,
ua, up die Anker- bzw. Erregerspannung,

L, Lg die Induktivitdt der Anker- bzw. Erregerwicklung,
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R4, Rg der Widerstand der Anker- bzw. Erregerwicklung,
w die Winkelgeschwindigkeit des Ankers,

J das Massentragheitsmoment des Ankers.

K, B sind positive Konstanten, die in [22, p.98] charakterisiert werden.

Die Geschwindigkeit des Motors wird kontrolliert, indem man die Ankerspan-
nung konstant hélt (d.h. ua(t) = Uy) und den Erregerstrom ip durch einen
variablen Widerstand in der Erregerwicklung steuert.

Wir fithren den Zustandsvektor z(t) := <i;‘((tt)) ), die Eingangsgrofie u(t) :=
ip(t) und die Ausgangsgrofie y(t) := w(t) ein, und erhalten basierend auf den
Differentialgleichungen das bilineare System

i(t) = (‘;E_A _0§> 2(t) + u(t) (2 _Sﬁ) 2(t) +@ ,

J J
A N d

y(t)=(0 1)) .

Um die rechte Seite auf die Standardform (2.4) zu bringen, miissen wir den
konstanten Term d beseitigen. Dies geschieht folgendermaflen:

Zunéchst berechnen wir die Losung z.(+) zur Kontrolle © = 0 mit x.(0) = 0,
d.h. x. ist absolut stetig und

T, = Av.+d fi, z.(0)=0".

In unserem Fall ergibt Variation der Konstanten B.27

t t R
A(t=5) 7 e — “TR Ya
e dds = e | Ta ) ds
0 0 0 G t-s) 0
t ELY LY Ly FAy g
/ <e T, “gﬁ)ds:(e La 4 ﬁeLA -4 )
0 0 0
Ry
U — -t
— <Rf\<1€ ha )) :

0

<

z(t)

Als Néchstes setzen wir z(t) := x(t) — z.(t) und berechnen die Systemglei-
chung beziiglich z(t):

2(t) = Ar+uNzx+d— Az, —d = Az +uNz — uNz,

_Ba

_ ( L _%) 2(t) + ul(t) (% _(?A) 2(t) + (?fég‘ (10;5?) ) ult)
y =0 =0, == (1)




22 2. BILINEARE SYSTEME

Wir stellen fest, dass das umgeformte System zwar bilinear und in Standard-
form ist—aber nicht autonom.

Bemerkung 2.17. Eine weitere Anwendung aus der Physik ist die Model-
lierung der Kernspaltung und des Kiihlsystems in einem Kernreaktor durch
bilineare Systeme. In [19] wird das Verhalten dieser Systeme optimiert.

Das Massenwirkungsgesetz aus der Chemie ist die Grundlage fiir ein bili-
neares System in [18], das die Regulierung des Hormons 7} im menschlichen
Koérper modelliert.

In [5, p.335] wird ein bilineares Modell zur Modellierung des Wachstums ei-
ner Volkswirtschaft vorgeschlagen. Dies zeigt, dass bilineare Systeme auch in
der Okonomie von Bedeutung sind.

Zahlreiche weitere bilineare Modelle sind in [18] und [5] aufgelistet.

2.3 Homogene bilineare Systeme

Betrachte das homogene System (2.5) im R"™

#(t) = (A(t) + iuk(t)]\fk(t)> 2(t), tel, z(t)eR", wu(t)eU

- (2.11)

und das , assoziierte Matrixsystem® im R"*"

X(t) = (A(t) 4 iuk(t)Nk(t)> X(t), tel, X(t)eR™, u(t)eU
- (2.12)

mit messbaren, lokal (essentiell) beschriankten matrixwertigen Funktionen
A Ny,...,N,, : I — R™"™ auf einem Intervall I und einer nichtleeren Teil-
menge U des R™.

Sprechweise 2.18. Wir nennen (2.12) das ,assoziierte Matrixsystem® von
(2.11), und (2.11) das , assoziierte Vektorsystem® von (2.12).

Fiir ein vorgegebenes u € U! ist auch die Funktion

m

U(t) == A(t) + > up(t)Ni(t)

k=1
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messbar und lokal (essentiell) beschrankt (siche Beweis von 2.8). Folglich
gehoren die Systeme

i) =U®)z(t), tel,  az(t)eR" (2.13)
und
X(t)=U®X(®), tel,  X(t)eR>" (2.14)

zur Klasse der linearen Systeme ohne Kontrolle, die ausfiihrlich im Abschnitt
B.2 studiert wird. Wir werden jetzt einige Aussagen von dort iibernehmen.

Definition 2.19. Die Fundamentallésung von (2.14)—man kénnte sich auch
auf (2.13) beziehen—Dbeziiglich einer vorgegebenen Kontrolle u € U! und
der Anfangszeit ty € I bezeichnen wir mit ®(-;tp,u). Sie ist die maximale
(zuléssige) Losung des Anfangswertproblems

X(t) = (A(t) +iuk(t)Nk(t)> X(@t), tel, X(ty)=1 (AWP)

k=1

N J/

=U(1)
zur Kontrolle u, definiert auf ganz I.
Folgerung 2.20. Aus Satz B.18 erhalten wir die folgenden Aussagen:

(i) X :t— D(t;to,u)- P ist die maximale Losung von (2.12) bzgl. der Kon-
trolle u € UL, welche die Anfangsbedingung X (¢y) = P erfiillt.

(ii) = :t— D(t;tg, u)- p ist die maximale Losung von (2.11) bzgl. der Kon-
trolle u € UL, welche die Anfangsbedingung x(ty) = p erfiillt.

Fiir die ndchste Folgerung sei 0.B.d.A. I = R vorausgesetzt.
Folgerung 2.21. Es gilt fiir alle ¢,ty,#; € R und u € UX:
(1) DP(to;to,u) =1

(ii) Die Matrix ®(¢;tp,u) hat vollen Rang.

(iii) D(t;t0,u) = P(t;t1,u)- P(t1;to, u).

(iv) ®(ty;to,u)"" = D(to; ty, u).

(v) det ®(t;tg,u) = exp <fti trU(s)ds).
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(vi) ®(t;to,u) =1+ 1, ftz ol [ U (s) - U(sk)dsi - - - dsyds,

(vil) @(t;to, u) = lim;_., Yi(t), wobei Yy = I und
Yia(t) =1+ [, U(s)Yi(s)ds (1=0,1,2,...).

(viii) %@(t;to,u) = —®(t;tg, u)A(to) fast tiberall.
(Dabei sei ftz =— tto fir ty > t.)

Beweis. Die aufgezéhlten Eigenschaften von ®(¢; to, u) werden in Lemma B.19
und Satz B.22 bewiesen.

Bemerkung 2.22. Um eine Losungsdarstellung fiir inhomogene Systeme
zu erhalten, verwenden wir Variation der Konstanten B.27. Die maximale
Losung = : I — R™ vom Anfangswertproblem

m

(t) = A(t)x(t) + Zuk(t)Nk(t)a:(t) + B(t)u(t), tel, z(t)=p

bzgl. u € Ul ist gegeben! durch

z(t) = O(t;to, u)p + /t O(t;s,u)B(s)u(s)ds . (2.15)

to

Alternativ kénnten wir z(-) iiber die Fundamentalldsung ®(-; o, ) des ho-
mogenisierten Systems (2.6) bestimmen. Es ist ndmlich

(x(lt ) = B (t; to, u)- (219) .

Falls samtliche Matrixfunktionen in (2.5) konstant sind, so ergibt sich die
Systemgleichung

Autonome Systeme

() = (A + iuk(t)jvk> w(t), tel, z(t)eR", u(t)elU. (2.16)

O.B.d.A.sei I =R.

Bezeichnung 2.23. In Anlehnung an Definition 1.9 setzen wir

u®(t) = u(t — s) fir ein s € R und eine zulédssige Kontrollfunktion u. Da
der Steuerbereich U zeitunabhéngig ist, ist auch die die zeitlich verschobene
Kontrolle u®(+) zuléssig.

LB : I — R™™ messbar und lokal (essentiell) beschrinkt
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Lemma 2.24. Die Fundamentallésungen von (2.16) erfiillen:
O(t;tg,u) = Ot + s:tg + s,u’) Vi, s,tg € R,u € UX

Insbesondere ist durch (2.16) ein autonomes System geméfl Definition 1.9
bestimmt.

Beweis. Fiir vorgegebene s,ty € R ist durch Y (t) := ®(t + s;to + s, u®) eine
Losung von (AWP) gegeben. Denn es gilt

Y(to) = CI)(to + s to + S,us) =1

und (mittels Kettenregel)

m

: d
Y(t) = &é(t + s5to + 5, u°) = (A + Zu;(t + S)Nk> CD(t+ 850+ 5,u°)
k=1

= (A + Z uk(t)Nk) Y () fiir fast alle t € R.
k=1

Es folgt ®(t + s;t0 + s,u®) = Y (t) = ®(t;t9,u) = fiir alle t € R. O

Bezeichnung 2.25. Die Autonomie des Systems erlaubt es ohne Einschréank-
ung die Anfangszeit ¢y := 0 zu wihlen. Wir schreiben daher kurz ®(t; u) statt
O(t;0,u).

Mit ®(¢;¢) fiir ein ¢ € R bezeichnen wir die Fundamentallosung bzgl. der
konstanten Kontrollfunktion u = c¢. (Bitte nicht mit der Notation ®(¢;%y)
aus Abschnitt B.2 verwechseln!)

Folgerung 2.26. Die Rechenregel (iii) aus Lemma 2.21 wird zu
O(t;u) =Pt — s;u™°) D(s;u) Vt,s e R. (2.17)
Beweis. Wir rechnen nach:

Ot —s;u ) P(s;u) = D(t — 5;0,u™°)- D(s;0,u) = P(¢;0,u) = P(t;u) O

D(t;s,u)

Die Formel (2.17) ist besonders hilfreich, wenn wir die Losungen zu stiickweise
konstanten Kontrollen berechnen wollen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 2.27. Der kontrollierte Oszillator aus Beispiel 2.15 ist modelliert
durch das autonome System

B)- ()60 E)-

:(1 Of;x ’

mit X = R* U = {w? — w? 0} und ) = R. Die beiden Frequenzen seien
w1 = 0.5 und wy, = 1.5.

Wir wollen heuristisch eine Bang-Bang Steuerung u € U herleiten, welche
den Ursprung des Zustandsraum ansteuert (d.h. ||z|| — 0) und somit die
Amplitude der erzeugten Sinuskurve auf dem Intervall I = [0, 10] verringert.
(In [9, p.4ff] findet der Leser eine ausfiihrlichere Argumentation.) Dazu be-
rechnen wir zunéchst die Fundamentallosungen zu den trivialen Steuerungen
u=0bzw. u=wi—w?=2

N At cos(0.5t) 2sin(0.5¢)
O(0) =™ = (—0.5sin(0.5t) cos(0.5¢t) )

oy _ (Ad2N)t _ cos(1.5t) 2 sin(1.5¢t)
O(2) =e (—1.5sin(1.5t) cos(1.5¢)

Die Multiplikation von rechts mit Anfangswerten p = (9),(9),(9) ergibt
die Losungskurven in Abbildung 2.4. Dabei gehoren die roten Kurven zu

Abbildung 2.4: Phasenpotrait

u = 0 und die Blauen zu u = 2. Die Kurven bewegen sich mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn und bendtigen ¢ = 47 (rot) bzw.
t = 37 (blau) fiir eine komplette Rotation. Anscheinend reduziert u = 2 im
ersten und dritten Quadranten die Norm |[|z|| und v = 0 im zweiten und
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vierten Quadranten. Dies motiviert die folgende Strategie:

Angenommen wir starten im Anfangszustand p = () zum Zeitpunkt ¢, = 0.
Dann wéhlen wir solange die Steuerung u = 2 bis wir die x-Achse schneiden—
also bis zum Zeitpunkt ¢; = . Danach schalten wir auf u = 0 um. Die Kurve
bewegt sich nun im 2.Quadranten und schneidet die y-Achse zum Zeitpunkt
to =t1+7 = %7‘(‘. Dann schalten wir wieder auf © = 2 u.s.w. Die Schaltstellen
sind genau die Koordinatenachsen. Wir erhalten schliellich die Steuerung

(2’
1

s §7T<t§

s §7T<t§

0
2
0, §7r<t§
2
0

1

o
IN
~
AN
3

wioooloee i
3

3

, §7T<t§37r
3r<t<10

Die zugehorige Losung x : [0,10] — R™ berechnen wir anhand (2.17). Es ist

([ ®(t;2)-p, O§t<§7r
@(t—%;O)-@%;Q)p, s <t < gm
2(t) = O(t —5m2)-a(zm), sw<t<ow
Ot —2m;0)-x(3m), 2r<t<E
Ot —Sm2)-x(5m), Swm<t<3m
O (t — 3m;0)- z(37) , 3m <t <10

\

H—

0.8 AN

0.6 \

0.4- \

Abbildung 2.5: Losungstrajektorie

Der Verlauf von y(t) = x;(t) ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Offenbar haben
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0.6
0.4

0.2

0 5 i 5 ‘ o
t
-0.24

y(®

Abbildung 2.6: Ausgangsfunktion

wir uns wie geplant dem Ursprung angenédhert. (Wie sich spéter zeigen wird,
ist (0,0) nicht erreichbar.)
Systeme mit quasikommutativen Matrizen

In diesem Teilabschnitt nehmen wir an, dass die Matrizen des autonomen
homogenen Systems

i(t) = <A+iuk(tm> w(t), tel, z(t)eR" wu(t)el (2.18)

die Bedingung fiir Quasikommutativitit? erfiillen, d.h.

Voraussetzung 2.28. Die Matrizen A, Ny, ..., N, € R™*" erfiillen
[adiNi, N;] =0  Vi,j=1,....mVk=0,1,...,n* — 1.
Dabei verwenden wir die Notation
adyN = N,ad,N = [A, N],ad’ N = [A,[A, N]],ad" N = [A,ad% ' N] .

(Mit [-, -] bezeichnen wir die Lie-Klammer des R™*"™, d.h. [A, N]| = AN—NA.)

Satz 2.29. Wir setzen Qi (t) := e "Ny fiir alle k € {1,...,m}. Dann ist
D(t;u) = e exp (/Ot iuﬂs)@ds)ds) (2.19)

k=1

die Fundamentallssung von (2.18) zu der Kontrolle u € U..

2Begriff stammt aus [14]
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Beweis. 1. Die Baker-Hausdorff Gleichung [20, p.14] liefert die Potenzreihen-

Entwicklung

e M NeA = EadiN : (2.20)
k=0

(Insbesondere l6sen die beiden Seiten der Gleichung dieselbe DGL.)

2. Da (A, N) — [A, N] eine beschrinkte Bilinearform ist, gilt
e M NG, N =y g[ad’;xNz‘, Nj] (2.21)
k=0

Nach Voraussetzung ist [ad" N;, N;] = 0 fiir alle i,5 € {1,...,m} und k €
{0,1....n? — 1}. Allerdings ist ad, : N +— [A, N] ein linearer Operator von
einem n?-dimensionalen Vektorraum in sich selbst, und wir diirfen aus dem
Satz von Cayley-Hamilton folgern, dass jede Potenz ad®, = ad ;oad ,o...ad,
mit k grofer n? — 1 eine R-Linearkombination der ersten n? — 1 Potenzen

ist. Daher ist [ad% NV;, N;] = 0 fiir alle & > 0, und [e"4*N;e*, N;] ist identisch
Null wegen (2.21).

3. Es ist
0% [e 4 Niet Nj] = e M N;e™ N; — Nje A N;e!
und folglich
0= e*AUe*AtNieAtheA” — e*AUNje*AtN,-eAteAU Vo, t e R .
Es sei ty =t + o und t, = ¢. Dann erhalten wir
0 = At NieA(tl—tg)NjeAtg _ e—AthjeA(tg—tl)NieAtl

= [G_AthieAtl,S_AtQNjeAtQ] = [Qz(tl),QJ(tQ)] ‘v’tl,tQ eER.

4. Fiir ein vorgegebenes u € U! sei ®,(-) := ®(-;u) die Fundamentallssung
von (2.18). Dann ist Z(t) := e~4'®,(t) absolut stetig und erfiillt

Z(t) = —AeMd,(t) + e Md, (1) (2.22)

= —Ae M, (t) + (e‘AtA + Z uk(t)e_AtNk> D, (1)
k=1

- (Z Uk<t>eAtNkeAt) 2(t) = AW Z (1)

N

-~

=A(t)
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fast iiberall. Weiter ist

m

[A(ty) [Zu t)Qi(ty) Z (t2)Q; tg}

= Z wi(t)ui(t2)[Qi(t1), Q;(t2)] =

7,7=1

Hw

th,tQ € [O,T] .

Schliellich wenden wir den Satz B.20 an und sehen, dass

Z(t)zexp/t:A(S) S—exp/ (Zuk )Qk (s )

Aus @, (t) = e Z(t) gewinnen wir die erhoffte Darstellung von ®(-;u). O

Beispiel 2.30. 1. Es sei m = 1 in Satz 2.29. Falls die Matrizen A, N kom-
At

mutieren (AN = NA), so kommutiert auch die Exponentialmatrix e”* mit
N. Also ist Q(t) = N und (2.19) wird zu
(I)(t, U) _ €At' eNf(f u(s)ds _ eAt+Nf(;5 u(s)ds ) (223>

2. Fiir inhomogene Single-Input Systeme im R”
z(t) = Az(t) + u(t)Nz(t) + cu(t), tel0,7],

mit kommutativen Matrizen A, N € R™*" und einem Vektor ¢ € R" erhalten
wir durch Variation der Konstanten eine explizite Losungsdarstellung. Aus
der Formel (2.15) folgt, dass

t
:L‘(t) _ eAt—',—Nf(fu(s)dsm(O) +/ eA(t—s)—i-Nfst U(T)dTCu(S)dS
0

die Losung zur Kontrolle v auf dem Intervall [0, T'] ist.

Bemerkung 2.31. In den Artikeln [14] und [15] werden bilineare Syste-
me mit quasikommutativen Matrizen, ausgehend von den eben berechneten
Losungsdarstellungen, analysiert.

Bilineare Systeme von Rang 1

Der Mathematiker Otomar Hajek hat sich in seinen Arbeiten [9, p.146-
167] und [10] mit speziellen Typen von kontinuierlichen bilinearen Systemen
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beschéftigt, die zusammen die Klasse der ,,Bilinearen Systeme von Rang 1°
bilden. Er unterscheidet zwischen Systeme im R™ der Form

&= (A+uc)x, u(t) el (2.24)

und

g =(A+bu)r,  ult)eU (2.25)

mit Parametern A € R™" b € R", ¢ € R”, und einem Steuerbereich
U C R™. Dem Aussehen der Kontrolle u entsprechend, bezeichnet er (2.24)
als ,,Spalten-Kontrollsystem* und (2.25) als ,, Zeilen-Kontrollsystem*. Single-
Input Systeme der Form

& = (A+ ubc")z, —1<u(t) <1 (2.26)

konnen sowohl den Spalten- als auch den Zeilen-Kontrollsystemen zugeord-
net werden. Insbesondere sind die Matrizen uc*, bu* und bc* hochstens vom
Rang 1.

Die spezielle Struktur der Systeme von Rang 1 erlaubt es, theoretische Aus-
sagen herzuleiten, die fiir allgemeinere bilineare Systeme in der Regel nicht
gelten (Stichworte: Bang-Bang Prinzip, Konvexitét der erreichbaren Menge).
Andererseits ist die Unterklasse grof§ genug, um interessante und relevante
Beispiele zu liefern:

Beispiel 2.32 (Parametersteuerung). Angenommen, ein dynamisches Sys-
tem ist durch eine lineare skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung

n—1
2 = Z o) (2.27)
k=0
gegeben, wobei die Parameter ay, . .., a;,,_; Funktionen der Zeit ¢ seien. (Hier

bezeichnet z(*) die k-te Ableitung der Funktion z.) Durch Matrixschreibweise
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kénnen wir das System in ein lineares System 1.0rdnung im R" iiberfiihren:

(0 0 1 0 (0
(1) N ()
1o o 1 :
=1 ap O Q1 (1)
——’
0
(.) 1 | 0 0
= O 0 a ] T+ 0 '\(@1 Qo V Oén,1)1$ (228)
. 0 0 . 1
M ~—

Koénnen die Parameter u geméf einer Kontrollfunktion gesteuert werden, so
erhalten wir ein bilineares Zeilen-Kontrollsystem.

Beispiel 2.33 (Switching). Gegeben seien zwei dynamische Systeme durch
lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

n—1
o™ Z oo™ =0 System 1
k=0

n—1
w™ 4 Z Brw® =0 System 2
k=0

mit konstanten Parametern ay,8r (k = 1,...,n — 1). Diese lassen sich in
Matrixschreibweise (2.28) in der Form © = Av +e,cjv bzw. w = Aw +e,cw
darstellen®, wobei die Vektoren ¢, und ¢, die jeweiligen Systemparameter als
Komponenten besitzen. Wir setzen C' := A +e,cj und D := A +e,c;. Unter
»,ochalten zwischen den Systemen v = C'v und w = Dw verstehen wir eine
Bang-Bang-Steuerung w : I — {—1,+1} innerhalb des Systems

x’(t)—(C+D+ C-D

5 u(t) 5 > x(t), tel, —1<u(t)<1, z(t) e R",

wobel

3¢,, bezeichnet den n-ten Einheitsvektor.
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(Man beachte, dass die Werte u = +1 genau den beiden Ausgangs-Systemen
entsprechen.) Dies ist ein Single-Input System von Rang 1. Zum Beispiel,
die Schaltung zwischen zwei LC-Schaltkreisen aus Beispiel 2.15 konnte so
modelliert werden.

Beispiel 2.34 (Lineare Systeme). Betrachte das autonome lineare System
im R"

t(t) = Ax(t) + Bu(t), u(t) € R™ .
Wir setzen v(t) := Bu(t) und erhalten so das dquivalente System
&(t) = Az(t) + v(t), v(t)elU

mit Steuerbereich U := ImB = {Bu | v € R™}. Dieses bringen wir—wie in
(2.6)—auf die homogene Form im erweiterten Zustandsraum R™*!

(t) = Az(t) + o(t)v(t), o(t) =0, v(t) el .

Umformen liefert ein bilineares System von Rang 1 (genauer: Spalten-Kon-
trollsystem)

(409 (9)w ) (). oo e

Auf diese Weise konnen lineare Kontrollsysteme als bilineare Systeme von
Rang 1 interpretiert werden.
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Kapitel 3

Die erreichbaren Mengen
bilinearer Systeme

3.1 Einfiihrung

Bevor wir uns mit den Eigenschaften der erreichbaren Mengen von verschie-
denen bilinearen Systemen auseinandersetzen, werden nochmals einige Be-
griffe zur Erreichbarkeit ins Gedéchtnis gerufen, die leicht modifiziert aus
Abschnitt 1.3 {ibernommen sind.

Definition 3.1. Gegeben sei ein kontinuierliches System ¥ in R™ mit einem
nichtleeren Steuerbereich &/ C R™ und eine Klasse zuléssiger Kontrollfunk-
tionen.

Angenommen, es existiert eine (Caratheodory-) Losung = : [to,7] — R"
bzgl. einer zuldssigen Kontrolle u : [to,T] — U, welche die Anfangsbedin-
gung x(tg) = p erfiillt. Falls x(t) = ¢ fiir ein t € [to, T, so sagen wir, dass ¢
erreichbar von (p,to) zur Zeit t — to ist.

Die erreichbare Menge von p € R™ (zur Zeit t > 0) ist

Ai(p) = {q € R" | q erreichbar von (p,0) zur Zeit t}

bzw.

Alp) = Ailp) -

t>0

Bemerkung 3.2. In der Definition von A;(p) gehen wir davon aus, dass der
Anfangszustand p zur Anfangszeit t; = 0 angenommen wird. Bei autonomen
Systemen ist dies ohne Einschréankung moglich. Wir sagen dann ,erreichbar

35
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von p“ anstatt ,erreichbar von (p,0)“. Doch auch bei nichtautonomen Syste-
men wiirden die Resultate aus den nichsten Abschnitten fiir eine Anfangszeit
to # 0 ihre Giiltigkeit behalten.

Die erreichbaren Mengen des zeitumgekehrten Systems

Manchmal ist es hilfreich, die zeitliche Entwicklung eines kontinuierlichen
Systems umzukehren. Wir definieren dazu das sogenannte “zeitumgekehrte
System® innerhalb der Klasse der bilinearen Systeme.

Definition 3.3. Es ¥ = (R, X, U, ¢) das kontinuierliche bilineare System
aus Definition 2.12. Das zeitumgekehrte System von ¥ (zum Zeitpunkt 0) ist
gegeben durch

T=—A(—t)x — iuka(—t) —B(-tu, teR, z(t)e X, u(t)elU .

Es wird mit ¥~ bezeichnet.
Bemerkung 3.4. Offenbar ist ¥~! ein wohldefiniertes bilineares System.

Definition 3.5. Wir bezeichnen mit C;(p) und C(p) die erreichbaren Mengen
Ai(p) bzw. A(p) des zeitumgekehrten Systems ¥71. (Bei autonomen linearen
Systemen ist C;(0) auch als , Kontrollierbarkeitsmenge“ bekannt.)

Die Elemente von C;(p) werden im folgenden Lemma charakterisiert.

Lemma 3.6. Ein Zustand p ist genau dann erreichbar von (¢, —t) zur Zeit ¢t >
0 bzgl. ¥, wenn ¢ erreichbar ist von (p, 0) zur Zeit ¢ bzgl. des zeitumgekehrten
Systems X1,

(Fiir ein autonomes System Y. bedeutet dies: p € A;(q) <= q € Ci(p).)

Bewezs. Wir setzen

fla,u,t) == Atz + > weNi(t) + B(t)u .
k=1
Dann ist X! durch die rechte Seite — f(z, u, —t) gegeben.
Es sei « : [-t,0] — R™ eine Losung von & = f(x,u,t) zu einer zuldssigen
Kontrolle v mit z(—t) = ¢ und x(0) = p. Dann ist Z(s) := z(—s) eine Losung
von & = —f(x,v,—t) auf [0,t] zur zuldssigen Kontrolle v(s) := u(—s) mit

Z(0) = p und Z(t) = q. Denn es gilt fast tiberall

%w) = i(—t)- (=1) = — f(@(—t), u(—t), —t) = — F(F(t), v(t), —t) .

Die Riickrichtung ist ebenso giiltig. O
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Die erreichbaren Mengen homogener Systeme

Bei homogenen Systemen der Form (2.11)

() = (A(t) + iuk(t)Nk(t)) o(t), tel, z(t)eR", wu(t)eU

k=1
konnen wir uns auf das Studium einer einzigen erreichbaren Menge des as-

sozilerten Matrixsystems (2.12) beschrinken.

Definition 3.7. Véllig analog zu Definition 3.1 definieren wir die erreichba-
ren Mengen von Matrixsystemen in R"*". Ist P € R"*" so bezeichnen wir
mit A;(P) bzw. A(P) die erreichbare Menge von (P,0) (zur Zeit ¢t > 0). Wie
in 3.3 konnen wir ein zeitumgekehrtes (Matrix-) System zu (2.12) bestimmen,
dessen erreichbaren Mengen durch C;(P) bzw. C(P) beschrieben werden sol-
len. Von besonderer Bedeutung ist die erreichbare Menge A;(I) bzw. A(I)
von der Einheitsmatrix I. Wir fithren daher die Kurzformen A; := A;(I) und
Ci := Ci(I) ein.

Bezeichnung 3.8 (Mengenwertige Operationen). Fiir nichtleere Mengen
My, My CR™™ N C R™ und a € R setzen wir

M1+ My = {Ml +M2| M, € M1,M2 € MQ} ,
My — My = {Ml —M2| M, € Ml,Mg c Mg} ,
Ml‘MQ = {M1M2| M, € Ml,Mg € Mz} ,

a-N:={a-N|NeN}.

Falls NV C GL(n;R), so ist auch
N t={NNecN}
wohldefiniert.
Folgerung 3.9. Fiir alle P € R™" p € R" und ¢,s > 0 gilt:

(i) Ao = {I}.

(i) A; = {®(t;0,u) | u zuldssig}, wobei ® die Fundamentallosung aus Defi-
nition 2.19 ist.

(iii) Die Elemente aus A; sind invertierbar.

(iv) A:(p) = A;-p sind die erreichbaren Mengen zu (2.11).
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(v) Ai(P)= A; P sind die erreichbaren Mengen zu (2.12).

Falls das Matrixsystem (2.12) autonom ist (d.h. alle matrixwertigen Funk-
tionen konstant), gilt zusétzlich fir ¢, s > 0:

(vi) Aips = Ap- A (Additionstheorem).

(vii) C, = A;! W {®(0;t,u) | u zuldssig}. (Insbesondere ist C;(p) = A;*-p.)
(viii) A = A(I) ist eine multiplikative Halbgruppe mit Einselement.

Beweis. (i) und (ii) sind trivial. (iv) und (v) folgen aus Folgerung 2.20. (iii)
wird in Folgerung 2.21 gezeigt. (vi) folgt aus (2.17). Die Eigenschaft (vii)
rechnen wir nach:

PeC &S T1c AP) L Tec A PesPled e Pc A

Schliefllich implizieren (i) und (vi) zusammen mit der Assoziativitdt von
(R™*™ . ) die Eigenschaft (viii). O

Bemerkung 3.10. Das Lemma zeigt, dass man aus A; problemlos per Multi-
plikation mit dem Anfangswert alle weiteren erreichbaren Mengen von (2.11)
und (2.12) ableiten kann.

Die erreichbare Menge von p € R™ zur Zeit t > 0 beziiglich des inhomogenen
bilinearen Systems (2.4) ist gemédfl Bemerkung 2.22 gleich der erreichbaren
Menge A;- (§) des homogenisierten Systems (2.6), eingebettet in die Hyper-
ebene {z € R"™! | z,,,; = 1} des R""1.

3.2 Stark invariante Mengen

Bisher hatten wir meist den gesamten R™ als Zustandsraum gewéahlt. Leider
ist dieser Zustandsraum bei der Modellierung realer Systeme—etwa aus der
Biologie—oft ungeeignet. Soll z.B. in einer Zustandsgréfle der Bestand einer
Spezies aufgenommen werden, so wiahren negative Besténde biologisch nicht
interpretierbar.

Invariante Mengen erlauben es nun den Zustandsraum zu beschrinken—es ist
leicht zu sehen, dass sémtliche Eindeutigkeits- und Existenzsétze ihre Giiltig-
keit bewahren—und erméglichen somit eine bessere Modellierung. Sie sind
insbesondere auch ein Maf fiir die Giite der Modellierung. Wire z.B. in unse-
rem Bestandsmodell die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen keine stark
invariante Menge, so ist vermutlich bei der Konstruktion der Zustandsiiber-
gangsfunktion ein Fehler aufgetreten.
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Besonders hilfreich sind kompakte invariante Mengen bei der Optimierung.
Bei Matrixsystemen besitzen invariante Mengen héaufig eine Gruppenstruk-
tur, wie wir in diesem Abschnitt sehen werden.

Definition 3.11. Eine Teilmenge M C R" heifit stark invariant oder positiv
invariant (bzgl. eines Systems ¥ = (7, X, U, ¢) im R™), falls

Alp)CM  VpeM.
M hei3t negativ invariant, falls

Cp)CM VpeM.
Ist M positiv und negativ invariant, so nennen wir M beidseitig invariant.

Bemerkung 3.12. Natiirlich ist der Durchschnitt oder die Vereinigung stark
invarianter Mengen stark invariant.

Lemma 3.13. Es sei M eine beidseitig invariante Menge bzgl. eines autono-
men bilinearen Systems im R"™. Dann ist auch das Komplement M¢ = R"\ M
beidseitig invariant. Anders gesagt, jede zuldssige Losung x : I — R™ besitzt
die Eigenschaft

x(tg) € M fiireintg € [ = x(t) € M firallet € I .

(Bei nichtautonomen Systemen gilt dies nur fiir ¢y = 0.)

Beweis. Es wird die zweite Aussage gezeigt. Dazu sei x : [ — R" eine zuléssi-
ge Losung mit p := z(ty) € M. Die Autonomie von ¥ erlaubt es die Losungs-
trajektorie zeitlich zu ,verschieben“. Wir konnen also ohne Einschrinkung
to := 0 setzen. Aus p € M und der positiven Invarianz von M folgt x(t) € M
fir alle ¢ € I mit ¢ > 0. Fiir irgendein ¢ € [ mit ¢ < 0 betrachten wir
q := x(t). Nach Konstruktion ist p erreichbar von (¢, t) zur Zeit —t > 0. We-
gen Satz 3.6 ist dann q erreichbar von p zur Zeit —t bzgl. des zeitumgekehrten
Systems, d.h. ¢ € C_4(p) € C(p) C M. ]

Beispiel 3.14. Zur Modellierung des Wachstums der Weltbevélkerung ver-
wenden wir das skalare bilineare System

o(t) = u(t)x(t), u(t) elU, z(t) > 0, t>0

mit Eingabegrofie u(t) := log(1 + %), wobei r(t) die Wachstumsrate zum
Zeitpunkt ¢ (in Prozent) bezeichne. Wir gehen davon aus, dass die Wachs-

tumsrate ungefahr zwischen 0.5 und 2.5 Prozent liegt, und wéahlen demzufolge
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den Steuerbereich U := [0.005,0.025]. Die zuléssigen Kontrollfunktion seien
die stetigen Funktionen mit Werten in /. Die zugehodrigen Losungen sind

gegeben durch
2(t) = 2(ty)- i w(s)ds

Indem wir die Werte von u(-) variieren, erhalten wir fiir eine Anfangspopu-
lation p > 0 die erreichbare Menge

Ai(p) = {p-€" | 0.005 < X <0.025}
und folglich

Alp) = [p,o0)  Yp=0.

Die entsprechende erreichbare Menge des zeitumgekehrten Systems
WL = —ux’ ist

Clp)=(0,p] Vp>0.
Die Menge [p, 00) ist also positiv invariant fiir alle p > 0—aber nicht negativ
invariant. (0,00) ist sogar beidseitig invariant.
Bilineare Systeme, definiert auf Lie-Gruppen

Wir wollen zunéchst den Satz von Liouville B.25 nutzen, um invariante Men-
gen zum bilinearen Matrixsystem

X(t) = (A(t) + zm:uk(t)Nk(t)> X(@t), X)) eR™, w)eU (3.1)

(.

aus Abschnitt 2.3 herzuleiten.

Folgerung 3.15. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, R) und deren Unter-
gruppe GLT(n,R) = {4 € GL(n,R) | det A > 0} bilden zusammen mit ihren
Komplementen R™*™\GL(n,R) bzw. GL(n, R)\GL" (n,R) beidseitig invari-
ante Mengen beziiglich des Systems (3.1).

Beweis. Ist X(-) eine zuldssige Losung von (3.1) auf einem Intervall I 5 0
zu einer Kontrolle u € U!, so gilt gemiB Eigenschaft (v) aus Folgerung 2.21

¢
det X (t) = det ®(¢;0,u)- det X (0) = exp (/ trU(s)ds) -det X(0) Vtel,
0

wobei fg = — fto fiir 0 > ¢. Wegen exp > 0 folgt sofort die Behauptung. [
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Beispiel 3.16. In Beispiel 3.14 ist GLT(1,R) = (0, 00) beidseitig invariant.

Eine besonders interessante Klasse autonomer bilinearer Systeme erhélt man,
indem man alle matrixwertigen Funktionen aus (3.1) als konstant und schief-
symmetrisch (z.B. A = —A*) voraussetzt, d.h.

X(t) = (A + iuk(t)Nk> X(t), X)) eR™, wt)eU  (3.2)

mit schiefsymmetrischen Matrizen A, Ny,..., N, € R™*",

Satz 3.17. Die orthogonale Gruppe O(n) = {7 € R™" | T*T = I} und die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n) = GL*(n,R) N O(n) bilden beidseitig
invariante Mengen von (3.2).

Beweis. Ist X(-) eine Losung von (3.2) zu einer zuléssigen Kontrolle u auf
I 5 0, welche der Bedingung X (0) € O(n) geniigt, so gilt fast iiberall

iX*X —X*X + X*X
dt
=X* (A* + Zuka> X+ X* (A + Zuka> X
k=1 k=1
—X* (—A— Zuka> X+ X* <A+Zuka) X=0.
k=1 k=1

Dies impliziert X (¢)*X(¢) = X (0)*X(0) = I fiir alle t € I. Die orthogonale
Gruppe O(n) bildet also eine beidseitig invariante Menge. Da nach Lemma
3.15 auch GL™(n,R) beidseitig invariant ist, gilt dies sogar fiir den Durch-
schnitt SO(n). O

Diese Klasse bilinearer Systeme ist besonders relevant in der Physik [2], da
sich die Zusténde des assozierten Vektorsystems auf der Sphére [|z(t)] =
||2(0)]| bewegen. Denn aus I € O(n) folgt

lz ()] = ((t; w)- 2(0))*(D(t; u)- 2(0)) = 2(0)” P(t; u) @ (t;u) x(0) = [|l=(0)].

Man benétigt diese Eigenschaft, um beispielsweise einen starren Korper mo-
dellieren zu kénnen.

Beispiel 3.18 (Starrer Korper). Die Bewegungsgleichung eines starren Korper
im R?, der um eine Menge fester Rotationsachsen rotiert und den Ursprung
als Schwerpunkt besitzt, lautet
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wobei r(t) € R?® die Position eines Punktes auf dem Korper ist, und A(t) €
SO(3) die Orientierung des Korpers (zum Zeitpunkt ¢). Die Drehmatrix A(t)
erfiillt die Differentialgleichung

‘ 0 w(t)  wy(t)
At) = | —w.(t) 0 we(t) | A(t) ,
wy(t) —wu(t) O

wobel w = (wy, wy,w,) die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ bezeich-
net. Indem wir w als Eingabegrofie interpretieren, erhalten wir ein bilineares
Matrixsystem mit Zustandsraum X = SO(3), welches die Orientierung eines
starren Korpers modelliert.

Bemerkung 3.19. Ohne auf Details eingehen zu wollen, sei bemerkt, dass
GL(n,R) und SO(n) zusammen mit der Verkniipfung [A, B] := AB — BA
(,, Lie-Klammer*) sogenannte ,, Lie-Gruppen* bilden. Jeder Lie-Gruppe G kann
man eine ,, Lie-Algebra® L(G) zuordnen, deren Elemente analytische Vektor-
felder auf G sind. Die Lie-Algebra von GL(n,R) ist R"*"; die Lie-Algebra
von SO(n) ist der Vektorraum Alt(n,R) aller reellen schiefsymmetrischen
Matrizen.

Wie wir fiir GL(n,R) und SO(n) gesehen haben, bildet eine Lie-Gruppe G
aus R™ ™ eine beidseitig invariante Menge von unserem homogenen System
(3.2), wenn die Matrizen A, Ny, ..., N, aus L(G) stammen. Wir kénnen dann
den Zustandsraum auf X = G beschrinken und erhalten so ein System, das
auf einer Lie-Gruppe definiert ist. Man spricht auch von einem ,,System auf
G*.

In [13], [2] und [3] werden derartige Kontrollsysteme ausfiihrlich untersucht.
Fiir das Studium dieser Arbeiten sind Kenntnisse auf dem Gebiet der Lie-
Theorie dringend erforderlich.

3.3 Die erreichbaren Mengen autonomer Sys-
teme

3.3.1 Systeme mit kompaktem Steuerbereich

In Abschnitt B.4 werden die erreichbaren Mengen von autonomen Kontroll-
systemen mit kompaktem Steuerbereich und stetiger rechter Seite untersucht.
Es ist daher naheliegend die dortigen Resultate auf das autonome bilineare
System

#(t) = Az(t) + Y w(t)Nea(t) + Bu(t), x(t) €R", u(t) €U  (3.3)

k=1
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mit kompaktem Steuerbereich &/ C R™ und Matrizen A, Ny,...,N,,, B von
angemessener Form zu iibertragen.
Die zuléssigen Funktionen seien die messbaren Funktionen mit Werten in i/
(kurz: u € UF). Da die rechte Seite

flz,u) == Az + Zukax + Bu

stetig auf R™ x R™ ist, diirfen wir jetzt die Theorie aus B.4 auf das System
(3.3) anwenden, um die erreichbaren Mengen A;(p) von (3.3) zu charakteri-
sieren.

Folgerung 3.20 (Monotonie). In Satz B.35 wird festgestellt, dass die er-
reichbare Menge eines kritischen Punktes p € R™ monoton ist, d.h. aus

0=Ap+ ) upNyp+ Bu

k=1
fiir ein v € U folgt
As(p) C Ai(p) VO<s<t.
Folgerung 3.21 (Beschrianktheit). Aus Folgerung B.38 erhalten wir eine

kompakte Obermenge der erreichbaren Menge A;(p) von p € R™ zur Zeit
t > 0. Es ist

Ai(p) € B(0,max{1, [pl}-exp(ut))  Vt=>0

+ HBUH}

Folgerung 3.22 (Abgeschlossenheit und Stetigkeit). Der Satz von Fillipov
B.44 besagt, dass fiir alle p € R™ und ¢ > 0 die erreichbare Menge A;(p)
eine kompakte und nichtleere Teilmenge des R™ ist, falls der Steuerbereich I/
konvex ist. Aulerdem ist dann die Abbildung ¢ — A;(p) stetig beziiglich der
Hausdorffmetrik.

fiir

W= rggg{HA—i—Zuka

Die Menge A;(p) ist also beschrénkt.
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Beweis. Um den Satz von Fillipov anwenden zu konnen, miissen wir zeigen,
dass fiir alle z € R" die Menge F(z) := J, o, f(7,u) konvex ist.

Da die rechte Seite eines bilinearen Systems definitionsgeméf affin-linear in
u ist fur ein vorgegebenes z € R™, existiert eine Matrix H(z) € R™™ und
ein Vektor h(z) € R", so dass

F,u) = H(z)u+ h(z)
Es folgt fiir alle A € [0,1] und u,v € U:
Af (@, u) + (1 = A) f(z,0) = H(z)- (Au+ (1 = Mv) + h(z)
= f(z,\u+ (1 —A)v) € F(z) .
—_——
€U, da U konvex
Wie gefordert ist F'(z) konvex. Der Rest folgt aus Satz B.44. O
Beispiel 3.23. Betrachte das initialisierte Single-Input System
o(t) = (A+u(t)N)z(t), z(t)eR", —1<u(t)<1l, =z(0)=p
mit kommutierenden Matrizen A und N. Aus der Losungsdarstellung (2.23)
folgt direkt

At(p) - Atp = {eAt. eNfg 7J(S)ds_p

u:[0,t] — [—1,1] messbar} :

Indem wir wu(-) iiber die zuldssigen Kontrollen variieren, gewinnen wir die
erreichbare Menge

Ai(p) = {e-eNop| —t <s <t} .
Dies ist der Graph einer Kurve im R" iiber einem abgeschlossenen Intervall,

woraus die Kompaktheit von A;(p) resultiert.

3.3.2 Die affine Hiille erreichbarer Mengen

Wir wenden uns nun dem initialisierten homogenen System
B(t) = Az(t) + Y w(t)Nea(t), x(t) €R™, u(t) €U, x(0)=p (34)
k=1

zu. Diesmal ist U eine (nichtleere) Teilmenge des R™, und U! ist die Klasse
zuldssiger Kontrollen. Weiter ist A, Ny,...,N,, € R und p € R". Zur
Vereinfachung setzen wir

Uu = in: 'LLka
k=1
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fiir ein u € U. Die rechte Seite wird dann zu f(z,u) = (A + U,)x.

Das Ziel dieses Abschnittes ist das Auffinden affiner Unterrdume, welche die
erreichbare Menge A;(p) zu (3.4) enthalten.

Definition 3.24. Ein affiner Unterraum des R™ ist eine Teilmenge M C R"
von der Form

M=p+1L (3.5)

fiir ein p € M und einem linearen Unterraum L des R™. W&hrend der Punkt
p € M beliebig in (3.5) wéhlbar ist, ist der lineare Unterraum L eindeutig
bestimmt durch

L=M-M={r—s|rseM} .

L wird auch die lineare Komponente von M genannt.
Hat L die Dimension n — 1, so nennt man M eine affine Hyperebene.

Anhand des néchsten Satzes kann man affine Hyperebenen konstruieren, in
denen A;(p) enthalten ist.

Satz 3.25 (affine Hyperebenen). Ist ¢ € R™ ein Vektor, der die Bedingung
AU, =0 VYO0<k<n—-1,uel (3.6)
erfiillt, so ist
Fe A, = ¢t und A = gtett

fiir alle ¢ > 0. (Dabei ist A, die erreichbare Menge des assoziierten Matrix-
systems von (3.4) zum Anfangswert I.)

Multiplikation von rechts mit p € R™ zeigt, dass die erreichbare Menge A;(p)
in den Hyperebenen

{x € R" | ¢*e Yz = ¢*p} und {z € R" | ¢*z = ¢*elp}
enthalten ist.

Beweis. 1. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton ist jede Potenz A7 (j € N)
als Linearkombination A7 = Z;é A\ AF im R-Vektorraum R™ ™ darstellbar.
Also wird die Bedingung (3.6) zu

n—1
¢AU, =Y Mg AU, =0 VjeN uel,
k=0

=0
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und folglich

x —At o - * Ak (_t)k _
gte Uu_ZqAUuT—O VteR, ueld. (3.7)
k=0
Sei X(-) := &(-;u) die Fundamentallosung des assoziierten Matrixsystems

von (3.4) zu einer zuléissigen Kontrolle u(-). Dann gilt fast iiberall

S () = ¢ (A () + e (A UL0) X(1)
=g e MU, () X () =0.
T

Folglich ist ¢*e~A'X (t) konstant gleich ¢*e4X(0) = ¢*, und die erste Aus-
sage ist gezeigt.

2. Wir stellen fest, dass mit ¢ auch ¢, := e4q (t+ > 0) die Voraussetzung
(3.7) erfiillt. Denn ¢fe= U, = ¢*ete= U, = ¢*U, B0 0. Wir diirfen also die
erste Aussage auf ¢; anwenden und bekommen gje='A; = ¢}. Substituieren

von ¢, liefert die zweite Aussage. m

Es ist bekannt, dass bei linearen Kontrollsystemen der Form
t = Ax + Bu z(t) € R", U=R"

die erreichbare Menge A;(p) einen affinen Unterraum bildet, wenn man jede
messbare und lokal (essentiell) beschrinkte Kontrollfunktion zuldsst. Es ist
namlich

Ai(p) = e'p + Im(B|AB|...|A"'B) .

L

(Insbesondere ist die lineare Komponente von A;(p) unabhéngig von t.)

Leider gilt dies i.A. nicht fiir bilineare Systeme; eine Gerade, die durch zwei
erreichbare Zustdnde verlauft, mufl nicht in der erreichbaren Menge liegen.

Beispiel 3.26. Wir wihlen fiir das System (3.4) die Daten

0 1 0 1
U=R, X=R> A=0, N=|-1 0 1], p=10
0 0
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Offenbar sind die Matrizen A, N schiefsymmetrisch, weshalb sich die erreich-
baren Punkte von p zur Zeit ¢t > 0 auf der Kugel B;(0) mit Radius [|p|| =1
befinden.

Auflerdem konnen wir mittels Satz 3.25 eine affine Hyperebene bestimmen,

die A;(p) enthélt. Denn fiir ¢ := (é) folgt aus

¢N=(0 0 0),
dass

¢ Alp) =qp=1. (3.8)

Wegen AN = N A 1ait sich die erreichbare Menge A;(p) aus der Losungsdar-
stellung (2.23) ableiten. Mit MAPLE berechnen wir

0.5 cos(v/2s)
Ai(p) = {e"*-p|seR} = 0 | +0.5 | —sin(v/2s) seR
0.5 — cos(v/2s)

fir alle ¢ > 0. Wie man in Abbildung 3.1 sieht, ist A;(p) ein Kreis, der

Abbildung 3.1: Die erreichbare Menge aus Bsp. 3.26.

senkrecht auf dem blauen Vektor ¢ steht, und kein affiner Unterraum des R3.
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Falls A;(p) kein affiner Unterraum ist, so konnen wir zumindest auf die affine
Hiille von A4;(p) und deren linearen Komponente Techniken aus der linearen
Algebra anwenden.

Definition 3.27. Die affine Hiille von einer nichtleeren Teilmenge N C R"
ist der kleinste affine Unterraum des R™, der N enthélt. Wir bezeichnen sie
mit aff(NV).

Hilfssatz 3.28. Indem man in den Definitionen 3.24 und 3.27 den Vektor-
raum R” durch die R-Algebra R"*" ersetzt, kann man ebenso die affine Hiille
aff(M) einer nichtleeren Teilmenge M des R™*™ definieren. Es gilt dann

aff(My- My) D aff(M;)- aff(My) und aff(A- M) = A-aff(M)
fiir alle A € R™™ und alle nichtleeren Teilmengen M, M5 des R™*™.

Beweis. Die affine Hiille aff(M;) ist die Menge aller affinen Kombinationen
von Elementen aus M, d.h.

aff(M,) = {Z om;

woraus sofort aff(A- M;) = A- aff(M;) folgt. AuBerdem ist es leicht zu sehen,
dass das Produkt einer affinen Kombination von Elementen aus aff(M;) mit
einer affinen Kombination von Elementen aus aff(M,) eine affine Kombina-
tion der Produkte dieser Elemente ist. Dies beweist die Behauptung. O]

k
m; € M, aieR,Zaizl,keN} :
=1

Ein Begriff aus der Algebra soll helfen die affine Hiille der erreichbaren Menge
A; zu charakterisieren.

Bezeichnung 3.29. S C R"*" sei eine Menge reeller n x n-Matrizen. Dann
bezeichne {S}aa die kleinste (assoziative) Unteralgebra von R™"*"  welche S
enthélt. Das bedeutet insbesondere, dass {S}aa ein Untervektorraum von
R™ " ist (mit Dimension kleiner gleich n?), der abgeschlossen unter der Ma-
trixmultiplikation ist.

Um den néchsten Satz beweisen zu kénnen, benétigen wir noch zwei ele-
mentare Resultate aus der Funktionalanalysis [1, Anhang 1]. Wir verwenden
stillschweigend von dort die Definition des Lebesgue-Integrals—in diesem Zu-
sammenhang auch Bochner-Integral genannt—fiir Funktionen mit Werten in
einem Banach-Raum Y. Da in dieser Arbeit fiir Y nur lineare Unterrdume
von R™ und R"*" in Frage kommen, bleibt dem Leser eine Einfiihrung in die
zugehorige erweiterte Lebesgue-Theorie erspart.
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Hilfssatz 3.30. Es sei {2 C R"” eine Lebesgue-messbare Menge, und f : 2 —
Y sei eine Funktion mit Werten in einem Banachraum Y.

Ist f in einem Punkt s € ) partiell differenzierbar beziiglich der i-ten Koor-
dinatenrichtung, so folgt

eY.

9,/ (s) = lim f(s+ he;) — f(s)

h—0 h

Ist f Lebesgue-integrierbar, so gilt fiir das Bochner-Integral

/Q f(s)dseY .

Satz 3.31 (Affine Hiille). Es gelte 0 € U im assoziierten Matrixsystem zu
(3.4). (Dies kann man z.B. gewihrleisten, indem man ein festes v € U wéhlt
und dann U :=U — v, A := A+ > Nyvy setzt.)

Dann ist fiir alle ¢+ > 0 die affine Hiille von A; gegeben durch eA(I + L),
wobei

L= {Z uke*AsteAS

k=1

ueu,seR}

AA

Entsprechend ist e*(I1 + £)p die affine Hiille von A;(p) = A;- p.

Insbesondere ist £ eine Unteralgebra von R™*" welche die Menge

k=1

enthélt, unabhéngig von t ist, und invariant unter der Abbildung ad 4 : X +—
[A, X] = AX — XA ist.

u € Z/l} (3.9)

Beweis. 1. Anstelle von A; betrachten wir die sogenannten . reduzierten*
erreichbaren Mengen B, := e~ 4t A, fiir t > 0.

Wegen 0 € U ist ®(¢;0) = e € A, und I € B,. Weiter folgt aus dem
Additionstheorem in Folgerung 3.9, dass

Biis = e A A, o = e e A e A = e B, B, (3.10)
~~~ ~~

=Ap-As >1

und somit

BH_SQBS Vt,sZO
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Die reduzierten erreichbaren Mengen sind also monoton.

2. Mit M, bezeichnen wir die affine Hiille von B;. Sie ist von der Form I+ £
mit einer linearen Komponente £, die von ¢ abhéngen konnte. Hilfssatz 3.28
und (3.10) implizieren

Mips D e Me M, Vt,5>0. (3.11)

aff(A,) = aff(e'B,) = e aff(B,) = eM- M, = M1+ L) ,
hat die affine Hiille von A; die gewiinschte Form.

3. Wir wollen nun beweisen, dass L eine Algebra bildet. Dazu zeigen wir
zunéchst, dass £ unabhéngig von ¢ ist.

Aus 1. wissen wir, dass M; O M, fiir alle t > s > 0. Der affine Raum
M, kann nur dann ,,grofer” werden, wenn sich die Dimension der linearen
Komponente erhoht. Diese Dimension ist kleiner gleich n?. Wir folgern, dass
M; bis auf endlich viele Ausnahmen konstant in ¢ sein muss.

Es gibt daher ein § > 0 und einen affinen Raum M, so dass

Mi=M  YO<t<d. (3.12)
Aus I € By € M und (3.11) folgt dann
e Me* C M Vo< s<d.

(Wéhle ¢ geniigend klein in (3.11), so dass t + s < d.) Man sieht leicht, dass
diese Inklusion auch fiir jedes s > ¢ gilt. Denn aus s = ko + r fiir ein k € N
und r < § (Division mit Rest) folgt rekursiv

_ _Ad _AS A _ 5 A8 s
eMBMe =e 2 e e e MM A2 e L e O M .
—
M
N >
vV
M
NS ~~ >
M

Andererseits ist die Dimension von M (d.h. die Dimension der linearen Kom-
ponente als Unterraum des R™*") gleich der Dimension von e~4*Me4* da
e* und e~** vollen Rang haben. Dies impliziert letztendlich

e Me = M Vs >0
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und nach Umformung

e MMet* =M  VscR. (3.13)

Insbesondere erhalten wir

(3.11) 3.13)

M D e Mt M L Mo M
und daher (wegen I € M gilt auch ,C*)
M=e P MM = M- M VseR. (3.14)

Die letzte Gleichung zeigt, dass fiir 0 < t < 0 das mengenwertige Produkt
e~ M M,e* M, den affinen Raum M bildet, der somit die Menge

e_AtBteAtBt (Sé[)) th
enthalten muf3. Es folgt aus der Minimalitat der affinen Hiille Ms;, dass

M D My
und somit (Monotonie)

M:MQt VO<t<d.

Durch wiederholtes Anwenden dieser Argumentation konnen wir jetzt die
0-Restriktion in (3.12) fallenlassen. Fiir 0 < t < § ergibt sich Schritt fiir
Schritt

MMM = e M Moy My = My
MMM = e M Mae My = My

M=e
M=e

Auf diese Weise wird (3.12) zu
Mt =M Vt>0.

Zusammen mit M, ist die zugehorige lineare Komponente £ unabhéngig von
t. Wir priifen nun, ob £ abgeschlossen unter der Matrixmultiplation ist:

LL=M-T)M-T)=MM-2M+12"1-Mm=—r-1

L ist also eine Algebra.
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4. Wir zeigen, dass £ invariant unter der Abbildung ad, : X — [4, X] =
AX — XA ist.
Wegen (3.13) gilt fir alle X € £

e Xete L  VseR. (3.15)

Die Funktion s — e~4*Xe4* ist differenzierbar in s mit Werten im Banach-
raum L. Wie es im Hilfsatz 3.30 bemerkt wird, ist dann die Ableitung in
einem Punkt s ein Element von L. Speziell

d
d_efASX@AS — (—Ae*ASXeAS + e*ASXAeAs) =-AX+ XA
S s=0 5=0

=—[A,X]e L.
Also [A, X] € L fiir alle X € L.

5. Um nachzuweisen, dass £ die Menge (3.9) enthlt, setzen wir fiir ein be-
liebiges u € U

Uu = i uka
k=1

und zeigen U, € £. Wihlt man u € U als konstante Konstrolle iiber [0, ¢], so
folgt ®(t;u) = etV € A, Wir sehen

e MWtV _T e BT C M-1= L.

Analog zu 4. ergibt Ableiten in t = 0

% (e—Ate(A-‘rUu)t . I) _ (_Ae—Ate(A-'rUu)t + e—At(A + Uu)e(A+Uu)t)
t=0 t=0

=(-A+A+U,))=U,eL.

Der zweite Teil des Satzes ist somit bewiesen.

6. Wir wissen, dass aff(A;) von der Form e (1+ L) ist, wobei £ eine Algebra
ist, fiir die wegen (3.15) und 5.

e A8 (Z uka) e = Zuke_AsteAs eL Vs e RVueld (3.16)
k=1

k=1

gilt. Das bedeutet

L= {Z upe” 4 Nyet

k=1

ueu,seR} CL.
AA
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7. Es fehlt noch die Inklusion £* O L. Wegen 2. ist L = M — I, wobei
M = aff(B;) und B; = e~ A,. Es geniigt daher zu zeigen, dass M C I+ £*
gilt. Aufgrund der Minimalitédt der affinen Hiille M wird dies bereits durch

B CI1+L” (3.17)

impliziert fiir ein ¢ > 0. Wir werden jetzt die Inklusion (3.17) beweisen und
somit den Beweis beenden.

Ein beliebiges Element Y (t) aus B; ist von der Form Y (t) = e M®(t;u),
wobei ®(-; u) eine Fundamentallésung von (3.4) zu einer zuléssigen Kontrolle
w ist. Wie in (2.22) vorgerechnet, ist t — Y (t) selbst eine Fundamentallosung
(bzgl. u) des bilinearen Systems

Y(t) = <Zm: uk(t)eAtNkeAt> Y(t)=U@®Y (), Y(0)=1I.

J/

-~

=U(t)

Nach Lemma 2.21 (vii) ist folglich Y'(¢) der Grenzwert der Picard-Iterierten
Yo(t) :=Tund Yiqi(t) := 1+ [ U(s)Yi(s)ds:

Y (t) = lim Y(¢)

l—o0

Per Induktion wird nachgewiesen, dass Yi(s) € I+ L* fiir alle | € Ny und
s € [0,¢] gilt.

Fir [ =0ist Yy =1 € I+ £* (Induktionsstart).

Fiir ein k& € N sei Yj(s) € I + L* fiir alle s € [0,¢]. Dann ist

U(s)Yi(s) € L (1+L%) = L+ L* L*C L

und folglich (Hilfssatz 3.30)

t
Yi(t) =1 +/ U(s)Yi(s)ds € I+ L~ VkeN.
0

Natiirlich sind £* und somit I + £* abgeschlossen, da £* ein endlich-dimen-
sionaler linearer Unterraum ist. Der Grenzwert Y (t) liegt also ebenfalls in
[+ L£*, was zu zeigen war. ]

Folgerung 3.32. Der Steuerbereich U des Systems (3.4) enthalte den Ein-
heitswiirfel E,,, :={u € R™ | =1 <y <1, k=1,...m}. Dann ist der linea-
re Raum £ aus Satz 3.31 gleich

{ad"N; [0 <k <n?—1,1<j<m}aa .
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Zur Erinnerung:
ad)N =N, ad\N =[A,N] und adiN =[A,ad¥'N], k>1

Insbesondere ist hier £ die kleinste Unteralgebra von R"*", welche die Matri-
zen Ny, ..., N, enthélt und invariant unter der Abbildung ad 4 : X — [A, X]
ist.

Bewezs. Es ist

L= {Z uge” 4 Nyets

k=1

uEU&ER} : (3.18)
AA

Wegen FE,,, C U ist der j-te kanonische Einheitsvektor des R™ eine Eingangs-
groBe aus U. Es folgt direkt e=4*Nye4* € L fiir alle s € Rund 1 < k < m.
Da diese Matrizen ganz L erzeugen, erhalten wir

L= {eASNjeAS

seR, 1§j§m}
AA

Die Baker-Hausdorff-Formel (2.20) besagt
—As As - Sk k .
e “*Nje :ZHadANj VseR, j=1,....m. (3.19)
k=0

Wie im Beweis von Satz 2.29 festgestellt, ist jede Potenz adZNj mit k > n?
im R-Vektorraum {ad%N; | 0 <k <n? —1, 1 < j < m}aa enthalten. Wir
konnen daher die Reihe aus (3.19) als eine konvergente Folge von Partialsum-
men in diesem Vektorraum ansehen (bzgl. der induzierten Operatornorm).
Da der Vektorraum endlich-dimensional und somit abgeschlossen ist, gilt fiir
den Grenzwert

e Njet € {adiN; [0 <k <n?—1,1<j<m}aa
und folglich
LC{ad4N; |0<k<n?—1,1<j<mlaa .

Andererseits ist £ invariant unter der Abbildung ad, : X +— [A, X], und
enthélt die Matrizen Ny, ..., N,,. Es folgt

ad)N; = N; € £ ,adyN; € £ , ad N, = [A,ad\N;] € L, us.w.

Dies ergibt schliellich die Behauptung. O
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Beispiel 3.33. In Beispiel 3.26 ist die affine Hiille der erreichbaren Menge
von p = (é) zur Zeit t > 0 gleich p+ L- p, wobei L die kleinste Unteralgebra

ist, erzeugt von der Matrix N (beachte A = 0).
Wir rechnen nach:

0 1 0 -1 0 1
N=|-1 0 1|, N*=(0 -2 0|, N*=-2N.
0 —1 0 1 0 -1

Folglich ist £ = R- N + R- N?. Wir erhalten daher die affine Hiille

aff(At(p)):(é>+R-(%1)+R-<_ol) .

1

Wie die Abbildung 3.1 vermuten lésst, ist dies genau die affine Hyperebene
aus (3.8).

Beispiel 3.34 (Sussmann). Betrachte das bilineare Single-Input System in

GL(4 R)
X(t) = <§§§§) X(t) +u(t) (%g%%) X(t), u(t) € [~1,1], X(0)=1.

Wir vereinfachen die Notation fiir diinn besetzte Matrizen, indem wir durch
E;; diejenige 4 x 4 Matrix bezeichen, bei der eine 1 an der Stelle (7, j) und
sonst iiberall Nullen stehen. Dann ist unser System durch die Matrizen A =
E34 und N = E12 + E23 gegeben.

Mit Folgerung 3.32 wollen wir die affine Hiille von 4; berechnen.

Die Erzeuger der Algebra £ sind

ad\N = N = Ejy + Eps, adyN = [A, N] = —Fy,, ad3N = [4,ad,N] =0. ..

Durch Matrixmultiplikation erhalten wir aus diesen weitere Matrizen un-
gleich Null:

N? = B3, adyN-N = —Ey,

Es folgt, dass £ als linearer Teilraum des R™*™ von den Matrizen Ejs + o3,
Esy, E13 und Eyy aufgespannt wird.
Die lineare Komponente von aff(.A4;) ist

eML = (1+1tFs)L =L (unabhingig von t) .
Dies ergibt die affine Hiille
aff(At) = €At + L=1 + tE34 + R(Eu + E23> + R- E13 + R- E14 + R- E24 .
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Insbesondere ist die affine Hiille der erreichbaren Menge A;(p) = A p des
assoziierten Vektorsystems hochstens von Dimension 2:

o) = ai ) € (o )+ (1) +2(

OO

3.4 Topologische Eigenschaften

3.4.1 Kompaktheit und Zusammenhang

In diesem Abschnitt werden elementare topologische Eigenschaften, wie Zu-
sammenhang oder Kompaktheit, fiir bilineare Systeme hergeleitet.

In Folgerung 3.22 haben wir mit Hilfe des Satzes von Fillipov B.44 gezeigt,
dass die erreichbaren Mengen autonomer bilinearer Systeme mit kompaktem
konvexen Steuerbereich kompakt sind. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig in
der Theorie optimaler Steuerungen, da sie die Existenz zeitoptimaler Steue-
rungen garantiert (Folgerung B.45).

Leider ist der Satz von Fillipov in seiner klassischen Fassung [11, p.107] nur
fir Kontrollsysteme der Form & = f(z,u,t)* mit stetiger rechter Seite
f(z,u,t) anwendbar. Deshalb verfolgen wir eine andere Strategie, um die
Kompaktheit erreichbarer Mengen auch fiir nichtautonome bilineare Syste-
me nachzuweisen, deren rechte Seiten nicht notwendigerweise stetig in ¢ sein
miissen.

Die Strategie besteht darin, zu zeigen, dass

1. die Menge aller zuléssigen Kontrollen U™ schwach kompakt ist, falls
der Steuerbereich U kompakt und konvex ist;

2. es eine stetige surjektive Abbildung von U™ nach Ar(p) gibt, wenn
U™ mit der schwachen Topologie versehen ist.

Dann wére die erreichbare Menge A7 (p)—als Bild einer kompakten Menge
unter einer stetigen Abbildung—selbst kompakt.

Wie {iblich beschrénken wir uns zunéchst auf das Studium homogener Ma-
trixsysteme und {ibertragen spéter die Resultate auf inhomogene Systeme in
R™.

Betrachte das initialisierte homogene bilineare System in GL(n,R)

X(t) = (A(t) + iuk(t)zvk(t)> X(0), u(t) €U, X(0) =1, t € [0,
= (BS1)
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mit kompaktem Steuerbereich &/ C R™ und messbaren, lokal (essentiell) be-
schrénkten Funktionen A(-), Ni(-),..., Ny(-) mit Werten in R™*".

Als Klasse zuléssiger Kontrollfunktionen kommt anfangs nur der Funktionen-
raum 4" in Frage, der alle messbaren Funktionen der Form u : 0, 7] = U
enthélt. Offenbar ist dies eine Teilmenge des Banachraums L*°([0, 7], R™),
wenn man Funktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, zu Aquivalenzklas-
sen zusammenfasst.

Wir sehen leicht, dass jedes f € L*([0,T],R™) beziiglich der kanonischen
Norm von Ls([0,¢],R™) beschrinkt ist. Denn

T
1112 = / 1£(s)12ds < TYIF)12

Unser Funktionenraum U7 ist daher ein metrischer Teilraum des Hilbert-
raums Lo ([0, T], R™), fiir welchen auch die kiirzere Notation L»[0, T’ verwen-
det wird.

Wir kénnen L[0,7] und dessen Teilrdume sowohl mit der gewohnlichen
Normtopologie als auch mit der schwachen Topologie versehen. Eine in der
schwachen Topologie konvergente Folge wird als ,,schwach konvergent® be-
zeichnet. In Anhang A.3 werden wichtige Aussagen zu schwacher Konvergenz
und schwacher Topologie aufgelistet. Da L,[0, T ein separabler Hilbertraum
ist, sind alle Sédtze und Lemmas anwendbar.

Insbesondere wird dort festgestellt, dass Ls[0, 7] zusammen mit der schwa-
chen Topologie einen Hausdorff-Raum bildet, und dass abgeschlossene, be-
schénkte, konvexe Teilmengen von L, [0, T'] schwach kompakt sind (Folgerung
A.28).

Das heifit, falls I konvex ist, so wiirde die Abgeschlossenheit und Beschrankt-
heit von " dessen Kompaktheit beziiglich der schwachen Topologie impli-
zieren. (Man beachte, dass in co-dimensionalen Funktionenrdumen der Satz
von Heine-Borel nicht anwendbar ist.)

Definition 3.35. Wir sagen, eine beschrinkte Folge (u;) konvergiert in

L,[0, T schwach gegen u, falls die Bedingung

T T
/ (ur(s), 6(5))ndls — / (u(s),0(s))ynds  firk — oo (3.20)
0 0
fiir alle quadratintegrablen Funktionen ¢ € Lo[0, T erfiillt ist.

Da die Treppenfunktionen dicht in L»[0, T liegen, ist die Bedingung (3.20)
bereits dann hinreichend fiir schwache Konvergenz, wenn sie fiir alle Trep-
penfunktionen ¢ : [0,7] — R™ erfiillt ist.
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Erinnerung 3.36. ®(-;u) bezeichnet die (Fundamental-) Losung von (BS1)

zur Kontrolle u € 4. Die erreichbare Menge zum Zeitpunkt 7" > 0 ist
gegeben durch

A7 = {®(T;u) ‘ u € UiO’T}} :

Bemerkung 3.37. Wir konnen (BS1) als System mit Ausgang (Definition
1.5) interpretieren, indem wir als Messbereich den Zustandsraum GL(n,R)
zusammen mit der trivialen Ausgangsfunktion ,y(t) = x(¢)“ wihlen. Halten
wir die Anfangszeit 0 und die Endzeit T fest, so ist die Ein-Ausgangsfunktion
aus Definition 1.19 gegeben durch

U Yot — 0o, T], R™™)
U(u)(t) = D(t;u) .

Die Responsefunktion A aus Gleichung (1.3) ist die punktweise Auswertung
der Ein-Ausgangsfunktion, d.h.

Ao [0,7) x YT — Rrxm
Aty u) == D(t;u) .

Satz 3.38 (Stetigkeit der Ein-Ausgangsfunktion). Die Abbildung
u(-) = (-5 u)

ist eine stetige Abbildung vom Hausdorffraum L{T[O’T}, versehen mit der schwa-
chen Topologie, in den Banachraum C°([0, T], R"*™), versehen mit der Norm-
topologie der Supremumsnorm.

Dies bedeutet, dass wenn u; schwach gegen u konvergiert, so konvergiert
O (t; ur) gleichmiBig gegen ®(¢;u) auf [0, 7] fir k — oo.

Beweis. Fiir ein vorgegebenes u € i gilt

O(tu) =1 +/0 (A(S) + Zul(s)Nl(s)> O(s;u)ds .

Da die Matrixfunktionen (bzgl. der Operatornorm) essentiell beschriankt sind
und U kompakt ist, gibt es ein C' > 0, so dass

H A(t) + Zuz(t)Nz(t)H <C V't € 0,7T),Vu € U
i=1

:=U(t)
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Mit Hilfe der absolut konvergenten Neumannreihe aus Folgerung 2.21 gewin-
nen wir die Abschéitzung

& t  prs1 Sk—1
1Bt )| < 1+Z/U /0 /0 W01 IUE - U (sl ds . dsy
k=1

TV
<Ck

<e“  Vtelo,T],Yu e,
Insbesondere ist die Menge aller zulédssigen Losungen
{®(;u) |ueul™} (3.21)

gleichmaéssig beschriankt. Aus der Systemgleichung (BS1) folgt, dass auch die
Ableitungen gleichméssig (essentiell) beschréinkt sind. Es existiert also eine
obere Schranke M > 0, so dass alle zuldssigen Losungen Lipschitz-stetig sind
mit gemeinsamer Lipschitz-Konstante M:

t
19 (tu) — B(s;0)] s/ |$(rsw)|| dr < M-t — | Ve,5 € [0,T], u € UOT
5 N——

<M

Wir diirfen daher den Satz von Arzela-Ascoli A.9 auf die Menge (3.21) an-
wenden. Es gelte nun u, — u fiir & — oco. Der Folgerung A.10 zufolge
existiert zu jeder Teilfolge von (®(-;uy)),ey eine Teilfolge (vy) € (u), so
dass ®(-;vy) gleichmissig gegen eine stetige Funktion X (-) konvergiert fiir
k — oo. Wir zeigen nun, dass X (-) = ®(-;u) gelten muf, d.h. jede Teilfolge
von (®(-;ug)),ey besitzt eine Teilfolge, die gleichmaissig gegen ®(-;u) kon-
vergiert. Offenbar mufl dann jede Teilfolge von (®(-;us)),cy zumindest den
Héufungspunkt ®(-;u) besitzen. Es ist

D(t; vr) =1+/0 (A(S) + Z(Uk)i<S)Ni<S)> [@(s;v) — X (s)]ds

m

=1

Fiir k£ — oo konvergiert ®(-;vy) gleichméssig gegen X (- ), weshalb das obere
Integral gegen Null konvergiert, und v, konvergiert schwach gegen u, wes-
halb die Komponenten (vy); von v im unteren Integral schwach gegen die
Komponenten u; von u konvergieren. Es bleibt

X(t)=1+ /Ot (A(s) + zm:ul(s)N,(s)) X(s)ds vVt € [0,7] .
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Wir folgern X (-) = ®(-; u).

Angenommen, (®(-;ug)),cy konvergiert nicht gleichmissig gegen @(-;u).
Dann existiert eine Teilfolge mit hochstens einem Haufungspunkt ungleich
®(-;u). Dies ist nicht moglich, wie wir bereits festgestellt haben. O

Folgerung 3.39 (Stetigkeit der Responsefunktion). Die Responsefunktion
A 0, 7] x YT — Rx»
(t,u) — P(t;u)
ist stetig, falls U™ mit der schwachen Topologie versehen ist.

Beweis. A ist die Komposition stetiger Funktionen:

<t7u) — (t7q)(';u)) = (I)<t;u)

€[0,T]xCO[0,T]
[
Satz 3.40. Angenommen, der Steuerbereich U ist konvex und kompakt.
Dann ist """ eine schwach abgeschlossene Teilmenge von Ly[0, 7). Es folgt,

u[ovT]

dass Uy "' schwach kompakt ist.

Beweis. Da die messbaren Funktionen u : [0,7] — U eine konvexe und be-
schrénkte Menge in Ly[0, T bilden (U ist konvex und beschrinkt), geniigt es
wegen Folgerung A.26 zu zeigen, dass U™ dort abgeschlossen ist.

Dazu sei (fx) C U™ irgendeine konvergente Folge in Ly [0, 7] mit Grenz-
wert f. Wie jede konvergente Folge in Ly[0, 7] besitzt (fx) eine Teilfolge
(fr,), die punktweise fast iiberall gegen den Grenzwert f konvergiert [7, p.96].
Natiirlich ist f messbar und

f() = lim fi,(t) €U
U

fast iiberall (U ist abgeschlossen). Es folgt f € Ul (bis auf Aquivalenz in
L,]0,T7]). Also ist U™ eine beschriinkte, konvexe und schwach abgeschlos-
sene Teilmenge des Hilbertraums Ls[0, T]. Die Folgerung A.28 besagt, dass
dann Z/IT[O’T} schwach kompakt ist. O

Folgerung 3.41. Es sei U kompakt und konvex. (Man beachte, dass der
Steuerbereich eines Systems nichtleer ist.)

Dann sind die erreichbare Menge A7 und die Vereinigung A<r := (Jyc;op At
nichtleer, kompakt und wegzusammenhéngend fiir alle 7" > 0. o
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Beweis. Natiirlich ist #4*" eine konvexe und daher wegzusammenhéngende
Menge, falls U konvex ist. Wie wir in Folgerung 3.39 festgestellt haben, sind
die Mengen

A7 = {O(T;u) | u € L[,[O’T]} und  A<r = {P(t;u) ‘ weld t e 0,77}

Bilder von (schwach) kompakten (Satz 3.40) und wegzusammenhéngenden
Mengen unter einer stetigen Funktion. Es folgt die Behauptung. [

Folgerung 3.42. Betrachte das assoziierte Vektorsystem von (BS1)

z(t) = (A(t) + zm:vk(t)Nk(t)) x(t), u(t) eU, z(t) e R, t € [0,T]
- (3.22)
und das inhomogene System
(t) = A(t)z(t) + Zuk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), u(t) eU, t€[0,T]
. (3.23)

mit zusétzlichem additiven Term ,, B(t)u(t)“, wobei B : [0, T] — R™ ™ mess-
bar und lokal (essentiell) beschrénkt ist.

Falls der Steuerbereich U konvex und kompakt ist, so sind die erreichbaren
Mengen Ar(p) dieser Systeme kompakt und wegzusammenhéngend fiir alle
T >0und p € R™.

Beweis. 1. Da die Abbildung p — ®(T;u)-p stetig ist, sind die Eigenschaften
aus Folgerung 3.41 auf die erreichbare Menge Ar(p) = Ar- p des assoziierten
Vektorsystems (3.22) iibertragbar.

2. Das inhomogene System (3.23) konnen wir homogenisieren. Auf diese Wei-
se erhalten wir ein homogenes System der Form (3.22) im R™*! .

Laut Bemerkung 3.10 sind die erreichbaren Mengen Az(p) von (3.23) (bis
auf Einbettung) gegeben durch

A (1)

wobei A% = AZTH(T) eine erreichbare Menge vom assoziierten Matrixsystem
des homogenisierten Systems ist.

Wir folgern wie in 1., dass auch die erreichbaren Mengen von inhomogenen
Systemen kompakt und wegzusammenhéngend sind. O
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3.4.2 Das Bang-Bang Prinzip

Der Steuerbereich U des homogenen Systems (BS1) sei kompakt und konvex.
Zusétzlich zu (BS1) berticksichtigen wir ein weiteres System in GL(n, R)

k=1

X(t) = (A(t) +zm:uk(t)Nk(t)) X(t), v(t) eV, X(0)=1te]0,T],
(BS2)

welches einen kleineren Steuerbereich V C U besitzt—aber sonst mit (BS1)
iibereinstimmt. Genauer, V sei der Abschlufl der extremen Punkte aus der
konvexen kompakten Menge U.

Dies sind genau die Punkte v € U, fiir die aus uy,us € U, A € (0,1) und
v = Aug + (1 — N)ug stets v = u; = uy folgt. Notwendigerweise liegen extreme
Punkte auf dem Rand von .

Bezeichnung 3.43. Wir bezeichnen die Menge aller extremen Punkte—
manchmal sagt man auch ,extremal” statt ,extrem“—von U mit ext U. In
dieser Schreibweise ist dann V = ext .

Die konvexe Hiille einer nichtleeren Menge N C R™ wird mit cvx N bezeich-

net. Sie ist der Durchschnitt aller AV enthaltenden konvexen Teilmengen des
R™.

Aus der konvexen Analysis ist bekannt, dass V eine nichtleere kompakte
Menge ist [17, p.40]. Der Satz von Krein-Milmann [17, p.41,202] besagt, dass
U die konvexe Hiille von V ist, d.h.

U =cvxextU = cvx)V .

Wir unterscheiden zwei Klassen von zuléssigen Steuerfunktionen:

(i) U™ ist die Klasse der messbaren Funktionen, definiert auf [0, 7], mit
Werten in U.

(ii) Vb[O’T] ist die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen, definiert auf
[0, 7], mit Werten in V.

Die Klasse (i) gehort zum Ausgangssystem (BS1), und (ii) zu System (BS2).
Beispiel 3.44. Ist U der Einheitswiirfel

E"={ueR"|-1<u;<1l,i=1,...,m},

so ist V die Punktmenge {u € R™ | w; = +£1,i = 1,...,m}. Die Funktionen
v € VIEO’T] sind stiickweise konstante Bang-Bang Funktionen.
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Bezeichnung 3.45. Fiir die erreichbaren Mengen von (BS2) fiithren wir eine
neue Notation ein. Es sei

Al = {@(T; u) |ue VIEO’T]}

die erreichbare Menge von (BS2) zum Zeitpunkt 7" > 0, wobei ®(-;u) die
Fundamentallosung von (BS2) zur Kontrolle u(- ) bezeichnet.

Ahnlich definieren wir durch
A% (p) == Al p

die erreichbaren Mengen des assoziierten Vektorsystems in R"”

z(t) = <A(t) + ivk(t)z\fk(t)> x(t), u(t) € V, z(0) =p, t € [0,T] (3.24)

k=1
mit festem Anfangswert p € R™.

Folgerung 3.46. Die erreichbare Menge A% ist wegzusammenhingend fiir
alle T > 0. (Wegen Folgerung 3.42 gilt dies entsprechend auch fiir A%(p).)

Bewers. Es geniigt zu zeigen, dass VZEO’T} schwach wegzusammenhéangend ist.
Dann kénnen wir wie im Beweis von 3.41 diese Eigenschaft durch die stetige
Ein-Ausgangsfunktion auf A} iibertragen.

Es seien v und v Elemente aus VIEO’T}. Fiir alle ¢ € [0, 7] setzen wir

(5) == u(s) falls0<s<t
Wels) = v(s) fallst<s<T

Offenbar ist w(-) € VIEO’T] fir alle ¢ € [0,7T]. Weiter ist wy = w und wr = v.
Falls t — w, eine stetige Abbildung vom Intervall [0, T nach VlEO’T]—Versehen
mit der schwachen Topologie—ist, so haben wir einen ,, Weg* gefunden, der
die Punkte u und v verbindet, und das Lemma wire bewiesen.

In der Tat folgt aus t St fiir k — oo, dass

T t
e, — willZ, = / e () — wi(s)[[2nds = / lu(s) — v(s) | nds — 0
tr

fiir K — oo. (Rechtseitige Stetigkeit ldsst sich analog beweisen.)
Weil wy, > w, die schwache Konvergenz Wy, = w, impliziert, ist das Folgen-
kriterium fiir Stetigkeit erfiillt. Dies endet den Beweis. O
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Definition 3.47. Es sei ¥ ein kontinuierliches Kontrollsystem mit kompak-
tem konvexen Steuerbereich /. Weiter sei V = ext U.

Ar(p) und A% (p) bezeichnen die erreichbaren Mengen von einem festen An-
fangszustand p zur Zeit T > 0 beziiglich Kontrollfunktionen aus U™ bzw.
2

Wir sagen, dass

e das approximative Bang-Bang Prinzip fiir das System ¥ giiltig ist, falls
Ab.(p) dicht in Ap(p) liegt fiir alle T > 0.

e das schwache Bang-Bang Prinzip giiltig ist, falls es zu jedem erreichba-
ren Punkt ¢ € A(p) eine zeitoptimale stiickweise konstante Kontrolle

u € VIEO’T} gibt, die p nach ¢ in minimaler Zeit steuert.

e das starke Bang-Bang Prinzip giiltig ist, falls A% (p) = Ar(p) fiir alle
T>0.

In vielen Optimierungsproblemen ist das Bang-Bang Prinzip ein wichtiges
Hilfsmittel zur Berechnung optimaler Steuerungen. Ist etwa das schwache
oder starke Bang-Bang Prinzip erfiillt und der Steuerbereich V gleich dem
Einheitswiirfel £™, so konnen wir aus dem Wissen, dass ein Zustand ¢ zu
einer Zeit T erreichbar ist, folgern, dass es eine Bang-Bang Funktion gibt,
die den Zielpunkt ¢ € R™ in minimaler Zeit t.,;, < T erreicht. Wir konnen
dann versuchen die Umschaltzeitpunkte dieser Bang-Bang Funktion zu be-
stimmen. Eine genauere Analyse ergibt eventuell eine obere Schranke fiir die
Anzahl der benétigten Schaltungen. Auf diese Weise kénnte die zeitoptimale
Bang-Bang Steuerung durch einen endlich-dimensionalen Parameter parame-
trisiert werden, der iiber eine kompakte Menge variiert. Ein solches Vorgehen
hat sich bei vielen Problemstellungen bewahrt.

Falls das approximative Bang-Bang Prinzip beispielsweise fiir das bilineare
System (BS1) giiltig ist, so verhilt sich das System (BS2) mit reduziertem
Steuerbereich V sehr dhnlich zum Ausgangssystem (BS1). Wir konnen uns
daher héufig auf das Studium des ,Einfacheren* dieser beiden Systeme be-
schranken.

Es ist wohlbekannt [9, p.119], dass fiir gewohnliche lineare Kontrollsysteme
mit kompaktem und konvexen Steuerbereich das schwache Bang-Bang Prin-
zip giiltig ist. Falls dieser Steuerbereich sogar ein Polytop ist, d.h. die konvexe
Hiille endlich vieler Punkte aus R™, so gilt sogar das starke Bang-Bang Prin-
zip 9, p.116].

Es stellt sich die Frage, ob sich fiir bilineare Systeme vergleichbare Resultate
herleiten lassen. Im Verlauf dieser Arbeit erarbeiten wir die folgenden:
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e Das approximative Bang-Bang Prinzip ist fiir alle bilinearen Systeme
mit kompaktem konvexen Steuerbereich giiltig.

e Mit Hilfe des Maximumprinzips konnen wir nachweisen, dass das schwa-
che Bang-Bang Prinzip fiir gewisse bilineare Systeme von Rang 1 erfiillt
ist (siehe Satz 3.88).

e Das starke Bang-Bang Prinzip gilt nur unter sehr restriktiven Voraus-
setzungen fiir bilineare Systeme (siehe Satz 3.52).

Das approximative Bang-Bang Prinzip

Wie angekiindigt, wollen wir beweisen, dass das approximative Bang-Bang
Prinzip fiir bilineare Systeme mit kompaktem konvexen Steuerbereich giiltig
ist.

Das zentrale Hilfsmittel wird wie im letzten Teilabschnitt die Stetigkeit der
Ein-Ausgangsfunktion geméfl Satz 3.38 sein. Doch zunéchst brauchen wir
eine Aussage aus der Funktionalanalysis [1, p.236] zur schwachen Konvergenz
oszillierender Funktionen.

Hilfssatz 3.48. Es sei g € L*(R,R™) eine oszillierende Funktion mit Peri-
ode k > 0, d.h. g(t + k) = g(t) fiir fast alle ¢, und

e /Oﬂg(S)dS =C

K

fiir ein C' € R™. Dann konvergieren die Funktionen fi(t) := g(kt) fiir & — oo
schwach in Ly[0, 7] gegen die konstante Funktion C.

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir C' = 0 voraussetzen (sonst verwende
g — C statt g). Da g € L*(R,R™) und C' = 0 folgt, dass

eine auf ganz R beschriankte stetige Funktion ist. Denn ist ¢ € [Ak, (A + 1)x]
fiir irgendein A € Ny, so erhalten wir aufgrund der Periodizit von g eine
obere Schranke von h, die unabhéngig von ¢ ist:

t

0= [omas=3 [ oras s [ atoras= [ ooy < g
— Jin by 0

= [y g(s)ds=xC=0
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Auf jedem Teilintervall [a,b] C [0,7]] gilt

[ siors = [ atesas = 1 [ a(s)as = ¢ (1) — k) — 0 (3.25)

a WV

beschankt

fiir k — oo. Es sei nun ¢ : [0,7] — R™ eine Treppenfunktion der Form

t) = Z%‘le(t) ;

wobei die paarweise disjunkten Intervalle Iy, ..., I, das Intervall [0,T] zer-
legen und o; € R™. Mit x; wird die charakteristische Funktion von einem
Intervall I bezeichnet, definiert durch

() = 1, fallstel
X=0 0, fallst € R\J

Aus (3.25) ergibt sich

/<fk (5))gmds = > 1 /fk )ds — 0 fiir k — oo .

Jj=

Weil dies fiir jede Treppenfunktion gilt und weil ( f) beschréankt ist, konver-
giert f;. schwach gegen C. O

Satz 3.49. VIEO’T} ist schwach dicht in L{io’T], d.h. der schwache Abschluss von
VZEO’T] ist ganz U™, (Zur Erinnerung: U = cvx V.)

Beweis. 1. Ohne Einschrinkung sei 0 € V (sonst argumentiere mit V — vy
und U — vy fiir ein festes vy € V). Es bezeichne W den schwachen Abschluss
von VgO’T], d.h. die Menge aller Grenzwerte von schwach konvergenten Folgen

aus V,EO’T] )

2. Zunéchst wird gezeigt, dass W alle Funktionen der Form wug- x[q 4 mit
la,b] C[0,T] und ug € U = cvx V enthilt.
Da ug in der konvexen Hiille von V liegt, ldsst sich ug als Konvexkombination

N N
=3 v mit A >0,y A\ =1
=1

=1
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von Elementen vy,...,vy aus V darstellen. Wir konstruieren eine periodi-
sche stiickweise konstante Funktion mit Werten in V), die schwach gegen uy
konvergiert. Dazu setze

(%1 furz§t<z+)\1,z€Z,
V2 furz+)\1§t<z+>\1+)\2,z€Z,
gt) =93 . .

UN fﬁri—i‘)\l—f-)\g—i‘"')\]v_l§t<i+1,iEZ.

Die Funktion hat die Periode x = 1, und es ist

1 N
/ g(s)ds = Z Ajvj = ug .

Nach Hilfssatz (3.48) konvergiert fi(t) := g(kt) schwach in Ly[0, T| gegen g
fir k — oo. Wegen 0 € V ist auch f- x4 ein Element aus VgO’T]. Weiter gilt
fiir jede Funktion ¢ € Ly[0, T

<ka[a,b]7¢>L2 = <fk7¢X[a,b]>L2 — (Uo7¢X[a,b}>L2 = <u0X[a,b]u ¢>L2 fir k — oo,

da (fi) schwach gegen vg konvergiert. Elemente der Form x4 liegen daher
in W.

3. Weil endliche Summen von Elementen aus W in W liegen, enthélt W auch
alle Treppenfunktionen der Form Zjvzl u;Xx7; mit u; € U und disjunkten
Intervallen I; C [0,7]. Solche Treppenfunktionen liegen (schwach) dicht in
Z/{T[O’T], d.h. yl" liegt in WW. Da U™ schwach abgeschlossen ist (Satz 3.40),
ist der schwache Abschluss von VIEO’T} gleich 2" O

Folgerung 3.50 (approximatives Bang-Bang Prinzip). Die erreichbare Men-
ge A5 von (BS2) liegt dicht in der erreichbaren Menge Az von (BS1).

Beweis. Es sci ®(T;u) € Ap, dh. u e U™,

Nach Satz 3.49 existiert eine Folge (uy) C VZEO’T], die schwach gegen u konver-
giert. Aus Satz 3.38 folgt, dass ®(T; uy,) € A} stark gegen ®(T'; u) konvergiert
fiir K — oo. Die Punkte von A7 liegen also im Abschlufi von A%. Da Ar ab-
geschlossen ist, ist Az gleich dem Abschluss von A5. ]

Bemerkung 3.51. Wie in Folgerung 3.42 konnen wir nachweisen, dass das
approximative Bang-Bang Prinzip auch fiir allgemeinere bilineare Systeme
der Form (3.23) mit kompaktem konvexen Steuerbereich giiltig ist.
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Das starke Bang-Bang Prinzip

Wir werden gleich sehen, dass das starke Bang-Bang Prinzip im Allgemeinen
fiir bilineare Systeme nicht erfiillt ist. Dennoch kénnen wir ein Theorem [24,
p.473] zitieren, das fiir eine sehr kleine Klasse bilinearer Systeme der Form
(BS1) die Gleichheit A% = Ay fiir alle T > 0 sicherstellt.

Wegen Folgerung 3.50 gilt A% = Arp fiir solche Systeme. Es ist daher klar,
dass die Abgeschlossenheit von A% hinreichend und notwendig fiir die Giiltig-
keit des starken Bang-Bang Prinzips ist.

Satz 3.52 (starkes Bang-Bang Prinzip). Betrachte das System in GL(n,R)

X(t) = (A(t) + iuk(t)Nk(t)) X(t), u(t) € E™, X(0) =1, t € [0, 7]

(3.26)

mit dem Einheitswiirfel als Steuerbereich und beschrénkten, stiickweise ana-
lytischen Funktionen A, Ny, ... N, : [0,T] — R™*".
Angenommen, es gilt

[A(t), Ny(s)] =0 und [N;(t), Ni(s)] =0 Wt,s € [0,T]Vi,j=1,...m.

Dann ist die erreichbare Menge A% = {<I>(T ;0,u) | u € V,EO’T}} abgeschlossen,
wobei V die Menge der Randpunkte von £E™ ist.

(Folglich ist das starke Bang-Bang Prinzip giiltig fiir (3.26), d.h. fir alle
P € Ar existiert eine stiickweise konstante Bang-Bang Funktion, die I nach
P zur Zeit T steuert.)

Beweisskizze. Es werden nur die beiden Beweisschritte aus dem Beweis in
24, p.473] angegeben.

1. Nach Voraussetzung ist fiir ein vorgegebenes u € U (hier U = E™)

{A(t) + ) w(t)Nk(1), A(s) + Y uk(s)Nk(s)} =0 Vtselo,T)].

Aus Satz B.20 erhalten wir

k=1

O(T;0,u) = exp/0 (A(s) + Zuk(s)Nk(s)> ds . (3.27)
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Es ist wohlbekannt, dass fiir zwei kommutierende Matrizen A und B stets
eMB = e eB gilt. (3.27) wird auf diese Weise zu

®(T;0,u) = exp (/ ) HeXp (/ (5)Ni(s)ds ) . (3.28)

2. Der Satz von Ljapunov-Halkin [9, p.112] besagt, dass fiir jede analytische
Funktion F': [0,7T] — R™*" das Folgende gilt:
Jedes Element aus der Menge

{ " o(s) F(s)ds

ist von der Form fOT vo(s)F(s)ds fiir eine stiickweise konstante Funktion
vy : [0,T] — {—1,1}.

ug : [0,7] — [—1, 1] messbar }

Die Schritte 1. und 2. fithren zum Beweis. O]

Das néchste Beispiel stammt von Héctor J. Sussmann [24]. Es soll zeigen,
dass die Kommutations-Bedingung aus Satz 3.52 nicht abgeschwécht werden
kann. Dazu wéhlt Sussmann ein autonomes bilineares Single-Input System
der Form

X(t)=(A+u®)N)X(t), —1<ul)<1l,  X({t)eR™™ (3.29)

bei dem die Matrizen A und N nicht kommutieren, und weist fiir dieses
System nach, dass A% C Az gilt. Das starke Bang-Bang Prinzip ist also fiir
bilineare Systeme i.A. ungiiltig.

Beispiel 3.53 (Sussmanns Gegenbeispiel). Es sei das System aus Beispiel
3.34 vorgegeben, d.h. n =4, A = E3; und N = Ej5 + Fo3 in (3.29).

Die Fundamentallosung ®(-; u) 148t sich als endliche Volterra-Reihe darstel-
len. In Beispiel 4.24 berechnen wir

fo u fo Jo ! u(s1)u(sz) dsyds, fo N 81) (s2) dsads;
(T u) = 8 0 folu fOTsu
0 O 0 1

Wir setzen o(T) := [

o u(s)ds und beseitigen durch partielle Integrationen



70 3. ERREICHBARE MENGEN

die Kontrolle u aus der Losungsdarstellung. Es ist
T T
/ su(s)ds = Tw(T) — / v(s)ds ,
0 0
T r 1 (7 dv? 1
/ / u(s1)u(sz) dsads; = / u(s)v(s) ds = —/ —(s) ds = =v(T)?,
0 0 0 2 0 ds 2

T T s1
/ / Sou(s1)u(sy) dseds; = / u(sl)/ Sou(sg) dsads;
0o Jo 0 0

—o(m) [ sutsts — [ vlsputs)sds
~u(r) [ Csuls)ds - 1 / 0 s

= U(T)/O su(s)ds — %T’U(T)Q + %/0 v(s)*ds

= %TU(T)2 — U(T)/O v(s)ds + %/o v(s)?ds .

Auf diese Weise erhalten wir

1 o(T) Lo(T)? $To(T)? - o(T) foT;+% o
O(T;u) = 8 (1) U(1T> TU(T)T— Jo v
0 0 0 1

Mit ®(-;0) und ®(-;1) bezeichnen wir die Fundamentallésungen zu den kon-
stanten Kontrollen u = 0 bzw. u = 1.
Offenbar ist ®(7;0) = [ + TE3, € Ap. Angenommen, es gibt eine weitere
zuldssige Kontrolle u, welche ®(T';0) erreicht zur Zeit 7" > 0. Dann gilt not-
wendigerweise ®(T';u) = I+ 7T E34. Es bezeichne ®;; die (i, j)-te Komponente
von ®(T';u). Dann folgt schrittweise:

T 1 T
0= =0v(T) = 0=y = —/ v(s)ds = 0= dyy = 5/ v(s)?ds
0 0

2
”U”LQ[O,T]

Dies impliziert, dass v(¢) = 0 fast iiberall gilt. Da u fast iiberall die Ableitung
von v ist, mufl auch u(t) = 0 fast iiberall gelten. Wir sehen somit, dass es
keine Bang-Bang Steuerung u : [0,7] — +1 gibt, die I nach I + T'E34 € Ay
steuert. Es folgt A% C Ay

Da I+T E34 hochstens zum Zeitpunkt 1" erreichbar gewesen wére, sind sowohl



3.5 BILINEARE SYSTEME VON RANG 1 71

das schwache als auch das starke Bang-Bang Prinzip ungiiltig.

Wir nutzen die Gelegenheit, um noch zu zeigen, dass A zu keiner Zeit T > 0
konvex ist. Dazu betrachte die Konvexkombination
1

1 1
P = SO(T:0) + S (T3 1) =

S O~
— N % %

0
0
0

Es ist $P3 # Pi3, weshalb es keine zuléssige Kontrolle u mit P = ®(T;u)
geben kann. Az kann folglich nicht konvex sein fiir 7" > 0.
In Abbildung 3.2 ist die erreichbare Menge

(1)

des assoziierten Vektorsystems in der (x,y) Ebene dargestellt. Sie ist be-
schréankt und zusammenhéngend, aber nicht konvex.

N—OO

Abbildung 3.2: Erreichbare Menge in (x,y) Ebene

3.5 Bilineare Systeme von Rang 1

Otomar Hajek stellt in [9] fest, dass sich ein allgemeines bilineares System
beziiglich seiner Analyse fast so schlecht verhélt wie ein x-beliebiges nichtli-
neares System. Als Beispiel fiir ,,extremes Fehlverhalten fithrt er Sussmanns
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Beispiel auf, das wir in Beispiel 3.53 kennengelernt haben. Denn hier schei-
tert das schwache Bang-Bang Prinzip bereits an einem einfachen bilinearen
Single-Input System.

Er konzentriert sich daher auf eine Unterklasse bilinearer Systeme—mnémlich
auf bilineare Systeme von Rang 1, fiir die man bedeutsame Resultate (z.B.
Konvexitét erreichbarer Mengen, schwaches Bang-Bang Prinzip) herleiten
kann, die genauso leicht verstédndlich sind wie vergleichbare Resultate aus
der linearen Kontrolltheorie. In Beispiel 2.34 haben wir gesehen, dass diese
Klasse eine bilineare Interpretation von linearen Systemen enthélt. Die ge-
samte Theorie linearer Kontrollsysteme wird somit zu einem Spezialfall der
Theorie dieses Abschnitts.

Weitere wichtige Anwendungen von bilinearen Systemen von Rang 1 sind die
Modellierung des Schaltens zwischen mehreren dynamischen Systemen (Bei-
spiel 2.33) und die parametrische Kontrolle von Systemen, die durch eine
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung gegeben sind (Beispiel 2.32).

Es gibt zwei Typen von bilinearen Systemen von Rang 1: Spalten- und Zeilen-
Kontrollsysteme (siche (2.24) und (2.25)). Unsere Aufmerksamkeit wird sich
allerdings nur auf die erstgenannten richten.

3.5.1 Spalten-Kontrollsysteme mit kompaktem Steu-
erbereich

Das sind Systeme der Form
(t) = (A+u(t)c)x(t), u(t) elU, z(t) € R, (3.30)

mit Parametern A € R™*" und ¢ € R". Dabei ist U eine kompakte nichtleere
Teilmenge des R"™. Eine Steuerung u : I — U ist genau dann zuléssig, wenn
sie messbar ist. Auflerdem fordern wir 0.B.d.A., dass 0 € U gilt.

Voraussetzung 3.54. 0 € U

Dies ist keine Einschrankung, da man anstelle von (3.30) fiir ein festes ug € U
das dquivalente Rang-1 System

(t) = ((A+ upc”™) + u(t)c*) x(t), u(t) e U —uy
untersuchen konnte.

Erinnerung 3.55. Rang-1 Systeme sind homogen und autonom. Die er-
reichbare Menge von p € R" zur Zeit ¢ > 0 ist

Ai(p) = Ay p={P(t;u) - p| u:[0,t] = U messbar } ,
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wobei @(-; u) die Fundamentallosung des assoziierten Matrixsystems ist. Fiir
O(-;u) gelten samtliche Eigenschaften aus Folgerung 2.21. Insbesondere ha-
ben wir die Darstellung als Neumann-Reihe

> t s1 Sk—1
(ID(t;u):I—i—Z/O/O /0 U(sy)...U(sg)dsg...dssds; ,
k=1

wobei
U(t) == A+u(t)c,
und als Grenzwert der Picard-Iterierten
O(t;u) = llim Yi(t),
wobei
t
Yo=1 und Y(t) =1 —|—/ U(s)Yi(s)ds (1=0,1,2,...).
0
Satz 3.56 (Beschrénktheit). Es sei k € Ny und o := max,ey || A + uc*|].
Erfillt p € R™ die Bedingung
cAp=0 VO<j<k-1, (3.31)
so erhélt man die Abschétzung
Ai(p) € eM'p +2pi(at)||p|| K (3.32)

wobei px(s) == > 72,1, “;—J, die Restfunktion der Exponentialreihe und K die

abgeschlossene Einheitskugel bezeichnet.

Bewess. Wir betrachten die Neumann-Reihe und die Picard-Iterierten in Er-
innerung 3.55, und iibernehmen die Notation.

1. Wir zeigen, dass wegen (3.31) gilt
1
Y}(t)p:;EtAp VO<j<k. (3.33)
Dies 1488t sich per Induktion nach 7 = 0,1, ...k nachweisen:
Induktionsanfang j = 0.
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Induktionsschritt j — 7+ 1, 7 < k.

t
Vit = 1+ [ A+ ue)vios | -5
U(s)

t J
1 . .
I':Vp+/0 (A+u(s)c): (Z 58’1‘“}?) ds
71
o 1+1 7 * A1
_p+§ aA / ds+E / APdS
i=0

j+1

J
1 . , 1. .
_ i+1 Ai+1,. T4 AT
=p+ ) ot AT =) Gt A
=0

i=0
2. Insbesondere folgt, dass

k 00

1. . 1. .
Yi(t)p = Z ﬁtlA’p = efp — Z ﬁt’A’p

i=0 i=k+1

unabhéngig von der Kontrolle u ist. In (B.19) sehen wir, dass die Picard-
Iterierte Y (t) genau der k-ten Partialsumme der Neumann-Reihe entspricht.

Ry (t) :=(t;u
;1// / / (s)...U(si)dsi. . . dsydsy

bezeichne den Restterm. Die Elemente der erreichbaren Menge lassen sich
nun zerlegen in

1. .
O(t;u)p = Yi(t)p + (B(t;u) — Yi(t)) p = e'p — Z —t'A'p + Ri(t)p
e st
+(p)
(3.34)

3. Da 0 el ist [|[A|| < a, und es gilt

L o Liap
H_ZﬁMpg(zﬁwwywsmmm«

i=k+1 i=k+1

4. Im Beweis vom Satz B.22 (Teil 2) steht die Abschétzung

L
[Yi(t) —Yia(t)| <o’ Viz1.
2.
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Daraus folgern wir

|R()] = Dt u) — V()] 2 XXE@—EAwW (3:35)
i=k+1
<> IV - n<§ja%—mat

Man beachte, dass diese Rechnung fiir jede zulédssige Kontrolle u(-) korrekt
ist.

5. Schlielich kombinieren wir (3.34) mit 3. und 4., und sehen, dass fiir jedes
Element ®(¢;u)p € Ai(p)

|®(t; u)p — e'pl| < 2p1(at)|p]
folgt. ]

Beispiel 3.57. Wir haben innerhalb dieses Kapitels bereits drei verschiedene
Obermengen fiir die erreichbaren Mengen von (3.30) hergeleitet, die wir jetzt
vergleichen wollen. Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.56 erhalten wir

(i) Ai(p) C e max{1,|p||} K (Folgerung 3.21)
(ii) A:(p) C e™||p|| K (Beweis von Satz 3.38)
(iii) A(p) C e'p + 2pi(at)||p|| K (Satz 3.56)

Offenbar ist (ii) eine strikt bessere Abschitzung als (i). Fiir kleine ¢ ist die
letzte Obermenge am kleinsten (denn pg(at) — 0 fiir t — 0), und bildet in
diesem Sinne die lokal beste Abschétzung.

Dies kéonnen wir anhand eines Zahlenbeispiels veranschaulichen. Betrachte
dazu das initialisierte Rang-1 Single-Input System

7 0 1\ (2 0 z -1
= <u< =
)6 D) ()0 o) o=er 0=
mit den Parametern

0 1 1 —1
A_(OO), _(0, p_<0). (3.36)
(Durch eine Bang-Bang Kontrolle u : I — {0, 1} schaltet man zwischen dem
Doppelintegrator & = 0 und dem linearen Oszillator & 4+ 2 = 0 hin und her.)
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Wir rechnen nach:

Ipll =1, etp=(§4)-(3)=(7") .

_ 01yl — w2 _ /2 | 2.2
o= max || (%) || = max { max || (= | ) = max max \/z} + vz
0<u<l (Zuo) 0<u<1 \ jjz)|=1 () 0<u<l Jaf=1 V 2 !

=1

—k

Aus ¢*p # 0 folgt k = 0 und pg(at) = po(t) = e’ — 1.
Eingesetzt in (i)-(iii), gewinnen wir z.B. fiir t = § die Obermengen

(i) /(i) Az(3') C eFK ~ 1481K

(iii) Az(3') C () +2(ef — K =~ () +0.962K

Abbildung 3.3: Obermengen von Ay (p)

In Abbildung 3.3 sind die Obermengen (ii) und (iii) (blauer bzw. roter Kreis)
zusammen mit der erreichbaren Menge A= (') (schwarze Ellipse) eingezeich-
net. Wie wir sehen konnen, liefert (iii) die beste Approximation.

Das néchste Lemma ist von elementarer Bedeutung. Es zeigt, dass sich jede
Funktion ¢ — c*z(t) lokal wie ein Monom von Grad k verhélt, wenn p nicht
komplett unkontrollierbar ist.

Lemma 3.58 (Fundamentallemma). Fiir jeden Anfangswert p € R" gibt es
zwei Alternativen
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Fall 1 Es gilt
cAlp =0 Vi e{0,1,....,n—1}.
Dann sind die erreichbaren Mengen
Ai(p) = {"'p}

einelementig.

Fall 2 Es existiert ein
k::min{Oﬁan—Hc*Ajp#O} :

Dann gibt es Konstanten C' > 0 und © > 0, so dass fiir jede zul&ssige
Losung = : I — R™ des Anfangswertproblems

i(t) = (A +u(t)c")x(t), ult) e, teR, z(0)=p (AWP)

gilt:
ca(t) — %'kptk <Ot vtel:|t| <6 (3.37)
Oder kurz:
cx(t) = C*Akpt’“ +O@"™)  fiir t — 0.

k!
Beweis. Bezeichnungen aus Satz 3.56 inklusive Beweis werden {ibernommen.

1. Im Fall 1 gilt sogar ¢*A’p = 0 fiir alle j > 0.
(Den? nach Cayley-Hamilton ist A7 eine Linearkcimbination der Form
n=1 3 Ai mit A, o Ade — SRl kA
Yoo MAY mit A € R, und folglich ¢*A’p ="\ c"A'p =10 .)
V:or(:l
Wir kénnen also in der Gleichung (3.32) £ — oo gehen lassen, und erhalten
so die erste Behauptung.

2. Aus ¢*A7p # 0 fiir ein minimales &k (0 < k < n — 1) folgern wir

k
: 1, . 1
C*}/k(t)p (3:33) Z Jtz C*Alp _ Etkc*Akp )
i=0 =0 fiir ’
i<k—1
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Multiplikation in (3.34) von links mit ¢* ergibt fiir eine beliebige zuldssige
Losung x(t) = ®(¢; u)p von (AWP) auf einem Intervall I:

1
cx(t) = P(t;u)p = Yy (t)p + " Re(t)p = Etkc*Akp + " Ri(t)p
3. Es geniigt zu zeigen, dass ¢*Ry,(t)p = O(t*!) fiir t — 0.
Wir rechnen nach, dass
. . (335)
" R (0)pl < [l [I-Ipll- IR @I < lle*ll-[1pll- prlat)
|+

fiir alle ¢ mit [t] < X + 5=k

(Die Abschitzung des Restglieds in der letzten Ungleichung stammt aus |8,

p.72].) Daher existiert eine Konstante C' := 2||c*||- ||p]|- %, so dass

[ Ri(t)p] < CIt/* Veel:jt|<i+Lk.

Definition 3.59. Der lineare Raum
N={peR"|cAp=0Vj>0}={peR"|cAp=0V0<;j<n—1}

bezeichne die Menge aller komplett unkontrollierbaren Zustinde von (3.30).
Er ist A-invariant, d.h. A-N C N. Ist N = {0}, so heifit das System (3.30)
kontrollierbar.

Wie wir im Fundamentallemma gesehen haben, sind die erreichbaren Men-
gen von komplett unkontrollierbaren Zustéinden stets einelementig und un-
abhéngig von U.

Um N niher charakterisieren zu koénnen, fithren wir eine Notation ein, die
in der linearen Kontrolltheorie gebrauchlich ist.

Definition und Hilfssatz 3.60. Fiir eine Teilmenge U C R™ bezeichne
(A;U) den kleinsten A-invarianten Unterraum von R”, der U enthélt.
Falls 0 € U und L die lineare Hiille von U ist, so gilt

(A U)=(A; L) =L+ AL+ AL+ ...+ A" 'L .
Ist U das Bild einer Matrix B ist, so folgt

(A;U) = (4;ImB) = Im(B|AB|...|A"'B) .
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Bemerkung 3.61. Der Vektorraum A bildet ebenso die sog. ,Menge aller
unbeobachtbaren Zustdnde® des linearen Kontrollsystems mit Ausgang

z(t) = Az(t) + u(t), u(t) el (3.38)
y(t) = cz(t) .

Dies rechtfertigt die Bezeichnung von ¢ als Beobachtungsvektor.

Wir nennen (3.38) das ,assoziierte lineare System® von unserem bilinearen
System (3.30). Insbesondere ist das Rang-1 System (3.30) genau dann kon-
trollierbar, wenn das assoziierte lineare System (3.38) beobachtbar ist.

Es ist wohlbekannt [9, p.129], dass N' = (A*;Imc)*. Ist z.B. U = B- E™ fiir
eine n X m Matrix B, so steht N senkrecht auf der Erreichbarkeitsmenge des
dualen linearen Systems von (3.38)

z(t) = A*z(t) + cv(t), v(t) e E™
y(t) = B z(t) .

Folgerung 3.62 (1. Starke Invarianz). A ist eine beidseitig invariante Men-
ge. Das bedeutet, fiir jede zuldssige Losung x : I — R™ von (AWP) gilt

entweder z(t) ¢ N fiir alle ¢ € I, und ¢*z(+) hat nur isolierte Nullstellen;
oder z(t) € N fiir alle t € I, und c¢*z(-) = 0.

Beweis. 1. Angenommen, es ist p € V. Dann ist p auch komplett unkontrol-
lierbar fiir das zeitumgekehrte System

#(t) = —(A+ u(t)c)a(t)

(denn ¢*(—A)p =0 Vj > 0). Wegen des Fundamentallemmas sind daher
sowohl die erreichbaren Mengen A;(p) des Ausgangssystems als auch die
erreichbaren Mengen C;(p) des zeitumgekehrten Systems einelementig mit
Ai(p) = {ep} bzw. Ci(p) = {e Ap}. Folglich ist die maximale Losung
r : R — R" von (AWP), unabhingig von der gewihlten Kontrollfunktion,
gegeben durch z(t) = ep. Insbesondere sind die Werte von x(+) stets in

4 . . Ot .
CAx(t) = Aletp = cre™ Alp =Y — AP =0Vj>0,tcR (3.39)
P mied
=pE. = =

Es ist nun klar, dass A eine beidseitig invariante Menge ist.

2. Aus Lemma 3.13 wissen wir, dass auch das Komplement R™\ N beidseitig
invariant ist, woraus die Entweder-oder-Unterscheidung folgt. Fiir 7 = 0 in
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(3.39) erhalten wir den zweiten Fall.

3. Es sei p ¢ N und z(-) eine zuldssige Losung von (AWP). Angenommen,
es gibt eine Nullfolge ¢, — 0, so dass c¢*z(t,) = 0 fur alle r geniigend grof.
Dann ergibt (3.37)

cAFp

k!C

fiir alle r geniigend grofl und eine Konstante C' > 0. Dies ist ein Widerspruch
zZu C;f‘ckp # 0. Unter Beriicksichtigung der Autonomie des Systems folgern
wir, dass ¢*z(-) nur isolierte Nullstellen haben kann. O
Folgerung 3.63. Es sei p ¢ N, k die Zahl aus Lemma 3.58 und z : I — R™
eine zuldssige Losung von (AWP). Dann ist das Vorzeichen von ¢*z(t) gleich
dem Vorzeichen von ¢* A¥p fiir alle positiven ¢ € I nahe 0. Ist der Anfangswert
p keine (isolierte) Nullstelle von ¢*z(- ), so ist die Aussage auch zum Zeitpunkt
t = 0 giiltig.

< |t,] (hier ist k& die Zahl aus Lemma 3.58)

Beweis. Es sei ohne Einschriankung sgn(c*A*p) = +1. Angenommen, es ist

sgn(c*z(t)) = —1 fiir alle positiven ¢ nahe 0. Laut Fundamentallemma exis-
tiert dann ein C' > 0 und ein © > 0, so dass
*Ak *Ak *Alc
Ck‘ptk§0k|ptk—c*x(t): c*a:(t)—ck'ptk <Ol W <t<O.
Dies fiihrt fiir .
c*A%p
0<t<
k!C
——
>0
zum Widerspruch. O

Bemerkung 3.64. Wenn wir beriicksichtigen, dass die Konstanten C' und
© aus dem letzten Beweis unabhéngig von der gewéhlten Losung z(-) sind,
so erhalten wir bei nédherer Betrachtung eine stérkere Version von Folgerung
3.63:

Falls p ¢ N, so gilt fiir jede zulissige Losung x : I — R" von (AWP):

sgn(c*z(t)) = sgn(c* A*p) £ 0 fiir alle t € I mit 0 < ¢ < min {@, |C*kfckp|}
Satz 3.65 (2. Starke Invarianz). Es gilt
Ad(p) € eM'p+ (AU (3.40)

Insbesondere ist die Erreichbarkeitsmenge (A;U) des assoziierten linearen
Systems (3.38) eine beidseitig invariante Menge beziiglich des bilinearen Sys-
tems (3.30).
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Beweis. Es bezeichne £ die lineare Hiille von ¢/ © 0. Dann ist
(AU = (A L) =L+AL+ ...+ AL (3.41)

Sei nun z : [0,00) — R" die Losung von (AWP) zu einer zuléssigen Kontrolle

u € U™, Dann liefert Variation der Konstanten (setze b(t) := u(t)c*z(t) in
(B.27) ein)

t
x(t) = eAtp—l—/ eAty(s) *x(s)ds . (3.42)
0 N—— N~
e(AU) €Rr
e(Au)

Da u(-) beliebig wéhlbar, ist (3.40) gezeigt.

Aus p € (A;U) folgt eAlp € (A;U), und somit z(t) € (A;U) fiir alle ¢ > 0.
Diese Aussage konnen wir leicht verallgemeinern (Stichworte: Autonomie,
zeitumgekehrtes System):

Ist x(-) eine zuldssige Losung von (AWP) auf einem Intervall I und z(s) €
(A;U) zu einem Zeitpunkt s € I, so folgt x(t) € (A;U) fir alle Zeiten
tel O

Satz 3.66 (Affine Hiille). Sei t > 0. Ist p & N, so ist eA'p+ (A;U) die affine
Hiille von A;(p); sonst ist sie gleich {e?!p}.

Beweis. Es bezeichne £ die lineare Hiille von A,(p) — e**p.

Aus p € N folgt A;(p) = {ep}, und die zweite Behauptung ist bewiesen. Im
Falle p ¢ N wird behauptet, dass (A;U) die lineare Hiille von A,(p) — e4'p
ist. Nach Satz 3.65 gilt

Ad(p) — e'p C (AiU) .

Es bleibt daher zu zeigen, dass (A;2) in der linearen Hiille £ enthalten ist,
oder gleichbedeutend

LY C (AUt .

Da L eine Basis aus der Menge {A,(p) — e'p} besitzt, geniigt es zu bewei-
sen, dass jeder Vektor ¢ € R", der orthogonal zu {A;(p) — ep} ist, auch
orthogonal zu (A;U) ist. Es gelte also

¢ (x(t) — e*'p) =0 (3.43)
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fiir jede zuldssige Losung (- ) mit Anfangswert x(0) = p.
Genauer, z(-) sei die Losung zu einer stiickweise konstanten Kontrolle u :
[0,t] — U mit festem Wert v € U auf einem Teilintervall [r,r + h] von [0, ]
und Wert 0 sonst. Mittels der Regel (2.17) berechnen wir:

z(s) = O(s;u)p=P(s —r;u ") O(r;u)p = e(AJr”C*)(S_’”)eATp Vs € [r,r + hj

Aus (3.42) und (3.43) folgt
r+h .
0=q*(z(t) — etlp) = / g e A=)y el ATven)s=m) gAry, (g |

Wir teilen durch A > 0 und lassen h — 0 gehen. Dies ergibt auf der rech-
ten Seite die Ableitung der Stammfunktion des Integranden an der Stelle 7.
Folglich ist

0! g ety cfetp Vr e [0,t),velU .

Da p ¢ N, hat r — c*e"p nur isolierte Nullen (Folgerung 3.62). Aus Ste-
tigkeitsgriinden muf daher die analytische Funktion r — ¢*e4®~")v identisch
Null sein auf ganz [0,¢]. Nach dem Identitétssatz fir Potenzreihen sind die
Koeffizienten ¢*A*v (k = 0,1,...) der zugehorigen Potenzreihenentwicklung
gleich Null fiir alle v € Y. Das impliziert ¢*A*L = {0} fiir k =0,1,...n—1,
und wegen (3.41) erhalten wir ¢ € (A;U)*, was zu zeigen war. O

Spaltensysteme mit konvexem Steuerbereich

Wir untersuchen weiterhin das initialisierte System

(t) = (A +u(t)c)x(t), w(t) e, teR, z(0)=p. (AWP)
Fordern jedoch zusétzlich, dass der Steuerbereich konvex ist.
Voraussetzung 3.67. U ist kompakt, konvex und enthélt 0.

Dies hat zur Folge, dass die erreichbaren Mengen kompakt und wegzusam-
menhéngend sind (Folgerung 3.41), woraus wiederum die Existenz zeitopti-
maler Steuerungen folgt.

Hilfssatz 3.68. Es sei p ¢ N. Falls es ein ¢t > 0 gibt mit 0 € ¢*A;(p), so
existiert ein erster positiver Zeitpunkt

5 =0(p) :=min{t > 0] 0 € " Ap)},

zu dem die Hyperebene {x € R" | ¢*z = 0} von p aus erreicht.
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Beweis. Wir setzen zunachst
d=inf{t >0]0€ecAp}

und zeigen 0 € c¢*As(p). Danach fiihren wir die Annahme ,§ = 0“ zum
Widersprich, um den Beweis abzuschlieflen.

Nach Definition des Infimum gibt es zu jedem k& € N einen Zeitpunkt t; > ¢
zusammen mit einer Losung xy : [0,t;] — R"™ von (AWP) beziiglich einer
zuldssiger Kontrolle uy, so dass t, > 0, t, — d (fiir & — o0) und c*zx(tx) = 0.
Nach Voraussetzung gilt 6 < T' < oo fiir ein T" > 0. Wegen Folgerung 3.41
ist die Menge

Acr(p) = | Ailp) = A<rp

0<t<T

kompakt. Da die rechte Seite f(x,u) := Az + uc*x stetig auf der kompakten
Menge A<r(p) X U ist, existiert eine obere Schranke M > 0, so dass

| f(z,u)]| <M VoeeAr(p),uel.

Weiter gilt fiir k£ geniigend grof3

| er(0) = ante) | < (||| lon(d) — za(ti)]] < HC*II-/; [ /(e (s), ue(s))l] ds

M

=0

IA

< [le*l[ M (tx = 0) -

Es konvergiert somit c¢*x(0) gegen 0 fiir K — oo. Mit A (p) ist auch ¢*As(p) >
c*x(0) abgeschlossen, woraus die Behauptung 0 € ¢*As(p) folgt.

Laut Bemerkung 3.64 gibt es ein Intervall (0, 3) mit 5 > 0, so dass
sgn(c*z(t)) # 0 und somit c*x(t) # 0 fiir alle ¢t € (0, 5) und fiir jede zuléssige
Losung z(-) von (AWP) auf (0, ). Es kann also nicht § = 0 sein. O

Bezeichnung 3.69. Geméf Hilfssatz 3.68 ist

min{t > 0|0 € c*A(p)} , falls p ¢ N und 0 € ¢* A;(p)
d=10(p) := fir ein t > 0
o0 , sonst

eine wohldefinierte Grofle mit 0 < 6 < oo.

Fiir einen Anfangswert p € R” und einem Endzeitpunkt 7' € R, fithren wir
die Losungsmengen

H(p,T) :={x:[0,T] — R" | (-) ist eine zuldssige Losung von (AWP)}
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und
H(p, o0) := {z : [0,00) — R" | z(-) ist eine zulédssige Losung von (AWP)}

ein. Es sei bemerkt, dass wegen Satz 3.38 die Menge H(p,T') eine nichtleere,
kompakte und wegzusammenhiingende Teilmenge von C°([0, T, R") ist. Wir
werden im nichsten Beweis sehen, dass H(p, d(p)) noch eine weitere Eigen-
schaft besitzt: Sie ist konvex.

Satz 3.70 (Small-Time Konvexitét). Die erreichbaren Mengen A;(p) sind
konvex fiir alle ¢ mit 0 < ¢t < J(p).

Beweis. 1. Ist p € N, so besteht A;(p) fiir ¢ > 0 nur aus dem Punkt e?tp
(siche Lemma 3.58) und ist trivialerweise konvex.

2. Es sei ab jetzt p ¢ N. Fiir eine beliebige Losung x € H(p,d(p)) hat die
Ausgangsfunktion ¢*z(-) nur isolierte Nullstellen (Folgerung 3.62). Die Werte
der stetigen Funktion ¢*z(-) haben auf (0,9) stets das gleiche Vorzeichen—
und zwar das Vorzeichen von ¢* A*p (Folgerung 3.63), wobei

kF=min{0<j<n-—1|cAp#0}. (3.44)
Anders gesagt,
sgn(c* AFp) = sgn(c*z(t)) Vite (0,9), z € H(p,d(p)) .
3. Es wird sogar gezeigt, dass die Losungsmenge H(p, §(p)) konvex ist, d.h.
z,y € H(p,0(p)),A € [0,1] = z:= Az + (1 — Ny € H(p,d(p)) .

Es seien u,v : [0,0] — R"™ die zu z,y gehorigen Kontrollen. Dann hat die
absolut stetige Funktion z fast iiberall die Ableitung

2=+ (1 =Ny = MAzx +uc’z) + (1 — X\)(Ay + vc'y)
= Az + (Auc*z + (1 = Aovc'y) .

N J/
-~

=wc*z=w ()\c*er(lf)\)c*y)
Fiir die (fast iiberall definierte) Kontrolle

_Auctr + (1—Nocy - Ac*x N (1 —=MNc*y
Toxcz+ (1= Nery Aerz o+ (1 - )\)C*yu Acr + (1 — )\)c*yv
(3.45)
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gilt daher 2(t) = Az(t) + w(t)c*z(t) fast tiberall.

Es fehlt nur noch die Zuléssigkeit von w. Nach 2. haben c¢*z(t) und c¢*y(t)
das gleiche Vorzeichen auf (0,0). Also sind fiir ¢ € (0,0) die Briiche in (3.45)
positiv und addieren sich zu 1 auf. Da U konvex, haben wir w(t) € U fur
alle t mit 0 < ¢ < ¢ hochstens bis auf die Randpunkte ¢ = 0 und ¢ = § (falls
d < 00). An diesen Randpunkten setzen wir ohne Einschrénkung w(t) = 0.
Offenbar ist dann w eine messbare Funktion, definiert auf [0, 0] bzw. [0, 00)
(falls 6 = o0), mit Werten in U, weshalb die zugehorige Losung z(-) zuléssig
ist. Folglich gehoren dessen Werte z(t) zu A;(p). O

Eine kurze Analyse des Beweises erméglicht es, den Konvexitédtsbereich weiter
auszudehnen.

Definition und Folgerung 3.71. In Anlehnung an Folgerung 3.63 definie-
ren wir den Typ o(p) von p € R™ als

o(p) := limsgn(c*x(t))

t>0
fir eine (beliebige) zuléssige Losung z : [0,7] — R™ von (AWP) mit An-
fangswert p und Endzeit T" > 0.

Ist p & N, so gilt sgn(p) = sgn(c*A¥p) # 0 fiir die Zahl k aus (3.44). Sonst
ist ¢*z(-) =0, d.h. o(p) = 0 (Folgerung 3.62).

AuBlerdem setzen wir
w(p) = sup{T > 0 | sen(c"(t)) € {0, 0(p)} V£ € [0,7], 2 € H(p, T)}.

Es ist stets 0 < 0(p) < w(p) < 00 (z.B. w(p) = oo, falls p € N).

Wegen Lemma 3.58 hat ¢*z(-) nur isolierte Nullstellen, falls p ¢ A und = €
H(p, w(p)). Es folgt in diesem Fall, dass c*z(t) = sgn(c* A*p) fiir alle ¢t mit 0 <
t < w(p) bis auf abzéahlbar viele Ausnahmen. Wie im dritten Beweisteil von
Satz 3.70 kénnen wir dann zu je zwei zuldssigen Losungen z,y € H(p,w(p))
und zu einem A € [0, 1] eine zuléssige Kontrolle w(-) bestimmen, definiert auf
[0,w(p)] bzw. [0, 00) (falls w(p) = o0), die bis auf abzdhlbar viele Nullstellen
von ¢*z und ¢*y durch (3.45) gegeben ist und sonst gleich Null ist. Auf diese
Weise erhalten wir die Konvexitat von A;(p) auf dem Zeitbereich [0, w(p)]
bzw. [0,00). w(p) nennt man daher die Konvezititsausdehnung von p.

Beispiel 3.72 (Lineare Systeme). Wir fithren eine Konvexitiatsanalyse fiir
das initialisierte lineare Kontrollsystem in R"

(t) = Az(t) + Bu(t), u(t) eU, z(0) =p (A e R™™ BeR™™)
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durch. Wie in Beispiel 2.34 gezeigt wird, ist dieses System &quivalent zu
einem Rang-1 System im R"!

()= (@ 0)+ (°87) o ) () o e (55) - )

mit erweitertem Zustandsraum {(z, ) € R" x R} und Beobachtungsvektor
¢ = epi1. Der Steuerbereich U sei eine Teilmenge des R™ und erfiille die
Voraussetzung (3.67).

Offenbar gilt fiir jede zuldssige Losung t +— (z(lt) ) des letztgenannten Systems

Dies impliziert

0 ((7)) =w((

Die erreichbaren Mengen A; (1) des Spalten-Systems sind daher konvex fiir
alle t > 0.

Da A; (¥)—bis auf Einbettung in die Hyperebene ¢ = 1 des R""!—gleich
der erreichbaren Menge ,, A" (p)“ des linearen Ausgangssystems ist, diirfen
wir folgern, dass auch die erreichbaren Mengen des linearen Kontrollsystems
stets konvex sind.

]
I
=
=
(o
Q
=
Il
+
—_
=
m
7
3

Beispiel 3.73. Wir betrachten wieder das Rang-1 Single-Input System (3.36)

(2) = (8 (1)) (2) +u (_01> (1 0) (i;) , 0<u<l, z(0) = (_01> .

Es sollen die erreichbaren Mengen A;(p) von p := (‘01) auf Konvexitéit un-
tersucht werden.

Zur Kontrollen v = 0 und v = 1 gehoren die Losungen (i;gg) = (_01)

bzw. (28) = (’Si‘;‘fit). Auswerten der beiden Losungen zur Zeit ¢t = 7 lie-
fert (£1,0) € A,(p). Wegen der starken Invarianz von N (Folgerung 3.62)
gehort mit p auch jeder weitere erreichbare Punkt von p nicht zur Menge N.
Der Mittelpunkt 0 = 3 () + 3( ') € NV ist daher zu keiner Zeit von p aus
erreichbar, und folglich ist A, (p) nicht konvex. (Die Abbildung 3.4 stellt eine
rein empirische Approximation dieser erreichbaren Menge dar, fiir die etwa
50000 erreichbare Zustdnde berechnet wurden, die von stiickweise konstanten
Bang-Bang Funktionen mit bis zu vier zuféllig bestimmten Sprungstellen an-

gesteuert wurden.) Weil p kritisch ist mit monotonen erreichbaren Mengen
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Abbildung 3.4: A, (p) ist nicht konvex

(denn ,, f(p,0) = 0“), sind aufgrund der gleichen Argumentation auch die
,Spéteren erreichbaren Mengen A;(p),t > 7, nicht konvex.
Als Néchstes sollen die Grofien §(p), o(p) und w(p) berechnet werden.

Es ist o(p) = sgn(c*p) = —1. Aus der Losung (i;gg) = (¢! konnen
wir ablesen, dass w(p) < § gelten muB, da c*(i;g%) = —cost > 0 fir

™

m >t > 7. Die Gréfle 6(p) ist der minimale Zeitpunkt, zu dem die Hy-
perebene {c*(§}) = x; = 0} von p aus erreicht wird. Um die zugehdrige
zeitoptimale Kontrolle berechnen zu konnen, fithren wir eine Koordinaten-
transformation im Zustandsraum R™ durch. Der Diffeomorphismus

¢ R*\{(2,0) |z > 0} — Ry x [~m,7]\0

fithrt die kartesischen Koordinaten (z,y) in die Polarkoordinaten (r, p) iiber:

/2 2
b AN e +y (T qﬁ*l' T\, (Tcosp

J

Yy sgn(y) arccos prew p “\p rsin p

Die Funktionalmatrix von ¢ ist die Inverse der Funktionalmatrix der Um-
kehrabbildung:

_ 1 -1 (cosp —rsinp _ 1 frcosp rsinp
Dé(x,y) = (Do~ (rp)) = sinp rcosp o \—sinp cosp

Ist (28 ) eine zulédssige Losung von (3.36) zur Kontrolle u, so 16st die ,, trans-

formierte Kurve® t t
(o) =o ()
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(fast iiberall) die Differentialgleichung

& (0) = pota.aaen (2240
(i i) (i)
B (—%szr@( ngops?@)) ( ccsfsnp@(? <t>)

(r(t) sin p(t) cos p(#)(1 — uft )
—1 + cos? p(t) — cos? p(t)u(t)

(o) =2 (2)-(2)

Insbesondere ist das dynamische Verhalten des Winkels p unabhéingig von r.
Néamlich

mit Anfangswert

-~

€[0,1]

p(t) = p(0) + /0 p(s)ds=m—t+ /0 (1—u(s)) cos® p(s)ds . (3.46)

Ausgehend von ¢t = 0 wollen wir in minimaler Zeit § die y-Achse schneiden.
Es muf} also p(0) = £7 gelten. Wegen p(t) > m — t ist p(t) > 7 fiir alle
t € [0,%). Daher ist v = 1 die optimale Steuerung und (p) = w(p) = 7.
Folglich sind die erreichbaren Mengen A;(p) auf dem Intervall [0, 7] konvex.

In Abbildung 3.5 ist z.B. die konvexe Menge A= (p) dargestellt.

Besitzt die erreichbare Menge A;(p) des bilinearen Systems (3.30) ein nicht-
leeres Inneres, so ist (A;U) = R™, und das assoziierte lineare System (3.38) ist
vollsténdig kontrollierbar (Satz 3.66). Die vollstandige Kontrollierbarkeit die-
ses linearen Systems ist also eine notwendige Bedingung fiir int (A:(p)) # 0.
Falls der Anfangszustand p nicht komplett unkontrollierbar ist, so ist diese
Bedingung sogar hinreichend, wie die anschlieBende Folgerung zeigt.

Folgerung 3.74. Ist p ¢ N und (A;U) = R", so haben die erreichbaren
Mengen A;(p) zu jedem Zeitpunkt ¢t > 0 ein nichtleeres Inneres.

Beweis. 1. Gemafl Satz 3.70 gibt es ein § > 0, so dass A;(p) konvex ist fiir

€ [0,6] und daher ein nichtleeres Inneres relativ zur affinen Hiille besitzt.
Nach Satz 3.66 ist die affine Hiille gleich e?'p + (A;U) = R", woraus die
Behauptung fiir alle ¢t < 9 folgt.
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Abbildung 3.5: Az (p) ist konvex

2. Fir t > ¢§ gilt aufgrund des Additionstheorems aus Folgerung 3.9
Ai(p) = Aip = A5 As(p) 2 70 As(p) -

(Hier wird die Voraussetzung 0 € U ausgenutzt.)

Wegen 1. hat As(p) ein nichtleeres Inneres und enthélt somit die offene Um-
gebung V eines (inneren) Punktes p € As(p). Die Abbildung ¢ : R* —
R", z +— eAt=9z ist ein Diffeomorphismus. Es folgt, dass g(V) eine offe-
ne Menge ist, die in A,(p) enthalten ist. g(p) = eA*~9p ist also ein innerer
Punkt von A (p). O
Das aus der Optimierung bekannte Pontryaginsche Maximumprinzip charak-
terisiert sogenannte extremale Steuerungen. Das sind Steuerungen, die den
Anfangszustand p in einen Randpunkt der erreichbaren Menge A;(p) zur Zeit
t > 0 steuern. Dies wird im néchsten Abschnitt zur Herleitung des schwa-
chen Bang-Bang Prinzips fiir spezielle Spalten-Kontrollsysteme fithren, deren
erreichbaren Mengen zudem strikt konvex sein werden (fiir ¢ < w(p)).

Satz 3.75 (Maximumprinzip). Es sei x ein Punkt auf dem Rand §.44(p) der
kompakten erreichbaren Menge Ay (p) zu einem Zeitpunkt 6. Angenommen,
es existiert ein ¢ € R"\{0}, so dass

¢z < ¢z Vo € Ao(p) . (3.47)

(q ist der &uflere Normalenvektor einer Stiitzhyperebene durch z,.) Dann gilt
fiir jede zuléssige Kontrolle u(- ), die p nach zy zur Zeit 6 steuert:

(4" XX )-u(t): (¢ Xip) = max (q"Xp X, 1) v- (" Xip) V't €[0,6], (3.48)



90 3. ERREICHBARE MENGEN

wobei t — X; := ®(t; u) die Fundamentallosung zur Kontrolle u sei.

Beweis. Fiir irgendein Element v € U/ und ein Teilintervall [t,t + h] C [0, 6]
mit A > 0 betrachte die (zuléssige) Kontrolle, welche auf [¢,¢ + h] den kon-
stanten Wert v besitzt und sonst mit der extremalen Kontrolle u iiberein-
stimmt. Die zugehorige Fundamentallosung ¢ — Z; konnen wir anhand der
Fundamentallosung ¢ — X; (beziiglich u) und der Formel (2.17) auswerten:

Zyn = ®(hyv)- Zy = AT X, 0 X =00 — (t+ h);u” ). Xy

und daher
Zy =0 — (t+h);u M) Z = Xp XS e,
Wir setzen
x = Zgp = XgX;rlhe(AJr”C*)hti € Ay(p) .
Weiter ist

ro = Xgp = XGthrtht-i-hXt_lti .

Dies ergibt eingesetzt in die Ungleichung (3.47)

0<q"(xo—2) = q*XeX;rlh(XtJtht_l - 6<A+UC*)h)ti .

Nun teilen wir durch A > 0 und formen um:

Xpyn — X elAtveh ]
0 S q*XGth_lh (( t+hh t).thl . ( - )) ti

Es sei h — X, differenzierbar in h = 0. Dann gilt fiir h — 0 fast iiberall

d d .
0 < q" XpX, " ( —Xpan| X = —elAtveh )ti
: dh h=0 : flh h=0,
(A4u(t)c*) X (A—T—Zc*)

und folglich
0 < ¢ Xg X' (u(t) —v)-c* Xip .

Da v € U frei wihlbar und diese Aussage fiir fast alle ¢ € [0, 6] korrekt ist,
gilt schliefflich

CXo X0 Xyp < ¢ Xp X b ut)cXyp Ve 0,0)Yoel,

woraus die Behauptung folgt. O]
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Bemerkung 3.76. Die Funktion y(t) := (X, ')*X;q aus Gleichung (3.48)
ist die Losung des sogenannten ,,adjungierten Systems“ von (AWP)

y=—-(A+uc)y,  ylO)=q  te][0,0
zur vorgegebenen Kontrolle u. (Dies ist sogar ein Spalten-Kontrollsystem der
Form (2.25) mit Endbedingung.)
Denn t — (X;1)* := Y, ist die Fundamentallosung des adjungierten Systems

zur Kontrolle w. Um dies zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass Z; := X, Y}
konstant gleich I ist. In der Tat ist

Zo = (X])Yi + XYy = X (A + uc')'Y — X;(A+uc)'Y, =0, Z(0) =1

Bemerkung 3.77. Aus der konvexen Analysis ist bekannt [17, p.67], dass
jeder Randpunkt einer abgeschlossenen konvexen Menge in R™ ein Stiitz-
punkt ist. Falls Ay(p) konvex ist, so ist folglich die Bedingung (3.47) fiir
jeden Randpunkt z erfiillbar.

Lemma 3.78. Es sei z : [0,0] — R" die zulédssige Losung zu einer extrema-
len Kontrolle v mit Anfangspunkt z(0) = p und Endpunkt z(0) € . Ag(p).
Dann gilt

z(t) € §.A:(p) vVt €[0,0] .
(Diese Aussage gilt auch fiir allgemeine bilineare Systeme.)

Beweis. 1. Wie gewohnt bezeichne ®(-;v) die Fundamentallésung zu einer
zuldssigen Kontrolle v. Dann ist die lineare Abbildung ¢ — ®(t;v)-¢ ein
Diffeomorphismus im R”, da die Matrix ®(¢;v) invertierbar ist. Wir folgern:
Ist P C R"™ eine offene Menge von Anfangswerten, so ist die Menge der
Endpunkte ®(¢;v)- P, die ausgehend von Elementen aus P iiber die Kontrolle
v zur Zeit t erreicht werden, offen.

2. Angenommen, es existiert ein ¢ € [0, 0], so dass z(t) € int (A;(p)). Dann
gilt B.(z(t)) C Ai(p) fiir ein € > 0. In 1. haben wir gezeigt, dass die Menge
O(O — t;u")- B(x(t)) offen ist, wobei u™*(-) = u(- +t) eine zeitverschobene
Kontrolle ist. Wegen (2.17) und dem Additionstheorem aus Folgerung 3.9 ist

2(0) = ®(O;u) p=D(O —t;u") O(t;u)-p e (O —t;u") B(x(t))
z(t)
und
OO —t;u ) B(a(t)) € Ao Arp = Ao -p = Ao(p) .

Es liegt also der Randpunkt x(©) in einer offenen Teilmenge von Ag(p).
Dies ist ein Widerspruch. O]
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3.5.2 Single-Input Systeme von Rang 1
Schliellich beriicksichtigen wir noch bilineare Systeme in R™ der Form
&= (A4 ubc)z, lu(t)] <1, z(0)=p, (3.49)

gegeben durch eine Matrix A € R™*™ und Vektoren b, ¢, p € R™.

Durch (3.49) ist offenbar ein spezielles Spalten-Kontrollsystem gegeben, des-
sen Steuerbereich U = [—1, 1] die Voraussetzung 3.67 erfiillt. Definitionen
und Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt—wie z.B. die Konvexitéts-
ausdehnung w(p)—iibertragen wir auf (3.49). Alle Ergebnisse von dort sind
anwendbar. Wir wollen nun die besondere Struktur des Systems nutzen, um
dessen erreichbaren Mengen A;(p) besser beschreiben zu kénnen.

Erinnerung 3.79. Mit (3.49) assoziieren wir ein lineares System in R™ mit
Ausgang:

(t) = Az(t) + bu(t), lu(t)] <1, (3.50)
y(t) = cz(t) .

Falls (3.50) beobachtbar ist, d.h. die Menge N' = (A*;Imc)* aller unbeob-
achtbaren Zusténde ist gleich {0}, so ist (3.49) kontrollierbar mit 0 als ein-
zigem komplett unkontrollierbaren Zustand. Aufgrund der starken Invarianz
von N ist 0 von keinem Zustand ungleich Null erreichbar, und die Funktion
t — c*x(t) besitzt nur isolierte Nullstellen fiir jede zuldssige Losung mit An-
fangswert p # 0 (Folgerung 3.62). Auflerdem gibt es fiir alle p # 0 eine sog.
Konvexititsausdehnung w(p) > 0 geméf Definition 3.71, so dass die erreich-
baren Mengen A;(p) mit 0 < ¢ < w(p) konvex sind.

Ist (3.50) zudem noch vollstandig kontrollierbar, d.h. (A4;Imb) = R™, so ist
im Fall p # 0 die affine Hiille von A;(p) der gesamte R" (Satz 3.66) und es
gilt int (A;(p)) # 0 fur alle ¢ > 0 (Folgerung 3.74).

Um léstige Fallunterscheidungen zu vermeiden, fordern wir ab jetzt, dass die
folgenden Bedingungen eingehalten werden.

Voraussetzung 3.80. 1. Das assoziierte lineare System (3.50) sei beobacht-
bar und vollsténdig kontrollierbar.
2. Der Anfangszustand p sei ungleich 0.

Beispiel 3.81. Das gut bekannte System (3.36) mit Parametern A = ({}),
b= (2) und c = (}) erfiillt die Bedingung 3.80:

(A;Imb) = Im(b]Ab) =Im (°, ') =R’
(A% Ime) " = ker(c|A*c) =ker (§9) = (§)
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Beispiel 3.82. Beim Pontryaginschen Maximumprinzip ist das adjungierte
System von (3.49)

T =—(A+ubc")'r = —(A* + uch")x, lu(t)] <1 (3.51)

von besonderer Bedeutung (Bemerkung 3.76). Dies ist ebenfalls ein Single-
Input System von Rang 1, dessen assoziiertes lineares System bis auf Vor-
zeichen mit dem assoziierten linearen System beziiglich des dualen Systems
von (3.50)

x(t) = A%x(t) + cu(t), lu(t)] <1, (3.52)
y(t) =b"z(t)

iibereinstimmt. Aus der Theorie linearer Systeme ist bekannt, dass ein lineae-
res Kontrollsystem mit Ausgang genau dann beobachtbar und kontrollierbar
ist, wenn das duale System kontrollierbar und beobachtbar ist. Das adjun-
gierte bilineare System (3.51) geniigt somit der Voraussetzung 3.80.

Sprechweise 3.83. Wenn wir im néchsten Satz sagen, dass die Kontrolle
u @ [0,0] — [—1,1] eine ,stiickweise konstante Bang-Bang Funktion® ist,
so meinen wir, dass u fast iiberall mit einer stiickweise konstanten Funktion
(Definition A.2) der Form @ : [0, 0] — {—1,+1} iibereinstimmt.

Der folgende Satz stiitzt sich auf die eindeutige Losbarkeit der beim Maxi-
mumprinzip auftretenden Optimierungsaufgabe (3.48).

Satz 3.84. Es sei g € dAy(p) ein Randpunkt mit 0 < 6 < w(p), 6 < .
Dann ist jede zuldssige Kontrolle u(+), die den Anfangszustand p nach zq zur
Zeit 6 steuert, eine stiickweise konstante Bang-Bang Funktion, die bis auf
eine Nullmenge eindeutig durch die Parameter (p, xq, #) bestimmt ist.

Beweis. 1. Da Ay(p) konvex ist (beachte § < w(p)), existiert ein ¢ € R"\{0},
so dass die Bedingung (3.47) erfiillt ist. Das Maximumprinzip 3.75 liefert
(4" XX '0)- ut) (" Xip) = _max  (q"Xp X, 'b)-v- (" Xop) V't €[0,6],
wobei t — X; die Fundamentallésung zur extremalen Kontrolle u ist. Weil es
sich bei den eingeklammerten Faktoren um reelle Zahlen handelt, kénnen wir

anhand des Vorzeichens dieser Faktoren die Werte der Kontrolle u ableiten.
Dies klappt natiirlich nur, wenn die Vorzeichen ungleich Null sind.

2. Nach Folgerung 3.62 hat der rechte Faktor ¢* X;p nur isolierte Nullstellen.
Da [0, ©] ein kompaktes Intervall ist, kann er hochstens endlich viele Null-
stellen auf diesem Intervall besitzen. Auflerhalb dieser Nullstellen hat ¢* X;p
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das Vorzeichen o(p) = ¢*A*p mit k = min {0 < j <n—1]c*Alp # 0} (Fol-
gerung 3.71).

3. Dies gilt analogerweise auch fiir den linken Faktor ¢*X,X,; 'b. Um dies
nachzuweisen, betrachten wir das adjungierte System

y=—(A"4+uchy .

Da ¢* Xy X, 'b eine reelle Zahl ist, konnen wir ohne Einschrinkung transpo-
nieren und erhalten b*(X; ')*q; fiir ¢ := Xpq. Wie in der Bemerkung 3.76
festgestellt, ist y(t) := (X, ')*q: die Losung des adjungierten Systems zur
Kontrolle u, welche y(0) = ¢ erfiillt. Laut Beispiel 3.82 ist auch das asso-
zilerte lineare System zum adjungierten System kontrollierbar. Da ¢; # 0
(X; hat vollen Rang), ist ¢; nicht komplett unkontrollierbar beziiglich des
adjungierten Systems. Die Funktion b*y(-) hat somit hochstens endlich viele
Nullstellen auf [0, ©] (Folgerung 3.62 angewandt auf (3.51)).

Wir wenden Folgerung 3.63 auf die komplett unkontrollierbaren Punkte y(t)—
sie iibernehmen die Rolle von p ¢ N—an, um das Vorzeichen von b*y(t)
auBerhalb der Nullstellen zu bestimmen. Dies ergibt, dass fiir fast alle (mit
hochstens endlich vielen Ausnahmen) ¢ € [0, ©] ein kleinstes k = k(t) € N
mit 0 < k <n — 1 und b*(A%)*y(t) # 0 existiert, so dass

sgn(by(t)) = sgn (b"(A")*y(t)) .

Insbesondere haben wir somit gezeigt, dass fiir den linken Faktor aus dem
Maximumprinzip

sgn (¢" XX, 'b) = sgn(b*y(t)) # 0 V't € [0, 0]
gilt.
4. Die Eingabegrofie u(t) € [—1, +1] maximiert den Ausdruck
(" Xo X, 'b)-v- (¢ X;p) fast iiberall.

In 2. und 3. wurde bewiesen, dass die beiden eingeklammerten Faktoren fiir
fast alle ¢ € [0, ©] mit hochstens endlich viele Ausnahmen ungleich Null sind.
Notwendigerweise gilt dann fast iiberall

u(t) = sgn (Q*XgXt_lb) -sgn (¢* X;p) = sgn (q*XgXt_lb) -o(p) . (3.53)

Offenbar ist durch (3.53) eine stiickweise konstante Funktion mit Werten in
{+1, —1} gegeben, weshalb die Kontrolle u eine stiickweise konstante Bang-
Bang Funktion ist.



3.5 BILINEARE SYSTEME VON RANG 1 95

5. Betrachte zwei zuléssige Kontrollen u, v : [0, 0] — [—1, 1] mit zugehorigen
Losungen x bzw. y, die den Anfangswert p zum Randpunkt zg (zur Zeit O)
steuern. Da © < w(p), ist nach dem dritten Beweisteil von Satz 3.70 auch
+(z + y) eine zuldssige Losung. Als zugehoriger Kontrolle kénnen wir die
Funktion
wi=—t g —Y (3.54)
c*r + c*y c*r + c*y

wihlen, die bis auf den endlich vielen Nullstellen von ¢*x und ¢*y wohldefi-
niert ist. Wegen 1 (2(0) +y(0)) = o steuert w ebenfalls o an, und nach 4.
sind die Kontrollen u, v, w stiickweise konstante Bang-Bang Funktionen.

6. Wir zeigen jetzt, dass u(t) und v(t) fast tiberall iibereinstimmen. Dazu seien
die Kontrollen u, v, w aus 5. 0.B.d.A. stiickweise konstant—geméfl Definition
A.2—mit Werten in {—1, +1}. Das Intervall [0, ©] zerlegen wir folgenderma-
Ben:

Da die Kontrollen u, v, w stiickweise konstant sind und die Ausgangsfunk-
tionen c¢*z, ¢*y nur endlich viele Nullstellen besitzen auf [0, ©], existiert eine
endliche Zerlegung

O=AM<<...<A\ =0,

so dass auf jedem Intervall (A;, A;;1) alle Kontrollen konstant sind mit Werten
in der Menge {—1,1} und so, dass die Werte der Ausgangsfunktionen auf
(Aiy Ai+1) ungleich Null sind. Wir wihlen ein solches Intervall (A;, A;+1) mit
1 < i < r—1 und beweisen, dass dort die Kontrollen u» und v dieselben
Werte besitzen. Nach Konstruktion sind u, v, w konstant gleich +1 oder —1
auf (A;, Ai+1). Ohne Einschrankung gelte dort w = v, d.h. (3.54) wird fur alle
t e ()\Z, )\i+1) zZu
c*x(t) cy(t)

v(t) = u(t v(t

0= e+ e 0+ <) "

= (Calt) + Y1) vlt) = a(tult) + ¢ y(t)ol)
— a(t) (u(t) —o(t)) =0

Man beachte, dass c*z(t) und c¢*y(t) auf (\;, Aiy1) dasselbe Vorzeichen un-
gleich Null besitzen (denn 6 < w(p)), weshalb aus der letzten Gleichung
u(t) = v(t) fiir alle t € (\;, A\j41) folgt. Da dies auf jedem Intervall der obigen
Zerlegung von [0, ©] gilt, ist die Behauptung ,u = v f.ii.“ bewiesen. O

Bevor wir uns mit der strikten Konvexitéit erreichbarer Mengen auseinander-
setzen, wird ein Hilfsresultat aus der konvexen Analysis [17, p.16] angegeben.
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Hilfssatz 3.85. Es sei X eine konvexe Teilmenge des R™. Dann ist
{AM+1=-Ny|0<A<1} C{y}UintX

fiir alle # € intX und y € X.

Folgerung 3.86 (Strikte Konvexitét). Die erreichbaren Mengen Ag(p) sind
unter der Voraussetzung

© < w(p), 0<0O <
sogar strikt konvex, d.h.

x0, Yo € Ao(p), o # yo, A € (0,1) = Azg + (1 — N)yo € int (Ae(p)) .
(3.55)

Beweis. 1. Da Ag(p) konvex ist, konnen wir den Hilfssatz 3.85 anwenden.
Der besagt einerseits, dass die Bedingung (3.55) erfiillt ist, falls zumindest
einer der Punkte zy oder yo im Inneren von Ag(p) liegt. Wir koénnen also
davon ausgehen, dass xg und 3y Randpunkte sind. Andererseits erlaubt er es,
die Bedingung (3.55) abzuschwiichen: Ag(p) ist genau dann strikt konvex,
falls fiir 2o, yo € Ae(p) und zy # yo stets 3(zo + yo) € int (Ao (p)) gilt.

2. Angenommen, es existieren Randpunkte xg,yo € 0.Ae(p) mit z¢ # yo, SO
dass %(330 + yo) € 0Ae(p). Dann gibt es zulissige Kontrollen u, v und w, die
den Anfangszustand p nach x, yg bzw. %(xo—i—yo) zur Zeit 6 steuern. Nach Satz
3.84 sind sie eindeutig bestimmte (bis auf Nullmenge), stiickweise konstante
Bang-Bang Funktionen. Insbesondere kénnen wir (bis auf die Nullstellen von
c¢*z und c*y)

c'r c*y

w = u

c*r + c*y c*r + ¢ty

fordern, wobei x und y die Lésungen zu u bzw. v sind. Wie in Beweisteil 6
von Satz 3.84 folgern wir, dass fast iiberall v = v ist. Aber dann wiirden x

und y iibereinstimmen, und zg = 2(0) = y(0) = yo wiirde zum Widerspruch
fithren. O

Hilfssatz 3.87. Sei u : [0,0] — [—1,1] eine zuldssige zeitoptimale Steue-
rung, die den Anfangszustand p in minimaler Zeit © in den Zustand ¢ €
Ao (p) steuert. Falls © < w(p), so gilt 2(0) € 0.A0(p).

Beweis. Angenommen, es ist ¢ € int (Ag(p)). Nach Folgerung 3.74 und Vor-
aussetzung 3.80 ist die Menge Ag(p) kompakt und besitzt ein nichtleeres
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Inneres. Es existiert also ein Simplex mit n + 1 Ecken qg,q1,...,q, aus
Ag(p), dessen Schwerpunkt der Punkt ¢ ist. Dann gibt es zuléssige Losungen
z 1 [0,0] = R" 0 <k <n,mit 2x(0) = p und x4(0) = g. Das Simplex ist
die konvexe Hiille seiner Ecken. Wir bezeichnen es durch

S(O) = cvx (29(0),...,2,(0)) .

Da die Funktionen z(-) stetig sind, ist ¢ auch im Inneren des Simplex S(t)
fiir ein t < O, das geniigend nahe © ist. Wegen ¢t < w(p) ist A(p) konvex.
Es folgt ¢ € S(t) € Ai(p). Der Endpunkt ¢ ist daher bereits zur Zeit t < ©
erreichbar, im Widerspruch zur Minimalitdt von ©. O]

Als Néchstes wird die Restriktion © < w(p) wegfallen.

Satz 3.88 (Schwaches Bang-Bang Prinzip). Jede zuldssige extremale und
auch jede zuléssige zeitoptimale Kontrolle ist eine stiickweise konstante Bang-
Bang Funktion, d.h sie stimmt fast iiberall mit einer stiickweise konstanten
Funktion iiberein, deren Werte gleich +1 sind. Insbesondere ist das schwache
Bang-Bang Prinzip (Definition 3.47) giiltig.

Beweis. 1. Die messbare Funktion u : [0,7] — [—1, +1] steuere den Anfangs-
zustand p # 0 zu einem Randpunkt ¢ € 0 Ar(p) (zur Zeit T'). Die Funktion
x:[0,7] — R™ sei die zu u gehorige Losung. In Lemma 3.78 wird gezeigt,
dass der Wert z(t) ein Randpunkt von A (p) fiir alle ¢ € [0, 7] ist.

2. Nach Voraussetzung 3.80 gilt p ¢ N. Da N stark invariant ist, folgt
x(t) ¢ N fiir alle t € [0,T]. Wir erinnern uns an die Gréfle § aus Bezeichnung
3.69. Fiir alle t € [0, 7] setzen wir d; := 0(x(t)). Es gilt stets 0 < §; < w(x(t)).
Falls T < w(p), so folgt bereits aus Satz 3.84, dass die extremale Kontrol-
le u eine stiickweise konstante Bang-Bang Funktion ist. Es sei also ohne
Einschrénkung 7' > w(p). Die Intervalle U, := (t,t + ;) bilden dann eine of-
fene Uberdeckung des kompakten Intervalls [y, T, aus der wir eine endliche
Teilitberdeckung Uy, , Uy, ..., U;, wéhlen kénnen. Nachdem wir iiberlappte
Intervalle entfernt und die Zeitpunkte ¢; ,,sortiert“ haben, erhalten wir eine
Zerlegung

O=to<ti <toa<...<tlp <T :=tps1,

so dass t;41 — t; < 0y, fiir alle 0 < ¢ < k. Es geniigt zu zeigen, dass u auf
jedem Intervall [t;, t;11] eine stiickweise konstante Bang-Bang Funktion ist.

3. Aus dem Additionstheorem folgt

‘Atu-l—ti' x<tl) - Ati+1—ti"’4tip - AtH—l (p) > x(ti-i-l) :
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Der Zustand x(t;41) ist also nicht nur ein Randpunkt von A, (p), sondern
auch von Ay, ¢, x(t;). Die Kontrolle u(-) steuert auf [t;,¢;11] den Zustand
z(t;) zum Randpunkt z(t;i11) € 6 (A, —-2(t;)) in der Zeit ¢4 —t; <
w (x(t;)). Aus Satz 3.84 folgt, dass u eine stiickweise konstante Bang-Bang
Funktion auf [t;, t;11] ist. Da i beliebig vorgegeben ist, gilt dies auch auf dem
gesamten Intervall [0, 7).

4. Es sei v : [0,T] — [—1,+1] eine zuléssige Steuerung, die den Zustand p
in minimaler Zeit 7' zum Zielpunkt g steuert. Es bezeichne z(t) := ®(t;v)p
die zugehorige Losung. Wir zerlegen das Intervall [0, 7] analog zu 2. in Teil-
intervalle [t;,t;41] (i = 0,1,...,k), so dass t;11 — t; < w(z(t;)) fir alle i.
Ohne das Bellmannsche Optimalitdtsprinzip zitieren zu wollen, sollte es klar
sein, dass die Restriktionen von v auf diese Teilintervalle zeitoptimal sind.
Wenden wir Hilfssatz 3.87 auf die Restriktionen an, so folgt, dass sie ex-
tremal sind, und daher den stiickweise konstanten Bang-Bang Funktionen
zuzuordnen sind. Folglich gilt dies auch fiir v als endliche Konkatenation der
Restriktionen. O

Beim Kompaktheitsschluss im letzten Beweis geht die Eindeutigkeit extrema-
ler Kontrollen, die auf Intervallen auierhalb des Konvexitétsbereichs [0, w(p)]
definiert sind, meist verloren.

Beispiel 3.89. Betrachte wieder das Single-Input Rang-1 System aus Bei-
spiel (3.36)

. 0 1 0
x_(o 0)%’+U(_1)(1 0)z, 0<u<l,  0<t<2m.

Der Zustand p = (') liegt auf dem Rand von Ay, (p). Um dies nachzu-
weisen, zeigen wir, dass p das einzige Element aus Ay, (p) ist, welches auf
der negativen x-Achse liegt. Wir fithren dazu wieder die Polarkoordinaten
(r, p) ein. Um ausgehend von p wieder die negative x-Achse in der Zeit 27 zu
erreichen, muf} eine koordinaten-transformierte Losung die Winkelgleichung
(basierend auf (3.46))

J/

7w+ 2km = p(0) = p(27) = —7w + /0 ' (1 —u(s))cos® p(s)ds kelZ

-~

€[0,1]

erfiillen. Dies ist nur moglich fiir £ = 0 und k£ = —1, woraus u = 0 bzw.
u = 1 (fast iiberall) folgen wiirde. Offenbar steuern die Kontrollen u = 0
und v = 1 den Punkt p zu sich selbst in der Zeit 27. Der Zustand p ist
daher ein Randpunkt, der von zwei unterschiedlichen extremalen Kontrollen
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angesteuert wird. Die Eindeutigkeit extremaler Kontrollen ist nur auf dem
Zeitintervall [0, 5] sichergestellt.

In Abbildung 3.6 sehen wir erreichbare Punkte aus der Menge As.(p). Diese
gehoren zu stiickweise konstanten Bang-Bang Funktionen mit bis zu fiinf
Sprungstellen. Die Anzahl der verwendeten Sprungstellen ist durch die Féarb-
ung der Punkte ablesbar (z.B. griin ~ 5 Spriinge). Da das approximative
Bang-Bang Prinzip giiltig ist, kénnen wir bei einer geniigend groflen Anzahl
an Sprungstellen die erreichbare Menge A;, (p) approximieren. Die Abbildung
soll veranschaulichen, dass nur p = (') auf der negativen x-Achse liegt.
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Abbildung 3.6: Erreichbare Zustinde aus Ay, (p)

Bemerkung 3.90. O. Hajek zeigt in [10, p.307ff], dass die Theorie zu Single-
Input Systemen von Rang 1 auch auf Spalten-Kontrollsysteme der Form

&= (A+uc)x, u(t) elU, X =R"

mit Steuerbereich

Zﬂkbk 1< <1, bi,...,bp, € R"
=1

iibertragbar ist. Es gibt fiir solche Systeme i.A. kein assoziiertes lineares
System, das beobachtbar und kontrollierbar sein konnte. Man fordert statt-
dessen, dass die Vektoren by die sog. ,,Normalitdtsbedingung*

(A+uc; b)) =R" Vueld, 1<k<m

erfiillen, um beispielsweise das schwache Bang-Bang Prinzip herleiten zu
koénnen.
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Kapitel 4

Ein-Ausgangsverhalten
bilinearer Systeme

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wollen wir das Ein-Ausgangsverhalten bilinearer Systeme
untersuchen. Dazu betrachten wir ein initialisiertes bilineares System ¥ mit
Ausgang, gegeben durch die Gleichungen

x(t) = Az(t) + Zm: Nz (t)u;(t) + Bu(t), te 0,7, (AWP)
u(t) = Cat)
z(0) = xg ,

mit Zustandsraum X = R", Steuerbereich &/ = R™ und Messbereich ) = RY.
A, B,C,Ny,...,N,, sind konstante Matrizen von angemessener Form, d.h.
B e R C € R und A, Ny,...,N,, € R"™", Unser Interesse konzen-
triert sich auf das Zeitintervall [0,7] mit fester Anfangszeit 0 und fester
Endzeit T' > 0. Die zuldssigen Eingangsfunktionen seien genau die messba-
ren, lokal (essentiell) beschrinkten Funktionen {iber diesem Intervall. Indem
wir Kontrollfunktionen, die fast {iberall gleich sind, miteinander identifizie-
ren, konnen wir den Banachraum L*([0,7],R™) als die Menge zulédssiger
Kontrollfunktionen wéhlen.

Wie in Abschnitt 1.4 gezeigt, konnen wir das Ein-Ausgangsverhalten durch
eine Responsefunktion oder eine Ein-Ausgangsfunktion charakterisieren. Hélt
man Anfangs- und Endzeit fest, so ist die Responsefunktion aus Definition

101
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1.3 durch die Abbildung

A:[0,7] x L®([0,T],R™) — R
At u) == Ca(t; xo, u)

gegeben, wobei x(-; xg, u) die maximale Losung von (AWP) zur Kontrolle u
bezeichne. Die Responsefunktion ist nichts anderes als die punktweise Aus-
wertung der Ein-Ausgangsfunktion

U L>([0,7],R™) — C°([0,T],RY)
U(u)(t) := Ca(t;zo,u) .

Falls keine Ausgangsfunktion ,,y(t) = Cx(t)“ in der Systemgleichung angege-
ben ist, so gehen wir davon aus, dass alle ZustandsgroBen messbar sind (d.h.
Y = X). Die Ausgangsfunktion soll dann implizit durch die Einheitsmatrix
C =1 des R™" bestimmt sein.

Definition 4.1. Wir bezeichnen eine Folge von Partialsummen s := Zf:o i,

dessen Summanden z; Elemente aus einem Banachraum (X, ||-||) sind, als
Reihe Y 7 x; im Banachraum X. Die Reihe heifit konvergent, wenn die Fol-
ge (sx) in X konvergiert. In diesem Fall wird der Grenzwert ebenfalls mit
> o2 x; bezeichnet.

Ferner heifit die Reihe absolut konvergent, falls die Reihe der Normen ) >° |||
konvergiert.

Da die Folge der Partialsummen einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchy-
Folge im vollstéindigen Raum X ist, folgt, dass jede absolut konvergente Reihe
in einem Banachraum konvergiert.

Definition 4.2. Man sagt, die Ein-Ausgangsfunktion
U L>([0,T],R™) — C°0,T],RY)

hat eine Volterra-Reihen-Reprdsentation, falls es zu jedem Multiindex (iy . . . ix)
von beliebiger Liange k£ > 0, mit Elementen iy, . . ., ix aus der Menge {1, ..., m},
eine Funktion w;, ;, gibt, so dass alle Funktionen w;, ;, zusammen mit einer
weiteren Funktion wy den folgenden Bedingungen geniigen:

1. wy ist eine stetige Funktion der Form wy : [0,7] — RY.

2. Jedes wj, 4, ist eine stetige Funktion der Form w;, ;, : Dy — RY, definiert
iiber der Menge

Dp:={(t,s1,...,8,) | 0< s, < ... <51 <t <T} .
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3. Es existiert ein § > 0, so dass fiir alle ¢ € [0, 7] gilt:

D(u)(t) = wolt)+ (4.1)

51 Sk—1
/ o Wiy (815 - oy Sk) Uiy (81) -+ wg (Sg)dsk - . . dsy
0 0

falls |Ju|oc < 6. (Dabei ist [;° := f(f)

4. Die Reihe in 3. ist fur jede zuldssige Kontrolle u(-) mit ||u|lw < 0 eine
konvergente Reihe im Banachraum (C([0, 7], R9), || ||o). (Insbesondere kon-
vergiert sie gleichméBig tiber [0,77.)

Sprechweise 4.3. Die Funktionen wy und w;, ; werden auch (Volterra-)
Kerne der Ordnung 0 bzw. k genannt. Die Reihe im dritten Definitionsteil
heifit Volterra-Reihe.

Bezeichnung 4.4. Falls angebracht, sollen die Abkiirzungen

ds® ;= dspdsy_q ... ds; ,

kY ._
wil_“ik (t, S ) = wilmik (t, Sl Sk)
die Schreibweise vereinfachen.

Bemerkung 4.5. In Teil 4 der Definition steckt implizit die Forderung, dass
die Summanden der Volterra-Reihe stetige Funktionen in ¢ sind (fiir eine
vorgegebene Kontrolle ). Man kann sich leicht {iberlegen, dass dies bereits
durch die Stetigkeit der Kerne impliziert wird. Denn fiir alle £ € N und jeden
Multiindex (1 ... 1), mit Elementen aus {1,...,m}, ist die Funktion

[0,T] x R¥ — R4
(t,s) — XD, (t, 815+, Sk) Wiy (B S1, -0y Sk) Uiy (51) - - wiy (Sk)
bis auf hochstens eine Sprungstelle von xp, stetig in ¢ (bei festem s), inte-
grierbar in s (bei festem ¢) und essentiell beschriankt, zumal der Kern w;, _;,

stetig iiber der kompakten Menge Dy, ist. Aufgrund des Satzes von der ma-
jorisierten Konvergenz [7, p.98] folgt, dass all diese Funktionen

m t  prs1 Sk—1
t— Z / / . / Wiy (t, 8V g, (51) .. g, (s5)ds”
0 Jo 0

i1, ip=1

(d.h die Summanden der Volterra-Reihe) stetig iiber [0, 7] sind.
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Wir setzen uns die folgenden Ziele:
e Berechnung der Volterra-Reihen-Représentation fiir das System (AWP).
e Nachweis der Eindeutigkeit dieser Représentation.
e Herleitung eines Kriteriums fiir die Endlichkeit von Volterra-Reihen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir kurz auf die Anwendbarkeit
von Volterra-Reihen eingehen. Dies wird unsere Bemiihungen rechtfertigen.

4.2 Existenz der Volterra-Reihen-Reprisen-
tation
Wir wollen die Volterra-Reihen-Reprisentation der Ein-Ausgangsfunktion

von (AWP) herleiten. Dazu miissen die Kerne berechnet werden. Ein wichti-
ges Hilfsmittel ist Variation der Konstanten. Setzt man

b(t) := 322, Nix(t)ui(t) + Buft)

in die Formel (B.27) ein fiir ein vorgegebenes u € L*°([0,T],R™) mit zug.
Losung z(-) von (AWP), so erhilt man

0

(u)(t) = CeMay + / t CeAt=2) (f; N;z(s)u;(s) + Bu(s)) ds.  (4.2)

Beispiel 4.6 (Lineare Systeme). Sind die Matrizen Ny, ..., N, gleich Null,
so ist die Volterra-Reihen-Repréasentation gefunden:

t m t
U(u)(t) = C’eAtzE0+/ Ce=) Bu(s)ds = CeAt:vo+Z/ Ce M =9piy,(s)ds |
0 — Jo

(4.3)
wobei b die i-te Spalte von B sei. Die Kerne sind
wo(t) = Cetay (4.4a)
wi(t,s) = Cert=9p (4.4Db)
Wiy i (L, sk) =0 Vk > 2. (4.4c)

Sonst 148t sich keine direkte Abhéngigkeit der Ausgangsfunktion von der Ein-
gangsfunktion herleiten, da auf der rechten Seite von (4.2) der Zustandsvektor
x auftaucht. Ein indirekter Ansatz soll helfen die Kerne zu bestimmen: Man
approximiert bilineare Systeme durch lineare, deren Kerne aus (4.4) bekannt
sind, und berechnet die Kerne der Approximation.
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Satz 4.7 (Approximationseigenschaft bilinearer Systeme). Sei z(-) die Losung
von (AWP) bzgl. der Eingangsfunktion u € L*>([0, 7], R™).
Dann existiert eine Folge stetiger Funktionen (xy)reny C C([0, 7], R™) mit

lim zp, =2 (4.5)

k—oo

im normierten Raum (C([0,7],R™), || [|o)-
Die Funktionen erhélt man sukzessiv als Losungen der linearen Differential-
gleichungen

Gi(t) = Azi(t) + Z; Nizpo1(Dwi(t) + Bu(t)  (k=1,2,...)

mit gemeinsamer Anfangsbedingung zx(0) = x, fiir £ > 0.
Beweis. Ich fiithre die ,,Fehlerfunktion*
2k(t) = x(t) — xp(t) (k=0,1,...) (4.7)

ein. Es ist zu zeigen, dass ||z(t)]| gleichméfBig gegen Null konvergiert im
Intervall [0, 7] (fir £ — o0).

Ohne Einschréinkung! sei ||u(t)|| < ¢ fiir alle ¢ € [0, 7.

Variation der Konstanten (B.27) liefert:

2(t) = ety + /t pA(t=5) (i Niz(s)u;(s) + Bu(s)) ds

und

wr(t) = Mg +/0 pAlt=s) (Z Nizg_1(s)ui(s) + Bu(s)) ds (4.8)

Dies setzt man in (4.7) ein und rechnet aus:

2 (t) = /o eAlt=) <Z Nizkl(s)ui(s)) ds

!Wiihle beschriinkten Représentanten aus L> ([0, 7], R™)
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Es gilt folgende Abschitzung fiir alle ¢,s € [0,T],a € R™

k
eA(t_S)ZNiaui(s < HeA(t_S)
i=1
< eI (INiall Jus(s)])
i=1
< E=9)1. 5. WAIRE <M
< max e (;H H) lall < M[al

-~

=M

Also

t
z(t)] < eAt=s) N; z ) uy(s
l2(0)] / Z e 1(5) (o)

< M2/ / ||Zk 2 82 ||dSQdSl ~
g Mk/ / / HZO<SIC)HdSdek71~-dS
0 Jo 0

Mit xo(+), z(+) ist auch zo(-) stetig iiber [0, 7] und es gibt daher eine Konstante
K > 0, so dass

ds<M/ ||zk—1(s)||ds

oIl < & viel0,T].
Und wir folgern fur alle t aus [0, 7:

MT
|| 21 (t) |<MkK/ / / dsydsy_q . d51 < ( X )" K (fir k € Nyp)

*
k!
Schlieflich
(MT
Z||zk||0<z )K KM < 0o
k=0
und somit ||zx|lo — 0 fir k — co. O

Wir fithren die Funktionenfolge (py)gen mit
Po ‘= To , P ‘= T — X1 (k:1,2,>

ein, um den Limes (4.5) als Reihe in C([0,T], R™) auszuwerten:

l 00
x:hmxl:hm(a:o —I—Zxk—mkl):Zpk (4.9)
' k=1 i=0

l—0o0 l—0o0
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Insbesondere gilt dann punktweise
=> () VEe[0,T]. (4.10)

Die Funktion py(t) ist die Losung von (4.6), d.h.

mo ot
po(t) = etay + Z/ eApiy, (s)ds (4.11)
i=1 70

Durch sukzessive Substituitionen mittels (4.8) erhalten wir eine &hnliche Dar-
stellung fiir die restlichen Funktionen py(t), falls £ > 1:

48
pelt) = 24(t) — e (t) 2 3 / AN, sy (51) s (51)dsy
= ——
48) s
> [ e,

Z/ Afs1— sz)NiQPk_Q(SQ)uw(@)ng} g, (51)ds;
i1=1

i2=1
_Z/ A(t— S1)N {Z/ eAls1—s2) ZQ{Z/ A(sz—s3) N, ...

i1=1 ig=1 iz3=1

{Z/ A(sp—1—5k) “fli Askx0+ Z / A(sp— 5k+1)bik+1,
=1

lk+1 1

Uiy, (skH)dskH} (7 (sk)dsk] . ui3(33)d83] Ui, (82)d52] wi, (s1)dsy
(4.12)

Wir nutzen die Linearitéten in (4.12), um die Integrale und das Pluszeichen
nach auflen zu ziehen, und setzen das Ergebnis zusammen mit (4.11) in die
Reihe (4.10) ein. Auf diese Weise gewinnen wir eine Darstellung des Zu-
stands x(t), die nur von der Eingabefunktion u(-) und dem Anfangszustand
xo abhéngt. Derartige Darstellungen nennt man Input-to-State Reprdsenta-
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tionen:
z(t) = e+ (4.13a)

mooat
+Z/ A=y, (5)ds+ (4.13b)

N S / / / A=) N, Ab1=s2) (4.13c)
k=1 i1,eyipy1=1"0
AT N Ay (1), (82) - iy (Sp1)ds™!
+Z Z / / / Alt=s1) , AG1=s2) (4.13d)
k=1 11,...,ix=1 0

Alr=o0) Ny A% g, (s1)ugy (s2) - - wg (si)ds”

Der Ausdruck lasst sich weiter vereinfachen, indem wir (4.13b) und (4.13c)
zusammenfassen zu

R

k= O’Ll, ,Zk+1 1

A(sg—1— Sk)N e A(sg—8k+1 blk+1u'1(81)ui2(82)"'uik+1<$k+1)dsk+l :

und den Index k inkrementiern

R

k=1 i1,...,0=1
Alsk—2=si-) N, eAlk—1=s0)pig, (51w, (s9) . . . wg, (51,)ds” .

Indem wir die rechte Seite von (4.13) von links mit der Matrix C' multiplizie-

ren, erhalten wir die Ausgangsgrofie y(t) = Cx(t). Sie entspricht dem Wert
der Responsefunktion A(¢;u).

Lemma 4.8 (Zerlegungseigenschaft der Responsefunktion). Die Response-
funktion des bilinearen Systems (AWP) lafit sich zerlegen in die Summe

)‘(t; u) = /\2:0 (t; u) + )‘u(tv u) + /\xou(t; u)
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von drei Termen, die sich jeweils in Volterra-Reihen entwickeln lassen:

Mg (t;u) = Cetay

tu Z Z / / / A(t—s1) N; eA(sl 52)N

k= 111, lk 1

eAlsk—2— S’“l)N- Alse—1—sk bikuil(sl)uh(Sg) T (sk)dsk,

a:ou t u Z Z /0/ / CeAlt=s1) A(51 52)]\7

k=1 1i1,...,ixg=1

Alsk-1- Sk)N eAS’“xoull(sl)uu(sQ) uik(sk)dsk

Der erste Term A, (¢;u) ist der sogenannte Zero-Input Response—er ent-
spricht dem Wert der Responsefunktion A(t;0) zur Kontrolle u = 0.

Der zweite Term A, (t;u) ist der sogenannte Zero-State Response—er be-
stimmt den Teil der Ausgangsgrofie y(t) := A(t;u), der nicht vom Anfangs-
zustand xy abhéngt.

Satz 4.9 (Existenz der Volterra-Reihen-Repriisentation). Fiir alle zuldssigen
Kontrollfunktionen u(-) ist die Reihe

a m t s1 Sk_1
Z Z / / “e Wiy ..., (t, Sty ,sk)uil (81) s Uy, (sk)dsk .o.dsy
k‘zl il ..... Zk:1 0 0 0

mit den Kernen

wo(t) = Celzy | (4.14)
wil (t, 81) = C@A(t_sl)(bil + Ni16A51I0> s
Wiy (t, Sk) = (OeAlt—s1) 'NileA(81_82)'
.]\[}i2 eA(82_83).

N,

1k—1

eA(Sk 1—5k) (b’bk + N; eAs’“:Eg) Vk > 2

absolut konvergent in C'([0,T],R?), d.h. > 7, ]lo < oo.
Die Volterra-Reihen-Reprasentation der Ein-Ausgangsfunktion des bilinearen
Systems (AWP) ist gefunden.

Beweis. 1. Die Konvergenz in C'([0,7T],RY) folgt bereits aus Satz 4.7. Denn
die Funktionenfolge x(-) von dort entspricht nach Konstruktion (4.9) genau
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den Partialsummen der Volterra-Reihe (bis auf Linksmultiplikation mit der
Matrix C'). Weil jede absolut konvergente Reihe im Banachraum C'([0, T'], R?)
konvergiert, wird dies gleich nochmals bewiesen. Wegen Lemma 4.8 sind dann
alle Bedingungen aus Definition 4.2 durch die gewéahlten Kerne erfiillt.

2. Wir zeigen zunéchst, dass die Kerne auf ihrem Definitionsbereich eine
Wachstumsbedingung erfiillen:
Es existieren reelle Zahlen K > 0 und M > 0, so dass

szllk(ta 817"'78k)H < KMk (415>
firalle 0 < s, <...<s; <t <T, k>0 und allen Multiindizes (i; . .. 1)
mit Elementen q,. .., aus der Menge {1,...,m}.
Setze dazu

K, := max |le] ,

te[0,T)
Ky =max {1, || N],...,||Nnll} ,
Kp ::maX{Hble--,HbmH} :

Es gilt:
||wi1...ik (ta Sk)H :||O€A(t_81)Ni1eA(SI_S2) s Nik—leA(Sk_l_Sk)(NikeASkxO + bZk)”
<[IC|J- [l |- |G |- le =2 [[ Ny |- e =20
S(INa I e - ol + 116
<||CIIEA" K"~ (K Kallzol| + Kg)
=KA*Ex*(||C|| Kallwoll + |CIIEBKR)
Wihle nun K = ||C||Kallzo| + |C|KpKy' und M := K Ky, um die

Bedingung (4.15) zu erfiillen.
Jetzt konnen wir das Integral abschétzen:

t S1 Sk—1
H / / . / Wiy (2, sM)u;, (s1) . . i, (s )dsg .. . dsy
0 0 0
t s1 Sk—1 X
< ] e ) sl s (sl

tk
< iy floo =+ = iy lloo K M* =

k!
MT K
LTSS "

<K
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Insgesamt gilt
(@)l +

oo m t ey .
Z Z /0 /0 Ce /O Wiy ..ig, (t, Sk)uil (51> C UG, (3k>d8k
k=1""14

UL geney ik::l
o (MM ||ul|o)"
<K o < K exp(mMT||ul|s) < oo .
k=0

0

Die absolute Konvergenz ist bewiesen. ]

Bemerkung 4.10. Es gibt eine weitere Moglichkeit, die Volterra-Reihen-
Représentation von W herzuleiten. Die Vorgehensweise ist sehr elegant bei
homogenen Systemen und 148t sich problemlos auf nichtautonome Systeme
anwenden. Betrachte etwa das homogene bilineare System in R" mit Ausgang

m

B(t) = A(t)z(t) + Y w(t)Ni(t)z(t) , u(-) € L*([0,T,R™) , x(t) €R",
i=1

y(t) =Cux(t), y(t) eR?, t€ by, 1],

l’(to) =X ,

gegeben durch messbare, (essentielle) beschrankte Funktionen A, Ny, ..., N, :

[0,7] — R™" und einer n x n Matrix C.
Mit X () := ®(-;tp,u) bezeichnen wir die Fundamentallésung des assoziier-

ten Matrixsystems zur Kontrolle u. Durch die Substituition
Z(t) = ®to;1,0) X (1)
erhalten wir ein ,dquivalentes Matrixsystem, in dessen Systemgleichung die

Matrix A(t) eliminiert ist. Ahnlich wie in (2.22), ist dieses System folgender-
maflen bestimmt:

Z(t) = (i uku)@(to;t,owk(t)@(t;to,m) Z(6) = U () Z(1)

J/

:=?/'r(t)

(Diese Gleichung erhdlt man direkt durch Ableiten mittels Produktregel un-
ter Beriicksichtigung der Regeln aus Folgerung 2.21.)
Zur Vereinfachung setzen wir F(t) := ®(to;t,0) Ng(t)P(t; to,0). Wir kénnen
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nun Z(t) in eine Neumann-Reihe entwickeln. Dies ergibt

00 t s1 s2 Sk—1
Z(t):I—i-Z/ / / / U(s1)U(sg)...U(sg)dsy...dssds) =
k=1 “Yto Jto to to
S L3 t s1 Sk—1
I+Z Z / / / Fi(s1) .. Fy (s1) wiy(s1) - . ug, (s3)ds™ .
to Jto to

k=1 i1,...,i,=1

Wegen y(t) = Cx(t) = CX(t)xg = CP(t;t9,0)Z(t)x0, folgt

o0 m t S1 Sk—1
y(t) = C@(t, to, 0)330 + Z Z / / Ce / wilmik (t, St1ye .y Sk)'
=1 to Jto to

k=1 i1,....i5=

Uy ($1)Uiy(S2) - .uik(sk)dsk
mit den Kernen

Wiy (1, %) = C - ®(t; 51,0) Ny, (81)-
-®(s1;52,0) Ny, (52)-
-®(s9; 53,0) Ny, (s3)-

D(sk_1; 5k, 0) Ny, (s)- P(sk; to, 0)xg Vk>1.

Indem wir ®(sg_1;sk,0) 1= eAk-1=5) ynd ¢, := 0 setzen, gewinnen wir ge-

nau die Volterra-Reihe aus Satz 4.9—angewandt auf das homogene System
(AWP) mit B = 0.

Mit Variation der Konstanten kénnten wir auch die Volterra-Reihen-Représen-
tation beziiglich inhomogener bilinearer Systeme der Form

m

#(t) = AW2(0) + > wON(Or(t) + BEult) , u(t) €R™, o{t) €R".
y(t) = Ca(t) , y(t) ERT, te[to,T].

.T(to) = XZo ,

mit zusétzlicher messbarer und (essentiell) beschréankter Funktion B : [0, 7] —
R™ ™ herleiten. Dies wére allerdings sehr miihsam, weswegen nur das Er-
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gebnis in Form der zugehorigen Volterra-Kerne angegeben wird:
wo(t) = CP(t; o, 0)o ,
wi, (t, s1) = CO(t;51,0) (0" (1) + Ny, (s1)@(s1; to, 0)0)
Wiy i, (1, 8%) = C®(t;51,0) -N;, (51)D(51; 82, 0)-
“Niy (52)P(825 83, 0)-
“Nig (83) (835 84, 0)-

'Nik_l(sk—l)q’(sk—l; Sk,O)'
. (blk (Sk) + Nik(Sk)(I)(Sk; to, 0)1‘0) ,
wobei b (t) = B(t)-e;, und k > 2.

Beispiel 4.11. Zur Ubung berechnen wir die Volterra-Reihen-Représentati-
on des Oszillator-Modells (leicht modifiziert) aus Beispiel 2.15

I.l . 0 1 I + 0 0 T
zo)  \—w? 0) \ 29 “\ 210 T )
_ 2
=(1 0) (xQ) u(t) eR, X =R
beziiglich der Anfangsbedingung x(0) = ().

w
(Vorsicht: Hier bezeichnet w ausnahmsweise eine physikalische Konstante.)

MAPLE berechnet die Matrixexponentialfunktion

At i ﬁ o 1\" ~( cos(wt)  Lsin(wt)

© = k! —w? 0) = \—wsin(wt) cos(wt) ) -
Wir wihlen in (4.14) C' = €}, b = 0, N; = (—ep)e und 2y = eyw, um
die Kerne &y und @;, ; zu bestimmen. (Dabei ist e, der k-te kanonische

Einheitsvektor des R?.) Es folgt

At

Qo(t) = Cetay = eteMeqw = sin(wt) |

O11,.1(t, s )_e*eA(t Sl)( e2): GTGA(Sl 82)( es):

. eTeA(SQ_S'?’)(_eQ).
cefeAr-1msn) (_ey). et ek eyw
(—1)F o .
= ——"sin (w(t — 51)) Hsm (w(siz1 — 1)) | sin(wsy), k> 1,
w
1=2
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SchlieBlich ergibt sich:

U(u)(t) = sin(wt)+

+Z// =T (H 1—sl>>)-

-sin(wsg)u(sy)u(ssz) ... u(sg)dsy . . . dsads;

4.3 Eindeutigkeit der Volterra-Reihen-Repra-
sentation

Indem wir die Volterra-Reihe aus Definition 4.2 abbrechen, kénnen wir die
Ein-Ausgangsfunktion ¥ approximieren. Der Fehlerterm dieser Approxima-
tion laft sich mit Hilfe des Landau-Symbols beschreiben.

Bezeichnung 4.12. Es seien Uy,V, zwei Abbildungen von L*([0, 7], R™)
nach C°([0, 7], RY) und u,uy € L>=([0,T],R™). Die Notation

Uy (u) = Wy(u) + o(||ulll,) fiir u — wug
bedeutet, dass fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
191 (u) = a(u)lo < ellulls
fir alle v mit ||u — upl|o < 9.
Definition 4.13. Man sagt, die Ein-Ausgangsfunktion
U L2([0,T],R™) — C°([0, T],R?)

hat eine Volterra-Entwicklung der Ldnge [, falls es zu jedem Multiindex
(i1 ...1x) der Liange k € {1,...,l}, mit Elementen iy, ..., aus der Menge
{1,...,m}, eine Funktion w;, ,, gibt, so dass alle Funktionen w;, ; zusam-
men mit einer weiteren Funktion wy die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. wy ist eine stetige Funktion der Form wy : [0,7] — RY.

2. Jedes wj, ;, ist eine stetige Funktion der Form w;, ;, : Dy — RY, definiert
iiber der Menge

Dp:={(t,s1,...,8,) | 0< s, < ... <5<t <T} .
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3. Es ist
W (u)(t) = wolt (4.17)
> > [ / T e ) s+ o)

fiir u — 0. (Dabei ist [;°:= [.)

Satz 4.14. Die Ein-Ausgangsfunktion ¥ : L>([0,T],R™) — C°([0,T],R?)
eines Systems X besitze eine Volterra-Reihen-Reprisentation. Angenommen,
es existieren reelle Zahlen K > 0 und M > 0, so dass die Volterra-Kerne
dieser Repréasentation auf ihrem Definitionsbereich der Wachstumsbedingung

lwoo@®ll < K, lwiya (8, 85| < KEM* (4.18)

fiir alle £ € N und allen Multiindizes geniigen.
Dann hat W eine Volterra-Reihen Entwicklung beliebiger Liange [ > 0, welche
durch die [-te Partialsumme gegeben ist.

Beweis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Definition 4.2.

1. Bricht man die Volterra-Reihe aus Definition 4.2 nach dem [-ten Summan-
den ab, so bleibt ein Restterm der Form

Ry (u Z Z / / / Wiy (1, 8%, (51) . - wg, (s)ds”

k=l+111,..., =1

Um die Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dass
Rit(u) = o([Julls) fiwu—0.
2. Wir fiihren fiir alle £ € N die Konstanten
Co:=K  und Cy := K(mTM)*

ein. Analog zu (4.16) gewinnen wir aus der Wachstumsbedingung (4.18) die
Abschétzungen

tgl(?%{]( Z / / / lwiy . i, (t, s )||dskdsk 1. s1> < (4

-----

und maxyeo,r) |wo(t)]| < C fiir alle & € N und allen Multiindizes.
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3. Wie jede geometrische Reihe hat auch die Potenzreihe Y ;-  Ci2" einen
positiven Konvergenzradius. Insbesondere ist

x
= Z C’krk_(lﬂ) < oo flreinr>0.
k=i+1

Es folgt fiir alle ¢ € [0,7] und w € L*([0,T], R™) mit ||u|le < 7:

ENOOEDS (Z / Lo [ et e Hqu)

< Z Chllull5H =D = € i

k=l+1
Dies impliziert
[Birlly
e =
lel=o e
u#£0
und somit die Behauptung R, (u) = o(||ul|’,) fir u — 0. O

Bemerkung 4.15. Wir kénnen aus der Wachstumsbedingung (4.18) und
der Stetigkeit der Kerne die absolute Konvergenz einer Volterra-Reihe in
C°([0,T],RY) ableiten, falls die Kontrollen u geniigend klein sind. Wie wir im
letzten Beweis gesehen haben, wird ndmlich die Reihe der Normen durch eine
geometrische Reihe majorisiert. Dass die Kerne unseres bilinearen Systems
(AWP) die Bedingung (4.18) erfiillen, wird im Beweis von Satz 4.9 gezeigt.
Die Tatsache, dass der Restterm solcher Systeme von Ordnung o(||u|',) fiir
u — 0 ist, wird die Grundlage bei der Analyse der Volterra-Reihen-Repréasen-
tation hinsichtlich der Eindeutigkeit seiner Kerne bilden.

Satz 4.16 (Eindeutigkeit). Es seien Wy,¥5 zwei Ein-Ausgangsfunktionen der
Form W : L*([0,T],R™) — C°([0, T],R?), welche eine Volterra-Entwicklung
der Lénge [ besitzen. Ist

Uy (u) = Wy(u) + of||lull',) fir u — 0, (4.19)

so stimmen die Kerne w;, ;, (t, s"") der Volterra-Entwicklung von W, und die
Kerne @;, . ;, (t, s*) der Volterra-Entwicklung von W, {iberein, d.h

Wy = (DO llHd wllzk = J)ll%k Vl S k? S l .

(Zur Vereinfachung, werde durch (i; . . . ix) ein beliebiger Multiindex der Lange
k mit Elementen in {1,...,m} reprisentiert.)



4.3 EINDEUTIGKEIT 117

Beweis. 1. Wahle die Steuerung v = 0, um wy(t) = @y(t) zu zeigen.

2. Als néchstes zeigen wir

t S1 Sk—1
/ / . / [wiln_ik (t, Sk)—(:)“zk (t, sk)]uil (81) - Uy, (sk)dsk =0
0 JO 0
Yu e L=([0,T],R™), V1 <k<l. (4.20)

Angenommen, dies ist falsch. Dann bezeiche r € {1,...,[} den kleinstmogli-
chen Index, so dass

t 51 Sr—1
/ / .. / [Wiy i (E,87) — @iy i (8N g, (51) « - (8p)ds" = 2 £ 0
0 0 0

fiir eine Kontrolle .

Setze v, = %u fiir eine natiirliche Zahl n und wihle ein beliebiges ¢ > 0.
Nach Voraussetzung (4.19) und der Minimalitdtseigenschaft von r gilt bzgl.
der Kontrollfunktion v,

S0 S [ [ e )

VL geeey lkil

g, (51) ... g, (s5)ds”

< (3 llullw)
fiir alle n € N geniigend grof. Multiplikation mit n" ergibt:

l

2 nkH <en ! ull’,
k=r+1

Die linke Seite der Ungleichung konvergiert gegen ||z|| > 0 fir n — oo,
wahrend die rechte beliebig klein gemacht werden kann (e frei wéhlbar). Das
ist ein Widerspruch. Also existiert kein solches 7.

3. Um den Beweis abzuschliefien, zeigen wir, dass (4.20) die Gleichung
Wiy (t,8%) = @y, (¢, s%) impliziert fiir 1 < k < [. Exemplarisch wird nur
der Fall k = 2 vorgefiihrt. Der allgemeine Fall wird analog bewiesen. Sei jetzt
a € (0, 7). Wir definieren die Eingabefunktion v komponentenweise

(s) = n, fallsa—%gsga
YilS) =90, sonst
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(¢ =1,...m) und setzen sie in (4.20) ein. Wir stellen fest, indem wir a und

n variieren, dass
a s1
~ 2
/ / [wilh (t, S1, 82) — Wiy i (t, S1, 82)]71 dSQdSl =0
1 1
a——Ja—=
n n

fiir alle 0 < a <t < T und alle n € N. Folglich gilt unter Ausnutzung der
Substituitionsregel und des Satzes der majorisierten Konvergenz

a s1
lim ’I’L2/ ) / . [wil’i? (t, S, 82) — (Dil,iz (t, S1, 82)] dSQdSl =0
a—=Ja—=—

n—o0
0 s1

= lim n2/ / [wil,zé — J)il,ig](ta S1+a,Se + CL) dsods; =0
n—o0 1 )1

n—oo

= / / lim [wy, 4y — @iy ) (2, i +a,— 52 + a) dsads; =0
n

1 e

0 s1
S S
= lim / / [wil’b — inl,ig](ty 21 + a, 22 -+ a) dSQdSl =0
n n

= [Wiyi» — Wiyin) (t, 050 / / 1 dsods; = 21 Wiy iy — Wiy o) (ta,a) =0
= wi, i, (L a,a) — &4y 4yt a,a) =0 .
Da w;, ;, — @i, 4, stetig ist, ist auch w;, 4, (¢,0,0) — @&;, 4, (¢,0,0). Also
Wiy (t, a,a) — @i 4, (t,a,a) =0 VO<a<t<T.

4. Nun verwenden wir in (4.20) die Kontrolle

n, fallsa—%g <a
u;i(s) ;=4 n, fallsb— % <s<b
0, sonst
firi=1,...,m, wobei 0 < b < a <t <T. Wir lassen wieder n — oo gehen

und erhalten diesmal

a b
O—hm / / —l—n/ / ..—I—n2/ /
n—oo b—1 Jp-1 a—L1 Jp—1

- 3 [wll ,i2 wll 12](t a CL) + 3 B [wll i2 wu '52](t7 b7 b) + [wi17i2 - <"Nji1,i2](t7 a, b)

3. ~
- [wil,%é - wi1,i2](t7 a, b) .

Aus Stetigkeitsgriinden folgt
wilﬂé(t,a,b)—J)il,h(t,a,b) :0 VOSbSaStST

Die Kerne stimmen somit auf ihrem Definitionsbereich iiberein, was zu zeigen
O

war.
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Folgerung 4.17. Angenommen, wir fordern, dass die Kerne einer Volterra-
Reihen-Repréasentation die Wachstumsbedingung (4.18) erfiillen miissen.
Dann ist Volterra-Reihen-Représentation der Ein-Ausgangsfunktion

T L([0,T],R™) — C°([0, T], R?)

eines Systems Y eindeutig, sofern existent. Insbesondere gilt dies fiir unser
bilineares System (AWP).

Beweis. Nach Satz 4.14 und Voraussetzung hat jede Ein-Ausgangsfunktion
¥, die eine Volterra-Reihen-Représentation mit Kernen w;,  ;, besitzt, eine
Volterra-Reihen Entwicklung beliebiger Lénge [, gegeben durch die [-te Par-
tialsumme ihrer Volterra-Reihe. Indem wir die Volterra-Reihe einer—mdogli-
cherweise anderen—Représentation von W nach dem [-ten Summanden ab-
rechen, erhalten wir eine weitere Ein-Ausgangsfunktion ¥y, die

U(u) = Uy(u) + o(||Jul|%.) fir u — 0

erfiillt. Die Eindeutigkeit gem&f Satz 4.16 impliziert, dass die Kerne w;, _;, fiir
k <[ eindeutig bestimmt sind. Da [ beliebig wéhlbar, folgt die Behauptung.
O

4.4 Endliche Volterra-Entwicklung

Definition 4.18. Wir sagen, dass die Ein-Ausgangsfunktion ¥ eine endliche
Volterra- Entwicklung der Lange [ besitzt, wenn sie eine Volterra-Entwicklung
der Linge [ ohne Restterm o(||u||%,) hat.

Héufig teilt man bilineare Systeme mit Ausgang in zwei Klassen ein:

(i) Die Klasse der schwachen bilinearen Systeme, deren Ein-Ausgangsfunk-
tion eine endliche Volterra-Entwicklung besitzt. Solche Systeme lassen
sich als ein Gebilde endlich vieler linearer Teilsysteme auffassen, die
wie in Satz 4.7 ineinander ,,verschachtelt® sind.

(ii) Die Klasse der starken bilinearen Systeme, deren Ein-Ausgangsfunktion
keine endliche Volterra-Entwicklung besitzt.

Wir wollen nun ein Kriterium fiir die Endlichkeit einer Volterra-Reihe her-
leiten. Dazu fithren wir Begriffe aus der Algebra ein.

Definition 4.19. {A;,..., A,,} sei eine Menge reeller n x n-Matrizen. Dann
bezeichne {41, ..., A, }aa die kleinste (assoziative) Unteralgebra von R™*",
welche die Matrizen A; bis A,, enthalt.

Eine assoziative Algebra heifit nilpotent, falls ein [ € N existiert, so dass jedes
Produkt von [ beliebigen Elementen dieser Algebra verschwindet.
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Satz 4.20. Die Volterra-Reihe mit den Kernen aus (4.14) ist endlich, falls
die assoziative Algebra

{ad"N; |0 <k <n®—1,1<j<m}lan
nilpotent ist, wobei der Operator adffl durch
adyN = N, ad\N = [4, N], ad}N = [A,[A, N]], ad4N = [A, ad’ ' N]

gegeben ist. Insbesondere hat dann die Ein-Ausgangsfunktion ¥ des bilinea-
ren Systems (AWP) eine endliche Volterra-Entwicklung.

Beweis. Die Kerne der Volterra-Reihe sind von der Form

. ) k+1\ __ At —Asy ) Asq
w11~--lk+1 (tv S ) =Ce™ e Nzle :
. e—ASQ Nig eASQ.

. efAs;J, Nig 6A33 X

. G_ASkNikeAsk‘ e—A3k+1 (b’bk;+1 + Nik+1

eAs’c“:BO) )
Anhand der Baker-Hausdorff-Formel (3.19) analysieren wir die Struktur. Es
gilt

e ANt = Ead’;Nj VteR, j=1,....,m.

k=0
Mit den Argumenten aus dem Beweis von Folgerung 3.32 (Stichworte: Cayley-
Hamilton, Abgeschlossenheit) kommen wir zum Schluss

e M NeM € {adiN; |0<k<n?—1,1<j<m}aa .

Der oben angegebene Kern wj, 4, ., enthélt also ein Produkt von k& Elemen-
ten aus der Algebra {adZNj |0 < k<n?—1,1<j < m}aa. Ist die
Algebra nilpotent, so verschwinden folglich die Kerne hoherer Ordnung und
die Volterra-Reihe ist endlich. O

Das folgende Beispiel stammt aus [26, p.344].
Beispiel 4.21. Betrachte das System im R®:

Ty U 0

fz T 0 u

3| =1 we |, z(0)=10{, u:( 1)€E2
. U9

Ty T3 0

T T1U2 0
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In der Notation © = Az + ui N1x + usNox + Bu ist A = Ey; + Ey3, Ny = 0,
Ny = E5, b = (1,0,0,0,0) und b* = (0,0, 1,0,0). Als Néchstes werden die
Erzeuger der Algebra {ad’N; | 0 <k <52 —1, 1 < j < 2}xa berechnet:

ad%Ng = N2 = E51 s adzl4N2 = ANQ — NQA =0

Es bleibt {Es5}aa. Offenbar ist die Matrix Es; nilpotent und somit auch
unsere Algebra. Jedes Produkt von zwei Elementen dieser Algebra ist gleich
Null. Wie im Beweis von Satz 4.20 verschwinden alle Kerne w;, ;, mit k > 3.
Die zugehorige Volterra-Reihe ist endlich. Natiirlich hétte man dies auch aus
der Tatsache, dass A,N; und N, stikte untere Dreiecksmatrizen sind, folgern
konnen.

Mit MAPLE koénnen wir die Volterra-Reihe bestimmen, indem wir die Kerne
von Ordnung kleiner 3 berechnen:
x(t) =

/Ot (t S) uy(s)ds + /Ot (t S) up(s)ds + /Ot /081 (%) ua(s1)uy(82)dsadsy

Folgerung 4.22. Angenommen, es sind entweder alle Matrizen aus der Men-
ge {A, Ny,..., N, } strikte obere Dreiecksmatrizen oder alle Matrizen dieser
Menge sind strikte untere Dreiecksmatrizen. Dann ist die Algebra {-}aa tri-
vialerweise nilpotent, und die Ein-Ausgangsfunktion ¥ von (AWP) besitzt
eine endliche Volterra-Entwicklung.

coco |~
o | roo

Bemerkung 4.23. Vergleichbar mit der Kalman-Zerlegung aus der linea-
ren Kontrolltheorie, gibt es auch fiir autonome bilineaere Systeme der Form
(AWP) eine kanonische Zerlegung des Zustandsraums in die direkte Summe
von bestimmten Unterrdumen, welche in [21, p.30] definiert werden. Wir
konnen die Vereinigung der Basen dieser Unterriume als die neue Basis
des Zustandsraums wéhlen, und erhalten durch diesen Koordinatenwech-
sel ein &quivalentes blineares System, das durch die transformierten Ma-
trizen TAT', TN;T', TB und CT " fiir ein T € GL(n;R) gegeben ist
(j = 1,...m). Der Clou ist, dass TAT! und TN,T~! (j = 1,...m) obere
Dreiecksmatrizen sind. Sind es sogar strikte obere Dreiecksmatrizen, so ist
laut Folgerung 4.22 die Volterra-Entwicklung des (un-)transformierten Sys-
tems endlich.

Beispiel 4.24. Die Matrizen A = F3; und N = Ej5 + Fb3 in Sussmanns
Beispiel 3.34 sind strikte obere Dreiecksmatrizen. Offenbar sind Produkte
von drei oder mehr Elementen der Algebra {...}aa gleich Null. Es miissen
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also hochstens die Kerne w;, _;, mit & < 3 berechnet werden.
Die Volterra-Entwicklung der Fundamentallb'sung ist

HORY L [ (1 09
. _ s 00
d(tiu)= (9577 ) + 0000 s)ds + 00

0001 0 \0000 00

4.5 Anwendungen

cooZ

> u(sy)u(sy)ds?.

1
0
0
0

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige Anwendungen angeben, welche
die Volterra-Reihen-Reprisentation von bilinearen Systemen der Form?

i(t) +ZNx wi(t) + Bu(t), tel0,T], (AWP)

z(0) =x9, X :R", U=R"

nutzen.

Numerische Approximation der Losungstrajektorien bilinearer Sys-
teme

Die Volterra-Entwicklung einer zuléssigen Losung von (AWP) ist eine nahe-
liegende Alternative zur diskreten Approximation solcher Lésungen durch nu-
merische Ein- oder Mehrschrittverfahren (z.B. Runge-Kutta-Verfahren). In-
dem man die Lénge der Volterra-Entwicklung geeignet grof§ wahlt, kann eine
beliebig gute Approximation bestimmt werden. Ist die Volterra-Entwicklung
endlich, so kann man aus der Kenntnis der Volterra-Kerne sogar die exakte
Losungstrajektorie fiir jede zulédssige Kontrolle berechnen.

Folgerung 4.25. Es seien ¢ > 0 und § > 0 vorgegeben. Die Konstanten
K, M werden aus dem Beweis von Satz 4.9 {ibernommen. Wir wéhlen ein

I € N, so dass p(mMT4) < 4, wobei pi(s) :== > 2, S], die Restfunktion

der Exponentialreihe ist, und berechnen die Kerne wo( ) und wy, 4, (¢, %)
aus Satz 4.9 fir alle 1 < k < [. Dann existiert fiir jede Losung z(-) von
(AWP), beziiglich einer messbaren Kontrollfunktion u mit ||u|l« < 0, eine
Approximation

Li'(t) = u)()

Z Z // / Wirin (51, s, (51) « iy (s1)dsic - - dsy

k= 121, ,lk 1

so dass ||z(t) — z(t)|| < € fiir alle ¢ € [0, T.

2Hier ist C = I die Matrix in der Ausgangsfunktion.
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Beweis. Es folgt aus Abschitzung (4.16) fiir alle ¢ € [0, T

[l (t) — z(t

)|
>y /0 t /0 /OSk1w¢1...ik(t,sk)ui1(51)...uik(sk)dsk

k=l+111,...,0=1

e k

wobei die Kerne w;, ;, (¢, s*) wie in Satz 4.9 definiert sind. O

Bemerkung 4.26. Durch die Einfiithrung einer Schrittweitensteuerung oder
durch die Verringerung der oberen Schranken K, M aus Abschitzung (4.16)
kénnten wir eine numerische Approximation bestimmen, die mit Kernen nied-
rigerer Ordnung auskommt. Dies wiirde den Rechenaufwand erheblich redu-
zieren.

Beispiel 4.27. Wir wenden uns dem Single-Input System aus Beispiel (3.36)
VAV

()=o) G (B D) () osesr o= ()

mit den Parametern
A:(g(l))v N:(Plg)’ B:O’ ‘(L'O:(_Ol)

Eine Approximation auf dem Zeitintervall [0, 7] (d.h. T' = %) wird angestrebt.
Anhand einer kurzen Rechnung lassen sich schrittweise die Parameter K, M
aus dem Beweis von Satz 4.9 bestimmen:

=1, M=), Ki:= A & 2.057
fooll = 1, e = (31). K= max [l & 2.057
Ky :=max{l,||N||} =1, Kp:=0,
K = Ky ||zo]| = 2.057, M = KKy =~ 2.057
Wir wihlen die Steuerbeschrinkung 6 = 1 und die Fehlertoleranz ¢ = 0.03 .

Die maximale Ordnung [ der benttigten Kerne mufl dann die Ungleichung

approx.

K- p(mMT$) < e B2 2,057 py(3.23113) < 0.03

erfiilllen. Fiir [ = 10 erhalten wir beispielsweise auf der linken Seite den
aufgerundeten Wert 0.028 . Wir berechnen demzufolge die Kerne w;,_;, (¢, s*)
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aus der Volterra-Reihen-Représentation fiir alle 1 < k£ < 10. Dies ergibt
wo(t) = (3"
wi(t,s1) = ("5) ,
Wl..‘l(t; Sk) _ <((7—11))’::1((75—81)(51—52)---(Sk—l—Sk) ) Vik>2.

s1—52)(s2—53)...(Sk—1—5k)

Eine geeignete Approximation zu einer vorgegebenen zuléssigen Kontrolle u
lautet

t
)= () + [ () u(s) ds
( D+ (t—s1)(s1—52)...(sk—1—5k) k
+Z/ / / DR (s1—52)(s2—s3).. (Sk71—sk)> u(s1) .- u(sy) ds” .

Zur Veranschaulichung wéhlen wir die Bang-Bang Kontrolle

1, 0<t<025n
u(t):=4¢ 0, 025m <t<037m |,
1, t > 0.3757

und vergleichen den Verlauf der exakten Losungstrajektorie mit dem Verlauf
der approximierten Trajektorie beziiglich der Kontrolle u. (Die exakte Losung
ist etwa fiir t > 0.375m gegeben durch

®(t — 0.375m;1)- ©(0.1257;0)- @(0.257; 1) (')

wobei @(-;u) die Fundamentallosung von (AWP) bezeichnet.)

02 Jo4 06 0

r-0.2

r-0.4

r-0.6

Abbildung 4.1: Approximierte Losung

Die Abbildung 4.1 soll zeigen, dass die Approximation (rote Kurve) bis zum
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Zeitpunkt t = 2.375m nahezu perfekt ist. Doch anstelle den Kreis zu schlieflen,
wie die optimale blaue Losungskurve, bricht die rote Kurve nach unten weg.
Dennoch ist das Ergebnis unerwartet gut—schliellich wollten wir nur auf

dem Intervall [0, 5] approximieren.

72

Charakterisierung erreichbarer Mengen

Volterra-Reihen erméglichen eine explizite Darstellung der erreichbaren Men-
gen von bilinearen Systemen der Form (AWP). Diese ist bei Systemen mit
endlicher Volterra-Entwicklung besonders gut interpretierbar. Betrachte z.B.
die erreichbare Menge A;(0) des Systems aus Beispiel 4.21:

fol uq(s)ds
fol(l—s)ul(s)ds
A (0) = Jo ua(s)ds uq,ug : [0,1] — [—1, 1] messbar
f&(l—s)uz(s)ds
fol fosl ug(s1)u1(s2)dsadsy

Mit einfachen Uberlegungen kénnen wir nun A; (0) charakterisieren. Zur Ver-
einfachung werden nur geometrische Eigenschaften der Projektion von 4;(0)
auf die x1xox5-Ebene angegeben:

e Die Projektion von 4;(0) auf die z;-Achse ist gleich [—1, 1].

e Die Projektion auf die 2o- bzw. x5-Achse ist gleich [—3, 1].

e Die Projektion auf die x1xo-Ebene ist konvex.

e Die Projektion auf die xixox5-Ebene ist punktsymmetrisch zum Ur-
sprung, achsensymmetrisch bzgl. der x5-Achse und flichensymmetrisch
bzgl. der zixo-Ebene.

Abbildung 4.2 zeigt die Projektion von A;(0) auf die zyzo-Ebene. Dies ist

anscheinend eine konvexe Menge innerhalb des Gebiets [—1,1] x [—1,1].

0.47

0.2

05 1

Abbildung 4.2: Projektion aus der Vogelperspektive
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Um die Symmetrieeigenschaften zu veranschaulichen, ist die Projektion von
A;(0) auf die xyz9z5-Ebene aus zwei verschiedenen Perspektiven in Abbil-
dung 4.3 dargestellt.

Natiirlich handelt es sich bei den Plots nur um Approximationen, fiir die
immerhin mehr als 100000 erreichbare Punkte berechnet wurden, die von
stiickweise konstanten Bang-Bang Funktionen u : [0,1] — {( T} )} mit bis zu
10 zufillig bestimmten Sprungstellen angesteuert worden waren.

0.49

0.2

03

029

0,47

a0z 0 0204 1

-1 04 1] 05 1 -

Abbildung 4.3: Projektion auf zz9x5-Ebene

Nikolay Kirov untersucht in [26, p.344] dasselbe System und berechnet dort
vergleichbare Plots. Er verwendet ebenfalls stiickweise konstanten Kontrol-
len, und setzt diese in die endliche Volterra-Entwicklung ein. Im Gegensatz zu
dieser Vorgehensweise habe ich die erreichbaren Punkte meiner Approximati-
on iiber die Fundamentallosungen ® ( ; (ii )) des homogenisierten Systems

kalkuliert.



Ausblick

Die Diplomarbeit war gedacht als Einfiihrung in die Klasse der bilinearen Sys-
teme. Der Leser sollte sich vom Umfang der Arbeit nicht tduschen lassen—
viele Aspekte wurden nur kurz oder gar nicht angesprochen. Ich mochte daher
einige moglichen Anwendungen und Weiterentwicklungen aufzeigen.

In Abschnitt 3.2 wurde ein Zusammenhang zur Lie-Theorie hergestellt. Wie
man in [13], [2] und [3] nachlesen kann, konnen Resultate aus der Lie-Theorie
verwendet werden, um fiir autonome homogene bilineare Systeme eine Kon-
trolltheorie analog zu der von linearen Systemen mit Prinzipien wie Kontrol-
lierbarkeit und Beobachtbarkeit aufzubauen. Eine Schliisselfrage ist, ob die
erreichbare Menge von der Einheitsmatrix (bzgl. des assoziierten Matrixsys-
tems) die gesamte Lie-Gruppe bildet, auf der das System definiert ist.
Ergebnisse aus Abschnitt 3.5—insbesondere das Maximumprinzip, die Kon-
vexitatsaussagen und das schwache Bang-Bang Prinzip—koénnten die Grund-
lage fiir Optimierungsverfahren im Rahmen der bilinearen Systeme von Rang
1 schaffen.

Die Bemerkung 3.90 verweist auf einen Artikel von Otomar Hajek [10], in wel-
chem die Theorie aus Abschnitt 3.5.2 auf eine grofiere Kategorie von Spalten-
Kontrollsystemen verallgemeinert wird. Die Klasse der Zeilen-Kontrollsys-
teme scheint dagegen nicht nédher untersucht zu sein ...

In Kapitel 4 berechneten wir die Volterra-Reihen-Repréasentation der Ein-
Ausgangsfunktion bilinearer Systeme. Die Ad-Hoc-Anwendungen aus Ab-
schnitt 4.5 verdienen groflere Aufmerksamkeit und kénnten systematisch aus-
gebaut werden. Die Losungen von bilinearen Systemen kénnen nicht nur in
Volterra-Reihen entwickelt werden: Ein Vergleich zur sog. Fliess-Entwicklung
[12] wére interessant.

Bei der Berechnung der Volterra-Kerne sind wir immer davon ausgegan-
gen, dass die Zustandsraumdarstellung des vorgegebenen bilinearen Systems
vollstandig bekannt ist. Ein Physiker, der ein weitgehend unbekanntes System
anhand seines Ein-Ausgangsverhaltens analysieren will, wird genau anders-
herum vorgehen: Anhand von Messdaten und Experimenten kann er eventu-
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ell die Ein-Ausgangsfunktion des untersuchten Systems durch eine endliche
Volterra-Entwicklung approximieren, die er unter Umsténden durch ein bi-
lineares System realisieren kann (d.h. dieses bilineare System besitzt genau
das Ein-Ausgangsverhalten des unbekannten Systems). Es stellt sich automa-
tisch die Frage, ob eine endliche Volterra-Entwicklung durch ein bilineares
System realisiert werden kann. Roger W. Brockett leitet in [4] eine notwendi-
ge und hinreichende Bedingung her. Weitere Informationen und Anregungen
aus dem Gebiet der Realisierung und Identifikation findet man in [22] und
21].



Anhang A

Konzepte aus der
Funktionalanalysis

A.1 Normierte Riume
Es sei K = R oder C, U sei ein metrischer Raum und I ein reelles Intervall.

Definition A.1. Das Paar (X, ||-||), bestehend aus einem K-Vektorraum
X und einer Norm |- ||, ist ein normierter Raum. Um Verwechslungen zu
vermeiden, schreiben wir auch |[|-||x statt ||-||.

Ein normierter Raum wird zum metrischen Raum (X,d), wenn man die
Metrik definiert als d(z,y) := ||z — y||.

Ein vollstdndig normierter Raum heiit Banachraum. Banachrdume, deren
Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird (||z| := (x,2)'/?), nennt man
Hilbertrdume.

Bevor wir uns normierten Funktionenrdumen zuwenden, nutzen wir die Gele-
genheit, um einige relevante Funktionenklassen und Begriffe aus der Lebesgue-
Theorie einzufiihren.

Definition A.2. Eine Funktion f : [a,b] — U (mit a < b) heiBt Treppen-
funktion, falls es eine endliche Zerlegung

a=a1 < ar<...<ap=>
von [a, b] gibt, so dass die Restriktion f|(4, q,,,) konstant ist (¢ = 1,..., k—1).
Wir sagen, eine Funktion f : I — U ist stiickweise konstant, falls jede Re-
striktion von f auf ein kompaktes Teilintervall von I eine Treppenfunktion

ist.
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Sprechweise A.3. Wir sagen, dass eine , Eigenschaft® fast iberall (kurz:
f.ii.) giltig ist, falls die Menge der Elemente, fir die diese Eigenschaft nicht
gilt, eine (Lebesgue-) Nullmenge ist.

So stimmen z.B. zwei Funktionen f,g : I — U genau dann fast iiberall
iiberein, wenn die Menge

{tell|ft)#gt)}

eine Nullmenge ist.
Gelegentlich sagt man auch, dass eine Eigenschaft fiir fast alle Elemente
giiltig ist, anstelle zu sagen, dass sie fast iiberall giiltig ist.

Definition A.4. Eine Funktion f : I — U heifit (Lebesgue-) messbar, falls
es eine Folge stiickweise konstanter Funktionen (f;);en gibt, die fast tiberall
gegen f konvergiert (d.h. die Menge {t € I | fi(t) / f(t)} ist eine Nullmen-

ge).

Definition A.5. Eine messbare Funktion f : I — U ist essentiell beschrdnkt,
falls eine kompakte Menge K C U existiert, so dass f(t) € K fiir fast alle
t € I. Sie ist lokal essentiell beschréinkt, falls jede Restriktion von f auf ein
beschrénktes Teilintervall von I essentiell beschriankt ist.

Beispiel A.6. Hier sind einige normierte Réume aufgelistet, die in dieser
Arbeit verwendet werden:

1. R™, versehen mit der euklidischen Norm

n 1/2
z][2 = <Z ’$i|2> )
i=1

ist ein Hilbertraum. Zusammen mit der Maximumsnorm

[2]loc = max |z;|
1<i<n

bildet er einen Banachraum.

2. Der Raum C°([a, b], R™) der stetigen Funktionen von [a,b] nach (R", ||-||)
ist ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm

Iflloe = sup [IF(®)] -

te(a,b]

Um eine Verwechslung mit der Maximumsnorm oder der essentiellen Supre-
mumsnorm zu vermeiden, schreiben wir auch || f]|o.
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3. Der Raum R™™™ der reellen n x m- Matrizen, versehen mit der Opera-
tornorm
[All = sup [[Azg~ ,
xER’"L:
llz|lrm <1

ist ein Banachraum.

4. Es bezeichne £2(I,R") den Raum der messbaren, essentiell beschrankten
Funktionen von I nach R™. Dann ist die Menge

L®(1,R™) = L>(I,R") ] ~

der Aquivalenzklassen' von Funktionen aus £°(1,R"), versehen mit der es-
sentiellen Supremumsnorm

[l = ess. sup 1 (6) ||
—inf {M >0 {tel||f

gn > M} ist eine Nullmenge} |

ein Banachraum.

5. Der Raum der quadratintegrablen Funktionen

Ly(la, b],R™) = {f : [a,b] — R"™ messbar

/ " (8) s < oo}

wird zu Hilbertraum Ly([a, b], R") = £([a, b], R™)/ ~ mit Skalarprodukt

(9 = / () 9(s)mnds  Vf.g € La([a, b, R") |

wenn man die Funktionen, die fast iiberall gleich sind, miteinander identifi-
ziert,.

6. Die Menge Q(R") := {A C R | A kompakt, nichtleer} bildet zusammen
mit dem Hausdorffabstand

dy(A, B) :== max {316111: (ggg lla — bHR”) ) ilelg (Clllelg la — b”R") }

einen metrischen Raum. Insbesondere ist dy(A, B) die kleinste Zahl ¢ > 0,
so dass A C B.(B) und B C B.(A).

(Hier bezeichnet die letzte Menge den AbschluB8 von B.(A) = |J,c4 Be(a),
wobei B.(a) = {b € R" | ||a — b||]gn < €} die offene Einheitskugel von
(R™, ]| ||g») mit Radius € ist.)

Lf ~ g bedeutet f(t) = g(t) fiir fast alle t € [
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Bemerkung A.7. Je zwei Normen |||, und |||, auf dem R™ (bzw. R"*™)
sind dquivalent, d.h. es gibt positive Konstanten C, Cs, so dass

Cillzlly < l|zlla < Coll|ls Vr € R" (bzw. R™™) .

Es folgt, dass auf diesen Rdumen sémtliche topologischen Aussagen un-
abhéngig von der gewéahlten Norm gelten.

Wenn nicht anders vorausgesetzt, ist die Norm eines Vektors x € R" stets
die euklidische Norm, d.h. ||z]| = ||z||.

Die folgenden Rechenregeln sollten dem Leser wohlbekannt sein. Zur Erin-
nerung:

(i) Im R” gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwartz:

[z, )* = 2"y * < llzll2- llyllz Vz,y € R

(ii) Aus der Definition der Operatornorm folgt direkt:
[Az] < [|Afl- [« VA€ R™™ zcR"

(iii) Ist A € R™" B € R™™ und = € R", so ist wegen (ii)
[ABz|| < [[A[|- | Bz|| < [|A[l-[[B]|- ||

und daher
[AB| < [|A[[-|1B] -

Den Satz von Arzela-Ascoli wird uns als zentrales Hilfsmittel zum Beweis der
lokalen Existenz von Caratheory-Losungen dienen. Wir werden gleich sehen,
wie dieser Satz in der Funktionalanalysis [27] formuliert wird.

Definition und Lemma A.8. Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind adqui-
valent:

(i) X ist (dberdeckungs-) kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von X be-
sitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

(ii) X ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teil-
folge mit Grenzwert in X.

Satz A.9 (Arzela-Ascoli). Es sei X ein kompakter metrischer Raum und
C°(X,K") der Banachraum aller stetigen Funktionen von X nach K", ver-
sehen mit der Supremumsnorm ||- ||eo.

Eine Teilmenge M C C°(X,K") ist kompakt, falls sie die folgenden Eigen-
schaften erfiillt:
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(i) M ist beschriankt.
(ii) M ist abgeschlossen.
(iii) M ist gleichgradig stetig.

Gelten nur (i) und (iii), so ist zumindest der Abschlu M von M in C°(X,K")
kompalkt.

Beweis. Siehe [27, p.68].

Folgerung A.10. Ist X ein abgeschlossenes Intervall [a, b] in R, und M eine
Folge (zx)ken stetiger Funktionen von [a, b] nach R", so folgt aus den Sétzen
A.8 und A.9:

Falls (x)ren gleichméfig beschrankt und gleichgradig stetig ist, so existiert
eine Teilfolge von (xy)ken, die gleichméBig gegen eine stetige Funktion

x : [a,b] — R™ konvergiert.

A.2 Absolut stetige Funktionen

Es sei [a, b] ein reelles Intervall mit a < b.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in seiner einfachsten
Form [8, Satz 19.3] besagt, dass fur stetig differenzierbare Funktionen f :
[a,b] — R die Integralgleichung

f(t) = f(a)+ /t f'(s)ds Vt € |a, b (A.1)

gilt.
Will man den Hauptsatz auf stetige Funktionen iibertragen, die nur fast
iiberall differenzierbar sind, so muss f eine weitere Voraussetzung erfiillen.

Definition A.11. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit absolut stetig, wenn zu
jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass fiir alle n € N und jeder endlichen
Kette

a1<b1<a2<b2<...<an<bnmitai,bi€[a,b] (Z:L,n)

die Implikation

n

Y bi—a) <d= ) [f(b)— fla)| <e (A.2)

i=1 i=1

gilt.
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Beispiel A.12. Lipschitz-stetige Funktionen sind absolut stetig.
Denn erfiillt f : [a,b] — R die Lipschitzbedingung mit Konstante L, so gilt

D iy [f (i) = flag)| < 3200 Lbi — ag) = LY 7, (bi — ai)
und der rechte Ausdruck wird mit ), (b; — a;) beliebig klein.

Bezeichnung A.13. Mit £!([a, b]) bezeichnen wir die Menge aller iiber [a, b]
Lebesgue-integrierbaren Funktionen, die fast iiberall auf [a, b] definiert sind.

Satz A.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). (i) Sei f(-)
eine absolut stetige Funktion iiber [a, b].

Dann ist f' € £!([a,b]) und
+/ f'(s)ds

(ii) Hat die Funktion f iiber [a, ] die Form

fir alle ¢ € [a, b].

fiir ein p € L'([a, b]), so ist f absolut stetig iiber [a, b].
(In diesem Fall ist wegen (i) p(t) = f'(¢) f.ii. auf [a,b].)

Folgerung A.15.

f absolut stetig iiber [a,b] <= f' € El([a b]) und
/ Fi(s)ds Vi€ la,b

Bemerkung A.16. Jedes Paar absolut stetiger Funktionen f, g : [a,b] — R
besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. f ist stetig und von beschrénkter Variation.

2. f4+gund f-g sind absolut stetig. Ist g stets ungleich Null, so ist auch der
Quotient § absolut stetig.

3. f'(t) = 0 fast iiberall = f konstant.
4. f'(t) < 0 fast tiberall = f monoton fallend.

Es sei bemerkt, dass es stetige Funktionen (z.B. die ,,Cantorsche Funktion®)
gibt, die nicht absolut stetig sind.
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Satz A.17. Ist g : [a,b] — [c, d] absolut stetig und f Lipschitz-stetig, so ist
auch die Komposition f o g absolut stetig.
Beweis. f : |a,b] — R erfiille die Lipschitzbedingung mit Konstante L. Es
gilt:

D 1 (a) = Flglai))l <D Llg(bs) — glai)| = LY lg(bi) — g(as)]

i=1 i=1 i=1
Die rechte Seite der Ungleichung wird mit Y., (b; — a;) beliebig klein, da g
absolut stetig ist. ]

Definition und Lemma A.18. Eine vektorwertige Funktion f : [a, ] — R"
ist genau dann absolut stetig, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Ableitung

h£0

existiert fiir fast alle ¢ € [a, b] und ist integrierbar iiber [a, b].

(ii) Es gilt die Integralgleichung

f(t) = f(a) +/ f'(s)ds Vt € [a,b] .

(Es wird stets komponentenweise integriert.)

A.3 Schwache Konvergenz

Es sei H ein Hilbertraum iiber K = R oder C.
Wir fithren einen aus der Funktionalanalysis bekannten Konvergenzbegriff
ein, der eine Abschwichung zur Konvergenz beziiglich der Norm darstellt.

Definition A.19. Eine Folge (f;) in H konvergiert schwach gegen f € H,
falls

(frh) — (f,h) firk —o0o VheH.

Schreibe kurz: f — f.
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Bemerkung A.20. 1. Konvergiert eine Folge (fx) in H gegen f € H
beziiglich der Norm von H, so spricht man von ,starker Konvergenz“. Wir
schreiben kurz: f, — f oder fi = f. Es gilt aufgrund der Stetigkeit des Ska-
larprodukt, dass aus starker Konvergenz f, — f die schwache Konvergenz

fi = f folgt.

2. Ist K eine dichte Teilmenge von H und (fy) eine beschriankte Folge in H,
so konvergiert (f;) genau dann schwach gegen f € H, wenn

(fi,h) — (f,h) firk —oc0 VheK
gilt.

3. Schwach konvergente Folgen besitzen genau einen Grenzwert.

Satz A.21 (Banach-Saks). Angenommen, f, — f in H. Dann existiert
eine Teilfolge (f,,) € (f,) derart, dass fiir das arithmetische Mittel Fyy :=
%fozl fo,, gilt: Fy = f fir N — oc.

Beweis. Siehe [27, p.223].

Definition A.22. Die schwache Topologie T, ist die ,,schwéchste“ Topologie
auf H, fiir welche die Abbildungen

L,: H—K
fr— A{fh)

stetig sind fiir alle h € H. (Wie diese Topologie konstruiert wird, sieht man
in [27, p.315ff] oder [1, p.217].)

Bemerkung A.23. Versicht man H mit der schwachen Topologie 7, so
erhélt man einen ,lokal konvexen topologischen Vektorraum® (Definition in
[1, p.142]). Insbesondere ist (H,7,) ein Hausdorffraum, in welchem der (to-
pologische) Konvergenzbegriff mit dem Begriff der schwachen Konvergenz
iibereinstimmt.

Sprechweise A.24. Teilmengen von H heiflen schwach (folgen-) kompakt
oder schwach abgeschlossen, wenn sie (folgen-) kompakt bzw. abgeschlossen
beziiglich der schwachen Topologie auf H sind.

Bemerkung A.25. Aus der Topologie ist bekannt, dass im Falle H separa-
bel (dann erfiillt (H,7,) das , 1. Abzéhlbarkeitsaxiom*) das Folgenkriterium
fiir schwache Abgeschlossenheit nicht nur notwendig, sondern auch hinrei-
chend ist. Das bedeutet, eine Teilmenge M C H ist genau dann schwach
abgeschlossen, wenn aus (f) C M und f, — f € H folgt, dass f € M.
Auflerdem sind in diesem Fall schwach folgenkompakt und schwach kompakt
dquivalente Eigenschaften.
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Folgerung A.26. Fiir jede konvexe Teilmenge M eines separablen Hilber-
traumes H gilt:

M schwach abgeschlossen <= M abgeschlossen

Beweis. 1. Es sei M schwach abgeschlossen und (fz) C M eine konvergente
Folge in M mit Grenzwert f € H. Es folgt (fi) — f und f € M.

2. Es sei M abgeschlossen und (fz) C M eine schwach konvergente Folge in
M mit Grenzwert f € H. Nach dem Satz von Banach-Saks A.21 existiert eine
gegen f konvergierende Folge (Fly), deren Elemente eine Konvexkombination
von Elementen aus M bilden. Da M konvex und abgeschlossen ist, mufl
f € M gelten. ]

Satz A.27. Die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) C H ist schwach folgen-
kompakt, d.h. jede Folge in B;(0) besitzt eine schwach konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in B;(0).

Beweis. Siehe [1, p.219]. (Es wird die ,Reflexitdt* des Hilbertraumes H ge-
nutzt.)

Folgerung A.28. Es sei M C H abgeschlossen, beschriankt und konvex.
Dann ist M schwach folgenkompakt. (Im Falle H separabel, ist M sogar
schwach kompakt.)

Beweis. Da M abgeschlossen und konvex ist, ist es zumindest schwach ab-
geschlossen im Sinne des Folgenkriteriums (Satz von Banach-Saks). Aus der
Beschrénktheit von M folgt, dass ein € > 0 existiert, so dass M C B.(0).
Nach Satz A.27 ist m schwach folgenkompakt. Insgesamt folgt, dass jede
Folge (f,) C M eine schwach konvergente Teilfolge (f,,) besitzt mit einem

Grenzwert f € M, d.h. f,,, — fin M. ]
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Anhang B

Caratheodory-Systeme

B.1 Systeme ohne Kontrolle

Es sei I ein Intervall in R.
Betrachte eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

#(t) = f(z(t),t),  f:R"xI—R". (B.1)

Die ,klassische Losung“ von (B.1) ist eine differenzierbare Funktion z(-) auf
einem Intervall J C I, welche diese Gleichung in jedem Punkt ¢ € J erfiillt.
Ist die rechte Seite f(x,t) stetig, so sind die klassischen Losungen genau
durch die Integralgleichung

t
z(t) = x(to) —i—/ f(z(s),s)ds, to € J (B.2)
to
(dabei sei j;'; =— tto fir to > t) gegeben.

Ist allerdings die rechte Seite unstetig, so ist der klassische Losungsbegriff zu
stark. Es geniigt ein einfaches System aus der Physik, um dieses Problem zu
verdeutlichen:

Beispiel B.1. Ein Einkaufswagen bewegt sich entlang einer geraden Stre-
cke. Der Zustand des Einkaufswagen zum Zeitpunkt ¢ > 0 wird durch dessen
Position z(t) und Geschwindigkeit y(t) gegeben. Er wird durch die Beschleu-
nigung u(t) kontrolliert, wobei negative Beschleunigung als Bremsen zu ver-
stehen ist. Natiirlich ist die Beschleunigung beschrénkt. Zur Vereinfachung
wird U = [—1, 1] als Steuerbereich gewahlt und Reibungseffekte werden igno-
riert. Das System kann durch ein lineares Kontrollsystem modelliert werden:

(ngg) N <8 é) (%D + ((1)) u(t), —1<u(t)<1
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Wir wollen den Wagen, ausgehend vom Anfangszustand (), auf dem Zeit-
intervall [0, 2] maximal beschleunigen und danach im Intervall |2, 3] maximal
abbremsen. Um die Geschwindigkeit y(¢) des Einkaufswagens zum Zeitpunkt
t = 3 zu bestimmen, miissen wir die (eindeutige) Losung der Differentialglei-
chung ¢(t) = u(t) mit y(0) = 0 und unstetiger rechter Seite

() = +1 falls0 <t <2
Y=Y 21 falls2<t<3

berechnen, und im Punkt ¢ = 3 auswerten. Aus der Integralgleichung (B.2)
erhélt man die stetige Funktion

(1) = t falls 0 <t < 2
Y=Y 4—t falls2<t<3

Dies ist aber keine klassische Losung, da y(-) an der Stelle ¢ = 2 nicht
differenzierbar ist.

Unser Ziel ist es daher einen allgemeineren Losungsbegriff einzufiihren, der
eindeutige Losungen fiir eine moglichst grofie Klasse von Differentialglei-
chungen mit unstetiger rechter Seite zulédsst. Naheliegend ist es die Funk-
tionen, welche die Integralgleichung (B.2) erfiillen, als Losung von (B.1) zu
deklarieren. Dazu sollte die rechte Seite f(x,t) zumindest die sogenannten
,Caratheodory-Bedingungen® erfiillen:

Bedingung B.2 (Caratheodory-Bedingungen). (C1) x +— f(x,t) ist stetig
fiir alle t € I;

(C2) t f(x,t) ist messbar fiir alle z € R";

(C3) Fiir alle kompakten K C R™ existiert eine lokal! integrierbare
Funktion m : I — R, so dass

|f(z, )| <m(t) Vielzek .

Definition B.3. Sind die Bedingungen (C1)-(C3) erfiillt, so bezeichnen wir
die Gleichung & = f(z,t) auch als Caratheodory-Gleichung.

Im Anhang, Abschnitt A.2, wird der Begriff , absolute Stetigkeit* von Funk-
tionen definiert, die iiber einem kompakten Intervall definiert sind. Dieses
Konzept lésst sich leicht auf offene, halboffene und unbeschrinkte Intervalle
iibertragen:

1d.h. Lebesgue-integrierbar iiber jedem kompakten Teilintervall von I
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Definition B.4. Sei J ein reelles Intervall.
Eine Funktion z : J — R"™ heifit lokal absolut stetig, falls sie absolut stetig
auf jedem kompakten Teilintervall von J ist.

Definition und Satz B.5. Eine Funktion z : J — R” heifit Caratheodory-
Lésung von (B.1) auf J C I, falls sie eine der beiden dquivalenten Bedingun-
gen

(i) z(-) lokal absolut stetig und #(t) = f(z(t),t) fiir fast alle t € J.

(ii) t — f(z(t),t) ist lokal integrierbar tiber J und
t
z(t) = z(a) +/ f(z(s),s)ds  Va,teJ. (B.3)

(Dabei sei fi =— [ fira>t)

erfiillt.
Ist weiter x(tg) = o fiir ein ¢y € J, so ist x(-) eine Caratheodory-Losung des
Anfangswertproblems

z(t) = f(z(t),1), tel, x(to) = o (AWP)
auf dem Intervall J.

Beweis. Die Aquivalenz folgt direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung A.14.

Bemerkung B.6. Falls die rechte Seite f(x,t) stetig ist, so ist die Funktion
z(-) genau dann eine Caratheodory-Losung von (B.1), wenn sie eine klassi-
sche Losung ist. Insbesondere ist dann (B.1) eine Caratheodory-Gleichung.
In diesem Sinne bildet die Caratheodory-Losung eine Verallgemeinerung des
klassischen Losungsbegriffs.

Hilfssatz B.7. Erfiillt (B.1) die Caratheodory-Bedingung (C1), so ist ¢ —
f(x(t),t) messbar fiir jede messbare Funktion z(-).

Beweis. Siehe (23, p.474].

Hilfssatz B.8. Ist = : [—tg, —tp + d] — R™ eine (Caratheodory-) Losung des
zeitumgekehrten Problems

o(t) = —f(z(t), —t), z(—to) = o , (B.4)
so ist Z(t) := x(—t) eine Losung des Ausgangsproblems
i(t) = f(z@t),t),  x(to) = o,
auf dem Intervall [—d + tg, to).
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Satz B.9 (lokale Existenz). Es sei (B.1) eine Caratheodory-Gleichung.
Fiir alle Anfangswerte (z9,%y) € R™ x I existiert ein d > 0 und eine Cara-
theodory-Losung z(-) von (AWP) auf J := [tg — d,to +d] N 1.

Beweis. Wir weisen zunéchst die Existenz eines d > 0 nach, so dass auf
dem Intervall [tg,to + d] N I eine Caratheodory-Losung existiert. Ohne Ein-
schrankung konnen wir voraussetzen, dass zy kein rechter Randpunkt von [/
ist (sonst wihle d > 0 beliebig). Es gibt also ein § > 0, so dass tg+0 € 1. We-
gen Caratheodory-Bedingung (C3) existiert eine lokal integrierbare Funktion
m: 1 — Ry, so dass

I f(z,t)|| <m(t)  Vtel,xe Bs(x).

Die Funktion p(t) := fti m(s)ds ist dann eine monoton wachsende, absolut
stetige Funktion auf [to, 0] mit p(ty) = 0. Wahle 0 < d < §, so dass p(tg+d) <
d, und zerlege [to,to + d] in k > 1 Teilintervalle der Linge h = . Auf
diesen Intervallen [tg + ih,to+ (i + 1)h], i =0,1,...,k — 1, konstruieren wir
schrittweise ,,i — ¢ 4+ 1“ eine approximierende Funktion z(-). Setze dazu

L Zo flir ¢ < to,
wi(t) = { xo + j;i f(ze(s —h),s)ds fir t € [to,to + d]. (B.5)

Um zu priifen, ob dies wohldefiniert ist, benotigen wir die Messbarkeit des
Integranden geméf Hilfssatz B.7 und die integrierbare Majorante m(-). Wir
erhalten (schrittweise) fiir alle t € [to,to + d]

o) =0l < [ 1 anls = 1), 9)ds < [ mls)ds = p(t) < o +) <5,

und entsprechend fiir vorgegebene Zeitpunkte s < t aus [to, to + d]

Jon(®) — au(s)] < [ 17Ganls = 1), 9)lds < [ mis)ds = lo(e) = plo)]

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Funktionenfolge (zy)ren gleichmifig be-
schrankt und gleichgradig stetig ist (zumal p stetig). Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli A.10 existiert daher eine gleichméiBig konvergente Teilfolge,
die ebenfalls mit (xy)gen beschrieben werde, mit einem Grenzwert z(-) in
C%([to, to + d], R™).

Schlielich wird gezeigt, dass z(-) die gesuchte Caratheodory-Losung auf
[to, 0] ist. Zunéchst konvergiert xy (s — h) gegen z(s) fir k — oo (im R™), weil
(zr)ren gleichgradig stetig ist und

[zx(s = h) = 2(s)|| < |l zx(s = h) —ax(s)]| + [zrls) — x(s)]] -

op(s—§ —0
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Verwendet man nun m(- ) als Majorante und beriicksichtigt die Stetigkeit von
f(z,t) in x, so ermoglicht uns der Satz von der majorisierten Konvergenz,
Grenzwert und Limesbildung in (B.5) zu vertauschen. Man erhélt

z(t) = lim xg(t) —xo—i-hm/fa:k s —h),s)ds

k—oo k—oo

= a:0+/t hm flxp(s —h), S—xo—i—/ f( hm xr(s — h), s)ds

Folglich erfiillt x(-) im Intervall [to, o + d] die Integralgleichung (B.6), und
ist somit dort eine Caratheodory-Losung.

Beginnt man den Beweis fiir das zeitumgerkehrte Problem (B.4) unter der
Annahme, dass xg kein linker Randpunkt [ ist, so erhélt man eine Losung
z(t) auf dem Intervall [ty — d,to] N 1. (Man beachte, dass auch — f(x, —s) die
Caratheodory-Bedinungen erfiillt.) Konkatenation Z&;,z liefert die beidsei-
tige Losung. O

Sprechweise B.10. Es sei [tg,00) C I, und z(-) sei eine Losung von (B.1)
auf einem Intervall [tg, 1) mit to < t; < 0.

Falls t; < oo ist und es eine weitere Losung auf einem Intervall [t1,¢; + d)
fiir ein d > 0 existiert, so erhalten wir per Konkatenation eine ,erweiterte
Losung* von x(-) auf [to, t;+d). Man sagt, die Losung z(- ) kann auf [¢y, t1+d)
,erweitert werden.

Sonst nennt man z(- ) ,nicht erweiterbar in [tg, 00)*.

Entsprechende Sprechweisen verwenden wir im Falle (—oo, 5] € I und I = R.

Hilfssatz B.11. Es sei I = [tg, 00). Zu jeder Losung von (B.1) existiert eine
erweiterte Losung z(-) auf einem Intervall [tp,w) mit t) < w < oo, die nicht
erweiterbar in [tg, 00) ist. Ist w < 00, so heifit w eine ,endliche Fluchtstelle®.
Es gilt dann notwendigerweise

|x(t)]| — oo firt — w.
Beweis. Siehe [9, p.351].

Satz B.12 (globale Existenz). (a) Angenommen, es ist I = [ty,00). Die
rechte Seite f(z,t) der Caratheodory-Gleichung (B.1) erfiille die Un-

gleichung
¥ f(x,t
%gw) Vil > ¢t > fo (B.7)
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fiir ein ¢ > 0 und eine lokal integrierbare Funktion pu(-).

Dann kann jede Losung von (B.1) (per Konkatenation) auf [ty, +00)
erweitert werden. Man sagt, die Gleichung (B.1) hat , globale Existenz
in die Zukunft*“.

(b) Angenommen, es ist I = R. Gilt sogar
el <y Wizl = cter (B.9)

mit ¢ und p(-) wie in (a), so kann jede Caratheodory-Losung von (B.1)
auf ganz R erweitert werden. Man sagt, (B.1) hat ,,globale Existenz in
Zukunft und Vergangenheit*.

Bewers. 1. Wegen Hilfssatz B.11 geniigt zu zeigen, dass keine Caratheodory-
Losung von (B.1) auf einem beschrénkten Intervall [ty, w) existiert mit
|z(t)|| — +oo fiir t — w. Annahme: Dies wiire der Fall.

Die Funktionen 7(t) := ||z(t)||* bzw. log r(t) sind laut Satz A.17 absolut stetig
und daher fast iiberall differenzierbar (falls ¢ nahe w). Es gilt fast iiberall

#) = Sl = SO 1Ze )], = @r 2w w0
t

= 2ax(t)*i(t) = 2x(t)" f(x(t),t)

und folglich (fiir ¢ nahe w)

@)= T T ROP

zel) r(t) < r(s)exp (2 /t,u()\)d/\)

Fiir t — w konvergiert die rechte Seite der Ungleichung gegen
r(s)exp (2 [ 1) < oo, da p integrierbar iiber [s,w] ist, und die linke Seite
gegen +o0o geméf der Annahme. Dies ist ein Widerspruch.
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2. Die zweite Aussage folgt aus
e f(xt) _ el [ f GOl _ (1 0l
el = =l]? ]

Man hat also globale Existenz in die Zukunft. Das zeitumgekehrte System
& = —f(x,—t) liefert globale Existenz in die Vergangenheit. O

Das néchste Lemma ermdglicht es, die letzte Caratheodory-Bedingung an-
hand einer schwécheren Bedingung zu iiberpriifen.

Lemma B.13. Angenommen, f : R” x I — R" erfiillt neben den Cara-

theodory-Bedingungen (C1) und (C2) auch die ,lokale Lipschitzbedingung

in z*:

(L1) Fiir alle zy € R™ existiert ein § > 0 und eine lokal integrierbare Funk-
tion p: I — R4, so dass

1 (e, ) = fQy, Ol < @Ol =yl Yo,y € Bs(xo),t € 1.

Dann ist & = f(z,t) genau dann eine Caratheodory-Gleichung, falls die fol-
gende Bedingung gilt:

(C3’) Fiir alle x € R™ existiert eine lokal integrierbare Funktion
m: I — Ry, sodass |[f(z,t)|| <mf(t) fiir alle t € I.

Beweis. Es gentigt zu beweisen, dass (C3’) und (L1) die Bedingung (C3) im-
plizieren. Es gelte also (C3’) und (L1), und wir geben eine kompakte Menge
K C R" vor. Fiir alle xy € K folgt die Existenz lokal integrierbarer Funktio-
nen p,m : I — R, (die von xy abhéngen) und einer positiven Konstante d,,,
so dass fiir alle x € Bs, (7o) und ¢ € I gilt:

I1f (e, I < 1f (o, ) + [1f () = (o, O)I] < mlt) + ()]l — o
< m(t) + pu(t)ox,

Offensichtlich ist die letzte Funktion ., (t) := m(t) 4+ u(t)d,, lokal integrier-
bar. Ein Kompaktheitsschlufl wird helfen eine Majorante auf ganz K zu be-
stimmen.

Die Vereinigung |J,, ¢ x Bs., (7o) bildet eine offene Uberdeckung der kompak-
ten Menge K. Daher gibt es eine endliche Teiliiberdeckung bestehend aus
Kugeln mit Zentren x1, xo, ..., x; aus K fiir ein [ € N. Wir definieren nun die
Funktion

(1) 7= max{ e, (£); Ya, (1), -, 7 (1)}

auf I. Es sollte bekannt sein [7, p.61], dass das Maximum von endlich vielen
(Lebesgue-) integrierbaren Funktion selbst integrierbar ist. Die Funktion ~(t)
erfiillt also nach Konstruktion die Caratheodory-Bedingung (C3). O
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Definition B.14. Eine (Caratheodory-) Losung = : J — R™ des Anfangs-
wertproblems (AWP) auf J C I heiit mazimale Lisung von (AWP) beziiglich
I auf J, falls die folgende Eigenschaft erfiillt ist:

Ist & : J — R" eine weitere Losung von (AWP) auf J C 1, sofolgt J C J
und z(t) = Z(t) fiir alle t € J.

Satz B.15 (Eindeutigkeit). Es sei (B.1) eine Caratheodory-Gleichung und
die rechte Seite f(z,t) erfiille die lokale Lipschitzbedingung (L1). Dann exis-
tiert eine maximale Losung p : J — R™ von (AWP) beziiglich I auf einem
nichtleeren Intervall J C I, das relativ offen zu I ist.

Beweis. 1. Es seien @1, 25 : J — R” zwei beliebige Losungen von (AWP) auf
J C I. Die Anfangszeit t, € J liege nicht am rechten Rand von J. Wir zeigen
zunéchst, dass es ein d > 0, so dass z; und x5 auf [tg,ty + d| wohldefiniert
sind und iibereinstimmen. Um dies nachzuweisen, geniigt es vorauszusetzen,
dass anstelle von (L1) die Ungleichung

(z —y) (fl,t) = [y, 1))
[l =yl

< u(t) Vx,y € Bs(xg),t €l (B.9)

erfiillt ist. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwartz ist

(@ =) (f(z,t) = fy. 1) < |[f(2,8) = f(y, Ol fle =yl

weshalb (B.9) aus der Lipschitz-Bedingung (L1) folgt. Aufgrund der Stetig-
keit von x; und z9 im Punkt t; konnen wir ein gl > 0 bestimmen, so dass
x1, X9 auf [to, to + d] definiert sind (d.h. to 4+ d € J) und

o1 (t) — wo|l < 0, [lw2(t) — a0l <8Vt € [to,to +d] .

Wir fithren die Hilfsfunktionen
t
2(t) i= 21 (t) — x(t), r(t) == [|2(t)]|> und L(t) :—/ f1(s)ds
to

mit Definitionsbereich [tg, to+d] ein, wobei u die lokal integrierbare Funktion
aus (L1). Die Funktion ¢ +— 7(t)e” 2 ist absolut stetig (siehe Satz A.17)
und es gilt fast iiberall:

Cor(t) = 22(0)" 2(0) = 27 (1), 1) — Fma(t), )" (12(6) — (1)

< 2u(t)r(t) V€ [to,to + d] (B.10)
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bzw.

%(T(t)e_u(t)) = %r(t) e 2L L p(t)e2LW <—2

/t:u(s)ds) (B.A1)

&~

— ¢ 20 (%r(t) — 2u(t)r(t)) <0.

>0

/

(B.10)
<

Die Funktion r(t)e~2*® ist also positiv und monoton fallend. Aus z(ty) = 0
folgt somit z(t) = 0 fiir alle t € [to, o + d], was zu zeigen war.

2. Wir WOHGI} nun Eindeutigkeit fiir alle ¢ > to beweisen. Angenommen, es
gibt ein ¢ € J mit t > to und x;(t) # xo(t). Dann ist

ty = inf{t € J |t > to, x1(t) # z2(t)}

eine reelle Zahl in (t,00), und es gilt 1 = x5 auf [tg,t1). Da z1,xo stetig
sind im Punkt ¢1, gilt auch x1(t;) = x2(t1). Wir beachten, dass die Bedin-
gung (L1) fiir alle Anfangswerte zy € R™ erfiillt ist, und dass ¢; kein rechter
Randpunkt von .J sein kann. Wir diirfen also 1. auf die neue Anfangsbedin-
gung z(t1) = Tp mit Anfangswert %o := z;(¢;) anwenden, um ein Intervall
[t1,t1 4+ d] fiir ein d > 0 zu erhalten, auf dem x; und x5 iibereinstimmen. Dies
ist ein Widerspruch zur Minimalitéit von ¢;.

3. Um Eindeutigkeit fiir ¢ < ¢y zu erhalten, wiederholen wir die Argumenta-
tion aus 1. und 2. fiir das zeitumgekehrte Problem (B.4).

4. Es bleibt zu zeigen, dass es die maximale Losung p : J — R" gibt. Wir
setzen

Tmin :=1nf {t € I | es existiert ein Losung von (AWP) auf [t,49]} (B.12)
und

Tmax ‘= Sup {t € I | es existiert ein Losung von (AWP) auf [to,t]} .

(Moglicherweise ist T = —00 und Typayx = 00.)

Aus Satz B.9 folgt Tiin < Tmax. Das Intervall (Tyin, Tmax) iSt also nichtleer.
Laut Definition (B.12) gibt es zwei Folgen (s,) und (¢,) mit s, — T bzw.
tn — Tmax fir n — o0, so dass auf jedem Intervall (s,,t,) eine Losung
von (AWP) existiert. Wie in 1.-3. festgestellt, stimmen diese Losungen auf
gemeinsamen Gebieten des Definitionsbereichs iiberein. Es gibt also eine
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Losung p auf J := (Tiin, Tmax)-

Um die Maximalitét von p zu erreichen, miissen wir gegenfalls die Randpunk-
te von /—falls vorhanden—in den Definitionsbereich J aufnehmen. Falls 7,
ein linker Randpunkt von I ist und es eine Losung von (AWP) auf einem 7,
enthaltenden Intervall existiert, so flige 7y, dem Intervall J hinzu und setze
p auf J stetig fort. Ist 7. ein rechter Randpunkt von I, so verfahren wir
entsprechend.

Per Konstruktion ist J ein nichtleeres Intervall, das offen ist relativ zu I.
Angenommen, es ist 7, ein innerer Punkt von I und es gibt eine Losung
von (AWP) auf [Tiin, to]. Dann konnte diese Losung mit dem lokalen Exis-
tenzsatz B.9 auf ein Intervall (71, — d, Tiin) fiir ein d > 0 erweitert werden,
im Widerspruch zur Minimalitéit von Ty,. Ahnliches gilt fiir Tyax € int (I).
Dies impliziert, dass der Definitionsbereich von Losungen des Anfangswert-
problems stets im konstruiertem J enthalten sind. Aus 1.-3. folgt, dass die
Losungen auf ihrem Definitionsbereich mit p iibereinstimmen. O]

Folgerung B.16. Die rechte Seite f(x,t) der Caratheodory-Gleichung (B.1)
erfiille die ,,globale Lipschitzbedingung in x*:

s gibt eine lokal integrierbare Funktion p: [ — , SO dass
(L2) Es gibt eine lokal integrierb Funktion p: I — R, d
1f () = fQ, Ol < p@®lle =yl Vo,yeR" el

Dann existiert eine maximale Losung p : I — R™ von (AWP), die auf ganz [
definiert ist (d.h. J = I in Satz B.15).

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung ist

1 (e Ol = W s DI < [ f (@, 8) = fy, DI < p(®)lle —yll Vo,y e R EeT.

Wir setzen y := 0. Es folgt
o S O] V=l =1t el

Aufgrund der Caratheodory-Bedingungen B.2 ist ¢ +— || f(0,¢)| lokal inte-
grierbar, und somit auch die gesamte rechte Seite der Ungleichung. f(x,t)
erfiillt also die globale Existenzbedingung (B.8). Die maximale Losung aus
Satz B.15 kann folglich auf ganz I erweitert werden. O]

Bemerkung B.17. Eine Caratheodory-Gleichung der Form

#(t) = f(z(t),), f:R"xR—-R", (B.13)
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welche die lokale Lipschitzbedingung in z erfiillt, definiert ein kontinuierliches
System Xy ohne Kontrolle:

Man wéhlt den Zustandsraum X = R", die Zeitmenge 7 = R und den
einelementigen Steuerbereich & = {0}. Auf der Menge

D(¢) := {(t,to, xg) |t to € R, tg < t,z9 € R", es existiert eine Losung

(t; to, o) : [to, t] — R™ von (B.13) mit x(ty) = zo}
definiert man die Ubergangsfunktion ¢(t,to, zo) := x(t; to, o).
Diese ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung x(t; to, o) eindeutig bestimmt
ist, und nichttrivial aufgrund des Satzes B.9 zur lokalen Existenz von Cara-
theodory-Losungen.
Es ist leicht einsehbar, dass das Tupel ¥; := (R,R™, {0}, ¢) auch die rest-

lichen Axiome der Systemdefinition 1.2 erfiillt. In diesem Sinne diirfen wir
»& = f(x,t)* als (Caratheodory-) System bezeichnen.

B.2 Lineare Systeme

Homogene Systeme

Wir untersuchen das lineare System ohne Kontrolle

z(t) = A(t)x(t), tel, x(t) € R" (B.14)
und das ,,assoziierte Matrixsystem®
X(t)=A®)X(@), tel,  X(t)eRV", (B.15)

wobei A : I — R™ ™ eine messbare und lokal (essentiell) beschrénkte Funk-
tion auf einem reellen Intervall I ist. Zur Vereinfachung konnen wir I = R
voraussetzen, indem wir A(t) := 0 fiir alle ¢ € I¢ setzen.

Die rechte Seite f(z,t) = A(t)x von (B.14) ist linear in z fiir alle ¢, und lokal
integrabel in ¢ fiir alle z. Offenbar erfiillt sie die Caratheodory-Bedingungen
B.2 (wdhle m(t) := ||A(¢t)z]| in (C3")) und die globale Lipschitzbedingung
(L2) in x (wahle u(t) := ||A(t)||). Da das assoziierte Matrixsystem &dquiva-
lent zu dem Vektorsystem (in R")

i(t) = A()z(t),  z(t) e R

mit
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ist, erfiillt auch (B.15) diese Bedingungen. Es folgt aus Lemma B.16, dass
es zu jedem Anfangswertproblem zu (B.14) bzw. (B.15) eine (eindeutige)
maximale Losung gibt.

Von besonderer Bedeutung ist die sogenannte Fundamentallosung ®(-;to).
Das ist die maximale Losung des Anfangswertproblems

X =AX,  X(t) =1 (AWP)

mit Anfangswert I (Einheitsmatrix) und einer Anfangszeit ¢, € R. Wie das
folgende Lemma zeigt, ist durch die Kenntnis der Fundamentallosung jedes
Anfangswertproblem zu (B.14) bzw. (B.15) mit Anfangszeit t, gelost.

Satz B.18. Gegeben seien die Anfangsdaten ty € I, P € R™"™ und p € R".
Dann gilt:

(a) X (t) := ®(t;t)- P ist die Losung von (B.15) mit X (t9) = P.
(b) z(t) := ®(t; to)- p ist die Losung von (B.14) mit x(ty) = p.

Beweis. Natiirlich sind mit ®(-;t5) auch X(-) bzw. z(-) absolut stetig, und
erfiillen die Anfangsbedingung. Weiter gilt wegen der Produktregel:

(i) X(t) = (®(t;t0)P) = D(t;t0) P + B(t; 1) P = A(t)D(t; 1) P = A(t)X ()
fast iiberall.

() @() = (D(t;to)p) = B(t: to)p = AWD(t5to)p = A(t)a(t) it =

Im néchsten Lemma werden Eigenschaften der Fundamentallosung aufgelis-
tet.

Lemma B.19. Es gilt fiir alle ¢, ¢y,t; € R:
(i) Bltoito) = 1

(ii) Die Matrix ®(¢;y) hat vollen Rang.
(iil) D(t;t0) = P(t;t1) P(t1;t0).

(iv) (ty;te)~" = D(to: ty).

(v) det ®(t;tg) = exp (ft trA(s ds)
(Dabei sei fto trA(s)ds = — [/ trA(s)ds fiir to > t.)

(vi) 5 @(t to) = —D(t;tg)A(to) fast iiberall.
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Beweis. Die Eigenschaften (ii) und (v) folgen direkt aus dem Satz von Lious-
ville B.25. Um (iii) zu zeigen, stellen wir fest, dass beide Seiten der Gleichung
die (eindeutige) maximale Losung des Anfangswertproblems

X =A)X,  X(t) = d(ts;to)

darstellen. (iii) impliziert (iv) fiir ¢t = to. Die letzte Eigenschaft erhélt man
durch Auflésen in

0= d —(P(t;t0)- P(to;t)) =

d
p; ——P(t;t0)- P(to; ) + (¢ t0)- Ato)P(to; t) L.
0

dtg
UJ

Im Spezialfall konnen wir eine explizite Darstellung der Fundamentallosung
angeben:

Satz B.20. Es ist ®(¢;ty) = expft s)ds, falls
A(tl)A(tg) = A(tg)A(ﬁ) th,tg el. (B16)

Beweisskizze. 1. Die Reihe

exp / A(s)ds — g% ( /t: A(s)ds)k

to

konvergiert absolut und gleichméflig. Wir diirfen sie ghedweise ableiten. Wei-
ter ist sie absolut stetig. Wir setzen X (¢) := exp ft s)ds und zeigen, dass
X () das Anfangswertproblem (AWP) lost.

2. Aus (B.16) folgt fiir alle t1,t, € I

11 to
/ A(Sl)dSl/ 82 dSQ —/ / 81 SQ dSldSQ
to
t1
/ / SQ 51 dSQdSl —/ A(SQ)dSQ/ A(sl)dsl .
to

Dies impliziert fast iiberall

d t1 to d to t1
- (/ A(sl)dsl/ A(SQ)dSQ) = — </ A(Sz)ng/ A(sl)dsl)
dty \Jy, to dty \Jy, to

und somit (Produktregel)

to t2
A(tl)/ A(Sg)dSQ = / A(Sz)dSQ A(tl) th,tg el.

to to
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3. Das Kommutieren von A(t) mit seinem Integral liefert zusammen mit der
Produktregel

i ( /t:A<s)ds>k = A() < /t: A(S)dg) -
+ /t:A(S)ds Alt) (/t:A(S)dS) v 4 </t:A(5)dS>2A<t) (/t:A<S)dS) k-3
+...+ (/t:A(s)ds>k1 A(t) = kA(t) ( /t: A(S)ds)kl

fiir fast allet € I.

4. Schliefllich nutzen wir 1. und 3., um X (-) abzuleiten:

X(t) = g %kA(t) < /t:A(s)ds) A i% ( /t: A(s)ds)

k=0

k

= A(t)X(¢)
fast tiberall. Es folgt die Behauptung X (¢) = ®(¢;to). O
Beispiel B.21. Ist A(t) = A, so ist ®(t;ty) = eAt~10),

Im allgemeinen Fall konnen wir zumindest eine Potenzreihenentwicklung der
Fundamentallésung angegeben:

Satz B.22 (Picard-Lindelof). Es sei X (t) := ®(¢; 1) die Fundamentallosung
von (B.15) auf einem Intervall [ty,T] (fiir ein 7" > 0). Mit dem HDI A.14
lasst sich die folgende Reihenentwicklung der Fundamentallésung zu einem
festen Zeitpunkt ¢ € [ty, T] herleiten:

t

X(t) =1+ /tA(sl)X(sl)dsl - 1+/

to

to to
t t S1
=1 +/ A(sy)dsy +/ / A(s1)A(s2) X (s2)dsedsy = ...
to to Jto

! t  rs1 52 Sk—1
ST Z/ / / y / A(5)A(5) - A(s)dsy . . dspds+
k—1 v to Jto to to
t S1 52 Sy
+ / / / e / A(Sl)A(Sg) Ce A(Sl+1)X(Sl+1)d81+1 e dSQdSl
to Jto to to

A(sy) (1 + / ) A(SQ)X(SQ)dSQ) ds,
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Wir beweisen nun, dass man diese Entwicklung unendlich oft fortsetzen darf.
Die entstehende Reihe nennt man Neumann-Reihe. Sie konvergiert absolut
und gleichméBig auf [ty, T']. Also

0 t S1 S2 Sk—1
X t) =1+ Z/ / / R / A(Sl)A(SQ) R A(Sk)dSk ...dseds;y
k—1 Yto Yo to to

(B.17)

fur alle ¢ € [to, T'.
Fiir den Beweis konstruieren wir Hilfsfunktionen—die sog. ,, Picard-Iterierten

13

Yo =1, Yia(t) =1+ /tA(s)Yl(s)ds (l=0,1,2...). (B.18)

to

Die Iterierten entsprechen genau den Partialsummen der Neumann-Reihe,
denn

l

Z —Y1(t)) (B.19)
k=1
l ¢
=1+ Z A(s1)(Yi1(51) = Yia(s1))dsy

k=1 "t0

+ ; /to /51 A(s1)A(52)(Yi—2(52) — Yi—3(s2))dsads;

! t prs1 52 Sk—1
+Z// / / A1) A(53) - A(s)dlsi . .. dsydsy .
k=1 to Jto to to

Es geniigt daher zu zeigen:
X = limY, (B.20)

l—o00

bzgl. der Supremumsnorm ||- || im Raum C°([ty, 7], R™*™).

Beweis. Wir setzen a := ess. supep, 11 [[A(t)]]-

1. Per Induktion iiber [ folgt, dass der Integrand A(s)Y;(s) in (B.18) als
messbare (essentiell) beschrénkte Funktion tiber [to, 7] integrierbar ist. Der
HDI sichert die Stetigkeit von Y; (I =1,2,...).
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2. Es gilt
HYk(

— Y
’//to / / (52) ... A(sk)dsk ... dssds
= / / / s / TGl [1A(s2)I] - - - [|A(sk)l[dsic . - dszdsy

tk
k
< « E
fir alle t € [ty,T] und k& > 1. Wir kénnen jetzt die Summanden von (B.19)
in der Supremumsnorm abschétzen:

[Tlo = sup [II]f = sup sup [[Iz| = sup [zl =1,
te(to,T) tefto, T ||z||=1 ||lz||=

k:T]C

I¥e = Yieallo = sup [[Ya(t) = Yia ()] < 0"

te(to,T)

3. Es folgt

1Tl + D 1Y = Yiallo < exp(aT) < oo

k=1

Die Folge der Partialsummen (Y} )xren bildet daher eine Cauchy-Folge im Ba-
nachraum C°([to, T], R"*"), und konvergiert dort gegen eine stetige Funktion
Y, die sich durch die Neumann-Reihe (B.17) darstellen ldsst. Wir schliessen
X=Y. O

Bemerkung B.23. ®(-; —t;) bezeichne die Fundamentallsung des zeitum-
gekehrten linearen Systems

auf dem Intervall [—ty, =T (fiir ein 7' < ty). Aus Satz B.22 und Hilfssatz B.8
erhalten wir fiir alle t € [T, ¢]:

B(t:tg) = D(—t; —to)

_1+Z/ /t/ .../Sk_l(—l)kA(—sl)A(—SQ)...A(—sk)dsk...dsl

to

Sub1+z/ / / /t (—1)*A(s1)A(52) . .. A(s5)dsk . . . dsads,

Sk—1
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Fir alle a > b in R setzen wir

/fa:s /fxs

Auf diese Weise behilt die Darstellung (B.17) auch fiir t < t, ihre Giiltigkeit.
Da T beliebig vorgegeben, folgt fiir alle ¢t € R:

& t s1 52 Sk—1
®(t:to) :1+Z/ / / / A(s1)A(s2) ... A(s)dsy . . . dsads,
k—1 Y to Yo to to

Definition B.24. Fiir eine vorgegebene Matrix A = (a;;) € R™*" bezeichne
trA:=>"  a; die Spur von A.

Satz B.25 (Liouville). Es sei X : [ty,T] — R™ " eine Losung von (B.15).
Dann gilt

det X (t) = exp (/tt trA(s)ds> det X (t) Vit € [to, T] . (B.21)

Beweis. 1. Betrachte die skalare Differentialgleichung
2(t) = trA(t)- z(¢), t € [to,T] . (B.22)

Wegen Satz B.20 ist z(t) = exp j;i trA(s)ds- zy die eindeutige Losung zum
Anfangswert 2y := det X (¢y). Da det X(-) absolut stetig ist, geniigt es zu
zeigen, dass det X (- ) die Gleichung (B.22) fast tiberall erfiillt, und daher mit
z(+) tibereinstimmt. Es soll also

et X (1) = trA(t) det X (1) (B.23)

fur fast alle ¢ € [ty, T gelten.

2. Es sollen a;; und p;; die Koeffizienten (abhiéingig von t) von A bzw. X
bezeichnen. Dann wird X = AX zu

n

Pij = Zaikpkj7 Vi,j=1,...n. (B.24)
k=1
Weiter gilt
det X = Z pl m( < Pnyz(n) > (B25)

TES,
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wobei €(m) das Signum der Permutation 7 ist. Mit Hilfe der Produktregel
folgt fast iiberall

N detX Z pl m(1)P2,7(2) - - - Pn,m( + Z /01 (1) p2 (2) -+ - - Pnm(n)

TES TESR
+...+ Z pl w(l) - - - pn—l,ﬂ(n—l)pn,ﬂ(n)
TESH
P11 P12 --- Pin P11 P12 -+ Plin
S | |
Pnl Pn2 --- Pnn Pn1 Pn2 --- Pnn
P11 P12 oo Pln
bobdet | o
Pni Pn2 - Prn

Wir haben soeben det X als Summe von n Determinanten dargestellt. Mittels
(B.24) erhalten wir fiir die erste Determinante

Y oh kPRl D opey QkPR2 - P peq G1kPkn
det P?l 0?2 ce p?n
Pt P2 e P

Diese Determinante ist invariant unter den folgenden (elementaren) Zeile-
numformungen. Wir ziehen von der ersten Zeile a1 mal die zweite Zeile, a3
mal die dritte Zeile, usw., und ay,, mal die letzte Zeile ab. Dies ergibt (fast
iiberall)

P11 P12 .- Pin a11pP11 a11pPi2 ... A11P1in
P21 P22 ... P2n P21 P22 ce 2n

det ] ] p' = det ] ] p' = qq;det X .
Pn1 Pn2 --- Pan Pnl Pn2 s Pnn

Indem wir bei den restlichen Determinanten analog vorgehen, gewinnen wir

(B.23). 0

Bemerkung B.26. Aus der Gleichung (B.21) folgt (wegen exp > 0), dass
abhingig vom Anfangswert X (ty) alle Werte X (t) entweder singuldr sind
oder nicht. Das Vorzeichen der Determinante dndert sich nie.

Insbesondere hat die Matrix ®(t;t) fiir alle ¢ vollen Rang.
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Inhomogene Systeme

Schliellich beriicksichtigen wir noch das inhomogene lineare System
z(t) = A(t)x(t) + b(t), tel, z(t) € R" (B.26)

mit messbaren, lokal (essentiell) beschriankten Funktionen A : I — R™ "™ und
b: I — R"™

Offensichtlich behalten die Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen
(Caratheodory-Bedingungen, globale Lipschitzbedingung) beim Ubergang zu
den inhomogenen Systemen ihre Giiltigkeit.

Satz B.27 (Variation der Konstanten). Sei tg € I. Die Funktion z : I — R"
mit

x(t) = ®(t; o) (p—l—/t @(to;s)b(s)ds) = @(t;to)p—l—/t O (t;5)b(s)ds
i i (B.27)

ist die Losung von (B.26) mit x(ty) = p.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von ®(¢; - ) und der lokalen Integrierbarkeit von
b(-) ist der Integrand lokal integrierbar, und (B.27) ist wohldefiniert.

Da ®(+;ty) invertierbar ist, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
die Losung von (B.26) zur Anfangsbedingung z(ty) = p von der Form z(-) =
D(;t0)z(+) ist, wobei z : I — R™ eine absolut stetige Funktion ist. Ableiten
von x ergibt

Ax(t) +b(t) "BV i (t) = D(t;t0)2(t) + B(t;t0)2(2)
= A(t) D(t;t0)z(t) +P(t; t0)2(1)
z(t)

fiir fast alle t € I. Auflésen nach 2 ergibt 2(t) = ®(t;t0) 'b(t) = D(to;t)b(t)
fast iiberall. Nun verwenden wir den HDI, um

2(t) = —I—/ D (tg; s)b(s)ds

z(to)
S~ to
p

zu erhalten. O]



158 B. CARATHEODORY-SYSTEME

B.3 Autonome Kontrollsysteme mit kompak-
tem Steuerbereich

Es werden Kontrollsysteme analysiert, die durch Differentialgleichungen der
Form

#(t) = flx(®),u(t)), ult)eU,  z(t) R (B.28)

gegeben sind, wobei f : R" x R™ — R” eine stetige Funktion ist und der
Steuerbereich & C R™ eine kompakte (nichtleere) Menge.

Es wird insbesondere vorausgesetzt, dass die Eingabegrofien des Systems be-
schrankt sind, was bei den meisten ,realen“ Systemen aus Physik, Biologie,
etc. ohnehin der Fall ist. So ist z.B. die Beschleunigung eines Autos durch
die Leistungsfahigkeit des Motors beschrankt oder die Passagierzahl in einem
Flugzeug durch die Anzahl der Sitzplétze.

Definition B.28. Eine messbare Abbildung v : I — U (I Intervall in R)
heiBt zuldssige Kontrollfunktion bzgl. des Systems (B.28).

Lemma B.29. Ist u: [ — U eine zuléssige Kontrollfunktion und
[ R" x R™ — R" stetig, so erfiillt die Funktion

gla,t) == f(x, u(t))

die Caratheodory-Bedingungen B.2 auf dem Gebiet R" x I. In diesem Sinne ist
(B.28) eine Caratheodory-Gleichung. Die Theorie aus dem ersten Abschnitt
lésst sich iibertragen.

Beweisskizze. (1) g(x,t) ist stetig in x fiir alle ¢, da f(z, u) stetig ist in x fiir
alle uw e U.

(ii) g(x,t) ist messbar in ¢ fiir jedes z, da
£ () V()
messbar ist.

(iii) Es sei ein Kompaktum K C R™ vorgegeben. f(x,u) ist stetig auf der
kompakten Menge K x U und folglich dort beschréankt. Also existiert
ein M > 0, so dass

lgCe, O = I f (z, u@) < M Viel.
~~

cu
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Definition B.30. z : I — R" heifit zuldssige Losung von (B.28) beziiglich
der (zuldssigen) Kontrolle u : I — U, falls z(-) eine Caratheodory-Losung
von (B.28) ist, d.h. z(+) ist lokal absolut stetig mit

z(t) = f(z(t),u(t)) fiir fast alle ¢t € 1.

Insbesondere ist dies genau dann der Fall, wenn ¢ — f(z(t), u(t)) lokal inte-
grierbar ist iiber I, und der Integralgleichung

x(t) = x(s) +/ flz(s),u(s))ds  Va,tel (B.29)

(dabei sei [| = — [" fiir a > t) geniigt.
Wir sagen, x : J — R" ist eine (zuléssige) Losung des Anfangswertproblems
z(t) = f(z(t),u(t)), tel, x(to) = xo (AWP)

auf dem Intervall J C I beziiglich der zuléssigen Kontrolle v : I — U, falls
x(-) eine zuldssige Losung von (B.28) bzgl. der Restriktion ul; ist, welche
die Bedingungen ¢y € J und x(ty) = ¢ erfiillt.

Sie heifit maximal, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

Ist # : J — R” eine weitere Losung von (AWP) auf .J C I, so folgt J C J
und z(t) = Z(t) fiir alle t € J.

In Satz B.9 haben wir die lokale Existenz einer zulédssigen Losung z(-) von
(AWP) nachgewiesen. Fiir jede zuldssige Kontrollfunktion u : I — U und
allen Anfangsdaten (xg,t) 2 existiert ein d > 0 und eine zulissige Losung
x(+) mit z(ty) = xo, welche auf einem Intervall [—ty — d, to + d] N I definiert
ist. Im néchsten Satz wird gezeigt, dass sich ein solches d > 0 unabhéngig
von der gewihlten Kontrolle bestimmen l&sst.

Satz B.31 (gleichméfBige lokale Existenz). Fiir jede kompakte Menge C' C
R"™ existiert ein g > 0 und ein d > 0, so dass die folgende Aussage gilt:

Ist u eine zuléissige Kontrolle auf [0, d] und 2y € C' ein Anfangswert, so kann
jede zugehorige Losung z(- ) von

B(t) = fz(t),u(t)),  telo,d,  x(0) = (B.30)

auf das Intervall [0, d] (per Konkatenation) erweitert werden.
AuBlerdem ist ||Z(t)|| < w fast iiberall und ||z(t) — xo|| < ut fir alle t € (0, d].

20BdA darf ty := 0 gesetzt werden
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Beweisskizze. Da C,U kompakt und f stetig, darf man
p:=14 max {||f(z,u)| : dist(z,C) < 1l,u e U} ,

d:=—
1
setzen. (Hier ist dist(z, C') := inf.cc ||z — ¢|.)
Es sei z(-) eine beliebige zuldssige Losung des Anfangswertproblems (B.30) zu
einer Kontrolle u : [0,d] — U und einem Zustand xy € C' auf einem Intervall
I C[0,d]. Es ist zu zeigen, dass keine Fluchtstelle w € I existiert mit w < d

und z(t) — oo fiir t = w. Angenommen, dies ist falsch und es gibt eine
derartiges w. Dann lasst sich ein erster Zeitpunkt ¢ > 0 mit ||z(t) — x| = 1
bestimmen, woraus

1> ||z(s) — xo|| > dist(x(s), C) VO <s<t
folgt. Wegen (B.29) gilt weiter

L= o) =0l < [ [fal) u)ds <t <pd =1 (B3Y)

<p—1<p

Dies ist ein Widerspruch zur Definition d := 1.

Da &(t) = f(x(t),u(t)) f.i. und (B.31) mit Ausnahme der ersten Gleichheit
fiir alle t € (0,d] gilt, sind auch die Abschidtzungen gezeigt. O]

Satz B.32 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei u : I — U messbar
auf einem Intervall /. Die Anfangsdaten (xo,ty) € R™ x I seien vorgegeben.
Angenommen, es existiert ein § > 0 und ein A € R, so dass

1f(z,u) = fly,w)l| < Ml =yl Vo,y € Bs(xo),ueld . (B.32)

Dann existiert eine (eindeutige) maximale Losung p : J — R™ des Anfangs-
wertproblems (AWP) bzgl. u(- ), welche auf einem nichtleeren Intervall J C I
definiert ist, das relativ offen zu I ist.

Gilt weiter
Viz|| > 1,ueld (B.33)

fiir ein p > 0, so ist J = I das ,maximale“ Existenzintervall.

Beweis. Wir sehen problemlos, dass g(z,t) := f(x,u(t)) die Bedingungen
(L1) und (B.8) erfiillt. Die Behauptung folgt somit aus den Sdtzen B.12 und
B.15. ]
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Definition und Satz B.33. Es sei i/ C R™ eine kompakte nichtleere Menge
und f: R" x R™ — R" eine stetige Funktion, welche die Eindeutigkeitsbe-
dingung (B.32) erfiillt.

Wir nennen eine zulissige Eingangsfunktion w : [tg, T) — U ,zuléssig fiir zo“,
falls die maximale Losung p : J — R™ des Anfangswertproblems

w(t) =f(x(t),u(t)),  telto,T],  x(to) =0 (B.34)
auf J = [t, T| definiert ist, und setzen
D(¢) := {(T, to, zo, 1) | to < T, x € R™, u € UMD zuliissig fiir xo} )
Auf D(¢) definieren wir die Abbildung

Qb(T;to,l'Q,U) = p(T) )

wobei p die (eindeutige) maximale Losung von (B.34) auf [tg, 7] ist. Dann ist
Y= (R,R", U, ¢) ein autonomes kontinuierliches System. In diesem Sinne
darf man die Gleichung (B.28) als autonomes Kontrollsystem bezeichnen.

Beweisskizze. Die Ubergangsfunktion ist natiirlich wohldefiniert.
Die Priifung der Systemaxiome ist dem Leser iiberlassen.
Die Autonomie des Systems wird im néchsten Satz bewiesen.

Satz B.34. Das System Y; aus Satz B.33 ist autonom geméf Definition 1.9.

Beweis. Es sei (T, to, zo,u) € D(¢), und z : [to, 7] — R” sei die maxima-
le Losung von (B.34) bzgl. u. Wir betrachten die verschobene Trajektorie
y(t) = z(t — s) auf dem Intervall [ty + 5,7 + s] fiir ein s > 0. Es folgt
y(to + s) = xp und

y(t) = %x(t —s) =[xt —s),ult =) = f(y(t), u(t = s))

fiir fast alle t € [ty + s,T + s]. Die absolut stetige Funktion y(-) ist also die
maximale Losung des Anfangswertproblems

g(t) =f(y(t),v*(t)), te€lto+sT+s], ylto+s)=um

bzgl. der verschobenen Kontrolle u®(t) := wu(t — s). Wir erhalten, dass u®
zuldssig fiir xy ist und

o(Tito, x,u) =x(T) =y(T+ s) = ¢(T + s; to + s, z,u’) .
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B.4 Erreichbare Mengen von autonomen Kon-
trollsystemen

In diesem Abschnitt werden die erreichbaren Mengen des autonomen konti-
nuierlichen Kontrollsystems ¥ ¢ aus Defintion B.33 untersucht. X ist gegeben
durch die Gleichung

B(t) = flx(®),u(t)), ult)eU,  z(t) R (B.35)

mit stetiger rechter Seite f : R" x R™ — R™ und kompaktem Steuerbereich
U. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3. Die erreichbare
Menge Az(p) von p € R"™ zur Zeit T' > 0 ist dann die Menge aller Zusténde
q € R", fiir welche eine Losung z(-) vom Anfangswertproblem

T = f(z,u), te 0,17, z(0) =p
bzgl. einer messbaren Kontrolle u : [0, 7] — U existiert, so dass z(1) = q.

Definition und Satz B.35. Ein Punkt p € R” heif3it kritisch, falls

0€ fp,u) =] f(p,u) .

uel

Die erreichbaren Mengen kritischer Punkte sind monoton, d.h.
As(p) € A(p)  YO<s<t.

Beweis. Da p kritisch, existiert ein ug € U mit f(p,ug) = 0. Die konstante
Funktion z(t) = p ist die Losung zur Kontrolle u(t) = uo und daher p € A;(p)
fiir alle ¢ > 0. Sei nun ¢ € Ay(p). Wegen p € A, 4(p), gilt gemiB (1.2)
q € Ai(p) fir alle t > s. O

Folgerung B.36 (Lokale Beschrianktheit). Es existiert ein d > 0, so dass
At(fl'()) C Bl([I)()) Vit S [O,d] .
Beweis. Setze C' = {xo} im Satz zur gleichméfigen lokalen Existenz B.31.
Dann gilt fiir p:= 1+ max {||f(z,u)| : ||z — zo]| < 1,u € U} und d := i die
Abschétzung
la(t) —woll < pt < pd =1 Vre[o.d),

wobei z(-) eine beliebige zulédssige Losung von (B.35). O
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Beispiel B.37. Betrachte das initilisierte skalare Kontrollsytem
i = (14 2%)u, lu(t)] <1, z(0) =0 . (B.36)

Hier ist p1 := 1+max {|(1 + 2?)u| : |z| < 1, |u| < 1} = 3. Nach Folgerung B.36
liegt fiir ¢ € [0, 3] die erreichbare Menge A,(0) in der offenen Einheitskugel.
Wir sehen auch, dass 0 kritisch ist. Die erreichbaren Mengen sind somit
monoton. Um genauere Aussagen zu gewinnen, losen wir (B.36). Die Theorie
zu gewohnlichen Differentialgleichungen mit getrennten Variablen liefert die
Losung

2(t) = tan ( /0 t u(s)ds> , (B.37)

beziiglich einer messbaren Funktion u : [0,d] — [~1,1] mit d < 7. Man
beachte, dass z(-) absolut stetig® iiber [0,d] ist und die Gleichung (B.36)
fast iberall erfiillt. (Denn (tant) = —L-~ = 1+ tan?¢.) Die Funktion x(-) ist
folglich eine zuléssige Losung auf [0, d].

Da fiir alle g € R die Abschétzung

(@, u) = fly,w)] = [(@®=y*)ul = |(@ + y)ul- |2 - y|
<2(8 + |zol): | — v Va,y € Bs(zo),u € U

gilt, ist die Eindeutigkeitsbedingung (B.32) erfiillt. Also sind Lésungen von
(B.36) auf dem Intervall [0,d], d < %, genau von der Form (B.37).

Aus |z(t)] < tant, {+tant} € A;(0) und der Monotonie erreichbarer Mengen
folgt somit

Ai(0) = [—tant, tant] vte[0,3) .
Fiir ¢ = 7 ist die erreichbare Menge unbeschréinkt.

Folgerung B.38 (Beschrinktheit). Angenommen es gibt ein © € R, so

dass
¥ f(x,u)

Dann besitzt laut Satz B.32 die Gleichung (B.35) globale Existenz in die
Zukunft und es gilt:

Ay (x) ist beschréankt und nichtleer fiir alle ¢ > 0.

3Da tan Lipschitzstetig iiber [—d, d] ist, diirfen wir Satz A.17 anwenden.
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Beweis. Weil der Steuerbereich U nichtleer ist und jede konstante Kontrolle
u(t) = up mit ug € U zuléissig ist, folgt aus Satz B.32, dass es eine zuldssige
Losung von (B.35) mit z(0) = x¢ (zur Kontrolle u = ug) gibt, die auf dem
Intervall [0, 00) definiert ist. Es folgt A (zq) # 0 fiir alle ¢ > 0.

Um die Beschrénktheit zu zeigen, iibertragen wir die Uberlegungen im Beweis
von Satz B.12 auf unser Kontrollsystem. Sei dazu x(- ) eine zuldssige Losung
auf [0, 00) bzgl. einer Kontrolle v und ¢ > 0 irgendein fester Zeitpunkt. Ohne
Einschrankung sei r(t) := ||z(t)|| > 1. Wir setzen

o 0, falls ||z(7)|| > 1 V7 € [0, ¢]
s max{7 |0 <7 <t x(r) =1}, sonst

Dann gilt fiir fast alle 7 € [s, ]

2 oo r(7) = 7(7) _ 22(7)* f(z(7), u(r)) (B-38)
3 logr(7) ) EEIE < 2.

Integration von <& logr(7) iiber [s, ] liefert wie im Beweis von Satz B.12 die
Abschéitzung

r(t) < r(s)exp(2u(t — s)) -
Es folgt aus der Definitionen von s die konservative Abschétzung

(8)]1* < max{1, ||lzol|*}- exp(2ut)
und daher

Ai(z0) € B(0, max{1, ||zo| }- exp(ut)) Vit >0.
[

In der Optimierung ist das Auffinden zeitoptimaler Steuerungen eine wichtige
Aufgabe [11]. Im einfachsten Fall besteht das Problem darin, einen Zielpunkt
z € Ar(zg), T > 0, in minimaler Zeit

th=inf{t > 0|2 Az} (B.39)

von einem Anfangspunkt xg zu erreichen. Die Existenz einer zeitoptimalen
Kontrolle ist haufig abhéingig von der Abgeschlossenheit der Menge Au(xo).
Doch erreichbare Mengen sind nicht immer abgeschlossen, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel B.39. Betrachte das Kontrollsystem im R?

i =(1 — zd)u? (B.40)
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mit Steuerbereich U = [—1, 1] 5 u(t) und Anfangsbedingung x(0) = ().
Man sieht leicht, dass wegen

T T
x(T) = / (1= z2(s)?) u(s)*ds < / 1-1ds=T (B.42)
0 0
die erreichbare Menge A7 (0) in der Halbebene
{(z,y) eR*: 2 < T}

liegt (fiir eine beliebige Endzeit T > 0). Wir zeigen nun, dass fiir 7> 0 der
Punkt (%) zwar der Grenzwert einer Folge aus A7((§)) ist, jedoch nicht zu
dieser Menge gehort:

Wir zerlegen fiir jedes k = 1,2, ... das Intervall [0, 7] in 2k Teilintervalle der
Form [(];;)T, 32—5], j =1,2,...,2k, und bezeichnen das j-te Teilintervall mit
I;. Nun definieren wir fiir jedes k = 1,2, ... eine zuléssige Kontrollfunktion,

welche auf diesen Intervallen alterniert, durch

(t) == +1, fallst € I; und j ungerade
Urlt) = —1, fallst € int (/;) und j gerade

x(t; ug) bezeichne die zugehorige Losung auf [0, 7' mit Anfangswert z(0; ug,) =
(9). Nach Konstruktion gilt

T
xo(T; ug) = / u(s)ds = 3T — 3T =0,
0

T
t; < —
|2t wi)| < ok
fur alle £ € N und alle t € [0,T]. Es folgt fast tiberall
T? 9
1_4_k2 <1—m(tur)” <1,
&1 (tuk)
und Integration iiber [0, T liefert
T2
(1 — 4—k2) T<z(Tiux) <T. (B.43)

Also konvergiert (i;gﬁ:g) gegen () fiir k — oo.
¢ Ar(

Allerdings ist (7,0) ¢ Az((J)). Denn sonst wiirde aus der Gleichheit in
(B.42)

(1 -z u(t)y*=1  fil
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und somit
xo(t) =0, u(t) = £1 f.i.

folgen. Dies ist ein Widerspruch, denn x9(t) = 0 f.i. impliziert u(f) = 0
f.ii. wegen (B.41).
Die erreichbare Menge A7 ( ( 9 )) ist zu keinem Zeitpunkt 7' > 0 abgeschlossen!

Insbesondere wird in [11, p.107] bemerkt, dass es keine zeitoptimale Kontrolle
gibt, die den Punkt () in minimaler Zeit ¢ von (§) erreicht (Idee: ¢t =1

und (§) ¢ Ai((§))).

Wir bereiten nun den Satz von Filippov vor, der ein Kriterium fiir die Abge-
schlossenheit von A;(xg) liefert. Um dieses Kriterium anwenden zu konnen,
ist die Konvexitét der Menge F'(x) aus der néchsten Definition fiir alle x € R™
erforderlich.

Definition und Lemma B.40. Es wird die mengenwertige Funktion

F(z) = f(z,U) = U f(z,u) Ve € R"

uel

eingefiithrt. Da in unserem Fall f stetig und ¢/ kompakt nichtleer ist, ist auch
F(z) kompakt und nichtleer fiir alle x € R", d.h. F(x) € Q(R"). Insbe-
sondere ist F' als Abbildung der Form F : R" — Q(R™) stetig (bzgl. des
Hausdorffabstands).

Beweis. Aus der Stetigkeit von x — f(z,u) folgt, dass

Vr € R"Vu e Ud Ve >0 3)(x,e,u) >0
1S (2, u) = fy, w)|| < eVle—yll <oz, e u) .

Also liegt jedes Element f(z,u) € F(z) in einer e—Umgebung von F(y),
falls ||z — y|| < d(x,€,u). Und analog liegt jedes Element von F(y) in einer
e—Umgebung von F(z), falls ||z — y|| < 6(y,€,u). Aus der Minimalitatsei-
genschaft von dg(F(z), F(y)) geméf Beispiel A.6 erhalten wir schliefilich

du(F(z), F(y)) <€ Y|z -yl <min{é(z,e u),0(y,e,u)},

woraus die Stetigkeit von F'(x) folgt. O
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Beispiel B.41. In Beispiel B.39 ist

F(z) = {((1_?2)“2) —1<u< 1} .

Fiir 5 # 41 ist die Projektion von F'(x) auf die erste Koordinate der Graph
einer Parabel der Form Cu? mit C' # 0. Die Nichtkonvexitit dieser Parabel
impliziert die Nichtkonvexitét von F'(z) in diesem Fall.

Lemma B.42. Eine Funktion z(-) ist genau dann eine Losung von (B.35)
beziiglich einer zulédssigen Kontrolle u, wenn z(-) eine absolut stetige Funk-
tion ist, fiir die

z(t) € F(z(t)) f.i. (B.44)

gilt. Man sagt, z(-) 16st die , Differentialinklusion® (B.44) zum Kontrollpro-
blem (B.35).

Beweis. 1. Ist z(-) eine Losung von (B.35) zur Kontrolle u, so ist z(-) absolut
stetigund () = f(x(t),u(t)) € F(x(t)) f.ii . Dies zeigt, dass z(+) eine Losung
von (B.44) ist.

2. Siehe [11, p.106].

Hilfssatz B.43 (Mittelwertsatz). Es sei C' eine abgeschlossene konvexe Teil-
menge des R™ und ¢ : [0,00) — C eine lokal integrierbare Funktion. Dann
gilt fiir den Mittelwert

1

t
;/g(s)dsec vVt >0.
0

Satz B.44 (Filippov). Angenommen, die rechte Seite des Kontrollsystems
(B.35) erfiillt die Existenzbedingung (B.38), und F'(x) ist konvex fiir alle
xz € R". Dann ist Ar(x¢) kompakt fiir alle 7" > 0 und stetig in 7" beziiglich
der Hausdorffmetrik.

Beweis. 1. In Folgerung B.38 wurde bereits bewiesen, dass Ap(xo) beschriankt
ist. Es bleibt, die Abgeschlossenheit der erreichbaren Menge nachzuweisen.
Sei dazu (zx)ren eine beliebige konvergente Folge in Ap(z¢) mit Grenzwert
z*. Weiter sei (zx)ren eine Folge zuldssiger Losungen von (B.35) auf [0, 7]
mit Anfangspunkten x(0) = zo, Endpunkten x;(7") = 2z, und zugehdorigen
Kontrollen uy (k= 1,2,...). Es geniigt zu zeigen, dass es eine weitere zuléssi-
ge Losung x gibt, die z(T') = z* erfiillt.
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2. Aus dem Beweis von Folgerung B.38 folgt, dass alle Losungstrajektorien
xk in einer kompakten Menge

D= {:c € R": ||z]]* < (1 + ||zo|?) exp 2,uT} fiir ein > 0

verlaufen. Auf der kompakten Menge D x U ist die rechte Seite f stetig.
Daher gibt es ein M > 0, so dass

If(z,u)|| <M VoeDuecl. (B.45)
Es folgt fiir alle s <t in [0,7] und k € N

lox(t) — zx(s)l| = ‘ /St f (i (7), un(r))dr

d.h. alle z; sind Lipschitzstetig mit Konstante M. Also bildet die Folge
(xr)ken eine gleichgradig stetige und gleichméBig beschrinkte Familie. Nach
Arzela-Ascoli A.10 existiert eine Teilfolge, ohne Einschrankung die urspriing-
liche Folge, die gleichméBig auf [0, 7] gegen eine Funktion x konvergiert. Die-
se ist ebenfalls Lipschitzstetig mit Konstante M (k — oo in (B.46)) und ist
daher absolut stetig. Offensichtlich gilt weiter

< M|t —s| , (B.46)

z(0) = lim z4(0) = o, z(T) = lim 2z, = 2" .

k—o0 k—o00

3. Wir werden gleich sehen, dass 4(t) € F(x(t)) fast iiberall.
Sei ty € [0, 7] ein beliebiger Zeitpunkt, an welchem &(ty) existiert.
Es gilt

t) —ax(t t) — x(t t
o(t) — x(to) = lim zi(t) — i (to) = lim / Z(T)dT
t—to k—o0 —to k—oo t — 0 Jtg
Transl 1 t=to
— ]}Hoot—to /0 xk(to—i‘T)dT
Sub !
e Llim [ it + (8 = to)7)d7 . (B.47)
— 00 0

Weil z differenzierbar ist in ¢y und F stetig in x(to) ist, konnen wir fiir ein
vorgegebenes € > 0 ein d > 0 bestimmen, so dass

z(t) — x(to)
t—to

— .Clﬁ(tg)H <€ V|t — to’ <9 (B48)

und

du(F(z(t)), F(y)) <€ Va(to) -yl <9 (B.49)
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x ist stetig in to, d.h. es existiert ein t > ¢y mit |t — t| < 4, so dass
z(to) — x(7)]| < § VT € [to, 1] . (B.50)
(xr)ken konvergiert gleichméfig gegen x auf [ty,t], d.h.
IN € N: |lzy(r) — z(7)| < & VT € [to,t] Yk > N . (B.51)
Aus der Dreiecksungleichung, (B.50) und (B.51) folgt nun

[z (to) = @i ()l < [l2(to) — k() + lzr(r)—z(7)]| <o (B.52)
VT € [to,t] VEk Z N .
(B.49) und (B.52) ergeben
dH(F(x(to)),F(Z’k(T))) <€ V1 € [to,t] Vk > N . (B53)

Da 2, (1) € F(xx(7)) fast iiberall, lasst sich (B.53) wie folgt auswerten:
Ist k > N, so gehort 2y (7) zu einer abgeschlossenen e-Umgebung von F'(z(ty))
fiir fast alle 7 € [to, t], d.h.

71(7) € B(F(to)) V't € [to,t],Vk > N . (B.54)
Dies kann man auch anders schreiben:
Tr(to+ (t — to)T) € B(F(to)) V't e [0,1],Vk > N (B.55)

Mit F(to) ist auch B.(F(to)) konvex und der Mittelwertsatz B.43 besagt,
dass

/1 J]k<t0 + (t — to)T)dT € BE<F(t0)) Vk> N .

Schlielich nutzen wir die Abgeschlossenheit von B(F (1)), um

1

o(t) — x(t) man Zx(to + (t — to)T)dr € B(F(to))

t - to k—o0 0
zu zeigen, woraus mit Hilfe von (B.48)
E(to) € Bae(F(to))

folgt. Da € beliebig klein und F'(¢y) abgeschlossen, erhalten wir @(¢y) € F'(ty)
(fiir ¢ — 0). Dies gilt fiir alle ¢y, an denen &(ty) existiert, also fiir fast alle
to € 10, T7.
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4. Nach Lemma B.42 ist mit z eine zuléssige Losung von (B.35) auf [0, 7
gefunden, die z(0) = 2 und z(7") = z* erfiillt. Die Kompaktheit von Az(xg)
haben wir somit bewiesen.

5. Es bleibt, die Stetigkeit von ¢ +— A;(zy) iiber dem Intervall [0, 7] nachzu-
weisen.

Es seien t1,ty € [0, T] und 2z, € Ay, (o) beliebige Elemente. Dann existiert ei-
ne zuléssige Losung x(- ) (zu einer Kontrolle w) mit 2(0) = zo und z(¢;) = 2.
Wir setzen zo := x(ta). Wegen (B.45) gibt es ein M > 0, so dass

< M|t —to] .

o=l = | [ ? F(a(s), u(s))ds

Diese Ungleichung erhalten wir aus Symmetriegriinden auch, falls wir die
Rollen von z; und 25 vertauschen. Es folgt

Ve > 0: Ay (20) € Be(Ay,(20)) und Ay, (z0) € Be(Ap, (w0)) V[t — ta] < 57 -
Dies zeigt die Stetigkeit von t — A;(xg) beziiglich der Hausdorff-Metrik. [J

Folgerung B.45 (Existenz zeitoptimaler Kontrollen). Angenommen die Be-
dingungen aus Satz B.44 sind erfiillt und es gibt ein 7" > 0, so dass z €
Ar(zg). Dann gibt es eine (zeitoptimale) Steuerung, die den Punkt z von z
in minimaler Zeit t' erreicht. Also t' € Ay (o).

Beweis. Nach Definition (B.39) ist ¢ty = inf {t > 0| z € Ay(x0)}. Wegen z €
Ar(zo) ist ty < T'. Es gibt daher Zeitpunkte (¢j)gen mit ¢ 2 #fund zuldssige

Losungen (zx)ken, so dass x,(0) = o und zg(tx) = z. Weiter folgt wie in
(B.46)

tr
len(t) — 2|l = en(t) — za(ta)]| < / Mds
tf

fiir ein M > 0. Es konvergiert somit x4(tf) gegen 2 fiir k — oo. Weil x4 (tf) €
Ay (o) und Ay (zo) abgeschlossen ist, schliessen wir z € Ay, (o). O
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