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Einleitung

Bilineare Systeme modellieren zahlreiche relevante Systeme aus Physik, Bio-
logie und den Wirtschaftswissenschaften. Ganz gleich, ob die Neutronenpopu-
lation in einem Kernreaktor, das Bremsverhalten eines Automobils, die Leis-
tung eines Gleichstrommotors, die Regulierung des Hormons T4 im mensch-
lichen Stoffwechsel, oder die Gewinnung von Weideland zur Viehzucht zu
untersuchen sind—ein bilineares System bildet häufig die Grundlage für die
Analyse und Optimierung solcher Prozesse [18].

Um die Bedeutung bilinearer Systeme nachvollziehen zu können, müssen wir
verstehen, wie sich diese innerhalb der Klasse der nichtlinearen Kontrollsys-
teme einordnen lassen. Die zeitliche Entwicklung der Zustandsgrössen eines
typischen bilinearen Systems ist gegeben durch gewöhnliche Differentialglei-
chungen der Form

ẋi(t) =
n∑

j=1

aijxj(t) +
m∑

k=1

n∑
j=1

nk
ijuk(t)xj(t) +

m∑
k=1

bikuk(t) , aij, n
k
ij, bik ∈ R ,

wobei xi den i-ten Zustand (1 ≤ i ≤ n) und uk die k-te Eingangsgröße
bezeichnet. Die Eingangsgrößen gehen also sowohl additiv über den Term

”
bijuk“ als auch multiplikativ über den Term

”
nk

ijukxj“ in die Zustandsglei-
chung ein. Sind die Koeffizienten bij oder nk

ij ungleich Null, so nennen wir
uk demzufolge eine additive bzw. multiplikative Eingangsgröße. Die Tatsa-
che, dass bei bilinearen Systemen neben den additiven noch multiplikative
Eingangsgrößen berücksichtigt werden, ist der entscheidende Vorteil und Un-
terschied zu den linearen Systemen. So kann beispielsweise die Wachstumsra-
te einer exponentiell wachsenden Population (Beispiel 2.13), die Reaktivität
eines Kernreaktors [19], die Kreisfrequenz der erzeugten Sinusschwingung
eines Oszillators (Beispiel 2.15) oder der Erregerstrom eines Gleichstrommo-
tors (Beispiel 2.16) durch eine multiplikative Eingangsgröße innerhalb eines
bilinearen Systems modelliert werden.

Leider verhalten sich allgemeine bilineare Systeme nicht so angenehm und

vii



viii Einleitung

durchschaubar wie lineare Kontrollsysteme: Die Analyse ist oft schwierig und
führt zu schwächeren Resultaten. Die Problematik zeigt sich im Vergleich
des Ein-Ausgangsverhaltens—angebrachter wäre hier der englische Begriff

”
Input-to-State Verhalten“—dieser beiden Systemklassen. Während sich die

Lösung eines linearen Systems der Form

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, x(t0) = x0

über ein Faltungsintegral

x(t) = eAtx0 +
m∑

i=1

∫ t

0

eA(t−s)biui(s)ds (bi = Bei) (1)

darstellen läßt, ist die Lösung eines bilinearen Systems der Form

ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

k=1

Nkuk(t)x(t) + Bu(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, x(t0) = x0

(mit zusätzlichen n×n−Matrizen Nk = (nk
ij)) durch eine sog. Volterra-Reihe

x(t) = eAtx0 +
m∑

i=1

∫ t

0

eA(t−s)biui(s)ds+

+
∞∑

k=2

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−2−sk−1)Nik−1
eA(sk−1−sk)bikui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1

+
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−1−sk)Nike
Askx0 ui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1

gegeben. Offensichtlich ist die erste Darstellung leichter auszuwerten als die
letzte—vor allem wenn die Volterra-Reihe nicht abbricht. Falls alle stückwei-
se stetigen Kontrollfunktionen mit Werten in ganz Rm zugelassen sind, so
können wir direkt aus (1) ablesen, dass die erreichbaren Mengen eines linea-
ren Systems zu jedem Zeitpunkt t > 0 konvex sind und einen affinen Unter-
vektorraum des Rn bilden. Die erreichbaren Mengen allgemeiner bilinearer
Systeme dagegen müssen diese Eigenschaften zu keinem Zeitpunkt t > 0
besitzen (Beispiel 3.26). Deswegen zieht man sich beim Studium bilinearer
Systeme gerne auf kleinere Teilklassen mit einfacherer Struktur zurück—wie
z.B. Systeme von Rang 1 [10] oder Systeme mit quasikommutativen Matrizen
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[14][15]—in der Hoffnung, diese besser charakterisieren zu können.

Jemand, der sich in Fachzeitschriften und -bücher über bilineare Systeme
informieren möchte, wird feststellen, dass diese häufig nur als Spezialfall von
Systemen der Form

ẋ(t) = f(x(t)) +
m∑

i=1

ui(t)gi(x(t)) (2)

erwähnt werden, wobei f, g1, . . . , gm analytische Vektorfelder des Rn sind.
Systeme vom Typ (2) heißen auch Systeme mit linearer Kontrolle. Neben
ihrer Größe haben sie gegenüber bilinearen Systeme den Vorteil, dass man
beim Verwenden von Feedback-Kontrollen wieder ein System der Form (2)
erhält. Mit den Worten von Roger W. Brockett [4] gesprochen: Die Klasse
der Systeme mit linearer Kontrolle ist abgeschlossen unter Komposition und
Regelung. Viele Ergebnisse in Bezug auf das Ein-Ausgangsverhalten bilinea-
rer Systeme sind ebenso für Systeme mit linearer Kontrolle gültig und von
dort übernommen. Insbesondere hat die Ein-Ausgangsfunktion solcher Sys-
teme eine Volterra-Reihen-Repräsentation [4][16].
Definitionsgemäß ist die rechte Seite der Zustandsgleichung ẋ = f(x, u) eines
bilinearen Systems nicht nur linear in der Kontrolle, sondern auch (affin-)
linear im Zustand. (Dies erklärt die Verwendung des Adjektivs

”
bilinear“.)

D.h. bei fest vorgegebener Kontrolle u ist die Zustandsgleichung durch ein li-
neares Differentialgleichungssystem der Form ẋ = A(t)x+ b(t) gegeben. Dies
hat zur Folge, dass man ein—in der Regel nichtautonomes—lineares System
lösen muss, um die Lösung eines bilinearen Systems bzgl. einer Kontroll-
funktion zu gewinnen. Konzepte aus der hochentwickelten Theorie linearer
Systeme wie Variation der Konstanten sind dabei sehr hilfreich und finden
regelmäßig Verwendung in dieser Arbeit.

Diese Diplomarbeit soll dem Leser als Einführung in die Klasse der bili-
nearen Systeme dienen. Es werden vorwiegend theoretische Aspekte ange-
sprochen, die anhand zahlreicher Beispiele erläutert werden und die Grund-
lage für Anwendungen in der Optimierung oder Numerik bilden könnten.
Schwerpunkte setze ich bei der Untersuchung der erreichbaren Mengen und
des Ein-Ausgangsverhaltens bilinearer Systeme. Ein besonderer Augenmerk
liegt dabei auf der vom Mathematiker Otomar Hàjek eingeführten und äußert
relevanten Teilklasse der

”
bilinearen Systeme von Rang 1“.

Zusammenfassung

Die Arbeit ist folgendermaßen aufgebaut:
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In Kapitel 1 lernen wir Grundbegriffe aus der Systemtheorie, basierend auf
der Axiomatik von Eduardo D. Sontag [23], kennen. Leser, die keinen Wert
auf exakte Wortwahl legen oder bereits vertraut sind mit Begriffen wie

”
Ein-

Ausgangsverhalten“, können dieses Kapitel mit ruhigem Gewissen übersprin-
gen.

Inhaltlich gesehen müssten auf das erste Kapitel die beiden Teile des An-
hangs folgen. In Teil A werden elementare Konzepte aus der Funktionalana-
lysis (z.B. absolute Stetigkeit, Satz von Arzelà-Ascoli, schwache Konvergenz)
aufgelistet, welche der Beweisführung dienlich sind.
Teil B beschäftigt sich mit kontinuierlichen Systemen. Im ersten Abschnitt
führen wir den Lösungsbegriff im Sinne von Caratheodory zusammen mit
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen ein. Der zweite Abschnitt ist den li-
nearen Systemen gewidmet. Es wurde bereits angedeutet, dass wir vor al-
lem an den Darstellungen und Eigenschaften der Lösungen nichtautonomer
linearer Systeme interessiert sind. Die Resultate zu den autonomen Kon-
trollsystemen aus den letzten beiden Abschnitten werden in Abschnitt 2.3
auf autonome bilineare Systeme übertragen. Besonders interessant sind die
Beispiele B.37 und B.39, die zeigen, dass die erreichbaren Mengen von auto-
nomen Systemen mit kompaktem konvexen Steuerbereich weder beschränkt
noch abgeschlossen sein müssen. Auf Beweise wird nicht verzichtet—selbst
der Satz von Filippov, der ursprünglich ein wichtiger Bestandteil dieser Di-
plomarbeit sein sollte (bis er sich als obsolet erwiesen hat), ist weitgehend
bewiesen.

Im ersten Abschnitt von Kapitel 2 stellen wir fest, dass die Lösungen von
Anfangswertproblemen zu bilinearen Systemen—falls erforderlich—auf ganz
R definiert und dort eindeutig bestimmt sind. Wir nutzen den zweiten Ab-
schnitt dieses Kapitels, um anhand ausgewählter Beispiele das Leistungs-
vermögen bilinearer Systeme in der Modellierung physikalischer Systeme zu
demonstrieren. Zu Beginn des dritten Abschnitt verallgemeinern wir das aus
der Theorie linearer Systeme stammende Konzept der Fundamentallösung
mit dem Ziel, die Lösungen bilinearer Systeme zu beschreiben. Später in
diesem Abschnitt wollen wir kurz auf spezielle bilineare Systeme, nämlich
Systeme mit quasikommutativen Matrizen und Systeme von Rang 1, einge-
hen.

Die erreichbaren Mengen bilinearer Systeme sind das Thema von Kapitel
3. In den ersten beiden Abschnitten werden wichtige Notationen und alge-
braische Eigenschaften eingeführt. Von fundamentaler Bedeutung sind die
erreichbaren Mengen At von der Einheitsmatrix I bzgl. des assoziierten Ma-



Einleitung xi

trixsystems in Rn×n. Wie wir in Abschnitt 3.2 sehen werden, lassen sich die
Elemente von At in Abhängigkeit von der Systemgleichung bestimmten Lie-
Gruppen wie GL(n, R) oder SO(n) zuweisen.
Ein Ziel des dritten Abschnitts ist das Auffinden affiner Unterräume, welche
die erreichbare Menge At(p) eines autonomen Systems enthalten. Die herge-
leiteten Aussagen werden es uns ermöglichen, die affine Hülle von At(p) zu
berechnen.
Die topologischen Eigenschaften aus dem vierten Abschnitt gelten ebenso
für Systeme mit linearer Kontrolle [9, p.90ff]. Wir beweisen, dass die erreich-
baren Mengen von bilinearen Systemen mit kompaktem konvexen Steuer-
bereich kompakt und wegzusammenhängend sind. Anhand von unterschied-
lichen Bang-Bang Prinzipien charakterisieren wir die erreichbaren Mengen,
die man bei Restriktion der zulässigen Kontrollen auf stückweise konstante
Bang-Bang Funktionen erhält.
Der letzte Abschnitt konzentriert sich auf Systeme von Rang 1. Gemessen
an den dort erzielten Resultaten (Maximumprinzip, schwaches Bang-Bang
Prinzip) würde man den Abschnitt eher dem größeren Gebiet

”
Kontrolltheo-

rie“ zuordnen. In diesem Zusammenhang stellt er eine Verallgemeinerung
der linearen Kontrolltheorie dar—zumal sich autonome lineare Kontrollsys-
teme als Systeme von Rang 1 interpretieren lassen (Beispiel 2.34). Im ers-
ten Abschnitt wird gezeigt, dass die erreichbaren Mengen von sog. Spalten-
Kontrollsystemen ein nichtleeres Inneres besitzen (sofern sie nicht einelemen-
tig sind) und zumindest für kleine Zeiten konvex sind. Das Pontryaginsche
Maximumprinzip liefert eine Charakterisierung extremaler Kontrollen, die
speziell für Single-Input Systeme zu stärkeren Aussagen im nächsten Teil-
abschnitt führt. Dort sehen wir, dass Single-Input Systeme von Rang 1 das
schwache Bang-Bang Prinzip erfüllen und zu kleinen Zeiten strikt konvexe
erreichbare Mengen besitzen.

In Kapitel 4 wir das Ein-Ausgangsverhalten bilinearer beschrieben. Dazu be-
stimmen wir die Volterra-Reihen-Repräsentation der Ein-Ausgangsfunktion,
indem wir die Kerne der zugehörigen Volterra-Reihe berechnen. Im dritten
Abschnitt wird gezeigt, inwieweit diese Kerne eindeutig bestimmt sind. Der
vierte Abschnitt beinhaltet ein Kriterium für die Endlichkeit der Volterra-
Reihe unserer Repräsentation. Anwendungen und Beispiele befinden sich im
letzten Abschnitt.

Zum Abschluss wird ein Ausblick auf Anwendungs- und Erweiterungsmöglich-
keiten zu dieser Diplomarbeit gegeben.
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Kapitel 1

Grundbegriffe aus der
Systemtheorie

Die Notation und Terminologie aus diesem Kapitel sind weitgehend von
Eduardo D. Sontag [23, Kapitel 2] übernommen. Missverständnisse im Um-
gang mit elementaren Begriffen wie

”
System“ oder

”
Ein-Ausgangsverhalten“

in späteren Kapiteln sollen verhindert werden.

1.1 Was ist ein System?

Zumindest für Systeme, die deterministisch, dynamisch und kausal sind, wird
diese Frage in Definition 1.2 beantwortet. Stochastische Systeme, z.B., wer-
den nicht berücksichtigt.

Definition 1.1. • Eine Zeitmenge T ist eine Untergruppe von (R, +).
Sie enthält sämtliche Zeitpunkte, zu denen sich der Zustand eines Sys-
tems ändern kann. (Beispiel: T = hZ für eine Schrittweite h ∈ R.)

• Für a < b in R ∪ {+∞} sei [a, b) := {t ∈ T | a ≤ t < b}.

• Für a < b in R ∪ {+∞} und einer nichtleeren Menge U sei

U [a,b) :=

{
{u | u : [a, b) → U} , falls a < b

ε , falls a = b

die Menge aller Abbildungen von [a, b) nach U . ε nennt man die leere
Sequenz.

1
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• Für die Elemente a, s, b aus T mit a ≤ s ≤ b sei die Konkatenation
u ∈ U [a,b) von u1 ∈ U [a,s) und u2 ∈ U [s,b) wie folgt definiert:

u(t) := u1&su2(t) :=

{
u1(t) , falls a ≤ t < s
u2(t) , falls s ≤ t < b

Definition 1.2. Ein System Σ ist ein 4-Tupel (T ,X ,U , φ) bestehend aus

• einer Zeitmenge T ;

• einer nichtleeren Menge X , dem sog. Zustandsraum;

• einer nichtleeren Menge U , dem sog. Steuerbereich;

• einer Funktion

φ : D(φ) −→ X
(t, t0, x, u) 7−→ φ(t; t0, x, u)

mit nichtleerer Teilmenge D(φ) von{
(t, t0, x, u) | t, t0 ∈ T , t0 ≤ t, x ∈ X , u ∈ U [t0,t)

}
als Definitionsbereich, der sog. Zustandsübergangsfunktion;

welches die folgenden Axiome erfüllt:

1. Die Nichttrivialität, d.h. zu jedem Zustand x ∈ X existiert ein Paar
t0 < t in T und eine Funktion u ∈ U [t0,t), so dass (t, t0, x, u) ∈ D(φ).
Man sagt, u ist zulässig für x.

2. Die Zulässigkeit von Restriktionen, d.h. falls u ∈ U [t0,t) zulässig für x
ist, so ist für alle t1 ∈ [t0, t) die Restriktion u1 := u|[t0,t1) zulässig für x
und u2 := u|[t1,t) ist zulässig für φ(t1; t0, x, u1).

3. Die Identitätseigenschaft der Übergangsfunktion, d.h. für alle t ∈ T
und alle x ∈ X ist die leere Sequenz ε zulässig für x und φ(t; t, x, ε) = x.

4. Die Halbgruppeneigenschaft der Übergangsfunktion, d.h. für alle t0, t1, t
in T mit t0 < t1 < t und alle x ∈ X gilt: Falls u1 ∈ U [t0,t1) zulässig
für x ist und u2 ∈ U [t1,t) zulässig für φ(t1; t0, x, u1), so gilt bezüglich
x1 := φ(t1; t0, x, u1) und x2 := φ(t; t1, x1, u2), dass u := u1&t1u2 zulässig
für x ist und φ(t; t0, x, u) = x2.
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Definition 1.3. Die Elemente aus U nennt man Eingangsgrößen. Sie wirken
auf den Zustand des Systems ein, ohne selbst beeinflusst zu werden.
Die Funktionen aus U [t0,t) heissen Eingangsfunktionen oder Kontrollfunktio-
nen (kurz: Kontrolle oder Steuerung).
Die Elemente aus X nennt man Zustandsgrößen (kurz: Zustände). Sie ermögli-
chen es, zukünftige Zustände anhand der Eingangsfunktion zu bestimmen.
Man sagt, x(t) := φ(t; t0, x0, u) ist der Zustand zum Zeitpunkt t, den man
ausgehend vom Anfangszustand x0 und dem Anfangszeitpunkt t0 mittels der
Eingangsfunktion u ∈ U [t0,t) erhält. (Insbesondere x0 = x(t0) nach Axiom 3.)

Bei der Modellierung technischer Systeme wird häufig berücksichtigt, dass es
in der Praxis unmöglich oder zu aufwendig ist, die Werte einiger Zustands-
grössen zu bestimmen.
Grössen, die vom Zustand des Systems abhängen und gemessen werden,
nennt man Ausgangsgrößen.

Beispiel 1.4. Als Beispiel wähle ich das klassische Quecksilberthermome-
ter. Es besteht im Wesentlichen aus einer Glaskapillare, die mit Quecksilber
gefüllt ist, und einer Skala. Zur Beschreibung der Funktionsweise könnte
man die Umgebungstemperatur als Eingangsgröße, die Quecksilbertempera-
tur und das Quecksilbervolumen als Zustandsgrößen, und die Skalenanzeige
als Ausgangsgröße verwenden.

Die folgende Definition berücksichtigt das Konzept der Systemsausgangs-
grössen:

Definition 1.5. Ein System mit Ausgang ist gegeben durch ein System
Σ = (T ,X ,U , φ), zusammen mit

• einer Menge Y , dem sog. Messbereich;

• einer Abbildung y : T × X → Y , der sog. Ausgangsfunktion.

Die Elemente aus Y nennt man Ausgangsgrössen.

Ein System mit Ausgang ist ein 6-Tupel (T ,X ,U , φ,Y , y) und wird ebenfalls
mit Σ bezeichnet.

1.2 Klassifikation

Die nachfolgenden Eigenschaften dienen der Klassifikation von Systemen.

Definition 1.6. Ein System Σ ist ohne Kontrolle, falls dessen Steuerbereich
U einelementig ist.



4 1. Grundbegriffe

Bei Systemen ohne Kontrolle gibt es für alle t0, t genau ein mögliches u ∈
U [t0,t). Daher ist die Übergangsfunktion φ(t; t0, x, u) unabhängig von der letz-
ten Koordinate; wir schreiben dann kurz φ(t; t0, x).

Beispiel 1.7. Natürlich gehören Systeme, die über klassische Differential-
gleichungen der Form ẋ = f(x, t) definiert sind, zur Klasse der Systeme ohne
Kontrolle (siehe Satz B.17). Aber auch Feedback-Systeme, deren Eingangs-
größen u(t) über eine Abbildung F : X × T → U mittels u(t) := F (x(t), t)
gegeben sind, lassen sich als Systeme ohne Kontrolle interpretieren.

Definition 1.8. Ein System Σ ist endlich-dimensional (über K = R oder
C), falls U und X Teilmengen von endlich-dimensionalen Vektorräumen über
K sind. Bei Systemen mit Ausgang gilt dies ebenso für Y .
Falls X = Kn, so sagen wir auch, dass Σ ein

”
System im Kn“ ist.

Definition 1.9. Ein System Σ ist zeitinvariant oder autonom, wenn für alle
u ∈ U [t0,t), x ∈ X und s ∈ T die folgende Aussage gilt:
Falls u zulässig für x ist, so ist die Translation

us ∈ U [t0+s,t+s), us(t) := u(t− s)

zulässig für x und

φ(t; t0, x, u) = φ(t + s; t0 + s, x, us).

Bei Systemen mit Ausgang wird noch gefordert, dass die Ausgangsfunktion
y(t, x) unabhängig von t ist.

Definition 1.10. Ein System Σ mit einer abzählbaren unendlichen Zeit-
menge T heißt diskret . (Ohne Einschränkung darf dann T := Z gesetzt
werden.)

Beispiel 1.11. Diskrete bilineare Systeme mit Zustandsraum X = Rn und
Steuerbereich U ⊆ Rm sind durch eine Differenzengleichung der Form

x(t + 1) = Ax(t) +
m∑

k=1

Nkuk(t)x(t) + Bu(t), t ∈ Z, u(t) =

 u1(t)
u2(t)

...
um(t)

 ∈ U

gegeben, wobei B ∈ Rn×m und A, Nk ∈ Rn×n (k = 1, . . . ,m).

Definition 1.12. Sei K = R oder C. Unter einem kontinuierlichen System
verstehen wir ein System Σ = (R,X ,U , φ) mit einer offenen Menge X ⊆ Kn
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und einem metrischen Raum U , dessen Dynamik durch eine Differentialglei-
chung der Form

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), f : R×X × U → Kn (1.1)

bestimmt ist.
Bei Systemen mit Ausgang wird noch gefordert, dass die Ausgangsfunktion
y : T × X → Y stetig und Y ein metrischer Raum ist.

Bemerkung 1.13. Um aus der Differentialgleichung (1.1) eine wohldefinier-
te Übergangsfunktion φ zu gewinnen, muss die rechte Seite f(t, x, u) soge-
nannte Regularitätsbedingungen erfüllen, welche in der Regel die eindeutige
Existenz einer Lösung t 7→ x(t; t0, x0, u) von (1.1) bei vorgegebener Anfangs-
bedingung x(t0) = x0 und zulässiger Kontrollfunktion u ∈ U [t0,t) auf einem
Intervall [t0, t] für ein t > t0 sicherstellen. Dabei ist mit

”
zulässiger Kontroll-

funktion“ häufig nur die Angehörigkeit der Kontrolle u zu einer Klasse von
messbaren Funktionen gemeint, wie etwa der Menge der stückweise stetigen
Funktionen. Der Begriff

”
Lösung“ ist—zumindest in dieser Arbeit—im Sinne

Caratheodorys zu verstehen (Definition B.5). Setze dann

φ(t; t0, x0, u) := x(t; t0, x0, u) .

Die Caratheodory-Bedingungen B.2 und die lokale Lipschitz-Bedingung in
Lemma B.13 sind ein typisches Beispiel solcher Regularitätsbedingungen, wie
wir in Satz 2.12 und B.17 sehen können. Allgemeinere Bedingungen findet
man in [23, p.43].

1.3 Erreichbarkeit

Eine typische Problemstellung in der Kontrolltheorie ist die Bestimmung
einer Steuerung oder Regelung, die einen Anfangszustand p ∈ X auf eine
noch festzulegende optimale Weise (z.B. zeitoptimal) in einen Zustand q ∈ Z
überführt, der zu einer vorgegebenen Zielmenge Z ⊆ X gehört. Dabei stellt
sich die Frage, ob und wann ein solcher Punkt q von p aus erreicht werden
kann.

Ein System Σ = (T ,X ,U , φ) sei vorgegeben.

Definition 1.14. Es seien x, x0 ∈ X und t, t0 ∈ T mit t− t0 := T ≥ 0.
Angenommen, es existiert ein u ∈ U [t0,t), so dass

(t, t0, x0, u) ∈ D(φ) und x = φ(t, t0, x0, u) .
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Dann sagen wir:
Die Kontrolle u steuert x0 nach x zur Zeit T . Oder umgekehrt, x kann von
x0 zur Zeit T erreicht werden.

Speziell für autonome Systeme führen wir eine Notation ein, die sich auch
auf nichtautonome Systeme übertragen lässt, indem man den Zeitpunkt t0
aus Definition 1.14 fest vorgibt.

Definition 1.15. Es sei Σ autonom. Dann bezeichnet

At(x0) := {x ∈ X | x kann von x0 zur Zeit t erreicht werden}
die erreichbare Menge von x0 zur Zeit t.

Die erreichbare Menge von x0 ist

A(x0) :=
⋃
t∈T :
t≥0

At(x0) .

Lemma 1.16. Es sei Σ autonom. Wenn x1 nach x2 (zur Zeit t1) und x2 nach
x3 (zur Zeit t2) gesteuert werden kann, so auch x1 nach x3 (zur Zeit t1 + t2).
Kurz:

x2 ∈ At1(x1), x3 ∈ At2(x2) =⇒ x3 ∈ At1+t2(x1) (1.2)

Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus der Halbgruppeneigenschaft des Sys-
tems Σ. Die Konkatenation zweier zulässiger Kontrollen führt zur Konkate-
nation der zugehörigen Lösungstrajektorien.

1.4 Ein-Ausgangsverhalten

Bei vielen realen Systemen fällt es dem Mathematiker leichter, das System
über sein Ein-Ausgangsverhalten zu beschreiben, als durch ein konzeptionel-
les Modell mit Zustandsraum und Übergangsfunktion.

Definition 1.17. (i) Ein initialisiertes System ist ein Paar (Σ, x0), beste-
hend aus einem System Σ (mit/ohne Ausgang) und einem Anfangszu-
stand x0 ∈ X .

(ii) Unter dem Ein-Ausgangsverhalten eines initialisierten Systems (Σ, x0)
mit Ausgang verstehen wir ein Viertupel Λ = (T ,U ,Y , λ) mit T ,U ,Y
aus Σ = (T ,X ,U , φ,Y , y) und einer Funktion, Responsefunktion ge-
nannt, die wie folgt definiert ist:

λ : D(λ) −→ Y
λ(t; t0, u) := y(t; φ(t; t0, x0, u))

mit Definitionsmenge D(λ) := {(t, t0, u) | (t, t0, x0, u) ∈ D(φ)}.



1.4 Ein-Ausgangsverhalten 7

Bemerkung 1.18. λ(t; t0, u) berechnet diejenige Ausgangsgröße y(t) zum
Zeitpunkt t, welche ausgehend vom Anfangszustand x(t0) = x0 durch die
Eingangsfunktion u erwirkt wird.

- - y(t)u
System

Σ

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Ein-Ausgangsverhaltens

Alternativ zur Responsefunktion könnte man das Ein-Ausgangsverhalten
auch durch eine Abbildung beschreiben, die jeder Eingangsfunktion u eine

”
Ausgangsfunktion“ y ∈ Y [t0,T ] zuordnet, welche sämtliche Ausgangsgrößen

im Intervall [t0, T ] als Funktion der Zeit spezifiziert.

Definition 1.19. Die Ein-Ausgangsfunktion Ψ zum Ein-Ausgangsverhalten
Λ ist die Abbildung

Ψ : D(λ) −→
⋃

t0≤T

Y [t0,T ] (1.3)

Ψ(T, t0, u)(t) := λ(t; t0, u|[t0,t)) ∀t ∈ [t0, T ] .

Bemerkung 1.20. Die Responsefunktion lässt sich aus der Ein-Ausgangs-
funktion zurückgewinnen, da

λ(t; t0, u) = Ψ(t, t0, u)(t) .
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Kapitel 2

Bilineare Systeme

2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Wir beschäftigen uns in dieser Arbeit mit kontinuierlichen endlich-dimen-
sionalen Kontrollsystemen Σ, die durch eine Differentialgleichung der Form

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), f : Rn × Rm × R → Rn (2.1)

modelliert werden, wobei x(t) ∈ Rn der Zustand und u(t) ∈ U der Kontroll-
wert zum Zeitpunkt t ist. Die Zustandsmenge X ist zunächst der gesamte Rn

und der Steuerbereich U ist eine (nichtleere) Teilmenge des Rm.

Definition 2.1. Wir nennen Σ ein bilineares System, falls die rechte Seite
f(x, u, t) von (2.1)

• affin-linear in x ist, d.h. für jedes Tupel (u, t) ∈ Rm × R gibt es eine
Matrix G(u, t) ∈ Rn×n und einen Translationsvektor g(u, t) ∈ Rn, so
dass

f(x, u, t) = G(u, t)x + g(u, t) , (2.2)

• affin-linear in u ist, d.h. für jedes Tupel (x, t) ∈ Rn × R gibt es eine
Matrix H(x, t) ∈ Rn×m und einen Translationsvektor h(x, t) ∈ Rn, so
dass

f(x, u, t) = H(x, t)u + h(x, t) . (2.3)

Systeme, welche durch rechte Seiten der Form (2.2) oder (2.3) bestimmt sind,
nennt man auch linear im Zustand bzw. linear in der Kontrolle. Bilineare
Systeme sind also linear im Zustand und in der Kontrolle—getrennt, aber
nicht notwendigerweise gleichzeitig.

9
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Das dynamische Verhalten eines bilinearen Systems über einem Zeitintervall
I ist im Allgemeinen gegeben durch eine Differentialgleichung der Form

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), u(t) ∈ U , t ∈ I (2.4)

mit matrixwertigen Funktionen A, N1, . . . Nm : I → Rn×n bzw. B : I →
Rn×m. Indem wir diese Funktionen durch Null auf Ic = R\I fortsetzen und
u(t) := u0 für ein u0 ∈ U und alle t ∈ Ic setzen, könnten wir ohne Ein-
schränkung I = R voraussetzen. Mit uk(t) bezeichnen wir die k-te Kompo-
nente von u(t)—entsprechend der folgenden Notation:

Bezeichnung 2.2. Für Vektoren z ∈ Rl verwenden wir die Schreibweise

z =

( z1
z2

...
zl

)
.

Eine Matrix Z ∈ Rl×k mit Spalten z1, z2, . . . , zk ∈ Rl läßt sich folgenderma-
ßen darstellen:

Z = (z1|z2| . . . |zk)

Bemerkung 2.3. Offenbar ist die rechte Seite von (2.4)

f(x, u, t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

ukNk(t)

)
x + B(t)u

affin-linear in x. Mit einer kleinen Umformung können wir auch die Linearität
in der Kontrolle verdeutlichen:

f(x, u, t) = A(t)x +
m∑

k=1

ukNk(t)x + B(t)u

= A(t)x + (N1(t)x|N2(t)x| . . . |Nm(t)x)·

( u1
u2

...
um

)
+ B(t)u

= A(t)x︸ ︷︷ ︸
:=h(x,t)

+
(
(N1(t)x|N2(t)x| . . . |Nm(t)x) + B(t)

)︸ ︷︷ ︸
:=H(x,t)

u

f(x, u, t) genügt daher den Ansprüchen aus Definition 2.1.
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Definition 2.4. Falls B ≡ 0 in der Gleichung (2.4), d.h.

ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
x(t), u(t) ∈ U , t ∈ I , (2.5)

so sprechen wir von einem homogenen bilinearen System. Sind stattdessen
die Funktionen N1, . . . , Nm identisch Null, so wird durch ẋ = Ax + Bu ein
lineares Kontrollsystem gegeben.
Ein bilineares System ist autonom, wenn in der Systemgleichung (2.4) sämt-
liche matrixwertigen Funktionen konstant sind.

Bemerkung 2.5. Per Zustandsraumvergrößerung können wir jedes bilinea-
re System, das durch (2.4) definiert ist, formal der Klasse der homogenen
bilinearen Systeme zuordnen. Wir erhalten aus (2.4) die homogenen Form(

ẋ(t)
ϕ̇(t)

)
=

(
A(t) 0
0∗ 0

)(
x(t)
ϕ(t)

)
+

m∑
k=1

uk(t)

(
Nk(t) bk(t)

0∗ 0

)(
x(t)
ϕ(t)

)
, (2.6)

wobei bk(t) die k-te Spalte von B(t) bezeichnet, mit neuer Zustandsvaria-
ble (x, ϕ) im vergrößerten Zustandsraum Rn+1. Das Ausgangssystem taucht
wieder in der Hyperebene ϕ = 1 auf. Auf diese Weise können wir uns in
vielen Fällen auf das Studium der formal einfacheren homogenen Systeme
beschränken.

Voraussetzung 2.6. Um die eindeutige Lösbarkeit von Anfangswertproble-
men zur Differentialgleichung (2.4) sicherstellen zu können, fordern wir, dass
die Funktionen A(· ), N1(· ), . . . , Nm(· ), B(· ) messbar und lokal (essentiell)
beschränkt sind, und dass die Kontrollfunktion u : I → U zu einer Klasse
von zulässigen Steuerfunktionen gehören.
Wir unterscheiden zwischen drei Klassen von zulässigen Steuerfunktionen:

(I) U I
u ist die Klasse der messbaren, lokal (essentiell) beschränkten Funktio-
nen von einem reellen Intervall I nach U .

(II) VI
r ist die Klasse der messbaren Funktionen auf I, deren Bilder in einer

kompakten Teilmenge V ⊆ U sind.

(III) VI
b ist die Klasse der stückweise konstanten Funktionen auf I mit Wer-

ten in der kompakten Teilmenge V ⊆ U .

Die Buchstaben u, r und b stehen für
”
unrestricted“,

”
restricted“ und

”
Bang-

Bang“. Es gilt offenbar U I
u ⊇ VI

r ⊇ VI
b . Aussagen können also hierarchisch

zwischen den Klassen vererbt werden.
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Es wäre sehr lästig die soeben gestellte Voraussetzung in den folgenden Sätzen
und Lemmas zu wiederholen. Deshalb verlangen wir, dass eine derartige
Voraussetzung stets bis zum Ende des laufenden Abschnitts ihre Gültigkeit
behält.

Definition 2.7. Es sei eine Klasse aus (I)-(III) vorgegeben. Eine messbare
Abbildung u : I 7→ U heißt zulässige Kontrollfunktion, falls u zu dieser Klasse
gehört.

Lemma 2.8. Ist u ∈ U I
u , so erfüllt die Funktion

g : Rn × I → Rn

g(x, t) := A(t)x +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x + B(t)u(t)

die Caratheodory-Bedingungen (C1)-(C3) aus B.2 und die globale Lipschitz-
bedingung in x aus Folgerung B.16. In diesem Sinne ist (2.4) eine Caratheo-
dory-Gleichung. Die Theorie aus Abschnitt B.1 lässt sich übertragen.

Beweis. 1. g(x, t) ist affin-linear und somit stetig in x für alle t. Die Cara-
theodory-Bedingung (C1) ist also erfüllt.

2. Die Komponenten von g(x, t) lassen sich als (endliche) Summen von Pro-
dukten darstellen, deren Faktoren Komponenten von

A(t), N1(t), . . . , Nm(t), B(t), u(t), x (2.7)

sind. Nach Voraussetzung 2.6 sind die Komponenten der Funktionen aus (2.7)
messbar. Natürlich sind auch Summen und Produkte messbarer reellwertiger
Funktionen messbar, woraus die Messbarkeit von g(x, t) in t für alle x folgt.
Es gilt daher auch die Caratheodory-Bedingung (C2).

3. Da die globale Lipschitzbedingung in x erfüllt sein wird, genügt es anstelle
von (C3) die abgeschwächte Bedingung (C3’) aus Lemma B.13 nachzuweisen.
Wir tun dies, indem wir zeigen, dass für jedes feste x ∈ Rn die Funktion
m(t) := ‖g(x, t)‖ messbar und lokal essentiell beschränkt ist auf I.
Dazu sei J irgendein beschränktes Teilintervall von I. Da die Funktionen aus
(2.7) gemäß Voraussetzung 2.6 lokal essentiell beschränkt sind, existiert eine
obere Schranke M > 0, so dass mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt

m(t) = ‖g(x, t)‖ ≤ ‖A(t)‖· ‖x‖+
m∑

k=1

|uk(t)|· ‖Nk(t)‖· ‖x‖+ ‖B(t)‖· ‖u(t)‖

≤ M ∀ ′t ∈ J .
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Es fehlt noch die Messbarkeit von m(· ). Diese folgt aus der Messbarkeit von
t 7→ g(x, t) und der Stetigkeit der Normfunktion.

4. Schließlich soll g(x, t) noch die globale Lipschitzbedingung in x erfüllen,
d.h. es gibt eine lokal integrierbare Funktion µ : I → R+, so dass

‖g(x, t)− g(y, t)‖ ≤ µ(t)‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn, t ∈ I .

Dazu setze einfach

µ(t) :=

∥∥∥∥A(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)

∥∥∥∥ .

Analog zu 3. sehen wir, dass µ messbar und lokal (essentiell) beschränkt ist.
Folglich ist µ eine lokal integrierbare Funktion und

‖g(x, t)− g(y, t)‖ =

∥∥∥∥
(

A(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)

)
· (x− y)

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
µ(t)

· ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn, t ∈ I .

Bemerkung 2.9. Für ein fest vorgegebenes u ∈ U I
u ist durch die rechte Sei-

te g(x, t) ein inhomogenes lineares System ohne Kontrolle der Form (B.26)
gegeben. Letztendlich leiten wir in diesem Abschnitt nur Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussagen für solche linearen Systeme her. Die Ergebnisse sollten
daher nicht überraschen.

Definition 2.10. Eine Funktion x : J → Rn heißt zulässige Lösung von (2.4)
auf J ⊆ I bezüglich einer (zulässigen) Kontrolle u : J → U , falls x(· ) eine
Caratheodory-Lösung von (2.4) auf J gemäß Definition B.5 ist. Das heißt,
eine der beiden äquivalenten Bedingungen wird von x(·) erfüllt:

(i) x : J → Rn ist eine lokal absolut stetige Funktion mit

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t)

für fast alle t ∈ J .
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(ii) Die Abbildung t 7→ A(t)x(t) +
∑m

k=1 uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t) ist lokal
integrierbar über J , und es gilt

x(t) = x(a) +

∫ t

a

A(s)x(s) +
m∑

k=1

uk(s)Nk(s)x(s) + B(s)u(s) ds

für alle a, t ∈ J . (Dabei sei
∫ t

a
= −

∫ a

t
für a > t.)

Wir sagen, x : J → Rn ist eine (zulässige) Lösung des Anfangswertproblems

ẋ = A(t)x +
m∑

k=1

ukNk(t)x + B(t)u, t ∈ I, x(t0) = x0 (AWP)

auf dem Intervall J ⊆ I bezüglich der zulässigen Kontrolle u : I → U , falls
x(· ) eine zulässige Lösung von (2.4) bzgl. der Restriktion u|J ist, welche den
Bedingungen t0 ∈ J und x(t0) = x0 genügt.
Sie heißt maximal, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:
Ist x̃ : J̃ → Rn eine weitere Lösung von (AWP) auf J̃ ⊆ I, so folgt J̃ ⊆ J
und x(t) = x̃(t) für alle t ∈ J̃ .

Satz 2.11 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei u ∈ U I
u . Dann existiert

eine (eindeutige) maximale Lösung ρ : I → Rn von (AWP), die auf ganz I
definiert ist. Das bedeutet, falls x(· ) eine zulässige Lösung von (AWP) auf
einem Teilintervall J ⊆ I ist, so folgt x(t) = ρ(t) für alle t ∈ J .

Beweis. Da für ein vorgegebenes u ∈ U I
u die Funktion

g(x, t) := A(t)x +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x + B(t)u(t)

den Caratheodory-Bedingungen und der globalen Lipschitzbedingung in x
genügt (Lemma 2.8), sind alle Voraussetzungen von Folgerung B.16 erfüllt.
Es existiert daher eine maximale Lösung ρ : I → Rn von

ẋ(t) = g(x(t), t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), x(t0) = x0

auf ganz I.

Zum Schluß soll der Zusammenhang unserer Definition eines bilinearen Sys-
tems mit dem axiomatischen Systembegriff aus Abschnitt 1.1 verdeutlicht
werden.
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Definition und Satz 2.12. Es sei U ⊆ Rm eine nichtleere Menge. X sei
entweder der gesamte Rn oder eine stark invariante Teilmenge des Rn gemäß
Definition 3.11. Die Funktionen A, N1, . . . , Nk : R → Rn×n und B : R →
Rn×m seien messbar und lokal (essentiell) beschränkt. Weiter sei eine Klasse
zulässiger Kontrollfunktionen aus (I)-(III) vorgegeben.
Dann ist durch die Gleichung

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), x(t) ∈ X , u(t) ∈ U

(2.8)

ein kontinuierliches bilineares System Σ = (R,X ,U , φ) gegeben mit einer
Übergangsfunktion φ, die folgendermaßen definiert wird:
Definiere auf der Menge

D(φ) :=
{
(t, t0, x0, u) | t0 ≤ t, x0 ∈ X , u ∈ U [t0,t) zulässig

}
die Abbildung

φ(t; t0, x0, u) := x(t; t0, x0, u) ,

wobei x(· ; t0, x0, u) die (eindeutige) maximale Lösung von (AWP) bezüglich
u auf dem Intervall [t0, t] sei.
In diesem Sinne darf man die Gleichung (2.8) als System bezeichnen.

Beweisskizze. Die Übergangsfunktion ist offensichtlich wohldefiniert.
Die Prüfung der Systemaxiome ist dem Leser überlassen.

2.2 Beispiele

Anhand einiger Beispiele soll die vielseitige Einsetzbarkeit von bilinearen
Systemen zur Modellierung von Prozessen in der Physik, Biologie, Ökonomie,
etc. verdeutlicht werden.

Beispiel 2.13 (Demographie). Im Gegensatz zu linearen Systemen geht bei
den bilinearen Systemen die Kontrollfunktion nicht nur additiv über den
Term

”
Bu“, sondern auch multiplikativ über den Term

”

∑m
k=1 Nkukx“ in die

Systemgleichung ein. Das einfachste Beispiel ist gegeben durch

ẋ(t) = u(t)x(t)

mit skalaren Zustands- und Eingangsgrößen.
Wir können x als die Bevölkerungszahl und u als

”
Geburtenrate minus Ster-

berate plus Migrationsrate“ interpretieren, um die Demographie einer Region
zu modellieren.
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Die Bilineare Approximation ist eine naheliegende Verallgemeinerung der
gewöhnlichen Linearisierung eines nichtlinearen Systems und basiert auf ei-
ner abgebrochenen Taylor-Entwicklung von der rechten Seite der Zustands-
gleichung in einem Gleichgewicht.

Beispiel 2.14 (Bilineare Approximation). In [25] wird die Bewegung eines
geostationären Satelliten auf der Erdumlaufbahn anhand eines nichtlinearen
Systems modelliert. Zur Vereinfachung wird dort vorausgesetzt, dass sich der
Satellit stets direkt über dem Äquator befindet (konstanter Breitengrad 0◦),
d.h. er bewegt sich in der Äquatorebene, als deren Ursprung der Mittelpunkt
der Erde gewählt wird. Die Position des Satelliten ist in den Polarkoordinaten
(r, ρ) gegeben.
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r

geostationary orbit

equator

ρ

Abbildung 2.1: Satellit in Äquatorebene

Die folgenden Parameter werden berücksichtigt:

mE : = Erdmasse, mS := Masse des Satelliten,

g : = Gravitationskonstante der Erde,

Ω : = Winkelgeschwindigkeit der Erde,

r0 : = Radius des geostationären (kreisförmigen) Orbits,

ρ0 + Ωt : = Winkel, der von einer Antenne aus angepeilt wird.
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Die Zustände des modellierten Satelliten sind

x1(t) := r(t)− r0 ,

x2(t) := ṙ(t) ,

x3(t) := ρ(t)− (ρ0 + Ωt) ,

x4(t) := ρ̇(t)− Ω .

Man beachte, dass x1 und x3 die Abweichung der Position des Satelliten von
der gewünschten Position im geostationären Orbits wiedergibt.
Weiter wird angenommen, dass am Satelliten zwei Düsenantriebe installiert
sind, die den Satelliten in Richtung r bzw. ρ bewegen. Wir führen entspre-
chende Eingangsgrößen

u1 := Antriebskraft in Richtung r ,

u2 := Antriebskraft in Richtung ρ

ein.
Mit Hilfe der Newtonschen Gesetze kann man das dynamische Verhalten
durch die nichtlineare Differentialgleichung

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = (x1(t) + r0)(x4(t) + Ω)2 − gmE

(x1(t)+r0)2
+ u1(t)

mS

ẋ3(t) = x4(t)

ẋ4(t) = −2x2(t)(x4(t)+Ω)
x1(t)+r0

+ u2(t)
mS(x1(t)+r0)

 =: f(x(t), u(t))

bestimmen.
Der Punkt (x∗, u∗) = (0, 0) ∈ Rn×Rm ist ein Gleichgewicht, d.h. f(x∗, u∗) =
0. Solange sich das System in diesem Gleichgewicht befindet, kreist der Sa-
tellit auf dem geostationären Orbit genau in der Position, die von der Erde
aus angepeilt wird. Eine optimale Kontrolle steuert daher den Satelliten in
den Zustand x∗ = 0, der ohne Kraftausübung (u∗ = 0)

”
gehalten“ werden

kann.
Die (komponentenweise) Taylorentwicklung der rechten Seite f(x, u) im Gleich-
gewicht (0, 0) bis zur Ordnung 3 liefert für kleine x, u unter Berücksichtigung
der Formel Ω2 = mEg

r0
3 das Ergebnis

f(x, u) ≈


x2

2 Ωx1x4 + 2 Ωr0 x4 + r0x4
2 + 3Ω2x1 − 3 mEgx1

2

r0
4 + u1

mS

x4

2 Ωx1x2

r0
2 − 2 Ωx2

r0
− 2 x2x4

r0
− x1u2

r0
2ms

+ u2

r0ms

 .
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Wir streichen nun Summanden wie
”
2Ωx1x4“ oder

”
r0x4

2“, die zu keinem
bilinearen System gehören können. Auf diese Weise können wir für kleine
x, u das Ausgangssystem durch das einfachere bilineare System

ẋ =


0 1 0 0

3Ω2 0 0 2Ωr0

0 0 0 1
0 −2Ω

r0
0 0

x + u2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

− 1
r0

2mS
0 0 0

x +


0 0
1

mS
0

0 0
0 1

mSr0

u

”
approximieren“.

Der Vorteil der bilinearen Approximation gegenüber der linearen ist, dass
auch Terme der Form

”
− 1

r0
2mS

u2x1“, welche Produkte 1.Ordnung zwischen
Zustands- und Eingangsgrößen enthalten, aus der Taylorentwicklung über-
nommen werden. Bei der linearen Approximation würden diese gestrichen
werden. Die bilineare Approximation ist also näher am nichtlinearen Aus-
gangssystem.

Das nächste Beispiel wird auch in [9] und [22, p.96] studiert.

Beispiel 2.15 (Oszillator). Ein harmonischer Oszillator ist ein physikalisches
System, dessen Bestandteile harmonische Sinusschwingungen der Form

x(t) = x̂ cos(ωt + ρ), x̂, ω ≥ 0, ρ ∈ [0, 2π)

erzeugen. x̂ nennt man Amplitude, ρ Nullphasenwinkel und ω Kreisfrequenz.
x(·) ist die allgemeine Lösung der sog. Bewegungsgleichung

d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) = 0 , (2.9)

d.h. die Lösungen dieser DGL sind stets harmonische Sinusschwingungen,
deren Parameter x̂ und ρ durch Anfangswerte (x(t0), ẋ(t0)) eindeutig gege-
ben sind. Die Bewegungsgleichung ist nach Erweiterung des Zustandsraumes
mittels ( x1

x2 ) = ( x
ẋ ) durch die lineare Differentialgleichung

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
−ω2 0

)(
x1

x2

)
ersetzbar. Auf diese Weise kann man einen harmonisches Oszillator als linea-
res System modellieren.
Ein typisches Beispiel für einen harmonischen Oszillator ist ein ungedämpf-
ter LC-Schwingkreis. Das ist eine Baugruppe, bestehend aus einer Spule und
einem Kondensator, die zueinander in Reihe geschaltet sind. Die Spule wird
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C

i(t)

L

Abbildung 2.2: LC-Schwingkreis

durch die Induktivität L und der Kondensator durch die Kapazität C cha-
rakterisiert. Das Verhältnis zwischen L, C und der Stromstärke i(t) läßt sich
durch das physikalische Gesetz

L
d

dt
i(t) +

1

C

∫ t

0

i(s)ds = 0

beschreiben. Differenzieren liefert die Bewegungsgleichung

d2i(t)

dt2
+

1

LC︸︷︷︸
:=ω2

i(t) = 0

für den offensichtlich sinusförmigen Wechselstrom i(t).

Eine einfache Möglichkeit eine kontrollierte Oszillation zu erzeugen, ist es ei-
ne Schaltung zwischen zwei verschiedenen ungedämpften LC-Schwingkreisen
zu installieren. Betrachte dazu das Netzwerk in Abbildung 2.3. Je nach Schal-
terstellung wählt man zwischen den Parametern L1, C1 und L2, C2. Bleibt der
Schalter unberührt, so wird eine Sinuskurve mit Kreisfrequenz ωk := 1√

LkCk

erzeugt (k = 1, 2).
Dieses System kann durch das folgende bilineare Kontrollsystem mit Ausgang
modelliert werden:

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
−ω2

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x1

x2

)
+ u

(
0 0
−1 0

)
︸ ︷︷ ︸

N

(
x1

x2

)
, (2.10)

y =
(
1 0

)
x
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i(t)

L1
L2

C1 C2

Abbildung 2.3: geschaltete LC-Schwingkreise

mit Zustandsraum X = R2, Steuerbeschränkung U = {ω2
2−ω2

1, 0} und Mess-
bereich Y = R.

Wir werden in unserem letzten Beispiel ein bilineares System zur Modellie-
rung eines Motors kennenlernen, das ausnahmsweise nicht autonom ist. Eine
ausführlichere Beschreibung des Systems findet man in [22, p.98].

Beispiel 2.16. Wilson J. Rugh modelliert einen Gleichstrommotor, dessen
Anker- und Erregerwicklung durch separable Kreisläufe mit Strom versorgt
werden, anhand der folgenden Differentialgleichungen:

d

dt
iA(t) = −RA

LA

iA(t)− K

LA

iE(t)ω(t) +
1

LA

uA(t) ,

d

dt
ω(t) =

K

J
iE(t)iA(t)− B

J
ω(t)

Dabei ist

iA, iE der Anker- bzw. Erregerstrom,

uA, uE die Anker- bzw. Erregerspannung,

LA, LE die Induktivität der Anker- bzw. Erregerwicklung,
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RA, RE der Widerstand der Anker- bzw. Erregerwicklung,

ω die Winkelgeschwindigkeit des Ankers,

J das Massenträgheitsmoment des Ankers.

K, B sind positive Konstanten, die in [22, p.98] charakterisiert werden.

Die Geschwindigkeit des Motors wird kontrolliert, indem man die Ankerspan-
nung konstant hält (d.h. uA(t) ≡ UA) und den Erregerstrom iE durch einen
variablen Widerstand in der Erregerwicklung steuert.

Wir führen den Zustandsvektor x(t) :=
(

iA(t)
ω(t)

)
, die Eingangsgröße u(t) :=

iE(t) und die Ausgangsgröße y(t) := ω(t) ein, und erhalten basierend auf den
Differentialgleichungen das bilineare System

ẋ(t) =

(
−RA

LA
0

0 −B
J

)
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) + u(t)

(
0 − K

LA
K
J

0

)
︸ ︷︷ ︸

N

x(t) +

(
UA

LA

0

)
︸ ︷︷ ︸

d

,

y(t) =
(
0 1

)
x(t) .

Um die rechte Seite auf die Standardform (2.4) zu bringen, müssen wir den
konstanten Term d beseitigen. Dies geschieht folgendermaßen:
Zunächst berechnen wir die Lösung xc(·) zur Kontrolle u ≡ 0 mit xc(0) = 0,
d.h. xc ist absolut stetig und

ẋc = Axc + d f.ü, xc(0) = 0 .

In unserem Fall ergibt Variation der Konstanten B.27

xc(t) =

∫ t

0

eA(t−s)d ds =

∫ t

0

(
e
−RA

LA
(t−s)

0

0 e−
B
J

(t−s)

)
·
(

UA
LA
0

)
ds

=

∫ t

0

(
e
−RA

LA
(t−s) UA

LA
0

)
ds =

(
e
−RA

LA
t UA

LA
·
(

LA
RA

e
RA
LA

t
−LA

RA

)
0

)
=

(
UA
RA

(
1−e

−RA
LA

t

)
0

)
.

Als Nächstes setzen wir z(t) := x(t) − xc(t) und berechnen die Systemglei-
chung bezüglich z(t):

ż(t) = Ax + uNx + d− Axc − d = Az + uNz − uNxc

=

(
−RA

LA
0

0 −B
J

)
z(t) + u(t)

(
0 − K

LA
K
J

0

)
z(t) +

( 0

KUA
JRA

(
1−e

−RA
LA

t

))
u(t) ,

y(t) =
(
0 1

)
z(t), z(0) =

(
iA(0)
ω(0)

)
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Wir stellen fest, dass das umgeformte System zwar bilinear und in Standard-
form ist—aber nicht autonom.

Bemerkung 2.17. Eine weitere Anwendung aus der Physik ist die Model-
lierung der Kernspaltung und des Kühlsystems in einem Kernreaktor durch
bilineare Systeme. In [19] wird das Verhalten dieser Systeme optimiert.
Das Massenwirkungsgesetz aus der Chemie ist die Grundlage für ein bili-
neares System in [18], das die Regulierung des Hormons T4 im menschlichen
Körper modelliert.
In [5, p.335] wird ein bilineares Modell zur Modellierung des Wachstums ei-
ner Volkswirtschaft vorgeschlagen. Dies zeigt, dass bilineare Systeme auch in
der Ökonomie von Bedeutung sind.
Zahlreiche weitere bilineare Modelle sind in [18] und [5] aufgelistet.

2.3 Homogene bilineare Systeme

Betrachte das homogene System (2.5) im Rn

ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U

(2.11)

und das
”
assoziierte Matrixsystem“ im Rn×n

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
X(t), t ∈ I, X(t) ∈ Rn×n, u(t) ∈ U

(2.12)

mit messbaren, lokal (essentiell) beschränkten matrixwertigen Funktionen
A, N1, . . . , Nm : I → Rn×n auf einem Intervall I und einer nichtleeren Teil-
menge U des Rm.

Sprechweise 2.18. Wir nennen (2.12) das
”
assoziierte Matrixsystem“ von

(2.11), und (2.11) das
”
assoziierte Vektorsystem“ von (2.12).

Für ein vorgegebenes u ∈ U I
u ist auch die Funktion

U(t) := A(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)
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messbar und lokal (essentiell) beschränkt (siehe Beweis von 2.8). Folglich
gehören die Systeme

ẋ(t) = U(t)x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn (2.13)

und

Ẋ(t) = U(t)X(t), t ∈ I, X(t) ∈ Rn×n (2.14)

zur Klasse der linearen Systeme ohne Kontrolle, die ausführlich im Abschnitt
B.2 studiert wird. Wir werden jetzt einige Aussagen von dort übernehmen.

Definition 2.19. Die Fundamentallösung von (2.14)—man könnte sich auch
auf (2.13) beziehen—bezüglich einer vorgegebenen Kontrolle u ∈ U I

u und
der Anfangszeit t0 ∈ I bezeichnen wir mit Φ(· ; t0, u). Sie ist die maximale
(zulässige) Lösung des Anfangswertproblems

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
︸ ︷︷ ︸

=U(t)

X(t), t ∈ I, X(t0) = I (AWP)

zur Kontrolle u, definiert auf ganz I.

Folgerung 2.20. Aus Satz B.18 erhalten wir die folgenden Aussagen:

(i) X : t 7→ Φ(t; t0, u)·P ist die maximale Lösung von (2.12) bzgl. der Kon-
trolle u ∈ U I

u , welche die Anfangsbedingung X(t0) = P erfüllt.

(ii) x : t 7→ Φ(t; t0, u)· p ist die maximale Lösung von (2.11) bzgl. der Kon-
trolle u ∈ U I

u , welche die Anfangsbedingung x(t0) = p erfüllt.

Für die nächste Folgerung sei o.B.d.A. I = R vorausgesetzt.

Folgerung 2.21. Es gilt für alle t, t0, t1 ∈ R und u ∈ UR
u :

(i) Φ(t0; t0, u) = I.

(ii) Die Matrix Φ(t; t0, u) hat vollen Rang.

(iii) Φ(t; t0, u) = Φ(t; t1, u)·Φ(t1; t0, u).

(iv) Φ(t1; t0, u)−1 = Φ(t0; t1, u).

(v) det Φ(t; t0, u) = exp
(∫ t

t0
trU(s)ds

)
.
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(vi) Φ(t; t0, u) = I +
∑∞

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0
. . .
∫ sk−1

t0
U(s1) . . . U(sk)dsk . . . ds2ds1 .

(vii) Φ(t; t0, u) = liml→∞ Yl(t), wobei Y0 ≡ I und
Yl+1(t) = I +

∫ t

t0
U(s)Yl(s)ds (l = 0, 1, 2, . . .).

(viii) d
dt0

Φ(t; t0, u) = −Φ(t; t0, u)A(t0) fast überall.

(Dabei sei
∫ t

t0
= −

∫ t0
t

für t0 > t.)

Beweis. Die aufgezählten Eigenschaften von Φ(t; t0, u) werden in Lemma B.19
und Satz B.22 bewiesen.

Bemerkung 2.22. Um eine Lösungsdarstellung für inhomogene Systeme
zu erhalten, verwenden wir Variation der Konstanten B.27. Die maximale
Lösung x : I → Rn vom Anfangswertproblem

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), t ∈ I, x(t0) = p

bzgl. u ∈ U I
u ist gegeben1 durch

x(t) = Φ(t; t0, u)p +

∫ t

t0

Φ(t; s, u)B(s)u(s)ds . (2.15)

Alternativ könnten wir x(· ) über die Fundamentallösung Φ̃(·; t0, u) des ho-
mogenisierten Systems (2.6) bestimmen. Es ist nämlich(

x(t)
1

)
= Φ̃(t; t0, u)·

(
p
1

)
.

Autonome Systeme

Falls sämtliche Matrixfunktionen in (2.5) konstant sind, so ergibt sich die
Systemgleichung

ẋ(t) =

(
A +

m∑
k=1

uk(t)Nk

)
x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U . (2.16)

O.B.d.A. sei I = R.

Bezeichnung 2.23. In Anlehnung an Definition 1.9 setzen wir
us(t) := u(t − s) für ein s ∈ R und eine zulässige Kontrollfunktion u. Da
der Steuerbereich U zeitunabhängig ist, ist auch die die zeitlich verschobene
Kontrolle us(·) zulässig.

1B : I → Rn×m messbar und lokal (essentiell) beschränkt
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Lemma 2.24. Die Fundamentallösungen von (2.16) erfüllen:

Φ(t; t0, u) = Φ(t + s; t0 + s, us) ∀t, s, t0 ∈ R, u ∈ UR
u

Insbesondere ist durch (2.16) ein autonomes System gemäß Definition 1.9
bestimmt.

Beweis. Für vorgegebene s, t0 ∈ R ist durch Y (t) := Φ(t + s; t0 + s, us) eine
Lösung von (AWP) gegeben. Denn es gilt

Y (t0) = Φ(t0 + s; t0 + s, us) = I

und (mittels Kettenregel)

Ẏ (t) =
d

dt
Φ(t + s; t0 + s, us) =

(
A +

m∑
k=1

us
k(t + s)Nk

)
·Φ(t + s; t0 + s, us)

=

(
A +

m∑
k=1

uk(t)Nk

)
Y (t) für fast alle t ∈ R.

Es folgt Φ(t + s; t0 + s, us) = Y (t) = Φ(t; t0, u) = für alle t ∈ R.

Bezeichnung 2.25. Die Autonomie des Systems erlaubt es ohne Einschränk-
ung die Anfangszeit t0 := 0 zu wählen. Wir schreiben daher kurz Φ(t; u) statt
Φ(t; 0, u).
Mit Φ(t; c) für ein c ∈ R bezeichnen wir die Fundamentallösung bzgl. der
konstanten Kontrollfunktion u ≡ c. (Bitte nicht mit der Notation Φ(t; t0)
aus Abschnitt B.2 verwechseln!)

Folgerung 2.26. Die Rechenregel (iii) aus Lemma 2.21 wird zu

Φ(t; u) = Φ(t− s; u−s)·Φ(s; u) ∀t, s ∈ R . (2.17)

Beweis. Wir rechnen nach:

Φ(t− s; u−s)·Φ(s; u) = Φ(t− s; 0, u−s)︸ ︷︷ ︸
Φ(t;s,u)

·Φ(s; 0, u) = Φ(t; 0, u) = Φ(t; u)

Die Formel (2.17) ist besonders hilfreich, wenn wir die Lösungen zu stückweise
konstanten Kontrollen berechnen wollen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 2.27. Der kontrollierte Oszillator aus Beispiel 2.15 ist modelliert
durch das autonome System

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
−ω2

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x1

x2

)
+ u

(
0 0
−1 0

)
︸ ︷︷ ︸

N

(
x1

x2

)
,

y =
(
1 0

)
x

mit X = R2, U = {ω2
2 − ω2

1, 0} und Y = R. Die beiden Frequenzen seien
ω1 = 0.5 und ω2 = 1.5.
Wir wollen heuristisch eine Bang-Bang Steuerung u ∈ U I

b herleiten, welche
den Ursprung des Zustandsraum ansteuert (d.h. ‖x‖ → 0) und somit die
Amplitude der erzeugten Sinuskurve auf dem Intervall I = [0, 10] verringert.
(In [9, p.4ff] findet der Leser eine ausführlichere Argumentation.) Dazu be-
rechnen wir zunächst die Fundamentallösungen zu den trivialen Steuerungen
u ≡ 0 bzw. u ≡ ω2

2 − ω2
1 = 2:

Φ(t; 0) = eAt =

(
cos(0.5t) 2 sin(0.5t)

−0.5 sin(0.5t) cos(0.5t)

)
,

Φ(t; 2) = e(A+2N)t =

(
cos(1.5t) 2

3
sin(1.5t)

−1.5 sin(1.5t) cos(1.5t)

)
.

Die Multiplikation von rechts mit Anfangswerten p = ( 0
1 ) , ( 0

2 ) , ( 0
3 ) ergibt

die Lösungskurven in Abbildung 2.4. Dabei gehören die roten Kurven zu

−3

−2

−1

1

2

3

−6 −4 −2 2 4 6

Abbildung 2.4: Phasenpotrait

u = 0 und die Blauen zu u = 2. Die Kurven bewegen sich mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn und benötigen t = 4π (rot) bzw.
t = 4

3
π (blau) für eine komplette Rotation. Anscheinend reduziert u = 2 im

ersten und dritten Quadranten die Norm ‖x‖ und u = 0 im zweiten und
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vierten Quadranten. Dies motiviert die folgende Strategie:
Angenommen wir starten im Anfangszustand p = ( 0

1 ) zum Zeitpunkt t0 = 0.
Dann wählen wir solange die Steuerung u = 2 bis wir die x-Achse schneiden—
also bis zum Zeitpunkt t1 = π

3
. Danach schalten wir auf u = 0 um. Die Kurve

bewegt sich nun im 2.Quadranten und schneidet die y-Achse zum Zeitpunkt
t2 = t1 +π = 4

3
π. Dann schalten wir wieder auf u = 2 u.s.w. Die Schaltstellen

sind genau die Koordinatenachsen. Wir erhalten schließlich die Steuerung

u(t) =



2 , 0 ≤ t ≤ 1
3
π

0 , 1
3
π < t ≤ 4

3
π

2 , 4
3
π < t ≤ 5

3
π

0 , 5
3
π < t ≤ 8

3
π

2 , 8
3
π < t ≤ 3π

0 3π < t ≤ 10

.

Die zugehörige Lösung x : [0, 10] → Rn berechnen wir anhand (2.17). Es ist

x(t) =



Φ(t; 2)· p , 0 ≤ t ≤ 1
3
π

Φ(t− π
3
; 0)·Φ(π

3
; 2)· p , 1

3
π < t ≤ 4

3
π

Φ(t− 4
3
π; 2)·x(4

3
π) , 4

3
π < t ≤ 5

3
π

Φ(t− 5
3
π; 0)·x(5

3
π) , 5

3
π < t ≤ 8

3
π

Φ(t− 8
3
π; 2)·x(8

3
π) , 8

3
π < t ≤ 3π

Φ(t− 3π; 0)·x(3π) , 3π < t ≤ 10

.

Die Abbildung 2.5 zeigt den Verlauf der Lösungskurve im Zustandsraum.

x(t)

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−0.2 0.2 0.4 0.6

Abbildung 2.5: Lösungstrajektorie

Der Verlauf von y(t) = x1(t) ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Offenbar haben
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y(t)
 

–0.2

0

0.2

0.4

0.6

2 4 6 8 10
t

Abbildung 2.6: Ausgangsfunktion

wir uns wie geplant dem Ursprung angenähert. (Wie sich später zeigen wird,
ist (0, 0) nicht erreichbar.)

Systeme mit quasikommutativen Matrizen

In diesem Teilabschnitt nehmen wir an, dass die Matrizen des autonomen
homogenen Systems

ẋ(t) =

(
A +

m∑
k=1

uk(t)Nk

)
x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U (2.18)

die Bedingung für Quasikommutativität2 erfüllen, d.h.

Voraussetzung 2.28. Die Matrizen A, N1, . . . , Nm ∈ Rn×n erfüllen

[adk
ANi, Nj] = 0 ∀i, j = 1, . . . ,m ∀k = 0, 1, . . . , n2 − 1 .

Dabei verwenden wir die Notation

ad0
AN = N, ad1

AN = [A, N ], ad2
AN = [A, [A, N ]], adk

AN = [A, adk−1
A N ] .

(Mit [·, ·] bezeichnen wir die Lie-Klammer des Rn×n, d.h. [A, N ] = AN−NA.)

Satz 2.29. Wir setzen Qk(t) := e−AtNke
At für alle k ∈ {1, . . . ,m}. Dann ist

Φ(t; u) = eAt· exp

(∫ t

0

m∑
k=1

uk(s)Qk(s)ds

)
(2.19)

die Fundamentallösung von (2.18) zu der Kontrolle u ∈ U I
u .

2Begriff stammt aus [14]
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Beweis. 1. Die Baker-Hausdorff Gleichung [20, p.14] liefert die Potenzreihen-
Entwicklung

e−AtNeAt =
∞∑

k=0

tk

k!
adk

AN . (2.20)

(Insbesondere lösen die beiden Seiten der Gleichung dieselbe DGL.)

2. Da (A, N) 7→ [A, N ] eine beschränkte Bilinearform ist, gilt

[e−AtNie
At, Nj]

1.
=

∞∑
k=0

tk

k!
[adk

ANi, Nj] . (2.21)

Nach Voraussetzung ist [adk
ANi, Nj] = 0 für alle i, j ∈ {1, . . . ,m} und k ∈

{0, 1. . . . n2 − 1}. Allerdings ist adA : N 7→ [A, N ] ein linearer Operator von
einem n2-dimensionalen Vektorraum in sich selbst, und wir dürfen aus dem
Satz von Cayley-Hamilton folgern, dass jede Potenz adk

A = adA◦adA◦ . . . adA

mit k größer n2 − 1 eine R-Linearkombination der ersten n2 − 1 Potenzen
ist. Daher ist [adk

ANi, Nj] = 0 für alle k ≥ 0, und [e−AtNie
At, Nj] ist identisch

Null wegen (2.21).

3. Es ist

0
2.
= [e−AtNie

At, Nj] = e−AtNie
AtNj −Nje

−AtNie
At

und folglich

0 = e−Aσe−AtNie
AtNje

Aσ − e−AσNje
−AtNie

AteAσ ∀σ, t ∈ R .

Es sei t1 = t + σ und t2 = σ. Dann erhalten wir

0 = e−At1Nie
A(t1−t2)Nje

At2 − e−At2Nje
A(t2−t1)Nie

At1

= [e−At1Nie
At1 , e−At2Nje

At2 ] = [Qi(t1), Qj(t2)] ∀t1, t2 ∈ R .

4. Für ein vorgegebenes u ∈ U I
u sei Φu(· ) := Φ(· ; u) die Fundamentallösung

von (2.18). Dann ist Z(t) := e−AtΦu(t) absolut stetig und erfüllt

Ż(t) = −Ae−AtΦu(t) + e−AtΦ̇u(t) (2.22)

= −Ae−AtΦu(t) +

(
e−AtA +

m∑
k=1

uk(t)e
−AtNk

)
Φu(t)

=

(
m∑

k=1

uk(t)e
−AtNke

At

)
︸ ︷︷ ︸

:=A(t)

Z(t) = A(t)Z(t)
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fast überall. Weiter ist

[A(t1), A(t2)] =

[ m∑
i=1

ui(t1)Qi(t1),
m∑

j=1

uj(t2)Qj(t2)

]

=
m∑

i,j=1

ui(t1)uj(t2)[Qi(t1), Qj(t2)]
3.
= 0 ∀t1, t2 ∈ [0, T ] .

Schließlich wenden wir den Satz B.20 an und sehen, dass

Z(t) = exp

∫ t

t0

A(s)ds = exp

∫ t

t0

(
m∑

k=1

uk(s)Qk(s)

)
ds .

Aus Φu(t) = eAtZ(t) gewinnen wir die erhoffte Darstellung von Φ(· ; u).

Beispiel 2.30. 1. Es sei m = 1 in Satz 2.29. Falls die Matrizen A, N kom-
mutieren (AN = NA), so kommutiert auch die Exponentialmatrix eAt mit
N . Also ist Q(t) ≡ N und (2.19) wird zu

Φ(t; u) = eAt· eN
∫ t
0 u(s)ds = eAt+N

∫ t
0 u(s)ds . (2.23)

2. Für inhomogene Single-Input Systeme im Rn

ẋ(t) = Ax(t) + u(t)Nx(t) + cu(t), t ∈ [0, T ] ,

mit kommutativen Matrizen A, N ∈ Rn×n und einem Vektor c ∈ Rn erhalten
wir durch Variation der Konstanten eine explizite Lösungsdarstellung. Aus
der Formel (2.15) folgt, dass

x(t) = eAt+N
∫ t
0 u(s)dsx(0) +

∫ t

0

eA(t−s)+N
∫ t

s u(τ)dτcu(s)ds

die Lösung zur Kontrolle u auf dem Intervall [0, T ] ist.

Bemerkung 2.31. In den Artikeln [14] und [15] werden bilineare Syste-
me mit quasikommutativen Matrizen, ausgehend von den eben berechneten
Lösungsdarstellungen, analysiert.

Bilineare Systeme von Rang 1

Der Mathematiker Otomar Hàjek hat sich in seinen Arbeiten [9, p.146-
167] und [10] mit speziellen Typen von kontinuierlichen bilinearen Systemen
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beschäftigt, die zusammen die Klasse der
”
Bilinearen Systeme von Rang 1“

bilden. Er unterscheidet zwischen Systeme im Rn der Form

ẋ = (A + uc∗)x, u(t) ∈ U (2.24)

und

ẋ = (A + bu∗)x, u(t) ∈ U (2.25)

mit Parametern A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, c ∈ Rn, und einem Steuerbereich
U ⊆ Rn. Dem Aussehen der Kontrolle u entsprechend, bezeichnet er (2.24)
als

”
Spalten-Kontrollsystem“ und (2.25) als

”
Zeilen-Kontrollsystem“. Single-

Input Systeme der Form

ẋ = (A + ubc∗)x, −1 ≤ u(t) ≤ 1 (2.26)

können sowohl den Spalten- als auch den Zeilen-Kontrollsystemen zugeord-
net werden. Insbesondere sind die Matrizen uc∗, bu∗ und bc∗ höchstens vom
Rang 1.
Die spezielle Struktur der Systeme von Rang 1 erlaubt es, theoretische Aus-
sagen herzuleiten, die für allgemeinere bilineare Systeme in der Regel nicht
gelten (Stichworte: Bang-Bang Prinzip, Konvexität der erreichbaren Menge).
Andererseits ist die Unterklasse groß genug, um interessante und relevante
Beispiele zu liefern:

Beispiel 2.32 (Parametersteuerung). Angenommen, ein dynamisches Sys-
tem ist durch eine lineare skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung

x(n) =
n−1∑
k=0

αkx
(k) (2.27)

gegeben, wobei die Parameter α0, . . . , αn−1 Funktionen der Zeit t seien. (Hier
bezeichnet x(k) die k-te Ableitung der Funktion x.) Durch Matrixschreibweise
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können wir das System in ein lineares System 1.Ordnung im Rn überführen:
ẋ(0)

ẋ(1)

...
ẋ(n−1)

 =


0 1 0
...

. . .

0 0 1
α0 α1 . . . αn−1

 ·


x(0)

x(1)

...
x(n−1)


︸ ︷︷ ︸

x

=


0 1 0
...

. . .

0 0 1
0 0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

A

x +


0
0
...
0
1


︸ ︷︷ ︸

b

·
(
α1 α2 . . . αn−1

)︸ ︷︷ ︸
u∗

x (2.28)

Können die Parameter u gemäß einer Kontrollfunktion gesteuert werden, so
erhalten wir ein bilineares Zeilen-Kontrollsystem.

Beispiel 2.33 (Switching). Gegeben seien zwei dynamische Systeme durch
lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

v(n) +
n−1∑
k=0

αkv
(k) = 0 System 1

w(n) +
n−1∑
k=0

βkw
(k) = 0 System 2

mit konstanten Parametern αk, βk (k = 1, . . . , n − 1). Diese lassen sich in
Matrixschreibweise (2.28) in der Form v̇ = Av + enc

∗
1v bzw. ẇ = Aw + enc

∗
2w

darstellen3, wobei die Vektoren c1 und c2 die jeweiligen Systemparameter als
Komponenten besitzen. Wir setzen C := A + enc

∗
1 und D := A + enc

∗
2. Unter

”
Schalten“ zwischen den Systemen v̇ = Cv und ẇ = Dw verstehen wir eine

Bang-Bang-Steuerung u : I → {−1, +1} innerhalb des Systems

ẋ(t) =

(
C + D

2
+ u(t)

C −D

2

)
x(t), t ∈ I, −1 ≤ u(t) ≤ 1, x(t) ∈ Rn ,

wobei

C −D

2
= 1

2
en(c1 − c2)

∗ .

3en bezeichnet den n-ten Einheitsvektor.
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(Man beachte, dass die Werte u = ±1 genau den beiden Ausgangs-Systemen
entsprechen.) Dies ist ein Single-Input System von Rang 1. Zum Beispiel,
die Schaltung zwischen zwei LC-Schaltkreisen aus Beispiel 2.15 könnte so
modelliert werden.

Beispiel 2.34 (Lineare Systeme). Betrachte das autonome lineare System
im Rn

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), u(t) ∈ Rm .

Wir setzen v(t) := Bu(t) und erhalten so das äquivalente System

ẋ(t) = Ax(t) + v(t), v(t) ∈ U

mit Steuerbereich U := ImB = {Bu | u ∈ Rm}. Dieses bringen wir—wie in
(2.6)—auf die homogene Form im erweiterten Zustandsraum Rn+1

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(t)v(t), ϕ̇(t) = 0, v(t) ∈ U .

Umformen liefert ein bilineares System von Rang 1 (genauer: Spalten-Kon-
trollsystem)(

ẋ(t)
ϕ̇(t)

)
=

((
A 0
0∗ 0

)
+

(
v(t)
0

)(
0∗ 1

))
·
(

x(t)
ϕ(t)

)
, v(t) ∈ ImB . (2.29)

Auf diese Weise können lineare Kontrollsysteme als bilineare Systeme von
Rang 1 interpretiert werden.
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Kapitel 3

Die erreichbaren Mengen
bilinearer Systeme

3.1 Einführung

Bevor wir uns mit den Eigenschaften der erreichbaren Mengen von verschie-
denen bilinearen Systemen auseinandersetzen, werden nochmals einige Be-
griffe zur Erreichbarkeit ins Gedächtnis gerufen, die leicht modifiziert aus
Abschnitt 1.3 übernommen sind.

Definition 3.1. Gegeben sei ein kontinuierliches System Σ in Rn mit einem
nichtleeren Steuerbereich U ⊆ Rm und eine Klasse zulässiger Kontrollfunk-
tionen.
Angenommen, es existiert eine (Caratheodory-) Lösung x : [t0, T ] → Rn

bzgl. einer zulässigen Kontrolle u : [t0, T ] → U , welche die Anfangsbedin-
gung x(t0) = p erfüllt. Falls x(t) = q für ein t ∈ [t0, T ], so sagen wir, dass q
erreichbar von (p, t0) zur Zeit t− t0 ist.

Die erreichbare Menge von p ∈ Rn (zur Zeit t ≥ 0) ist

At(p) = {q ∈ Rn | q erreichbar von (p, 0) zur Zeit t}

bzw.

A(p) =
⋃
t≥0

At(p) .

Bemerkung 3.2. In der Definition von At(p) gehen wir davon aus, dass der
Anfangszustand p zur Anfangszeit t0 = 0 angenommen wird. Bei autonomen
Systemen ist dies ohne Einschränkung möglich. Wir sagen dann

”
erreichbar

35
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von p“ anstatt
”
erreichbar von (p, 0)“. Doch auch bei nichtautonomen Syste-

men würden die Resultate aus den nächsten Abschnitten für eine Anfangszeit
t0 6= 0 ihre Gültigkeit behalten.

Die erreichbaren Mengen des zeitumgekehrten Systems

Manchmal ist es hilfreich, die zeitliche Entwicklung eines kontinuierlichen
Systems umzukehren. Wir definieren dazu das sogenannte “zeitumgekehrte
System“ innerhalb der Klasse der bilinearen Systeme.

Definition 3.3. Es Σ = (R,X ,U , φ) das kontinuierliche bilineare System
aus Definition 2.12. Das zeitumgekehrte System von Σ (zum Zeitpunkt 0) ist
gegeben durch

ẋ = −A(−t)x−
m∑

k=1

ukNk(−t)−B(−t)u , t ∈ R, x(t) ∈ X , u(t) ∈ U .

Es wird mit Σ−1 bezeichnet.

Bemerkung 3.4. Offenbar ist Σ−1 ein wohldefiniertes bilineares System.

Definition 3.5. Wir bezeichnen mit Ct(p) und C(p) die erreichbaren Mengen
At(p) bzw. A(p) des zeitumgekehrten Systems Σ−1. (Bei autonomen linearen
Systemen ist Ct(0) auch als

”
Kontrollierbarkeitsmenge“ bekannt.)

Die Elemente von Ct(p) werden im folgenden Lemma charakterisiert.

Lemma 3.6. Ein Zustand p ist genau dann erreichbar von (q,−t) zur Zeit t ≥
0 bzgl. Σ, wenn q erreichbar ist von (p, 0) zur Zeit t bzgl. des zeitumgekehrten
Systems Σ−1.
(Für ein autonomes System Σ bedeutet dies: p ∈ At(q) ⇐⇒ q ∈ Ct(p).)

Beweis. Wir setzen

f(x, u, t) := A(t)x +
m∑

k=1

ukNk(t) + B(t)u .

Dann ist Σ−1 durch die rechte Seite −f(x, u,−t) gegeben.
Es sei x : [−t, 0] → Rn eine Lösung von ẋ = f(x, u, t) zu einer zulässigen
Kontrolle u mit x(−t) = q und x(0) = p. Dann ist x̃(s) := x(−s) eine Lösung
von ẋ = −f(x, v,−t) auf [0, t] zur zulässigen Kontrolle v(s) := u(−s) mit
x̃(0) = p und x̃(t) = q. Denn es gilt fast überall

d

dt
x̃(t) = ẋ(−t)· (−1) = −f(x(−t), u(−t),−t) = −f(x̃(t), v(t),−t) .

Die Rückrichtung ist ebenso gültig.
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Die erreichbaren Mengen homogener Systeme

Bei homogenen Systemen der Form (2.11)

ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U

können wir uns auf das Studium einer einzigen erreichbaren Menge des as-
soziierten Matrixsystems (2.12) beschränken.

Definition 3.7. Völlig analog zu Definition 3.1 definieren wir die erreichba-
ren Mengen von Matrixsystemen in Rn×n. Ist P ∈ Rn×n, so bezeichnen wir
mit At(P ) bzw. A(P ) die erreichbare Menge von (P, 0) (zur Zeit t ≥ 0). Wie
in 3.3 können wir ein zeitumgekehrtes (Matrix-) System zu (2.12) bestimmen,
dessen erreichbaren Mengen durch Ct(P ) bzw. C(P ) beschrieben werden sol-
len. Von besonderer Bedeutung ist die erreichbare Menge At(I) bzw. A(I)
von der Einheitsmatrix I. Wir führen daher die Kurzformen At := At(I) und
Ct := Ct(I) ein.

Bezeichnung 3.8 (Mengenwertige Operationen). Für nichtleere Mengen
M1,M2 ⊆ Rn×m, N ⊆ Rm×s und α ∈ R setzen wir

M1 +M2 := {M1 + M2| M1 ∈M1, M2 ∈M2} ,

M1 −M2 := {M1 −M2| M1 ∈M1, M2 ∈M2} ,

M1·M2 := {M1·M2| M1 ∈M1, M2 ∈M2} ,

α· N := {α·N | N ∈ N} .

Falls N ⊆ GL(n; R), so ist auch

N−1 := {N−1| N ∈ N}

wohldefiniert.

Folgerung 3.9. Für alle P ∈ Rn×n, p ∈ Rn und t, s ≥ 0 gilt:

(i) A0 = {I}.

(ii) At = {Φ(t; 0, u) | u zulässig}, wobei Φ die Fundamentallösung aus Defi-
nition 2.19 ist.

(iii) Die Elemente aus At sind invertierbar.

(iv) At(p) = At· p sind die erreichbaren Mengen zu (2.11).
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(v) At(P ) = At·P sind die erreichbaren Mengen zu (2.12).

Falls das Matrixsystem (2.12) autonom ist (d.h. alle matrixwertigen Funk-
tionen konstant), gilt zusätzlich für t, s ≥ 0:

(vi) At+s = At· As (Additionstheorem).

(vii) Ct = A−1
t

(ii)
= {Φ(0; t, u) | u zulässig}. (Insbesondere ist Ct(p) = A−1

t · p.)

(viii) A = A(I) ist eine multiplikative Halbgruppe mit Einselement.

Beweis. (i) und (ii) sind trivial. (iv) und (v) folgen aus Folgerung 2.20. (iii)
wird in Folgerung 2.21 gezeigt. (vi) folgt aus (2.17). Die Eigenschaft (vii)
rechnen wir nach:

P ∈ Ct
3.6⇐⇒ I ∈ At(P )

(v)⇐⇒ I ∈ At·P ⇐⇒ P−1 ∈ At ⇐⇒ P ∈ A−1
t

Schließlich implizieren (i) und (vi) zusammen mit der Assoziativität von
(Rn×n, · ) die Eigenschaft (viii).

Bemerkung 3.10. Das Lemma zeigt, dass man ausAt problemlos per Multi-
plikation mit dem Anfangswert alle weiteren erreichbaren Mengen von (2.11)
und (2.12) ableiten kann.
Die erreichbare Menge von p ∈ Rn zur Zeit t ≥ 0 bezüglich des inhomogenen
bilinearen Systems (2.4) ist gemäß Bemerkung 2.22 gleich der erreichbaren
Menge At· ( p

1 ) des homogenisierten Systems (2.6), eingebettet in die Hyper-
ebene {x ∈ Rn+1 | xn+1 = 1} des Rn+1.

3.2 Stark invariante Mengen

Bisher hatten wir meist den gesamten Rn als Zustandsraum gewählt. Leider
ist dieser Zustandsraum bei der Modellierung realer Systeme—etwa aus der
Biologie—oft ungeeignet. Soll z.B. in einer Zustandsgröße der Bestand einer
Spezies aufgenommen werden, so währen negative Bestände biologisch nicht
interpretierbar.
Invariante Mengen erlauben es nun den Zustandsraum zu beschränken—es ist
leicht zu sehen, dass sämtliche Eindeutigkeits- und Existenzsätze ihre Gültig-
keit bewahren—und ermöglichen somit eine bessere Modellierung. Sie sind
insbesondere auch ein Maß für die Güte der Modellierung. Wäre z.B. in unse-
rem Bestandsmodell die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen keine stark
invariante Menge, so ist vermutlich bei der Konstruktion der Zustandsüber-
gangsfunktion ein Fehler aufgetreten.
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Besonders hilfreich sind kompakte invariante Mengen bei der Optimierung.
Bei Matrixsystemen besitzen invariante Mengen häufig eine Gruppenstruk-
tur, wie wir in diesem Abschnitt sehen werden.

Definition 3.11. Eine Teilmenge M ⊆ Rn heißt stark invariant oder positiv
invariant (bzgl. eines Systems Σ = (T ,X ,U , φ) im Rn), falls

A(p) ⊆ M ∀p ∈ M .

M heißt negativ invariant , falls

C(p) ⊆ M ∀p ∈ M .

Ist M positiv und negativ invariant, so nennen wir M beidseitig invariant .

Bemerkung 3.12. Natürlich ist der Durchschnitt oder die Vereinigung stark
invarianter Mengen stark invariant.

Lemma 3.13. Es sei M eine beidseitig invariante Menge bzgl. eines autono-
men bilinearen Systems im Rn. Dann ist auch das Komplement M c = Rn\M
beidseitig invariant. Anders gesagt, jede zulässige Lösung x : I → Rn besitzt
die Eigenschaft

x(t0) ∈ M für ein t0 ∈ I =⇒ x(t) ∈ M für alle t ∈ I .

(Bei nichtautonomen Systemen gilt dies nur für t0 = 0.)

Beweis. Es wird die zweite Aussage gezeigt. Dazu sei x : I → Rn eine zulässi-
ge Lösung mit p := x(t0) ∈ M . Die Autonomie von Σ erlaubt es die Lösungs-
trajektorie zeitlich zu

”
verschieben“. Wir können also ohne Einschränkung

t0 := 0 setzen. Aus p ∈ M und der positiven Invarianz von M folgt x(t) ∈ M
für alle t ∈ I mit t ≥ 0. Für irgendein t ∈ I mit t < 0 betrachten wir
q := x(t). Nach Konstruktion ist p erreichbar von (q, t) zur Zeit −t > 0. We-
gen Satz 3.6 ist dann q erreichbar von p zur Zeit −t bzgl. des zeitumgekehrten
Systems, d.h. q ∈ C−t(p) ⊆ C(p) ⊆ M .

Beispiel 3.14. Zur Modellierung des Wachstums der Weltbevölkerung ver-
wenden wir das skalare bilineare System

ẋ(t) = u(t)x(t), u(t) ∈ U , x(t) > 0, t ≥ 0

mit Eingabegröße u(t) := log(1 + r(t)
100

), wobei r(t) die Wachstumsrate zum
Zeitpunkt t (in Prozent) bezeichne. Wir gehen davon aus, dass die Wachs-
tumsrate ungefähr zwischen 0.5 und 2.5 Prozent liegt, und wählen demzufolge
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den Steuerbereich U := [0.005, 0.025]. Die zulässigen Kontrollfunktion seien
die stetigen Funktionen mit Werten in U . Die zugehörigen Lösungen sind
gegeben durch

x(t) = x(t0)· e
∫ t

t0
u(s)ds

.

Indem wir die Werte von u(· ) variieren, erhalten wir für eine Anfangspopu-
lation p > 0 die erreichbare Menge

At(p) =
{
p· eλt

∣∣ 0.005 ≤ λ ≤ 0.025
}

und folglich

A(p) = [p,∞) ∀p ≥ 0 .

Die entsprechende erreichbare Menge des zeitumgekehrten Systems

”
ẋ = −ux“ ist

C(p) = (0, p] ∀p > 0 .

Die Menge [p,∞) ist also positiv invariant für alle p > 0—aber nicht negativ
invariant. (0,∞) ist sogar beidseitig invariant.

Bilineare Systeme, definiert auf Lie-Gruppen

Wir wollen zunächst den Satz von Liouville B.25 nutzen, um invariante Men-
gen zum bilinearen Matrixsystem

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
︸ ︷︷ ︸

:=U(t)

X(t), X(t) ∈ Rn×n, u(t) ∈ U (3.1)

aus Abschnitt 2.3 herzuleiten.

Folgerung 3.15. Die allgemeine lineare Gruppe GL(n, R) und deren Unter-
gruppe GL+(n, R) = {A ∈ GL(n, R) | det A > 0} bilden zusammen mit ihren
Komplementen Rn×n\GL(n, R) bzw. GL(n, R)\GL+(n, R) beidseitig invari-
ante Mengen bezüglich des Systems (3.1).

Beweis. Ist X(· ) eine zulässige Lösung von (3.1) auf einem Intervall I 3 0
zu einer Kontrolle u ∈ U I

u , so gilt gemäß Eigenschaft (v) aus Folgerung 2.21

det X(t) = det Φ(t; 0, u)· det X(0) = exp

(∫ t

0

trU(s)ds

)
· det X(0) ∀t ∈ I ,

wobei
∫ t

0
= −

∫ 0

t
für 0 > t. Wegen exp > 0 folgt sofort die Behauptung.
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Beispiel 3.16. In Beispiel 3.14 ist GL+(1, R) = (0,∞) beidseitig invariant.

Eine besonders interessante Klasse autonomer bilinearer Systeme erhält man,
indem man alle matrixwertigen Funktionen aus (3.1) als konstant und schief-
symmetrisch (z.B. A = −A∗) voraussetzt, d.h.

Ẋ(t) =

(
A +

m∑
k=1

uk(t)Nk

)
X(t), X(t) ∈ Rn×n, u(t) ∈ U (3.2)

mit schiefsymmetrischen Matrizen A, N1, . . . , Nm ∈ Rn×n.

Satz 3.17. Die orthogonale Gruppe O(n) = {T ∈ Rn×n | T ∗T = I} und die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n) = GL+(n, R) ∩ O(n) bilden beidseitig
invariante Mengen von (3.2).

Beweis. Ist X(· ) eine Lösung von (3.2) zu einer zulässigen Kontrolle u auf
I 3 0, welche der Bedingung X(0) ∈ O(n) genügt, so gilt fast überall

d

dt
X∗X =Ẋ∗X + X∗Ẋ

=X∗

(
A∗ +

m∑
k=1

ukN
∗
k

)
X + X∗

(
A +

m∑
k=1

ukNk

)
X

=X∗

(
−A−

m∑
k=1

ukNk

)
X + X∗

(
A +

m∑
k=1

ukNk

)
X = 0 .

Dies impliziert X(t)∗X(t) = X(0)∗X(0) = I für alle t ∈ I. Die orthogonale
Gruppe O(n) bildet also eine beidseitig invariante Menge. Da nach Lemma
3.15 auch GL+(n, R) beidseitig invariant ist, gilt dies sogar für den Durch-
schnitt SO(n).

Diese Klasse bilinearer Systeme ist besonders relevant in der Physik [2], da
sich die Zustände des assozierten Vektorsystems auf der Sphäre ‖x(t)‖ =
‖x(0)‖ bewegen. Denn aus I ∈ O(n) folgt

‖x(t)‖2 = (Φ(t; u)·x(0))∗(Φ(t; u)·x(0)) = x(0)∗ Φ(t; u)∗Φ(t; u)︸ ︷︷ ︸
I

x(0) = ‖x(0)‖2.

Man benötigt diese Eigenschaft, um beispielsweise einen starren Körper mo-
dellieren zu können.

Beispiel 3.18 (Starrer Körper). Die Bewegungsgleichung eines starren Körper
im R3, der um eine Menge fester Rotationsachsen rotiert und den Ursprung
als Schwerpunkt besitzt, lautet

r(t) = A(t)r(0) ,
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wobei r(t) ∈ R3 die Position eines Punktes auf dem Körper ist, und A(t) ∈
SO(3) die Orientierung des Körpers (zum Zeitpunkt t). Die Drehmatrix A(t)
erfüllt die Differentialgleichung

Ȧ(t) =

 0 ωz(t) ωy(t)
−ωz(t) 0 ωx(t)
ωy(t) −ωx(t) 0

A(t) ,

wobei ω = (ωx, ωy, ωz) die Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t bezeich-
net. Indem wir w als Eingabegröße interpretieren, erhalten wir ein bilineares
Matrixsystem mit Zustandsraum X = SO(3), welches die Orientierung eines
starren Körpers modelliert.

Bemerkung 3.19. Ohne auf Details eingehen zu wollen, sei bemerkt, dass
GL(n, R) und SO(n) zusammen mit der Verknüpfung [A, B] := AB − BA
(
”
Lie-Klammer“) sogenannte

”
Lie-Gruppen“ bilden. Jeder Lie-Gruppe G kann

man eine
”
Lie-Algebra“ L(G) zuordnen, deren Elemente analytische Vektor-

felder auf G sind. Die Lie-Algebra von GL(n, R) ist Rn×n; die Lie-Algebra
von SO(n) ist der Vektorraum Alt(n, R) aller reellen schiefsymmetrischen
Matrizen.
Wie wir für GL(n, R) und SO(n) gesehen haben, bildet eine Lie-Gruppe G
aus Rn×n eine beidseitig invariante Menge von unserem homogenen System
(3.2), wenn die Matrizen A, N1, . . . , Np aus L(G) stammen. Wir können dann
den Zustandsraum auf X = G beschränken und erhalten so ein System, das
auf einer Lie-Gruppe definiert ist. Man spricht auch von einem

”
System auf

G“.
In [13], [2] und [3] werden derartige Kontrollsysteme ausführlich untersucht.
Für das Studium dieser Arbeiten sind Kenntnisse auf dem Gebiet der Lie-
Theorie dringend erforderlich.

3.3 Die erreichbaren Mengen autonomer Sys-

teme

3.3.1 Systeme mit kompaktem Steuerbereich

In Abschnitt B.4 werden die erreichbaren Mengen von autonomen Kontroll-
systemen mit kompaktem Steuerbereich und stetiger rechter Seite untersucht.
Es ist daher naheliegend die dortigen Resultate auf das autonome bilineare
System

ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nkx(t) + Bu(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U (3.3)
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mit kompaktem Steuerbereich U ⊂ Rm und Matrizen A, N1, . . . , Nm, B von
angemessener Form zu übertragen.
Die zulässigen Funktionen seien die messbaren Funktionen mit Werten in U
(kurz: u ∈ U I

r ). Da die rechte Seite

f(x, u) := Ax +
m∑

k=1

ukNkx + Bu

stetig auf Rn × Rm ist, dürfen wir jetzt die Theorie aus B.4 auf das System
(3.3) anwenden, um die erreichbaren Mengen At(p) von (3.3) zu charakteri-
sieren.

Folgerung 3.20 (Monotonie). In Satz B.35 wird festgestellt, dass die er-
reichbare Menge eines kritischen Punktes p ∈ Rn monoton ist, d.h. aus

0 = Ap +
m∑

k=1

ukNkp + Bu

für ein u ∈ U folgt

As(p) ⊆ At(p) ∀0 ≤ s ≤ t .

Folgerung 3.21 (Beschränktheit). Aus Folgerung B.38 erhalten wir eine
kompakte Obermenge der erreichbaren Menge At(p) von p ∈ Rn zur Zeit
t ≥ 0. Es ist

At(p) ⊆ B
(
0, max{1, ‖p‖}· exp(µt)

)
∀t ≥ 0

für

µ := max
u∈U

{∥∥∥∥A +
m∑

k=1

ukNk

∥∥∥∥+ ‖Bu‖

}
.

Die Menge At(p) ist also beschränkt.

Folgerung 3.22 (Abgeschlossenheit und Stetigkeit). Der Satz von Fillipov
B.44 besagt, dass für alle p ∈ Rn und t ≥ 0 die erreichbare Menge At(p)
eine kompakte und nichtleere Teilmenge des Rn ist, falls der Steuerbereich U
konvex ist. Außerdem ist dann die Abbildung t 7→ At(p) stetig bezüglich der
Hausdorffmetrik.
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Beweis. Um den Satz von Fillipov anwenden zu können, müssen wir zeigen,
dass für alle x ∈ Rn die Menge F (x) :=

⋃
u∈U f(x, u) konvex ist.

Da die rechte Seite eines bilinearen Systems definitionsgemäß affin-linear in
u ist für ein vorgegebenes x ∈ Rn, existiert eine Matrix H(x) ∈ Rn×m und
ein Vektor h(x) ∈ Rn, so dass

f(x, u) = H(x)u + h(x) .

Es folgt für alle λ ∈ [0, 1] und u, v ∈ U :

λf(x, u) + (1− λ)f(x, v) = H(x)· (λu + (1− λ)v) + h(x)

= f(x, λu + (1− λ)v︸ ︷︷ ︸
∈U , da U konvex

) ∈ F (x) .

Wie gefordert ist F (x) konvex. Der Rest folgt aus Satz B.44.

Beispiel 3.23. Betrachte das initialisierte Single-Input System

ẋ(t) = (A + u(t)N) x(t), x(t) ∈ Rn, −1 ≤ u(t) ≤ 1, x(0) = p

mit kommutierenden Matrizen A und N . Aus der Lösungsdarstellung (2.23)
folgt direkt

At(p) = At· p =

{
eAt· eN

∫ t
0 u(s)ds· p

∣∣∣∣ u : [0, t] → [−1, 1] messbar

}
.

Indem wir u(· ) über die zulässigen Kontrollen variieren, gewinnen wir die
erreichbare Menge

At(p) =
{
eAt· eNs· p | − t ≤ s ≤ t

}
.

Dies ist der Graph einer Kurve im Rn über einem abgeschlossenen Intervall,
woraus die Kompaktheit von At(p) resultiert.

3.3.2 Die affine Hülle erreichbarer Mengen

Wir wenden uns nun dem initialisierten homogenen System

ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nkx(t), x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U , x(0) = p (3.4)

zu. Diesmal ist U eine (nichtleere) Teilmenge des Rm, und U I
u ist die Klasse

zulässiger Kontrollen. Weiter ist A, N1, . . . , Nm ∈ Rn×n und p ∈ Rn. Zur
Vereinfachung setzen wir

Uu :=
m∑

k=1

ukNk
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für ein u ∈ U . Die rechte Seite wird dann zu f(x, u) = (A + Uu)x.

Das Ziel dieses Abschnittes ist das Auffinden affiner Unterräume, welche die
erreichbare Menge At(p) zu (3.4) enthalten.

Definition 3.24. Ein affiner Unterraum des Rn ist eine Teilmenge M ⊆ Rn

von der Form

M = p + L (3.5)

für ein p ∈ M und einem linearen Unterraum L des Rn. Während der Punkt
p ∈ M beliebig in (3.5) wählbar ist, ist der lineare Unterraum L eindeutig
bestimmt durch

L = M −M = {r − s | r, s ∈ M} .

L wird auch die lineare Komponente von M genannt.
Hat L die Dimension n− 1, so nennt man M eine affine Hyperebene.

Anhand des nächsten Satzes kann man affine Hyperebenen konstruieren, in
denen At(p) enthalten ist.

Satz 3.25 (affine Hyperebenen). Ist q ∈ Rn ein Vektor, der die Bedingung

q∗AkUu = 0 ∀ 0 ≤ k ≤ n− 1, u ∈ U (3.6)

erfüllt, so ist

q∗e−AtAt = q∗ und q∗At = q∗eAt

für alle t ≥ 0. (Dabei ist At die erreichbare Menge des assoziierten Matrix-
systems von (3.4) zum Anfangswert I.)
Multiplikation von rechts mit p ∈ Rn zeigt, dass die erreichbare Menge At(p)
in den Hyperebenen

{x ∈ Rn | q∗e−Atx = q∗p} und {x ∈ Rn | q∗x = q∗eAtp}

enthalten ist.

Beweis. 1. Wegen des Satzes von Cayley-Hamilton ist jede Potenz Aj (j ∈ N)
als Linearkombination Aj =

∑n−1
k=0 λkA

k im R-Vektorraum Rn×n darstellbar.
Also wird die Bedingung (3.6) zu

q∗AjUu =
n−1∑
k=0

λk q∗AkUu︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 ∀ j ∈ N, u ∈ U ,
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und folglich

q∗e−AtUu =
∞∑

k=0

q∗AkUu
(−t)k

k!
= 0 ∀ t ∈ R, u ∈ U . (3.7)

Sei X(· ) := Φ(· ; u) die Fundamentallösung des assoziierten Matrixsystems
von (3.4) zu einer zulässigen Kontrolle u(· ). Dann gilt fast überall

d

dt
q∗e−AtX(t) = q∗

(
−Ae−AtX(t) + e−At (A + Uu(t)) X(t)

)
= q∗e−AtUu(t)︸ ︷︷ ︸

=0

X(t) = 0 .

Folglich ist q∗e−AtX(t) konstant gleich q∗e0·AX(0) = q∗, und die erste Aus-
sage ist gezeigt.

2. Wir stellen fest, dass mit q auch q1 := eA∗tq (t ≥ 0) die Voraussetzung

(3.7) erfüllt. Denn q∗1e
−AtUu = q∗eAte−AtUu = q∗Uu

(3.6)
= 0. Wir dürfen also die

erste Aussage auf q1 anwenden und bekommen q∗1e
−AtAt = q∗1. Substituieren

von q1 liefert die zweite Aussage.

Es ist bekannt, dass bei linearen Kontrollsystemen der Form

ẋ = Ax + Bu , x(t) ∈ Rn, U = Rm

die erreichbare Menge At(p) einen affinen Unterraum bildet, wenn man jede
messbare und lokal (essentiell) beschränkte Kontrollfunktion zulässt. Es ist
nämlich

At(p) = eAtp + Im
(
B|AB| . . . |An−1B

)︸ ︷︷ ︸
L

.

(Insbesondere ist die lineare Komponente von At(p) unabhängig von t.)

Leider gilt dies i.A. nicht für bilineare Systeme; eine Gerade, die durch zwei
erreichbare Zustände verläuft, muß nicht in der erreichbaren Menge liegen.

Beispiel 3.26. Wir wählen für das System (3.4) die Daten

U = R, X = R3, A = 0, N =

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 , p =

1
0
0

 .
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Offenbar sind die Matrizen A, N schiefsymmetrisch, weshalb sich die erreich-
baren Punkte von p zur Zeit t > 0 auf der Kugel B1(0) mit Radius ‖p‖ = 1
befinden.
Außerdem können wir mittels Satz 3.25 eine affine Hyperebene bestimmen,

die At(p) enthält. Denn für q :=
(

1
0
1

)
folgt aus

q∗N =
(
0 0 0

)
,

dass

q∗At(p) = q∗p = 1 . (3.8)

Wegen AN = NA läßt sich die erreichbare Menge At(p) aus der Lösungsdar-
stellung (2.23) ableiten. Mit MAPLE berechnen wir

At(p) =
{
eNs· p | s ∈ R

}
=


0.5

0
0.5

+ 0.5

 cos(
√

2s)

− sin(
√

2s)

− cos(
√

2s)

 ∣∣∣∣ s ∈ R


für alle t > 0. Wie man in Abbildung 3.1 sieht, ist At(p) ein Kreis, der

0.2

0.4

0.6

0.8

1

z

–0.6
–0.4

–0.2

0.2
0.4

0.6
y

0.5

1

x

Abbildung 3.1: Die erreichbare Menge aus Bsp. 3.26.

senkrecht auf dem blauen Vektor q steht, und kein affiner Unterraum des R3.
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Falls At(p) kein affiner Unterraum ist, so können wir zumindest auf die affine
Hülle von At(p) und deren linearen Komponente Techniken aus der linearen
Algebra anwenden.

Definition 3.27. Die affine Hülle von einer nichtleeren Teilmenge N ⊆ Rn

ist der kleinste affine Unterraum des Rn, der N enthält. Wir bezeichnen sie
mit aff(N).

Hilfssatz 3.28. Indem man in den Definitionen 3.24 und 3.27 den Vektor-
raum Rn durch die R-Algebra Rn×n ersetzt, kann man ebenso die affine Hülle
aff(M) einer nichtleeren Teilmenge M des Rn×n definieren. Es gilt dann

aff(M1·M2) ⊇ aff(M1)· aff(M2) und aff(A·M1) = A· aff(M1)

für alle A ∈ Rn×n und alle nichtleeren Teilmengen M1, M2 des Rn×n.

Beweis. Die affine Hülle aff(M1) ist die Menge aller affinen Kombinationen
von Elementen aus M1, d.h.

aff(M1) =

{
k∑

i=1

αimi

∣∣∣∣ mi ∈ M1, αi ∈ R,
k∑

i=1

αi = 1, k ∈ N

}
,

woraus sofort aff(A·M1) = A· aff(M1) folgt. Außerdem ist es leicht zu sehen,
dass das Produkt einer affinen Kombination von Elementen aus aff(M1) mit
einer affinen Kombination von Elementen aus aff(M2) eine affine Kombina-
tion der Produkte dieser Elemente ist. Dies beweist die Behauptung.

Ein Begriff aus der Algebra soll helfen die affine Hülle der erreichbaren Menge
At zu charakterisieren.

Bezeichnung 3.29. S ⊆ Rn×n sei eine Menge reeller n× n-Matrizen. Dann
bezeichne {S}AA die kleinste (assoziative) Unteralgebra von Rn×n, welche S
enthält. Das bedeutet insbesondere, dass {S}AA ein Untervektorraum von
Rn×n ist (mit Dimension kleiner gleich n2), der abgeschlossen unter der Ma-
trixmultiplikation ist.

Um den nächsten Satz beweisen zu können, benötigen wir noch zwei ele-
mentare Resultate aus der Funktionalanalysis [1, Anhang 1]. Wir verwenden
stillschweigend von dort die Definition des Lebesgue-Integrals—in diesem Zu-
sammenhang auch Bochner-Integral genannt—für Funktionen mit Werten in
einem Banach-Raum Y . Da in dieser Arbeit für Y nur lineare Unterräume
von Rn und Rn×n in Frage kommen, bleibt dem Leser eine Einführung in die
zugehörige erweiterte Lebesgue-Theorie erspart.
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Hilfssatz 3.30. Es sei Ω ⊆ Rn eine Lebesgue-messbare Menge, und f : Ω →
Y sei eine Funktion mit Werten in einem Banachraum Y .
Ist f in einem Punkt s ∈ Ω partiell differenzierbar bezüglich der i-ten Koor-
dinatenrichtung, so folgt

∂if(s) := lim
h→0

f(s + hei)− f(s)

h
∈ Y .

Ist f Lebesgue-integrierbar, so gilt für das Bochner-Integral∫
Ω

f(s)ds ∈ Y .

Satz 3.31 (Affine Hülle). Es gelte 0 ∈ U im assoziierten Matrixsystem zu
(3.4). (Dies kann man z.B. gewährleisten, indem man ein festes v ∈ U wählt
und dann U := U − v, A := A +

∑
Nkvk setzt.)

Dann ist für alle t > 0 die affine Hülle von At gegeben durch eAt(I + L),
wobei

L =

{
m∑

k=1

uke
−AsNke

As

∣∣∣∣ u ∈ U , s ∈ R

}
AA

.

Entsprechend ist eAt(I + L)p die affine Hülle von At(p) = At· p.

Insbesondere ist L eine Unteralgebra von Rn×n, welche die Menge{
m∑

k=1

ukNk

∣∣∣∣ u ∈ U
}

(3.9)

enthält, unabhängig von t ist, und invariant unter der Abbildung adA : X 7→
[A, X] = AX −XA ist.

Beweis. 1. Anstelle von At betrachten wir die sogenannten
”
reduzierten“

erreichbaren Mengen Bt := e−At· At für t ≥ 0.
Wegen 0 ∈ U ist Φ(t; 0) = eAt ∈ At und I ∈ Bt. Weiter folgt aus dem
Additionstheorem in Folgerung 3.9, dass

Bt+s := e−A(t+s) At+s︸︷︷︸
=At·As

= e−Ase−AtAte
Ase−AsAs = e−As Bt︸︷︷︸

3I

eAsBs (3.10)

und somit

Bt+s ⊇ Bs ∀t, s ≥ 0 .
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Die reduzierten erreichbaren Mengen sind also monoton.

2. Mit Mt bezeichnen wir die affine Hülle von Bt. Sie ist von der Form I +L
mit einer linearen Komponente L, die von t abhängen könnte. Hilfssatz 3.28
und (3.10) implizieren

Mt+s ⊇ e−AsMte
AsMs ∀t, s ≥ 0 . (3.11)

Da

aff(At) = aff(eAtBt) = eAt· aff(Bt) = eAt·Mt = eAt(I + L) ,

hat die affine Hülle von At die gewünschte Form.

3. Wir wollen nun beweisen, dass L eine Algebra bildet. Dazu zeigen wir
zunächst, dass L unabhängig von t ist.
Aus 1. wissen wir, dass Mt ⊇ Ms für alle t ≥ s ≥ 0. Der affine Raum
Mt kann nur dann

”
größer“ werden, wenn sich die Dimension der linearen

Komponente erhöht. Diese Dimension ist kleiner gleich n2. Wir folgern, dass
Mt bis auf endlich viele Ausnahmen konstant in t sein muss.
Es gibt daher ein δ > 0 und einen affinen Raum M, so dass

Mt = M ∀0 < t < δ . (3.12)

Aus I ∈ Bs ⊆Ms und (3.11) folgt dann

e−AsMeAs ⊆M ∀0 < s < δ .

(Wähle t genügend klein in (3.11), so dass t + s < δ.) Man sieht leicht, dass
diese Inklusion auch für jedes s ≥ δ gilt. Denn aus s = kδ + r für ein k ∈ N
und r < δ (Division mit Rest) folgt rekursiv

e−AsMeAs = e−A δ
2 . . . e−A δ

2 e−A δ
2 e−ArMeAr︸ ︷︷ ︸

⊆M

eA δ
2

︸ ︷︷ ︸
⊆M

eA δ
2

︸ ︷︷ ︸
⊆M

. . . eA δ
2 ⊆M .

Andererseits ist die Dimension von M (d.h. die Dimension der linearen Kom-
ponente als Unterraum des Rn×n) gleich der Dimension von e−AsMeAs, da
eAs und e−As vollen Rang haben. Dies impliziert letztendlich

e−AsMeAs = M ∀s ≥ 0
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und nach Umformung

e−AsMeAs = M ∀s ∈ R . (3.13)

Insbesondere erhalten wir

M
(3.11)

⊇ e−AsMeAsM (3.13)
= M·M

und daher (wegen I ∈M gilt auch
”
⊆“)

M = e−AsMeAsM = M·M ∀s ∈ R . (3.14)

Die letzte Gleichung zeigt, dass für 0 < t < δ das mengenwertige Produkt
e−AtMte

AtMt den affinen Raum M bildet, der somit die Menge

e−AtBte
AtBt

(3.10)
= B2t

enthalten muß. Es folgt aus der Minimalität der affinen Hülle M2t, dass

M⊇M2t

und somit (Monotonie)

M = M2t ∀0 < t < δ .

Durch wiederholtes Anwenden dieser Argumentation können wir jetzt die
δ-Restriktion in (3.12) fallenlassen. Für 0 < t < δ ergibt sich Schritt für
Schritt

M = e−AtMeAtM = e−AtM2te
AtMt = M3t ,

M = e−AtMeAtM = e−AtM3te
AtMt = M4t ,

...

Auf diese Weise wird (3.12) zu

Mt = M ∀t > 0 .

Zusammen mit Mt ist die zugehörige lineare Komponente L unabhängig von
t. Wir prüfen nun, ob L abgeschlossen unter der Matrixmultiplation ist:

L·L = (M− I)· (M− I) = M·M− 2M+ I
(3.14)
= I−M = −L = L

L ist also eine Algebra.
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4. Wir zeigen, dass L invariant unter der Abbildung adA : X 7→ [A, X] =
AX −XA ist.
Wegen (3.13) gilt für alle X ∈ L

e−AsXeAs ∈ L ∀s ∈ R . (3.15)

Die Funktion s 7→ e−AsXeAs ist differenzierbar in s mit Werten im Banach-
raum L. Wie es im Hilfsatz 3.30 bemerkt wird, ist dann die Ableitung in
einem Punkt s ein Element von L. Speziell

d

ds
e−AsXeAs

∣∣∣∣
s=0

=
(
−Ae−AsXeAs + e−AsXAeAs

) ∣∣∣∣
s=0

= −AX + XA

= −[A, X] ∈ L .

Also [A, X] ∈ L für alle X ∈ L.

5. Um nachzuweisen, dass L die Menge (3.9) enthält, setzen wir für ein be-
liebiges u ∈ U

Uu :=
m∑

k=1

ukNk

und zeigen Uu ∈ L. Wählt man u ∈ U als konstante Konstrolle über [0, t], so
folgt Φ(t; u) = e(A+Uu)t ∈ At. Wir sehen

e−Ate(A+Uu)t − I ∈ Bt − I ⊆ M− I = L .

Analog zu 4. ergibt Ableiten in t = 0

d

dt

(
e−Ate(A+Uu)t − I

) ∣∣∣∣
t=0

=
(
−Ae−Ate(A+Uu)t + e−At(A + Uu)e

(A+Uu)t
) ∣∣∣∣

t=0

= (−A + (A + Uu)) = Uu ∈ L .

Der zweite Teil des Satzes ist somit bewiesen.

6. Wir wissen, dass aff(At) von der Form eAt(I+L) ist, wobei L eine Algebra
ist, für die wegen (3.15) und 5.

e−As

(
m∑

k=1

ukNk

)
eAs =

m∑
k=1

uke
−AsNke

As ∈ L ∀s ∈ R,∀u ∈ U (3.16)

gilt. Das bedeutet

L? :=

{
m∑

k=1

uke
−AsNke

As

∣∣∣∣ u ∈ U , s ∈ R

}
AA

⊆ L .
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7. Es fehlt noch die Inklusion L? ⊇ L. Wegen 2. ist L = M − I, wobei
M = aff(Bt) und Bt = e−AtAt. Es genügt daher zu zeigen, dass M⊆ I + L?

gilt. Aufgrund der Minimalität der affinen Hülle M wird dies bereits durch

Bt ⊆ I + L? (3.17)

impliziert für ein t > 0. Wir werden jetzt die Inklusion (3.17) beweisen und
somit den Beweis beenden.
Ein beliebiges Element Y (t) aus Bt ist von der Form Y (t) = e−AtΦ(t; u),
wobei Φ(· ; u) eine Fundamentallösung von (3.4) zu einer zulässigen Kontrolle
u ist. Wie in (2.22) vorgerechnet, ist t 7→ Y (t) selbst eine Fundamentallösung
(bzgl. u) des bilinearen Systems

Ẏ (t) =

(
m∑

k=1

uk(t)e
−AtNke

At

)
︸ ︷︷ ︸

:=U(t)

Y (t) = U(t)Y (t) , Y (0) = I .

Nach Lemma 2.21 (vii) ist folglich Y (t) der Grenzwert der Picard-Iterierten
Y0(t) := I und Yl+1(t) := I +

∫ t

0
U(s)Yl(s)ds:

Y (t) = lim
l→∞

Yl(t)

Per Induktion wird nachgewiesen, dass Yl(s) ∈ I + L? für alle l ∈ N0 und
s ∈ [0, t] gilt.
Für l = 0 ist Y0 ≡ I ∈ I + L? (Induktionsstart).
Für ein k ∈ N sei Yk(s) ∈ I + L? für alle s ∈ [0, t]. Dann ist

U(s)Yk(s) ∈ L?· (I + L?) = L? + L?· L? ⊆ L?

und folglich (Hilfssatz 3.30)

Yk+1(t) := I +

∫ t

0

U(s)Yk(s)ds ∈ I + L? ∀k ∈ N .

Natürlich sind L? und somit I + L? abgeschlossen, da L? ein endlich-dimen-
sionaler linearer Unterraum ist. Der Grenzwert Y (t) liegt also ebenfalls in
I + L?, was zu zeigen war.

Folgerung 3.32. Der Steuerbereich U des Systems (3.4) enthalte den Ein-
heitswürfel Em := {u ∈ Rm | −1 ≤ uk ≤ 1, k = 1, . . . m}. Dann ist der linea-
re Raum L aus Satz 3.31 gleich

{adk
ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA .
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Zur Erinnerung:

ad0
AN = N, ad1

AN = [A, N ] und adk
AN = [A, adk−1

A N ] , k ≥ 1

Insbesondere ist hier L die kleinste Unteralgebra von Rn×n, welche die Matri-
zen N1, . . . , Nm enthält und invariant unter der Abbildung adA : X 7→ [A, X]
ist.

Beweis. Es ist

L =

{
m∑

k=1

uke
−AsNke

As

∣∣∣∣ u ∈ U , s ∈ R

}
AA

. (3.18)

Wegen Em ⊆ U ist der j-te kanonische Einheitsvektor des Rm eine Eingangs-
größe aus U . Es folgt direkt e−AsNke

As ∈ L für alle s ∈ R und 1 ≤ k ≤ m.
Da diese Matrizen ganz L erzeugen, erhalten wir

L =

{
e−AsNje

As

∣∣∣∣ s ∈ R, 1 ≤ j ≤ m

}
AA

.

Die Baker-Hausdorff-Formel (2.20) besagt

e−AsNje
As =

∞∑
k=0

sk

k!
adk

ANj ∀s ∈ R, j = 1, . . . ,m . (3.19)

Wie im Beweis von Satz 2.29 festgestellt, ist jede Potenz adk
ANj mit k ≥ n2

im R-Vektorraum {adk
ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA enthalten. Wir

können daher die Reihe aus (3.19) als eine konvergente Folge von Partialsum-
men in diesem Vektorraum ansehen (bzgl. der induzierten Operatornorm).
Da der Vektorraum endlich-dimensional und somit abgeschlossen ist, gilt für
den Grenzwert

e−AsNje
As ∈ {adk

ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA

und folglich

L ⊆ {adk
ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA .

Andererseits ist L invariant unter der Abbildung adA : X 7→ [A, X], und
enthält die Matrizen N1, . . . , Nm. Es folgt

ad0
ANj = Nj ∈ L , ad1

ANj ∈ L , ad2
ANj = [A, ad1

ANj] ∈ L , u.s.w.

Dies ergibt schließlich die Behauptung.
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Beispiel 3.33. In Beispiel 3.26 ist die affine Hülle der erreichbaren Menge

von p =
(

1
0
0

)
zur Zeit t > 0 gleich p+L· p, wobei L die kleinste Unteralgebra

ist, erzeugt von der Matrix N (beachte A = 0).
Wir rechnen nach:

N =

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 , N2 =

−1 0 1
0 −2 0
1 0 −1

 , N3 = −2N .

Folglich ist L = R·N + R·N2. Wir erhalten daher die affine Hülle

aff(At(p)) =
(

1
0
0

)
+ R·

(
0
−1
0

)
+ R·

(
−1
0
1

)
.

Wie die Abbildung 3.1 vermuten lässt, ist dies genau die affine Hyperebene
aus (3.8).

Beispiel 3.34 (Sussmann). Betrachte das bilineare Single-Input System in
GL(4, R)

Ẋ(t) =

(
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

)
X(t) + u(t)

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
X(t), u(t) ∈ [−1, 1], X(0) = I .

Wir vereinfachen die Notation für dünn besetzte Matrizen, indem wir durch
Eij diejenige 4 × 4 Matrix bezeichen, bei der eine 1 an der Stelle (i, j) und
sonst überall Nullen stehen. Dann ist unser System durch die Matrizen A =
E34 und N = E12 + E23 gegeben.
Mit Folgerung 3.32 wollen wir die affine Hülle von At berechnen.
Die Erzeuger der Algebra L sind

ad0
AN = N = E12 + E23, ad1

AN = [A, N ] = −E24, ad2
AN = [A, ad1

AN ] = 0 . . .

Durch Matrixmultiplikation erhalten wir aus diesen weitere Matrizen un-
gleich Null:

N2 = E13, ad1
AN ·N = −E14

Es folgt, dass L als linearer Teilraum des Rn×n von den Matrizen E12 + E23,
E24, E13 und E14 aufgespannt wird.
Die lineare Komponente von aff(At) ist

eAtL = (I + tE34)L = L (unabhängig von t) .

Dies ergibt die affine Hülle

aff(At) = eAt + L = I + tE34 + R(E12 + E23) + R·E13 + R·E14 + R·E24 .
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Insbesondere ist die affine Hülle der erreichbaren Menge At(p) = At· p des
assoziierten Vektorsystems höchstens von Dimension 2:

aff(At(p)) = aff(At)· p ⊆
(

p1
p2

p3+tp4
p4

)
+ R·

(
1
0
0
0

)
+ R·

(
0
1
0
0

)

3.4 Topologische Eigenschaften

3.4.1 Kompaktheit und Zusammenhang

In diesem Abschnitt werden elementare topologische Eigenschaften, wie Zu-
sammenhang oder Kompaktheit, für bilineare Systeme hergeleitet.

In Folgerung 3.22 haben wir mit Hilfe des Satzes von Fillipov B.44 gezeigt,
dass die erreichbaren Mengen autonomer bilinearer Systeme mit kompaktem
konvexen Steuerbereich kompakt sind. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig in
der Theorie optimaler Steuerungen, da sie die Existenz zeitoptimaler Steue-
rungen garantiert (Folgerung B.45).
Leider ist der Satz von Fillipov in seiner klassischen Fassung [11, p.107] nur
für Kontrollsysteme der Form

”
ẋ = f(x, u, t)“ mit stetiger rechter Seite

f(x, u, t) anwendbar. Deshalb verfolgen wir eine andere Strategie, um die
Kompaktheit erreichbarer Mengen auch für nichtautonome bilineare Syste-
me nachzuweisen, deren rechte Seiten nicht notwendigerweise stetig in t sein
müssen.
Die Strategie besteht darin, zu zeigen, dass

1. die Menge aller zulässigen Kontrollen U [0,T ]
r schwach kompakt ist, falls

der Steuerbereich U kompakt und konvex ist;

2. es eine stetige surjektive Abbildung von U [0,T ]
r nach AT (p) gibt, wenn

U [0,T ]
r mit der schwachen Topologie versehen ist.

Dann wäre die erreichbare Menge AT (p)—als Bild einer kompakten Menge
unter einer stetigen Abbildung—selbst kompakt.
Wie üblich beschränken wir uns zunächst auf das Studium homogener Ma-
trixsysteme und übertragen später die Resultate auf inhomogene Systeme in
Rn.

Betrachte das initialisierte homogene bilineare System in GL(n, R)

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
X(t), u(t) ∈ U , X(0) = I, t ∈ [0, T ]

(BS1)
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mit kompaktem Steuerbereich U ⊆ Rm und messbaren, lokal (essentiell) be-
schränkten Funktionen A(· ), N1(· ), . . . , Nm(· ) mit Werten in Rn×n.
Als Klasse zulässiger Kontrollfunktionen kommt anfangs nur der Funktionen-
raum U [0,T ]

r in Frage, der alle messbaren Funktionen der Form u : [0, T ] → U
enthält. Offenbar ist dies eine Teilmenge des Banachraums L∞([0, T ], Rm),
wenn man Funktionen, die fast überall übereinstimmen, zu Äquivalenzklas-
sen zusammenfasst.
Wir sehen leicht, dass jedes f ∈ L∞([0, T ], Rm) bezüglich der kanonischen
Norm von L2([0, t], Rm) beschränkt ist. Denn

‖f‖ 2
L2

=

∫ T

0

‖f(s)‖2ds ≤ T‖f‖ 2
∞ .

Unser Funktionenraum U [0,T ]
r ist daher ein metrischer Teilraum des Hilbert-

raums L2([0, T ], Rm), für welchen auch die kürzere Notation L2[0, T ] verwen-
det wird.
Wir können L2[0, T ] und dessen Teilräume sowohl mit der gewöhnlichen
Normtopologie als auch mit der schwachen Topologie versehen. Eine in der
schwachen Topologie konvergente Folge wird als

”
schwach konvergent“ be-

zeichnet. In Anhang A.3 werden wichtige Aussagen zu schwacher Konvergenz
und schwacher Topologie aufgelistet. Da L2[0, T ] ein separabler Hilbertraum
ist, sind alle Sätze und Lemmas anwendbar.
Insbesondere wird dort festgestellt, dass L2[0, T ] zusammen mit der schwa-
chen Topologie einen Hausdorff-Raum bildet, und dass abgeschlossene, be-
schänkte, konvexe Teilmengen von L2[0, T ] schwach kompakt sind (Folgerung
A.28).
Das heißt, falls U konvex ist, so würde die Abgeschlossenheit und Beschränkt-
heit von U [0,T ]

r dessen Kompaktheit bezüglich der schwachen Topologie impli-
zieren. (Man beachte, dass in ∞-dimensionalen Funktionenräumen der Satz
von Heine-Borel nicht anwendbar ist.)

Definition 3.35. Wir sagen, eine beschränkte Folge (uk) konvergiert in
L2[0, T ] schwach gegen u, falls die Bedingung∫ T

0

〈
uk(s), φ(s)

〉
Rmds →

∫ T

0

〈
u(s), φ(s)

〉
Rmds für k →∞ (3.20)

für alle quadratintegrablen Funktionen φ ∈ L2[0, T ] erfüllt ist.

Da die Treppenfunktionen dicht in L2[0, T ] liegen, ist die Bedingung (3.20)
bereits dann hinreichend für schwache Konvergenz, wenn sie für alle Trep-
penfunktionen φ : [0, T ] → Rm erfüllt ist.
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Erinnerung 3.36. Φ(· ; u) bezeichnet die (Fundamental-) Lösung von (BS1)

zur Kontrolle u ∈ U [0,T ]
r . Die erreichbare Menge zum Zeitpunkt T ≥ 0 ist

gegeben durch

AT =
{
Φ(T ; u)

∣∣ u ∈ U [0,T ]
r

}
.

Bemerkung 3.37. Wir können (BS1) als System mit Ausgang (Definition
1.5) interpretieren, indem wir als Messbereich den Zustandsraum GL(n, R)
zusammen mit der trivialen Ausgangsfunktion

”
y(t) = x(t)“ wählen. Halten

wir die Anfangszeit 0 und die Endzeit T fest, so ist die Ein-Ausgangsfunktion
aus Definition 1.19 gegeben durch

Ψ : U [0,T ]
r −→ C0([0, T ], Rn×n)

Ψ(u)(t) := Φ(t; u) .

Die Responsefunktion λ aus Gleichung (1.3) ist die punktweise Auswertung
der Ein-Ausgangsfunktion, d.h.

λ : [0, T ]× U [0,T ]
r −→ Rn×n

λ(t; u) := Φ(t; u) .

Satz 3.38 (Stetigkeit der Ein-Ausgangsfunktion). Die Abbildung

u(· ) 7→ Φ(· ; u)

ist eine stetige Abbildung vom Hausdorffraum U [0,T ]
r , versehen mit der schwa-

chen Topologie, in den Banachraum C0([0, T ], Rn×n), versehen mit der Norm-
topologie der Supremumsnorm.
Dies bedeutet, dass wenn uk schwach gegen u konvergiert, so konvergiert
Φ(t; uk) gleichmäßig gegen Φ(t; u) auf [0, T ] für k →∞.

Beweis. Für ein vorgegebenes u ∈ U [0,T ]
r gilt

Φ(t; u) = I +

∫ t

0

(
A(s) +

m∑
i=1

ui(s)Ni(s)

)
Φ(s; u)ds .

Da die Matrixfunktionen (bzgl. der Operatornorm) essentiell beschränkt sind
und U kompakt ist, gibt es ein C > 0, so dass∥∥∥∥A(t) +

m∑
i=1

ui(t)Ni(t)︸ ︷︷ ︸
:=U(t)

∥∥∥∥ ≤ C ∀ ′t ∈ [0, T ],∀u ∈ U [0,T ]
r .
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Mit Hilfe der absolut konvergenten Neumannreihe aus Folgerung 2.21 gewin-
nen wir die Abschätzung

‖Φ(t; u)‖ ≤ 1 +
∞∑

k=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

‖U(s1)‖· ‖U(s2)‖ . . . ‖U(sk)‖︸ ︷︷ ︸
≤Ck

dsk . . . ds1

≤ eCt ∀t ∈ [0, T ],∀u ∈ U [0,T ]
r .

Insbesondere ist die Menge aller zulässigen Lösungen{
Φ(· ; u)

∣∣ u ∈ U [0,T ]
r

}
(3.21)

gleichmässig beschränkt. Aus der Systemgleichung (BS1) folgt, dass auch die
Ableitungen gleichmässig (essentiell) beschränkt sind. Es existiert also eine
obere Schranke M > 0, so dass alle zulässigen Lösungen Lipschitz-stetig sind
mit gemeinsamer Lipschitz-Konstante M :

‖Φ(t; u)− Φ(s; u)‖ ≤
∫ t

s

∥∥Φ̇(τ ; u)
∥∥︸ ︷︷ ︸

≤M

dτ ≤ M · |t− s| ∀t, s ∈ [0, T ], u ∈ U [0,T ]
r

Wir dürfen daher den Satz von Arzelà-Ascoli A.9 auf die Menge (3.21) an-
wenden. Es gelte nun uk

w→ u für k → ∞. Der Folgerung A.10 zufolge
existiert zu jeder Teilfolge von (Φ(· ; uk))k∈N eine Teilfolge (vk) ⊆ (uk), so
dass Φ(· ; vk) gleichmässig gegen eine stetige Funktion X(· ) konvergiert für
k →∞. Wir zeigen nun, dass X(· ) = Φ(· ; u) gelten muß, d.h. jede Teilfolge
von (Φ(· ; uk))k∈N besitzt eine Teilfolge, die gleichmässig gegen Φ(· ; u) kon-
vergiert. Offenbar muß dann jede Teilfolge von (Φ(· ; uk))k∈N zumindest den
Häufungspunkt Φ(· ; u) besitzen. Es ist

Φ(t; vk) = I +

∫ t

0

(
A(s) +

m∑
i=1

(vk)i(s)Ni(s)

)
[Φ(s; vk)−X(s)]ds

+

∫ t

0

(
A(s) +

m∑
i=1

(vk)i(s)Ni(s)

)
X(s)ds .

Für k →∞ konvergiert Φ(· ; vk) gleichmässig gegen X(· ), weshalb das obere
Integral gegen Null konvergiert, und vk konvergiert schwach gegen u, wes-
halb die Komponenten (vk)i von vk im unteren Integral schwach gegen die
Komponenten ui von u konvergieren. Es bleibt

X(t) = I +

∫ t

0

(
A(s) +

m∑
i=1

ui(s)Ni(s)

)
X(s)ds ∀t ∈ [0, T ] .
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Wir folgern X(· ) = Φ(· ; u).
Angenommen, (Φ(· ; uk))k∈N konvergiert nicht gleichmässig gegen Φ(· ; u).
Dann existiert eine Teilfolge mit höchstens einem Häufungspunkt ungleich
Φ(· ; u). Dies ist nicht möglich, wie wir bereits festgestellt haben.

Folgerung 3.39 (Stetigkeit der Responsefunktion). Die Responsefunktion

λ : [0, T ]× U [0,T ]
r −→ Rn×n

(t, u) 7−→ Φ(t; u)

ist stetig, falls U [0,T ]
r mit der schwachen Topologie versehen ist.

Beweis. λ ist die Komposition stetiger Funktionen:

(t, u) 7−→ (t, Φ(·; u))︸ ︷︷ ︸
∈[0,T ]×C0[0,T ]

7−→ Φ(t; u)

Satz 3.40. Angenommen, der Steuerbereich U ist konvex und kompakt.
Dann ist U [0,T ]

r eine schwach abgeschlossene Teilmenge von L2[0, T ]. Es folgt,

dass U [0,T ]
r schwach kompakt ist.

Beweis. Da die messbaren Funktionen u : [0, T ] → U eine konvexe und be-
schränkte Menge in L2[0, T ] bilden (U ist konvex und beschränkt), genügt es

wegen Folgerung A.26 zu zeigen, dass U [0,T ]
r dort abgeschlossen ist.

Dazu sei (fk) ⊆ U [0,T ]
r irgendeine konvergente Folge in L2[0, T ] mit Grenz-

wert f . Wie jede konvergente Folge in L2[0, T ] besitzt (fk) eine Teilfolge
(fki

), die punktweise fast überall gegen den Grenzwert f konvergiert [7, p.96].
Natürlich ist f messbar und

f(t) = lim
i→∞

fki
(t)︸ ︷︷ ︸

∈U

∈ U

fast überall (U ist abgeschlossen). Es folgt f ∈ U [0,T ]
r (bis auf Äquivalenz in

L2[0, T ]). Also ist U [0,T ]
r eine beschränkte, konvexe und schwach abgeschlos-

sene Teilmenge des Hilbertraums L2[0, T ]. Die Folgerung A.28 besagt, dass

dann U [0,T ]
r schwach kompakt ist.

Folgerung 3.41. Es sei U kompakt und konvex. (Man beachte, dass der
Steuerbereich eines Systems nichtleer ist.)
Dann sind die erreichbare Menge AT und die Vereinigung A≤T :=

⋃
0≤t≤T At

nichtleer, kompakt und wegzusammenhängend für alle T ≥ 0.
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Beweis. Natürlich ist U [0,T ]
r eine konvexe und daher wegzusammenhängende

Menge, falls U konvex ist. Wie wir in Folgerung 3.39 festgestellt haben, sind
die Mengen

AT =
{
Φ(T ; u)

∣∣ u ∈ U [0,T ]
r

}
und A≤T =

{
Φ(t; u)

∣∣ u ∈ U [0,T ]
r , t ∈ [0, T ]

}
Bilder von (schwach) kompakten (Satz 3.40) und wegzusammenhängenden
Mengen unter einer stetigen Funktion. Es folgt die Behauptung.

Folgerung 3.42. Betrachte das assoziierte Vektorsystem von (BS1)

ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

vk(t)Nk(t)

)
x(t), u(t) ∈ U , x(t) ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

(3.22)

und das inhomogene System

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t)x(t) + B(t)u(t), u(t) ∈ U , t ∈ [0, T ]

(3.23)

mit zusätzlichem additiven Term
”
B(t)u(t)“, wobei B : [0, T ] → Rn×m mess-

bar und lokal (essentiell) beschränkt ist.

Falls der Steuerbereich U konvex und kompakt ist, so sind die erreichbaren
Mengen AT (p) dieser Systeme kompakt und wegzusammenhängend für alle
T ≥ 0 und p ∈ Rn.

Beweis. 1. Da die Abbildung p 7→ Φ(T ; u)· p stetig ist, sind die Eigenschaften
aus Folgerung 3.41 auf die erreichbare Menge AT (p) = AT · p des assoziierten
Vektorsystems (3.22) übertragbar.

2. Das inhomogene System (3.23) können wir homogenisieren. Auf diese Wei-
se erhalten wir ein homogenes System der Form (3.22) im Rn+1 .
Laut Bemerkung 3.10 sind die erreichbaren Mengen AT (p) von (3.23) (bis
auf Einbettung) gegeben durch

An+1
T · ( p

1 ) ,

wobeiAn+1
T = An+1

T (I) eine erreichbare Menge vom assoziierten Matrixsystem
des homogenisierten Systems ist.
Wir folgern wie in 1., dass auch die erreichbaren Mengen von inhomogenen
Systemen kompakt und wegzusammenhängend sind.
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3.4.2 Das Bang-Bang Prinzip

Der Steuerbereich U des homogenen Systems (BS1) sei kompakt und konvex.
Zusätzlich zu (BS1) berücksichtigen wir ein weiteres System in GL(n, R)

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
X(t), v(t) ∈ V , X(0) = I, t ∈ [0, T ] ,

(BS2)

welches einen kleineren Steuerbereich V ⊆ U besitzt—aber sonst mit (BS1)
übereinstimmt. Genauer, V sei der Abschluß der extremen Punkte aus der
konvexen kompakten Menge U .
Dies sind genau die Punkte v ∈ U , für die aus u1, u2 ∈ U , λ ∈ (0, 1) und
v = λu1 +(1−λ)u2 stets v = u1 = u2 folgt. Notwendigerweise liegen extreme
Punkte auf dem Rand von U .

Bezeichnung 3.43. Wir bezeichnen die Menge aller extremen Punkte—
manchmal sagt man auch

”
extremal“ statt

”
extrem“—von U mit ext U . In

dieser Schreibweise ist dann V = ext U .
Die konvexe Hülle einer nichtleeren Menge N ⊆ Rm wird mit cvx N bezeich-
net. Sie ist der Durchschnitt aller N enthaltenden konvexen Teilmengen des
Rm.

Aus der konvexen Analysis ist bekannt, dass V eine nichtleere kompakte
Menge ist [17, p.40]. Der Satz von Krein-Milmann [17, p.41,202] besagt, dass
U die konvexe Hülle von V ist, d.h.

U = cvx ext U = cvxV .

Wir unterscheiden zwei Klassen von zulässigen Steuerfunktionen:

(i) U [0,T ]
r ist die Klasse der messbaren Funktionen, definiert auf [0, T ], mit
Werten in U .

(ii) V [0,T ]
b ist die Klasse der stückweise konstanten Funktionen, definiert auf
[0, T ], mit Werten in V .

Die Klasse (i) gehört zum Ausgangssystem (BS1), und (ii) zu System (BS2).

Beispiel 3.44. Ist U der Einheitswürfel

Em = {u ∈ Rm | −1 ≤ ui ≤ 1, i = 1, . . . ,m} ,

so ist V die Punktmenge {u ∈ Rm | ui = ±1, i = 1, . . . ,m}. Die Funktionen

v ∈ V [0,T ]
b sind stückweise konstante Bang-Bang Funktionen.
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Bezeichnung 3.45. Für die erreichbaren Mengen von (BS2) führen wir eine
neue Notation ein. Es sei

Ab
T :=

{
Φ(T ; u)

∣∣ u ∈ V [0,T ]
b

}
die erreichbare Menge von (BS2) zum Zeitpunkt T ≥ 0, wobei Φ(· ; u) die
Fundamentallösung von (BS2) zur Kontrolle u(· ) bezeichnet.

Ähnlich definieren wir durch

Ab
T (p) := Ab

T · p

die erreichbaren Mengen des assoziierten Vektorsystems in Rn

ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

vk(t)Nk(t)

)
x(t), u(t) ∈ V , x(0) = p, t ∈ [0, T ] (3.24)

mit festem Anfangswert p ∈ Rn.

Folgerung 3.46. Die erreichbare Menge Ab
T ist wegzusammenhängend für

alle T ≥ 0. (Wegen Folgerung 3.42 gilt dies entsprechend auch für Ab
T (p).)

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass V [0,T ]
b schwach wegzusammenhängend ist.

Dann können wir wie im Beweis von 3.41 diese Eigenschaft durch die stetige
Ein-Ausgangsfunktion auf Ab

T übertragen.

Es seien u und v Elemente aus V [0,T ]
b . Für alle t ∈ [0, T ] setzen wir

wt(s) :=

{
u(s) falls 0 ≤ s ≤ t
v(s) falls t < s ≤ T

.

Offenbar ist wt(· ) ∈ V [0,T ]
b für alle t ∈ [0, T ]. Weiter ist w0 = u und wT = v.

Falls t 7→ wt eine stetige Abbildung vom Intervall [0, T ] nach V [0,T ]
b —versehen

mit der schwachen Topologie—ist, so haben wir einen
”
Weg“ gefunden, der

die Punkte u und v verbindet, und das Lemma wäre bewiesen.

In der Tat folgt aus tk
<→ t für k →∞, dass

‖wtk − wt‖ 2
L2

=

∫ T

0

‖wtk(s)− wt(s)‖ 2
Rmds =

∫ t

tk

‖u(s)− v(s)‖ 2
Rmds −→ 0

für k →∞. (Rechtseitige Stetigkeit lässt sich analog beweisen.)
Weil wtk

s→ wt die schwache Konvergenz wtk

w→ wt impliziert, ist das Folgen-
kriterium für Stetigkeit erfüllt. Dies endet den Beweis.
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Definition 3.47. Es sei Σ ein kontinuierliches Kontrollsystem mit kompak-
tem konvexen Steuerbereich U . Weiter sei V = ext U .
AT (p) und Ab

T (p) bezeichnen die erreichbaren Mengen von einem festen An-

fangszustand p zur Zeit T ≥ 0 bezüglich Kontrollfunktionen aus U [0,T ]
r bzw.

V [0,T ]
b .

Wir sagen, dass

• das approximative Bang-Bang Prinzip für das System Σ gültig ist, falls
Ab

T (p) dicht in AT (p) liegt für alle T ≥ 0.

• das schwache Bang-Bang Prinzip gültig ist, falls es zu jedem erreichba-
ren Punkt q ∈ A(p) eine zeitoptimale stückweise konstante Kontrolle

u ∈ V [0,T ]
b gibt, die p nach q in minimaler Zeit steuert.

• das starke Bang-Bang Prinzip gültig ist, falls Ab
T (p) = AT (p) für alle

T ≥ 0.

In vielen Optimierungsproblemen ist das Bang-Bang Prinzip ein wichtiges
Hilfsmittel zur Berechnung optimaler Steuerungen. Ist etwa das schwache
oder starke Bang-Bang Prinzip erfüllt und der Steuerbereich V gleich dem
Einheitswürfel Em, so können wir aus dem Wissen, dass ein Zustand q zu
einer Zeit T erreichbar ist, folgern, dass es eine Bang-Bang Funktion gibt,
die den Zielpunkt q ∈ Rn in minimaler Zeit tmin ≤ T erreicht. Wir können
dann versuchen die Umschaltzeitpunkte dieser Bang-Bang Funktion zu be-
stimmen. Eine genauere Analyse ergibt eventuell eine obere Schranke für die
Anzahl der benötigten Schaltungen. Auf diese Weise könnte die zeitoptimale
Bang-Bang Steuerung durch einen endlich-dimensionalen Parameter parame-
trisiert werden, der über eine kompakte Menge variiert. Ein solches Vorgehen
hat sich bei vielen Problemstellungen bewährt.
Falls das approximative Bang-Bang Prinzip beispielsweise für das bilineare
System (BS1) gültig ist, so verhält sich das System (BS2) mit reduziertem
Steuerbereich V sehr ähnlich zum Ausgangssystem (BS1). Wir können uns
daher häufig auf das Studium des

”
Einfacheren“ dieser beiden Systeme be-

schränken.
Es ist wohlbekannt [9, p.119], dass für gewöhnliche lineare Kontrollsysteme
mit kompaktem und konvexen Steuerbereich das schwache Bang-Bang Prin-
zip gültig ist. Falls dieser Steuerbereich sogar ein Polytop ist, d.h. die konvexe
Hülle endlich vieler Punkte aus Rm, so gilt sogar das starke Bang-Bang Prin-
zip [9, p.116].
Es stellt sich die Frage, ob sich für bilineare Systeme vergleichbare Resultate
herleiten lassen. Im Verlauf dieser Arbeit erarbeiten wir die folgenden:
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• Das approximative Bang-Bang Prinzip ist für alle bilinearen Systeme
mit kompaktem konvexen Steuerbereich gültig.

• Mit Hilfe des Maximumprinzips können wir nachweisen, dass das schwa-
che Bang-Bang Prinzip für gewisse bilineare Systeme von Rang 1 erfüllt
ist (siehe Satz 3.88).

• Das starke Bang-Bang Prinzip gilt nur unter sehr restriktiven Voraus-
setzungen für bilineare Systeme (siehe Satz 3.52).

Das approximative Bang-Bang Prinzip

Wie angekündigt, wollen wir beweisen, dass das approximative Bang-Bang
Prinzip für bilineare Systeme mit kompaktem konvexen Steuerbereich gültig
ist.
Das zentrale Hilfsmittel wird wie im letzten Teilabschnitt die Stetigkeit der
Ein-Ausgangsfunktion gemäß Satz 3.38 sein. Doch zunächst brauchen wir
eine Aussage aus der Funktionalanalysis [1, p.236] zur schwachen Konvergenz
oszillierender Funktionen.

Hilfssatz 3.48. Es sei g ∈ L∞(R, Rm) eine oszillierende Funktion mit Peri-
ode κ > 0, d.h. g(t + κ) = g(t) für fast alle t, und

1

κ

∫ κ

0

g(s)ds = C

für ein C ∈ Rm. Dann konvergieren die Funktionen fk(t) := g(kt) für k →∞
schwach in L2[0, T ] gegen die konstante Funktion C.

Beweis. Ohne Einschränkung dürfen wir C = 0 voraussetzen (sonst verwende
g − C statt g). Da g ∈ L∞(R, Rm) und C = 0 folgt, dass

h(t) :=

∫ t

0

g(s)ds

eine auf ganz R beschränkte stetige Funktion ist. Denn ist t ∈ [λκ, (λ + 1)κ]
für irgendein λ ∈ N0, so erhalten wir aufgrund der Periodizät von g eine
obere Schranke von h, die unabhängig von t ist:

h(t) =

∫ t

0

g(s)ds =
λ−1∑
i=0

∫ (i+1)κ

iκ

g(s)ds︸ ︷︷ ︸
=
∫ κ
0 g(s)ds=κC=0

+

∫ t

λκ

g(s)ds =

∫ t−λκ

0

g(s)ds ≤ ‖g‖∞κ
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Auf jedem Teilintervall [a, b] ⊆ [0, T ] gilt∫ b

a

fk(s)ds =

∫ b

a

g(ks)ds =
1

k

∫ kb

ka

g(s)ds =
1

k
(h(kb)− h(ka))︸ ︷︷ ︸

beschänkt

−→ 0 (3.25)

für k →∞. Es sei nun φ : [0, T ] → Rm eine Treppenfunktion der Form

φ(t) =
r∑

j=1

αjχIj
(t) ,

wobei die paarweise disjunkten Intervalle I1, . . . , Ir das Intervall [0, T ] zer-
legen und αj ∈ Rm. Mit χI wird die charakteristische Funktion von einem
Intervall I bezeichnet, definiert durch

χI(t) :=

{
1 , falls t ∈ I
0 , falls t ∈ R\I .

Aus (3.25) ergibt sich∫ T

0

〈
fk(s), φ(s)

〉
Rmds =

r∑
j=1

α∗j

∫
Ij

fk(s)ds −→ 0 für k →∞ .

Weil dies für jede Treppenfunktion gilt und weil (fk) beschränkt ist, konver-
giert fk schwach gegen C.

Satz 3.49. V [0,T ]
b ist schwach dicht in U [0,T ]

r , d.h. der schwache Abschluss von

V [0,T ]
b ist ganz U [0,T ]

r . (Zur Erinnerung: U = cvx V .)

Beweis. 1. Ohne Einschränkung sei 0 ∈ V (sonst argumentiere mit V − v0

und U − v0 für ein festes v0 ∈ V). Es bezeichne W den schwachen Abschluss

von V [0,T ]
b , d.h. die Menge aller Grenzwerte von schwach konvergenten Folgen

aus V [0,T ]
b .

2. Zunächst wird gezeigt, dass W alle Funktionen der Form u0·χ[a,b] mit
[a, b] ⊆ [0, T ] und u0 ∈ U = cvx V enthält.
Da u0 in der konvexen Hülle von V liegt, lässt sich u0 als Konvexkombination

u0 =
N∑

i=1

λivi mit λi > 0,
N∑

i=1

λi = 1
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von Elementen v1, . . . , vN aus V darstellen. Wir konstruieren eine periodi-
sche stückweise konstante Funktion mit Werten in V , die schwach gegen u0

konvergiert. Dazu setze

g(t) :=


v1 für i ≤ t < i + λ1, i ∈ Z,
v2 für i + λ1 ≤ t < i + λ1 + λ2, i ∈ Z,
...

...
vN für i + λ1 + λ2 + · · ·λN−1 ≤ t < i + 1, i ∈ Z .

Die Funktion hat die Periode κ = 1, und es ist∫ 1

0

g(s)ds =
N∑

j=1

λjvj = u0 .

Nach Hilfssatz (3.48) konvergiert fk(t) := g(kt) schwach in L2[0, T ] gegen u0

für k →∞. Wegen 0 ∈ V ist auch fk·χ[a,b] ein Element aus V [0,T ]
b . Weiter gilt

für jede Funktion φ ∈ L2[0, T ]

〈fkχ[a,b], φ〉L2 = 〈fk, φχ[a,b]〉L2 −→ 〈u0, φχ[a,b]〉L2 = 〈u0χ[a,b], φ〉L2 für k →∞ ,

da (fk) schwach gegen u0 konvergiert. Elemente der Form u0χ[a,b] liegen daher
in W .

3. Weil endliche Summen von Elementen aus W in W liegen, enthält W auch
alle Treppenfunktionen der Form

∑N
j=1 ujχIj

mit uj ∈ U und disjunkten
Intervallen Ij ⊆ [0, T ]. Solche Treppenfunktionen liegen (schwach) dicht in

U [0,T ]
r , d.h. U [0,T ]

r liegt in W . Da U [0,T ]
r schwach abgeschlossen ist (Satz 3.40),

ist der schwache Abschluss von V [0,T ]
b gleich U [0,T ]

r .

Folgerung 3.50 (approximatives Bang-Bang Prinzip). Die erreichbare Men-
ge Ab

T von (BS2) liegt dicht in der erreichbaren Menge AT von (BS1).

Beweis. Es sei Φ(T ; u) ∈ AT , d.h. u ∈ U [0,T ]
r .

Nach Satz 3.49 existiert eine Folge (uk) ⊂ V [0,T ]
b , die schwach gegen u konver-

giert. Aus Satz 3.38 folgt, dass Φ(T ; uk) ∈ Ab
T stark gegen Φ(T ; u) konvergiert

für k →∞. Die Punkte von AT liegen also im Abschluß von Ab
T . Da AT ab-

geschlossen ist, ist AT gleich dem Abschluss von Ab
T .

Bemerkung 3.51. Wie in Folgerung 3.42 können wir nachweisen, dass das
approximative Bang-Bang Prinzip auch für allgemeinere bilineare Systeme
der Form (3.23) mit kompaktem konvexen Steuerbereich gültig ist.
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Das starke Bang-Bang Prinzip

Wir werden gleich sehen, dass das starke Bang-Bang Prinzip im Allgemeinen
für bilineare Systeme nicht erfüllt ist. Dennoch können wir ein Theorem [24,
p.473] zitieren, das für eine sehr kleine Klasse bilinearer Systeme der Form
(BS1) die Gleichheit Ab

T = AT für alle T ≥ 0 sicherstellt.

Wegen Folgerung 3.50 gilt Ab
T = AT für solche Systeme. Es ist daher klar,

dass die Abgeschlossenheit von Ab
T hinreichend und notwendig für die Gültig-

keit des starken Bang-Bang Prinzips ist.

Satz 3.52 (starkes Bang-Bang Prinzip). Betrachte das System in GL(n, R)

Ẋ(t) =

(
A(t) +

m∑
k=1

uk(t)Nk(t)

)
X(t), u(t) ∈ Em, X(0) = I, t ∈ [0, T ]

(3.26)

mit dem Einheitswürfel als Steuerbereich und beschränkten, stückweise ana-
lytischen Funktionen A, N1, . . . Nm : [0, T ] → Rn×n.
Angenommen, es gilt

[A(t), Ni(s)] = 0 und [Nj(t), Ni(s)] = 0 ∀t, s ∈ [0, T ] ∀i, j = 1, . . . m .

Dann ist die erreichbare MengeAb
T =

{
Φ(T ; 0, u)

∣∣ u ∈ V [0,T ]
b

}
abgeschlossen,

wobei V die Menge der Randpunkte von Em ist.
(Folglich ist das starke Bang-Bang Prinzip gültig für (3.26), d.h. für alle
P ∈ AT existiert eine stückweise konstante Bang-Bang Funktion, die I nach
P zur Zeit T steuert.)

Beweisskizze. Es werden nur die beiden Beweisschritte aus dem Beweis in
[24, p.473] angegeben.

1. Nach Voraussetzung ist für ein vorgegebenes u ∈ U [0,T ]
r (hier U = Em)[

A(t) +
m∑

k=1

uk(t)Nk(t), A(s) +
m∑

k=1

uk(s)Nk(s)

]
= 0 ∀t, s ∈ [0, T ] .

Aus Satz B.20 erhalten wir

Φ(T ; 0, u) = exp

∫ T

0

(
A(s) +

m∑
k=1

uk(s)Nk(s)

)
ds . (3.27)
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Es ist wohlbekannt, dass für zwei kommutierende Matrizen A und B stets
eA+B = eA· eB gilt. (3.27) wird auf diese Weise zu

Φ(T ; 0, u) = exp

(∫ T

0

A(s)ds

)
·

m∏
k=1

exp

(∫ T

0

uk(s)Nk(s)ds

)
. (3.28)

2. Der Satz von Ljapunov-Halkin [9, p.112] besagt, dass für jede analytische
Funktion F : [0, T ] → Rn×n das Folgende gilt:
Jedes Element aus der Menge{∫ T

0

u0(s)F (s)ds

∣∣∣∣ u0 : [0, T ] → [−1, 1] messbar

}

ist von der Form
∫ T

0
v0(s)F (s)ds für eine stückweise konstante Funktion

v0 : [0, T ] → {−1, 1}.

Die Schritte 1. und 2. führen zum Beweis.

Das nächste Beispiel stammt von Héctor J. Sussmann [24]. Es soll zeigen,
dass die Kommutations-Bedingung aus Satz 3.52 nicht abgeschwächt werden
kann. Dazu wählt Sussmann ein autonomes bilineares Single-Input System
der Form

Ẋ(t) = (A + u(t)N)X(t), −1 ≤ u(t) ≤ 1, X(t) ∈ Rn×n , (3.29)

bei dem die Matrizen A und N nicht kommutieren, und weist für dieses
System nach, dass Ab

T ( AT gilt. Das starke Bang-Bang Prinzip ist also für
bilineare Systeme i.A. ungültig.

Beispiel 3.53 (Sussmanns Gegenbeispiel). Es sei das System aus Beispiel
3.34 vorgegeben, d.h. n = 4, A = E34 und N = E12 + E23 in (3.29).
Die Fundamentallösung Φ(· ; u) läßt sich als endliche Volterra-Reihe darstel-
len. In Beispiel 4.24 berechnen wir

Φ(T ; u) =


1
∫ T

0
u
∫ T

0

∫ s1

0
u(s1)u(s2) ds2ds1

∫ T

0

∫ s1

0
s2u(s1)u(s2) ds2ds1

0 1
∫ T

0
u

∫ T

0
su

0 0 1 T
0 0 0 1

 .

Wir setzen v(T ) :=
∫ T

0
u(s)ds und beseitigen durch partielle Integrationen
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die Kontrolle u aus der Lösungsdarstellung. Es ist∫ T

0

su(s)ds = Tv(T )−
∫ T

0

v(s)ds ,∫ T

0

∫ s1

0

u(s1)u(s2) ds2ds1 =

∫ T

0

u(s)v(s) ds =
1

2

∫ T

0

dv2

ds
(s) ds =

1

2
v(T )2 ,∫ T

0

∫ s1

0

s2u(s1)u(s2) ds2ds1 =

∫ T

0

u(s1)

∫ s1

0

s2u(s2) ds2ds1

= v(T )

∫ T

0

su(s)ds−
∫ T

0

v(s)u(s)sds

= v(T )

∫ T

0

su(s)ds− 1

2

∫ T

0

dv2

ds
(s)sds

= v(T )

∫ T

0

su(s)ds− 1

2
Tv(T )2 +

1

2

∫ T

0

v(s)2ds

=
1

2
Tv(T )2 − v(T )

∫ T

0

v(s)ds +
1

2

∫ T

0

v(s)2ds .

Auf diese Weise erhalten wir

Φ(T ; u) =


1 v(T ) 1

2
v(T )2 1

2
Tv(T )2 − v(T )

∫ T

0
v + 1

2

∫ T

0
v2

0 1 v(T ) Tv(T )−
∫ T

0
v

0 0 1 T
0 0 0 1

 .

Mit Φ(·; 0) und Φ(·; 1) bezeichnen wir die Fundamentallösungen zu den kon-
stanten Kontrollen u ≡ 0 bzw. u ≡ 1.
Offenbar ist Φ(T ; 0) = I + TE34 ∈ AT . Angenommen, es gibt eine weitere
zulässige Kontrolle u, welche Φ(T ; 0) erreicht zur Zeit T > 0. Dann gilt not-
wendigerweise Φ(T ; u) = I+TE34. Es bezeichne Φij die (i, j)-te Komponente
von Φ(T ; u). Dann folgt schrittweise:

0 = Φ12 = v(T ) =⇒ 0 = Φ24 = −
∫ T

0

v(s)ds =⇒ 0 = Φ14 =
1

2

∫ T

0

v(s)2ds︸ ︷︷ ︸
‖v‖ 2

L2[0,T ]

Dies impliziert, dass v(t) = 0 fast überall gilt. Da u fast überall die Ableitung
von v ist, muß auch u(t) = 0 fast überall gelten. Wir sehen somit, dass es
keine Bang-Bang Steuerung u : [0, T ] → ±1 gibt, die I nach I + TE34 ∈ AT

steuert. Es folgt Ab
T ( AT .

Da I+TE34 höchstens zum Zeitpunkt T erreichbar gewesen wäre, sind sowohl



3.5 Bilineare Systeme von Rang 1 71

das schwache als auch das starke Bang-Bang Prinzip ungültig.

Wir nutzen die Gelegenheit, um noch zu zeigen, dass AT zu keiner Zeit T > 0
konvex ist. Dazu betrachte die Konvexkombination

P =
1

2
Φ(T ; 0) +

1

2
Φ(T ; 1) =


1 T

2
1
4
T 2 ∗

0 1 ∗ ∗
0 0 1 T
0 0 0 1

 .

Es ist 1
2
P 2

12 6= P13, weshalb es keine zulässige Kontrolle u mit P = Φ(T ; u)
geben kann. AT kann folglich nicht konvex sein für T > 0.
In Abbildung 3.2 ist die erreichbare Menge

A0.5·
(

0
0
1
2

)
des assoziierten Vektorsystems in der (x, y) Ebene dargestellt. Sie ist be-
schränkt und zusammenhängend, aber nicht konvex.

0,2

0

-0,4

-0,6

0,160,08

0,4

0,04 0,12

-0,2

0

0,6

Abbildung 3.2: Erreichbare Menge in (x,y) Ebene

3.5 Bilineare Systeme von Rang 1

Otomar Hàjek stellt in [9] fest, dass sich ein allgemeines bilineares System
bezüglich seiner Analyse fast so schlecht verhält wie ein x-beliebiges nichtli-
neares System. Als Beispiel für

”
extremes Fehlverhalten“ führt er Sussmanns
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Beispiel auf, das wir in Beispiel 3.53 kennengelernt haben. Denn hier schei-
tert das schwache Bang-Bang Prinzip bereits an einem einfachen bilinearen
Single-Input System.
Er konzentriert sich daher auf eine Unterklasse bilinearer Systeme—nämlich
auf bilineare Systeme von Rang 1, für die man bedeutsame Resultate (z.B.
Konvexität erreichbarer Mengen, schwaches Bang-Bang Prinzip) herleiten
kann, die genauso leicht verständlich sind wie vergleichbare Resultate aus
der linearen Kontrolltheorie. In Beispiel 2.34 haben wir gesehen, dass diese
Klasse eine bilineare Interpretation von linearen Systemen enthält. Die ge-
samte Theorie linearer Kontrollsysteme wird somit zu einem Spezialfall der
Theorie dieses Abschnitts.
Weitere wichtige Anwendungen von bilinearen Systemen von Rang 1 sind die
Modellierung des Schaltens zwischen mehreren dynamischen Systemen (Bei-
spiel 2.33) und die parametrische Kontrolle von Systemen, die durch eine
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung gegeben sind (Beispiel 2.32).

Es gibt zwei Typen von bilinearen Systemen von Rang 1: Spalten- und Zeilen-
Kontrollsysteme (siehe (2.24) und (2.25)). Unsere Aufmerksamkeit wird sich
allerdings nur auf die erstgenannten richten.

3.5.1 Spalten-Kontrollsysteme mit kompaktem Steu-
erbereich

Das sind Systeme der Form

ẋ(t) = (A + u(t)c∗)x(t), u(t) ∈ U , x(t) ∈ Rn , (3.30)

mit Parametern A ∈ Rn×n und c ∈ Rn. Dabei ist U eine kompakte nichtleere
Teilmenge des Rn. Eine Steuerung u : I → U ist genau dann zulässig, wenn
sie messbar ist. Außerdem fordern wir o.B.d.A., dass 0 ∈ U gilt.

Voraussetzung 3.54. 0 ∈ U

Dies ist keine Einschränkung, da man anstelle von (3.30) für ein festes u0 ∈ U
das äquivalente Rang-1 System

ẋ(t) = ((A + u0c
∗) + u(t)c∗) x(t), u(t) ∈ U − u0

untersuchen könnte.

Erinnerung 3.55. Rang-1 Systeme sind homogen und autonom. Die er-
reichbare Menge von p ∈ Rn zur Zeit t > 0 ist

At(p) = At· p = {Φ(t; u)· p | u : [0, t] → U messbar } ,
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wobei Φ(· ; u) die Fundamentallösung des assoziierten Matrixsystems ist. Für
Φ(· ; u) gelten sämtliche Eigenschaften aus Folgerung 2.21. Insbesondere ha-
ben wir die Darstellung als Neumann-Reihe

Φ(t; u) = I +
∞∑

k=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

U(s1) . . . U(sk)dsk . . . ds2ds1 ,

wobei

U(t) := A + u(t)c∗ ,

und als Grenzwert der Picard-Iterierten

Φ(t; u) = lim
l→∞

Yl(t) ,

wobei

Y0 ≡ I und Yl+1(t) = I +

∫ t

0

U(s)Yl(s)ds (l = 0, 1, 2, . . .) .

Satz 3.56 (Beschränktheit). Es sei k ∈ N0 und α := maxu∈U ‖A + uc∗‖.
Erfüllt p ∈ Rn die Bedingung

c∗Ajp = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ k − 1 , (3.31)

so erhält man die Abschätzung

At(p) ⊆ eAtp + 2ρk(αt)‖p‖K , (3.32)

wobei ρk(s) :=
∑∞

j=k+1
sj

j!
die Restfunktion der Exponentialreihe und K die

abgeschlossene Einheitskugel bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten die Neumann-Reihe und die Picard-Iterierten in Er-
innerung 3.55, und übernehmen die Notation.

1. Wir zeigen, dass wegen (3.31) gilt

Yj(t)p =

j∑
i=0

1

i!
tiAip ∀ 0 ≤ j ≤ k . (3.33)

Dies läßt sich per Induktion nach j = 0, 1, . . . k nachweisen:
Induktionsanfang j = 0.

Y0(t)p = Ip = p
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Induktionsschritt j → j + 1, j < k.

Yj+1(t)p =

I +

∫ t

0

(A + u(s)c∗)︸ ︷︷ ︸
U(s)

Yj(s)ds

 · p
I.V
= p +

∫ t

0

(A + u(s)c∗)·

(
j∑

i=0

1

i!
siAip

)
ds

= p +

j∑
i=0

1

i!
Ai+1p

∫ t

0

sids +

j∑
i=0

1

i!

∫ t

0

siu(s) c∗Aip︸ ︷︷ ︸
=0

ds

= p +

j∑
i=0

1

i + 1!
ti+1Ai+1p =

j+1∑
i=0

1

i!
tiAip

2. Insbesondere folgt, dass

Yk(t)p =
k∑

i=0

1

i!
tiAip = eAtp−

∞∑
i=k+1

1

i!
tiAip

unabhängig von der Kontrolle u ist. In (B.19) sehen wir, dass die Picard-
Iterierte Yk(t) genau der k-ten Partialsumme der Neumann-Reihe entspricht.

Rk(t) :=Φ(t; u)− Yk(t)

=
∞∑

i=k+1

∫ t

0

∫ s1

0

∫ s2

0

· · ·
∫ si−1

0

U(s1)U(s2) . . . U(si)dsi . . . ds2ds1

bezeichne den Restterm. Die Elemente der erreichbaren Menge lassen sich
nun zerlegen in

Φ(t; u)p︸ ︷︷ ︸
∈At(p)

= Yk(t)p + (Φ(t; u)− Yk(t)) p = eAtp−
∞∑

i=k+1

1

i!
tiAip + Rk(t)p .

(3.34)

3. Da 0 ∈ U ist ‖A‖ ≤ α, und es gilt∥∥∥∥− ∞∑
i=k+1

1

i!
tiAip

∥∥∥∥ ≤
(

∞∑
i=k+1

1

i!
ti‖A‖i

)
‖p‖ ≤ ρk(αt)‖p‖ .

4. Im Beweis vom Satz B.22 (Teil 2) steht die Abschätzung

‖Yi(t)− Yi−1(t)‖ ≤ αi t
i

i!
∀ i ≥ 1 .
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Daraus folgern wir

‖Rk(t)‖ = ‖Φ(t; u)− Yk(t)‖
(B.19)
=

∥∥∥∥ ∞∑
i=k+1

(Yi(t)− Yi−1(t))

∥∥∥∥ (3.35)

≤
∞∑

i=k+1

‖Yi(t)− Yi−1(t)‖ ≤
∞∑

i=k+1

αi t
i

i!
= ρk(αt) .

Man beachte, dass diese Rechnung für jede zulässige Kontrolle u(· ) korrekt
ist.

5. Schließlich kombinieren wir (3.34) mit 3. und 4., und sehen, dass für jedes
Element Φ(t; u)p ∈ At(p)

‖Φ(t; u)p− eAtp‖ ≤ 2ρk(αt)‖p‖

folgt.

Beispiel 3.57. Wir haben innerhalb dieses Kapitels bereits drei verschiedene
Obermengen für die erreichbaren Mengen von (3.30) hergeleitet, die wir jetzt
vergleichen wollen. Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.56 erhalten wir

(i) At(p) ⊆ eαt·max{1, ‖p‖}·K (Folgerung 3.21)

(ii) At(p) ⊆ eαt‖p‖K (Beweis von Satz 3.38)

(iii) At(p) ⊆ eAtp + 2ρk(αt)‖p‖K (Satz 3.56)

Offenbar ist (ii) eine strikt bessere Abschätzung als (i). Für kleine t ist die
letzte Obermenge am kleinsten (denn ρk(αt) → 0 für t → 0), und bildet in
diesem Sinne die lokal beste Abschätzung.
Dies können wir anhand eines Zahlenbeispiels veranschaulichen. Betrachte
dazu das initialisierte Rang-1 Single-Input System

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
0 0

)(
x1

x2

)
+ u

(
0
−1

)(
1 0

)(x1

x2

)
, 0 ≤ u ≤ 1, x(0) =

(
−1
0

)
mit den Parametern

A =

(
0 1
0 0

)
, c =

(
1
0

)
, p =

(
−1
0

)
. (3.36)

(Durch eine Bang-Bang Kontrolle u : I → {0, 1} schaltet man zwischen dem
Doppelintegrator ẍ = 0 und dem linearen Oszillator ẍ + x = 0 hin und her.)
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Wir rechnen nach:

‖p‖ = 1 , eAtp = ( 1 t
0 1 ) · ( −1

0 ) = ( −1
0 ) ,

α = max
0≤u≤1

∥∥ ( 0 1
−u 0 )

∥∥ = max
0≤u≤1

(
max
‖x‖=1

∥∥ ( x2
−ux1

)
∥∥) = max

0≤u≤1
max
‖x‖=1

√
x 2

2 + u2x 2
1

= 1

Aus c∗p 6= 0 folgt k = 0 und ρk(αt) = ρ0(t) = et − 1.
Eingesetzt in (i)-(iii), gewinnen wir z.B. für t = π

8
die Obermengen

(i)/(ii) Aπ
8
( −1

0 ) ⊆ e
π
8 K ≈ 1.481K

(iii) Aπ
8
( −1

0 ) ⊆ ( −1
0 ) + 2(e

π
8 − 1)K ≈ ( −1

0 ) + 0.962K

–1.5

–1

–0.5

0.5

1

1.5

–2 –1.5 –1 –0.5 0.5 1 1.5

Abbildung 3.3: Obermengen von At(p)

In Abbildung 3.3 sind die Obermengen (ii) und (iii) (blauer bzw. roter Kreis)
zusammen mit der erreichbaren MengeAπ

8
( −1

0 ) (schwarze Ellipse) eingezeich-
net. Wie wir sehen können, liefert (iii) die beste Approximation.

Das nächste Lemma ist von elementarer Bedeutung. Es zeigt, dass sich jede
Funktion t 7→ c∗x(t) lokal wie ein Monom von Grad k verhält, wenn p nicht
komplett unkontrollierbar ist.

Lemma 3.58 (Fundamentallemma). Für jeden Anfangswert p ∈ Rn gibt es
zwei Alternativen
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Fall 1 Es gilt

c∗Ajp = 0 ∀j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} .

Dann sind die erreichbaren Mengen

At(p) = {eAtp}

einelementig.

Fall 2 Es existiert ein

k := min
{
0 ≤ j ≤ n− 1 | c∗Ajp 6= 0

}
.

Dann gibt es Konstanten C > 0 und Θ > 0, so dass für jede zulässige
Lösung x : I → Rn des Anfangswertproblems

ẋ(t) = (A + u(t)c∗)x(t), u(t) ∈ U , t ∈ R, x(0) = p (AWP)

gilt: ∣∣∣∣c∗x(t)− c∗Akp

k!
tk
∣∣∣∣ ≤ C|t|k+1 ∀ t ∈ I : |t| ≤ Θ (3.37)

Oder kurz:

c∗x(t) =
c∗Akp

k!
tk + O(tk+1) für t → 0.

Beweis. Bezeichnungen aus Satz 3.56 inklusive Beweis werden übernommen.

1. Im Fall 1 gilt sogar c∗Ajp = 0 für alle j ≥ 0.
(Denn nach Cayley-Hamilton ist Aj eine Linearkombination der Form∑n−1

i=0 λiA
i mit λi ∈ R, und folglich c∗Ajp =

∑n−1
i=0 λi c

∗Aip︸ ︷︷ ︸
Vor
= 0

= 0 .)

Wir können also in der Gleichung (3.32) k →∞ gehen lassen, und erhalten
so die erste Behauptung.

2. Aus c∗Ajp 6= 0 für ein minimales k (0 ≤ k ≤ n− 1) folgern wir

c∗Yk(t)p
(3.33)
=

k∑
i=0

1

i!
ti c∗Aip︸ ︷︷ ︸

=0 für
i≤k−1

=
1

k!
tkc∗Akp .
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Multiplikation in (3.34) von links mit c∗ ergibt für eine beliebige zulässige
Lösung x(t) = Φ(t; u)p von (AWP) auf einem Intervall I:

c∗x(t) = c∗Φ(t; u)p = c∗Yk(t)p + c∗Rk(t)p =
1

k!
tkc∗Akp + c∗Rk(t)p

3. Es genügt zu zeigen, dass c∗Rk(t)p = O(tk+1) für t → 0.
Wir rechnen nach, dass

|c∗Rk(t)p| ≤ ‖c∗‖· ‖p‖· ‖Rk(t)‖
(3.35)

≤ ‖c∗‖· ‖p‖· ρk(αt)

≤ 2‖c∗‖· ‖p‖· |αt|k+1

(k + 1)!
für alle t mit |t| ≤ 1

α
+ 1

2α
k.

(Die Abschätzung des Restglieds in der letzten Ungleichung stammt aus [8,

p.72].) Daher existiert eine Konstante C := 2‖c∗‖· ‖p‖· αk+1

(k+1)!
, so dass

|c∗Rk(t)p| ≤ C|t|k+1 ∀ t ∈ I : |t| ≤ 1
α

+ 1
2α

k .

Definition 3.59. Der lineare Raum

N :=
{
p ∈ Rn | c∗Ajp = 0 ∀j ≥ 0

}
=
{
p ∈ Rn | c∗Ajp = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ n− 1

}
bezeichne die Menge aller komplett unkontrollierbaren Zustände von (3.30).
Er ist A-invariant, d.h. A· N ⊆ N . Ist N = {0}, so heißt das System (3.30)
kontrollierbar.
Wie wir im Fundamentallemma gesehen haben, sind die erreichbaren Men-
gen von komplett unkontrollierbaren Zuständen stets einelementig und un-
abhängig von U .

Um N näher charakterisieren zu können, führen wir eine Notation ein, die
in der linearen Kontrolltheorie gebräuchlich ist.

Definition und Hilfssatz 3.60. Für eine Teilmenge U ⊆ Rn bezeichne
〈A; U〉 den kleinsten A-invarianten Unterraum von Rn, der U enthält.
Falls 0 ∈ U und L die lineare Hülle von U ist, so gilt

〈A; U〉 = 〈A; L〉 = L + AL + A2L + . . . + An−1L .

Ist U das Bild einer Matrix B ist, so folgt

〈A; U〉 = 〈A; ImB〉 = Im
(
B|AB| . . . |An−1B

)
.
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Bemerkung 3.61. Der Vektorraum N bildet ebenso die sog.
”
Menge aller

unbeobachtbaren Zustände“ des linearen Kontrollsystems mit Ausgang

ẋ(t) = Ax(t) + u(t), u(t) ∈ U , (3.38)

y(t) = c∗x(t) .

Dies rechtfertigt die Bezeichnung von c als Beobachtungsvektor.
Wir nennen (3.38) das

”
assoziierte lineare System“ von unserem bilinearen

System (3.30). Insbesondere ist das Rang-1 System (3.30) genau dann kon-
trollierbar, wenn das assoziierte lineare System (3.38) beobachtbar ist.
Es ist wohlbekannt [9, p.129], dass N = 〈A∗; Imc〉⊥. Ist z.B. U = B·Em für
eine n×m Matrix B, so steht N senkrecht auf der Erreichbarkeitsmenge des
dualen linearen Systems von (3.38)

ẋ(t) = A∗x(t) + cv(t), v(t) ∈ Em ,

y(t) = B∗x(t) .

Folgerung 3.62 (1. Starke Invarianz). N ist eine beidseitig invariante Men-
ge. Das bedeutet, für jede zulässige Lösung x : I → Rn von (AWP) gilt

entweder x(t) /∈ N für alle t ∈ I, und c∗x(·) hat nur isolierte Nullstellen;

oder x(t) ∈ N für alle t ∈ I, und c∗x(·) ≡ 0.

Beweis. 1. Angenommen, es ist p ∈ N . Dann ist p auch komplett unkontrol-
lierbar für das zeitumgekehrte System

ẋ(t) = −(A + u(t)c∗)x(t)

(denn c∗(−A)jp = 0 ∀j ≥ 0). Wegen des Fundamentallemmas sind daher
sowohl die erreichbaren Mengen At(p) des Ausgangssystems als auch die
erreichbaren Mengen Ct(p) des zeitumgekehrten Systems einelementig mit
At(p) = {eAtp} bzw. Ct(p) = {e−Atp}. Folglich ist die maximale Lösung
x : R → Rn von (AWP), unabhängig von der gewählten Kontrollfunktion,
gegeben durch x(t) = eAtp. Insbesondere sind die Werte von x(·) stets in N :

c∗Ajx(t) = c∗AjeAtp = c∗eAt Ajp︸︷︷︸
:=p̃∈N

=
∞∑
i=0

ti

i!
c∗Aip̃︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 ∀j ≥ 0, t ∈ R (3.39)

Es ist nun klar, dass N eine beidseitig invariante Menge ist.

2. Aus Lemma 3.13 wissen wir, dass auch das Komplement Rn\N beidseitig
invariant ist, woraus die Entweder-oder-Unterscheidung folgt. Für j = 0 in



80 3. Erreichbare Mengen

(3.39) erhalten wir den zweiten Fall.

3. Es sei p /∈ N und x(·) eine zulässige Lösung von (AWP). Angenommen,
es gibt eine Nullfolge tr → 0, so dass c∗x(tr) = 0 für alle r genügend groß.
Dann ergibt (3.37)∣∣∣∣c∗Akp

k!C

∣∣∣∣ ≤ |tr| (hier ist k die Zahl aus Lemma 3.58)

für alle r genügend groß und eine Konstante C > 0. Dies ist ein Widerspruch

zu c∗Akp
k!C

6= 0. Unter Berücksichtigung der Autonomie des Systems folgern
wir, dass c∗x(·) nur isolierte Nullstellen haben kann.

Folgerung 3.63. Es sei p /∈ N , k die Zahl aus Lemma 3.58 und x : I → Rn

eine zulässige Lösung von (AWP). Dann ist das Vorzeichen von c∗x(t) gleich
dem Vorzeichen von c∗Akp für alle positiven t ∈ I nahe 0. Ist der Anfangswert
p keine (isolierte) Nullstelle von c∗x(· ), so ist die Aussage auch zum Zeitpunkt
t = 0 gültig.

Beweis. Es sei ohne Einschränkung sgn(c∗Akp) = +1. Angenommen, es ist
sgn(c∗x(t)) = −1 für alle positiven t nahe 0. Laut Fundamentallemma exis-
tiert dann ein C > 0 und ein Θ > 0, so dass

c∗Akp

k!
tk ≤ c∗Akp

k!
tk − c∗x(t) =

∣∣∣∣c∗x(t)− c∗Akp

k!
tk
∣∣∣∣ ≤ Ctk+1 ∀0 ≤ t ≤ Θ .

Dies führt für

0 < t <
c∗Akp

k!C︸ ︷︷ ︸
>0

zum Widerspruch.

Bemerkung 3.64. Wenn wir berücksichtigen, dass die Konstanten C und
Θ aus dem letzten Beweis unabhängig von der gewählten Lösung x(·) sind,
so erhalten wir bei näherer Betrachtung eine stärkere Version von Folgerung
3.63:
Falls p /∈ N , so gilt für jede zulässige Lösung x : I → Rn von (AWP):

sgn(c∗x(t)) = sgn(c∗Akp) 6= 0 für alle t ∈ I mit 0 < t < min
{

Θ, |c
∗Akp|
k!C

}
Satz 3.65 (2. Starke Invarianz). Es gilt

At(p) ⊆ eAtp + 〈A;U〉 . (3.40)

Insbesondere ist die Erreichbarkeitsmenge 〈A;U〉 des assoziierten linearen
Systems (3.38) eine beidseitig invariante Menge bezüglich des bilinearen Sys-
tems (3.30).
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Beweis. Es bezeichne L die lineare Hülle von U 3 0. Dann ist

〈A;U〉 = 〈A;L〉 = L+ AL+ . . . + An−1L . (3.41)

Sei nun x : [0,∞) → Rn die Lösung von (AWP) zu einer zulässigen Kontrolle

u ∈ U [0,∞)
r . Dann liefert Variation der Konstanten (setze b(t) := u(t)c∗x(t) in

(B.27) ein)

x(t) = eAtp +

∫ t

0

eA(t−s)u(s)︸ ︷︷ ︸
∈〈A;U〉

c∗x(s)︸ ︷︷ ︸
∈R

ds

︸ ︷︷ ︸
∈〈A;U〉

. (3.42)

Da u(· ) beliebig wählbar, ist (3.40) gezeigt.

Aus p ∈ 〈A;U〉 folgt eAtp ∈ 〈A;U〉, und somit x(t) ∈ 〈A;U〉 für alle t ≥ 0.
Diese Aussage können wir leicht verallgemeinern (Stichworte: Autonomie,
zeitumgekehrtes System):
Ist x(· ) eine zulässige Lösung von (AWP) auf einem Intervall I und x(s) ∈
〈A;U〉 zu einem Zeitpunkt s ∈ I, so folgt x(t) ∈ 〈A;U〉 für alle Zeiten
t ∈ I.

Satz 3.66 (Affine Hülle). Sei t > 0. Ist p /∈ N , so ist eAtp + 〈A;U〉 die affine
Hülle von At(p); sonst ist sie gleich {eAtp}.

Beweis. Es bezeichne L̃ die lineare Hülle von At(p)− eAtp.
Aus p ∈ N folgt At(p) = {eAtp}, und die zweite Behauptung ist bewiesen. Im
Falle p /∈ N wird behauptet, dass 〈A;U〉 die lineare Hülle von At(p) − eAtp
ist. Nach Satz 3.65 gilt

At(p)− eAtp ⊆ 〈A;U〉 .

Es bleibt daher zu zeigen, dass 〈A;U〉 in der linearen Hülle L̃ enthalten ist,
oder gleichbedeutend

L̃⊥ ⊆ 〈A;U〉⊥ .

Da L̃ eine Basis aus der Menge {At(p) − eAtp} besitzt, genügt es zu bewei-
sen, dass jeder Vektor q ∈ Rn, der orthogonal zu {At(p) − eAtp} ist, auch
orthogonal zu 〈A;U〉 ist. Es gelte also

q∗(x(t)− eAtp) = 0 (3.43)
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für jede zulässige Lösung x(· ) mit Anfangswert x(0) = p.
Genauer, x(· ) sei die Lösung zu einer stückweise konstanten Kontrolle u :
[0, t] → U mit festem Wert v ∈ U auf einem Teilintervall [r, r + h] von [0, t]
und Wert 0 sonst. Mittels der Regel (2.17) berechnen wir:

x(s) = Φ(s; u)p = Φ(s− r; u−r)·Φ(r; u)p = e(A+vc∗)(s−r)eArp ∀s ∈ [r, r + h]

Aus (3.42) und (3.43) folgt

0 = q∗(x(t)− eAtp) =

∫ r+h

r

q∗eA(t−s)vc∗e(A+vc∗)(s−r)eArp ds .

Wir teilen durch h > 0 und lassen h → 0 gehen. Dies ergibt auf der rech-
ten Seite die Ableitung der Stammfunktion des Integranden an der Stelle r.
Folglich ist

0
HDI
= q∗eA(t−r)v· c∗eArp ∀r ∈ [0, t), v ∈ U .

Da p /∈ N , hat r 7→ c∗eArp nur isolierte Nullen (Folgerung 3.62). Aus Ste-
tigkeitsgründen muß daher die analytische Funktion r 7→ q∗eA(t−r)v identisch
Null sein auf ganz [0, t]. Nach dem Identitätssatz für Potenzreihen sind die
Koeffizienten q∗Akv (k = 0, 1, . . .) der zugehörigen Potenzreihenentwicklung
gleich Null für alle v ∈ U . Das impliziert q∗AkL = {0} für k = 0, 1, . . . n− 1,
und wegen (3.41) erhalten wir q ∈ 〈A;U〉⊥, was zu zeigen war.

Spaltensysteme mit konvexem Steuerbereich

Wir untersuchen weiterhin das initialisierte System

ẋ(t) = (A + u(t)c∗)x(t), u(t) ∈ U , t ∈ R, x(0) = p . (AWP)

Fordern jedoch zusätzlich, dass der Steuerbereich konvex ist.

Voraussetzung 3.67. U ist kompakt, konvex und enthält 0.

Dies hat zur Folge, dass die erreichbaren Mengen kompakt und wegzusam-
menhängend sind (Folgerung 3.41), woraus wiederum die Existenz zeitopti-
maler Steuerungen folgt.

Hilfssatz 3.68. Es sei p /∈ N . Falls es ein t > 0 gibt mit 0 ∈ c∗At(p), so
existiert ein erster positiver Zeitpunkt

δ = δ(p) := min{t > 0 | 0 ∈ c∗At(p)} ,

zu dem die Hyperebene {x ∈ Rn | c∗x = 0} von p aus erreicht.
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Beweis. Wir setzen zunächst

δ = inf{t > 0 | 0 ∈ c∗At(p)}

und zeigen 0 ∈ c∗Aδ(p). Danach führen wir die Annahme
”
δ = 0“ zum

Widersprich, um den Beweis abzuschließen.
Nach Definition des Infimum gibt es zu jedem k ∈ N einen Zeitpunkt tk ≥ δ
zusammen mit einer Lösung xk : [0, tk] → Rn von (AWP) bezüglich einer
zulässiger Kontrolle uk, so dass tk > 0, tk → δ (für k →∞) und c∗xk(tk) = 0.
Nach Voraussetzung gilt δ < T < ∞ für ein T > 0. Wegen Folgerung 3.41
ist die Menge

A≤T (p) :=
⋃

0≤t≤T

At(p) = A≤T · p

kompakt. Da die rechte Seite f(x, u) := Ax + uc∗x stetig auf der kompakten
Menge A≤T (p)× U ist, existiert eine obere Schranke M ≥ 0, so dass

‖f(x, u)‖ ≤ M ∀ x ∈ A≤T (p), u ∈ U .

Weiter gilt für k genügend groß

|c∗xk(δ)− c∗xk(tk)︸ ︷︷ ︸
=0

| ≤ ‖c∗‖·‖xk(δ)− xk(tk)‖ ≤ ‖c∗‖·
∫ tk

δ

‖f(xk(s), uk(s))‖︸ ︷︷ ︸
≤M

ds

≤ ‖c∗‖M(tk − δ) .

Es konvergiert somit c∗xk(δ) gegen 0 für k →∞. MitAδ(p) ist auch c∗Aδ(p) 3
c∗xk(δ) abgeschlossen, woraus die Behauptung 0 ∈ c∗Aδ(p) folgt.
Laut Bemerkung 3.64 gibt es ein Intervall (0, β) mit β > 0, so dass
sgn(c∗x(t)) 6= 0 und somit c∗x(t) 6= 0 für alle t ∈ (0, β) und für jede zulässige
Lösung x(·) von (AWP) auf (0, β). Es kann also nicht δ = 0 sein.

Bezeichnung 3.69. Gemäß Hilfssatz 3.68 ist

δ = δ(p) :=


min{t > 0 | 0 ∈ c∗At(p)} , falls p /∈ N und 0 ∈ c∗At(p)

für ein t > 0
∞ , sonst

eine wohldefinierte Größe mit 0 < δ ≤ ∞.

Für einen Anfangswert p ∈ Rn und einem Endzeitpunkt T ∈ R+ führen wir
die Lösungsmengen

H(p, T ) := {x : [0, T ] → Rn | x(·) ist eine zulässige Lösung von (AWP)}
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und

H(p,∞) := {x : [0,∞) → Rn | x(·) ist eine zulässige Lösung von (AWP)}

ein. Es sei bemerkt, dass wegen Satz 3.38 die Menge H(p, T ) eine nichtleere,
kompakte und wegzusammenhängende Teilmenge von C0([0, T ], Rn) ist. Wir
werden im nächsten Beweis sehen, dass H(p, δ(p)) noch eine weitere Eigen-
schaft besitzt: Sie ist konvex.

Satz 3.70 (Small-Time Konvexität). Die erreichbaren Mengen At(p) sind
konvex für alle t mit 0 < t ≤ δ(p).

Beweis. 1. Ist p ∈ N , so besteht At(p) für t ≥ 0 nur aus dem Punkt eAtp
(siehe Lemma 3.58) und ist trivialerweise konvex.

2. Es sei ab jetzt p /∈ N . Für eine beliebige Lösung x ∈ H(p, δ(p)) hat die
Ausgangsfunktion c∗x(·) nur isolierte Nullstellen (Folgerung 3.62). Die Werte
der stetigen Funktion c∗x(·) haben auf (0, δ) stets das gleiche Vorzeichen—
und zwar das Vorzeichen von c∗Akp (Folgerung 3.63), wobei

k = min{0 ≤ j ≤ n− 1 | c∗Ajp 6= 0} . (3.44)

Anders gesagt,

sgn(c∗Akp) = sgn(c∗x(t)) ∀ t ∈ (0, δ), x ∈ H(p, δ(p)) .

3. Es wird sogar gezeigt, dass die Lösungsmenge H(p, δ(p)) konvex ist, d.h.

x, y ∈ H(p, δ(p)), λ ∈ [0, 1] =⇒ z := λx + (1− λ)y ∈ H(p, δ(p)) .

Es seien u, v : [0, δ] → Rn die zu x, y gehörigen Kontrollen. Dann hat die
absolut stetige Funktion z fast überall die Ableitung

ż = λẋ + (1− λ)ẏ = λ(Ax + uc∗x) + (1− λ)(Ay + vc∗y)

= Az + (λuc∗x +
(
1− λ)vc∗y

)︸ ︷︷ ︸
!
=wc∗z=w

(
λc∗x+(1−λ)c∗y

) .

Für die (fast überall definierte) Kontrolle

w :=
λuc∗x +

(
1− λ)vc∗y

λc∗x + (1− λ)c∗y
=

λc∗x

λc∗x + (1− λ)c∗y
u +

(1− λ)c∗y

λc∗x + (1− λ)c∗y
v

(3.45)
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gilt daher ż(t) = Az(t) + w(t)c∗z(t) fast überall.
Es fehlt nur noch die Zulässigkeit von w. Nach 2. haben c∗x(t) und c∗y(t)
das gleiche Vorzeichen auf (0, δ). Also sind für t ∈ (0, δ) die Brüche in (3.45)
positiv und addieren sich zu 1 auf. Da U konvex, haben wir w(t) ∈ U für
alle t mit 0 ≤ t ≤ δ höchstens bis auf die Randpunkte t = 0 und t = δ (falls
δ < ∞). An diesen Randpunkten setzen wir ohne Einschränkung w(t) = 0.
Offenbar ist dann w eine messbare Funktion, definiert auf [0, δ] bzw. [0,∞)
(falls δ = ∞), mit Werten in U , weshalb die zugehörige Lösung z(·) zulässig
ist. Folglich gehören dessen Werte z(t) zu At(p).

Eine kurze Analyse des Beweises ermöglicht es, den Konvexitätsbereich weiter
auszudehnen.

Definition und Folgerung 3.71. In Anlehnung an Folgerung 3.63 definie-
ren wir den Typ σ(p) von p ∈ Rn als

σ(p) := lim
t

>→0

sgn(c∗x(t))

für eine (beliebige) zulässige Lösung x : [0, T ] → Rn von (AWP) mit An-
fangswert p und Endzeit T > 0.
Ist p /∈ N , so gilt sgn(p) = sgn(c∗Akp) 6= 0 für die Zahl k aus (3.44). Sonst
ist c∗x(·) ≡ 0, d.h. σ(p) = 0 (Folgerung 3.62).

Außerdem setzen wir

ω(p) := sup{T > 0 | sgn(c∗x(t)) ∈ {0, σ(p)} ∀ t ∈ [0, T ], x ∈ H(p, T )}.

Es ist stets 0 < δ(p) ≤ ω(p) ≤ ∞ (z.B. ω(p) = ∞, falls p ∈ N ).
Wegen Lemma 3.58 hat c∗x(· ) nur isolierte Nullstellen, falls p /∈ N und x ∈
H(p, ω(p)). Es folgt in diesem Fall, dass c∗x(t) = sgn(c∗Akp) für alle t mit 0 ≤
t ≤ ω(p) bis auf abzählbar viele Ausnahmen. Wie im dritten Beweisteil von
Satz 3.70 können wir dann zu je zwei zulässigen Lösungen x, y ∈ H(p, ω(p))
und zu einem λ ∈ [0, 1] eine zulässige Kontrolle w(·) bestimmen, definiert auf
[0, ω(p)] bzw. [0,∞) (falls ω(p) = ∞), die bis auf abzählbar viele Nullstellen
von c∗x und c∗y durch (3.45) gegeben ist und sonst gleich Null ist. Auf diese
Weise erhalten wir die Konvexität von At(p) auf dem Zeitbereich [0, ω(p)]
bzw. [0,∞). ω(p) nennt man daher die Konvexitätsausdehnung von p.

Beispiel 3.72 (Lineare Systeme). Wir führen eine Konvexitätsanalyse für
das initialisierte lineare Kontrollsystem in Rn

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), u(t) ∈ U , x(0) = p (A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m)
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durch. Wie in Beispiel 2.34 gezeigt wird, ist dieses System äquivalent zu
einem Rang-1 System im Rn+1(

ẋ(t)
ϕ̇(t)

)
=

((
A 0
0∗ 0

)
+

(
Bu(t)

0

)(
0∗ 1

))(x(t)
ϕ(t)

)
, u(t) ∈ U ,

(
x(0)
ϕ(0)

)
=

(
p
1

)
mit erweitertem Zustandsraum {(x, ϕ) ∈ Rn × R} und Beobachtungsvektor
c = en+1. Der Steuerbereich U sei eine Teilmenge des Rm und erfülle die
Voraussetzung (3.67).
Offenbar gilt für jede zulässige Lösung t 7→

(
x(t)
1

)
des letztgenannten Systems

c∗
(

x(t)
1

)
=
(
0∗ 1

)(x(t)
1

)
≡ 1 .

Dies impliziert

δ (( p
1 )) = ω (( p

1 )) = ∞ und σ (( p
1 )) = +1 ∀p ∈ Rn .

Die erreichbaren Mengen At ( p
1 ) des Spalten-Systems sind daher konvex für

alle t ≥ 0.
Da At ( p

1 )—bis auf Einbettung in die Hyperebene ϕ = 1 des Rn+1—gleich
der erreichbaren Menge

”
Alin

t (p)“ des linearen Ausgangssystems ist, dürfen
wir folgern, dass auch die erreichbaren Mengen des linearen Kontrollsystems
stets konvex sind.

Beispiel 3.73. Wir betrachten wieder das Rang-1 Single-Input System (3.36)

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
0 0

)(
x1

x2

)
+ u

(
0
−1

)(
1 0

)(x1

x2

)
, 0 ≤ u ≤ 1, x(0) =

(
−1
0

)
.

Es sollen die erreichbaren Mengen At(p) von p :=
(
−1
0

)
auf Konvexität un-

tersucht werden.
Zur Kontrollen u ≡ 0 und u ≡ 1 gehören die Lösungen

( x1(t)
x2(t)

)
=
(
−1
0

)
bzw.

( x1(t)
x2(t)

)
=
( − cos t

sin t

)
. Auswerten der beiden Lösungen zur Zeit t = π lie-

fert (±1, 0) ∈ Aπ(p). Wegen der starken Invarianz von N (Folgerung 3.62)
gehört mit p auch jeder weitere erreichbare Punkt von p nicht zur Menge N .
Der Mittelpunkt 0 = 1

2

(
1
0

)
+ 1

2

(
−1
0

)
∈ N ist daher zu keiner Zeit von p aus

erreichbar, und folglich ist Aπ(p) nicht konvex. (Die Abbildung 3.4 stellt eine
rein empirische Approximation dieser erreichbaren Menge dar, für die etwa
50000 erreichbare Zustände berechnet wurden, die von stückweise konstanten
Bang-Bang Funktionen mit bis zu vier zufällig bestimmten Sprungstellen an-
gesteuert wurden.) Weil p kritisch ist mit monotonen erreichbaren Mengen
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Abbildung 3.4: Aπ(p) ist nicht konvex

(denn
”
f(p, 0) = 0“), sind aufgrund der gleichen Argumentation auch die

”
späteren“ erreichbaren Mengen At(p), t ≥ π, nicht konvex.

Als Nächstes sollen die Größen δ(p), σ(p) und ω(p) berechnet werden.

Es ist σ(p) = sgn(c∗p) = −1. Aus der Lösung
( x1(t)

x2(t)

)
=
( − cos t

sin t

)
können

wir ablesen, dass ω(p) ≤ π
2

gelten muß, da c∗
( x1(t)

x2(t)

)
= − cos t > 0 für

π > t > π
2
. Die Größe δ(p) ist der minimale Zeitpunkt, zu dem die Hy-

perebene {c∗
(

x1
x2

)
= x1 = 0} von p aus erreicht wird. Um die zugehörige

zeitoptimale Kontrolle berechnen zu können, führen wir eine Koordinaten-
transformation im Zustandsraum Rn durch. Der Diffeomorphismus

φ : R2\{(x, 0) | x ≥ 0} −→ R+ × [−π, π]\0

führt die kartesischen Koordinaten (x, y) in die Polarkoordinaten (r, ρ) über:

φ :

(
x
y

)
7→
( √

x2 + y2

sgn(y) arccos x
x2+y2

)
:=

(
r
ρ

)
, φ−1 :

(
r
ρ

)
7→
(

r cos ρ
r sin ρ

)
.

Die Funktionalmatrix von φ ist die Inverse der Funktionalmatrix der Um-
kehrabbildung:

Dφ(x, y) =
(
Dφ−1(r, ρ)

)−1
=

(
cos ρ −r sin ρ
sin ρ r cos ρ

)−1

=
1

r

(
r cos ρ r sin ρ
− sin ρ cos ρ

)
.

Ist
( x1(t)

x2(t)

)
eine zulässige Lösung von (3.36) zur Kontrolle u, so löst die

”
trans-

formierte Kurve“ (
r(t)
ρ(t)

)
:= φ

(
x1(t)
x2(t)

)
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(fast überall) die Differentialgleichung

d

dt

(
r(t)
ρ(t)

)
= Dφ(x1(t), x2(t))

d

dt

(
x1(t)
x2(t)

)
=

(
cos ρ(t) sin ρ(t)

− 1
r(t)

sin ρ(t) 1
r(t)

cos ρ(t)

)
·
(

x2(t)
−x1(t)u(t)

)
=

(
cos ρ(t) sin ρ(t)

− 1
r(t)

sin ρ(t) 1
r(t)

cos ρ(t)

)
·
(

r(t) sin ρ(t)
−r(t) cos ρ(t)u(t)

)
=

(
r(t) sin ρ(t) cos ρ(t)(1− u(t))
−1 + cos2 ρ(t)− cos2 ρ(t)u(t)

)
mit Anfangswert (

r(0)
ρ(0)

)
= φ

(
−1
0

)
=

(
1
π

)
.

Insbesondere ist das dynamische Verhalten des Winkels ρ unabhängig von r.
Nämlich

ρ(t) = ρ(0) +

∫ t

0

ρ̇(s)ds = π − t +

∫ t

0

(1− u(s)) cos2 ρ(s)︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

ds . (3.46)

Ausgehend von t = 0 wollen wir in minimaler Zeit δ die y-Achse schneiden.
Es muß also ρ(δ) = ±π

2
gelten. Wegen ρ(t) ≥ π − t ist ρ(t) > π

2
für alle

t ∈ [0, π
2
). Daher ist u ≡ 1 die optimale Steuerung und δ(p) = ω(p) = π

2
.

Folglich sind die erreichbaren Mengen At(p) auf dem Intervall [0, π
2
] konvex.

In Abbildung 3.5 ist z.B. die konvexe Menge Aπ
2
(p) dargestellt.

Besitzt die erreichbare Menge At(p) des bilinearen Systems (3.30) ein nicht-
leeres Inneres, so ist 〈A;U〉 = Rn, und das assoziierte lineare System (3.38) ist
vollständig kontrollierbar (Satz 3.66). Die vollständige Kontrollierbarkeit die-
ses linearen Systems ist also eine notwendige Bedingung für int (At(p)) 6= ∅.
Falls der Anfangszustand p nicht komplett unkontrollierbar ist, so ist diese
Bedingung sogar hinreichend, wie die anschließende Folgerung zeigt.

Folgerung 3.74. Ist p /∈ N und 〈A;U〉 = Rn, so haben die erreichbaren
Mengen At(p) zu jedem Zeitpunkt t > 0 ein nichtleeres Inneres.

Beweis. 1. Gemäß Satz 3.70 gibt es ein δ > 0, so dass At(p) konvex ist für
t ∈ [0, δ] und daher ein nichtleeres Inneres relativ zur affinen Hülle besitzt.
Nach Satz 3.66 ist die affine Hülle gleich eAtp + 〈A; U〉 = Rn, woraus die
Behauptung für alle t ≤ δ folgt.
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Abbildung 3.5: Aπ
2
(p) ist konvex

2. Für t ≥ δ gilt aufgrund des Additionstheorems aus Folgerung 3.9

At(p) = Atp = At−δ· Aδ(p) ⊇ eA(t−δ)· Aδ(p) .

(Hier wird die Voraussetzung 0 ∈ U ausgenutzt.)
Wegen 1. hat Aδ(p) ein nichtleeres Inneres und enthält somit die offene Um-
gebung V eines (inneren) Punktes p̃ ∈ Aδ(p). Die Abbildung g : Rn →
Rn, x 7→ eA(t−δ)x ist ein Diffeomorphismus. Es folgt, dass g(V ) eine offe-
ne Menge ist, die in At(p) enthalten ist. g(p̃) = eA(t−δ)p̃ ist also ein innerer
Punkt von At(p).

Das aus der Optimierung bekannte Pontryaginsche Maximumprinzip charak-
terisiert sogenannte extremale Steuerungen. Das sind Steuerungen, die den
Anfangszustand p in einen Randpunkt der erreichbaren Menge At(p) zur Zeit
t ≥ 0 steuern. Dies wird im nächsten Abschnitt zur Herleitung des schwa-
chen Bang-Bang Prinzips für spezielle Spalten-Kontrollsysteme führen, deren
erreichbaren Mengen zudem strikt konvex sein werden (für t ≤ ω(p)).

Satz 3.75 (Maximumprinzip). Es sei x0 ein Punkt auf dem Rand δAθ(p) der
kompakten erreichbaren Menge Aθ(p) zu einem Zeitpunkt θ. Angenommen,
es existiert ein q ∈ Rn\{0}, so dass

q∗x ≤ q∗x0 ∀x ∈ AΘ(p) . (3.47)

(q ist der äußere Normalenvektor einer Stützhyperebene durch x0.) Dann gilt
für jede zulässige Kontrolle u(· ), die p nach x0 zur Zeit θ steuert:

(q∗XθX
−1
t )·u(t)· (c∗Xtp) = max

v∈U
(q∗XθX

−1
t )· v· (c∗Xtp) ∀ ′t ∈ [0, θ] , (3.48)
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wobei t 7→ Xt := Φ(t; u) die Fundamentallösung zur Kontrolle u sei.

Beweis. Für irgendein Element v ∈ U und ein Teilintervall [t, t + h] ⊆ [0, θ]
mit h > 0 betrachte die (zulässige) Kontrolle, welche auf [t, t + h] den kon-
stanten Wert v besitzt und sonst mit der extremalen Kontrolle u überein-
stimmt. Die zugehörige Fundamentallösung t 7→ Zt können wir anhand der
Fundamentallösung t 7→ Xt (bezüglich u) und der Formel (2.17) auswerten:

Zt+h = Φ(h; v)·Zt = e(A+vc∗)h·Xt , Xθ = Φ(θ − (t + h); u−(t+h))·Xt+h ,

und daher

Zθ = Φ(θ − (t + h); u−(t+h))·Zt+h = XθX
−1
t+he

(A+vc∗)hXt .

Wir setzen

x := Zθp = XθX
−1
t+he

(A+vc∗)hXtp ∈ Aθ(p) .

Weiter ist

x0 = Xθp = XθX
−1
t+hXt+hX

−1
t Xtp .

Dies ergibt eingesetzt in die Ungleichung (3.47)

0 ≤ q∗(x0 − x) = q∗XθX
−1
t+h(Xt+hX

−1
t − e(A+vc∗)h)Xtp .

Nun teilen wir durch h > 0 und formen um:

0 ≤ q∗XθX
−1
t+h

(
(Xt+h −Xt)

h
·X−1

t − (e(A+vc∗)h − I)

h

)
Xtp

Es sei h 7→ Xt+h differenzierbar in h = 0. Dann gilt für h → 0 fast überall

0 ≤ q∗XθX
−1
t

(
d

dh
Xt+h

∣∣∣∣
h=0︸ ︷︷ ︸

(A+u(t)c∗)Xt

·X−1
t − d

dh
e(A+vc∗)h

∣∣∣∣
h=0︸ ︷︷ ︸

(A+vc∗)

)
Xtp

und folglich

0 ≤ q∗XθX
−1
t · (u(t)− v)· c∗Xtp .

Da v ∈ U frei wählbar und diese Aussage für fast alle t ∈ [0, θ] korrekt ist,
gilt schließlich

q∗XθX
−1
t · v· c∗Xtp ≤ q∗XθX

−1
t ·u(t)· c∗Xtp ∀ ′t ∈ [0, θ] ∀ v ∈ U ,

woraus die Behauptung folgt.
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Bemerkung 3.76. Die Funktion y(t) := (X−1
t )∗X∗

θ q aus Gleichung (3.48)
ist die Lösung des sogenannten

”
adjungierten Systems“ von (AWP)

ẏ = −(A + uc∗)∗y, y(θ) = q, t ∈ [0, θ]

zur vorgegebenen Kontrolle u. (Dies ist sogar ein Spalten-Kontrollsystem der
Form (2.25) mit Endbedingung.)
Denn t 7→ (X−1

t )∗ := Yt ist die Fundamentallösung des adjungierten Systems
zur Kontrolle u. Um dies zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass Zt := X∗

t ·Yt

konstant gleich I ist. In der Tat ist

Żt = (Ẋ∗
t )Yt + X∗

t Ẏt = X∗
t (A + uc∗)∗Yt −X∗

t (A + uc∗)∗Yt = 0, Z(0) = I .

Bemerkung 3.77. Aus der konvexen Analysis ist bekannt [17, p.67], dass
jeder Randpunkt einer abgeschlossenen konvexen Menge in Rn ein Stütz-
punkt ist. Falls Aθ(p) konvex ist, so ist folglich die Bedingung (3.47) für
jeden Randpunkt x0 erfüllbar.

Lemma 3.78. Es sei x : [0, Θ] → Rn die zulässige Lösung zu einer extrema-
len Kontrolle u mit Anfangspunkt x(0) = p und Endpunkt x(Θ) ∈ δAΘ(p).
Dann gilt

x(t) ∈ δAt(p) ∀t ∈ [0, Θ] .

(Diese Aussage gilt auch für allgemeine bilineare Systeme.)

Beweis. 1. Wie gewohnt bezeichne Φ(· ; v) die Fundamentallösung zu einer
zulässigen Kontrolle v. Dann ist die lineare Abbildung q 7→ Φ(t; v)· q ein
Diffeomorphismus im Rn, da die Matrix Φ(t; v) invertierbar ist. Wir folgern:
Ist P ⊂ Rn eine offene Menge von Anfangswerten, so ist die Menge der
Endpunkte Φ(t; v)·P , die ausgehend von Elementen aus P über die Kontrolle
v zur Zeit t erreicht werden, offen.

2. Angenommen, es existiert ein t ∈ [0, Θ], so dass x(t) ∈ int (At(p)). Dann
gilt Bε(x(t)) ⊂ At(p) für ein ε > 0. In 1. haben wir gezeigt, dass die Menge
Φ(Θ− t; u−t)·Bε(x(t)) offen ist, wobei u−t(· ) = u(·+t) eine zeitverschobene
Kontrolle ist. Wegen (2.17) und dem Additionstheorem aus Folgerung 3.9 ist

x(Θ) = Φ(Θ; u)· p = Φ(Θ− t; u−t)·Φ(t; u)· p︸ ︷︷ ︸
x(t)

∈ Φ(Θ− t; u−t)·Bε(x(t))

und

Φ(Θ− t; u−t)·Bε(x(t)) ⊂ AΘ−t· At· p = AΘ · p = AΘ(p) .

Es liegt also der Randpunkt x(Θ) in einer offenen Teilmenge von AΘ(p).
Dies ist ein Widerspruch.
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3.5.2 Single-Input Systeme von Rang 1

Schließlich berücksichtigen wir noch bilineare Systeme in Rn der Form

ẋ = (A + ubc∗)x, |u(t)| ≤ 1, x(0) = p , (3.49)

gegeben durch eine Matrix A ∈ Rn×n und Vektoren b, c, p ∈ Rn.
Durch (3.49) ist offenbar ein spezielles Spalten-Kontrollsystem gegeben, des-
sen Steuerbereich U = [−1, 1] die Voraussetzung 3.67 erfüllt. Definitionen
und Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt—wie z.B. die Konvexitäts-
ausdehnung ω(p)—übertragen wir auf (3.49). Alle Ergebnisse von dort sind
anwendbar. Wir wollen nun die besondere Struktur des Systems nutzen, um
dessen erreichbaren Mengen At(p) besser beschreiben zu können.

Erinnerung 3.79. Mit (3.49) assoziieren wir ein lineares System in Rn mit
Ausgang:

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), |u(t)| ≤ 1 , (3.50)

y(t) = c∗x(t) .

Falls (3.50) beobachtbar ist, d.h. die Menge N = 〈A∗; Imc〉⊥ aller unbeob-
achtbaren Zustände ist gleich {0}, so ist (3.49) kontrollierbar mit 0 als ein-
zigem komplett unkontrollierbaren Zustand. Aufgrund der starken Invarianz
von N ist 0 von keinem Zustand ungleich Null erreichbar, und die Funktion
t 7→ c∗x(t) besitzt nur isolierte Nullstellen für jede zulässige Lösung mit An-
fangswert p 6= 0 (Folgerung 3.62). Außerdem gibt es für alle p 6= 0 eine sog.
Konvexitätsausdehnung ω(p) > 0 gemäß Definition 3.71, so dass die erreich-
baren Mengen At(p) mit 0 ≤ t ≤ ω(p) konvex sind.
Ist (3.50) zudem noch vollständig kontrollierbar, d.h. 〈A; Imb〉 = Rn, so ist
im Fall p 6= 0 die affine Hülle von At(p) der gesamte Rn (Satz 3.66) und es
gilt int (At(p)) 6= ∅ für alle t > 0 (Folgerung 3.74).

Um lästige Fallunterscheidungen zu vermeiden, fordern wir ab jetzt, dass die
folgenden Bedingungen eingehalten werden.

Voraussetzung 3.80. 1. Das assoziierte lineare System (3.50) sei beobacht-
bar und vollständig kontrollierbar.

2. Der Anfangszustand p sei ungleich 0.

Beispiel 3.81. Das gut bekannte System (3.36) mit Parametern A = ( 0 1
0 0 ),

b = ( 0
−1 ) und c = ( 1

0 ) erfüllt die Bedingung 3.80:

〈A; Imb〉 = Im
(
b|Ab

)
= Im

(
0 −1
−1 0

)
= R2

〈A∗; Imc〉⊥ = ker
(
c|A∗c

)
= ker ( 1 0

0 1 ) = ( 0
0 )
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Beispiel 3.82. Beim Pontryaginschen Maximumprinzip ist das adjungierte
System von (3.49)

ẋ = −(A + ubc∗)∗x = −(A∗ + ucb∗)x, |u(t)| ≤ 1 (3.51)

von besonderer Bedeutung (Bemerkung 3.76). Dies ist ebenfalls ein Single-
Input System von Rang 1, dessen assoziiertes lineares System bis auf Vor-
zeichen mit dem assoziierten linearen System bezüglich des dualen Systems
von (3.50)

ẋ(t) = A∗x(t) + cu(t), |u(t)| ≤ 1 , (3.52)

y(t) = b∗x(t)

übereinstimmt. Aus der Theorie linearer Systeme ist bekannt, dass ein lineae-
res Kontrollsystem mit Ausgang genau dann beobachtbar und kontrollierbar
ist, wenn das duale System kontrollierbar und beobachtbar ist. Das adjun-
gierte bilineare System (3.51) genügt somit der Voraussetzung 3.80.

Sprechweise 3.83. Wenn wir im nächsten Satz sagen, dass die Kontrolle
u : [0, Θ] → [−1, 1] eine

”
stückweise konstante Bang-Bang Funktion“ ist,

so meinen wir, dass u fast überall mit einer stückweise konstanten Funktion
(Definition A.2) der Form ũ : [0, Θ] → {−1, +1} übereinstimmt.

Der folgende Satz stützt sich auf die eindeutige Lösbarkeit der beim Maxi-
mumprinzip auftretenden Optimierungsaufgabe (3.48).

Satz 3.84. Es sei x0 ∈ δAθ(p) ein Randpunkt mit 0 ≤ θ ≤ ω(p), θ < ∞.
Dann ist jede zulässige Kontrolle u(·), die den Anfangszustand p nach x0 zur
Zeit θ steuert, eine stückweise konstante Bang-Bang Funktion, die bis auf
eine Nullmenge eindeutig durch die Parameter (p, x0, θ) bestimmt ist.

Beweis. 1. Da Aθ(p) konvex ist (beachte θ ≤ ω(p)), existiert ein q ∈ Rn\{0},
so dass die Bedingung (3.47) erfüllt ist. Das Maximumprinzip 3.75 liefert

(q∗XθX
−1
t b)·u(t)· (c∗Xtp) = max

−1≤v≤+1
(q∗XθX

−1
t b)· v· (c∗Xtp) ∀ ′t ∈ [0, θ] ,

wobei t 7→ Xt die Fundamentallösung zur extremalen Kontrolle u ist. Weil es
sich bei den eingeklammerten Faktoren um reelle Zahlen handelt, können wir
anhand des Vorzeichens dieser Faktoren die Werte der Kontrolle u ableiten.
Dies klappt natürlich nur, wenn die Vorzeichen ungleich Null sind.

2. Nach Folgerung 3.62 hat der rechte Faktor c∗Xtp nur isolierte Nullstellen.
Da [0, Θ] ein kompaktes Intervall ist, kann er höchstens endlich viele Null-
stellen auf diesem Intervall besitzen. Außerhalb dieser Nullstellen hat c∗Xtp
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das Vorzeichen σ(p) = c∗Akp mit k = min {0 ≤ j ≤ n− 1 | c∗Ajp 6= 0} (Fol-
gerung 3.71).

3. Dies gilt analogerweise auch für den linken Faktor q∗XθX
−1
t b. Um dies

nachzuweisen, betrachten wir das adjungierte System

ẏ = −(A∗ + ucb∗)y .

Da q∗XθX
−1
t b eine reelle Zahl ist, können wir ohne Einschränkung transpo-

nieren und erhalten b∗(X−1
t )∗q1 für q1 := X∗

θ q. Wie in der Bemerkung 3.76
festgestellt, ist y(t) := (X−1

t )∗q1 die Lösung des adjungierten Systems zur
Kontrolle u, welche y(0) = q1 erfüllt. Laut Beispiel 3.82 ist auch das asso-
ziierte lineare System zum adjungierten System kontrollierbar. Da q1 6= 0
(X∗

θ hat vollen Rang), ist q1 nicht komplett unkontrollierbar bezüglich des
adjungierten Systems. Die Funktion b∗y(· ) hat somit höchstens endlich viele
Nullstellen auf [0, Θ] (Folgerung 3.62 angewandt auf (3.51)).
Wir wenden Folgerung 3.63 auf die komplett unkontrollierbaren Punkte y(t)—
sie übernehmen die Rolle von p /∈ N—an, um das Vorzeichen von b∗y(t)
außerhalb der Nullstellen zu bestimmen. Dies ergibt, dass für fast alle (mit
höchstens endlich vielen Ausnahmen) t ∈ [0, Θ] ein kleinstes k = k(t) ∈ N
mit 0 ≤ k ≤ n− 1 und b∗(Ak)∗y(t) 6= 0 existiert, so dass

sgn(b∗y(t)) = sgn
(
b∗(Ak)∗y(t)

)
.

Insbesondere haben wir somit gezeigt, dass für den linken Faktor aus dem
Maximumprinzip

sgn
(
q∗XθX

−1
t b
)

= sgn(b∗y(t)) 6= 0 ∀ ′t ∈ [0, Θ]

gilt.

4. Die Eingabegröße u(t) ∈ [−1, +1] maximiert den Ausdruck

(q∗XθX
−1
t b)· v· (c∗Xtp) fast überall.

In 2. und 3. wurde bewiesen, dass die beiden eingeklammerten Faktoren für
fast alle t ∈ [0, Θ] mit höchstens endlich viele Ausnahmen ungleich Null sind.
Notwendigerweise gilt dann fast überall

u(t) = sgn
(
q∗XθX

−1
t b
)
· sgn (c∗Xtp) = sgn

(
q∗XθX

−1
t b
)
·σ(p) . (3.53)

Offenbar ist durch (3.53) eine stückweise konstante Funktion mit Werten in
{+1,−1} gegeben, weshalb die Kontrolle u eine stückweise konstante Bang-
Bang Funktion ist.
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5. Betrachte zwei zulässige Kontrollen u, v : [0, Θ] → [−1, 1] mit zugehörigen
Lösungen x bzw. y, die den Anfangswert p zum Randpunkt x0 (zur Zeit Θ)
steuern. Da Θ ≤ ω(p), ist nach dem dritten Beweisteil von Satz 3.70 auch
1
2
(x + y) eine zulässige Lösung. Als zugehöriger Kontrolle können wir die

Funktion

w :=
c∗x

c∗x + c∗y
u +

c∗y

c∗x + c∗y
v (3.54)

wählen, die bis auf den endlich vielen Nullstellen von c∗x und c∗y wohldefi-
niert ist. Wegen 1

2

(
x(Θ) + y(Θ)

)
= x0 steuert w ebenfalls x0 an, und nach 4.

sind die Kontrollen u, v, w stückweise konstante Bang-Bang Funktionen.

6. Wir zeigen jetzt, dass u(t) und v(t) fast überall übereinstimmen. Dazu seien
die Kontrollen u, v, w aus 5. o.B.d.A. stückweise konstant—gemäß Definition
A.2—mit Werten in {−1, +1}. Das Intervall [0, Θ] zerlegen wir folgenderma-
ßen:
Da die Kontrollen u, v, w stückweise konstant sind und die Ausgangsfunk-
tionen c∗x, c∗y nur endlich viele Nullstellen besitzen auf [0, Θ], existiert eine
endliche Zerlegung

0 = λ1 < λ2 < . . . < λr = Θ ,

so dass auf jedem Intervall (λi, λi+1) alle Kontrollen konstant sind mit Werten
in der Menge {−1, 1} und so, dass die Werte der Ausgangsfunktionen auf
(λi, λi+1) ungleich Null sind. Wir wählen ein solches Intervall (λi, λi+1) mit
1 ≤ i ≤ r − 1 und beweisen, dass dort die Kontrollen u und v dieselben
Werte besitzen. Nach Konstruktion sind u, v, w konstant gleich +1 oder −1
auf (λi, λi+1). Ohne Einschränkung gelte dort w = v, d.h. (3.54) wird für alle
t ∈ (λi, λi+1) zu

v(t) =
c∗x(t)

c∗x(t) + c∗y(t)
u(t) +

c∗y(t)

c∗x(t) + c∗y(t)
v(t)

⇐⇒ (c∗x(t) + c∗y(t)) v(t) = c∗x(t)u(t) + c∗y(t)v(t)

⇐⇒ c∗x(t) (u(t)− v(t)) = 0 .

Man beachte, dass c∗x(t) und c∗y(t) auf (λi, λi+1) dasselbe Vorzeichen un-
gleich Null besitzen (denn θ ≤ ω(p)), weshalb aus der letzten Gleichung
u(t) = v(t) für alle t ∈ (λi, λi+1) folgt. Da dies auf jedem Intervall der obigen
Zerlegung von [0, Θ] gilt, ist die Behauptung

”
u = v f.ü.“ bewiesen.

Bevor wir uns mit der strikten Konvexität erreichbarer Mengen auseinander-
setzen, wird ein Hilfsresultat aus der konvexen Analysis [17, p.16] angegeben.
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Hilfssatz 3.85. Es sei X eine konvexe Teilmenge des Rn. Dann ist

{λx + (1− λ)y | 0 ≤ λ ≤ 1} ⊂ {y} ∪ intX

für alle x ∈ intX und y ∈ X.

Folgerung 3.86 (Strikte Konvexität). Die erreichbaren Mengen AΘ(p) sind
unter der Voraussetzung

Θ ≤ ω(p), 0 ≤ Θ < ∞

sogar strikt konvex, d.h.

x0, y0 ∈ AΘ(p), x0 6= y0, λ ∈ (0, 1) =⇒ λx0 + (1− λ)y0 ∈ int (AΘ(p)) .
(3.55)

Beweis. 1. Da AΘ(p) konvex ist, können wir den Hilfssatz 3.85 anwenden.
Der besagt einerseits, dass die Bedingung (3.55) erfüllt ist, falls zumindest
einer der Punkte x0 oder y0 im Inneren von AΘ(p) liegt. Wir können also
davon ausgehen, dass x0 und y0 Randpunkte sind. Andererseits erlaubt er es,
die Bedingung (3.55) abzuschwächen: AΘ(p) ist genau dann strikt konvex,
falls für x0, y0 ∈ AΘ(p) und x0 6= y0 stets 1

2
(x0 + y0) ∈ int (AΘ(p)) gilt.

2. Angenommen, es existieren Randpunkte x0, y0 ∈ δAΘ(p) mit x0 6= y0, so
dass 1

2
(x0 + y0) ∈ δAΘ(p). Dann gibt es zulässige Kontrollen u, v und w, die

den Anfangszustand p nach x0, y0 bzw. 1
2
(x0+y0) zur Zeit θ steuern. Nach Satz

3.84 sind sie eindeutig bestimmte (bis auf Nullmenge), stückweise konstante
Bang-Bang Funktionen. Insbesondere können wir (bis auf die Nullstellen von
c∗x und c∗y)

w =
c∗x

c∗x + c∗y
u +

c∗y

c∗x + c∗y
v

fordern, wobei x und y die Lösungen zu u bzw. v sind. Wie in Beweisteil 6
von Satz 3.84 folgern wir, dass fast überall u = v ist. Aber dann würden x
und y übereinstimmen, und x0 = x(Θ) = y(Θ) = y0 würde zum Widerspruch
führen.

Hilfssatz 3.87. Sei u : [0, Θ] → [−1, 1] eine zulässige zeitoptimale Steue-
rung, die den Anfangszustand p in minimaler Zeit Θ in den Zustand q ∈
AΘ(p) steuert. Falls Θ ≤ ω(p), so gilt x(Θ) ∈ δAΘ(p).

Beweis. Angenommen, es ist q ∈ int (AΘ(p)). Nach Folgerung 3.74 und Vor-
aussetzung 3.80 ist die Menge AΘ(p) kompakt und besitzt ein nichtleeres
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Inneres. Es existiert also ein Simplex mit n + 1 Ecken q0, q1, . . . , qn aus
AΘ(p), dessen Schwerpunkt der Punkt q ist. Dann gibt es zulässige Lösungen
xk : [0, Θ] → Rn, 0 ≤ k ≤ n , mit xk(0) = p und xk(Θ) = qk. Das Simplex ist
die konvexe Hülle seiner Ecken. Wir bezeichnen es durch

S(Θ) := cvx (x0(Θ), . . . , xn(Θ)) .

Da die Funktionen xk(· ) stetig sind, ist q auch im Inneren des Simplex S(t)
für ein t < Θ, das genügend nahe Θ ist. Wegen t ≤ ω(p) ist At(p) konvex.
Es folgt q ∈ S(t) ⊆ At(p). Der Endpunkt q ist daher bereits zur Zeit t < Θ
erreichbar, im Widerspruch zur Minimalität von Θ.

Als Nächstes wird die Restriktion Θ ≤ ω(p) wegfallen.

Satz 3.88 (Schwaches Bang-Bang Prinzip). Jede zulässige extremale und
auch jede zulässige zeitoptimale Kontrolle ist eine stückweise konstante Bang-
Bang Funktion, d.h sie stimmt fast überall mit einer stückweise konstanten
Funktion überein, deren Werte gleich ±1 sind. Insbesondere ist das schwache
Bang-Bang Prinzip (Definition 3.47) gültig.

Beweis. 1. Die messbare Funktion u : [0, T ] → [−1, +1] steuere den Anfangs-
zustand p 6= 0 zu einem Randpunkt q ∈ δAT (p) (zur Zeit T ). Die Funktion
x : [0, T ] → Rn sei die zu u gehörige Lösung. In Lemma 3.78 wird gezeigt,
dass der Wert x(t) ein Randpunkt von At(p) für alle t ∈ [0, T ] ist.

2. Nach Voraussetzung 3.80 gilt p /∈ N . Da N stark invariant ist, folgt
x(t) /∈ N für alle t ∈ [0, T ]. Wir erinnern uns an die Größe δ aus Bezeichnung
3.69. Für alle t ∈ [0, T ] setzen wir δt := δ(x(t)). Es gilt stets 0 < δt ≤ ω(x(t)).
Falls T ≤ ω(p), so folgt bereits aus Satz 3.84, dass die extremale Kontrol-
le u eine stückweise konstante Bang-Bang Funktion ist. Es sei also ohne
Einschränkung T > ω(p). Die Intervalle Ut := (t, t + δt) bilden dann eine of-
fene Überdeckung des kompakten Intervalls [δ0, T ], aus der wir eine endliche
Teilüberdeckung Ut1 , Ut2 , . . . , Utk wählen können. Nachdem wir überlappte
Intervalle entfernt und die Zeitpunkte ti ”

sortiert“ haben, erhalten wir eine
Zerlegung

0 := t0 < t1 < t2 < . . . < tk < T := tk+1 ,

so dass ti+1 − ti < δti für alle 0 ≤ i ≤ k. Es genügt zu zeigen, dass u auf
jedem Intervall [ti, ti+1] eine stückweise konstante Bang-Bang Funktion ist.

3. Aus dem Additionstheorem folgt

Ati+1−ti·x(ti) ⊆ Ati+1−ti·Atip = Ati+1
(p) 3 x(ti+1) .
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Der Zustand x(ti+1) ist also nicht nur ein Randpunkt von Ati+1
(p), sondern

auch von Ati+1−ti·x(ti). Die Kontrolle u(·) steuert auf [ti, ti+1] den Zustand
x(ti) zum Randpunkt x(ti+1) ∈ δ

(
Ati+1−ti·x(ti)

)
in der Zeit ti+1 − ti ≤

ω (x(ti)). Aus Satz 3.84 folgt, dass u eine stückweise konstante Bang-Bang
Funktion auf [ti, ti+1] ist. Da i beliebig vorgegeben ist, gilt dies auch auf dem
gesamten Intervall [0, T ].

4. Es sei v : [0, T ] → [−1, +1] eine zulässige Steuerung, die den Zustand p
in minimaler Zeit T zum Zielpunkt q steuert. Es bezeichne z(t) := Φ(t; v)p
die zugehörige Lösung. Wir zerlegen das Intervall [0, T ] analog zu 2. in Teil-
intervalle [ti, ti+1] (i = 0, 1, . . . , k), so dass ti+1 − ti ≤ ω (z(ti)) für alle i.
Ohne das Bellmannsche Optimalitätsprinzip zitieren zu wollen, sollte es klar
sein, dass die Restriktionen von v auf diese Teilintervalle zeitoptimal sind.
Wenden wir Hilfssatz 3.87 auf die Restriktionen an, so folgt, dass sie ex-
tremal sind, und daher den stückweise konstanten Bang-Bang Funktionen
zuzuordnen sind. Folglich gilt dies auch für v als endliche Konkatenation der
Restriktionen.

Beim Kompaktheitsschluss im letzten Beweis geht die Eindeutigkeit extrema-
ler Kontrollen, die auf Intervallen außerhalb des Konvexitätsbereichs [0, ω(p)]
definiert sind, meist verloren.

Beispiel 3.89. Betrachte wieder das Single-Input Rang-1 System aus Bei-
spiel (3.36)

ẋ =

(
0 1
0 0

)
x + u

(
0
−1

)(
1 0

)
x, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π .

Der Zustand p = ( −1
0 ) liegt auf dem Rand von A2π(p). Um dies nachzu-

weisen, zeigen wir, dass p das einzige Element aus A2π(p) ist, welches auf
der negativen x-Achse liegt. Wir führen dazu wieder die Polarkoordinaten
(r, ρ) ein. Um ausgehend von p wieder die negative x-Achse in der Zeit 2π zu
erreichen, muß eine koordinaten-transformierte Lösung die Winkelgleichung
(basierend auf (3.46))

π + 2kπ = ρ(0) = ρ(2π) = −π +

∫ 2π

0

(1− u(s)) cos2 ρ(s)︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

ds , k ∈ Z

erfüllen. Dies ist nur möglich für k = 0 und k = −1, woraus u = 0 bzw.
u = 1 (fast überall) folgen würde. Offenbar steuern die Kontrollen u = 0
und u = 1 den Punkt p zu sich selbst in der Zeit 2π. Der Zustand p ist
daher ein Randpunkt, der von zwei unterschiedlichen extremalen Kontrollen
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angesteuert wird. Die Eindeutigkeit extremaler Kontrollen ist nur auf dem
Zeitintervall [0, π

2
] sichergestellt.

In Abbildung 3.6 sehen wir erreichbare Punkte aus der Menge A2π(p). Diese
gehören zu stückweise konstanten Bang-Bang Funktionen mit bis zu fünf
Sprungstellen. Die Anzahl der verwendeten Sprungstellen ist durch die Färb-
ung der Punkte ablesbar (z.B. grün ' 5 Sprünge). Da das approximative
Bang-Bang Prinzip gültig ist, können wir bei einer genügend großen Anzahl
an Sprungstellen die erreichbare MengeA2π(p) approximieren. Die Abbildung
soll veranschaulichen, dass nur p = ( −1

0 ) auf der negativen x-Achse liegt.

–3

–2

–1

0

1

–2 –1 1 2 3 4

Abbildung 3.6: Erreichbare Zustände aus A2π(p)

Bemerkung 3.90. O. Hàjek zeigt in [10, p.307ff], dass die Theorie zu Single-
Input Systemen von Rang 1 auch auf Spalten-Kontrollsysteme der Form

ẋ = (A + uc∗)x, u(t) ∈ U , X = Rn

mit Steuerbereich

U =

{
m∑

k=1

µkbk

∣∣∣∣ − 1 ≤ µk ≤ 1

}
, b1, . . . , bm ∈ Rn

übertragbar ist. Es gibt für solche Systeme i.A. kein assoziiertes lineares
System, das beobachtbar und kontrollierbar sein könnte. Man fordert statt-
dessen, dass die Vektoren bk die sog.

”
Normalitätsbedingung“

〈A + uc∗; bk〉 = Rn ∀u ∈ U , 1 ≤ k ≤ m

erfüllen, um beispielsweise das schwache Bang-Bang Prinzip herleiten zu
können.
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Kapitel 4

Ein-Ausgangsverhalten
bilinearer Systeme

4.1 Einführung

In diesem Kapitel wollen wir das Ein-Ausgangsverhalten bilinearer Systeme
untersuchen. Dazu betrachten wir ein initialisiertes bilineares System Σ mit
Ausgang, gegeben durch die Gleichungen

ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

i=1

Nix(t)ui(t) + Bu(t), t ∈ [0, T ] , (AWP)

y(t) = Cx(t) ,

x(0) = x0 ,

mit Zustandsraum X = Rn, Steuerbereich U = Rm und Messbereich Y = Rq.
A, B, C,N1, . . . , Nm sind konstante Matrizen von angemessener Form, d.h.
B ∈ Rn×m, C ∈ Rq×n und A, N1, . . . , Nm ∈ Rn×n. Unser Interesse konzen-
triert sich auf das Zeitintervall [0, T ] mit fester Anfangszeit 0 und fester
Endzeit T > 0. Die zulässigen Eingangsfunktionen seien genau die messba-
ren, lokal (essentiell) beschränkten Funktionen über diesem Intervall. Indem
wir Kontrollfunktionen, die fast überall gleich sind, miteinander identifizie-
ren, können wir den Banachraum L∞([0, T ], Rm) als die Menge zulässiger
Kontrollfunktionen wählen.
Wie in Abschnitt 1.4 gezeigt, können wir das Ein-Ausgangsverhalten durch
eine Responsefunktion oder eine Ein-Ausgangsfunktion charakterisieren. Hält
man Anfangs- und Endzeit fest, so ist die Responsefunktion aus Definition

101
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1.3 durch die Abbildung

λ : [0, T ]× L∞([0, T ], Rm) −→ Rq

λ(t; u) := Cx(t; x0, u)

gegeben, wobei x(· ; x0, u) die maximale Lösung von (AWP) zur Kontrolle u
bezeichne. Die Responsefunktion ist nichts anderes als die punktweise Aus-
wertung der Ein-Ausgangsfunktion

Ψ : L∞([0, T ], Rm) −→ C0([0, T ], Rq)

Ψ(u)(t) := Cx(t; x0, u) .

Falls keine Ausgangsfunktion
”
y(t) = Cx(t)“ in der Systemgleichung angege-

ben ist, so gehen wir davon aus, dass alle Zustandsgrößen messbar sind (d.h.
Y = X ). Die Ausgangsfunktion soll dann implizit durch die Einheitsmatrix
C := I des Rn×n bestimmt sein.

Definition 4.1. Wir bezeichnen eine Folge von Partialsummen sk :=
∑k

i=0 xi,
dessen Summanden xi Elemente aus einem Banachraum (X, ‖·‖) sind, als
Reihe

∑∞
i=0 xi im Banachraum X. Die Reihe heißt konvergent, wenn die Fol-

ge (sk) in X konvergiert. In diesem Fall wird der Grenzwert ebenfalls mit∑∞
i=0 xi bezeichnet.

Ferner heißt die Reihe absolut konvergent, falls die Reihe der Normen
∑∞

i=0 ‖xi‖
konvergiert.
Da die Folge der Partialsummen einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchy-
Folge im vollständigen Raum X ist, folgt, dass jede absolut konvergente Reihe
in einem Banachraum konvergiert.

Definition 4.2. Man sagt, die Ein-Ausgangsfunktion

Ψ : L∞([0, T ], Rm) −→ C0([0, T ], Rq)

hat eine Volterra-Reihen-Repräsentation, falls es zu jedem Multiindex (i1 . . . ik)
von beliebiger Länge k > 0, mit Elementen i1, . . . , ik aus der Menge {1, . . . ,m},
eine Funktion ωi1...ik gibt, so dass alle Funktionen ωi1...ik zusammen mit einer
weiteren Funktion ω0 den folgenden Bedingungen genügen:

1. ω0 ist eine stetige Funktion der Form ω0 : [0, T ] → Rq.

2. Jedes ωi1...ik ist eine stetige Funktion der Form ωi1...ik : Dk → Rq, definiert
über der Menge

Dk := {(t, s1, . . . , sk) | 0 ≤ sk ≤ . . . ≤ s1 ≤ t ≤ T} .
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3. Es existiert ein δ > 0, so dass für alle t ∈ [0, T ] gilt:

Φ(u)(t) = ω0(t)+ (4.1)
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0︸ ︷︷ ︸
k

ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1 ,

falls ‖u‖∞ < δ. (Dabei ist
∫ s0

0
:=
∫ t

0
.)

4. Die Reihe in 3. ist für jede zulässige Kontrolle u(·) mit ‖u‖∞ < δ eine
konvergente Reihe im Banachraum

(
C([0, T ], Rq), ‖· ‖0

)
. (Insbesondere kon-

vergiert sie gleichmäßig über [0, T ].)

Sprechweise 4.3. Die Funktionen ω0 und ωi1...ik werden auch (Volterra-)
Kerne der Ordnung 0 bzw. k genannt. Die Reihe im dritten Definitionsteil
heißt Volterra-Reihe.

Bezeichnung 4.4. Falls angebracht, sollen die Abkürzungen

dsk := dskdsk−1 . . . ds1 ,

ωi1...ik(t, s
k) := ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)

die Schreibweise vereinfachen.

Bemerkung 4.5. In Teil 4 der Definition steckt implizit die Forderung, dass
die Summanden der Volterra-Reihe stetige Funktionen in t sind (für eine
vorgegebene Kontrolle u). Man kann sich leicht überlegen, dass dies bereits
durch die Stetigkeit der Kerne impliziert wird. Denn für alle k ∈ N und jeden
Multiindex (i1 . . . ik), mit Elementen aus {1, . . . ,m}, ist die Funktion

[0, T ]× Rk −→ Rq

(t, s) 7−→ χDk
(t, s1, . . . , sk)·ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)·ui1(s1) . . . uik(sk)

bis auf höchstens eine Sprungstelle von χDk
stetig in t (bei festem s), inte-

grierbar in s (bei festem t) und essentiell beschränkt, zumal der Kern ωi1...ik

stetig über der kompakten Menge Dk ist. Aufgrund des Satzes von der ma-
jorisierten Konvergenz [7, p.98] folgt, dass all diese Funktionen

t 7−→
m∑

i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk

(d.h die Summanden der Volterra-Reihe) stetig über [0, T ] sind.
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Wir setzen uns die folgenden Ziele:

• Berechnung der Volterra-Reihen-Repräsentation für das System (AWP).

• Nachweis der Eindeutigkeit dieser Repräsentation.

• Herleitung eines Kriteriums für die Endlichkeit von Volterra-Reihen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir kurz auf die Anwendbarkeit
von Volterra-Reihen eingehen. Dies wird unsere Bemühungen rechtfertigen.

4.2 Existenz der Volterra-Reihen-Repräsen-

tation

Wir wollen die Volterra-Reihen-Repräsentation der Ein-Ausgangsfunktion
von (AWP) herleiten. Dazu müssen die Kerne berechnet werden. Ein wichti-
ges Hilfsmittel ist Variation der Konstanten. Setzt man

b(t) :=
∑m

i=1 Nix(t)ui(t) + Bu(t)

in die Formel (B.27) ein für ein vorgegebenes u ∈ L∞([0, T ], Rm) mit zug.
Lösung x(· ) von (AWP), so erhält man

Ψ(u)(t) = CeAtx0 +

∫ t

0

CeA(t−s)

( m∑
i=1

Nix(s)ui(s) + Bu(s)

)
ds . (4.2)

Beispiel 4.6 (Lineare Systeme). Sind die Matrizen N1, . . . , Nm gleich Null,
so ist die Volterra-Reihen-Repräsentation gefunden:

Ψ(u)(t) = CeAtx0+

∫ t

0

CeA(t−s)Bu(s)ds = CeAtx0+
m∑

i=1

∫ t

0

CeA(t−s)biui(s)ds ,

(4.3)
wobei bi die i-te Spalte von B sei. Die Kerne sind

ω0(t) = CeAtx0 , (4.4a)

ωi(t, s) = CeA(t−s)bi , (4.4b)

ωi1...ik(t, s
k) = 0 ∀k ≥ 2 . (4.4c)

Sonst läßt sich keine direkte Abhängigkeit der Ausgangsfunktion von der Ein-
gangsfunktion herleiten, da auf der rechten Seite von (4.2) der Zustandsvektor
x auftaucht. Ein indirekter Ansatz soll helfen die Kerne zu bestimmen: Man
approximiert bilineare Systeme durch lineare, deren Kerne aus (4.4) bekannt
sind, und berechnet die Kerne der Approximation.
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Satz 4.7 (Approximationseigenschaft bilinearer Systeme). Sei x(·) die Lösung
von (AWP) bzgl. der Eingangsfunktion u ∈ L∞([0, T ], Rm).
Dann existiert eine Folge stetiger Funktionen (xk)k∈N ⊂ C([0, T ], Rn) mit

lim
k→∞

xk = x (4.5)

im normierten Raum
(
C([0, T ], Rn), ‖· ‖0

)
.

Die Funktionen erhält man sukzessiv als Lösungen der linearen Differential-
gleichungen

ẋ0(t) = Ax0(t) + Bu(t) , (4.6)

ẋk(t) = Axk(t) +
∑m

i=1
Nixk−1(t)ui(t) + Bu(t) (k = 1, 2, . . .)

mit gemeinsamer Anfangsbedingung xk(0) = x0 für k ≥ 0.

Beweis. Ich führe die
”
Fehlerfunktion“

zk(t) = x(t)− xk(t) (k = 0, 1, . . .) (4.7)

ein. Es ist zu zeigen, dass ‖zk(t)‖ gleichmäßig gegen Null konvergiert im
Intervall [0, T ] (für k →∞).
Ohne Einschränkung1 sei ‖u(t)‖ < δ für alle t ∈ [0, T ].
Variation der Konstanten (B.27) liefert:

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)

(
m∑

i=1

Nix(s)ui(s) + Bu(s)

)
ds

und

xk(t) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−s)

(
m∑

i=1

Nixk−1(s)ui(s) + Bu(s)

)
ds (4.8)

(k = 1, 2, . . .)

Dies setzt man in (4.7) ein und rechnet aus:

zk(t) =

∫ t

0

eA(t−s)

(
m∑

i=1

Nizk−1(s)ui(s)

)
ds

1Wähle beschränkten Repräsentanten aus L∞([0, T ], Rm)
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Es gilt folgende Abschätzung für alle t, s ∈ [0, T ], a ∈ Rn:∥∥∥∥eA(t−s)

k∑
i=1

Niaui(s)

∥∥∥∥ ≤ ‖eA(t−s)‖·
∥∥∥∥ m∑

i=1

Niaui(s)

∥∥∥∥
≤ ‖eA(t−s)‖·

m∑
i=1

(‖Nia‖· |ui(s)|)

≤ max
t,s∈[0,T ]

‖eA(t−s)‖· δ·

(
m∑

i=1

‖Ni‖

)
︸ ︷︷ ︸

:=M

· ‖a‖ ≤ M‖a‖

Also

‖zk(t)‖ ≤
∫ t

0

∥∥∥∥eA(t−s)

m∑
i=1

Ni zk−1(s)︸ ︷︷ ︸
a

ui(s)

∥∥∥∥ds ≤ M

∫ t

0

‖zk−1(s)‖ds

≤ M2

∫ t

0

∫ s1

0

‖zk−2(s2)‖ds2ds1 ≤ . . .

≤ Mk

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

‖z0(sk)‖dskdsk−1 . . . ds1 .

Mit x0(·), x(·) ist auch z0(·) stetig über [0, T ] und es gibt daher eine Konstante
K > 0, so dass

‖z0(t)‖ ≤ K ∀t ∈ [0, T ] .

Und wir folgern für alle t aus [0, T ]:

‖zk(t)‖ ≤ MkK

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

dskdsk−1 . . . ds1︸ ︷︷ ︸
tk

k!

≤ (MT )k

k!
K (für k ∈ N0)

Schließlich
∞∑

k=0

‖zk‖0 ≤
∞∑

k=0

(MT )k

k!
K = KeMT < ∞

und somit ‖zk‖0 → 0 für k →∞.

Wir führen die Funktionenfolge (pk)k∈N mit

p0 := x0 , pk := xk − xk−1 (k = 1, 2, . . .)

ein, um den Limes (4.5) als Reihe in C([0, T ], Rn) auszuwerten:

x = lim
l→∞

xl = lim
l→∞

(
x0︸︷︷︸
p0

+
l∑

k=1

(xk − xk−1)

)
=

∞∑
i=0

pk (4.9)
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Insbesondere gilt dann punktweise

x(t) =
∞∑

k=0

pk(t) ∀t ∈ [0, T ] . (4.10)

Die Funktion p0(t) ist die Lösung von (4.6), d.h.

p0(t) = eAtx0 +
m∑

i=1

∫ t

0

eA(t−s)biui(s)ds . (4.11)

Durch sukzessive Substituitionen mittels (4.8) erhalten wir eine ähnliche Dar-
stellung für die restlichen Funktionen pk(t), falls k ≥ 1:

pk(t) = xk(t)− xk−1(t)
(4.8)
=

m∑
i1=1

∫ t

0

eA(t−s1)Ni1 pk−1(s1)︸ ︷︷ ︸ui1(s1)ds1

(4.8)
=

m∑
i1=1

∫ t

0

eA(t−s1)Ni1

[ m∑
i2=1

∫ s1

0

eA(s1−s2)Ni2 pk−2(s2)︸ ︷︷ ︸ui2(s2)ds2

]
ui1(s1)ds1

=
m∑

i1=1

∫ t

0

eA(t−s1)Ni1

[ m∑
i2=1

∫ s1

0

eA(s1−s2)Ni2

[ m∑
i3=1

∫ s2

0

eA(s2−s3)Ni3 . . .

. . .

[ m∑
ik=1

∫ sk−1

0

eA(sk−1−sk)Nik

[
eAskx0 +

m∑
ik+1=1

∫ sk

0

eA(sk−sk+1)bik+1 ·

·uik+1
(sk+1)dsk+1

]
uik(sk)dsk

]
. . . ui3(s3)ds3

]
ui2(s2)ds2

]
ui1(s1)ds1

(4.12)

Wir nutzen die Linearitäten in (4.12), um die Integrale und das Pluszeichen
nach außen zu ziehen, und setzen das Ergebnis zusammen mit (4.11) in die
Reihe (4.10) ein. Auf diese Weise gewinnen wir eine Darstellung des Zu-
stands x(t), die nur von der Eingabefunktion u(·) und dem Anfangszustand
x0 abhängt. Derartige Darstellungen nennt man Input-to-State Repräsenta-
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tionen:

x(t) = eAtx0+ (4.13a)

+
m∑

i=1

∫ t

0

eA(t−s)biui(s)ds+ (4.13b)

+
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik+1=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . . (4.13c)

. . . eA(sk−1−sk)Nike
A(sk−sk+1)bik+1ui1(s1)ui2(s2) . . . uik+1

(sk+1)dsk+1

+
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . . (4.13d)

. . . eA(sk−1−sk)Nike
Askx0ui1(s1)ui2(s2) . . . uik(sk)dsk

Der Ausdruck lässt sich weiter vereinfachen, indem wir (4.13b) und (4.13c)
zusammenfassen zu

∞∑
k=0

m∑
i1,...,ik+1=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−1−sk)Nike
A(sk−sk+1)bik+1ui1(s1)ui2(s2) . . . uik+1

(sk+1)dsk+1 ,

und den Index k inkrementiern

∞∑
k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

eA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−2−sk−1)Nik−1
eA(sk−1−sk)bikui1(s1)ui2(s2) . . . uik(sk)dsk .

Indem wir die rechte Seite von (4.13) von links mit der Matrix C multiplizie-
ren, erhalten wir die Ausgangsgröße y(t) = Cx(t). Sie entspricht dem Wert
der Responsefunktion λ(t; u).

Lemma 4.8 (Zerlegungseigenschaft der Responsefunktion). Die Response-
funktion des bilinearen Systems (AWP) läßt sich zerlegen in die Summe

λ(t; u) = λx0(t; u) + λu(t; u) + λx0u(t; u)
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von drei Termen, die sich jeweils in Volterra-Reihen entwickeln lassen:

λx0(t; u) = CeAtx0 ,

λu(t; u) =
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

CeA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−2−sk−1)Nik−1
eA(sk−1−sk)bikui1(s1)ui2(s2) . . . uik(sk)dsk,

λx0u(t; u) =
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk

0

CeA(t−s1)Ni1e
A(s1−s2)Ni2 . . .

. . . eA(sk−1−sk)Nike
Askx0ui1(s1)ui2(s2) . . . uik(sk)dsk

Der erste Term λx0(t; u) ist der sogenannte Zero-Input Response—er ent-
spricht dem Wert der Responsefunktion λ(t; 0) zur Kontrolle u = 0.
Der zweite Term λu(t; u) ist der sogenannte Zero-State Response—er be-
stimmt den Teil der Ausgangsgröße y(t) := λ(t; u), der nicht vom Anfangs-
zustand x0 abhängt.

Satz 4.9 (Existenz der Volterra-Reihen-Repräsentation). Für alle zulässigen
Kontrollfunktionen u(·) ist die Reihe

Ψ(u)(t) = ω0(t)+
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1

mit den Kernen

ω0(t) = CeAtx0 , (4.14)

ωi1(t, s1) = CeA(t−s1)(bi1 + Ni1e
As1x0) ,

ωi1...ik(t, s
k) = CeA(t−s1) ·Ni1e

A(s1−s2)·
·Ni2e

A(s2−s3)·
...

·Nik−1
eA(sk−1−sk)· (bik + Nike

Askx0) ∀k ≥ 2

absolut konvergent in C([0, T ], Rq), d.h.
∑∞

k=0 ‖ . . . ‖0 < ∞.
Die Volterra-Reihen-Repräsentation der Ein-Ausgangsfunktion des bilinearen
Systems (AWP) ist gefunden.

Beweis. 1. Die Konvergenz in C([0, T ], Rq) folgt bereits aus Satz 4.7. Denn
die Funktionenfolge xk(·) von dort entspricht nach Konstruktion (4.9) genau
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den Partialsummen der Volterra-Reihe (bis auf Linksmultiplikation mit der
Matrix C). Weil jede absolut konvergente Reihe im Banachraum C([0, T ], Rq)
konvergiert, wird dies gleich nochmals bewiesen. Wegen Lemma 4.8 sind dann
alle Bedingungen aus Definition 4.2 durch die gewählten Kerne erfüllt.

2. Wir zeigen zunächst, dass die Kerne auf ihrem Definitionsbereich eine
Wachstumsbedingung erfüllen:
Es existieren reelle Zahlen K ≥ 0 und M > 0, so dass

‖ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)‖ ≤ KMk (4.15)

für alle 0 ≤ sk ≤ . . . ≤ s1 ≤ t ≤ T , k ≥ 0 und allen Multiindizes (i1 . . . ik)
mit Elementen i1, . . . , ik aus der Menge {1, . . . ,m}.
Setze dazu

KA := max
t∈[0,T ]

‖eAt‖ ,

KN := max {1, ‖N1‖, . . . , ‖Nm‖} ,

KB := max
{
‖b1‖, . . . , ‖bm‖

}
.

Es gilt:

‖ωi1...ik(t, s
k)‖ =‖CeA(t−s1)Ni1e

A(s1−s2) . . . Nik−1
eA(sk−1−sk)(Nike

Askx0 + bik)‖
≤‖C‖· ‖eA(t−s1)‖· ‖Ni1‖· ‖eA(s1−s2)‖ . . . ‖Nik−1

‖· ‖eA(sk−1−sk)‖·
· (‖Nik‖· ‖eAsk‖· ‖x0‖+ ‖bik‖)

≤‖C‖KA
kKN

k−1(KNKA‖x0‖+ KB)

=KA
kKN

k(‖C‖KA‖x0‖+ ‖C‖KBK−1
N )

Wähle nun K := ‖C‖KA‖x0‖ + ‖C‖KBK−1
N und M := KAKN , um die

Bedingung (4.15) zu erfüllen.
Jetzt können wir das Integral abschätzen:∥∥∥∥∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

‖ωi1...ik(t, s
k)‖· |ui1(s1)| · · · |uik(sk)|dsk . . . ds1

≤ ‖ui1‖∞ · · · ‖uik‖∞KMk tk

k!

≤ K
(MT‖u‖∞)k

k!
∀t ∈ [0, T ] (4.16)
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Insgesamt gilt∥∥ω0(t)
∥∥

0
+

∞∑
k=1

∥∥∥∥ m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk

∥∥∥∥
0

≤ K

∞∑
k=0

(mMT‖u‖∞)k

k!
≤ K exp(mMT‖u‖∞) < ∞ .

Die absolute Konvergenz ist bewiesen.

Bemerkung 4.10. Es gibt eine weitere Möglichkeit, die Volterra-Reihen-
Repräsentation von Ψ herzuleiten. Die Vorgehensweise ist sehr elegant bei
homogenen Systemen und läßt sich problemlos auf nichtautonome Systeme
anwenden. Betrachte etwa das homogene bilineare System in Rn mit Ausgang

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

i=1

ui(t)Ni(t)x(t) , u(·) ∈ L∞([0, T ], Rm) , x(t) ∈ Rn ,

y(t) = Cx(t) , y(t) ∈ Rq , t ∈ [t0, T ] ,

x(t0) = x0 ,

gegeben durch messbare, (essentielle) beschränkte Funktionen A, N1, . . . , Nm :
[0, T ] → Rn×n und einer n× n Matrix C.
Mit X(· ) := Φ(· ; t0, u) bezeichnen wir die Fundamentallösung des assoziier-
ten Matrixsystems zur Kontrolle u. Durch die Substituition

Z(t) := Φ(t0; t, 0)X(t)

erhalten wir ein
”
äquivalentes“ Matrixsystem, in dessen Systemgleichung die

Matrix A(t) eliminiert ist. Ähnlich wie in (2.22), ist dieses System folgender-
maßen bestimmt:

Ż(t) =

(
m∑

k=1

uk(t)Φ(t0; t, 0)Nk(t)Φ(t; t0, 0)

)
︸ ︷︷ ︸

:=U(t)

Z(t) = U(t)Z(t) .

(Diese Gleichung erhält man direkt durch Ableiten mittels Produktregel un-
ter Berücksichtigung der Regeln aus Folgerung 2.21.)
Zur Vereinfachung setzen wir Fk(t) := Φ(t0; t, 0)Nk(t)Φ(t; t0, 0). Wir können
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nun Z(t) in eine Neumann-Reihe entwickeln. Dies ergibt

Z(t) = I +
∞∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

U(s1)U(s2) . . . U(sk)dsk . . . ds2ds1 =

I +
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

. . .

∫ sk−1

t0

Fi1(s1) . . . Fik(sk) ui1(s1) . . . uik(sk)dsk .

Wegen y(t) = Cx(t) = CX(t)x0 = CΦ(t; t0, 0)Z(t)x0, folgt

y(t) = CΦ(t; t0, 0)x0 +
∞∑

k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

. . .

∫ sk−1

t0

ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)·

·ui1(s1)ui2(s2) . . . uik(sk)dsk

mit den Kernen

ωi1...ik(t, s
k) = C ·Φ(t; s1, 0)Ni1(s1)·

·Φ(s1; s2, 0)Ni2(s2)·
·Φ(s2; s3, 0)Ni3(s3)·
...

·Φ(sk−1; sk, 0)Nik(sk)· Φ(sk; t0, 0)x0 ∀ k ≥ 1 .

Indem wir Φ(sk−1; sk, 0) := eA(sk−1−sk) und t0 := 0 setzen, gewinnen wir ge-
nau die Volterra-Reihe aus Satz 4.9—angewandt auf das homogene System
(AWP) mit B = 0.
Mit Variation der Konstanten könnten wir auch die Volterra-Reihen-Repräsen-
tation bezüglich inhomogener bilinearer Systeme der Form

ẋ(t) = A(t)x(t) +
m∑

i=1

ui(t)Ni(t)x(t) + B(t)u(t) , u(t) ∈ Rm , x(t) ∈ Rn ,

y(t) = Cx(t) , y(t) ∈ Rq , t ∈ [t0, T ] ,

x(t0) = x0 ,

mit zusätzlicher messbarer und (essentiell) beschränkter Funktion B : [0, T ] →
Rn×m, herleiten. Dies wäre allerdings sehr mühsam, weswegen nur das Er-
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gebnis in Form der zugehörigen Volterra-Kerne angegeben wird:

ω0(t) = CΦ(t; t0, 0)x0 ,

ωi1(t, s1) = CΦ(t; s1, 0)
(
bi1(s1) + Ni1(s1)Φ(s1; t0, 0)x0

)
,

ωi1...ik(t, s
k) = CΦ(t; s1, 0) ·Ni1(s1)Φ(s1; s2, 0)·

·Ni2(s2)Φ(s2; s3, 0)·
·Ni3(s3)Φ(s3; s4, 0)·
...

·Nik−1
(sk−1)Φ(sk−1; sk, 0)·

·
(
bik(sk) + Nik(sk)Φ(sk; t0, 0)x0

)
,

wobei bik(t) = B(t)· eik und k ≥ 2.

Beispiel 4.11. Zur Übung berechnen wir die Volterra-Reihen-Repräsentati-
on des Oszillator-Modells (leicht modifiziert) aus Beispiel 2.15

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
−ω2 0

)(
x1

x2

)
+ u

(
0 0
−1 0

)(
x1

x2

)
,

y =
(
1 0

)(x1

x2

)
, u(t) ∈ R, X = R2

bezüglich der Anfangsbedingung x(0) = ( 0
ω ).

(Vorsicht: Hier bezeichnet ω ausnahmsweise eine physikalische Konstante.)
MAPLE berechnet die Matrixexponentialfunktion

eAt =
∞∑

k=0

tk

k!

(
0 1
−ω2 0

)k

=

(
cos(ωt) 1

ω
sin(ωt)

−ω sin(ωt) cos(ωt)

)
.

Wir wählen in (4.14) C = e∗1, bik = 0, N1 = (−e2)e
∗
1 und x0 = e2ω, um

die Kerne ω̃0 und ω̃i1...ik zu bestimmen. (Dabei ist ek der k-te kanonische
Einheitsvektor des R2.) Es folgt

ω̃0(t) = CeAtx0 = e∗1e
Ate2ω = sin(ωt) ,

ω̃1,1,...,1(t, s
k) = e∗1e

A(t−s1)(−e2)· e∗1eA(s1−s2)(−e2)·
· e∗1eA(s2−s3)(−e2)·
...

· e∗1eA(sk−1−sk)(−e2)· e∗1eAske2ω

=
(−1)k

ωk
sin
(
ω(t− s1)

)( k∏
l=2

sin
(
ω(sl−1 − sl)

))
sin(ωsk), k ≥ 1,

ω̃i1...ik(t, s
k) = 0 , sonst .
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Schließlich ergibt sich:

Ψ(u)(t) = sin(ωt)+

+
∞∑

k=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

(−1)k

ωk
sin
(
ω(t− s1)

)( k∏
l=2

sin
(
ω(sl−1 − sl)

))
·

· sin(ωsk)u(s1)u(s2) . . . u(sk)dsk . . . ds2ds1

4.3 Eindeutigkeit der Volterra-Reihen-Reprä-

sentation

Indem wir die Volterra-Reihe aus Definition 4.2 abbrechen, können wir die
Ein-Ausgangsfunktion Ψ approximieren. Der Fehlerterm dieser Approxima-
tion läßt sich mit Hilfe des Landau-Symbols beschreiben.

Bezeichnung 4.12. Es seien Ψ1,Ψ2 zwei Abbildungen von L∞([0, T ], Rm)
nach C0([0, T ], Rq) und u, u0 ∈ L∞([0, T ], Rm). Die Notation

Ψ1(u) = Ψ2(u) + o(‖u‖l
∞) für u → u0

bedeutet, dass für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass

‖Ψ1(u)−Ψ2(u)‖0 < ε‖u‖l
∞

für alle u mit ‖u− u0‖∞ < δ.

Definition 4.13. Man sagt, die Ein-Ausgangsfunktion

Ψ : L∞([0, T ], Rm) → C0([0, T ], Rq)

hat eine Volterra-Entwicklung der Länge l, falls es zu jedem Multiindex
(i1 . . . ik) der Länge k ∈ {1, . . . , l}, mit Elementen i1, . . . , ik aus der Menge
{1, . . . ,m}, eine Funktion ωi1...ik gibt, so dass alle Funktionen ωi1...ik zusam-
men mit einer weiteren Funktion ω0 die folgenden Bedingungen erfüllen:

1. ω0 ist eine stetige Funktion der Form ω0 : [0, T ] → Rq.

2. Jedes ωi1...ik ist eine stetige Funktion der Form ωi1...ik : Dk → Rq, definiert
über der Menge

Dk := {(t, s1, . . . , sk) | 0 ≤ sk ≤ . . . ≤ s1 ≤ t ≤ T} .
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3. Es ist

Ψ(u)(t) = ω0(t)+ (4.17)

l∑
k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk + o(‖u‖l

∞)

für u → 0. (Dabei ist
∫ s0

0
:=
∫ t

0
.)

Satz 4.14. Die Ein-Ausgangsfunktion Ψ : L∞([0, T ], Rm) → C0([0, T ], Rq)
eines Systems Σ besitze eine Volterra-Reihen-Repräsentation. Angenommen,
es existieren reelle Zahlen K ≥ 0 und M > 0, so dass die Volterra-Kerne
dieser Repräsentation auf ihrem Definitionsbereich der Wachstumsbedingung

‖ω0(t)‖ ≤ K, ‖ωi1...ik(t, s
k)‖ ≤ k!KMk (4.18)

für alle k ∈ N und allen Multiindizes genügen.
Dann hat Ψ eine Volterra-Reihen Entwicklung beliebiger Länge l ≥ 0, welche
durch die l-te Partialsumme gegeben ist.

Beweis. Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Definition 4.2.

1. Bricht man die Volterra-Reihe aus Definition 4.2 nach dem l-ten Summan-
den ab, so bleibt ein Restterm der Form

Rl+1(u)(t) =
∞∑

k=l+1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk .

Um die Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dass

Rl+1(u) = o(‖u‖l
∞) für u → 0 .

2. Wir führen für alle k ∈ N die Konstanten

C0 := K und Ck := K(mTM)k

ein. Analog zu (4.16) gewinnen wir aus der Wachstumsbedingung (4.18) die
Abschätzungen

max
t∈[0,T ]

(
m∑

i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

‖ωi1...ik(t, s
k)‖dskdsk−1 . . . ds1

)
≤ Ck

und maxt∈[0,T ] ‖ω0(t)‖ ≤ C0 für alle k ∈ N und allen Multiindizes.
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3. Wie jede geometrische Reihe hat auch die Potenzreihe
∑∞

k=0 Ckz
k einen

positiven Konvergenzradius. Insbesondere ist

C :=
∞∑

k=l+1

Ckr
k−(l+1) < ∞ für ein r > 0.

Es folgt für alle t ∈ [0, T ] und u ∈ L∞([0, T ], Rm) mit ‖u‖∞ ≤ r :

‖Rl+1(u)(t)‖ ≤
∞∑

k=l+1

(
m∑

i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

‖ωi1...ik(t, s
k)‖dsk· ‖u‖k

∞

)

≤
∞∑

k=l+1

Ck‖u‖l+1
∞ rk−(l+1) = C· ‖u‖l+1

∞

Dies impliziert

lim
‖u‖→0
u 6=0

‖Rl+1(u)‖0

‖u‖l
∞

= 0

und somit die Behauptung Rl+1(u) = o(‖u‖l
∞) für u → 0.

Bemerkung 4.15. Wir können aus der Wachstumsbedingung (4.18) und
der Stetigkeit der Kerne die absolute Konvergenz einer Volterra-Reihe in
C0([0, T ], Rq) ableiten, falls die Kontrollen u genügend klein sind. Wie wir im
letzten Beweis gesehen haben, wird nämlich die Reihe der Normen durch eine
geometrische Reihe majorisiert. Dass die Kerne unseres bilinearen Systems
(AWP) die Bedingung (4.18) erfüllen, wird im Beweis von Satz 4.9 gezeigt.
Die Tatsache, dass der Restterm solcher Systeme von Ordnung o(‖u‖l

∞) für
u → 0 ist, wird die Grundlage bei der Analyse der Volterra-Reihen-Repräsen-
tation hinsichtlich der Eindeutigkeit seiner Kerne bilden.

Satz 4.16 (Eindeutigkeit). Es seien Ψ1,Ψ2 zwei Ein-Ausgangsfunktionen der
Form Ψ : L∞([0, T ], Rm) → C0([0, T ], Rq), welche eine Volterra-Entwicklung
der Länge l besitzen. Ist

Ψ1(u) = Ψ2(u) + o(‖u‖l
∞) für u → 0 , (4.19)

so stimmen die Kerne ωi1...ik(t, s
k) der Volterra-Entwicklung von Ψ1 und die

Kerne ω̃i1...ik(t, s
k) der Volterra-Entwicklung von Ψ2 überein, d.h

ω0 = ω̃0 und ωi1...ik = ω̃i1...ik ∀1 ≤ k ≤ l .

(Zur Vereinfachung, werde durch (i1 . . . ik) ein beliebiger Multiindex der Länge
k mit Elementen in {1, . . . ,m} repräsentiert.)
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Beweis. 1. Wähle die Steuerung u ≡ 0, um ω0(t) = ω̃0(t) zu zeigen.

2. Als nächstes zeigen wir∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

[ωi1...ik(t, s
k)−ω̃i1...ik(t, s

k)]ui1(s1) . . . uik(sk)dsk = 0

∀u ∈ L∞([0, T ], Rm), ∀1 ≤ k ≤ l . (4.20)

Angenommen, dies ist falsch. Dann bezeiche r ∈ {1, . . . , l} den kleinstmögli-
chen Index, so dass∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sr−1

0

[ωi1...ir(t, s
r)− ω̃i1...ir(t, s

r)]ui1(s1) . . . uir(sr)dsr = z 6= 0

für eine Kontrolle u.
Setze νn := 1

n
u für eine natürliche Zahl n und wähle ein beliebiges ε > 0.

Nach Voraussetzung (4.19) und der Minimalitätseigenschaft von r gilt bzgl.
der Kontrollfunktion νn∥∥∥∥ l∑

k=r

(
1
n

)k m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

[ωi1...ik(t, s
k)− ω̃i1...ik(t, s

k)]·

·ui1(s1) . . . uik(sk)dsk

∥∥∥∥
< ε( 1

n
‖u‖∞)l

für alle n ∈ N genügend groß. Multiplikation mit nr ergibt:∥∥∥∥z +
l∑

k=r+1

nr−k . . .

∥∥∥∥ < εnr−l‖u‖l
∞

Die linke Seite der Ungleichung konvergiert gegen ‖z‖ > 0 für n → ∞,
während die rechte beliebig klein gemacht werden kann (ε frei wählbar). Das
ist ein Widerspruch. Also existiert kein solches r.

3. Um den Beweis abzuschließen, zeigen wir, dass (4.20) die Gleichung
ωi1...ik(t, s

k) = ω̃i1...ik(t, s
k) impliziert für 1 ≤ k ≤ l. Exemplarisch wird nur

der Fall k = 2 vorgeführt. Der allgemeine Fall wird analog bewiesen. Sei jetzt
a ∈ (0, T ]. Wir definieren die Eingabefunktion u komponentenweise

ui(s) :=

{
n, falls a− 1

n
≤ s ≤ a

0, sonst
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(i = 1, . . . m) und setzen sie in (4.20) ein. Wir stellen fest, indem wir a und
n variieren, dass∫ a

a− 1
n

∫ s1

a− 1
n

[ωi1,i2(t, s1, s2)− ω̃i1,i2(t, s1, s2)]n
2ds2ds1 = 0

für alle 0 < a ≤ t ≤ T und alle n ∈ N. Folglich gilt unter Ausnutzung der
Substituitionsregel und des Satzes der majorisierten Konvergenz

lim
n→∞

n2

∫ a

a− 1
n

∫ s1

a− 1
n

[ωi1,i2(t, s1, s2)− ω̃i1,i2(t, s1, s2)] ds2ds1 = 0

⇒ lim
n→∞

n2

∫ 0

− 1
n

∫ s1

− 1
n

[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, s1 + a, s2 + a) ds2ds1 = 0

⇒ lim
n→∞

∫ 0

−1

∫ s1

−1

[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t,
s1

n
+ a,

s2

n
+ a) ds2ds1 = 0

⇒
∫ 0

−1

∫ s1

−1

lim
n→∞

[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t,
s1

n
+ a,

s2

n
+ a) ds2ds1 = 0

⇒ [ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, a, a)

∫ 1

0

∫ s1

0

1 ds2ds1 =
1

2!
[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, a, a) = 0

⇒ ωi1,i2(t, a, a)− ω̃i1,i2(t, a, a) = 0 .

Da ωi1,i2 − ω̃i1,i2 stetig ist, ist auch ωi1,i2(t, 0, 0)− ω̃i1,i2(t, 0, 0). Also

ωi1,i2(t, a, a)− ω̃i1,i2(t, a, a) = 0 ∀0 ≤ a ≤ t ≤ T .

4. Nun verwenden wir in (4.20) die Kontrolle

ui(s) :=


n, falls a− 1

n
≤ s ≤ a

n, falls b− 1
n
≤ s ≤ b

0, sonst

für i = 1, . . . ,m, wobei 0 < b < a < t < T . Wir lassen wieder n →∞ gehen
und erhalten diesmal

0 = lim
n→∞

(
n2

∫ a

a− 1
n

∫ s1

a− 1
n

. . . + n2

∫ b

b− 1
n

∫ s1

b− 1
n

. . . + n2

∫ a

a− 1
n

∫ b

b− 1
n

. . .
)

= 1
2
[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, a, a) + 1

2
[ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, b, b) + [ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, a, b)

3.
= [ωi1,i2 − ω̃i1,i2 ](t, a, b) .

Aus Stetigkeitsgründen folgt

ωi1,i2(t, a, b)− ω̃i1,i2(t, a, b) = 0 ∀0 ≤ b ≤ a ≤ t ≤ T .

Die Kerne stimmen somit auf ihrem Definitionsbereich überein, was zu zeigen
war.
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Folgerung 4.17. Angenommen, wir fordern, dass die Kerne einer Volterra-
Reihen-Repräsentation die Wachstumsbedingung (4.18) erfüllen müssen.
Dann ist Volterra-Reihen-Repräsentation der Ein-Ausgangsfunktion

Ψ : L∞([0, T ], Rm) → C0([0, T ], Rq)

eines Systems Σ eindeutig, sofern existent. Insbesondere gilt dies für unser
bilineares System (AWP).

Beweis. Nach Satz 4.14 und Voraussetzung hat jede Ein-Ausgangsfunktion
Ψ, die eine Volterra-Reihen-Repräsentation mit Kernen ωi1...ik besitzt, eine
Volterra-Reihen Entwicklung beliebiger Länge l, gegeben durch die l-te Par-
tialsumme ihrer Volterra-Reihe. Indem wir die Volterra-Reihe einer—mögli-
cherweise anderen—Repräsentation von Ψ nach dem l-ten Summanden ab-
rechen, erhalten wir eine weitere Ein-Ausgangsfunktion Ψ2, die

Ψ(u) = Ψ2(u) + o(‖u‖l
∞) für u → 0

erfüllt. Die Eindeutigkeit gemäß Satz 4.16 impliziert, dass die Kerne ωi1...ik für
k ≤ l eindeutig bestimmt sind. Da l beliebig wählbar, folgt die Behauptung.

4.4 Endliche Volterra-Entwicklung

Definition 4.18. Wir sagen, dass die Ein-Ausgangsfunktion Ψ eine endliche
Volterra-Entwicklung der Länge l besitzt, wenn sie eine Volterra-Entwicklung
der Länge l ohne Restterm o(‖u‖l

∞) hat.

Häufig teilt man bilineare Systeme mit Ausgang in zwei Klassen ein:

(i) Die Klasse der schwachen bilinearen Systeme, deren Ein-Ausgangsfunk-
tion eine endliche Volterra-Entwicklung besitzt. Solche Systeme lassen
sich als ein Gebilde endlich vieler linearer Teilsysteme auffassen, die
wie in Satz 4.7 ineinander

”
verschachtelt“ sind.

(ii) Die Klasse der starken bilinearen Systeme, deren Ein-Ausgangsfunktion
keine endliche Volterra-Entwicklung besitzt.

Wir wollen nun ein Kriterium für die Endlichkeit einer Volterra-Reihe her-
leiten. Dazu führen wir Begriffe aus der Algebra ein.

Definition 4.19. {A1, . . . , Am} sei eine Menge reeller n×n-Matrizen. Dann
bezeichne {A1, . . . , Am}AA die kleinste (assoziative) Unteralgebra von Rn×n,
welche die Matrizen A1 bis Am enthält.
Eine assoziative Algebra heißt nilpotent, falls ein l ∈ N existiert, so dass jedes
Produkt von l beliebigen Elementen dieser Algebra verschwindet.
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Satz 4.20. Die Volterra-Reihe mit den Kernen aus (4.14) ist endlich, falls
die assoziative Algebra

{adk
ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA

nilpotent ist, wobei der Operator adk
A durch

ad0
AN = N, ad1

AN = [A, N ], ad2
AN = [A, [A, N ]], adk

AN = [A, adk−1
A N ]

gegeben ist. Insbesondere hat dann die Ein-Ausgangsfunktion Ψ des bilinea-
ren Systems (AWP) eine endliche Volterra-Entwicklung.

Beweis. Die Kerne der Volterra-Reihe sind von der Form

ωi1...ik+1
(t, sk+1) = CeAt· e−As1Ni1e

As1·
· e−As2Ni2e

As2·
· e−As3Ni3e

As3·
...

· e−AskNike
Ask · e−Ask+1(bik+1 + Nik+1

eAsk+1x0) .

Anhand der Baker-Hausdorff-Formel (3.19) analysieren wir die Struktur. Es
gilt

e−AtNje
At =

∞∑
k=0

tk

k!
adk

ANj ∀t ∈ R, j = 1, . . . ,m .

Mit den Argumenten aus dem Beweis von Folgerung 3.32 (Stichworte: Cayley-
Hamilton, Abgeschlossenheit) kommen wir zum Schluss

e−AtNje
At ∈ {adk

ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA .

Der oben angegebene Kern ωi1...ik+1
enthält also ein Produkt von k Elemen-

ten aus der Algebra {adk
ANj | 0 ≤ k ≤ n2 − 1, 1 ≤ j ≤ m}AA. Ist die

Algebra nilpotent, so verschwinden folglich die Kerne höherer Ordnung und
die Volterra-Reihe ist endlich.

Das folgende Beispiel stammt aus [26, p.344].

Beispiel 4.21. Betrachte das System im R5:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

 =


u1

x1

u2

x3

x1u2

 , x(0) =


0
0
0
0
0

 , u =

(
u1

u2

)
∈ E2
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In der Notation ẋ = Ax + u1N1x + u2N2x + Bu ist A = E21 + E43, N1 = 0,
N2 = E51, b1 = (1, 0, 0, 0, 0) und b2 = (0, 0, 1, 0, 0). Als Nächstes werden die
Erzeuger der Algebra {adk

ANj | 0 ≤ k ≤ 52 − 1, 1 ≤ j ≤ 2}AA berechnet:

ad0
AN2 = N2 = E51 , ad1

AN2 = AN2 −N2A = 0

Es bleibt {E51}AA. Offenbar ist die Matrix E51 nilpotent und somit auch
unsere Algebra. Jedes Produkt von zwei Elementen dieser Algebra ist gleich
Null. Wie im Beweis von Satz 4.20 verschwinden alle Kerne ωi1...ik mit k ≥ 3.
Die zugehörige Volterra-Reihe ist endlich. Natürlich hätte man dies auch aus
der Tatsache, dass A,N1 und N2 stikte untere Dreiecksmatrizen sind, folgern
können.

Mit MAPLE können wir die Volterra-Reihe bestimmen, indem wir die Kerne
von Ordnung kleiner 3 berechnen:

x(t) =∫ t

0

(
1

t−s
0
0
0

)
u1(s)ds +

∫ t

0

(
0
0
1

t−s
0

)
u2(s)ds +

∫ t

0

∫ s1

0

(
0
0
0
0
1

)
u2(s1)u1(s2)ds2ds1

Folgerung 4.22. Angenommen, es sind entweder alle Matrizen aus der Men-
ge {A, N1, . . . , Nm} strikte obere Dreiecksmatrizen oder alle Matrizen dieser
Menge sind strikte untere Dreiecksmatrizen. Dann ist die Algebra {·}AA tri-
vialerweise nilpotent, und die Ein-Ausgangsfunktion Ψ von (AWP) besitzt
eine endliche Volterra-Entwicklung.

Bemerkung 4.23. Vergleichbar mit der Kalman-Zerlegung aus der linea-
ren Kontrolltheorie, gibt es auch für autonome bilineaere Systeme der Form
(AWP) eine kanonische Zerlegung des Zustandsraums in die direkte Summe
von bestimmten Unterräumen, welche in [21, p.30] definiert werden. Wir
können die Vereinigung der Basen dieser Unterräume als die neue Basis
des Zustandsraums wählen, und erhalten durch diesen Koordinatenwech-
sel ein äquivalentes blineares System, das durch die transformierten Ma-
trizen TAT−1, TNjT

−1, TB und CT−1 für ein T ∈ GL(n; R) gegeben ist
(j = 1, . . . m). Der Clou ist, dass TAT−1 und TNjT

−1 (j = 1, . . . m) obere
Dreiecksmatrizen sind. Sind es sogar strikte obere Dreiecksmatrizen, so ist
laut Folgerung 4.22 die Volterra-Entwicklung des (un-)transformierten Sys-
tems endlich.

Beispiel 4.24. Die Matrizen A = E34 und N = E12 + E23 in Sussmanns
Beispiel 3.34 sind strikte obere Dreiecksmatrizen. Offenbar sind Produkte
von drei oder mehr Elementen der Algebra {. . .}AA gleich Null. Es müssen
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also höchstens die Kerne ωi1...ik mit k ≤ 3 berechnet werden.
Die Volterra-Entwicklung der Fundamentallösung ist

Φ(t; u) =

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 t
0 0 0 1

)
+

∫ t

0

(
0 1 0 0
0 0 1 s
0 0 0 0
0 0 0 0

)
u(s)ds +

∫ t

0

∫ s1

0

(
0 0 1 s2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
u(s1)u(s2)ds2.

4.5 Anwendungen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige Anwendungen angeben, welche
die Volterra-Reihen-Repräsentation von bilinearen Systemen der Form2

ẋ(t) = Ax(t) +
m∑

i=1

Nix(t)ui(t) + Bu(t), t ∈ [0, T ] , (AWP)

x(0) = x0, X = Rn, U = Rm

nutzen.

Numerische Approximation der Lösungstrajektorien bilinearer Sys-
teme

Die Volterra-Entwicklung einer zulässigen Lösung von (AWP) ist eine nahe-
liegende Alternative zur diskreten Approximation solcher Lösungen durch nu-
merische Ein- oder Mehrschrittverfahren (z.B. Runge-Kutta-Verfahren). In-
dem man die Länge der Volterra-Entwicklung geeignet groß wählt, kann eine
beliebig gute Approximation bestimmt werden. Ist die Volterra-Entwicklung
endlich, so kann man aus der Kenntnis der Volterra-Kerne sogar die exakte
Lösungstrajektorie für jede zulässige Kontrolle berechnen.

Folgerung 4.25. Es seien ε > 0 und δ > 0 vorgegeben. Die Konstanten
K, M werden aus dem Beweis von Satz 4.9 übernommen. Wir wählen ein
l ∈ N, so dass ρl(mMTδ) ≤ ε

K
, wobei ρl(s) :=

∑∞
j=l+1

sj

j!
die Restfunktion

der Exponentialreihe ist, und berechnen die Kerne ω0(t) und ωi1...ik(t, s
k)

aus Satz 4.9 für alle 1 ≤ k ≤ l. Dann existiert für jede Lösung x(· ) von
(AWP), bezüglich einer messbaren Kontrollfunktion u mit ‖u‖∞ ≤ δ, eine
Approximation

x̃(t) := ω0(t)+

l∑
k=1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s1, . . . , sk)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk . . . ds1 ,

so dass ‖x(t)− x̃(t)‖ ≤ ε für alle t ∈ [0, T ].

2Hier ist C = I die Matrix in der Ausgangsfunktion.



4.5 Anwendungen 123

Beweis. Es folgt aus Abschätzung (4.16) für alle t ∈ [0, T ]

‖x(t)− x̃(t)‖

=

∥∥∥∥ ∞∑
k=l+1

m∑
i1,...,ik=1

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

ωi1...ik(t, s
k)ui1(s1) . . . uik(sk)dsk

∥∥∥∥
≤ K

∞∑
k=l+1

(mMT‖u‖∞)k

k!
≤ K· ρl(mMTδ) ,

wobei die Kerne ωi1...ik(t, s
k) wie in Satz 4.9 definiert sind.

Bemerkung 4.26. Durch die Einführung einer Schrittweitensteuerung oder
durch die Verringerung der oberen Schranken K,M aus Abschätzung (4.16)
könnten wir eine numerische Approximation bestimmen, die mit Kernen nied-
rigerer Ordnung auskommt. Dies würde den Rechenaufwand erheblich redu-
zieren.

Beispiel 4.27. Wir wenden uns dem Single-Input System aus Beispiel (3.36)
zu:

˙(
x1

x2

)
=

(
0 1
0 0

)(
x1

x2

)
+ u

(
0 0
−1 0

)(
x1

x2

)
, 0 ≤ u ≤ 1, x(0) =

(
−1
0

)
mit den Parametern

A = ( 0 1
0 0 ) , N = ( 0 0

−1 0 ) , B = 0, x0 = ( −1
0 )

Eine Approximation auf dem Zeitintervall [0, π
2
] (d.h. T = π

2
) wird angestrebt.

Anhand einer kurzen Rechnung lassen sich schrittweise die Parameter K,M
aus dem Beweis von Satz 4.9 bestimmen:

‖x0‖ = 1, eAt = ( 1 t
0 1 ) , KA := max

t∈[0,T ]
‖eAt‖ ≈ 2.057 ,

KN := max {1, ‖N‖} = 1, KB := 0 ,

K = KA· ‖x0‖ ≈ 2.057, M = KAKN ≈ 2.057

Wir wählen die Steuerbeschränkung δ = 1 und die Fehlertoleranz ε = 0.03 .
Die maximale Ordnung l der benötigten Kerne muß dann die Ungleichung

K· ρl(mMTδ) ≤ ε
approx.⇐⇒ 2.057· ρl(3.23113) ≤ 0.03

erfüllen. Für l = 10 erhalten wir beispielsweise auf der linken Seite den
aufgerundeten Wert 0.028 . Wir berechnen demzufolge die Kerne ωi1...ik(t, s

k)
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aus der Volterra-Reihen-Repräsentation für alle 1 ≤ k ≤ 10. Dies ergibt

ω0(t) = ( −1
0 ) ,

ω1(t, s1) = ( t−s1
1 ) ,

ω1...1(t, s
k) =

(
(−1)k+1(t−s1)(s1−s2)...(sk−1−sk)

(−1)k+1(s1−s2)(s2−s3)...(sk−1−sk)

)
∀ k ≥ 2 .

Eine geeignete Approximation zu einer vorgegebenen zulässigen Kontrolle u
lautet

x̃(t) := ( −1
0 ) +

∫ t

0

( t−s
1 ) u(s) ds+

+
10∑

k=2

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sk−1

0

(
(−1)k+1(t−s1)(s1−s2)...(sk−1−sk)

(−1)k+1(s1−s2)(s2−s3)...(sk−1−sk)

)
u(s1) . . . u(sk) dsk .

Zur Veranschaulichung wählen wir die Bang-Bang Kontrolle

u(t) :=


1 , 0 ≤ t < 0.25π
0 , 0.25π ≤ t < 0.375π
1 , t ≥ 0.375π

,

und vergleichen den Verlauf der exakten Lösungstrajektorie mit dem Verlauf
der approximierten Trajektorie bezüglich der Kontrolle u. (Die exakte Lösung
ist etwa für t ≥ 0.375π gegeben durch

Φ(t− 0.375π; 1)·Φ(0.125π; 0)·Φ(0.25π; 1)· ( −1
0 ) ,

wobei Φ(· ; u) die Fundamentallösung von (AWP) bezeichnet.)
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Abbildung 4.1: Approximierte Lösung

Die Abbildung 4.1 soll zeigen, dass die Approximation (rote Kurve) bis zum
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Zeitpunkt t = 2.375π nahezu perfekt ist. Doch anstelle den Kreis zu schließen,
wie die optimale blaue Lösungskurve, bricht die rote Kurve nach unten weg.
Dennoch ist das Ergebnis unerwartet gut—schließlich wollten wir nur auf
dem Intervall [0, π

2
] approximieren.

Charakterisierung erreichbarer Mengen

Volterra-Reihen ermöglichen eine explizite Darstellung der erreichbaren Men-
gen von bilinearen Systemen der Form (AWP). Diese ist bei Systemen mit
endlicher Volterra-Entwicklung besonders gut interpretierbar. Betrachte z.B.
die erreichbare Menge A1(0) des Systems aus Beispiel 4.21:

A1(0) =




∫ 1
0 u1(s)ds∫ 1

0 (1−s)u1(s)ds∫ 1
0 u2(s)ds∫ 1

0 (1−s)u2(s)ds∫ 1
0

∫ s1
0 u2(s1)u1(s2)ds2ds1

 ∣∣∣∣ u1, u2 : [0, 1] → [−1, 1] messbar


Mit einfachen Überlegungen können wir nun A1(0) charakterisieren. Zur Ver-
einfachung werden nur geometrische Eigenschaften der Projektion von A1(0)
auf die x1x2x5-Ebene angegeben:

• Die Projektion von A1(0) auf die x1-Achse ist gleich [−1, 1].

• Die Projektion auf die x2- bzw. x5-Achse ist gleich [−1
2
, 1

2
].

• Die Projektion auf die x1x2-Ebene ist konvex.

• Die Projektion auf die x1x2x5-Ebene ist punktsymmetrisch zum Ur-
sprung, achsensymmetrisch bzgl. der x5-Achse und flächensymmetrisch
bzgl. der x1x2-Ebene.

Abbildung 4.2 zeigt die Projektion von A1(0) auf die x1x2-Ebene. Dies ist
anscheinend eine konvexe Menge innerhalb des Gebiets [−1, 1]× [−1

2
, 1

2
].

–0.4

–0.2

0.2

0.4

–1 –0.5 0.5 1

Abbildung 4.2: Projektion aus der Vogelperspektive
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Um die Symmetrieeigenschaften zu veranschaulichen, ist die Projektion von
A1(0) auf die x1x2x5-Ebene aus zwei verschiedenen Perspektiven in Abbil-
dung 4.3 dargestellt.
Natürlich handelt es sich bei den Plots nur um Approximationen, für die
immerhin mehr als 100000 erreichbare Punkte berechnet wurden, die von
stückweise konstanten Bang-Bang Funktionen u : [0, 1] → {

( ±1
±1

)
} mit bis zu

10 zufällig bestimmten Sprungstellen angesteuert worden waren.

Abbildung 4.3: Projektion auf x1x2x5-Ebene

Nikolay Kirov untersucht in [26, p.344] dasselbe System und berechnet dort
vergleichbare Plots. Er verwendet ebenfalls stückweise konstanten Kontrol-
len, und setzt diese in die endliche Volterra-Entwicklung ein. Im Gegensatz zu
dieser Vorgehensweise habe ich die erreichbaren Punkte meiner Approximati-
on über die Fundamentallösungen Φ

(
· ;
( ±1
±1

))
des homogenisierten Systems

kalkuliert.



Ausblick

Die Diplomarbeit war gedacht als Einführung in die Klasse der bilinearen Sys-
teme. Der Leser sollte sich vom Umfang der Arbeit nicht täuschen lassen—
viele Aspekte wurden nur kurz oder gar nicht angesprochen. Ich möchte daher
einige möglichen Anwendungen und Weiterentwicklungen aufzeigen.

In Abschnitt 3.2 wurde ein Zusammenhang zur Lie-Theorie hergestellt. Wie
man in [13], [2] und [3] nachlesen kann, können Resultate aus der Lie-Theorie
verwendet werden, um für autonome homogene bilineare Systeme eine Kon-
trolltheorie analog zu der von linearen Systemen mit Prinzipien wie Kontrol-
lierbarkeit und Beobachtbarkeit aufzubauen. Eine Schlüsselfrage ist, ob die
erreichbare Menge von der Einheitsmatrix (bzgl. des assoziierten Matrixsys-
tems) die gesamte Lie-Gruppe bildet, auf der das System definiert ist.
Ergebnisse aus Abschnitt 3.5—insbesondere das Maximumprinzip, die Kon-
vexitätsaussagen und das schwache Bang-Bang Prinzip—könnten die Grund-
lage für Optimierungsverfahren im Rahmen der bilinearen Systeme von Rang
1 schaffen.
Die Bemerkung 3.90 verweist auf einen Artikel von Otomar Hàjek [10], in wel-
chem die Theorie aus Abschnitt 3.5.2 auf eine größere Kategorie von Spalten-
Kontrollsystemen verallgemeinert wird. Die Klasse der Zeilen-Kontrollsys-
teme scheint dagegen nicht näher untersucht zu sein . . .
In Kapitel 4 berechneten wir die Volterra-Reihen-Repräsentation der Ein-
Ausgangsfunktion bilinearer Systeme. Die Ad-Hoc-Anwendungen aus Ab-
schnitt 4.5 verdienen größere Aufmerksamkeit und könnten systematisch aus-
gebaut werden. Die Lösungen von bilinearen Systemen können nicht nur in
Volterra-Reihen entwickelt werden: Ein Vergleich zur sog. Fliess-Entwicklung
[12] wäre interessant.
Bei der Berechnung der Volterra-Kerne sind wir immer davon ausgegan-
gen, dass die Zustandsraumdarstellung des vorgegebenen bilinearen Systems
vollständig bekannt ist. Ein Physiker, der ein weitgehend unbekanntes System
anhand seines Ein-Ausgangsverhaltens analysieren will, wird genau anders-
herum vorgehen: Anhand von Messdaten und Experimenten kann er eventu-
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ell die Ein-Ausgangsfunktion des untersuchten Systems durch eine endliche
Volterra-Entwicklung approximieren, die er unter Umständen durch ein bi-
lineares System realisieren kann (d.h. dieses bilineare System besitzt genau
das Ein-Ausgangsverhalten des unbekannten Systems). Es stellt sich automa-
tisch die Frage, ob eine endliche Volterra-Entwicklung durch ein bilineares
System realisiert werden kann. Roger W. Brockett leitet in [4] eine notwendi-
ge und hinreichende Bedingung her. Weitere Informationen und Anregungen
aus dem Gebiet der Realisierung und Identifikation findet man in [22] und
[21].



Anhang A

Konzepte aus der
Funktionalanalysis

A.1 Normierte Räume

Es sei K = R oder C, U sei ein metrischer Raum und I ein reelles Intervall.

Definition A.1. Das Paar (X, ‖· ‖), bestehend aus einem K-Vektorraum
X und einer Norm ‖· ‖, ist ein normierter Raum. Um Verwechslungen zu
vermeiden, schreiben wir auch ‖·‖X statt ‖·‖.
Ein normierter Raum wird zum metrischen Raum (X, d), wenn man die
Metrik definiert als d(x, y) := ‖x− y‖.
Ein vollständig normierter Raum heißt Banachraum. Banachräume, deren
Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird (‖x‖ := 〈x, x〉1/2), nennt man
Hilberträume.

Bevor wir uns normierten Funktionenräumen zuwenden, nutzen wir die Gele-
genheit, um einige relevante Funktionenklassen und Begriffe aus der Lebesgue-
Theorie einzuführen.

Definition A.2. Eine Funktion f : [a, b] → U (mit a < b) heißt Treppen-
funktion, falls es eine endliche Zerlegung

a = a1 < a2 < . . . < ak = b

von [a, b] gibt, so dass die Restriktion f |(ai,ai+1) konstant ist (i = 1, . . . , k−1).
Wir sagen, eine Funktion f : I → U ist stückweise konstant , falls jede Re-
striktion von f auf ein kompaktes Teilintervall von I eine Treppenfunktion
ist.
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Sprechweise A.3. Wir sagen, dass eine
”
Eigenschaft“ fast überall (kurz:

f.ü.) gültig ist, falls die Menge der Elemente, für die diese Eigenschaft nicht
gilt, eine (Lebesgue-) Nullmenge ist.
So stimmen z.B. zwei Funktionen f, g : I → U genau dann fast überall
überein, wenn die Menge

{t ∈ I | f(t) 6= g(t)}

eine Nullmenge ist.
Gelegentlich sagt man auch, dass eine Eigenschaft für fast alle Elemente
gültig ist, anstelle zu sagen, dass sie fast überall gültig ist.

Definition A.4. Eine Funktion f : I → U heißt (Lebesgue-) messbar, falls
es eine Folge stückweise konstanter Funktionen (fi)i∈N gibt, die fast überall
gegen f konvergiert (d.h. die Menge {t ∈ I | fi(t) 6→ f(t)} ist eine Nullmen-
ge).

Definition A.5. Eine messbare Funktion f : I → U ist essentiell beschränkt ,
falls eine kompakte Menge K ⊆ U existiert, so dass f(t) ∈ K für fast alle
t ∈ I. Sie ist lokal essentiell beschränkt, falls jede Restriktion von f auf ein
beschränktes Teilintervall von I essentiell beschränkt ist.

Beispiel A.6. Hier sind einige normierte Räume aufgelistet, die in dieser
Arbeit verwendet werden:

1. Rn, versehen mit der euklidischen Norm

‖x‖2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

,

ist ein Hilbertraum. Zusammen mit der Maximumsnorm

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

bildet er einen Banachraum.

2. Der Raum C0([a, b], Rn) der stetigen Funktionen von [a, b] nach (Rn, ‖·‖)
ist ein Banachraum bezüglich der Supremumsnorm

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]

‖f(t)‖ .

Um eine Verwechslung mit der Maximumsnorm oder der essentiellen Supre-
mumsnorm zu vermeiden, schreiben wir auch ‖f‖0.
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3. Der Raum Rn×m der reellen n × m- Matrizen, versehen mit der Opera-
tornorm

‖A‖ = sup
x∈Rm:
‖x‖Rm≤1

‖Ax‖Rn ,

ist ein Banachraum.

4. Es bezeichne L∞(I, Rn) den Raum der messbaren, essentiell beschränkten
Funktionen von I nach Rn. Dann ist die Menge

L∞(I, Rn) = L∞(I, Rn)
/
∼

der Äquivalenzklassen1 von Funktionen aus L∞(I, Rn), versehen mit der es-
sentiellen Supremumsnorm

‖f‖∞ = ess. sup
t∈I

‖f(t)‖Rn

= inf {M > 0 | {t ∈ I | ‖f(t)‖Rn ≥ M} ist eine Nullmenge} ,

ein Banachraum.

5. Der Raum der quadratintegrablen Funktionen

L2([a, b], Rn) =

{
f : [a, b] → Rn messbar

∣∣∣∣ ∫ b

a

‖f(s)‖Rnds < ∞
}

wird zu Hilbertraum L2([a, b], Rn) = L2([a, b], Rn)
/
∼ mit Skalarprodukt

〈f, g〉L2 =

∫ b

a

〈f(s), g(s)〉Rnds ∀f, g ∈ L2([a, b], Rn) ,

wenn man die Funktionen, die fast überall gleich sind, miteinander identifi-
ziert.

6. Die Menge Ω(Rn) := {A ⊂ Rn | A kompakt, nichtleer} bildet zusammen
mit dem Hausdorffabstand

dH(A, B) := max

{
sup
a∈A

(
inf
b∈B

‖a− b‖Rn

)
, sup

b∈B

(
inf
a∈A

‖a− b‖Rn

)}
einen metrischen Raum. Insbesondere ist dH(A, B) die kleinste Zahl ε ≥ 0,
so dass A ⊆ Bε(B) und B ⊆ Bε(A).
(Hier bezeichnet die letzte Menge den Abschluß von Bε(A) =

⋃
a∈A Bε(a),

wobei Bε(a) = {b ∈ Rn | ‖a − b‖Rn < ε} die offene Einheitskugel von
(Rn, ‖· ‖Rn) mit Radius ε ist.)

1f ∼ g bedeutet f(t) = g(t) für fast alle t ∈ I
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Bemerkung A.7. Je zwei Normen ‖·‖a und ‖·‖b auf dem Rn (bzw. Rn×m)
sind äquivalent, d.h. es gibt positive Konstanten C1, C2, so dass

C1‖x‖b ≤ ‖x‖a ≤ C2‖x‖b ∀x ∈ Rn (bzw. Rn×m) .

Es folgt, dass auf diesen Räumen sämtliche topologischen Aussagen un-
abhängig von der gewählten Norm gelten.
Wenn nicht anders vorausgesetzt, ist die Norm eines Vektors x ∈ Rn stets
die euklidische Norm, d.h. ‖x‖ = ‖x‖2.

Die folgenden Rechenregeln sollten dem Leser wohlbekannt sein. Zur Erin-
nerung:

(i) Im Rn gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwartz:

|〈x, y〉|2 = |x∗y|2 ≤ ‖x‖2· ‖y‖2 ∀x, y ∈ Rn

(ii) Aus der Definition der Operatornorm folgt direkt:

‖Ax‖ ≤ ‖A‖· ‖x‖ ∀A ∈ Rn×m, x ∈ Rn

(iii) Ist A ∈ Rr×n, B ∈ Rn×m und x ∈ Rn, so ist wegen (ii)

‖ABx‖ ≤ ‖A‖· ‖Bx‖ ≤ ‖A‖· ‖B‖· ‖x‖

und daher
‖AB‖ ≤ ‖A‖· ‖B‖ .

Den Satz von Arzelà-Ascoli wird uns als zentrales Hilfsmittel zum Beweis der
lokalen Existenz von Caratheory-Lösungen dienen. Wir werden gleich sehen,
wie dieser Satz in der Funktionalanalysis [27] formuliert wird.

Definition und Lemma A.8. Für einen metrischen Raum (X, d) sind äqui-
valent:

(i) X ist (überdeckungs-) kompakt, d.h. jede offene Überdeckung von X be-
sitzt eine endliche Teilüberdeckung.

(ii) X ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teil-
folge mit Grenzwert in X.

Satz A.9 (Arzelà-Ascoli). Es sei X ein kompakter metrischer Raum und
C0(X, Kn) der Banachraum aller stetigen Funktionen von X nach Kn, ver-
sehen mit der Supremumsnorm ‖· ‖∞.
Eine Teilmenge M ⊂ C0(X, Kn) ist kompakt, falls sie die folgenden Eigen-
schaften erfüllt:
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(i) M ist beschränkt.

(ii) M ist abgeschlossen.

(iii) M ist gleichgradig stetig.

Gelten nur (i) und (iii), so ist zumindest der Abschluß M von M in C0(X, Kn)
kompakt.

Beweis. Siehe [27, p.68].

Folgerung A.10. Ist X ein abgeschlossenes Intervall [a, b] in R, und M eine
Folge (xk)k∈N stetiger Funktionen von [a, b] nach Rn, so folgt aus den Sätzen
A.8 und A.9:
Falls (xk)k∈N gleichmäßig beschränkt und gleichgradig stetig ist, so existiert
eine Teilfolge von (xk)k∈N, die gleichmäßig gegen eine stetige Funktion
x : [a, b] → Rn konvergiert.

A.2 Absolut stetige Funktionen

Es sei [a, b] ein reelles Intervall mit a < b.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in seiner einfachsten
Form [8, Satz 19.3] besagt, dass für stetig differenzierbare Funktionen f :
[a, b] → R die Integralgleichung

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s)ds ∀t ∈ [a, b] (A.1)

gilt.
Will man den Hauptsatz auf stetige Funktionen übertragen, die nur fast
überall differenzierbar sind, so muss f eine weitere Voraussetzung erfüllen.

Definition A.11. Eine Funktion f : [a, b] → R heißt absolut stetig, wenn zu
jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle n ∈ N und jeder endlichen
Kette

a1 < b1 < a2 < b2 < . . . < an < bn mit ai, bi ∈ [a, b] (i = 1, . . . , n)

die Implikation

n∑
i=1

(bi − ai) < δ =⇒
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε (A.2)

gilt.
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Beispiel A.12. Lipschitz-stetige Funktionen sind absolut stetig.
Denn erfüllt f : [a, b] → R die Lipschitzbedingung mit Konstante L, so gilt∑n

i=1 |f(bi)− f(ai)| ≤
∑n

i=1 L(bi − ai) = L
∑n

i=1(bi − ai)

und der rechte Ausdruck wird mit
∑n

i=1(bi − ai) beliebig klein.

Bezeichnung A.13. Mit L1([a, b]) bezeichnen wir die Menge aller über [a, b]
Lebesgue-integrierbaren Funktionen, die fast überall auf [a, b] definiert sind.

Satz A.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). (i) Sei f(·)
eine absolut stetige Funktion über [a, b].
Dann ist f ′ ∈ L1([a, b]) und

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s)ds

für alle t ∈ [a, b].

(ii) Hat die Funktion f über [a, b] die Form

f(t) = f(a) +

∫ t

a

ρ(s)ds

für ein ρ ∈ L1([a, b]), so ist f absolut stetig über [a, b].
(In diesem Fall ist wegen (i) ρ(t) = f ′(t) f.ü. auf [a, b].)

Folgerung A.15.

f absolut stetig über [a, b] ⇐⇒ f ′ ∈ L1([a, b]) und

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s)ds ∀ t ∈ [a, b]

Bemerkung A.16. Jedes Paar absolut stetiger Funktionen f, g : [a, b] → R
besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. f ist stetig und von beschränkter Variation.

2. f + g und f · g sind absolut stetig. Ist g stets ungleich Null, so ist auch der
Quotient f

g
absolut stetig.

3. f ′(t) = 0 fast überall ⇒ f konstant.

4. f ′(t) ≤ 0 fast überall ⇒ f monoton fallend.

Es sei bemerkt, dass es stetige Funktionen (z.B. die
”
Cantorsche Funktion“)

gibt, die nicht absolut stetig sind.



A.3 Schwache Konvergenz 135

Satz A.17. Ist g : [a, b] → [c, d] absolut stetig und f Lipschitz-stetig, so ist
auch die Komposition f ◦ g absolut stetig.

Beweis. f : [a, b] → R erfülle die Lipschitzbedingung mit Konstante L. Es
gilt:

n∑
i=1

|f(g(bi))− f(g(ai))| ≤
n∑

i=1

L|g(bi)− g(ai)| = L

n∑
i=1

|g(bi)− g(ai)|

Die rechte Seite der Ungleichung wird mit
∑n

i=1(bi − ai) beliebig klein, da g
absolut stetig ist.

Definition und Lemma A.18. Eine vektorwertige Funktion f : [a, b] → Rn

ist genau dann absolut stetig, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Die Ableitung

f ′(t) = lim
h→0
h 6=0

f(t + h)− f(t)

h

existiert für fast alle t ∈ [a, b] und ist integrierbar über [a, b].

(ii) Es gilt die Integralgleichung

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s)ds ∀t ∈ [a, b] .

(Es wird stets komponentenweise integriert.)

A.3 Schwache Konvergenz

Es sei H ein Hilbertraum über K = R oder C.
Wir führen einen aus der Funktionalanalysis bekannten Konvergenzbegriff
ein, der eine Abschwächung zur Konvergenz bezüglich der Norm darstellt.

Definition A.19. Eine Folge (fk) in H konvergiert schwach gegen f ∈ H,
falls

〈fk, h〉 → 〈f, h〉 für k →∞ ∀h ∈ H .

Schreibe kurz: fk
w→ f .
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Bemerkung A.20. 1. Konvergiert eine Folge (fk) in H gegen f ∈ H
bezüglich der Norm von H, so spricht man von

”
starker Konvergenz“. Wir

schreiben kurz: fk → f oder fk
s→ f . Es gilt aufgrund der Stetigkeit des Ska-

larprodukt, dass aus starker Konvergenz fk → f die schwache Konvergenz
fk

w→ f folgt.

2. Ist K eine dichte Teilmenge von H und (fk) eine beschränkte Folge in H,
so konvergiert (fk) genau dann schwach gegen f ∈ H, wenn

〈fk, h〉 → 〈f, h〉 für k →∞ ∀h ∈ K

gilt.

3. Schwach konvergente Folgen besitzen genau einen Grenzwert.

Satz A.21 (Banach-Saks). Angenommen, fn
w→ f in H. Dann existiert

eine Teilfolge (fnk
) ⊆ (fn) derart, dass für das arithmetische Mittel FN :=

1
N

∑N
k=1 fnk

gilt: FN
s→ f für N →∞.

Beweis. Siehe [27, p.223].

Definition A.22. Die schwache Topologie τw ist die
”
schwächste“ Topologie

auf H, für welche die Abbildungen

Lh : H −→ K
f 7−→ 〈f, h〉

stetig sind für alle h ∈ H. (Wie diese Topologie konstruiert wird, sieht man
in [27, p.315ff] oder [1, p.217].)

Bemerkung A.23. Versieht man H mit der schwachen Topologie τw, so
erhält man einen

”
lokal konvexen topologischen Vektorraum“ (Definition in

[1, p.142]). Insbesondere ist (H, τw) ein Hausdorffraum, in welchem der (to-
pologische) Konvergenzbegriff mit dem Begriff der schwachen Konvergenz
übereinstimmt.

Sprechweise A.24. Teilmengen von H heißen schwach (folgen-) kompakt
oder schwach abgeschlossen, wenn sie (folgen-) kompakt bzw. abgeschlossen
bezüglich der schwachen Topologie auf H sind.

Bemerkung A.25. Aus der Topologie ist bekannt, dass im Falle H separa-
bel (dann erfüllt (H, τw) das

”
1. Abzählbarkeitsaxiom“) das Folgenkriterium

für schwache Abgeschlossenheit nicht nur notwendig, sondern auch hinrei-
chend ist. Das bedeutet, eine Teilmenge M ⊂ H ist genau dann schwach
abgeschlossen, wenn aus (fk) ⊂ M und fk

w→ f ∈ H folgt, dass f ∈ M .
Außerdem sind in diesem Fall schwach folgenkompakt und schwach kompakt
äquivalente Eigenschaften.
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Folgerung A.26. Für jede konvexe Teilmenge M eines separablen Hilber-
traumes H gilt:

M schwach abgeschlossen ⇐⇒ M abgeschlossen

Beweis. 1. Es sei M schwach abgeschlossen und (fk) ⊂ M eine konvergente
Folge in M mit Grenzwert f ∈ H. Es folgt (fk)

w→ f und f ∈ M .

2. Es sei M abgeschlossen und (fk) ⊂ M eine schwach konvergente Folge in
M mit Grenzwert f ∈ H. Nach dem Satz von Banach-Saks A.21 existiert eine
gegen f konvergierende Folge (FN), deren Elemente eine Konvexkombination
von Elementen aus M bilden. Da M konvex und abgeschlossen ist, muß
f ∈ M gelten.

Satz A.27. Die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) ⊂ H ist schwach folgen-
kompakt, d.h. jede Folge in B1(0) besitzt eine schwach konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in B1(0).

Beweis. Siehe [1, p.219]. (Es wird die
”
Reflexität“ des Hilbertraumes H ge-

nutzt.)

Folgerung A.28. Es sei M ⊂ H abgeschlossen, beschränkt und konvex.
Dann ist M schwach folgenkompakt. (Im Falle H separabel, ist M sogar
schwach kompakt.)

Beweis. Da M abgeschlossen und konvex ist, ist es zumindest schwach ab-
geschlossen im Sinne des Folgenkriteriums (Satz von Banach-Saks). Aus der
Beschränktheit von M folgt, dass ein ε > 0 existiert, so dass M ⊂ Bε(0).
Nach Satz A.27 ist Bε(0) schwach folgenkompakt. Insgesamt folgt, dass jede
Folge (fn) ⊂ M eine schwach konvergente Teilfolge (fnk

) besitzt mit einem

Grenzwert f ∈ M , d.h. fnk

w→ f in M .
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Anhang B

Caratheodory-Systeme

B.1 Systeme ohne Kontrolle

Es sei I ein Intervall in R.
Betrachte eine gewöhnliche Differentialgleichung der Form

ẋ(t) = f(x(t), t), f : Rn × I → Rn . (B.1)

Die
”
klassische Lösung“ von (B.1) ist eine differenzierbare Funktion x(· ) auf

einem Intervall J ⊆ I, welche diese Gleichung in jedem Punkt t ∈ J erfüllt.
Ist die rechte Seite f(x, t) stetig, so sind die klassischen Lösungen genau
durch die Integralgleichung

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(x(s), s)ds, t0 ∈ J (B.2)

(dabei sei
∫ t

t0
= −

∫ t0
t

für t0 > t) gegeben.
Ist allerdings die rechte Seite unstetig, so ist der klassische Lösungsbegriff zu
stark. Es genügt ein einfaches System aus der Physik, um dieses Problem zu
verdeutlichen:

Beispiel B.1. Ein Einkaufswagen bewegt sich entlang einer geraden Stre-
cke. Der Zustand des Einkaufswagen zum Zeitpunkt t ≥ 0 wird durch dessen
Position x(t) und Geschwindigkeit y(t) gegeben. Er wird durch die Beschleu-
nigung u(t) kontrolliert, wobei negative Beschleunigung als Bremsen zu ver-
stehen ist. Natürlich ist die Beschleunigung beschränkt. Zur Vereinfachung
wird U = [−1, 1] als Steuerbereich gewählt und Reibungseffekte werden igno-
riert. Das System kann durch ein lineares Kontrollsystem modelliert werden:(

ẋ(t)
ẏ(t)

)
=

(
0 1
0 0

)(
x(t)
y(t)

)
+

(
0
1

)
u(t), −1 ≤ u(t) ≤ 1
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Wir wollen den Wagen, ausgehend vom Anfangszustand ( 0
0 ), auf dem Zeit-

intervall [0, 2] maximal beschleunigen und danach im Intervall ]2, 3] maximal
abbremsen. Um die Geschwindigkeit y(t) des Einkaufswagens zum Zeitpunkt
t = 3 zu bestimmen, müssen wir die (eindeutige) Lösung der Differentialglei-
chung ẏ(t) = u(t) mit y(0) = 0 und unstetiger rechter Seite

u(t) :=

{
+1 falls 0 ≤ t ≤ 2
−1 falls 2 < t ≤ 3

berechnen, und im Punkt t = 3 auswerten. Aus der Integralgleichung (B.2)
erhält man die stetige Funktion

y(t) =

{
t falls 0 ≤ t ≤ 2

4− t falls 2 ≤ t ≤ 3
.

Dies ist aber keine klassische Lösung, da y(· ) an der Stelle t = 2 nicht
differenzierbar ist.

Unser Ziel ist es daher einen allgemeineren Lösungsbegriff einzuführen, der
eindeutige Lösungen für eine möglichst große Klasse von Differentialglei-
chungen mit unstetiger rechter Seite zulässt. Naheliegend ist es die Funk-
tionen, welche die Integralgleichung (B.2) erfüllen, als Lösung von (B.1) zu
deklarieren. Dazu sollte die rechte Seite f(x, t) zumindest die sogenannten

”
Caratheodory-Bedingungen“ erfüllen:

Bedingung B.2 (Caratheodory-Bedingungen). (C1) x 7→ f(x, t) ist stetig
für alle t ∈ I;

(C2) t 7→ f(x, t) ist messbar für alle x ∈ Rn;

(C3) Für alle kompakten K ⊂ Rn existiert eine lokal1 integrierbare
Funktion m : I → R+, so dass

‖f(x, t)‖ ≤ m(t) ∀t ∈ I, x ∈ K .

Definition B.3. Sind die Bedingungen (C1)-(C3) erfüllt, so bezeichnen wir
die Gleichung ẋ = f(x, t) auch als Caratheodory-Gleichung .

Im Anhang, Abschnitt A.2, wird der Begriff
”
absolute Stetigkeit“ von Funk-

tionen definiert, die über einem kompakten Intervall definiert sind. Dieses
Konzept lässt sich leicht auf offene, halboffene und unbeschränkte Intervalle
übertragen:

1d.h. Lebesgue-integrierbar über jedem kompakten Teilintervall von I
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Definition B.4. Sei J ein reelles Intervall.
Eine Funktion x : J → Rn heißt lokal absolut stetig , falls sie absolut stetig
auf jedem kompakten Teilintervall von J ist.

Definition und Satz B.5. Eine Funktion x : J → Rn heißt Caratheodory-
Lösung von (B.1) auf J ⊆ I, falls sie eine der beiden äquivalenten Bedingun-
gen

(i) x(· ) lokal absolut stetig und ẋ(t) = f(x(t), t) für fast alle t ∈ J .

(ii) t 7→ f(x(t), t) ist lokal integrierbar über J und

x(t) = x(a) +

∫ t

a

f(x(s), s)ds ∀a, t ∈ J . (B.3)

(Dabei sei
∫ t

a
= −

∫ a

t
für a > t.)

erfüllt.
Ist weiter x(t0) = x0 für ein t0 ∈ J , so ist x(· ) eine Caratheodory-Lösung des
Anfangswertproblems

ẋ(t) = f(x(t), t), t ∈ I, x(t0) = x0 (AWP)

auf dem Intervall J .

Beweis. Die Äquivalenz folgt direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung A.14.

Bemerkung B.6. Falls die rechte Seite f(x, t) stetig ist, so ist die Funktion
x(· ) genau dann eine Caratheodory-Lösung von (B.1), wenn sie eine klassi-
sche Lösung ist. Insbesondere ist dann (B.1) eine Caratheodory-Gleichung.
In diesem Sinne bildet die Caratheodory-Lösung eine Verallgemeinerung des
klassischen Lösungsbegriffs.

Hilfssatz B.7. Erfüllt (B.1) die Caratheodory-Bedingung (C1), so ist t 7→
f(x(t), t) messbar für jede messbare Funktion x(· ).

Beweis. Siehe [23, p.474].

Hilfssatz B.8. Ist x : [−t0,−t0 + d] → Rn eine (Caratheodory-) Lösung des
zeitumgekehrten Problems

ẋ(t) = −f(x(t),−t), x(−t0) = x0 , (B.4)

so ist x̃(t) := x(−t) eine Lösung des Ausgangsproblems

ẋ(t) = f(x(t), t), x(t0) = x0 ,

auf dem Intervall [−d + t0, t0].
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Satz B.9 (lokale Existenz). Es sei (B.1) eine Caratheodory-Gleichung.
Für alle Anfangswerte (x0, t0) ∈ Rn × I existiert ein d > 0 und eine Cara-
theodory-Lösung x(· ) von (AWP) auf J := [t0 − d, t0 + d] ∩ I.

Beweis. Wir weisen zunächst die Existenz eines d > 0 nach, so dass auf
dem Intervall [t0, t0 + d] ∩ I eine Caratheodory-Lösung existiert. Ohne Ein-
schränkung können wir voraussetzen, dass x0 kein rechter Randpunkt von I
ist (sonst wähle d > 0 beliebig). Es gibt also ein δ > 0, so dass t0 +δ ∈ I. We-
gen Caratheodory-Bedingung (C3) existiert eine lokal integrierbare Funktion
m : I → R+, so dass

‖f(x, t)‖ ≤ m(t) ∀t ∈ I, x ∈ Bδ(x0) .

Die Funktion ρ(t) :=
∫ t

t0
m(s)ds ist dann eine monoton wachsende, absolut

stetige Funktion auf [t0, δ] mit ρ(t0) = 0. Wähle 0 < d ≤ δ, so dass ρ(t0+d) ≤
δ, und zerlege [t0, t0 + d] in k ≥ 1 Teilintervalle der Länge h = d

k
. Auf

diesen Intervallen [t0 + ih, t0 + (i + 1)h], i = 0, 1, . . . , k− 1, konstruieren wir
schrittweise

”
i → i + 1“ eine approximierende Funktion xk(·). Setze dazu

xk(t) :=

{
x0 für t ≤ t0,

x0 +
∫ t

t0
f(xk(s− h), s)ds für t ∈ [t0, t0 + d].

(B.5)

Um zu prüfen, ob dies wohldefiniert ist, benötigen wir die Messbarkeit des
Integranden gemäß Hilfssatz B.7 und die integrierbare Majorante m(· ). Wir
erhalten (schrittweise) für alle t ∈ [t0, t0 + d]

‖xk(t)− x0‖ ≤
∫ t

t0

‖f(xk(s− h), s)‖ds ≤
∫ t

t0

m(s)ds = ρ(t) ≤ ρ(t0 + d) ≤ δ ,

und entsprechend für vorgegebene Zeitpunkte s ≤ t aus [t0, t0 + d]

‖xk(t)− xk(s)‖ ≤
∫ t

s

‖f(xk(s− h), s)‖ds ≤
∫ t

s

m(s)ds = |ρ(t)− ρ(s)| .

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Funktionenfolge (xk)k∈N gleichmäßig be-
schränkt und gleichgradig stetig ist (zumal ρ stetig). Nach dem Satz von
Arzelà-Ascoli A.10 existiert daher eine gleichmäßig konvergente Teilfolge,
die ebenfalls mit (xk)k∈N beschrieben werde, mit einem Grenzwert x(· ) in
C0([t0, t0 + d], Rn).
Schließlich wird gezeigt, dass x(· ) die gesuchte Caratheodory-Lösung auf
[t0, δ] ist. Zunächst konvergiert xk(s−h) gegen x(s) für k →∞ (im Rn), weil
(xk)k∈N gleichgradig stetig ist und

‖xk(s− h)− x(s)‖ ≤ ‖ xk(s− h)︸ ︷︷ ︸
xk(s− d

k
)

−xk(s)‖+ ‖xk(s)− x(s)‖︸ ︷︷ ︸
→0

.
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Verwendet man nun m(· ) als Majorante und berücksichtigt die Stetigkeit von
f(x, t) in x, so ermöglicht uns der Satz von der majorisierten Konvergenz,
Grenzwert und Limesbildung in (B.5) zu vertauschen. Man erhält

x(t) = lim
k→∞

xk(t) = x0 + lim
k→∞

∫ t

t0

f(xk(s− h), s)ds

= x0 +

∫ t

t0

lim
k→∞

f(xk(s− h), s)ds = x0 +

∫ t

t0

f( lim
k→∞

xk(s− h), s)ds

= x0 +

∫ t

t0

f(x(s), s)ds . (B.6)

Folglich erfüllt x(·) im Intervall [t0, t0 + d] die Integralgleichung (B.6), und
ist somit dort eine Caratheodory-Lösung.
Beginnt man den Beweis für das zeitumgerkehrte Problem (B.4) unter der
Annahme, dass x0 kein linker Randpunkt I ist, so erhält man eine Lösung
x̃(t) auf dem Intervall [t0− d, t0]∩ I. (Man beachte, dass auch −f(x,−s) die
Caratheodory-Bedinungen erfüllt.) Konkatenation x̃&t0x liefert die beidsei-
tige Lösung.

Sprechweise B.10. Es sei [t0,∞) ⊆ I, und x(· ) sei eine Lösung von (B.1)
auf einem Intervall [t0, t1) mit t0 < t1 ≤ ∞.
Falls t1 < ∞ ist und es eine weitere Lösung auf einem Intervall [t1, t1 + d)
für ein d > 0 existiert, so erhalten wir per Konkatenation eine

”
erweiterte

Lösung“ von x(· ) auf [t0, t1+d). Man sagt, die Lösung x(· ) kann auf [t0, t1+d)

”
erweitert“ werden.

Sonst nennt man x(· )
”
nicht erweiterbar in [t0,∞)“.

Entsprechende Sprechweisen verwenden wir im Falle (−∞, t0] ⊆ I und I = R.

Hilfssatz B.11. Es sei I = [t0,∞). Zu jeder Lösung von (B.1) existiert eine
erweiterte Lösung x(· ) auf einem Intervall [t0, ω) mit t0 < ω ≤ ∞, die nicht
erweiterbar in [t0,∞) ist. Ist ω < ∞, so heißt ω eine

”
endliche Fluchtstelle“.

Es gilt dann notwendigerweise

‖x(t)‖ → ∞ für t → ω .

Beweis. Siehe [9, p.35f].

Satz B.12 (globale Existenz). (a) Angenommen, es ist I = [t0,∞). Die
rechte Seite f(x, t) der Caratheodory-Gleichung (B.1) erfülle die Un-
gleichung

x∗f(x, t)

‖x‖2
≤ µ(t) ∀‖x‖ ≥ ζ, t ≥ t0 (B.7)
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für ein ζ > 0 und eine lokal integrierbare Funktion µ(· ).
Dann kann jede Lösung von (B.1) (per Konkatenation) auf [t0, +∞)
erweitert werden. Man sagt, die Gleichung (B.1) hat

”
globale Existenz

in die Zukunft“.

(b) Angenommen, es ist I = R. Gilt sogar

‖f(x, t)‖
‖x‖

≤ µ(t) ∀‖x‖ ≥ ζ, t ∈ R (B.8)

mit ζ und µ(· ) wie in (a), so kann jede Caratheodory-Lösung von (B.1)
auf ganz R erweitert werden. Man sagt, (B.1) hat

”
globale Existenz in

Zukunft und Vergangenheit“.

Beweis. 1. Wegen Hilfssatz B.11 genügt zu zeigen, dass keine Caratheodory-
Lösung von (B.1) auf einem beschränkten Intervall [t0, w) existiert mit
‖x(t)‖ → +∞ für t → w. Annahme: Dies wäre der Fall.
Die Funktionen r(t) := ‖x(t)‖2 bzw. log r(t) sind laut Satz A.17 absolut stetig
und daher fast überall differenzierbar (falls t nahe w). Es gilt fast überall

ṙ(t) =
d

dt
‖x(t)‖2 =

d

dt

(
‖· ‖2 ◦ x(· )

)∣∣
t
= (2x1, . . . , 2xn)

∣∣
x(t)

ẋ(t)

= 2x(t)∗ẋ(t) = 2x(t)∗f(x(t), t)

und folglich (für t nahe w)

d

dt
log r(t) =

ṙ(t)

r(t)
=

2x(t)∗f(x(t), t)

‖x(t)‖2

(B.7)

≤ 2µ(t) .

Integrieren über [s, t] ⊂ [t0, w) liefert für s nahe w fast überall:∫ t

s

ṙ(λ)

r(λ)
dλ︸ ︷︷ ︸

log r(t)− log r(s)
= log( r(t)

r(s))

≤ 2

∫ t

s

µ(λ)dλ

exp(.)⇐⇒ r(t) ≤ r(s) exp
(
2

∫ t

s

µ(λ)dλ
)

Für t → w konvergiert die rechte Seite der Ungleichung gegen
r(s) exp

(
2
∫ w

s
µ
)

< ∞, da µ integrierbar über [s, w] ist, und die linke Seite
gegen +∞ gemäß der Annahme. Dies ist ein Widerspruch.
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2. Die zweite Aussage folgt aus

x∗f(x, t)

‖x‖2
≤ ‖x‖· ‖f(x, t)‖

‖x‖2
=
‖f(x, t)‖
‖x‖

.

Man hat also globale Existenz in die Zukunft. Das zeitumgekehrte System
ẋ = −f(x,−t) liefert globale Existenz in die Vergangenheit.

Das nächste Lemma ermöglicht es, die letzte Caratheodory-Bedingung an-
hand einer schwächeren Bedingung zu überprüfen.

Lemma B.13. Angenommen, f : Rn × I → Rn erfüllt neben den Cara-
theodory-Bedingungen (C1) und (C2) auch die

”
lokale Lipschitzbedingung

in x“:

(L1) Für alle x0 ∈ Rn existiert ein δ > 0 und eine lokal integrierbare Funk-
tion µ : I → R+, so dass

‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ µ(t)‖x− y‖ ∀x, y ∈ Bδ(x0), t ∈ I .

Dann ist ẋ = f(x, t) genau dann eine Caratheodory-Gleichung, falls die fol-
gende Bedingung gilt:

(C3’) Für alle x ∈ Rn existiert eine lokal integrierbare Funktion
m : I → R+, so dass ‖f(x, t)‖ ≤ m(t) für alle t ∈ I.

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass (C3’) und (L1) die Bedingung (C3) im-
plizieren. Es gelte also (C3’) und (L1), und wir geben eine kompakte Menge
K ⊂ Rn vor. Für alle x0 ∈ K folgt die Existenz lokal integrierbarer Funktio-
nen µ, m : I → R+ (die von x0 abhängen) und einer positiven Konstante δx0 ,
so dass für alle x ∈ Bδx0

(x0) und t ∈ I gilt:

‖f(x, t)‖ ≤ ‖f(x0, t)‖+ ‖f(x, t)− f(x0, t)‖ ≤ m(t) + µ(t)‖x− x0‖
≤ m(t) + µ(t)δx0

Offensichtlich ist die letzte Funktion γx0(t) := m(t) + µ(t)δx0 lokal integrier-
bar. Ein Kompaktheitsschluß wird helfen eine Majorante auf ganz K zu be-
stimmen.
Die Vereinigung

⋃
x0∈K Bδx0

(x0) bildet eine offene Überdeckung der kompak-
ten Menge K. Daher gibt es eine endliche Teilüberdeckung bestehend aus
Kugeln mit Zentren x1, x2, . . . , xl aus K für ein l ∈ N. Wir definieren nun die
Funktion

γ(t) := max{γx1(t), γx2(t), . . . , γxl
(t)}

auf I. Es sollte bekannt sein [7, p.61], dass das Maximum von endlich vielen
(Lebesgue-) integrierbaren Funktion selbst integrierbar ist. Die Funktion γ(t)
erfüllt also nach Konstruktion die Caratheodory-Bedingung (C3).
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Definition B.14. Eine (Caratheodory-) Lösung x : J → Rn des Anfangs-
wertproblems (AWP) auf J ⊆ I heißt maximale Lösung von (AWP) bezüglich
I auf J , falls die folgende Eigenschaft erfüllt ist:
Ist x̃ : J̃ → Rn eine weitere Lösung von (AWP) auf J̃ ⊆ I, so folgt J̃ ⊆ J
und x(t) = x̃(t) für alle t ∈ J̃ .

Satz B.15 (Eindeutigkeit). Es sei (B.1) eine Caratheodory-Gleichung und
die rechte Seite f(x, t) erfülle die lokale Lipschitzbedingung (L1). Dann exis-
tiert eine maximale Lösung ρ : J → Rn von (AWP) bezüglich I auf einem
nichtleeren Intervall J ⊆ I, das relativ offen zu I ist.

Beweis. 1. Es seien x1, x2 : J̃ → Rn zwei beliebige Lösungen von (AWP) auf
J̃ ⊆ I. Die Anfangszeit t0 ∈ J̃ liege nicht am rechten Rand von J̃ . Wir zeigen
zunächst, dass es ein d > 0, so dass x1 und x2 auf [t0, t0 + d] wohldefiniert
sind und übereinstimmen. Um dies nachzuweisen, genügt es vorauszusetzen,
dass anstelle von (L1) die Ungleichung

(x− y)∗(f(x, t)− f(y, t))

‖x− y‖2
≤ µ(t) ∀x, y ∈ Bδ(x0), t ∈ I (B.9)

erfüllt ist. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwartz ist

(x− y)∗(f(x, t)− f(y, t)) ≤ ‖f(x, t)− f(y, t)‖· ‖x− y‖ ,

weshalb (B.9) aus der Lipschitz-Bedingung (L1) folgt. Aufgrund der Stetig-
keit von x1 und x2 im Punkt t0 können wir ein d > 0 bestimmen, so dass
x1, x2 auf [t0, t0 + d] definiert sind (d.h. t0 + d ∈ J̃) und

‖x1(t)− x0‖ < δ , ‖x2(t)− x0‖ < δ ∀t ∈ [t0, t0 + d] .

Wir führen die Hilfsfunktionen

z(t) := x1(t)− x2(t), r(t) := ‖z(t)‖2 und L(t) :=

∫ t

t0

µ(s)ds

mit Definitionsbereich [t0, t0+d] ein, wobei µ die lokal integrierbare Funktion
aus (L1). Die Funktion t 7→ r(t)e−2L(t) ist absolut stetig (siehe Satz A.17)
und es gilt fast überall:

d

dt
r(t) = 2z(t)∗ ż(t) = 2(f(x1(t), t)− f(x2(t), t))

∗ (x1(t)− x2(t))

(B.9)

≤ 2µ(t)r(t) ∀t ∈ [t0, t0 + d] (B.10)
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bzw.

d

dt
(r(t)e−2L(t)) =

d

dt
r(t) e−2L(t) + r(t)e−2L(t)

(
−2

d

dt

∫ t

t0

µ(s)ds

)
(B.11)

= e−2L(t)︸ ︷︷ ︸
≥0

(
d

dt
r(t)− 2µ(t)r(t)

)
︸ ︷︷ ︸

(B.10)

≤ 0

≤ 0 .

Die Funktion r(t)e−2L(t) ist also positiv und monoton fallend. Aus z(t0) = 0
folgt somit z(t) = 0 für alle t ∈ [t0, t0 + d], was zu zeigen war.

2. Wir wollen nun Eindeutigkeit für alle t ≥ t0 beweisen. Angenommen, es
gibt ein t ∈ J̃ mit t > t0 und x1(t) 6= x2(t). Dann ist

t1 := inf{t ∈ J̃ | t > t0, x1(t) 6= x2(t)}

eine reelle Zahl in (t0,∞), und es gilt x1 = x2 auf [t0, t1). Da x1, x2 stetig
sind im Punkt t1, gilt auch x1(t1) = x2(t1). Wir beachten, dass die Bedin-
gung (L1) für alle Anfangswerte x0 ∈ Rn erfüllt ist, und dass t1 kein rechter
Randpunkt von J̃ sein kann. Wir dürfen also 1. auf die neue Anfangsbedin-
gung x(t1) = x̃0 mit Anfangswert x̃0 := x1(t1) anwenden, um ein Intervall
[t1, t1 +d] für ein d > 0 zu erhalten, auf dem x1 und x2 übereinstimmen. Dies
ist ein Widerspruch zur Minimalität von t1.

3. Um Eindeutigkeit für t ≤ t0 zu erhalten, wiederholen wir die Argumenta-
tion aus 1. und 2. für das zeitumgekehrte Problem (B.4).

4. Es bleibt zu zeigen, dass es die maximale Lösung ρ : J → Rn gibt. Wir
setzen

τmin := inf {t ∈ I | es existiert ein Lösung von (AWP) auf [t, t0]} (B.12)

und

τmax := sup {t ∈ I | es existiert ein Lösung von (AWP) auf [t0, t]} .

(Möglicherweise ist τmin = −∞ und τmax = ∞.)
Aus Satz B.9 folgt τmin < τmax. Das Intervall (τmin, τmax) ist also nichtleer.
Laut Definition (B.12) gibt es zwei Folgen (sn) und (tn) mit sn → τmin bzw.
tn → τmax für n → ∞, so dass auf jedem Intervall (sn, tn) eine Lösung
von (AWP) existiert. Wie in 1.-3. festgestellt, stimmen diese Lösungen auf
gemeinsamen Gebieten des Definitionsbereichs überein. Es gibt also eine
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Lösung ρ auf J := (τmin, τmax).
Um die Maximalität von ρ zu erreichen, müssen wir gegenfalls die Randpunk-
te von I—falls vorhanden—in den Definitionsbereich J aufnehmen. Falls τmin

ein linker Randpunkt von I ist und es eine Lösung von (AWP) auf einem τmin

enthaltenden Intervall existiert, so füge τmin dem Intervall J hinzu und setze
ρ auf J stetig fort. Ist τmax ein rechter Randpunkt von I, so verfahren wir
entsprechend.
Per Konstruktion ist J ein nichtleeres Intervall, das offen ist relativ zu I.
Angenommen, es ist τmin ein innerer Punkt von I und es gibt eine Lösung
von (AWP) auf [τmin, t0]. Dann könnte diese Lösung mit dem lokalen Exis-
tenzsatz B.9 auf ein Intervall (τmin − d, τmin) für ein d > 0 erweitert werden,
im Widerspruch zur Minimalität von τmin. Ähnliches gilt für τmax ∈ int (I).
Dies impliziert, dass der Definitionsbereich von Lösungen des Anfangswert-
problems stets im konstruiertem J enthalten sind. Aus 1.-3. folgt, dass die
Lösungen auf ihrem Definitionsbereich mit ρ übereinstimmen.

Folgerung B.16. Die rechte Seite f(x, t) der Caratheodory-Gleichung (B.1)
erfülle die

”
globale Lipschitzbedingung in x“:

(L2) Es gibt eine lokal integrierbare Funktion µ : I → R+, so dass

‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ µ(t)‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn, t ∈ I .

Dann existiert eine maximale Lösung ρ : I → Rn von (AWP), die auf ganz I
definiert ist (d.h. J = I in Satz B.15).

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung ist

‖f(x, t)‖ − ‖f(y, t)‖ ≤ ‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ µ(t)‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn, t ∈ I .

Wir setzen y := 0. Es folgt

‖f(x, t)‖
‖x‖

≤ µ(t) + ‖f(0, t)‖ ∀‖x‖ ≥ 1, t ∈ I .

Aufgrund der Caratheodory-Bedingungen B.2 ist t 7→ ‖f(0, t)‖ lokal inte-
grierbar, und somit auch die gesamte rechte Seite der Ungleichung. f(x, t)
erfüllt also die globale Existenzbedingung (B.8). Die maximale Lösung aus
Satz B.15 kann folglich auf ganz I erweitert werden.

Bemerkung B.17. Eine Caratheodory-Gleichung der Form

ẋ(t) = f(x(t), t), f : Rn × R → Rn , (B.13)
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welche die lokale Lipschitzbedingung in x erfüllt, definiert ein kontinuierliches
System Σf ohne Kontrolle:
Man wählt den Zustandsraum X = Rn, die Zeitmenge T = R und den
einelementigen Steuerbereich U = {0}. Auf der Menge

D(φ) :=
{
(t, t0, x0) |t, t0 ∈ R, t0 ≤ t, x0 ∈ Rn, es existiert eine Lösung

x(t; t0, x0) : [t0, t] → Rn von (B.13) mit x(t0) = x0

}
definiert man die Übergangsfunktion φ(t, t0, x0) := x(t; t0, x0).
Diese ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung x(t; t0, x0) eindeutig bestimmt
ist, und nichttrivial aufgrund des Satzes B.9 zur lokalen Existenz von Cara-
theodory-Lösungen.
Es ist leicht einsehbar, dass das Tupel Σf := (R, Rn, {0}, φ) auch die rest-
lichen Axiome der Systemdefinition 1.2 erfüllt. In diesem Sinne dürfen wir

”
ẋ = f(x, t)“ als (Caratheodory-) System bezeichnen.

B.2 Lineare Systeme

Homogene Systeme

Wir untersuchen das lineare System ohne Kontrolle

ẋ(t) = A(t)x(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn (B.14)

und das
”
assoziierte Matrixsystem“

Ẋ(t) = A(t)X(t), t ∈ I, X(t) ∈ Rn×n , (B.15)

wobei A : I 7→ Rn×n eine messbare und lokal (essentiell) beschränkte Funk-
tion auf einem reellen Intervall I ist. Zur Vereinfachung können wir I = R
voraussetzen, indem wir A(t) := 0 für alle t ∈ Ic setzen.
Die rechte Seite f(x, t) = A(t)x von (B.14) ist linear in x für alle t, und lokal
integrabel in t für alle x. Offenbar erfüllt sie die Caratheodory-Bedingungen
B.2 (wähle m(t) := ‖A(t)x‖ in (C3’)) und die globale Lipschitzbedingung
(L2) in x (wähle µ(t) := ‖A(t)‖). Da das assoziierte Matrixsystem äquiva-
lent zu dem Vektorsystem (in Rn2

)

ż(t) = Ã(t)z(t), z(t) ∈ Rn2

mit

Ã(t) :=


A(t)

A(t)
. . .

A(t)


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ist, erfüllt auch (B.15) diese Bedingungen. Es folgt aus Lemma B.16, dass
es zu jedem Anfangswertproblem zu (B.14) bzw. (B.15) eine (eindeutige)
maximale Lösung gibt.
Von besonderer Bedeutung ist die sogenannte Fundamentallösung Φ(· ; t0).
Das ist die maximale Lösung des Anfangswertproblems

Ẋ = A(t)X, X(t0) = I (AWP)

mit Anfangswert I (Einheitsmatrix) und einer Anfangszeit t0 ∈ R. Wie das
folgende Lemma zeigt, ist durch die Kenntnis der Fundamentallösung jedes
Anfangswertproblem zu (B.14) bzw. (B.15) mit Anfangszeit t0 gelöst.

Satz B.18. Gegeben seien die Anfangsdaten t0 ∈ I, P ∈ Rn×n und p ∈ Rn.
Dann gilt:

(a) X(t) := Φ(t; t0)·P ist die Lösung von (B.15) mit X(t0) = P .

(b) x(t) := Φ(t; t0)· p ist die Lösung von (B.14) mit x(t0) = p.

Beweis. Natürlich sind mit Φ(·; t0) auch X(·) bzw. x(·) absolut stetig, und
erfüllen die Anfangsbedingung. Weiter gilt wegen der Produktregel:

(i) Ẋ(t) = (Φ(t; t0)P )
′
= Φ̇(t; t0)P + Φ(t; t0)Ṗ = A(t)Φ(t; t0)P = A(t)X(t)

fast überall.

(ii) ẋ(t) = (Φ(t; t0)p)
′
= Φ̇(t; t0)p = A(t)Φ(t; t0)p = A(t)x(t) f.ü.

Im nächsten Lemma werden Eigenschaften der Fundamentallösung aufgelis-
tet.

Lemma B.19. Es gilt für alle t, t0, t1 ∈ R:

(i) Φ(t0; t0) = I.

(ii) Die Matrix Φ(t; t0) hat vollen Rang.

(iii) Φ(t; t0) = Φ(t; t1)·Φ(t1; t0).

(iv) Φ(t1; t0)
−1 = Φ(t0; t1).

(v) det Φ(t; t0) = exp
(∫ t

t0
trA(s)ds

)
.

(Dabei sei
∫ t

t0
trA(s)ds = −

∫ t0
t

trA(s)ds für t0 > t.)

(vi) d
dt0

Φ(t; t0) = −Φ(t; t0)A(t0) fast überall.
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Beweis. Die Eigenschaften (ii) und (v) folgen direkt aus dem Satz von Lious-
ville B.25. Um (iii) zu zeigen, stellen wir fest, dass beide Seiten der Gleichung
die (eindeutige) maximale Lösung des Anfangswertproblems

Ẋ = A(t)X, X(t1) = Φ(t1; t0)

darstellen. (iii) impliziert (iv) für t = t0. Die letzte Eigenschaft erhält man
durch Auflösen in

0 =
d

dt0
(Φ(t; t0)·Φ(t0; t)) =

d

dt0
Φ(t; t0)·Φ(t0; t) + Φ(t; t0)·A(t0)Φ(t0; t) f.ü.

Im Spezialfall können wir eine explizite Darstellung der Fundamentallösung
angeben:

Satz B.20. Es ist Φ(t; t0) = exp
∫ t

t0
A(s)ds, falls

A(t1)A(t2) = A(t2)A(t1) ∀t1, t2 ∈ I . (B.16)

Beweisskizze. 1. Die Reihe

exp

∫ t

t0

A(s)ds =
∞∑

k=0

1

k!

(∫ t

t0

A(s)ds

)k

konvergiert absolut und gleichmäßig. Wir dürfen sie gliedweise ableiten. Wei-
ter ist sie absolut stetig. Wir setzen X(t) := exp

∫ t

t0
A(s)ds und zeigen, dass

X(· ) das Anfangswertproblem (AWP) löst.

2. Aus (B.16) folgt für alle t1, t2 ∈ I∫ t1

t0

A(s1)ds1

∫ t2

t0

A(s2)ds2 =

∫ t1

t0

∫ t2

t0

A(s1)A(s2)ds1ds2

=

∫ t2

t0

∫ t1

t0

A(s2)A(s1)ds2ds1 =

∫ t2

t0

A(s2)ds2

∫ t1

t0

A(s1)ds1 .

Dies impliziert fast überall

d

dt1

(∫ t1

t0

A(s1)ds1

∫ t2

t0

A(s2)ds2

)
=

d

dt1

(∫ t2

t0

A(s2)ds2

∫ t1

t0

A(s1)ds1

)
und somit (Produktregel)

A(t1)

∫ t2

t0

A(s2)ds2 =

∫ t2

t0

A(s2)ds2 A(t1) ∀t1, t2 ∈ I .
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3. Das Kommutieren von A(t) mit seinem Integral liefert zusammen mit der
Produktregel

d

dt

(∫ t

t0

A(s)ds

)k

= A(t)

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−1

+

∫ t

t0

A(s)ds A(t)

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−2

+

(∫ t

t0

A(s)ds

)2

A(t)

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−3

+ . . . +

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−1

A(t) = kA(t)

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−1

für fast alle t ∈ I.

4. Schließlich nutzen wir 1. und 3., um X(· ) abzuleiten:

Ẋ(t) =
∞∑

k=1

1

k!
kA(t)

(∫ t

t0

A(s)ds

)k−1

= A(t)
∞∑

k=0

1

k!

(∫ t

t0

A(s)ds

)k

= A(t)X(t)

fast überall. Es folgt die Behauptung X(t) = Φ(t; t0).

Beispiel B.21. Ist A(t) ≡ A, so ist Φ(t; t0) = eA(t−t0).

Im allgemeinen Fall können wir zumindest eine Potenzreihenentwicklung der
Fundamentallösung angegeben:

Satz B.22 (Picard-Lindelöf). Es sei X(t) := Φ(t; t0) die Fundamentallösung
von (B.15) auf einem Intervall [t0, T ] (für ein T ≥ 0). Mit dem HDI A.14
lässt sich die folgende Reihenentwicklung der Fundamentallösung zu einem
festen Zeitpunkt t ∈ [t0, T ] herleiten:

X(t) = I +

∫ t

t0

A(s1)X(s1)ds1 = I +

∫ t

t0

A(s1)

(
I +

∫ s1

t0

A(s2)X(s2)ds2

)
ds1

= I +

∫ t

t0

A(s1)ds1 +

∫ t

t0

∫ s1

t0

A(s1)A(s2)X(s2)ds2ds1 = . . .

= I +
l∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1+

+

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sl

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sl+1)X(sl+1)dsl+1 . . . ds2ds1
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Wir beweisen nun, dass man diese Entwicklung unendlich oft fortsetzen darf.
Die entstehende Reihe nennt man Neumann-Reihe. Sie konvergiert absolut
und gleichmäßig auf [t0, T ]. Also

X(t) = I +
∞∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1

(B.17)

für alle t ∈ [t0, T ].
Für den Beweis konstruieren wir Hilfsfunktionen—die sog.

”
Picard-Iterierten“

Y0 ≡ I, Yl+1(t) = I +

∫ t

t0

A(s)Yl(s)ds (l = 0, 1, 2 . . .) . (B.18)

Die Iterierten entsprechen genau den Partialsummen der Neumann-Reihe,
denn

Yl(t) = I +
l∑

k=1

(Yk(t)− Yk−1(t)) (B.19)

= I +
l∑

k=1

∫ t

t0

A(s1)(Yk−1(s1)− Yk−2(s1))ds1

= I +
l∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

A(s1)A(s2)(Yk−2(s2)− Yk−3(s2))ds2ds1

. . .

= I +
l∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1 .

Es genügt daher zu zeigen:

X = lim
l→∞

Yl (B.20)

bzgl. der Supremumsnorm ‖· ‖0 im Raum C0([t0, T ], Rn×n).

Beweis. Wir setzen α := ess. supt∈[t0,T ] ‖A(t)‖.

1. Per Induktion über l folgt, dass der Integrand A(s)Yl(s) in (B.18) als
messbare (essentiell) beschränkte Funktion über [t0, T ] integrierbar ist. Der
HDI sichert die Stetigkeit von Yl (l = 1, 2, . . .).
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2. Es gilt

‖Yk(t)− Yk−1(t)‖
(B.19)
=

∥∥∥∥∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

0

. . .

∫ sk−1

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1

∥∥∥∥
≤
∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

‖A(s1)‖· ‖A(s2)‖ · · · ‖A(sk)‖dsk . . . ds2ds1

≤ αk tk

k!

für alle t ∈ [t0, T ] und k ≥ 1. Wir können jetzt die Summanden von (B.19)
in der Supremumsnorm abschätzen:

‖I‖0 = sup
t∈[t0,T ]

‖I‖ = sup
t∈[t0,T ]

sup
‖x‖=1

‖Ix‖ = sup
‖x‖=1

‖x‖ = 1 ,

‖Yk − Yk−1‖0 = sup
t∈[t0,T ]

‖Yk(t)− Yk−1(t)‖ ≤ αk T k

k!
.

3. Es folgt

‖I‖0 +
∞∑

k=1

‖Yk − Yk−1‖0 ≤ exp(αT ) < ∞ .

Die Folge der Partialsummen (Yk)k∈N bildet daher eine Cauchy-Folge im Ba-
nachraum C0([t0, T ], Rn×n), und konvergiert dort gegen eine stetige Funktion
Y , die sich durch die Neumann-Reihe (B.17) darstellen lässt. Wir schliessen
X = Y .

Bemerkung B.23. Φ̃(· ;−t0) bezeichne die Fundamentallösung des zeitum-
gekehrten linearen Systems

Ẋ(t) = −A(−t)X(t)

auf dem Intervall [−t0,−T ] (für ein T < t0). Aus Satz B.22 und Hilfssatz B.8
erhalten wir für alle t ∈ [T, t0]:

Φ(t; t0) = Φ̃(−t;−t0)

= I +
∞∑

k=1

∫ −t

−t0

∫ s1

−t0

∫ s2

−t0

. . .

∫ sk−1

−t0

(−1)kA(−s1)A(−s2) . . . A(−sk)dsk . . . ds1

Sub.
= I +

∞∑
k=1

∫ t0

t

∫ t0

s1

∫ t0

s2

. . .

∫ t0

sk−1

(−1)kA(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1
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Für alle a > b in R setzen wir∫ b

a

f(x, s)ds := −
∫ a

b

f(x, s)ds .

Auf diese Weise behält die Darstellung (B.17) auch für t < t0 ihre Gültigkeit.
Da T beliebig vorgegeben, folgt für alle t ∈ R:

Φ(t; t0) = I +
∞∑

k=1

∫ t

t0

∫ s1

t0

∫ s2

t0

. . .

∫ sk−1

t0

A(s1)A(s2) . . . A(sk)dsk . . . ds2ds1

Definition B.24. Für eine vorgegebene Matrix A = (aij) ∈ Rn×n bezeichne
trA :=

∑n
i=1 aii die Spur von A.

Satz B.25 (Liouville). Es sei X : [t0, T ] → Rn×n eine Lösung von (B.15).
Dann gilt

det X(t) = exp

(∫ t

t0

trA(s)ds

)
det X(t0) ∀t ∈ [t0, T ] . (B.21)

Beweis. 1. Betrachte die skalare Differentialgleichung

ż(t) = trA(t)· z(t), t ∈ [t0, T ] . (B.22)

Wegen Satz B.20 ist z(t) = exp
∫ t

t0
trA(s)ds· z0 die eindeutige Lösung zum

Anfangswert z0 := det X(t0). Da det X(· ) absolut stetig ist, genügt es zu
zeigen, dass det X(· ) die Gleichung (B.22) fast überall erfüllt, und daher mit
z(· ) übereinstimmt. Es soll also

d

dt
det X(t) = trA(t)· det X(t0) (B.23)

für fast alle t ∈ [t0, T ] gelten.

2. Es sollen aij und ρij die Koeffizienten (abhängig von t) von A bzw. X
bezeichnen. Dann wird Ẋ = AX zu

ρ̇ij =
n∑

k=1

aikρkj, ∀ i, j = 1, . . . n . (B.24)

Weiter gilt

det X =
∑
π∈Sn

ε(π)ρ1,π(1) . . . ρn,π(n) , (B.25)
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wobei ε(π) das Signum der Permutation π ist. Mit Hilfe der Produktregel
folgt fast überall

d

dt
det X =

∑
π∈Sn

ε(π)ρ̇1,π(1)ρ2,π(2) . . . ρn,π(n) +
∑
π∈Sn

ε(π)ρ1,π(1)ρ̇2,π(2) . . . ρn,π(n)

+ . . . +
∑
π∈Sn

ε(π)ρ1,π(1) . . . ρn−1,π(n−1)ρ̇n,π(n)

= det


ρ̇11 ρ̇12 . . . ρ̇1n

ρ21 ρ22 . . . ρ2n
...

... . . .
...

ρn1 ρn2 . . . ρnn

+ det


ρ11 ρ12 . . . ρ1n

ρ̇21 ρ̇22 . . . ρ̇2n
...

... . . .
...

ρn1 ρn2 . . . ρnn



+ . . . + det


ρ11 ρ12 . . . ρ1n

ρ21 ρ22 . . . ρ2n
...

... . . .
...

ρ̇n1 ρ̇n2 . . . ρ̇nn

 .

Wir haben soeben det X als Summe von n Determinanten dargestellt. Mittels
(B.24) erhalten wir für die erste Determinante

det


∑n

k=1 a1kρk1

∑n
k=1 a1kρk2 . . .

∑n
k=1 a1kρkn

ρ21 ρ22 . . . ρ2n
...

... . . .
...

ρn1 ρn2 . . . ρnn

 .

Diese Determinante ist invariant unter den folgenden (elementaren) Zeile-
numformungen. Wir ziehen von der ersten Zeile a12 mal die zweite Zeile, a13

mal die dritte Zeile, usw., und a1n mal die letzte Zeile ab. Dies ergibt (fast
überall)

det


ρ̇11 ρ̇12 . . . ρ̇1n

ρ21 ρ22 . . . ρ2n
...

... . . .
...

ρn1 ρn2 . . . ρnn

 = det


a11ρ11 a11ρ12 . . . a11ρ1n

ρ21 ρ22 . . . ρ2n
...

... . . .
...

ρn1 ρn2 . . . ρnn

 = a11 det X .

Indem wir bei den restlichen Determinanten analog vorgehen, gewinnen wir
(B.23).

Bemerkung B.26. Aus der Gleichung (B.21) folgt (wegen exp > 0), dass
abhängig vom Anfangswert X(t0) alle Werte X(t) entweder singulär sind
oder nicht. Das Vorzeichen der Determinante ändert sich nie.
Insbesondere hat die Matrix Φ(t; t0) für alle t vollen Rang.
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Inhomogene Systeme

Schließlich berücksichtigen wir noch das inhomogene lineare System

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t), t ∈ I, x(t) ∈ Rn (B.26)

mit messbaren, lokal (essentiell) beschränkten Funktionen A : I → Rn×n und
b : I → Rn.
Offensichtlich behalten die Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen
(Caratheodory-Bedingungen, globale Lipschitzbedingung) beim Übergang zu
den inhomogenen Systemen ihre Gültigkeit.

Satz B.27 (Variation der Konstanten). Sei t0 ∈ I. Die Funktion x : I → Rn

mit

x(t) := Φ(t; t0)

(
p +

∫ t

t0

Φ(t0; s)b(s)ds

)
= Φ(t; t0)p +

∫ t

t0

Φ(t; s)b(s)ds

(B.27)

ist die Lösung von (B.26) mit x(t0) = p.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von Φ(t; · ) und der lokalen Integrierbarkeit von
b(· ) ist der Integrand lokal integrierbar, und (B.27) ist wohldefiniert.
Da Φ(·; t0) invertierbar ist, können wir ohne Einschränkung annehmen, dass
die Lösung von (B.26) zur Anfangsbedingung x(t0) = p von der Form x(·) =
Φ(·; t0)z(·) ist, wobei z : I → Rn eine absolut stetige Funktion ist. Ableiten
von x ergibt

Ax(t) + b(t)
HDI
= ẋ(t) = Φ̇(t; t0)z(t) + Φ(t; t0)ż(t)

= A(t) Φ(t; t0)z(t)︸ ︷︷ ︸
x(t)

+Φ(t; t0)ż(t)

für fast alle t ∈ I. Auflösen nach ż ergibt ż(t) = Φ(t; t0)
−1b(t) = Φ(t0; t)b(t)

fast überall. Nun verwenden wir den HDI, um

z(t) = z(t0)︸︷︷︸
p

+

∫ t

t0

Φ(t0; s)b(s)ds

zu erhalten.
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B.3 Autonome Kontrollsysteme mit kompak-

tem Steuerbereich

Es werden Kontrollsysteme analysiert, die durch Differentialgleichungen der
Form

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ U , x(t) ∈ Rn (B.28)

gegeben sind, wobei f : Rn × Rm → Rn eine stetige Funktion ist und der
Steuerbereich U ⊆ Rm eine kompakte (nichtleere) Menge.
Es wird insbesondere vorausgesetzt, dass die Eingabegrößen des Systems be-
schränkt sind, was bei den meisten

”
realen“ Systemen aus Physik, Biologie,

etc. ohnehin der Fall ist. So ist z.B. die Beschleunigung eines Autos durch
die Leistungsfähigkeit des Motors beschränkt oder die Passagierzahl in einem
Flugzeug durch die Anzahl der Sitzplätze.

Definition B.28. Eine messbare Abbildung u : I → U (I Intervall in R)
heißt zulässige Kontrollfunktion bzgl. des Systems (B.28).

Lemma B.29. Ist u : I → U eine zulässige Kontrollfunktion und
f : Rn × Rm → Rn stetig, so erfüllt die Funktion

g(x, t) := f(x, u(t))

die Caratheodory-Bedingungen B.2 auf dem Gebiet Rn×I. In diesem Sinne ist
(B.28) eine Caratheodory-Gleichung. Die Theorie aus dem ersten Abschnitt
lässt sich übertragen.

Beweisskizze. (i) g(x, t) ist stetig in x für alle t, da f(x, u) stetig ist in x für
alle u ∈ U .

(ii) g(x, t) ist messbar in t für jedes x, da

t
messbar7→ u(t)

stetig7→ f(x, u(t))

messbar ist.

(iii) Es sei ein Kompaktum K ⊂ Rn vorgegeben. f(x, u) ist stetig auf der
kompakten Menge K × U und folglich dort beschränkt. Also existiert
ein M > 0, so dass

‖g(x, t)‖ = ‖f(x, u(t)︸︷︷︸
∈U

)‖ ≤ M ∀t ∈ I .
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Definition B.30. x : I → Rn heißt zulässige Lösung von (B.28) bezüglich
der (zulässigen) Kontrolle u : I → U , falls x(· ) eine Caratheodory-Lösung
von (B.28) ist, d.h. x(·) ist lokal absolut stetig mit

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) für fast alle t ∈ I.

Insbesondere ist dies genau dann der Fall, wenn t 7→ f(x(t), u(t)) lokal inte-
grierbar ist über I, und der Integralgleichung

x(t) = x(s) +

∫ t

a

f(x(s), u(s))ds ∀a, t ∈ I (B.29)

(dabei sei
∫ t

a
= −

∫ a

t
für a > t) genügt.

Wir sagen, x : J → Rn ist eine (zulässige) Lösung des Anfangswertproblems

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ I, x(t0) = x0 (AWP)

auf dem Intervall J ⊆ I bezüglich der zulässigen Kontrolle u : I → U , falls
x(· ) eine zulässige Lösung von (B.28) bzgl. der Restriktion u|J ist, welche
die Bedingungen t0 ∈ J und x(t0) = x0 erfüllt.
Sie heißt maximal, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:
Ist x̃ : J̃ → Rn eine weitere Lösung von (AWP) auf J̃ ⊆ I, so folgt J̃ ⊆ J
und x(t) = x̃(t) für alle t ∈ J̃ .

In Satz B.9 haben wir die lokale Existenz einer zulässigen Lösung x(· ) von
(AWP) nachgewiesen. Für jede zulässige Kontrollfunktion u : I → U und
allen Anfangsdaten (x0, t0)

2 existiert ein d > 0 und eine zulässige Lösung
x(·) mit x(t0) = x0, welche auf einem Intervall [−t0 − d, t0 + d] ∩ I definiert
ist. Im nächsten Satz wird gezeigt, dass sich ein solches d > 0 unabhängig
von der gewählten Kontrolle bestimmen lässt.

Satz B.31 (gleichmäßige lokale Existenz). Für jede kompakte Menge C ⊂
Rn existiert ein µ > 0 und ein d > 0, so dass die folgende Aussage gilt:
Ist u eine zulässige Kontrolle auf [0, d] und x0 ∈ C ein Anfangswert, so kann
jede zugehörige Lösung x(· ) von

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ [0, d], x(0) = x0 (B.30)

auf das Intervall [0, d] (per Konkatenation) erweitert werden.
Außerdem ist ‖ẋ(t)‖ < µ fast überall und ‖x(t)− x0‖ < µt für alle t ∈ (0, d].

2OBdA darf t0 := 0 gesetzt werden
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Beweisskizze. Da C,U kompakt und f stetig, darf man

µ :=1 + max {‖f(x, u)‖ : dist(x, C) ≤ 1, u ∈ U} ,

d :=
1

µ

setzen. (Hier ist dist(x, C) := infc∈C ‖x− c‖.)
Es sei x(·) eine beliebige zulässige Lösung des Anfangswertproblems (B.30) zu
einer Kontrolle u : [0, d] → U und einem Zustand x0 ∈ C auf einem Intervall
I ⊆ [0, d]. Es ist zu zeigen, dass keine Fluchtstelle ω ∈ I existiert mit ω ≤ d

und x(t) → ∞ für t
<→ ω. Angenommen, dies ist falsch und es gibt eine

derartiges ω. Dann lässt sich ein erster Zeitpunkt t > 0 mit ‖x(t)− x0‖ = 1
bestimmen, woraus

1 ≥ ‖x(s)− x0‖ ≥ dist(x(s), C) ∀0 ≤ s ≤ t

folgt. Wegen (B.29) gilt weiter

1 = ‖x(t)− x0‖ ≤
∫ t

0

‖f(x(s), u(s))‖︸ ︷︷ ︸
≤µ−1<µ

ds < µt < µd = 1 . (B.31)

Dies ist ein Widerspruch zur Definition d := 1
µ
.

Da ẋ(t) = f(x(t), u(t)) f.ü. und (B.31) mit Ausnahme der ersten Gleichheit
für alle t ∈ (0, d] gilt, sind auch die Abschätzungen gezeigt.

Satz B.32 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei u : I → U messbar
auf einem Intervall I. Die Anfangsdaten (x0, t0) ∈ Rn × I seien vorgegeben.
Angenommen, es existiert ein δ > 0 und ein λ ∈ R, so dass

‖f(x, u)− f(y, u)‖ ≤ λ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Bδ(x0), u ∈ U . (B.32)

Dann existiert eine (eindeutige) maximale Lösung ρ : J → Rn des Anfangs-
wertproblems (AWP) bzgl. u(· ), welche auf einem nichtleeren Intervall J ⊆ I
definiert ist, das relativ offen zu I ist.

Gilt weiter
‖f(x, u)‖
‖x‖

≤ µ ∀‖x‖ ≥ 1, u ∈ U (B.33)

für ein µ > 0, so ist J = I das
”
maximale“ Existenzintervall.

Beweis. Wir sehen problemlos, dass g(x, t) := f(x, u(t)) die Bedingungen
(L1) und (B.8) erfüllt. Die Behauptung folgt somit aus den Sätzen B.12 und
B.15.
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Definition und Satz B.33. Es sei U ⊂ Rm eine kompakte nichtleere Menge
und f : Rn × Rm → Rn eine stetige Funktion, welche die Eindeutigkeitsbe-
dingung (B.32) erfüllt.
Wir nennen eine zulässige Eingangsfunktion u : [t0, T ) → U

”
zulässig für x0“,

falls die maximale Lösung ρ : J → Rn des Anfangswertproblems

ẋ(t) =f(x(t), u(t)), t ∈ [t0, T ], x(t0) = x0 (B.34)

auf J = [t0, T ] definiert ist, und setzen

D(φ) :=
{
(T, t0, x0, u) | t0 ≤ T, x0 ∈ Rn, u ∈ U [t0,T ) zulässig für x0

}
.

Auf D(φ) definieren wir die Abbildung

φ(T ; t0, x0, u) := ρ(T ) ,

wobei ρ die (eindeutige) maximale Lösung von (B.34) auf [t0, T ] ist. Dann ist
Σf := (R, Rn,U , φ) ein autonomes kontinuierliches System. In diesem Sinne
darf man die Gleichung (B.28) als autonomes Kontrollsystem bezeichnen.

Beweisskizze. Die Übergangsfunktion ist natürlich wohldefiniert.
Die Prüfung der Systemaxiome ist dem Leser überlassen.
Die Autonomie des Systems wird im nächsten Satz bewiesen.

Satz B.34. Das System Σf aus Satz B.33 ist autonom gemäß Definition 1.9.

Beweis. Es sei (T, t0, x0, u) ∈ D(φ), und x : [t0, T ] → Rn sei die maxima-
le Lösung von (B.34) bzgl. u. Wir betrachten die verschobene Trajektorie
y(t) := x(t − s) auf dem Intervall [t0 + s, T + s] für ein s > 0. Es folgt
y(t0 + s) = x0 und

ẏ(t) =
d

dt
x(t− s) = f (x(t− s), u(t− s)) = f(y(t), u(t− s))

für fast alle t ∈ [t0 + s, T + s]. Die absolut stetige Funktion y(· ) ist also die
maximale Lösung des Anfangswertproblems

ẏ(t) =f(y(t), us(t)), t ∈ [t0 + s, T + s], y(t0 + s) = x0

bzgl. der verschobenen Kontrolle us(t) := u(t − s). Wir erhalten, dass us

zulässig für x0 ist und

φ(T ; t0, x, u) = x(T ) = y(T + s) = φ(T + s; t0 + s, x, us) .
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B.4 Erreichbare Mengen von autonomen Kon-

trollsystemen

In diesem Abschnitt werden die erreichbaren Mengen des autonomen konti-
nuierlichen Kontrollsystems Σf aus Defintion B.33 untersucht. Σf ist gegeben
durch die Gleichung

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ U , x(t) ∈ Rn (B.35)

mit stetiger rechter Seite f : Rn × Rm → Rn und kompaktem Steuerbereich
U . Wir übernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3. Die erreichbare
Menge AT (p) von p ∈ Rn zur Zeit T ≥ 0 ist dann die Menge aller Zustände
q ∈ Rn, für welche eine Lösung x(· ) vom Anfangswertproblem

ẋ = f(x, u), t ∈ [0, T ], x(0) = p

bzgl. einer messbaren Kontrolle u : [0, T ] → U existiert, so dass x(T ) = q.

Definition und Satz B.35. Ein Punkt p ∈ Rn heißt kritisch, falls

0 ∈ f(p,U) :=
⋃
u∈U

f(p, u) .

Die erreichbaren Mengen kritischer Punkte sind monoton, d.h.

As(p) ⊆ At(p) ∀0 ≤ s ≤ t .

Beweis. Da p kritisch, existiert ein u0 ∈ U mit f(p, u0) = 0. Die konstante
Funktion x(t) ≡ p ist die Lösung zur Kontrolle u(t) ≡ u0 und daher p ∈ At(p)
für alle t ≥ 0. Sei nun q ∈ As(p). Wegen p ∈ At−s(p), gilt gemäß (1.2)
q ∈ At(p) für alle t ≥ s.

Folgerung B.36 (Lokale Beschränktheit). Es existiert ein d > 0, so dass

At(x0) ⊂ B1(x0) ∀t ∈ [0, d] .

Beweis. Setze C := {x0} im Satz zur gleichmäßigen lokalen Existenz B.31.
Dann gilt für µ := 1 + max {‖f(x, u)‖ : ‖x− x0‖ ≤ 1, u ∈ U} und d := 1

µ
die

Abschätzung

‖x(t)− x0‖ < µt ≤ µd = 1 ∀t ∈ [0, d] ,

wobei x(· ) eine beliebige zulässige Lösung von (B.35).
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Beispiel B.37. Betrachte das initilisierte skalare Kontrollsytem

ẋ = (1 + x2)u, |u(t)| ≤ 1, x(0) = 0 . (B.36)

Hier ist µ := 1+max {|(1 + x2)u| : |x| ≤ 1, |u| ≤ 1} = 3. Nach Folgerung B.36
liegt für t ∈ [0, 1

3
] die erreichbare Menge At(0) in der offenen Einheitskugel.

Wir sehen auch, dass 0 kritisch ist. Die erreichbaren Mengen sind somit
monoton. Um genauere Aussagen zu gewinnen, lösen wir (B.36). Die Theorie
zu gewöhnlichen Differentialgleichungen mit getrennten Variablen liefert die
Lösung

x(t) = tan

(∫ t

0

u(s)ds

)
, (B.37)

bezüglich einer messbaren Funktion u : [0, d] → [−1, 1] mit d < π
2
. Man

beachte, dass x(· ) absolut stetig3 über [0, d] ist und die Gleichung (B.36)
fast überall erfüllt. (Denn (tan t)

′
= 1

cos2 t
= 1+tan2 t.) Die Funktion x(· ) ist

folglich eine zulässige Lösung auf [0, d].
Da für alle x0 ∈ R die Abschätzung

|f(x, u)− f(y, u)| = |(x2−y2)u| = |(x + y)u|· |x− y|
≤ 2(δ + |x0|)· |x− y| ∀x, y ∈ Bδ(x0), u ∈ U

gilt, ist die Eindeutigkeitsbedingung (B.32) erfüllt. Also sind Lösungen von
(B.36) auf dem Intervall [0, d], d < π

2
, genau von der Form (B.37).

Aus |x(t)| ≤ tan t, {± tan t} ∈ At(0) und der Monotonie erreichbarer Mengen
folgt somit

At(0) = [− tan t, tan t] ∀t ∈ [0, π
2
) .

Für t = π
2

ist die erreichbare Menge unbeschränkt.

Folgerung B.38 (Beschränktheit). Angenommen es gibt ein µ ∈ R+, so
dass

x∗f(x, u)

‖x‖2
≤ µ ∀‖x‖ ≥ 1, u ∈ U . (B.38)

Dann besitzt laut Satz B.32 die Gleichung (B.35) globale Existenz in die
Zukunft und es gilt:

At(x0) ist beschränkt und nichtleer für alle t ≥ 0.

3Da tan Lipschitzstetig über [−d, d] ist, dürfen wir Satz A.17 anwenden.
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Beweis. Weil der Steuerbereich U nichtleer ist und jede konstante Kontrolle
u(t) ≡ u0 mit u0 ∈ U zulässig ist, folgt aus Satz B.32, dass es eine zulässige
Lösung von (B.35) mit x(0) = x0 (zur Kontrolle u ≡ u0) gibt, die auf dem
Intervall [0,∞) definiert ist. Es folgt At(x0) 6= ∅ für alle t ≥ 0.
Um die Beschränktheit zu zeigen, übertragen wir die Überlegungen im Beweis
von Satz B.12 auf unser Kontrollsystem. Sei dazu x(· ) eine zulässige Lösung
auf [0,∞) bzgl. einer Kontrolle u und t ≥ 0 irgendein fester Zeitpunkt. Ohne
Einschränkung sei r(t) := ‖x(t)‖ > 1. Wir setzen

s :=

{
0, falls ‖x(τ)‖ > 1 ∀τ ∈ [0, t]

max{τ | 0 ≤ τ ≤ t, x(τ) = 1}, sonst

Dann gilt für fast alle τ ∈ [s, t]

d

dτ
log r(τ) =

ṙ(τ)

r(τ)
=

2x(τ)∗f(x(τ), u(τ))

‖x(τ)‖2

(B.38)

≤ 2µ .

Integration von d
dτ

log r(τ) über [s, t] liefert wie im Beweis von Satz B.12 die
Abschätzung

r(t) ≤ r(s) exp(2µ(t− s)) .

Es folgt aus der Definitionen von s die konservative Abschätzung

‖x(t)‖2 ≤ max{1, ‖x0‖2}· exp(2µt) ,

und daher

At(x0) ⊆ B
(
0, max{1, ‖x0‖}· exp(µt)

)
∀t ≥ 0 .

In der Optimierung ist das Auffinden zeitoptimaler Steuerungen eine wichtige
Aufgabe [11]. Im einfachsten Fall besteht das Problem darin, einen Zielpunkt
z ∈ AT (x0), T ≥ 0, in minimaler Zeit

tf := inf {t ≥ 0 | z ∈ At(x0)} (B.39)

von einem Anfangspunkt x0 zu erreichen. Die Existenz einer zeitoptimalen
Kontrolle ist häufig abhängig von der Abgeschlossenheit der Menge Atf(x0).
Doch erreichbare Mengen sind nicht immer abgeschlossen, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel B.39. Betrachte das Kontrollsystem im R2

ẋ1 =(1− x2
2)u

2 , (B.40)

ẋ2 =u (B.41)
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mit Steuerbereich U = [−1, 1] 3 u(t) und Anfangsbedingung x(0) = ( 0
0 ).

Man sieht leicht, dass wegen

x1(T ) =

∫ T

0

(
1− x2(s)

2
)
u(s)2ds ≤

∫ T

0

1· 1 ds = T (B.42)

die erreichbare Menge AT (0) in der Halbebene{
(x, y) ∈ R2 : x ≤ T

}
liegt (für eine beliebige Endzeit T ≥ 0). Wir zeigen nun, dass für T > 0 der
Punkt

(
T
0

)
zwar der Grenzwert einer Folge aus AT (

(
0
0

)
) ist, jedoch nicht zu

dieser Menge gehört:

Wir zerlegen für jedes k = 1, 2, . . . das Intervall [0, T ] in 2k Teilintervalle der

Form [ (j−1)T
2k

, jT
2k

], j = 1, 2, . . . , 2k, und bezeichnen das j-te Teilintervall mit
Ij. Nun definieren wir für jedes k = 1, 2, . . . eine zulässige Kontrollfunktion,
welche auf diesen Intervallen alterniert, durch

uk(t) :=

{
+1, falls t ∈ Ij und j ungerade
−1, falls t ∈ int (Ij) und j gerade

.

x(t; uk) bezeichne die zugehörige Lösung auf [0, T ] mit Anfangswert x(0; uk) =(
0
0

)
. Nach Konstruktion gilt

x2(T ; uk) =

∫ T

0

uk(s)ds = 1
2
T − 1

2
T = 0 ,

|x2(t; uk)| ≤
T

2k

für alle k ∈ N und alle t ∈ [0, T ]. Es folgt fast überall

1− T 2

4k2
≤ 1− x2(t; uk)

2︸ ︷︷ ︸
ẋ1(t;uk)

≤ 1 ,

und Integration über [0, T ] liefert(
1− T 2

4k2

)
T ≤ x1(T ; uk) ≤ T . (B.43)

Also konvergiert
( x1(T ;uk)

x2(T ;uk)

)
gegen

(
T
0

)
für k →∞.

Allerdings ist (T, 0) /∈ AT (
(

0
0

)
). Denn sonst würde aus der Gleichheit in

(B.42) (
1− x2(t)

2
)
u(t)2 = 1 f.ü.
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und somit

x2(t) = 0, u(t) = ±1 f.ü.

folgen. Dies ist ein Widerspruch, denn x2(t) = 0 f.ü. impliziert u(t) = 0
f.ü. wegen (B.41).
Die erreichbare MengeAT (

(
0
0

)
) ist zu keinem Zeitpunkt T > 0 abgeschlossen!

Insbesondere wird in [11, p.107] bemerkt, dass es keine zeitoptimale Kontrolle
gibt, die den Punkt

(
1
0

)
in minimaler Zeit tf von

(
0
0

)
erreicht (Idee: tf = 1

und
(

1
0

)
/∈ A1(

(
0
0

)
)).

Wir bereiten nun den Satz von Filippov vor, der ein Kriterium für die Abge-
schlossenheit von At(x0) liefert. Um dieses Kriterium anwenden zu können,
ist die Konvexität der Menge F (x) aus der nächsten Definition für alle x ∈ Rn

erforderlich.

Definition und Lemma B.40. Es wird die mengenwertige Funktion

F (x) := f(x,U) =
⋃
u∈U

f(x, u) ∀x ∈ Rn

eingeführt. Da in unserem Fall f stetig und U kompakt nichtleer ist, ist auch
F (x) kompakt und nichtleer für alle x ∈ Rn, d.h. F (x) ∈ Ω(Rn). Insbe-
sondere ist F als Abbildung der Form F : Rn 7→ Ω(Rn) stetig (bzgl. des
Hausdorffabstands).

Beweis. Aus der Stetigkeit von x 7→ f(x, u) folgt, dass

∀x ∈ Rn ∀u ∈ U ∀ε > 0 ∃δ(x, ε, u) > 0 :

‖f(x, u)− f(y, u)‖ < ε ∀‖x− y‖ < δ(x, ε, u) .

Also liegt jedes Element f(x, u) ∈ F (x) in einer ε−Umgebung von F (y),
falls ‖x − y‖ < δ(x, ε, u). Und analog liegt jedes Element von F (y) in einer
ε−Umgebung von F (x), falls ‖x − y‖ < δ(y, ε, u). Aus der Minimalitätsei-
genschaft von dH(F (x), F (y)) gemäß Beispiel A.6 erhalten wir schließlich

dH(F (x), F (y)) ≤ ε ∀‖x− y‖ < min{δ(x, ε, u), δ(y, ε, u)} ,

woraus die Stetigkeit von F (x) folgt.
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Beispiel B.41. In Beispiel B.39 ist

F (x) =

{(
(1− x 2

2 ) u2

u

)
: −1 ≤ u ≤ 1

}
.

Für x2 6= ±1 ist die Projektion von F (x) auf die erste Koordinate der Graph
einer Parabel der Form Cu2 mit C 6= 0. Die Nichtkonvexität dieser Parabel
impliziert die Nichtkonvexität von F (x) in diesem Fall.

Lemma B.42. Eine Funktion x(·) ist genau dann eine Lösung von (B.35)
bezüglich einer zulässigen Kontrolle u, wenn x(·) eine absolut stetige Funk-
tion ist, für die

ẋ(t) ∈ F (x(t)) f.ü. (B.44)

gilt. Man sagt, x(·) löst die
”
Differentialinklusion“ (B.44) zum Kontrollpro-

blem (B.35).

Beweis. 1. Ist x(·) eine Lösung von (B.35) zur Kontrolle u, so ist x(·) absolut
stetig und ẋ(t) = f(x(t), u(t)) ∈ F (x(t)) f.ü . Dies zeigt, dass x(·) eine Lösung
von (B.44) ist.

2. Siehe [11, p.106].

Hilfssatz B.43 (Mittelwertsatz). Es sei C eine abgeschlossene konvexe Teil-
menge des Rn und g : [0,∞) → C eine lokal integrierbare Funktion. Dann
gilt für den Mittelwert

1

t

∫ t

0

g(s)ds ∈ C ∀t ≥ 0 .

Satz B.44 (Filippov). Angenommen, die rechte Seite des Kontrollsystems
(B.35) erfüllt die Existenzbedingung (B.38), und F (x) ist konvex für alle
x ∈ Rn. Dann ist AT (x0) kompakt für alle T ≥ 0 und stetig in T bezüglich
der Hausdorffmetrik.

Beweis. 1. In Folgerung B.38 wurde bereits bewiesen, dassAT (x0) beschränkt
ist. Es bleibt, die Abgeschlossenheit der erreichbaren Menge nachzuweisen.
Sei dazu (zk)k∈N eine beliebige konvergente Folge in AT (x0) mit Grenzwert
z∗. Weiter sei (xk)k∈N eine Folge zulässiger Lösungen von (B.35) auf [0, T ]
mit Anfangspunkten xk(0) = x0, Endpunkten xk(T ) = zk und zugehörigen
Kontrollen uk (k = 1, 2, . . .). Es genügt zu zeigen, dass es eine weitere zulässi-
ge Lösung x gibt, die x(T ) = z∗ erfüllt.



168 B. Caratheodory-Systeme

2. Aus dem Beweis von Folgerung B.38 folgt, dass alle Lösungstrajektorien
xk in einer kompakten Menge

D :=
{
x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ (1 + ‖x0‖2) exp 2µT

}
für ein µ > 0

verlaufen. Auf der kompakten Menge D × U ist die rechte Seite f stetig.
Daher gibt es ein M > 0, so dass

‖f(x, u)‖ ≤ M ∀x ∈ D, u ∈ U . (B.45)

Es folgt für alle s ≤ t in [0, T ] und k ∈ N

‖xk(t)− xk(s)‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

f(xk(τ), uk(τ))dτ

∥∥∥∥ ≤ M |t− s| , (B.46)

d.h. alle xk sind Lipschitzstetig mit Konstante M . Also bildet die Folge
(xk)k∈N eine gleichgradig stetige und gleichmäßig beschränkte Familie. Nach
Arzelà-Ascoli A.10 existiert eine Teilfolge, ohne Einschränkung die ursprüng-
liche Folge, die gleichmäßig auf [0, T ] gegen eine Funktion x konvergiert. Die-
se ist ebenfalls Lipschitzstetig mit Konstante M (k →∞ in (B.46)) und ist
daher absolut stetig. Offensichtlich gilt weiter

x(0) = lim
k→∞

xk(0) = x0, x(T ) = lim
k→∞

zk = z∗ .

3. Wir werden gleich sehen, dass ẋ(t) ∈ F (x(t)) fast überall.
Sei t0 ∈ [0, T ] ein beliebiger Zeitpunkt, an welchem ẋ(t0) existiert.
Es gilt

x(t)− x(t0)

t− t0
= lim

k→∞

xk(t)− xk(t0)

t− t0
= lim

k→∞

1

t− t0

∫ t

t0

ẋk(τ)dτ

Transl.
= lim

k→∞

1

t− t0

∫ t−t0

0

ẋk(t0 + τ)dτ

Subst.
= lim

k→∞

∫ 1

0

ẋk(t0 + (t− t0)τ)dτ . (B.47)

Weil x differenzierbar ist in t0 und F stetig in x(t0) ist, können wir für ein
vorgegebenes ε > 0 ein δ > 0 bestimmen, so dass∥∥∥∥x(t)− x(t0)

t− t0
− ẋ(t0)

∥∥∥∥ < ε ∀|t− t0| < δ (B.48)

und

dH(F (x(t0)), F (y)) < ε ∀‖x(t0)− y‖ < δ . (B.49)
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x ist stetig in t0, d.h. es existiert ein t > t0 mit |t− t0| < δ, so dass

‖x(t0)− x(τ)‖ < δ
2

∀τ ∈ [t0, t] . (B.50)

(xk)k∈N konvergiert gleichmäßig gegen x auf [t0, t], d.h.

∃N ∈ N : ‖xk(τ)− x(τ)‖ < δ
2

∀τ ∈ [t0, t] ∀k ≥ N . (B.51)

Aus der Dreiecksungleichung, (B.50) und (B.51) folgt nun

‖x(t0)− xk(τ)‖ ≤ ‖x(t0)− xk(τ)‖+ ‖xk(τ)−x(τ)‖ < δ (B.52)

∀τ ∈ [t0, t] ∀k ≥ N .

(B.49) und (B.52) ergeben

dH

(
F (x(t0)), F (xk(τ))

)
< ε ∀τ ∈ [t0, t] ∀k ≥ N . (B.53)

Da ẋk(τ) ∈ F (xk(τ)) fast überall, lässt sich (B.53) wie folgt auswerten:
Ist k ≥ N , so gehört ẋk(τ) zu einer abgeschlossenen ε-Umgebung von F (x(t0))
für fast alle τ ∈ [t0, t], d.h.

ẋk(τ) ∈ Bε(F (t0)) ∀ ′τ ∈ [t0, t],∀k ≥ N . (B.54)

Dies kann man auch anders schreiben:

ẋk(t0 + (t− t0)τ) ∈ Bε(F (t0)) ∀ ′τ ∈ [0, 1],∀k ≥ N (B.55)

Mit F (t0) ist auch Bε(F (t0)) konvex und der Mittelwertsatz B.43 besagt,
dass ∫ 1

0

ẋk(t0 + (t− t0)τ)dτ ∈ Bε(F (t0)) ∀k ≥ N .

Schließlich nutzen wir die Abgeschlossenheit von Bε(F (t0)), um

x(t)− x(t0)

t− t0

(B.47)
= lim

k→∞

∫ 1

0

ẋk(t0 + (t− t0)τ)dτ ∈ Bε(F (t0))

zu zeigen, woraus mit Hilfe von (B.48)

ẋ(t0) ∈ B2ε(F (t0))

folgt. Da ε beliebig klein und F (t0) abgeschlossen, erhalten wir ẋ(t0) ∈ F (t0)
(für ε → 0). Dies gilt für alle t0, an denen ẋ(t0) existiert, also für fast alle
t0 ∈ [0, T ].



170 B. Caratheodory-Systeme

4. Nach Lemma B.42 ist mit x eine zulässige Lösung von (B.35) auf [0, T ]
gefunden, die x(0) = x0 und x(T ) = z∗ erfüllt. Die Kompaktheit von AT (x0)
haben wir somit bewiesen.

5. Es bleibt, die Stetigkeit von t 7→ At(x0) über dem Intervall [0, T ] nachzu-
weisen.
Es seien t1, t2 ∈ [0, T ] und z1 ∈ At1(x0) beliebige Elemente. Dann existiert ei-
ne zulässige Lösung x(· ) (zu einer Kontrolle u) mit x(0) = x0 und x(t1) = z1.
Wir setzen z2 := x(t2). Wegen (B.45) gibt es ein M > 0, so dass

‖z1 − z2‖ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

f(x(s), u(s))ds

∥∥∥∥ ≤ M · |t1 − t2| .

Diese Ungleichung erhalten wir aus Symmetriegründen auch, falls wir die
Rollen von z1 und z2 vertauschen. Es folgt

∀ε > 0 : At1(x0) ⊆ Bε(At2(x0)) und At2(x0) ⊆ Bε(At1(x0)) ∀|t1 − t2| < ε
M

.

Dies zeigt die Stetigkeit von t 7→ At(x0) bezüglich der Hausdorff-Metrik.

Folgerung B.45 (Existenz zeitoptimaler Kontrollen). Angenommen die Be-
dingungen aus Satz B.44 sind erfüllt und es gibt ein T ≥ 0, so dass z ∈
AT (x0). Dann gibt es eine (zeitoptimale) Steuerung, die den Punkt z von x0

in minimaler Zeit tf erreicht. Also tf ∈ Atf(x0).

Beweis. Nach Definition (B.39) ist tf = inf {t ≥ 0 | z ∈ At(x0)}. Wegen z ∈
AT (x0) ist tf ≤ T . Es gibt daher Zeitpunkte (tk)k∈N mit tk

>→ tf und zulässige
Lösungen (xk)k∈N, so dass xk(0) = x0 und xk(tk) = z. Weiter folgt wie in
(B.46)

‖xk(t
f)− z‖ = ‖xk(t

f)− xk(tk)‖ ≤
∫ tk

tf
Mds

für ein M > 0. Es konvergiert somit xk(t
f) gegen z für k →∞. Weil xk(t

f) ∈
Atf(x0) und Atf(x0) abgeschlossen ist, schliessen wir z ∈ Atf (x0).
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zulässige . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

M

Maximumprinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Messbereich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

N

Neumann-Reihe . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

P

Picard-Iterierte. . . . . . . . . . . . . . . . . .153

R

Responsefunktion. . . . . . . . . . . . . . . . . .6

S

Satz von
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