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Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie im Bereich der modellpradiktiven Reglung (englisch: model predictive control)
ist heutzutage soweit ausgereift, dass diese Methode in der Industrie weit verbreitet einge-
setzt wird. Dieser Regelungsansatz basiert auf einem Optimierungsproblem und verwendet
zudem ein Modell des Prozesses, um das Verhalten des Systems auf einem endlichen Horizont
vorherzusagen. Dazu wird zum aktuellen Zeitpunkt ein optimales Steuerungsproblem gelost
und das erste Glied der berechneten optimalen Kontrollfolge auf das System angewendet.
Anschlielend wird ein neues Optimierungsproblem formuliert, welches basierend auf aktua-
lisierten Messungen des Zustandes auf dem nun um einen Zeitschritt verschobenen Horizont
gelost wird. Die der Optimierung zugrunde liegende Zielfunktion wird normalerweise durch
ein quadratisches oder lineares Kriterium ausgedriickt, so dass das resultierende Optimie-
rungsproblem als quadratisches (QP) bzw. lineares Programm (LP) behandelt werden kann.

Die Durchfiihrbarkeit des Konzeptes der modellpréadiktiven Regelung (MPC) ist jedoch zum
Teil dadurch eingeschriankt, dass Optimierungsprobleme nicht immer in Echtzeit gelost wer-
den koénnen. Deshalb eignet sich MPC weniger als Kontrollstrategie fiir grofle Systeme. Auf
der anderen Seite ist diese Methode sehr beliebt, da Eingans— und Zustandsbeschrinkungen
explizit im optimalen Steuerungsproblem beriicksichtigt werden konnen. Fiir solche Pro-
bleme ist das in jedem Schritt zu lésende Optimierungsproblem meist ein konvexes Pro-
gramm. Obwohl effiziente Algorithmen zur Losung konvexer Programme existieren, kénnen
deutliche Verbesserungen erzielt werden, wenn man die Struktur des in MPC auftretenden
Optimierungsproblems ausnutzt. Hiufig wird dieses Problem durch eine quadratische Ziel-
funktion ausgedriickt, dessen Beliebtheit vor allem auf die einfache mathematische Behand-
lung zuriickzufiihren ist. Im unbeschrénkten Fall kann das resultierende linear—quadratische
Kontrollproblem dann effizient mit Methoden der dynamischen Programmierung geltst wer-
den. Seit einiger Zeit befiirworten Wissenschaftler eine 1-Norm im Zielfunktional zu ver-
wenden. Ein Grund dafiir ist, dass das daraus resultierende Optimierungsproblem in ein
lineares Programm umgeformt werden kann. Die Losung eines linearen Programms erfor-
dert rechnerisch weniger Aufwand als die entsprechende Losung eines quadratischen Pro-



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

gramms gleicher Grofle und Komplexitéiat, weshalb das Optimierungsproblem bevorzugt als
lineares Programm formuliert werden sollte. Das Konzept der modellpradiktiven Regelung
mittels linearer Programmierung ist nicht neu, wurde aber bis heute nur von einigen Autoren
untersucht. Wéahrend die Verwendung eines linearen Programms vom numerischen Stand-
punkt aus vorteilhaft erscheint, erhdlt man durch Anwendung der berechneten Kontrollfolge
nicht notwendigerweise ein gutes closed—loop Verhalten. Der grofite theoretische Einwand
gegen eine Formulierung als lineares Programm ist, dass analytische Losungen aufgrund
der Struktur der Zielfunktion nicht immer verfiigbar sind. Jedoch kann durch die Wahl der
,tuning-Parameter” auch ein deutlich besseres Verhalten erzielt werden als bei der Losung
des MPC-Problems mittels quadratischer Programmierung.

In dieser Arbeit wird nun ein Verfahren zur modellpradiktiven Regelung mittels linearer Pro-
grammierung fiir zeitdiskrete Kontrollsysteme entwickelt. Zweck dieses Verfahrens ist, eine
optimale Kontrollfolge zu berechnen, die zu einem gewiinschten Verhalten des Systems fiihrt.
In Kapitel 2 werden zunéchst grundlegenden Definitionen der linearen Kontrolltheorie sowie
wichtige Begriffe, die zur Analyse von Kontrollsystemen benotigt werden, eingefiithrt. Au-
Berdem wird auf das Stabilisierungsproblem solcher Systeme eingegangen und ein moglicher
Losungsansatz beschrieben. Diesem Kapitel liegen die Arbeiten von L. Griine [12] und F.
Colonius [7] sowie die Biicher von H.—W. Knobloch, H. Kwakernaak [17] und E. D. Sontag
[26] zu Grunde. Anschliefend wird in Kapitel 3 das Verfahren der modellpradiktiven Re-
gelung behandelt. Dabei soll besonders auf die unterschiedlichen Gestaltungsmoglichkeiten
eingegangen werden. Die Darstellung orientiert sich dabei an [5] und [21]. Kapitel 4 widmet
sich der linearen Programmierung. Es wird zunéchst das lineare Programm in Standard-
form definiert und anschliefend ein Losungsverfahren — das sogenannte Simplexverfahren
— vorgestellt. Dieses Kapitel orientiert sich dabei an dem Buch von F. Jarre und J. Stoer
[16]. In Kapitel 5 wird schliellich das der modellpradiktiven Regelung zugrunde liegende
Optimierungsproblem derart formuliert, dass eine Umformung in ein lineares Programm
moglich ist. Die Herleitung des linearen Programms wird in den folgenden Abschnitten fiir
verschiedene Situationen dargestellt. Eine Behandlung von modellpradiktiver Regelung und
linearer Programmierung findet sich auBerdem z.B. in den Arbeiten von C. V. Rao, J. B.
Rawlings [23] und A. Bemporad, F. Borrelli, M. Morari [4]. Kapitel 6 dient abschlieSend der
Veranschaulichung modellpradiktiver Regelung mittels linearer Programmierung. Es wer-
den anhand zweier Beispiele die numerischen Ergebnisse dieses Verfahrens prisentiert. Die
Beispiele stammen dabei aus [12] und [22] bzw. [27].



Kapitel 2

Einfithrung in die Kontrolltheorie

In diesem einfithrenden Kapitel sollen einige Grundlagen der mathematischen Kontrolltheo-
rie vermittelt werden. Zunéchst soll die Frage beantwortet werden, was man unter einem
linearen Kontrollsystem versteht. Die hier beschriebenen Definitionen bilden die Basis der
folgenden Kapitel. Aulerdem sollen im weiteren Verlauf wichtige Begriffe wie zum Beispiel
Kontrollierbarkeit und Stabilitit gekliart und auf das der Arbeit zugrunde liegende Stabili-
sierungsproblem eingegangen werden.

Im Allgemeinen versteht man unter einem Kontrollsystem ein dynamisches System, das
entweder in kontinuierlicher oder diskreter Zeit definiert ist und das aufler vom aktuellen
Zustand x € R™ auch von einem beeinflulbaren Parameter v € R™ abhéngt. Dieser Pa-
rameter kann sich abhéngig von der Zeit und/oder dem Zustand des Systems veréindern.
Wenn u lediglich von der Zeit abhéngt, spricht man von Steuerung, bei einer zusétzlichen
Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand x(t) € R™ von Regelung. Der deutsche Begriff |, Kon-
trolltheorie® ist dabei eine etwas missverstiandliche Ubersetzung des englischen Ausdrucks
,,Control Theory“. Es ist zu beachten, dass es sich hierbei nicht um Kontrolle im Sinne von
Uberwachung, sondern um Einflussnahme von aufien handelt. Der Parameter u kann also
als SteuergroBe verstanden werden, die von aufien aktiv beeinflusst werden kann (z.B. Be-
schleunigung bei einem Fahrzeug), aber auch als Stérung, die auf das System wirkt (z.B.
Straenunebenheiten bei einem Auto, Kursschwankungen bei Wechselkursen). In dieser Ar-
beit wird sich im Folgenden nur auf Systeme mit linearer Dynamik beschréinkt, da diese die
Voraussetzung der vorgestellten Methode der modellpriadiktiven Regelung mittels linearer
Programmierung bilden. Fiir eine ausfiihrliche Analyse nichtlinearer Kontrollsysteme wird
auf [13] verwiesen. Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich an den Arbeiten von L. Griine
[12] und F. Colonius [7] sowie an den Biichern von H.-W. Knobloch, H. Kwakernaak [17]
und E. D. Sontag [26].
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2.1 Lineare Kontrollsysteme

In diesem Abschnitt sollen lineare Kontrollsysteme definiert werden. Dazu miissen zunéchst
die Begriffe ,,dynamisches System* und ,,gewthnliche Differenzialgleichung* geklért werden.

Das Standardmodell eines dynamischen Systems ist eine endliche Anzahl von gew6hnlichen
Differenzialgleichungen erster Ordnung

d
Ga(t) = 7lt,2,u), (2.1)
wobei
X Uy fl (t> z, u)
r = 36:2 , U= u:2 und f(t,z,u) = fQ(t’:%u) (2.2)
T Um fn(tv €, u)

den Zustand x € R", die Eingabevariable u € R™ und das Vektorfeld f : R x R" x R™ — R"
bezeichnen. Auflerdem beschreibt ¢ € R im Allgemeinen die Zeit. Ein Sonderfall solcher
Systeme ist die sogenannte Zustandsgleichung, bei der das Vektorfeld f nicht explizit von u
abhéngt. Diese Gleichung wird auch (ungestorte) gewohnliche Differenzialgleichung genannt.

Definition 2.1. (Gewd6hnliche Differenzialgleichung)
FEine gewohnliche Differenzialgleichung im R™, n € N, st gegeben durch

(1) = at) = £(1,2(1)), (2.3)

wobei f: R x R™ — R" eine stetige Funktion ist. Die Notation ©(t) steht im Folgenden fiir
die zeitliche Ableitung Sx(t).

Einen Spezialfall der Gleichung (2.3) stellt die sogenannte autonome oder zeitinvariante
gewoOhnliche Differenzialgleichung

a(t) = f(z(t)) (2.4)
dar. Dabei resultiert der Name ,zeitinvariant“ daraus, dass sich die rechte Seite der Diffe-
renzialgleichung bei einem Ubergang der Zeitvariablen t zu 7 = t — a nicht &ndert. Um eine
eindeutige Losung von (2.3) zu erhalten ist noch eine weitere Bedingung, die sogenannte
Anfangswertbedingung, festzulegen. Dazu wird zu der Anfangszeit to € R ein Anfangszu-
stand zy € R™ vorgegeben und schliellich die Losungsfunktion x(¢) gesucht, die (2.3) und
zusitzlich z(ty) = x erfiillt. Im Weiteren wird die Losung dieses Anfangswertproblems mit
x(t; to, ) bzw. fiir ty = 0 auch kurz mit z(¢; x) bezeichnet.

Ausgehend von diesen Grundlagen konnen die der folgenden Betrachtung zugrunde liegenden
linearen zeitinvarianten Kontrollsysteme definiert werden. Im Allgemeinen werden Kontroll-
systeme durch gewohnliche Differenzialgleichungen der Form & = f(¢, z(t), u(t)) beschrieben.
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Dabei wird u(t) € R™ im Folgenden stets als Kontrolle oder Kontrollwert zur Zeit ¢ bezeich-
net. Aufferdem sollen lineare Systeme betrachtet werden, die in kontinuierlicher Zeit t € R
definiert sind.

Definition 2.2. (Lineares zeitinvariantes Kontrollsystem)
FEin lineares zeitinvariantes Kontrollsystem ist gegeben durch die Differenzialgleichung

&(t) = Ax(t) + Bu(t) =: f(z(t), u(t)) (2.5)
mit A € R™*" B e R™™,

Diese Klasse von Kontrollsystemen ist besonders einfach, da das Vektorfeld linear in x und
u ist und zudem nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngt. Trotzdem kann mit solchen Modellen
bereits eine groBe Anzahl realer Prozesse (z.B. fiir technische Anwendungen) beschrieben
werden. Die in Kapitel 6 vorgestellten Beispiele verdeutlichen, dass tatséchlich auch heute
noch viele lineare Modelle eingesetzt werden, wenn auch nicht immer in der einfachen Form
(2.5). In der Praxis kann man nicht immer davon ausgehen, dass der gesamte Zustandsvektor
x € R" vollstindig meBbar ist. Dann kennt man nur gewisse von xz(t) abhéngige Werte
y(t) = Cx(t) € R!, aus denen u(t) dann berechnet werden muss. Da in dieser Arbeit nur
lineare Systeme betrachtet werden, wird die Funktion C : R® — R’ linear gewihlt, also als
eine Matrix C' € R,

Definition 2.3. (Lineares Kontrollsystem mit Ausgang)
Ein lineares Kontrollsystem mit Ausgang ist gegeben durch die Gleichungen

i(t) = Az(t) + Bu(t) (2.6)
y(t) = Cx(?)
mit A € R™" B € R™™ ynd C € R>*",

Auflerdem werden in der Regelungstechnik oft zeitdiskrete Kontrollsysteme eingesetzt. Das
zu (2.5) analoge zeitdiskrete Modell ist gegeben durch

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t). (2.7)

Hier ist sowohl die Kontrollfunktion u(¢) als auch die Losung z(t) nur fiir ¢ € Z definiert und
die Dynamik ist durch eine Differenzengleichung gegeben. Das lineare Kontrollsystem (2.5)
lasst sich jedoch bei Bedarf in ein entsprechendes System der Form (2.7) umwandeln. Setzt
man in (2.5) eine Kontrollfunktion ein, die konstant auf Intervallen der Form [k, k + tq),
k € Z, ist, so liefern beide Modelle fiir ¢t € Z die gleichen Losungen, wenn man A und B in
(2.7) als

= eAlare (2.8)

tabt
und B = / eAltar=") By (2.9)
0
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wahlt. Dabei bezeichnet t,, die Abtastzeit. Die Abbildung 2.1 zeigt die Losung eines in
kontinuierlicher Zeit definierten Systems im Vergleich zu der des entsprechenden zeitdiskreten

Systems.
1_4 T T T T T
1 m
06 §
02r g
u 1 | | 1 |
0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 2.1: Vergleich der Losungen — kontinuierlich (blau) und zeitdiskret (griin)

2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Fiir die in den néchsten Abschnitten folgende Analyse werden nun wieder ausschliellich linea-
re Kontrollsystemen der Form (2.5) betrachtet. Wenn man sich mit Differenzialgleichungen
beschéftigt, muss zundchst immer die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen sicherstellt
werden. Bevor ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir diese Klasse von Kontrollsystemen
formuliert werden kann, muss dafiir zuerst ein geeigneter Funktionenraum I/ fiir die Kontroll-
funktionen w(-) definiert werden. Sicherlich wéren stetige Funktionen geeignet, diese Wahl
ist aber zu einschrinkend, da des 6fteren Kokatenationen von Kontrollfunktionen benétigt
werden.

Definition 2.4. (Konkatenation von Funktionen)
Fiir zwer Funktionen uy,us : R — R™ und 7 € R definiert man die Konkatenation zur Zeit

T als
'LLl(t), t<T

udertiy = { us(t), t>1.

Zur Formulierung eines Existenz— und Eindeutigkeitssatzes wird nun ein Funktionenraum
benotigt, der abgeschlossen unter Konkatenation ist. Eine gute Wahl ist sicherlich der Raum
der stiickweise stetigen Kontrollfunktionen.



2.2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 7

Definition 2.5. (Stiickweise stetige Funktionen)

Fine Funktion u : R — R™ heifst stickweise stetig, falls fiir jedes kompakte Intervall [ty,1s]
eine endliche Folge von Zeiten ty, = 71 < To < ... < T = ty existiert, so dass u|(n.7ﬂ.+1)
beschrinkt und stetig ist fir alle i =1,...,k — 1. Der Funktionenraum U wird definiert als
der Raum der stiickweise stetigen Funktionen von R nach R™.

/t ® byt

iiber die Funktionen u € U, da es in jedem kompakten Integrationsintervall nur endliche
viele Unstetigkeitsstellen gibt. Mit diesem Funktionenraum kann nun folgendes Resultat
formuliert werden.

Satz 2.6. (Existenz und Eindeutigkeit)
Betrachte das lineare zeitinvariante Kontrollsystem (2.5)

t(t) = Az(t) + Bu(t)

mit x : R — R™ und gegebenen Matrizen A € R™" B € R"™™.
Dann gilt: Fir jede Anfangsbedingung der Form

z(to) = xo (2.10)

Zudem existiert das Riemann-Integral

mit tg € R, zg € R™ und jede stiickweise stetige Kontrollfunktion u € U existiert genau
eine stetige Funktion z : R — R™, die (2.10) erfillt und deren Ableitung fir jedes t, in dem
u stetig ist, existiert und (2.5) erfillt. Diese eindeutige Funktion heifst Lisung von (2.5),
(2.10) und wird mit x(t;to, xo,u) bezeichnet. Fir diese Lisung gilt

t
x(t; to, xo, u) = A0 gy —i—/ =% Bu(s)ds. (2.11)

to
Dabei ist die Matrizexponentialfunktion et fir eine Matrizx A € R™™ und eine reelle Zahl
t € R gegeben durch

o

tk
At . k
et = E A =k
k=0

Beweis: Es soll zundchst nachgerechnet werden, dass (2.11) tatsdchlich die Losung im an-
gegebenen Sinne ist. Es gilt:

d d , d [*
—x(t) = —eAlt=to) — / Alt=s) B d
dtx( ) 7€ xo + it J, e u(s)ds

t
d
= At gy 4 AU By(t) —|—/ aeA(t’S)Bu(s)ds
to

t
= A7)z 4 Bu(t) +/ Aett=*) Bu(s)ds
to
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t
= A(eA(ttO)x0+/ e~ Bu(s)ds) +Bu(t)

to

N

=xz(t)

= Az(t) + Bu(t),

also (2.5). Zudem gilt

to
x(to) = eA(to—to)xO +/ eA(tO*S)Bu(s)ds = Idxo + 0 = 0,

to

also (2.10). Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu seien y;(t) und yo(t) zwei
beliebige Losungen von (2.5), (2.10). Dann gilt

S (t) — 2(0)) = Aps + Bu(t) — Ay — Bult) = A (1) — ()

Man erhélt damit eine Funktion z(t) = y;(t) — y2(t), welche die Differenzialgleichung 2(t) =
Az(t) fiir alle t € R 16st. Da zudem

2(to) = y1(to) — y2(to) =20 — 29 =0

gilt, erfiillt z das Anfangswertproblem 2(t) = Az(t), z(to) = 2o, dessen eindeutige Losung
nach dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differenzialgleichungen durch z(t) =
eAt=10)() = (0 gegeben ist. Also ist y(t) = y(t) fiir alle ¢ € R, womit die Eindeutigkeit folgt.

O

2.3 Kontrollierbarkeit

Eine wichtige Eigenschaft bei der Analyse von Kontrollsystemen stellt die Kontrollierbarkeit
dar. Dabei geht es um die Frage, fiir welche Punkte xg, 1 € R™ und Zeiten t; eine Kontroll-
funktion u gefunden werden kann, so dass die zwei Punkte durch eine Losungstrajektorie
verbunden werden. Formal wird dies wie folgt definiert.

Definition 2.7. (Kontrollierbarkeit und Erreichbarkeit)
Betrachte das lineare Kontrollsystem (2.5). Ein Zustand xy € R™ heifst kontrollierbar zu
einem Zustand x; € R™ zur Zeit t1 > 0, falls ein w € U existiert, so dass

x1 = x(tq; 0, ).
Der Zustand xy heifit dann erreichbar von xy zur Zeit ty.

AuBlerdem nennt man das Kontrollsystem (2.5) vollstédndig kontrollierbar, wenn jeder Zu-
stand zg zu jedem anderen Zustand x; kontrollierbar ist. Das folgende Lemma zeigt, dass
dies bei der Erreichbarkeit von xy = 0 der Fall ist.
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Lemma 2.8. Das Kontrollsystem (2.5) ist genau dann kontrollierbar, wenn jeder Zustand
z1 € R™ von xg = 0 erreichbar ist.

Beweis:

»,==": (2.5) sei kontrollierbar.

Dann ist jedes x; von jedem x( erreichbar, also auch von zy = 0.
,<=": Es sei der Zustand 77 = x; — z(t1, z0,0) von xy = 0 erreichbar.
Dann gibt es ein u(-), so dass x(t1; T, u) = 1. Damit gilt fiir zop € R"

t1
w(ty; wo,u) = eA(tltO):U0+/ (179 By (s)ds (ty = 0)

to

t1
= eAtlxo—l—/ eA=%) Bu(s)ds
0

t1
= edhy, +/ A=) Bu(s)ds 4+ e - 0
SN—— 0

:x(t1;xo,0) N ( ~~ ) — -
=z(t1,T0,u)=x1

= 21+ x(t1;20,0) = 21 — 2(t1, 70,0) + 2(t1; 70, 0) = T71.

Also ist auch jeder Zustand x; € R" von xy € R" erreichbar, womit gezeigt wurde, dass das
System kontrollierbar ist.

g

Die vollstandige Kontrollierbarkeit des Systems (2.5) ist eine wichtige Voraussetzung zur
Losung des in Abschnitt 2.4 folgenden Stabilisierungsproblems. Deshalb soll die Kontrollier-
barkeit bzw. Erreichbarkeit der Null genauer betrachtet werden.

Definition 2.9. (Kontrollierbarkeits— und Erreichbarkeitsmenge)
Betrachte das lineare Kontrollsystem (2.5).

(i) Die Erreichbarkeitsmenge (reachable set) von xog =0 zur Zeit t > 0 ist gegeben durch

R(t) = {z(t;0,u)|u € mathcalU}.

(ii) Die Kontrollierbarkeitsmenge (controllable set) nach 1 = 0 zur Zeit t > 0 ist gegeben
durch
C(t) = {xo € R"|es ezistiert ein uw € U mit x(t; xg,u) = 0}.

Die Verbindung von Lemma 2.8. und Definition 2.9. (i) ergibt also gerade, dass die vollstandi-
ge Kontrollierbarkeit des Systems (2.5) fiir R(t) = R™ gegeben ist. Diese Eigenschaft kann
durch Bedingungen an das Matrizenpaar (A, B) sichergestellt werden.

Definition 2.10. (Erreichbarkeitsmatrix)
Die Matriz (B AB ... A" 1B) € R™™" heifit Erreichbarkeitsmatriz des Systems (2.5).
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Die folgenden Kriterien charakterisieren die Kontrollierbarkeit.

Korollar 2.11. (Kalman—Kriterium)
Das System (2.5) ist genau dann vollstindig kontrollierbar, wenn eine der folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfillt ist:

(i) (B AB ... A" 'B)=n
(ii) det(B AB ... A" 'B) #0.
In diesem Fall heifft das Matrizenpaar (A, B) kontrollierbar.

Der folgende Satz liefert alternative Definitionen der Kontrollierbarkeit, die ohne die Berech-
nung der Kontrollierbarkeitsmatrix auskommen. Hierbei bezeichnet (A d— A|B) € R™*(m+m)
die Matrix, die durch Nebeneinanderschreiben der Matrizen (AId — A) und B entsteht.

Satz 2.12. (Hautus—Kriterium)
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(i) (A, B) ist kontrollierbar
(i) rg(A\d — A|B) =n fir alle \ € C
(i1i) rg(A\d — A|B) = n fir alle Figenwerte A € C von A.

Dieser Satz soll an dieser Stelle nicht bewiesen werden. Es sei dafiir auf [12] verwiesen.

2.4 Stabilitdt und Stabilisierung

In diesem Abschnitt soll das Problem der Stabilisierung linearer Kontrollsysteme untersucht
werden. Dazu muss zunéchst geklart werden, was man unter Stabilitét versteht.

Im Folgenden werden wichtige Resultate der Stabilitédtstheorie linearer zeitinvarianter Diffe-
renzialgleichungen der Form

x(t) = Az(t) (2.12)
eingefithrt. Bei der Analyse soll sich dabei auf die Stabilitdt von Gleichgewichten beschréinkt
werden, fiir eine ausfiihrlichere Behandlung dieses Themas siche z.B. [15]. AnschlieBend kann
das Stabilisierungsproblem fiir lineare Kontrollsysteme definiert werden.

Definition 2.13. (Gleichgewicht)
FEin Punkt z* = 0 € R"™ heifit Gleichgewicht (oder Ruhelage) einer gewéhnlichen Differenzi-
algleichung, falls fiir die zugehorige Lésung

x(t;z") = x* fir allet € R

qgilt.
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Offensichtlich ist ein Punkt z* genau dann Gleichgewicht der Differentialgleichung i(t) =
f(z(t)), wenn f(z*) = 0. Insbesondere ist fiir die lineare Differentialgleichung (2.12) der
Punkt z* = 0 immer ein Gleichgewicht. Dieses Gleichgewicht 2* = 0 soll deshalb in der
folgenden Analyse ndher betrachtet werden.

Definition 2.14. (Stabilitit)
Sei * = 0 das Gleichgewicht der linearen Differenzialgleichung (2.12).

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 heif$t stabil, falls fiir jedes e > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
die Ungleichung
llx(t;zo)|| < e firallet >0

fir alle Anfangswerte xo € R™ mit ||xo|| < 9 erfillt ist.

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 heif$t lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und dariber-

hinaus
lim x(t;29) =0

t—o0

qgilt fiir alle Anfangswerte xo aus einer offenen Umgebung U von x* = 0.

(#1i) Das Gleichgewicht x* = 0 heifst global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = R™ erfiillt
15t.

(iv) Das Gleichgewicht x* = 0 heifit lokal bzw. global exponentiell stabil, falls Konstanten
c,0 > 0 existieren, so dass die Ungleichung

||z (t; 20)]| < ce™ fir alle t > 0

fiir alle o aus einer Umgebung U von x* = 0 (mit U = R™ im globalen Fall) erfillt
15t.

Beachte, dass aus den Definitionen die Implikationen
(lokal/global) exponentiell stabil = (lokal/global) asymptotisch stabil = stabil

folgen. Die zweite Implikation ergibt sich direkt aus der Definition. Dass aus exponentieller
Stabilitat die asymptotische Stabilitéit folgt, sieht man folgendermaflen:

Fiir ein gegebenes ¢ folgt (i) mit 6 = ¢/¢, denn damit gilt fiir ||zo]|] < ¢ die Ungleichung
||z (t; 20)|| < ce™|xo]| < ¢||xo]| < . Die in (ii) geforderte Konvergenz ist offensichtlich.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium an die Matrix A, mit dem man Stabilitét leicht {iber-
priifen kann.
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Satz 2.15. (Eigenwertkriterium)
Betrachte die lineare zeitinvariante Differentialgleichung (2.12) fir eine Matriz A € R™™.
Seten Ai,...,A\qg € C, \; = a; + ib;, die Eigenwerte der Matriz A. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist stabil genau dann, wenn alle Figenwerte A\, nichtpositiven
Realteil a; > 0 besitzen und fiir alle Eigenwerte mit Realteil ay = 0 der entsprechende
Jordanblock eindimensional ist.

(i) Das Gleichgewicht x* = 0 ist lokal asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigen-
werte \; negativen Realteil a; < 0 besitzen.

Beweis: siche [13]

2.4.1 Lyapunov—Funktionen

Nun soll ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung asymptotische stabiler Differenzialglei-
chungen behandelt werden, ndmlich die sogenannten Lyapunov—Funktionen. Asymptotische
(und auch exponentielle) Stabilitéit verlangen nur, dass die Norm ||z(¢)|| einer Losung fiir
t — oo abnimmt. Fiir viele Anwendungen (insbesondere zur Uberpriifung von asymptoti-
scher Stabilitdt) wére jedoch strenge Monotonie eine sehr praktische Eigenschaft. Dies ist
im Allgemeinen nicht zu erwarten. Man kann diese strenge Monotonie aber erhalten, in-
dem man die euklidische Norm ||z(t)|| durch eine allgemeine Funktion, und zwar gerade die
Lyapunov—Funktion, ersetzt. Fiir lineare Systeme kann man sich auf sogenannte quadratische
Lyapunov—Funktionen beschrianken.

Definition 2.16. (Lyapunov—Funktion)

Sei A € R™™™. Fine stetig differenzierbare Funktion V : R" — RJ heifit (quadratische)
Lyapunov—Funktion fir A, falls positive reelle Konstanten cy,cs,c3 > 0 existieren, so dass
die Ungleichungen

allz]* < V() < calf]]” (2.13)

und
DV (z) - Az < c3||x]|? (2.14)

fiir alle x € R™ gelten.

Bevor nun ein Satz zur Charakterisierung der Stabilitdt mittels Lyapunov—Funktionen for-
muliert werden kann, miissen zunéchst einige Hilfsresultate angegeben werden, welche an
dieser Stelle nicht bewiesen werden sollen. Dabei wird eine speziellen Klasse von Lyapunov—
Funktionen betrachtet, bei denen V durch eine Bilinearform der Form 27 Pz dargestellt
wird.
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Lemma 2.17. Seien A, P € R™" und c3 > 0, so dass die Funktion V(z) = x' Px die
Ungleichung
DV (z) - Az < —csl|z||?

fir alle x € R™ erfillt. Dann gilt: P ist genau dann positiv definit, wenn A exponentiell stabil
i1st. In diesem Fall ist V' eine quadratische Lyapunov—-Funktion.

Auflerdem kann das Ableitungskriterium vereinfacht werden, indem man die bilineare Form
der Lyapunov—Funktion ausnutzt.

Lemma 2.18. Flir eine bilineare Lyapunov—Funktion V (z) = 2T Pz sind dquivalent:
(i) DV (x)- Az < —c3l|z||? fiir alle x € R™ und eine Konstante c3 > 0

(ii) Die Matriz C = —ATP — PA st positiv definit.

Die Gleichung in Lemma 2.18.(ii) wird auch Lyapunov—Gleichung genannt. Es liegt nun
nahe, diese Gleichung zur Konstruktion von Lyapunov-Funktionen zu verwenden. Die Frage
ist, wann zu einer gegebenen Matrix A und einer gegebenen positiv definiten Matrix C' eine
Matrix P gefunden werden kann, so dass ATP + PA = —(C gilt? Das folgende Lemma
beantwortet diese Frage.

Lemma 2.19. Fiir eine Matrix A € R™™ und eine positiv definite Matriz C € R™"™ hat
die Lyapunov—Gleichung
ATP 4+ PA=-C (2.15)

genau dann eine (sogar eindeutige) positiv definite Losung P € R™ ™, wenn A exponentiell
stabil ist, d.h., falls die Realteile aller Eigenwerte \; von A negativ sind.

Der folgende Satz beschreibt nun das Hauptresultat dieses Abschnittes:

Satz 2.20. (Charakterisierung der Stabilitit (Lyapunov))
Fir A € R™"™ gqilt: Eine quadratische Lyapunov—Funktion existiert genau dann, wenn die
Matriz A exponentiell stabil ist.

Beweis:
,=—": Sei V eine quadratische Lyapunov—Funktion.
Aus der Ableitungsbedingung fiir x = (7, z¢) folgt

d

il V(z(t;x0)) = DV (2(1;20)) - (15 20) = DV (2(7520)) - A(7;30) < —c3|z(7520) ||

Wegen —||z||> < =V (z)/cy folgt damit fiir A\ = c¢3/cy die Ungleichung

SV alt; o)) < AV (a(t10))
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Aus dieser Differentialungleichung folgt die Ungleichung
V(x(t;z0)) < e MV ().
Mit den Abschétzungen fiir V' (z) erhélt man daraus

1
(s ) |2 < —e MV (20) < e[ |2
C1 C1

und damit durch Ziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten die Ungleichung
[l (t; 20)|| < ce™"[|o|

fiir ¢ = \/c1/co und 0 = \/2, d.h. die Matrix A ist exponentiell stabil.

,<=": Sei A exponentiell stabil.

Dann existiert nach Lemma 2.19. eine positiv definite Matrix P, die die Lyapunov Gleichung
(2.15) fur eine positiv definite Matrix C 16st. Wegen Lemma 2.18. und Lemma 2.17. ist
V(x) = 2T Pz dann eine quadratische Lyapunov—Funktion.

d

Die Existenz einer quadratischen Lyapunov Funktion ist also eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die exponentielle Stabilitdt der Matrix A und liefert damit eine Cha-
rakterisierung, die dquivalent zu der Eigenwertbedingung ist.

2.4.2 Das Stabilisierungsproblem fiir lineare Kontrollsysteme

In diesem Abschnitt soll sich nun wieder dem linearen Kontrollsystem (2.5) gewidmet wer-
den. Da die Vorausberechnung der Kontrollfunktion u(t) im Allgemeinen auf groBen Zeitho-
rizonten (z.B. wegen Modellfehlern oder Stérungen) nicht gut funktioniert, um ein System
in einem gegebenen Arbeitspunkt zu regeln und dort zu halten, soll hier ein anderer An-
satz vorgestellt werden. Statt die Kontrolle als Steuerung (open—loop—Kontrolle) abhéngig
von der Zeit ¢t anzusetzen, soll jetzt eine Regelung (closed—loop—Kontrolle oder Feedback—
Kontrolle) gewéhlt werden, in der die Kontrollfunktion in jedem Zeitpunkt zustandsabhéngig
als u(t) = Fz(t) fiir eine zu bestimmende Funktion F': R™ — R™ gegeben ist. In der Praxis
wird man im Allgemeinen Feedback—Losungen bevorzugen, da diese auf Modellfehler und
Storungen reagieren und sie idealerweise korrigieren kénnen. Eine solche Funktion F', die
jedem Zustand einen Kontrollwert zuordnet, nennt man Feedback. Da hier lineare Systeme
betrachtet werden, soll auch die Feedback—Funktion F' linear gewéhlt werden, also u = Fx
fiir eine Matrix F' € R™*". Diese Methode hat den Vorteil, dass man anstatt des urspriing-
lichen Kontrollsystems (2.5) eine zeitinvariante Differenzialgleichung der Form

#(t) = Az(t) + BF(t) = (A + BF)a(t) (2.16)

erhélt, auf die die Theorie des vorherigen Abschnittes angewendet werden kann. Das Stabi-
lisierungsproblem kann nun wie folgt formuliert werden.
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Definition 2.21. (Stabilisierungsproblem fiir lineare Systeme)
Gegeben sei ein lineares Kontrollsystem (2.5)

t(t) = Az(t) + Bu(t)

mit Matrizen A € R™", B € R™*". Das (Feedback—) Stabilisierungsproblem fiir (2.5) besteht
darin, eine lineare Abbildung F : R™ — R™ (bzw. die dazugehorige Matriz F € R™ ™) zu
finden, so dass die gewdohnliche Differenzialgleichung

i(t) = (A+ BF)x(t)
asymptotisch stabil ist.

Aus dem Eigenwertkriterium fiir asymptotische Stabilitdt kann das folgende Lemma ange-
geben werden.

Lemma 2.22. Gegeben seien zwei Matrizen A € R™*™ und B € R™™. Dann lost die Matrix
F € R™" das Stabilisierungsproblem, falls alle Figenwerte der Matriz (A + BF) € R™*"

negativen Realteil besitzen.

In der Praxis steht oft nicht der gesamte Zustand z(t) eines Systems zur Verfiigung, statt-
dessen hat man nur Zugriff auf einen Ausgangsvektor y = Cz fiir eine Matrix C' € R, In
diesem Fall kann ein Feedback F' nur vom Ausgangsvektor y abhédngen, man spricht dann
von einem Ausgangsfeedback.

Die wichtigste Frage bei der Analyse von Kontrollsystemen mit Ausgang (2.6) ist dabei, wie
viel ,,Information“ im Ausgang y(t) = Cx(t) enthalten ist. Dies wird durch die folgenden
Definitionen formalisiert.

Definition 2.23. (Beobachtbarkeit)

(i) Zwei Zustinde x1, x5 € R™ heiffen unterscheidbar, falls ein u € U und ein t > 0
existieren, so dass

Cx(t; xy,u) # Cax(t; xe,u).

(ii) Das System (2.6) heifst beobachtbar, falls alle Zustinde xi, xo € R™ mit 1 # x9
unterscheidbar sind.

Eine genaue Analyse des Stabilisierungsproblems fiir Kontrollsysteme mit Ausgang kann in
[12] nachgelesen werden.

Im Folgenden sollen jetzt Bedingungen untersucht werden, unter denen eine Losung des
Stabilisierungsproblems fiir lineare Kontrollsysteme aus Definition 2.16. ( zunéchst mit ein-
dimensionaler Kontrolle) gefunden werden kann. Insbesondere wird eine hinreichende und
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notwendige Bedingung an die Matrizen A und B in (2.5) angegeben, unter der das Problem
16sbar ist.

Fiir eine Transformationsmatrix 7" € R™*" ist das zu (2.5) transformierte System gegeben
durch N N
t(t) = Az(t) + Bu(t) (2.17)

mit A = T-'AT und B = T-'B. Ein Feedback F fiir (2.5) wird mittels F = FT in eines fiir
(2.17) transformiert. Dies folgt aus der Bedingung 7~*(A + BF)T = A + BF'. Das folgende
Resultat ist auf den Fall m = 1 beschréankt, also auf Kontrollsysteme mit eindimensionaler
Kontrolle. Die Matrix B ist dann ein n—dimensionaler Spaltenvektor B € R™*!,

Lemma 2.24. (Regelungsnormalform)

Sei A € R™" und B € R, Dann gilt: das Paar (A, B) st kontrollierbar genau dann,
wenn es eine invertierbare Matriz S € R™™ gibt, so dass A = S™*AS und B = S71B die
Form

o 1 ... 0 0
A= : Lo und B = :
o 0 ... 1 0
o Qg ... O 1

besitzen, wobei die Werte a; € R gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
von A sind, d.h. xa(z) = 2" — @,2"' — ... — ayz — ay. Diese Form der Matrizen wird

Regelungsnormalform genannt.

Fiir einen Beweis sei auf [19] verwiesen.

Die folgenden Ergebnisse (Lemma 2.25. und Definition 2.21.) kénnen fiir beliebige Kontroll-
dimensionen u € R™ formuliert werden. Ist das Matrizenpaar (A, B) nicht kontrollierbar,
kann das System durch eine geeignete Koordinatentransformation in einen kontrollierbaren
und einen unkontrollierbaren Anteil zerlegt werden. Dies zeigt das folgende Lemma.

Lemma 2.25. (Kalman Kontrollierbarkeits—Zerlegung)
Sei (A, B) nicht kontrollierbar, d.h. d = rg(B AB ... A" 'B) < n. Dann ezistiert ein
wnvertierbares T € R™™, so dass

~ A A ~ B
=1 . 1 Ao  elp 1
A=T AT—(O 3) und B=T B—<O>

mit Ay € R4, Ay € RX(=d) - Ay ¢ RO=DX(=d) ynd B € R*™ wobei das Paar (A1, By)
kontrollierbar ist.

Beweis: hier sei auf [12] verwiesen.
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Mithilfe der Regelungsnormalform kann nun die Losung des Stabilisierungsproblems angege-
ben werden. Dafiir wird das Stabilisierungsproblem zunéchst mittels des charakteristischen
Polynoms ausgedriickt.

Definition 2.26. (Vorgebbare Polynome)

Betrachte ein Kontrollsystem (2.5) mit Matrizen A € R™" und B € R™™. Ein Polynom
x heifit vorgebbar fiir das Kontrollsystem, falls ein lineares Feedback F' € R™*"™ existiert, so
dass X = Xa+pr st fir das charakteristische Polynom xapr der Matriz (A + BF).

Bemerkung 2.27. Da die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwer-
te der zugehdrigen Matrix sind, existiert nach Lemma 2.22. genau dann ein stabilisierendes
Feedback F', wenn ein vorgebbares Polynom fiir (A + BF') existiert, dessen Nullstellen tiber
C alle negative Realteile haben.

Der folgende Satz zeigt abschlieBend die Beziehung zwischen der Kontrollierbarkeit des Paa-
res (A, B) und der Vorgebbarkeit von Polynomen.

Satz 2.28. (Polvorgabe)
Betrachte ein Kontrollsystem (2.5) mit Matrizen A € R™" und B € R™!, d.h. mit eindi-
mensionaler Kontrolle. Dann sind die folgenden zwei FEigenschaften dquivalent.

(i) Das Paar (A, B) ist kontrollierbar.

(11) Jedes Polynom der Form x(z) = 2" — B,2"' — ... — fBoz — By mit By,..., 3, € R ist
vorgebbar.

Beweis:
,»(1)==(ii)“: Sei (A, B) kontrollierbar und sei S die Koordinatentransformation aus Lemma
2.24. Setzt man N

F=G—a fo—ay ... f—an) € R

gilt
0 1 0 0
A+ BF = O 0 1 + 0 (Br—ar Po—az ... By —ay)
a1 Qo Qay, 1
0 1 0
B R
Bi B2 ... Ba

Aus der zweiten Aussage von Lemma 2.24. folgt, dass x z, g7 = x. Also ist, nach Riicktrans-
formation, I = F.S~! die gesuchte Feedback-Matrix, da das charakteristische Polynom einer
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Matrix invariant unter Koordinatentransformationen ist.

,(il)==(1)“: es soll hier ,nicht (i) = nicht (i)“ gezeigt werden.
Sei (A, B) nicht kontrollierbar und sei T' die Koordinatentransformation aus Lemma 2.25.
Dann ergibt sich fiir jedes beliebige Feedback F' = (F} F3)
Av+§ﬁ: ( Ay +OBlF1 Ag ‘;BlFQ ) - D
3

Fiir das charakteristische Polynom dieser Matrix gilt

XD = XA1+B1F1 XAs-

und das Paar (A;, By) ist kontrollierbar. Daher sind die vorgebbaren Polynome gerade der
Form x = xcXu, Wobei x. ein beliebiges normiertes Polynom vom Grad d und x, = xa,-
Dies ist gerade das charakteristische Polynom des unkontrollierbaren Anteil der Matrix A.
Dies sind sicherlich weniger als die in (ii) angegebenen Polynome, weshalb (ii) nicht gelten
kann.

O

Bemerkung 2.29. Zur Stabilisierung ist es natiirlich nicht notwendig, dass jedes Polynom
vorgebbar ist. Man braucht lediglich eines zu finden, dessen Nullstellen nur negative Realteile
besitzen. Der Satz von der Polvorgabe bringt eine wesentliche Eigenschaft steuerbarer Syste-
me zum Ausdruck, namlich die Moglichkeit, die Eigenwerte von (A+ BF') durch Wahl von F
in beliebige Positionen zu bringen. Inshesondere kann man durch die Zustandsriickfithrung
ein instabiles steuerbares System stabilisieren.

Die Resultate fiir mehrdimensionale Kontrolle m > 1 sind véllig analog zu denen fiir eindi-
mensionale Kontrolle. Bei einer direkten Herangehensweise sind allerdings die Beweise etwas
aufwéndiger, da nicht direkt auf Lemma 2.24. zuriickgegriffen werden kann. Allerdings kann
man den mehrdimensionalen Fall auf den Fall m = 1 zurtickfiihren.

Es sollen nun abschliefend die Ergebnisse iiber das Stabilisierungsproblem schematisch dar-
gestellt werden:

(A, B) ist kontrollierbar

1 (Satz 2.28)

Jedes Polynom vom Grad n ist vorgebbar

Y
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4

Es gibt ein vorgebbares
Polynom, dessen Nullstellen
alle negativen Realteil besitzen

& (A, B) ist
(Bem. 2.27) | stabilisierbar

{ (Beweis Satz 2.28)

(A, B) ist nicht kontrollierbar und Az aus Lemma 2.25
hat nur Eigenwerte mit negativem Realteil

19
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Kapitel 3

Modellpriadiktive Regelung (MPC)

In diesem Kapitel wird nun das Verfahren der modellpradiktiven Regelung (MPC) behan-
delt. Dabei soll zunéchst sowohl auf die Problemstellung als auch auf die Zielsetzung dieses
Konzeptes eingegangen werden. Danach soll die Idee des modellpradiktiven Regelungsansat-
zes veranschaulicht werden und verschiedene Ausgestaltungsmoglichkeiten der wichtigsten
Elemente der Strategie, wie zum Beispiel die Wahl des zugrunde liegenden Modells oder der
Zielfunktion vorgestellt werden. Abschlieend wird die Idee der modellpradiktiven Regelung
zusammengefasst. Diese Kapitel orientiert sich dabei an der Darstellung von E. F. Camacho
und C. Bordons [5]. Tiefere Einblicke in die Theorie der modellpradiktiven Regelung geben
auferdem die Arbeiten [18], [10] und [21] sowie das Buch [8].

3.1 Problemstellung der modellpriadiktiven Regelung

In den vergangenen Jahren hat sich das Konzept der modellpriadiktiven Regelung in der
Industrie als eine der beliebtesten Regelungsstrategien etabliert. Das praktische Interesse
an dieser Strategie resultiert vor allem daraus, dass Prozesse heutzutage unter schérferen
Leistungsanforderungen untersucht werden. Sténdig steigende 6kologische, 6konomische und
sicherheitstechnische Anforderungen fithren dazu, dass die betrachteten Prozesse iiber einen
groflen Arbeitsbereich betrieben werden miissen. MPC eignet sich auflerdem fiir beschrank-
te, multivariable Systeme und fiir Kontrollprobleme, bei denen die Offline—Berechnung der
Kontrollfunktion sehr schwierig oder sogar unmoglich ist. Vor allem Eigenschaften wie Sta-
bilitét und Robustheit fithrten zu groBler Akzeptanz.

Die Idee der modellpradiktiven Regelung (englisch: model predictive control) stammt aus den
spéten siebziger Jahren und wurde seitdem kontinuierlich weiterentwickelt. Der Ausdruck
,Modellpradiktive Regelung“ beschreibt dabei nicht einen spezifischen Regelalgorithmus,
sondern vielmehr eine Strategie, welche mit verschiedenen Algorithmen umgesetzt werden
kann. MPC ist eine Methode, mit der Regler sowohl fiir lineare als auch fiir nichtlineare Syste-
me durch Verfahren der Online-Optimierung berechnet werden kénnen. Die Problemstellung
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der modellpradiktiven Regelung ist eine verallgemeinerte Form des Stabilisierungsproblems
— und zwar das ,tracking-Problem®. Das Ziel ist, den Ausgang y(¢) in einen gegebenen
Arbeitspunkt zu regeln. Das heifit, es soll innerhalb eines bestimmten Zeitfensters — dem
sogenannten Pradiktionshorizont — die Abweichung des Ausganges y(t) zu einer bekannten
Referenztrajektorie y,.s(¢) minimiert werden, um das System so nahe wie moglich an dieser
Trajektorie zu halten. Das Problem besteht also darin auf einem endlichen Pradiktionsho-
rizont eine optimale Kontrollfolge vorherzusagen, durch dessen Anwendung auf das System
das gewiinschte Verhalten erzielt wird.

4 Ausgang y , Kontrolle u

o L

uit)

yref(t)
y(®

i
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
1
'
1
'
|
|

> Zejtt
takt

A
v

Pradiktionshorizont

Abbildung 3.1: Zielsetzung der MPC—Strategie

Natiirlich ist es auch moglich, direkt den Zustand z(¢) in einen Arbeitspunkt zu regeln. Vor-
aussetzung dafiir ist jedoch, dass der gesamte Zustandsvektor bekannt ist. Da dies in der
Praxis nicht héufig der Fall ist und auf einen von x(¢) abhéngigen Ausgang zuriickgegriffen
werden muss, soll in diesem Kapitel einheitlich nur die Regelung eines Ausganges y(t) be-
trachtet werden.

Im Folgenden wird die Idee zur Losung dieses Problems beschrieben. Diese kann vorab wie
folgt angegeben werden: Zunéchst wird online ein optimales Kontrollproblem gelost, woraus
man die optimale Kontrollfolge auf einem Kontrollhorizont erhélt. Anschliefend wird nur
das erste Glied dieser Kontrollfolge auf das System anwendet, die restlichen Kontrollfunktio-
nen werden verworfen. Im néchsten Schritt wird der daraus resultierende Zustand (¢ + 1)
als Anfangszustand betrachtet und die Online-Berechnung mit verschobenem Zeithorizont
fortgesetzt. Dieses Verfahren berechnet eine Kontrollfolge, welche mit Hilfe von digitalen
Rechnern, die nur zeitdiskret arbeiten konnen, in der Lage ist ein zeitkontinuierliches Sys-
tem zu regeln.
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Den meisten MPC—Algorithmen liegen folgende gemeinsame Elemente zugrunde.
e Das Modell, um den Ausgang y(t) zur Zeit t > 5 (:=aktueller Zeitpunkt) zu berechnen

e Die Zielfunktion des Optimierungsproblems zur Berechnung der optimalen Kontroll-
folge u

e Das ,receding—horizon“ Konzept

Es existieren jedoch verschiedene Gestaltungsmoglichkeiten. Die Losungsverfahren kénnen
sich daher durch das verwendete, den Prozess beschreibende Modell und die zu minimierende
Zielfunktion unterscheiden.

3.2 Lineare MPC—Modelle

Das Modell spielt in der modellpréadiktiven Regelung eine zentrale Rolle. Es muss das dynami-
sche Verhalten des zu regelnden Prozesses so genau wie notig wiedergeben. Dazu kénnen ver-
schiedene Modellstrukturen verwendet werden. In Industrieanwendungen wird oft ein Impuls-
oder Sprungantwortmodell (impulse response— oder step response model) verwendet. Dieses
Modell beschreibt das Ausgangsverhalten aufgrund eines Impulses oder Sprunges an den
Prozesseingéngen. Dieses Verhalten kann durch Versuche an der nicht geregelten Anlage ge-
messen werden. Dadurch entféllt eine physikalische Modellbildung des Systems. Allerdings ist
dies nur bei asymptotisch stabilen Prozessen moglich und ergibt eine grofie Anzahl von Mo-
dellparametern. Wenn ein lineares physikalisches Modell des Prozesses vorhanden ist, konnen
Modelle mittels Ubertragungsfunktionen (transfer functions) oder der Zustandsraumdarstel-
lung (state space models) beschrieben werden. Diese Beschreibungen benétigen im Vergleich
zu den Impuls- und Sprungantwortmodellen oft weniger Parameter und koénnen auch fiir in-
stabile Prozesse aufgestellt werden. Zur Modellbildung sind jedoch genaue Kenntnisse {iber
die Vorgénge der zu beschreibenden Prozesse notig. Ist eine linearisierte Darstellung des
Prozesses nicht geniigend genau, muss eine nichtlineare Darstellung verwendet werden. Au-
Berdem kénnen auch Stérungen beriicksichtigt werden, um das nicht durch das Prozessmodell
widergespiegelte Verhalten wie zum Beispiel nicht messbare Eingénge, Messgerdusche oder
Modellfehler zu beschreiben. In einer MPC—-Formulierung kénnen folglich zahlreiche Modelle
verwendet werden, die folgenden sind jedoch am Gebréuchlichsten.

3.2.1 Zustandsmodelle (state space models)

Modelle in der Zustandsraumdarstellung wurden bereits in Kapitel 2 behandelt. Ein lineares
Kontrollsystem mit Ausgang (2.6) wurde dort wie folgt definiert

(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(i).
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Dabei beschreibt ¢t € R die Zeit, € R" den Zustand, y € R' den Ausgang und u € R™ die
Kontrolle. Auierdem sind A € R™" B € R™™ und C € R™*" die Matrizen des Systems.
Viele modellpradiktive Algorithmen verwenden im Gegensatz zu (2.6) auch zeitdiskrete Mo-
delle. Das dem Kontrollsystem (2.6) entsprechende zeitdiskrete Modell ist gegeben durch

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) (3.1)
y(t) = Cx(t),

wobei nun t € Z. Der Ausgang y(t) kann fiir dieses Modell rekursiv fiir ¢ > ¢,; berechnet
werden

t—ts—1
y(t) =Czx(t)=C (A(t_t“’”)x(takt) + Z A"Bu(t—1— r)) : (3.2)
r=0

Bemerkung 3.1. Ein Vorteil solcher Zustandsmodelle ist, dass diese fiir multivariable Pro-
zesse verwendet werden konnen. Die optimale Kontrollfolge ist dann einfach die Riickfithrung
einer Linearkombination des Zustandsvektors. Die Berechnung des Ausganges wird jedoch
deutlich komplizierter, wenn aufgrund nicht messbarer Zustdnde zusétzlich Beobachter ein-
gefithrt werden miissen. Wenn aber Modelle dieser Form fiir ein gegebenes Problem bekannt
sind und in einem gegebenen Algorithmus effizient verwendet werden konnen, werden nor-
malerweise diese Modelle benutzt.

3.2.2 Ubertragungsfunktionen (transfer function models)

Es kann jedoch sein, dass geeignete Zustandsmodelle nicht bekannt sind oder die Modelle
sich aus strukturellen Griinden fiir gewisse Algorithmen nicht eignen. Aus diesen Griinden
gibt es weitere Modelle, die alternativ verwendet werden konnen. Es gibt eine Reihe von
Modellen, in denen der Zustand z(t) gar nicht auftaucht, da sie direkt durch eine Abbildung
von u nach y gegeben sind. Da x(t) dabei vollig vernachléssigt wird, fixiert man tiblicherweise
xo = 0, was fiir lineare Systeme keinen wesentlichen Informationsverlust bedeutet, da man
die Ausgangsfunktion 7 fiir o # 0 durch Addition von Ce#*zy bzw. CA'Z, zu y erhalten
kann. Die wahrscheinlich wichtigste Klasse solcher Modelle sind die Ubertragungsfunktionen
(transfer functions):

Hierbei werden im kontinuierlichen Fall ¢ € R die Funktionen w und y zunéchst durch ihre
Laplace—Transformationen

u(s) = /000 u(t)e *'dt, y(s) = /000 y(t)e *'dt (3.3)

fir s € C dargestellt (Darstellung im Frequenzbereich). Die Transferfunktion ist dann die
Abbildung G : C — R™™ _ fiir welche die Relation

y(s) = G(s)a(s) (3-4)
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fiir 7o = 0 gilt. Fiir die von (2.6) induzierte y—u-Relation gilt gerade G(s) = C(sId— A)~'B.
Umgekehrt lassen sich zu jeder Ubergangsfunktion G' Matrizen A, B und C finden, so dass
(2.6) das gleiche Verhalten wie G beschreibt. Im zeitdiskreten Fall ¢ € Z kann man analog
vorgehen, wenn man statt der Laplace—Transformation eine z—Transformation verwendet.
Ein anderes Modell dieser Art ist das sogenannte ARIMAX-Modell, das aus der Zeitreihen-
analyse stammt und bei dem die Beziehung zwischen y und u mittels einer Gleichung der
Form

aoy(t) + ary(t — 1) + ...+ a,, y(t —ry) = bou(t — 1) + byu(t —2) + ... 4+ b—pu(t —15) (3.5)

beschrieben wird. Hierbei werden die Parameter a; und b; durch statistische Methoden aus
dem gemessenen Systemverhalten geschétzt. Definiert man den Shift— (Verzogerungs—) Ope-
rator ¢! mittels ¢ ly(t) := y(t — 1), die Potenz (¢7!)* als k-malige Ausfiihrung dieses
Operators und die Polynome A(X) = > apA\F sowie B(\) = Y%, bpA¥, kann man (3.5)
kurz als

Alq™")y(t) = Blg )ult — 1) (3.6)
schreiben. Fiir Modelle der Form (3.6) ist die Berechnung des Ausganges fiir ¢ > ¢, gegeben
durch =

B(q™
t) = u(t —1). 3.7
Vit) = gy ult = 1) (37)

Bemerkung 3.2. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, benétigen solche Ubertragungs-
funktionen meist wenige Parameter und kénnen auch fiir instabile Prozesse aufgestellt wer-
den. Allerdings ist ein a priori Wissen iiber den Prozess notwendig, insbesondere der Grad
der Polynome A und B.

3.2.3 FIR—Modelle (impulse response—, step response models)
Impulse-response Modelle

Auch Impulse-response Modelle sind direkt durch eine Abbildung von u nach y gegeben.
Die Beziehung zwischen Ausgang und Kontrolle kann hier durch die Gleichung

[ee)

y(t) = hu(t —1i) (3.8)

i=1

beschrieben werden. Dabei bezeichnet h; den Ausgang zur Abtastzeit ¢ + i, der sich durch
Anwendung eines einheitlichen ITmpuls ergibt (sieche Abbildung 3.2). Die unendliche Reihe in
(3.8) kann auf N Glieder beschriankt, womit man

y(t) = Z hiu(t — i) = H(q " u(t) (3.9)
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mit H(qg ') = higt + hog 2 + ... + hyq N erhiilt (g7t ist wieder der Shift-Operator). Auf
diese Weise konnen jedoch nur stabile Prozesse beschrieben werden. Ein weiterer Nachteil
dieser Methode ist, dass eine grofle Anzahl von Modellparametern benotigt wird, da N
normalerweise sehr grof3 ist. Auf der anderen Seite sind impulse-response Modelle in der
Industrie sehr beliebt, da sie sehr intuitiv sind und den Einfluss jeder Kontrolle auf den
Ausgang deutlich machen.

y(®)

t t+1 t+2 t+N

Abbildung 3.2: Impulse Response

Step—response Modelle

Step—response Modelle sind den gerade beschriebenen Modellen sehr dhnlich, jedoch wird
hier das Ausgangsverhalten durch einen Sprung an den Prozesseingéngen beschrieben. Fiir
stabile Systeme ist ein solches Modell gegeben als

y(t) = yo + Z gildu(t —i) = yo + G(g~ ") (1 — ¢~ "u(?), (3.10)

wobei g; den Ausgang des i—ten Kontrollschrittes bezeichnet, aulerdem gilt Au(t) = u(t) —
u(t — 1) (siehe Abbildung 3.3). Diese Methode hat dieselben Vor— und Nachteile wie die des
vorherigen Abschnittes. yy kann im Folgenden Null gesetzt werden, da dadurch fiir lineare
Systeme kein erheblicher Informationsverlust entsteht. Die Berechnung des Ausganges fiir
t > toe kann also mittels der Gleichung

y(t) = ZgiAu(t — ) (3.11)
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erfolgen. Da ein Impuls als die Abweichung zweier Schritte mit der Verzégerung einer Ab-
tastperiode betrachtet werden kann, kénnen beide Modelle fiir ein lineares Systems mittels

hi = gi — gi—1, bzw. gi = Z h; (3.12)
j=1

transformiert werden.

y()

t tH1 t+2 t+N

Abbildung 3.3: Step Response

3.3 Die Zielfunktion

Der zweite zentrale Teil der MPC-Strategie ist die Optimierung. Ist das Modell linear, das
Giitekriterium quadratisch und sind keine Beschrankungen der Kontrolle, der Ausgangs—
oder Zustandsgrofien gegeben, kann die Losung explizit angegeben werden. Kommen Be-
schrankungen dazu, so muss die Losung numerisch bestimmt werden. Auch bei nichtlinearen
Modellen ist eine numerische Optimierung notig. Die Komplexitdt des Optimierungspro-
blems und damit der numerische Aufwand sind abhéngig von der Modellstruktur, den Be-
schriankungen und der Anzahl der zu optimierenden Parameter. Bei schnell zu regelnden
Prozessen mit kleinen Zeitschritten ist zu beachten, dass der Zeitbedarf fiir die Berechnung
der Optimierung nicht grofler wird als die Schrittweite. Bei verfahrenstechnischen und ther-
mischen Prozessen ist die Schrittweite meistens grof}, so dass von dieser Seite keine Probleme
zu erwarten sind.

Die zahlreichen MPC-Algorithmen verwenden zur Berechnung der optimalen Kontrollfolge
verschiedene Zielfunktionen. Das Ziel der modellpriadiktiven Regelung war, den Ausgang y(t)
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auf einem endlichen Préadiktionshorizont in einen Arbeitspunkt zu regeln und im Idealfall
gleichzeitig den dafiir notwendigen Aufwand zu minimieren. Dazu wird nun ein Optimie-
rungsproblem mit zugehoriger Zielfunktion J(u,y(t)) aufgestellt. Die Art und Weise wie das
System die gewiinschte Referenztrajektorie erreicht, hdangt dabei von der Wahl der Zielfunk-
tion ab. Die Sollwerttrajektorie y,.; wird dabei als bekannt vorausgesetzt.

3.3.1 Das quadratische Kriterium

Die Wahl eines quadratischen Kriteriums ist wohl die am Hé&ufigsten verwendete Form der
Zielfunktion J(u,y(t)). Die allgemeinste Formulierung solch einer Zielfunktion lautet

T, y(1) = > (0)[y(t) = yrer (0] + > AB)[Au(t — 1) (3.13)

t=N1 t=N3

Die Parameter N; und N; bilden dabei die Grenzen des Pridiktionshorizontes, dessen Lénge
im Folgenden mit N, bezeichnet wird. Auflerdem sind N3 und N, die untere bzw. obere
Schranke des Kontrollhorizontes der Lénge N,, welcher nicht notwendigerweise mit dem
Pradiktionshorizont zusammenfallen muss. Falls der Pradiktionshorizont langer ist als der
Kontrollhorizont, d.h. N, > N,, gilt

Au(t) =0 fir ¢ > Ny + 1. (3.14)

Das ist dquivalent zu einer stérkeren Gewichtung des Kontrollaufwandes Au ab diesem Zeit-
punkt. Auflerdem kann N; so grofl gewahlt werden, dass fiir zu vernachliassigende Abwei-
chungen in den ersten Instanzen keine unnotige Berechnung erforderlich ist. Die Koeffizienten
d(j) und A(j) sind Gewichtungsvariablen, welche das Verhalten des Ausganges und den Kon-
trollaufwand berticksichtigen. Wahlt man zum Beispiel

5(t) = o™t und At) =1

wird fiir o € [0,1] der zweite Term in (3.13) stdrker gewichtet. Das bedeutet, dass die
Minimierung des Kontrollaufwands im Vordergrund steht. Umgekehrt wird bei einer Wahl
von a > 1 die Abweichung von y(t) und y,.r(t) mehr bestraft als der zur Minimierung
notwendige Kontrollaufwand. All die beschriebenen Variablen kénnen also als ,,tuning“—
Parameter verwendet werden. In einigen Anwendungen wird der zweite Term in (3.13) sogar
vollig vernachléssigt. In anderen Féllen treten nicht die Kontrollinderungen, sondern die
Kontrollen selbst direkt in der Zielfunktion auf.

Ein weiterer Vorteil pradiktiver Regelung ist, dass die Referenztrajektorie a priori be-
kannt ist, d.h. das System kann reagieren, bevor eine Verdnderung eintritt. Somit kann
eine verzogerte Reaktion vermieden werden. Die Referenztrajektorie y,.¢(t) ist in vielen An-
wendungen vorher bekannt. In anderen Féllen kann man sogar fiir konstante Werte y,..¢ eine
deutliche Verbesserung des Verhaltens erzielen, wenn man den Zeitpunkt kennt, zu dem sich
dieser
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TAusgang y , Kontrolle u
i i |

yref(t)
y®
aaus [0,1]

tat

Pradiktionshorizont

Abbildung 3.4: Auswirkung der Wahl der Gewichtungsvariablen

Wert éndert. Bei der Optimierung von (3.13) verwenden die meisten MPC-Algorithmen eine
Néherung 9, s, welche nicht notwendigerweise mit der tatsachlichen Referenztrajektorie y,.
tibereinstimmen muss. Eine mégliche Approximation von .y ist gegeben durch

gref(tak:t) = y(takt)v gref(t) = ﬁgref(t - 1) + (1 + ﬁ)yref(t)> k= 17 . V.

Y

Dabei wird der Parameter 5 € [0, 1] gewéhlt (je ndher der 1, desto gleichméfiger die Appro-
ximation). Die Abbildung 3.5 zeigt die konstante Referenztrajektorie y,.;(t) im Vergleich zu
den Approximationen fiir zwei verschiedene [3.

Vielfdltige Griinde, wie z.B. Sicherheitsbarrieren oder physikalische Grenzen, konnen Be-
schrankungen der Prozessvariablen verursachen (z.B. der Wasserpegel in Tanks, Maximal-
temperaturen und —druck). Weiterhin sind die Operationsbedingungen aus grundlegenden
okonomischen Griinden durch den Schnittpunkt verschiedener Beschrinkungen definiert,
so dass das Kontrollsystem nahe an den Grenzen operieren wird. Zum Beispiel ist es fiir
ein Wirtschaftsunternehmen, welches nur eine bestimmte Schadstoffmenge ausstoflen darf,
wiinschenswert, so nahe wie moglich an dieser vorgegebenen Grenze zu operieren. All das

macht das Einfithren von Beschrankungen notwendig. Solche Restriktionen sind meist gege-
ben durch

u(t) < Umag (3.15)
Y(t) < Ymaz (3.16)

Umin

IAINA

Ymin

fir alle t¢.
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e yref

Approximationen

Abbildung 3.5: y,.r im Vergleich zur Approximation ¥y

Eine Erweiterung des Optimierungsproblems um solche Nebenbedingungen macht das Pro-
blem natiirlich komplexer, so dass die Losung im Gegensatz zum unbeschrankten Fall nicht
explizit berechnet werden kann.

3.3.2 1-Norm und oco—oco Norm

Die Zielfunktion J(u,y(t)) kann jedoch auch durch andere Kriterien beschrieben werden
(zum Beispiel mittels einer 1-Norm oder co—oo Norm). Diese Methode bietet ebenfalls ei-
nige Vorteile. Die Zielfunktion kann bei Verwendung einer co-oo Norm wie folgt angegeben
werden.

Ty (0) = _wax (90 = veerOlloe = s max (t) ~ geeps()] - (3.17)
Dabei bezeichnen y; und y,.;; jeweils den i-ten Eintrag der Vektoren y, y,.; € R'. Durch
Losung des der modellpradiktiven Regelung zugrunde liegenden Optimierungsproblems wird
hier die maximalen Abweichungen von y(t) zu y,s(t) fiir den schlimmstmoglichen Fall mini-
miert, der Kontrollaufwand wird hier vernachléssigt. Es wurde bereits gezeigt, dass das mit
(3.17) folgende Min—-Max Problem als ein lineares Programm formuliert werden kann, wel-
ches dann mit geringerem Rechenaufwand und mit bekannten Standardalgorithmen gel6st
werden kann.

Es ist ebenso moglich eine 1-Norm zur Formulierung der Zielfunktion zu verwenden. Ein
Grund fiir diese Wahl ist, dass bei Verwendung einer co—oo Norm nur die maximalen Ab-
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weichungen und nicht das gesamte Verhalten explizit beriicksichtigt wird. Eine Zielfunktion
der Form

J3(u,y(t) = Zl\y — Yreg (t H1+AZHM )

t=N1 t=N3
No n Ny m

= D ) i) = grers ]+ A DD |Au(t))] (3.18)
t=N; i=1 t=N3 j=1

beschriebt gerade die absoluten Werte der Abweichungen von z(¢) und z,.s(t) und (zusétz-
lich) der Kontrollanderungen. Das daraus resultierende Minimierungsproblem kann dann
ebenfalls in ein lineares Programm umgeschrieben werden, was das Ziel des Kapitels 5 sein
wird. Dort wird eine Zielfunktion der Form (3.18) verwendet, in der jedoch nicht Au(t),
sondern die Kontrollen direkt auftreten. Auflerdem werden spéter beide Terme in (3.18)
gewichtet.

3.4 Das ,,receding—horizon*“ Konzept

Das ,receding—horizon“ Konzept ist wichtiger Bestandteil aller MPC—Algorithmen. Diese
Strategie beruht dabei auf folgender Idee (der Formulierung liegt eine zeitdiskreten Darstel-
lung zugrunde, da diese im weiteren Verlauf verwendet wird): die nach Losung des Opti-
mierungsproblems — mit einer Zielfunktion der Form (3.13), (3.17) oder (3.18) — auf dem
Kontrollhorizont berechnete optimale Kontrollfolge wird nicht komplett auf das System an-
gewendet, sondern es wird nur das erste Glied u(N3) zur Berechnung des Zustandes z(t + 1)
verwendet. Dieser Zustand wird dann als Anfangzustand betrachtet und die Optimierung
mit verschobenem Horizont, d.h. ¢ = ¢ + 1, wiederholt. Die folgende Graphik dient zur
Verdeutlichung dieses Konzeptes. Eine genaue Beschreibung mit den in Kapitel 5 verwende-
ten Bezeichnungen folgt aulerdem noch in 5.2.
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u u
¥ 3 F 3
N3 Kontrollhorizont N4 iIN3 Kontrollhorizont N4i
— a i e
| | P i
i : I :
P = i e i
| '_| H 5 ] 1 = 1
i P T :
i = == 0 : — 5
o a —
u(N3) anwenden | : S
| : >t - : >t
. i Ny
Y i a
Pradiktionshorizont Pradiktionshorizont
Schritt 1: Berechnung der optimalen Schritt 2: Verschieben des Kontrollhorizontes
Kontrollfolge auf dem Kontrollhorizont und Berechnung einer neuen optimalen
und Anwendung des ersten Gliedes Kontrollfolge auf dem Kontrollhorizont
u u
A A
IN3 Kontrollhorizont N4
1 1
! u(N3) anwenden !
] i .
: [ E — @
. [— i 3 H - —_— I
by b : ! :
— L0 : ~ !
o] i 1
: = | = 0 ==
i R S
] S | |
—t —t 4 —»
W
e

Pradiktionshorizont

Wiederholung der Schritte 1. und 2. Optimale Kontrollfolge
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3.5 Der modellpradiktive Regelungsansatz

Der modellpradiktive Regelungsansatz kann nun abschlieend wie folgt zusammengefasst
werden.

Zeitdiskrete Darstellung:

1. Zur Zeit t = tu; wird ein Minimierungsproblem mit Zielfunktional J(u,y(t)) gelost.
Diese Optimierung liefert die optimale Kontrollfolge u = [u(N3) ... u(N4] auf dem
Kontrollhorizont.

2. Von der berechneten Kontrollfolge wird dann nur das erste Glied u(N3) (/N3 untere
Grenze des Kontrollhorizontes) auf das Kontrollsystem angewendet, d.h. mit diesem
Kontrollwert lisst sich der Zustand x(¢ + 1) bestimmen.

3. Anschlieend wird der Kontrollhorizont verschoben, d.h. setze t = ¢ + 1.

4. Die Optimierung wird nun mit verschobenem Horizont wiederholt, dabei dient x(¢+ 1)
als neuer Anfangszustand.

5. Diese Vergehensweise wird iterativ fortgesetzt bis ¢ = Ny — 1. (N, obere Schranke des
Pradiktionshorizontes)

6. Man erhélt schliellich die optimale Kontrollfolge, durch dessen Anwendung das System
auf dem Préadiktionshorizont in den gegebenen Arbeitspunkt geregelt wird.
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Kapitel 4

Lineare Programmierung

Wie bereits in Kapitel 3 erwéhnt, kann das der modellpréadiktiven Regelung zugrunde liegen-
de Optimierungsproblem durch geeignete Wahl der Zielfunktion in ein lineares Programm
umgeschrieben werden, welches dann mit bekannten Algorithmen der linearen Programmie-
rung geldst werden kann. Bevor diese Vorgehensweise in Kapitel 5 beschrieben wird, sollen
zunéchst einige Grundlagen der linearen Programmierung behandelt werden. Dieses Kapi-
tel folgt der Darstellung von [16]. Eine Einfiihrung in die lineare Optimierung findet sich
auferdem z.B. in [11], [20] oder [29].

4.1 Lineare Programme

4.1.1 Definition

Ziel der linearen Programmierung ist, eine lineare Funktion in Abhéangigkeit von einer Menge
linearer Gleichungen und Ungleichungen zu optimieren. Diese lineare Funktion soll zunéchst
definiert werden. Es seien ¢ = ¢y, ...,¢, und x = x4, ..., x, € R". Dann nennt man f mit

n

f(x)=clz = Z Cix; (4.1)

i=1

die Zielfunktion des linearen Programms. Die allgemeinste Form eines linearen Programms

ist dann
min ¢’z (4.2)

st. b< A
[ <z

IAIA

r < b
<u,
wobei die Eingabedaten aus einer Matrix A € R™ ", den Vektoren b, b € R™ und den

Vektoren ¢, [, u € R™ bestehen. Es soll im Folgenden die Notation s > t fiir Vektoren s,
t € R" verwendet werden, wenn s; > t; gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}. Der Vektor Az soll
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also im linearen Programm (kurz LP) also komponentenweise zwischen b und b liegen. In
,Summennotation“ hat das Problem (4.2) die Form

min Z Ci%; (4.3)
i=1

sbo b, <3 Ay <b; fir1<j<m
L <z <y fir1 <i<n.

Die Komponenten b; und [; diirfen dabei in R U {—o0} liegen bzw. b; und u; in R U {oo}.
Falls b; > b; fiir ein j oder [; > w; fiir ein ¢ hat das lineare Programm offenbar keine Losung.
Lineare Gleichungen kénnen durch die Wahl b; = b; dargestellt werden. Aulerdem werden
meistens die entsprechenden Ungleichungen weggelassen, falls b; = —oo oder b; = co. Ei-
ne Ungleichung heifit aktiv in =, wenn der Punkt z, der alle Nebenbedingungen erfiillt, die
Ungleichung mit Gleichheit erfiillt. Falls also z.B. Y1 | A;T; = 5]- gilt, ist die Ungleichung
Yo Ajixy < Z_)j in T aktiv. Im Folgenden wird fast ausschliellich die einfachere und kiirzere
Schreibweise (4.2) benutzt. Die Summennotation soll nur verwendet werden, wenn sie zur
Erkldrung eines Ansatzes notig ist.

4.1.2 Die Standardform

Zur leichteren Darstellung eines Losungsverfahrens soll nun gezeigt werden, wie das allgemei-
ne lineare Programm (4.2) in eine gewisse Standardform umgeformt werden kann. Offenbar
sind Minimierungs— und Maximierungsprobleme dquivalent. Es gilt

min ¢’z = —max —c’z.
Das Problem (4.2) als Minimierungsproblem zu schreiben ist also keine wirkliche Einschréankung.
Auflerdem lésst sich jede Ungleichung der Form

- _
ajxgbj

mit einem Zeilenvektor a]T von A und einem endlichem I_jj mittels einer zusétzlich eingefiihr-
ten ,,Schlupfvariable“ s; in eine lineare Gleichung und eine Nichtnegativitétsbedingungen
umformen,

ajrx +5;=10; und s; > 0.
Ahnliches gilt fiir Ungleichungen der Form b; < a;frx und die Schranken [; sowie u; von x;.

Auf diese Weise erhélt man ein zu (4.2) dquivalentes lineares Programm der Form

inf ¢’z (4.4)

xT

st. Ar =0
z; >0 fire el
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mit einem neuen Variablenvektor x, der auch die zusétzlich eingefithrte Schlupfvariable
enthélt, und mit gednderten Vektoren b, ¢ sowie gednderter Matrix A. Die Variable x; mit
1 € I heiflen vorzeichenbeschrinkte Variablen, die iibrigen freie Variablen.

Lineare Pogramme dieses Typs lassen sich mit geeigneten Varianten des Simplexverfahrens
16sen, das nach wie vor eines der wichtigsten Verfahren zur Losung linearer Programme dar-
stellt und dessen Grundform in n#chsten Abschnitt vorgestellt wird. Diese Methode und
dessen Beschreibung lésst sich erheblich vereinfachen, wenn man sie auf lineare Programme
(4.4) ohne freie Variablen anwendet, d.h. auf lineare Programme in Standardform

inf {c'x | Az =b, >0}, (4.5)
in dem alle Variablen vorzeichenbeschrinkt sind. Im Folgenden wird mit
P:={x| Az =0, 2 >0} (4.6)

die Menge der zuldssigen Losungen oder zuldssigen Punkte von (4.5) bezeichnet.

Man kann nun jedes lineare Programm der Form (4.4), das noch freie Variablen enthélt,
in ein dquivalentes lineares Programm in Standform transformieren. Dabei kann zum Bei-
spiel ausgenutzt werden, dass sich jede reelle Zahl als Differenz zweier nichtnegativer Zahlen
schreiben ldsst. Ersetzt man daher jede freie Variable z;, ¢ ¢ I durch die Differenz zweier
neuer vorzeichenbeschrankter Variablen (z; = x} — 2), erhélt man ein zu (4.4) dquivalentes
LP in Standardform (4.5). Diese Methode hat jedoch den Nachteil, dass sich die Anzahl der
Variablen und der Spalten von A vergroflert. Dies kann jedoch durch Eliminationstechniken
vermieden werden, in denen durch eine sukzessive Elimination aller freien Variablen schlief3-
lich sogar ein dquivalentes lineares Programm in Standardform mit geringerer Anzahl von
Variablen entsteht:

Sei x; eine freie Variable und A; die i—te Spalte von A. Man unterscheidet folgende Fille.

1. A; =0und ¢; =0:
Dann erhélt man durch Streichen der Variablen z;, der Spalte A; und der Komponente
¢; des Vektors c¢ ein reduziertes dquivalentes LP, das die freie Variable x; nicht mehr
enthélt. Eine Losung des reduzierten Programms liefert dann eine Optimallosung des
urspriinglichen Problems, wenn man sie durch eine zuséatzliche Komponente z; mit
beliebigem Wert erweitert.

2. A; =0und ¢; # 0:
Falls das lineare Programm iiberhaupt eine zuléssige Losung = besitzt, ist auch jedes

_ { zj, fiir j #1

= rj+a, firj=1

T mit

ZEj =
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fiir beliebiges « eine zuléssige Losung. Wegen ¢; # 0 kann die Zielfunktion
f(x)=c"T=c"z+cqa
durch passende Wahl von « beliebig klein gemacht werden, so dass

—c0 = inf ' (4.7)

st. Ar =10
z; >0 fuiri e I.

Andernfalls besitzt das lineare Programm keine zuldssige Losung. Es kann deshalb
die Untersuchung dieses Falles abgebrochen werden, da das LP keine endliche Opti-
mallésung besitzt.

Dann existiert in der i—ten Spalte von A ein Element A;; # 0. Die Variable z; kann des-
halb durch die iibrigen Variablen ausgedriickt werden, indem man die j—te Gleichung
in Ax = b nach z; auflost

mi=(b— > Apw)/As (4.8)

k=1, ki

AnschlieBend ersetzt man in den iibrigen Gleichungen von Az = b und ¢’z die Variable
x; durch die recht Seite von (4.8). Wie bei der Gaufi—Elimination kann man dies durch
Umformen der Matrix A, der rechten Seite von b und von ¢, d.h. durch den Ubergang
von A, b, und ¢, zu

b — b=
AriA'k

Ark B Ark_ ]

C, —— Ck—AjkC'
Aji !

fir » # j und k # i erreichen. Man erhélt also ein reduziertes dquivalentes lineares
Programm, das die Variable x; nicht mehr erhélt. Jede Optimallosung des reduzier-
ten linearen Programms kann mittels (4.8) zu einer Optimallosung des unreduzierten
Programms erweitert werden.

Auf diese Weise lassen sich im Prinzip alle freien Variablen der Reihe nach eliminieren.
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4.1.3 Geometrische Grundlagen

Es wird zunéchst die Form der zulédssigen Menge eines linearen Programms genauer betrach-
tet.

Definition 4.1. (Polyeder)
Der Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen {x € R™ | a]Tx < b;} mit festen Vektoren
a; und reellen Zahlen b; wird Polyeder genannt.

Offenbar ist ein Polyeder nicht immer beschréinkt. Jede Hyperebene {x | a]x = b;} lésst sich
als Schnitt zweier Halbraume {z | o] # < b;} und {z | —a] z < —b;} darstellen. Die Menge P
aus (4.6) ist also ein Polyeder, das durch Gleichungen und besonders einfache Ungleichungen
beschrieben wird. Solche speziellen Polyeder werden im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.2. (Konvex)

FEine Menge IC C R™ heifit konvez, falls fiir alle z, y € K und A € [0, 1] stets \e+(1—N)y € K
folgt. Eine Funktion f : K — R heifit konvex, falls K nicht leer und konvex ist und falls fiir
allex, y € L und X € [0,1] stets f(Az+(1—=N)y) < Af(x)+ (1 =) f(y) folgt. Eine Funktion
f KK — R heifit streng konvez, falls I konvez ist und falls fiir alle x, y € K und X € (0,1)

stets f( Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 = N)f(y) folgt.

Anschaulich gesprochen muss bei einer konvexen Menge K mit  und y auch stets die Ver-
bindungsstrecke zwischen x und y in K liegen. Fiir jedes x, y € K verlauft der Graph einer
konvexen Funktion f : K — R entlang der Verbindungsstrecke zwischen x und y unterhalb
oder auf der Sekante die durch (x, f(x)) und vy, f(y) geht.

Bemerkung 4.3. Halbrdume sind konvexe Mengen und lineare Funktionen sind konvex,
aber nicht streng konvex. Falls K konvex ist, folgt aus x; € I, \; > 0 fiir 1 < ¢ < m und
Yo A =1 stets

i=1
Diese niitzliche Beziehung léasst sich mit Induktion nach m leicht zeigen.
Im Folgenden wird mit aff(XC) die affine Hiille einer konvexen Menge K bezeichnet, d.h. die
kleinste affine Mannigfaltigkeit, die K enthélt. IThre Dimension definiert die Dimension von
K, dim K = dim aff(K).

Der Durchschnitt konvexer Mengen ist wieder konvex:

Lemma 4.4. Seien K; konvexe Mengen fiir alle i aus einer beliebigen Indexmenge I. Dann

ist auch IC :=,.; Ki konvezx.

el
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Der Beweis ist trivial. Als Korrolar erhélt man daraus, dass jedes Polyeder konvex ist, weil
jeder Halbraum konvex ist. Die zuléssige Menge P aus (4.6) ist also ein konvexes Polyeder.
Im R! ist ein Polyeder ein abgeschlossenes Intervall und auch im R? oder R? kann man sich
ein Polyeder leicht vorstellen. In den Abbildungen 4.1 und 4.2 sind Polyeder der Form (4.6)
dargestellt.

In Abbildung 4.1 sieht man links die Hyperebene a’x = 1 mit a = (1,1, 1) geschnitten mit
dem positiven Orthanten des R? als schraffierte Fliiche. Der zuliissige Bereich ist Polyeder
P der Dimension 2. Legt man die Zeichenebene in die affine Mannigfaltigkeit a’x = 1, so
hat P die Form wie auf der rechten Seite der Abbildung. Die Ecken entsprechen dabei den
Punkten in der Hyperebene, die durch z; = x5 = 0 sowie 1 = 3 = 0 und 2o = 23 = 0
gegeben sind, die Kanten erfiillen 21 = 0 oder x5 = 0 oder x5 = 0.

. 1 11
Fiir b = (4,1)T und A = < 010
bildung 4.2 skizziert. Obwohl die Form von P sehr speziell aussieht (es treten nur Halbrdume
der Form x > 0 und Hyperebenen auf), ldsst sich jedes beliebige beschrinkte Polyeder in
der Form {z € R" | Az = b, x > 0} darstellen. Dies soll hier jedoch nicht bewiesen werden.

ist der zuldssige Bereich P eindimensional wie in Ab-

X3

P3
X2

P2

A4

X1

ok

Abbildung 4.1: Darstellung eines Polyeders, eine lineare Gleichung

Es sollen nun noch die Ecken eines Polyeders charakterisiert werden. Dazu werden zunéchst
Extremalpunkte allgemeiner konvexer Mengen definiert.

Definition 4.5. (Extremalpunkt)
FEin Punkt a € K heifst Extremalpunkt einer konvexen Menge K, falls x, y € K und X € (0, 1)
aus a = \x + (1 — Ny stets a = x =y folgt.
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X3

p1

x2
p1 p2

p2

Abbildung 4.2: Darstellung eines Polyeders, zwei lineare Gleichungen

Anschaulich besagt die Definition, dass sich a nicht als echte Konvexkombination (mit A # 1
und A # 0) verschiedener Punkte z und y aus K darstellen ldsst. Man kann anhand von Bei-
spielen von Polyedern im R? oder R? sehen, dass ihre Extremalpunkte gerade den , Ecken®
des Polyeders entsprechen. Es sollen deshalb die Ecken eines Polyeders K als seine Extremal-
punkte definiert werden. Eine andere intuitive Definition der Ecken eines Polyeders IC der
Dimension dim K = m ist, dass sie O—dimensionale Durchschnitte von m — 1-dimensionalen
Seitenflichen von K sind. Dies trifft bei Polyedern gerade auf Extremalpunkte zu. Um das
zu zeigen, muss jedoch zuerst der Begriff ,,Seitenfliche eines Polyeders® geklart werden.
Zunichst sollen Extremalmengen konvexer Mengen definiert werden.

Definition 4.6. (Extremalmenge)
FEine konvexe Teilmenge € C K einer konvexen Menge IC heifit Extremalmenge von IC, falls
ausa €€, x,y € K, A€ (0,1) und a = Az + (1 — Ny stets z, y € ¢ folgt.

Diese Definition besagt anschaulich, dass sich kein a € ¢ als echte Konvexkombination ver-
schiedener Punkte x, y aus KC\e darstellen ldsst. Extremalpunkte des Polyeders K sind gerade
seine O—dimensionalen Extremalmengen. Auflerdem ist I selbst Extremalmenge von X ma-
ximaler Dimension. Extremalmengen von Polyedern haben auch wieder eine anschauliche
Bedeutung: aufler IC sind sie gerade seine Ecken, Kanten und allgemein seine Seitenflichen
der verschiedenen Dimensionen. Man definiert deshalb die Seitenflichen von Polyedern als
ihre Extremalmengen.
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Es gilt nun folgender Sachverhalt: Jede Extremalmenge ¢ einer beliebigen konvexen Menge
IC ist der Durchschnitt von C mit der affinen Hiille von &

e = KnNaff(e). (4.9)

Eine Extremalmenge ist also bereits durch ihre affine Hiille aff(¢) bestimmt. Eine echte
Teilmenge €, einer Extremalmenge € mit aff(e;) =aff(¢) kann deshalb keine Extremalmenge
sein. Ein Beweis von (4.9) kann in [16] gefunden werden. Jetzt soll sich wieder den allgemeinen
linearen Programmen gewidmet werden. Die Resultate konnen auf das Problem (4.2) und
die Menge ¢ seiner Optimallosungen angewendet werden:

Satz 4.7. Wenn das lineare Programm (4.2) Optimallosungen besitzt, ist die Menge &
der Optimalldsungen eine Extremalmenge (also Seitenfliche) des Polyeders der zulissigen
Lésungen von (4.2).

Beweis: Das allgemeine lineare Programm (4.2) besitzt die Form
inf {c"z | z € S},

wobei S das Polyeder der zuldssigen Losungen von (4.2) ist. Falls (4.2) Optimallosungen
besitzt, existiert
— min LT
a:=min {c'z |z € S} €R
und es ist

e={reS|cdz=alCs

ein Polyeder in S, also eine konvexe Teilmenge von S. Es wird nun angenommen, dass ¢
keine Extremalmenge ist. Sei dazua € cunda = A+ (1 —A)ymit 0 < A< lund z,y € S
sowie 0.B.d.A. x ¢ ¢. Es folgt wegen ¢’z > «, ¢’y > « sofort der Widerspruch

a=cla=X"z+(1-Nc"y >+ (1-Na=a.
Also ist € Extremalmenge von S.
O

Jede konvexe Menge K besitzt zumindest K und die leere Menge als , triviale“ Extremalmen-
gen. Die Existenz weiterer Extremalmengen, insbesondere von Extremalpunken, ist selbst fiir
Polyeder nicht gesichert. Anders ist die Situation bei Polyedern, die keine Gerade enthalten.
Dies trifft wegen P C {x € R" | > 0} auf das Polyeder aus P (4.6) zu. Solche Polyeder
besitzen stets Extremalpunkte. Aus dem Satz folgt daher:

Korollar 4.8. Wenn das Standardprogramm (4.5) Optimallosungen besitzt, dann gibt es
unter thnen auch Extremalpunkte von P.
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4.2 Das Simplexverfahren

Die Idee des Simplexverfahrens zur Losung linearer Programme in Standardform ist, die
Eckpunkte des zuléssigen Polyeders P in einer geeigneten Weise nach der optimalen Ecke
abzusuchen. Dies ist wegen des Korrolars 4.8. gerechtfertigt. Das Verfahren lésst sich folgen-
dermaflen beschreiben:

1. Finde eine Ecke von P

2. Gehe entlang einer absteigenden Kante (d.h. entlang welcher ¢ x kleiner wird) zu einer
benachbarten Ecke

3. Wiederhole Schritt 2. solange bis es keine absteigende Kante mehr gibt.

Die Simplexmethode soll im Folgenden anhand eines speziellen Formates, dem sogenannten
Simplexformat, beschrieben werden. Die Herleitung soll dabei relativ knapp gehalten werden,
fiir eine genaue Behandlung der Simplex-Methode siehe z.B. [16] oder [11].

4.2.1 Das spezielle Simplexformat

Das Simplexformat erlaubt eine besonders einfache Darstellung der Simplexmethode. Grundsétz-
lich ist dieses Verfahren jedoch nicht an ein spezielles Format des lineares Programms ge-
bunden. Im Folgenden bezeichnet A = (ay,...,a,) eine m x n-Matrix mit Spalten a;,

N =1,...,n,und J = (j1,...,Jx) einen Indexvektor der Linge |J| = k bestehend aus
paarweise verschiedenen Indizes j; mit j; € N fiir 1 < ¢ < k. Dann bezeichnet

AJ = [ajl,...,ajk]

die m x k—Matrix, die aus den Spalten von A besteht und deren Indizes zu J gehoren.
Auflerdem heiflen die Indexvektoren J und K komplementér, wenn |J| 4 |K| = |N| = n und
jeder Index entweder in J oder in K vorkommt. Man schreibt dann auch kurz J & K = N.
Ebenso bezeichnet

Ty = (:Ejl,...,xjk)T

den Teilvektor eines Vektors x € R™. Fiir J & K = N gilt dann
Ax = AJZEJ + AKZEK.

Ein Indexvektor J heifit Basis von A, falls |J| = m und A; regulér ist. In diesem Fall heiflen
die Variablen z;, kK = 1, ..., m Basisvariable.

Es soll zunéchst ein Programm in Standardform

min {c'z | Az =b, v >0} (4.10)
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mit der Menge der zulédssigen Losungen
P:={z| Ab=0>, x > 0}

betrachtet werden. Hierbei sei A € R™*" und die Vektoren x, b und ¢ entsprechend di-
mensioniert. Aulerdem seien die Zeilen der Matrix A linear unabhéngig. Dieses Programm
(4.10) soll nun in die Simplexform iiberfithrt werden. Dies geschieht durch Einfiithren einer
weiteren Variablen z € R und einer weiteren linearen Gleichung ¢’z + 2z = 0. Mit dieser

T

Gleichung ist die Minimierung von ¢’ x auf P dquivalent zur Maximierung von z, d.h. das

lineare Programm (4.10) ist dquivalent zu

min z
T,z

m.(ﬁ;?)(ﬁ):(g), v >0,

Definiert man die Matrix A und die Vektoren b und # durch

A A 0 ~ b N
a=(av) =) =(0).

erhélt man das zu (4.10) dquivalente lineare Programm

max {z\fl:i":fl(z):g,sz} (4.11)
P:{x:(‘z> |A£:6,x20}.

In diesem linearen Programm ist z eine freie Variable, sie unterliegt keiner Vorzeichenbe-

schriankung.

Mit A besitzt auch die erweiterte Matrix A linear unabhéngige Zeilen. Wenn .J = (1, s Tjm)
eine Basis von A ist, ist insbesondere der erweiterte Indexvektor J = (), .. SL’Jm,Z) =

J @ {z} eine Basis von A. Umgekehrt gilt: Ist J = J @ {z} eine Basis von A dann ist

J=1J \{z} eine Basis von A. Es gibt eine einfache Beziehung zwischen den Basislosungen

#(J) von Az = b und z(J) von Az = b:

0= (5 )

so dass J zulédssige Basis von Ax = b genau dann ist, wenn J=Jo {z} eine zulissige Basis
von (4.11) ist. Da J eindeutig durch J bestimmt ist, sagt man auch, dass J eine Basis von
A ist, wenn .J eine Basis von A ist. Dementsprechend soll statt x(J ) auch einfacher

mit der zuldssigen Menge
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geschrieben werden. Die Ecken (d.h. die Extremalpunkte) der zulédssigen Polyeder von (4.10)
bzw. von (4.11) hédngen nun eng mit Basislosungen zusammen. Das verdeutlicht folgender
Satz.

Satz 4.9.

(i) Der Vektor T ist Ecke von P :={z | Az =b, x > 0} genau dann, wenn der erweiterte

Vektor
F=( °
T\ =z
Ecke von
P:{x:(j) | Az =, xZO}
15t.

(i) Zu jeder Ecke T von P gibt es eine zuldssige Basis J, so dass T = x(J) Basisldsung
von Ax = b zur Basis J ist und umgekehrt: Jede zulissige Basislosung x(J) zu einer
Basis J von Az = b ist eine Ecke von P. Wegen (i) ist dann der erweiterte Vektor T
Basislisung von Az = b zur zulissigen erweiterte Basis J = J & {z}.

Ein Beweis diese Satzes findet sich in [16] .

Bemerkung 4.10. Die Zuordnung , Ecke—zulédssige Basis® ist nicht eindeutig, eine Ecke kann
Basislosung verschiedener Basen sein. Diese Beobachtung veranlasst zu folgender Definition:
Eine zuldssige Basis J von (4.10) heifit nichtentartet, falls fiir die Basislosung 7 = z(J) gilt:
Ty > 0. Das Problem (4.10) heifit nichtentartet, falls alle zuléissigen Basen nichtentartet
sind, andernfalls heifit (4.10) entartet. Es kann also sein, dass eine Ecke, die zu einer nich-
tentarteten Basis gehort, Basislosung nur einer zuléssigen Basis ist. Aus der Entartung einer
zuléssigen Basis folgt aber nicht unbedingt, dass zu der entsprechenden Ecke mehr als eine
Basis gehort.

Satz 4.9. besagt nun, dass man alle Ecken eines Polyeders durch zugehorige zulédssige Basen
beschreiben kann. Dabei hédngt die Ecke stets eindeutig von der Basis ab, aber zu einer
Ecke gehoren eventuell mehrere zulédssige Basen, falls eine dieser Basen entartet ist. Die
Maglichkeit der Entartung veranlasst zu einer kleinen Anderung der eingangs beschriebenen
Formulierung der Simplexmethode. Genau genommen lduft das Simplexverfahren nicht von
einer Ecke zu einer benachbarten Ecke, sondern von einer zuléssigen Basis zu einer (davon
verschiedenen) , benachbarten® zuldssigen Basis. Falls das lineare Programm (4.11) nicht
entartet ist, entspricht dies gerade tatsdachlich dem Wechsel zu einer anderen (benachbarten)
Ecke.
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4.2.2 Durchfiihrung der Simplex—Methode

Zur besseren Versténdlichkeit soll zunéchst noch einige Notation eingefithrt werden. Fiir
die Darstellung der Simplex—Methode wird ein lineares Programm in Simplexform (4.11)
mit einer Matrix A € R™*" und einem Vektor € R" betrachtet. Da man z als (n + 1)-te
Komponente von & auffassen kann, ist es moglich, das Programm (4.11) auch in der folgenden
Form zu schreiben:
max {Z,41 | A =0, ; >0 fiir i € N}

mit N = {1,...,n}. Dementsprechend kénnen eine Basis J von A und die erweiterte Basis
J := J @ {z} mittels der Basisvariablen und der Basisindizes dargestellt werden.

J = (iL’il,...,ZEim>:(il,...,im), il,...,imGN

J = (Tiyy ooy, 2) = (i1, e oyim,n + 1).
Zu einer Basis J von A und dem Gleichungssystem Az = b gehort nun das Tableau

(J, (A D5)) mit (A Db)=A7"(A b).

Das Tableau, das zu der erweiterten Basis J = J @ {z} von A gehort, hdngt damit eng
zusammen. Zunichst gehort zu J die folgende Basismatrix von A:

; Ay 0)
AA:
=

~ A_l O
-1 _ J
Aj N ( - 1 )

mit einem Zeilenvektor 7, der wegen

NP A7t 0 A; 0 I 0
14 _ J J —
pa= () ()= 1)

die Losung der linearen Gleichung

TA; = ch, dh. m=chA}?

Thre Inverse besitzt die Form

ist. Das Tableau zur erweiterten Basis J = J & {z} und dem Gleichungssystem A# = b kann
nun wie folgt angegeben werden

e (224
)=(“ )2 16)

wobel

also
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Definition 4.11. (Benachbarte Basen)

Zwei Basen J und J' von A heiflen benachbart, falls sie sich durch genau einen Index aus
N unterscheiden, d.h. es gibt Indizes s und q aus N, so dass ¢ € J, s ¢ J und J =
(J U {s)\{q}. Die erweiterten Basen J = J & {z} und J = J & {z} heifen benachbart,

wenn J und J' benachbart sind.

Zum Beispiel sind J = (i1, ..., 0p—1,0p, ips1y oy b)) Und J" = (i1, .00 Gp1, S, lpg1y - - oy by ) Mt
q =1, und s ¢ J benachbart. Es gilt jetzt folgender Satz.

Satz 4.12. Es sei J = (iy,...,1m) eine Basis von Ax =b und s ¢ J. Sei ferner

(- (21 5))

das Tableau zur erweiterten Basis J = J @ {z} = (i1,...,im,n + 1) des zu A gehérigen
linearen Gleichungssystems

7 N
Qﬂ:“
)
SN——
VRS
SIS
N——
Il
VRS
o o
SN——

Ferner sei
a1
. o ZS
(077%% o E5
Omt1
. (A .
die s—te Spalte der Matrix . Dann st

A

J/: (2'1,...,iT,l,s,irJrl,...,im,n—l—1) = J/@{Z},

wobei J' = (i1, ... ir—1,S,0p41,- - im), genau dann eine Nachbarbasis von J = J & {z},
wenn o, # 0. In diesem Fall ist das zu J' = J & {z} gehirige Tableau

gegeben durch
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wobei F' die m + 1-rethige Matriz

1 —041/057« 0
1 _ar—l/ar
P 1/a,
1/ 1
— U/ 1
— i1/ 1
mit der folgenden Inversen
1 (0751 0
1 Qp_q
Ay |0
= F_l = G = J .
N (o7} 1 ( EE[;/ 1 )
QU 1
Am1 1
Beweis: siche [16]
4.2.3 Abbruchkriterien
Im Folgenden wird nun das zum Standardprogramm
min {c'z | Az =b, x>0} (4.12)

gehorige erweiterte Programm in Simplexform

il () () )

betrachtet. Sei J eine zuldssige Basis von (4.12) und K der komplementére Indexvektor der
Nichtbasisvariablen. Zur zugehorigen zuldssigen erweiterten Basis J von (4.13) gehore das

Tableau . B .
S(A0D . A, 0\ (10
"\ 1o o el o1 )
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Die linearen Gleichungen des Tableaus reduzieren sich also auf

ZEJ—FZKZEK = b, (414)
z+epre = f3. (4.15)

Fiir die Basislosung = = z(J), Z = z(J) gilt also wegen Tx = 0
T, =b, Tx =0, z=20.
Entsprechend der Vorzeichen von ¢% unterscheidet man nun zwei Félle:

1. ¢, > 0 fir alle k € K:
In diesem Fall ist die Basislosung 7 = z(.J), Z = z(J) eine Optimallésung von (4.13).
Beweis: Auch wenn die Form der Gleichungen (4.14) und (4.15) von der Wahl von K
abhiingt, sind sie trotzdem fiir jedes K #quivalent zu ,,Az = b“ und ,cf'z + 2 = 0.
Insbesondere miissen die Gleichungen also fiir alle (x,z) erfiillt sein, die fir (4.13)
zuldssig sind, so dass fiir eine beliebige zulissige Losung (x, z) von (4.13) wegen z > 0
und ¢x > 0 die Ungleichung

z=pB—cprg <

folgt, wihrend fiir die zuléssigen Basislosung (7, Z) wegen Tx = 0 die Gleichung z = 3
gilt.

2. Es gibt ein s € K mit ¢, < 0:
Sei s eine Komponente mit ¢, < 0. Weiterhin bezeichnet @ := (ay, ..., a,)T = A;las
die s—te Spalte von A. Aus (4.14), (4.15) kann man nun ablesen, dass sich wegen
Cs < 0 der Wert z = 8 — >, Cewy der Zielfunktion von (4.13) vergrofert, wenn
man xz, vergroflert, die Komponenten zy, k& € K\{s}, bei Null beldsst und z; so
bestimmt, dass die Gleichungen (4.14), (4.15) erfiillt bleiben. Das heifit, es wird ein
Strahl (z(0),2(0)), 0 > 0, bestimmt, so dass

1’5(9) = 97 xK\{s}<9) = 07 mJ(Q) =b— 957 2(9) = ﬁ - 559.

x(0),2(0)) ist eine zulissige Losung von (4.13), falls z(6) > 0, d.h. falls § > 0 und
J(0) =b—6a > 0. Da z(0) mit 0 streng monoton wichst, versucht man ein maximales
0 zu bestimmen, so dass (z(0), z(6)) gerade noch eine zuléissige Losung von (4.13)
d.

h. ein maximales f mit b—6a > 0. Dabei werden wieder zwei Fille unterschieden:

(a) a; <0 fur alle j mit 1 < j <m.
(b) Es gibt ein 7 mit ., > 0 und 1 <7 < m.
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Im Fall (a) ist x(@) fiir alle # > 0 zuléssig, da die Nichtnegativitatsbedingung fiir
wachsende 6 nie verletzt wird. Es gibt dann auch keine endliche Optimallosung, da die
Zielfunktion z(#) fiir wachsendes 6 beliebig grofl wird.

Im Fall (b) gibt es ein maximales #, nimlich

0 = max {0 |bj —0a; >0 fiiralle j=1,...,m}

b.
= min {—J|aj>0}<oo.
a;

1<j<m

Man wihlt dann ein 7 aus {1,...,m} mit a, > 0, fiir welches das Minimum b, /c, = 0

angenommen wird. Die zulissige Losung x(f) erfiillt dann x,(f) = 0 und z,(6) > 0.

Wegen zx\(53(0) = 0 ist () die Basislosung von

T = (it ity Syirats oo vim), K= (K U{i)\{s},

d.h. man fithrt mit dem Wechsel z(J) — () einen sog. Simplexschritt J — J' =
(J\{i,}) U {s} durch. Wegen Satz 4.3. und «, # 0 ist J' eine Nachbarbasis von .J.

Nach Konstruktion ist dann
e J' @ {z} zuliissige Nachbarbasis von J @ {z} von (4.13) und
o 2(J") = 2(J)—C0 > z(J), mit Gleichheit nur dann, wenn die zu J gehérige Basislosung

entartet ist, sonst ist 6 > 0.

4.2.4 Zusammenfassung: Ein Simplexschritt

Ein Simplexschritt kann nun wie folgt zusammengefasst werden:

Algorithmus (Simplexschritt)

Start: Sei J = (iy,...,%,) eine zuldssige Basis von (4.10) und K der Indexvektor der
Nichtbasisvariablen, J & K = N, N = {1,...,n}. Sei ferner das zugehorige Tableau zur
Basis J = J @ {2} von (4.10) gegeben:

(- (20 5))

1. Setze z = x(J), z=2(J),dh. T; =0, T =0,Z = (.
2. Priife, ob ¢, > 0 fiir alle k € K.

(a) Falls ja, STOPP: (7, %) ist Optimallésung von (4.11).
(b) Sonst wihle s € K mit ¢; < 0. (Pivotschritt)



4.2. DAS SIMPLEXVERFAHREN 51

3. Setze @ = (avy, ..., o) = A, die s-te Spalte von A.
4. Falls a; <0,...,a, <0, STOPP: der Optimalwert von (4.11) ist unendlich grof.

5. Sonst wéhle r € {1,...,m} mit o, > 0 und

[ b
~ = min { -~ |a; >0p.
r I<gs<m | @

6. Setze J' = (i1,...,0r-1, 8, brt1,- - ., ip) und bestimme das neue Tableau zu J' @ {z} von

(4.10) B B o
(e 1h)-Fle13)

wobel F' die Matrix aus Satz 4.12. ist.

|®I

Q

al

Dann ist J' @ {z} zuldssige Nachbarbasis von J & {z} und

e

das zugehorige Tableau von (4.11).

4.2.5 Der Befehl LINPROG in Matlab

In Matlab steht der Befehl 1inprog der Optimization-Toolbox zur Losung linearer Program-
me der Form
min f-x (4.16)

st. A-x<b

zur Verfiigung. Dieser Befehl implementiert gerade den Simplex—Algorithmus. An einem ein-
fachen Beispiel soll kurz gezeigt werden, wie man mithilfe von Matlab solche Probleme 16st.
Als Beispiel soll ein als Landwirtschaftsproblem bekanntes (frei erfundenes) Diétproblem

max 1431’1 + 601’2 (417)

Z1,T2

st. 14+ x, <75
11021 + 30z9 < 4.000
12027 + 21029 < 15.000
120, 222>0
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dienen. Diese Programm muss zunéchst in ein LP der Form (4.16) gebracht werden.

min —143x; — 6022 (4.18)
T1,T2
S.t.

1 1 75

110 30 N 4.000

120 210 ( xl ) < | 15.000

-1 0 |22 0

0 -1 =z 0

. ~ > _;—’
—A =b

Die Anweisungen

Hh
Il

[-143 -60];
= [1 1; 110 30; 120 210; -1 0; 0 -1];
[756; 4000; 15000; 0; 0];

o =
o

= linprog(f,A,b);
1 =x(1,:)

2 =x(2,:)
max_Ertrag =

LT o T

-f*x

ergeben

x_1 =
21.8750

X_2 =
53.1250

max_Ertrag =
6.3156e+003

Das bedeutet, dass (4.18) sein Minimum fiir z; = 21.875 und x5 = 53.125 annimmt. Das
Maximum in (4.17), welches in diesem Beispiel gerade dem maximalen Ertrag entspricht, ist
damit ca. 6316
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Allgemein gilt: Mit der Funktion 1inprog konnen lineare Optimierungsaufgaben der Form

min f-x
xeR™ f

s.t.

RS

b
d
U

T
T
T

IA A

gelost werden. Falls der Aufruf

x = linprog(f,A,b,B,d,1,u)
fWert = fx*xx

erfolgreich war, findet man in der Variable x den berechneten Losungsvektor und in der
Variable fWert den zugehorigen Wert der Zielfunktion f(x) = f - 2. Wie bei allen ande-
ren Matlab—Funktionen entsprechenden Typs kénnen Argumente weggelassen werden, wenn
nicht alle Formen der Nebenbedingungen auftreten. Damit aber die Reihenfolge erhalten
bleibt, miissen dafiir gegebenenfalls eckige Klammern [ | geschrieben werden. Ferner kénnen
Optionen gesetzt werden und weitere Ausgabeargumente angegeben werden (fiir weitere
Hinweise siehe doc linprog(help linprog)).
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Kapitel 5

Modellpriadiktive Regelung mittels
linearer Programmierung

In diesem und dem folgenden Kapitel soll nun der Einsatz von linearer Programmierung in
der modellpradiktiven Regelung untersucht werden. Die Grundlage bilden dabei grundsétz-
lich zwei verschiedene Zustandsmodelle: je nach dem, ob der gesamte Zustandsvektor z(t)
zur Verfiigung steht, werden im Folgenden lineare Kontrollsysteme ohne bzw. mit Ausgang
betrachtet. Weiterhin wird sich ausschliellich auf zeitinvariante und zeitdiskrete Systeme
beschrankt. Die Wahl einer zeitdiskreten Darstellung liegt vor allem darin begriindet, dass
sich diese fiir die Implementierung des Programms besser eignet.

Im ersten Abschnitt wird das der modellpréadiktiven Regelung zugrunde liegende Optimie-
rungsproblem fiir lineare Kontrollsysteme ohne Ausgang formuliert. Anschlieend wird ein
Ansatz vorgestellt, wie dieses in ein dquivalentes Optimierungsproblem umgeformt werden
kann. Danach wird das lineare Programm fiir die in Kapitel 6 folgende Implementierung in
Matrizenform umgeschrieben. Im folgenden Punkt soll die Durchfithrung des modellpradik-
tiven Regelungsansatzes veranschaulicht werden. Die Idee beruht dabei auf dem receding—
horizon Konzept, welches hier verdeutlicht werden soll. In Abschnitt 5.3 werden die we-
sentlichen Unterschiede fiir lineare Kontrollsysteme mit Ausgang beschrieben. Ein in der
Regelungstechnik haufig auftretendes Problem ist, dass sowohl die Eingéinge als auch die
Ausgénge Beschrankungen unterliegen, im Fall der Eingénge meist physikalischer Natur (z.B.
beschrinkte Energie), bei den Ausgéngen in Form von Sicherheitsbarrieren oder Toleranzen.
Deshalb soll im dritten Abschnitt die Beriicksichtigung solcher Beschrankungen behandelt
werden und die dafiir notwendige Erweiterung des linearen Programms hergeleitet werden.

5.1 Lineare Kontrollsysteme ohne Ausgang
Im Folgenden werden lineare zeitinvariante und zeitdiskrete Kontrollsysteme der Form

z(t+ 1) = Az(t) + Bu(t) (5.1)
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betrachtet. Die Variable ¢t € Z beschreibt dabei die Zeit, x € R"™ den Zustand und v € R™
die Kontrolle (oder auch Eingang). Weiterhin seien A € R™*"™ und B € R™™ Matrizen.

Die Zielsetzung ist nun den Zustand x(t) in einen gegebenen Arbeitspunkt zu regeln. Fiir die
theoretische Behandlung wird dieser Referenzzustand x,.;(t) in den meisten Féllen gleich
Null gesetzt (d.h. der Zustand z(¢) soll in den Ursprung geregelt werden, x,.(t) = 0 fiir
alle t € Z). Diese Annahme kann 0.B.d.A. gemacht werden, da dies fiir jedes Kontrollsystem
mittels einer Koordinatentransformation erzielt werden kann. Zur Losung dieses Stabilisie-
rungsproblems soll hier das Konzept der modellpriadiktiven Regelung genutzt werden und das
in MPC auftretende Optimierungsproblem mittels linearer Programmierung gelést werden.
Diese Vorgehensweise hat vor allem den Vorteil, dass eine Vielzahl von effizienten Algorith-
men zur Losung linearer Programme sowie umfangreiche theoretische Ergebnisse existieren.
Auflerdem ist der Rechenaufwand im Allgemeinen geringer als bei der Losung quadratischer
Programme.

5.1.1 Das Optimierungsproblem

Das Ziel der modellpréadiktiven Regelung ist eine optimale Kontrollfolge zu berechnen, durch
dessen Anwendung der Zustand xz(¢) auf dem Pradiktionshorizont dem Referenzzustand
Trer(t) folgen soll. Im ersten Schritt des modellpradiktiven Regelungsansatzes wird dafiir ein
Optimierungsproblem formuliert, durch dessen Lésung man zunéchst die optimale Kontroll-
folge u auf dem Kontrollhorizont erhélt. Die Art und Weise wie das System die gewiinschte
Referenztrajektorie erreicht, hingt dabei von der Wahl der Zielfunktion ab. Obwohl quadra-
tische Programme sehr effizient sind, kann das Problem mit der deutlich besseren Methode
der linearen Programmierung gelost werden. Dafiir ist es sinnvoll, die Zielfunktion mittels
einer 1-Norm zu formulieren. Es werden also im Gegensatz zu einer quadratischen Ziel-
funktion die absoluten Werte der Kontrollen und der Abweichung zwischen x(t) und . (¢)
beriicksichtigt. Es wire ebenfalls moglich, eine co—oco Norm zu verwenden. Ein Grund fiir die
Wahl einer 1-Norm ist unter anderem, dass die co—oo Norm nur die maximale Abweichung
und nicht das gesamte Verhalten explizit in Betracht zieht.

Ausgehend von diesen Annahmen kann nun folgendes Optimierungsproblem formuliert wer-

den.
N2 N4
. min J(u, () = > Qlle(t) = 2Ol + Y Rllu(®)|h (5.2)
w:=[uT (N3) ... uT (Ny)]T - =N
S.t.
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Dabei bezeichnet
ta den aktuellen Zeitpunkt,

ts den Zeitpunkt, an dem die Regelung gestartet wird — in den meisten Féllen t, = t 5 = 0,

N, die Lange des Priadiktionshorizontes, auf welchem der Zustand x dem Referenzzustand
Zrer € R™ folgen soll (N; untere, Ny obere Grenze) und

N, die Liange des Kontrollhorizontes (N3 untere, N, obere Schranke).
Auflerdem gilt
Ny = (ts+1)und Ny = (N1 + N, — 1) = (ts + N,),
Ny =tsund Ny = (N3 + N, —1) = (ts + N, — 1),
Q € R"™™ und R € R™* Diagonalmatrizen (Gewichtungs—) mit positiven Eintrégen.

(Dies ist eine Vereinfachung, die Matrizen ) und R kénnen auch wie im linear—quadratischen
Problem als beliebige positiv definite Matrizen gewahlt werden.)

Diese Optimierung liefert die optimale Kontrollfolge u = [u? (N3) u” (N3 + 1) ... uT(Ny)]*
auf dem Kontrollhorizont. Die Abbildungen 5.1 und 5.2 veranschaulichen das Verhalten des
Zustandes z(t) bei einer Anwendung der Kontrollfolge u(t) auf dem Prédiktionshorizont.

4 Zustand x

1
1
1
[
1
]
I
]
I
I
"
"
]
]

\

2L e =

1 T > Zeit t
N4 N4+1

o
a
=
o
I
=z
w
g P e o P

T, Pradiktionshorizont

Abbildung 5.1: Verhalten des Zustandes x(t) bei Anwendung der Kontrollfolge ()
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4 Kontrolle u

| | |
takt ts = N3 N1 N4 Na+1
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Abbildung 5.2: Kontrollfolge ()

5.1.2 Die 1-Norm in der Zielfunktion

In diesem Abschnitt soll zundchst die 1-Norm (auch Summennorm genannt) definiert und
anschliefend die Zielfunktion J(u,x(t)) fiir die weitere Behandlung ausformuliert werden.
Die dabei verwendete Schreibweise wird abschlieBend anhand eines Beispieles verdeutlicht.

Definition 5.1. (p—Norm)
Ser x € R™. Fiir p € N ist die p-Norm definiert als

1
n P

[|z[lp = (lei!’)) :
i=1

Aus dieser Definition folgt fiir die Ausdriicke der Zielfunktion J(u,z(t)) mit p = 1:

n

[e(t) = @res (@) = D [@i(t) = Trepalt)]

= |;1(t) — $ref,1(t)| + |£E2(t) - zref,?(t” + ...+ |[En(t) — $T6f7n(t)|
lu®)[ls = Z\Uj(t)! = |ur ()] + [uz(®)| + - .. + [un ()|

Dabei bezeichnet z; den i—ten Eintrag des Vektors x € R", x,.5; den i-ten Eintrag des
Vektors z,.y € R" und u; den j-ten Eintrag des Vektors u € R™.
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Mittels dieser Schreibweise erhélt man die Zielfunktion J(u,x(t)) der Form

J(u,x(t) = ) ZQii|$i(t) — Trepa(t) + ) ZRjjluj(t)L (5.3)

wobei @); der Eintrag der i—ten Zeile und i—ten Spalte der Diagonalmatrix ) € R"*" und
R;; der Eintrag der j—ten Zeile und j—ten Spalte der Diagonalmatrix R € R™*™ ist.

Beispiel 5.2. Essein =3, m =2, ty; =0, t, =2, N, = 5 und N, = 3. Daraus folgt fiir
die weiteren Parameter: z € R3, v € R%?, A € R¥3, B € R*?2, @Q € R¥3 und R € R**?
sowie Ny =3, Ny =7, N3 = 2 und Ny = 4. Mit diesen Annahmen erhélt man folgende dem
MPC-Problem zugrunde liegende Zielfunktion:

Ju,z(t)) = Y Qlla(t) —zres (Dl + Y Rllu(t)llx

= D Y Qulri(t) = wrepa () + > ) Ryjluy(t)]

=3 i=1 =2 j=1
= Qulr1(3) = res,1(3)| + Qa2|72(3) — Tpep2(3)| + Q3|w3(3) — Trey3(3)| +
_|_

Qu1|z1(7) = Trep1 ()] + Q22]22(7) — Trep2(7)] + Qa3]23(7) — Trep3(7)] +
Rit|u1(2)] + Raa|u2(2)| +

o+

Ri1|uq(4)] + Roz|us(4)|

+ o+ o+ o+ 4

5.1.3 Umformung in ein dquivalentes Optimierungsproblem

Bevor man das Optimierungsproblem (5.2) mit (5.3) in ein lineares Programm umformen
kann, muss zunédchst die Frage gekldrt werden, wie die in (5.3) auftretenden Betréige in
einer dquivalenten Formulierung ausgedriickt werden konnen. Das Ziel ist also ein Opti-
mierungsproblem aufzustellen, dessen Minimierung dasselbe Ergebnis liefert wie die Losung
des urspriinglichen Problems (5.2), in dem dann aber keine Betrdge mehr auftreten. Die
Vorgehensweise beruht dabei auf folgender Idee:

min {|Az + b|} (5.4)

—
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min _ {y} st. —y<Ar+b<y (5.5)

z=[zT yT|T

Man sieht leicht, dass beide Optimierungsprobleme das gleiche Minimum erreichen. Des Wei-
teren liefert die Losung von (5.5) denselben Losungsvektor = wie das urspriingliche Problem
(5.4). Es ist also moglich, durch Einfithren von Schlupfvariablen ein dquivalentes Optimie-
rungsproblem aufzustellen, in dem die in der Zielfunktion urspriinglich auftretenden Betrige
nicht mehr explizit vorkommen.

Diese Idee kann folglich auch auf das Optimierungsproblem (5.2), (5.3) angewendet werden.
Man erhélt nach Einfiihren der Schlupfvariablen +;; und J;, folgendes &quivalente Problem:

Z E?lyné]T{Z Z%ﬁZZ%} (5.6)

t=N1 i=1 t=N3 j=1

s.t.

—Yit < Qi (xi(t) — Xrer.i(t)) < Vit 1=1,...,n
t:Nl,...,NQ,
_6j,t S Rjjuj(t) S 5j,t7 j = 1, e,
t=Ns, ..., N,
z(t+1) = Azx(t) + Bu(t), t=N—1,...,Ny—1
Dabei gilt
u [w"(N3) u' (Ns+1) ... u"(No)] = (5.7)
= [u1(N3) ... um(N3) ul(Ng F1) oo un(Ns+1) o W (N ... um(NJ)],
Y= [71 Ny - Tn,N1 V1,(N1+1) -+ Un(Nyi+1) -+ - Y1,Ny - %,Ng] und
(5 — [(51 N3 - mNg 617(N3+1) 5m,(N3+1) ...... 5171\[4 e 6m,N4]-

Auf diese Weise lassen sich die in der Zielfunktion (5.3) auftretenden Betrége formulieren. Zu-
dem stellt die Summe der Komponenten des Vektors [y 6] = [ving -+ Yang --- --- YNy -
C YaNs 01Ny --- OmNg --- - O1LN, --. Omn,| eine obere Schranke des Zielfunktionals
J(u,x(t)) dar. Der Vektor z = [u 7 4]7, der diese Summe minimiert und zusétzlich den
Nebenbedingungen geniigt, 16st somit auch das urspriingliche Problem (5.2).

Das folgende Beispiel soll die kompakte Schreibweise des Problems verdeutlichen.
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Beispiel 5.3. Es gelten die Annahmen aus Beispiel 5.2. (n =3, m =2, Ny =3, Ny, = 7,
N3 =2 und Ny = 4). Das Optimierungsproblem (5.6) lautet dann

[mi?]T {(na+. o +ymatyat. . Fpat oFngto )+

uy

+<51,2 + (5272 +...+ 51,4 + 52,4)}

s.t.
7.3 < Q11 [21(3) — Tref1(3)] <M

—733 < Q33 [73(3) — Tref3(3)] < 33
— 14 < Q11 [x1(4) — Zrep1(4)] < M4

—v34 < Q33 [23(4) — Tref3(4)] < 34

—17 < Q1 [21(7) = Trepa1 (7)) < iz

—v37 < Q33 [23(7) — Tres3(7)] < 37
—012 < Ryjug(2) < 819
—022 < Rogua(2) < b2

—014 < Ryjuq(4) <614
—03.4 < Ropua(4) < 6oy
z(3) = Az(2) + Bu(2)

x(7) _ Ax(6) + Bu(6)

I~
—~
ot
S~—
Il
o o

mit

= [ns ... Y33 V14 - V34 - - T,z o ’73,7] und
[51’2 (52,2 ...... 51’4 5274].

>, =2
Il
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Berechnung des Zustandes z(t) fiir alle ¢ > t,:

Die Gleichung

t—ts—1

w(t) = ACSp(t) + Y A'Bu(t—1-7) (5.10)

mit

x(ts) = A(ts_t“kt)m(takt)7 falls ¢ > t o (5.11)
erleichtert es den Zustand z(t) in jedem Schritt rekursiv auszurechnen. Diese Methode hat
den Vorteil, dass man die Zusténde direkt in Abhéngigkeit des aktuellen Zustandes erhélt.

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (5.10), (5.11) kann das zu Problem (5.2) dquivalente
lineare Programm aufgestellt werden:

No n Ny m
SR PD RIS 3 il 12
by P 2N, = t=N3 j=1

s.t.

—Yit < Qi (

t—ts—1
A(t—ts)A(ts—takt)x(takt) + Z ATBu(t _1_ T‘)] . xref,z‘(t)) < Vi,

r=0 i
1=1,...,n
t=DNi,....,Ny
_5j7t SR”U]UJ) Séj,h j: 1,...,m
t:Ng,...,N4
u(t) =0, Ni+1<t<Ny—1

mit (5.7), (5.8) und (5.9). Weiterhin bezeichnet [ - |; den i~ten Eintrag des rekursiv be-
rechneten Zustandes z(t).

5.1.4 Das lineare Programm in Matrizenform

Zur Implementierung des linearen Programms, muss dieses in der Matrizenform
min f -z (5.13)
z

st. E-z—d<0

vorliegen. Um zu verdeutlichen, wie das Optimierungsproblem (5.12) in ein lineares Pro-
gramm der Form (5.13) umgeschrieben werden kann, soll dies hier zunéchst anhand eines
iiberschaubaren Beispiels hergeleitet werden. Anschliefend wird das der modellpradiktiven
Regelung zugrunde liegende lineare Programm fiir Kontrollsysteme ohne Ausgang in allge-
meiner Form aufgestellt.
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Herleitung des linearen Programms in Matrizenform
Essein =3 m =2 tygs =0, t; = 2, N, = 3, N, = 2. Daraus folgt: + € R3, v € R2,
AeR¥>3 BeR¥>*? Qe R und R € R**? sowie N; =3, Ny =5, N3 =2 und N, = 3.

Das Optimierungsproblem (5.6) lautet fiir dieses Beispiel

: mi?]T {(ms+ 723+ 733+ 74+ 724+ 734+ 715 + Y25 +735) +
u -y

+(012+ 622+ 13+ d23)}

s.t.
73 < Q11 [21(3) — Zref1(3)] < mis
—72,3 < Q22 [22(3) — Tref2(3)] < Y23
—Y3,3 < Q33 [73(3) — Trep3(3)] < 733
Y14 < Qu1[x1(4) — Trep1(4)] < Mia
—You < Q22 [$2(4) $ref,2(4)] < Y24
—Y34 < Q33 [23(4) — Trep3(4)] < Y34
—71,5 < Q11 [21(5) = Tref1(5)] <M1
—Y2.5 < Q22 [22(5) — Tref2(5)] < Vo5
—Y35 < Q33 [13(5) — Trep3(D)] < V35
—012 < Ryjug(2) < 410
—02.2 < Rooun(2) < da
—013 < Ryjui(3) < d13

—023 < Rooua(3) < a3
= Az(2) + Bu(2)
= Ax(3) + Bu(3)

Man rechnet leicht nach, dass die rekursive Berechnung (5.10), (5.11) des Zustandes x(t)
fiir t = 3,...,5 folgendes Ergebnis liefert:

z(3) = AA*z(0) + Bu(2)
x(4) = A*A’z(0) + Bu(3) + ABu(2)
x(5) = A3A%z(0) + Bu(4) + ABu(3) + A?Bu(2)

Die Zustédnde héngen nun somit nur noch vom aktuellen und damit bekannten Zustand
x(0) = z(text) ab. Daraus ergibt sich nach Umstellen und Ausmultiplizieren fiir die Neben-
bedingungen
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71,3 E Qn[AA2 (0)] + Qn[BU(Q)h + Qllxref1(3) <0

—Y2,3 = Q2 [AA2 (0)]2 £ Q22[Bu(2)]2 F Qa2Zres2(3) <0

—v3,3 £ Q33[AA%2(0)]5 + Qs3[Bu(2)]s F Qs32rer,3(3) <0

—1,4 £ Qui[A2A%2(0)]; + Qi [Bu(3)]1 £ Qui[ABu(2)]1 F Quizresa(4) <0
—Yo,4 £ Qaa[A2A%2(0)]2 + Q22[Bu(3)]s £ Qa2[ABu(2)]2 F Qastrer2(4) <0
—v3.4 £ Q33[A2A%2(0)]5 £ Qs3[Bu(3)]3 £ Q33[ABu(2)]3 F Q332rer3(4) <0
5 £ Qu[A*A%2(0)]1 £ Qu[Bu(4)]s £Qu[ABu(3)] £ Qui[A* Bu(2)]

————

=0

1 F QuiZrefa(5) <0

—72,5 + Q2 [A3A2$(0)]2 + Q2 [BU(4)]2 iQ22[ABU(3)]2 + Q22[A2BU(2)]2 + Q221’ref,2(5) <0
————

=0

—73,5 £ Q33[A3A%2(0)]5 + Q33[Bu(4)]s £Qs3[ABu(3)]5 + Q33[A?Bu(2)]3 F Qs3%res3(5) <0
————

=0
—012 £ Riiuq(2) <0
—09.9 £ Raous(2) <0
—013 £ Riu(3) <0
—d23 = Rooua(3) <0
u(4) =

Um zu verdeutlichen, wie das lineare Programm in Matrizenform aufgestellt werden kann,

werden zundchst noch die Ausdriicke [-u(t)]; berechnet. Dabei kann wie folgt vorgegangen

werden.
Es gilt
BH Blg R Blm U1 (t) Bnul (t) + Bng(t) + ...+ Blmum(t)
B (t) Bgl BQQ N Bgm U2 (t) B21U1 (t) + BQQUQ(t) + ...+ Bgmum(t)
uft) = . . . = .
Bnl Bng e Bnm Um, (t) Bnlul (t) + Bn2u2(t) + ...+ Bnmum(t)
=B —ult)
sowie
A]fl A]f2 c. A]fn Bllul(t) + 312U2 (t) + ...+ Blmum(t)
AkBu(t) B A’;l AI2€2 C Agn Bglul(t) + BQQUQ (t) +...+ Bgmum(t) B
Ak AR, AR Bpiug (t) + Bpaua(t) + . .. + Bt (t)
:Xk :gg(t)

A (Bipuy(t) + ...+ Brinum () + ...+ AY (Boiui(t) + ...+ Bumtn(t))

AF (Bruy(t) + ... 4 Bintum () 4+ ...+ AR (Bug(t) + ...+ Bt (1))
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Daraus folgt fiir die i—ten Eintrage [-u(t)];

Z Bij uj, (t) = By (t) + Bista(t) + ... + Bt () (5.14)
[A*Bu(t)]; = Z Al [B = A¥[Bu(t)]y + ...+ AX [Bu(t)], —
[AkBu(t)]i Z < ij2 Z 21 Uiy (t ) (5.15)

Nach Anwendung der Gleichungen (5.14) bzw. (5.15) erhélt man schliellich die Nebenbedin-
gungen

—v1,3 £ Qu[AA%z(0)]1 £ QuiBriui(2) £ Q11 Bi2u2(2) F Quires1(3) <0

—Y2,3 = Q22 [AAQ?C(O)b + Q22321U1(2) + Q22322U2(2) + Q22$ref,2(3) <0

—3,3 £ Q33[AA*2(0)]5 £ Q33Bs1u1(2) £ Q33B30us(2) F Q33%pes3(3) <0

—T1.4 + Qll[A2A2$(0)]1 + Q1lB11U1(3) + Q11312U2(3) + Q11(A11BHU1(2) + A11312U2(2)+

+A19Bo1u1 (2) + A19Baous(2) + A13Bs1uq (2) + A13Bsaua(2)) F Quitres1(4) <0

—72,4 £ Q2o[A?A%2(0)]2 £ Q22 Bo1u1 (3) £+ Qa2 Baoua(3) + Q22(As Biiui (2) + Ay Braus(2)+

+ Ay Boyuy (2) + Aga Bogtia(2) + Agg Baiui (2) + AgsBsoua(2)) T Qaores2(4) <0

—734 + Qs3[A%A%2(0)]3 + Q33B31u1(3) £ Q33 Bs2u2(3) £ Qs3(Asz1 Biius (2) + Az Biaua(2)+

+Azy Boyuq (2) + AgaBosta(2) + Asg Baiui (2) + AssBsaua(2)) F Qazress(4) <0

—715 £ QA2 A%2(0)]1 £ Q11 (A1 Briui (3) + A11Biaua(3) + Ao Bojuy (3) + A2 Baous(3)+

+A13B31u1(3) + A13Bsaus(3)) + Qi1 (A Buiug (2) + A3 Braua(2) 4+ A3y Borui (2)+

+ A3, Basus(2) + A3y Bsiui (2) + Ay Baaua(2)) F Quitres1(5) <0

—Y2,5 £ Q22 [A3A%2(0)]2 £ Q2o(As1 Bryug (3) + Az1 Biaua(3) + Az Bayui(3) + Asa Bogus(3)+

+A23B31U1 (3) + A23332u2(3)) + QQQ(A%lBHul (2) + A%1B12U2(2) + A32321U1<2)+

+ A3y Bagtip(2) + A3y Bajun (2) + A33Bastin(2)) F Qaarepa(5) < 0

—35 £ Q33[A%A%2(0)]3 £ Qs3(As1 Briui (3) + Asi Biaua(3) + AsaBaiuy (3) + Azz Bosus(3)+

+As3 Ba1u1 (3) + Asz Bsous(3)) + Qs3(A3 Briug (2) + A3y Biaua(2) + A3, Boyu (2)+

+A:2))2B22U/2( ) + A§3Bglu1 (2) + A§3332U2<2)) F Q33$ref73(5> S 0

—(5172 + R11U1<2)

—5272 :|: R22U2(2)

—013 £ Ry1uq(3)
(3)

S
—02,3 = Raous(3) <0

Nun stellt die Umformung der Nebenbedingungen in Matrizenform kein Problem dar. Die
Ausdriicke werden zunéchst zur besseren Versténdlichkeit in Tabellenform sortiert, woraus
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schliellich die Matrix E als auch der Vektor d konstruiert werden kann.

Konstruktion der Matrix E:

‘uy(2) uz(2)
QubBu Q1 B2
(22 By Q22 B2
(033831 ()33 B35
Qll(AllBll + A12By1 + A13B31) Qll(AllBlz + A12Bys + A13Bs)
Q22(A21B11 + A2 Boy + A3 Ba) Q22(A21 B2 + A2y By + As3Bso)
3(A3lB11 + A3y By + As3Ba) 3(A31Blz + A3y Bys + As3Bso)
Q11(A3, By + A3, Boy + A%3Bs1) Q11(A3, Bia + A3, Bos + A33Bss)
2( B11 + A22321 -+ A23Bgl) 2( B12 + A22B22 + A2BB32)
Q33(A31B11 + A32B21 + AggBSI) QSB(AngH + A32322 + A33B32>
—Qu1 B —Qu B2
—Q2Ba —Q22B2
—Q33B3; —Q33B3;
—Qu1(A1 By + A1pByy + Ai3Bs1) | —Qu1(A11Big + A12Bay + A13Bss)
—Q22(Ag1 Br1 + A9 Boy + A3 Bsy) | —Qa2(Ag1 Brg + Az Boy + Az Bsy)
—Q33(Ag1B11 + AgaBoy + A3z Bsy) —Q33(A31B12 + AsyBay + As3Bso)
—Q11 (A}, By + A3, Boy + A3 Bs1) | —Qu1 (A% Bia + A%, Bay + A7y Bs)
—Qa2(A3, B + A22321 + A3,Bs1 | —Q22(A3,B1a + A3, Boy + A3, Bs)
( )

—Q33(A§1311 + A%gBm + A§3B31)

— Q33 Angm + A2,By + A3, B3y

0 Ro»
0 0
0 0

— Ry 0
0 — R
0 0
0 0
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u(3) uy(3)

0 0

0 0

0 0
Q11 Bn Q11 B2
(Q22Bn (22 B2
(33831 (33 B32

Q11(A11B11 + A1aBoy + A13Bs1)
Q22(A21B11 + AgBoy + Ag3Bsy)
Q33(A31B11 + A32Boy + A33Bs1)

Q11(A11B1a + A12Bas + A13Bss)
(QQ22(A21 B + AgaBoy + Aoz Bss)
(Q33(As1B12 + A3z Bog + A3z Bsy)

0 0

0 0

0 0
—QuBn —Q11 B2
—Q22Bn —Q22 B2
—Q33 B3 —Q33B32

—Q11(A11By1 + A12Bo + A13Bs1)
—Q22(A21B11 + Ay Boy + A3 Bsy)
—Q33(As1B11 + As2B21 + As3Bs1)

—Q11(A11 B2 + A13Boy + A13Bs39)
—Q22(A21 B1a + A9y Bag + As3Bso)
—Q33(As1B1a + A2 Bas + A3z Bsa)

0 0

0 0
Rll 0

0 Roo

0 0

0 0
—R11 0

0 _R22

Tabelle 5.1: Eintrége, welche mit w,;(¢) multipliziert werden
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71,3 ‘ 72,3 ‘ 13,3 ‘ V1,4 ‘ V2,4 ‘ V3.4 ‘ V15 ‘ V2,5 ‘ Y35 H 01,2 ‘ 02,2 ‘ 013 ‘ 02,3

Tabelle 5.2: Eintrége, welche mit v, ; bzw. ¢;; multipliziert werden
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Konstruktion des Vektors d:

1 Q11$ref,1(3)
5 — Q2Trer2(3)
)

Q33 [AA*2(0)]; — Q33%rer3(3

1 Qllxref,l 4
2 Q22xref,2 4

Q33 [A°A%2(0)]5 — Q33%rer3(5

] (
] (
]3 B QSeref,S (4
] (
] (
) (

1~ Qlﬂref,l

9 — Q2237ref,2

)
)
)
5)
5)

)

+ QuiTrer,1(3

z(0)], (3)
2(0)]y + Q22%rer2(3)
z(0)]; (3)

+ Q33T rer3(3

+ Qllxref 1 4
+ Q22T res2(4

z(0)], (
)]s (
z(0)]; (
2(0)]; + Qu1Tresa(5
2(0)], (
2(0)]5 (

+ Q22%ref2(D

)
)
+ Q33%ref,3(4)
)
)
+ Q33%rer,3(5)

Tabelle 5.3: Eintrége, iiber welche nicht minimiert wird

69

Auf Basis dieser Tabellen kann fiir dieses Beispiel problemlos das lineare Programm der Form
(5.13) aufgestellt werden. Dieses lautet dann wie folgt:

min f-z
z

s.t.

EF-z—d<Q0



70 KAPITEL 5. MPC MITTELS LINEARER PROGRAMMIERUNG

Dabei gilt
f:[00001111111111111]
z=1[u v 0"
mit
u = [u1(2) u2(2) ui(3) u2(3)],
Y o= [71,3 V2,3 V33 Y14 V24 V34 V15 V2,5 73,5] und

§ = [d12 022 O13 O3]

Weiterhin ist die Matrix F gegeben durch

E, E; Z
E_ —FEy Es Z ’
E, 7, E,
—-EBE, Z, E,
wobel
Enw Zn
E,=1| En Eu
Eis Eio
mit
QubBi QubBi
Ey = | Q2B QDb
Q33831 Q33532
Q11 (A Bi1 + A12Ba1 + A13B31)  Q11(A11Bia + A12Bag + A13Bss)
Eip = QQ22(A21 B11 + Aga By + A3 Bsy)  Qaa(A21Bia + AxeBog + AsszBso)
Q33(A31B11 + A3 Boy + A33Bs1)  Q33(As1B12 + Az Bos + A33Bso)
Q11(A}, Bi1 + A3yBoy + A33B31) Q11(A3,Bia + A}y Bos + A34Bso)
Fi3= | Q2(A3,Bi1 + A3, Boy + A3 Bs1) Qaa(A3 Bia + A3y Bos + A33Bs)
Q33(A§1311 + A§2321 + A§3331) Q33(A;2),1312 + A%ngz + A§3332)
00
Zu=1\| 0 0 |,
00
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)

Z21
E21

_( Ex
&_(%

mit

)

o . Ry 0
_R—( 0  Ro

E21

).

0 0
0 0

ZQI =

Es =

) ,

000O0O0OO0OOO0®O
000O0O0OO0OOO0®O
000O0O0OO0OOO0®O
000O0O0OO0OO0OO0® O

A

0000
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Der Vektor d kann fiir dieses Beispiel wie folgt angegeben werden

d;
d= d ,

dy
wobel

diy

dy = | dio

di3

mit

—Q2 [AA%2(0)], + QoaZres2(3)

( —Qu1 [AA%2(0)], + QuiZres,1(3) )
diy =
—Q33 [AA%(O)];; + Q33%ref,3(3)

—Qa2 [A2A%2(0)], + Qa2%ref2(4)

( —Qu1 [A2A%2(0)]; + QuiTres1(4) )
dip =
—Q33 [A2A%2(0)]; + Qs3Tres3(4)

— Q2 [A3A%2(0)], + Q20Trer2(5)

( —Qu [ASAQCU(O)L + Q11i€ref,1(5) )
d13 = )
— Q33 [A3A%2(0)]; + Q33Trer3(5)

und do

o O O O
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Das lineare Programm in allgemeiner Form (fiir Kontrollsysteme ohne Ausgang)

Es kann jetzt das Hauptresultat dieses Abschnittes formuliert werden. Das Optimierungs-
problem (5.2)

mir.luT(M)]T {J(u,x(t)) = Z Qllz(t) — xpep ()| + Z R||U(7f)||1}

v :[UT(NS) t=Ny t=N3
s.t.
xz(t+1) = Azx(t) + Bu(t), t=Ny—1,...,Ny—1

kann in ein dquivalentes lineares Programm in Matrizenform umgeschrieben werden. Die
Losung dieses Programms liefert die optimale Kontrollfolge u = [u (N3) u? (N3+1) ... u?(Ny)]
auf dem Kontrollhorizont, dessen erstes Glied zur Durchfithrung des modellpridiktiven Re-
gelungsansatzes benotigt wird.

T

Das lineare Programm kann folgendermaflen formuliert werden:
min f-z
st. E-z2—d<0

Dabei sind die Vektoren f und z gegeben als

f=0...01 ...11... 1 €RXEmNutnio) (5.16)
N N NS —
m-Ny n-Ng m-Ny,
z=[u v 0]f ¢R¥Nutnla (5.17)
mit
[ul(Ng) um<N3> ul(N3+1) um(N3+1) Ul(N4) Um(N4)] ERlX(m.N“)
= M s TN VLMD e TadD) oo s VLN - Yang] € ROV
6 = [O1ng - - OmNg OL(Ngt1) -+« Om(Not1) «ov «ov OLNg «-- Opn,) € RVXIWNW),

Die Nebenbedingungsmatrix £ wird wie folgt definiert

E1 E3 ZQ
| B E3 2 2. (n-Ny+m-Nu) X (2:m-Ny+n-Ny )
R e , (5.18)

—Ey 7y E4
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wobel
En Zn Z1
Eqp En
: = = Zn
B, = Ein, e Eiy En € RO xm ) (5.19)
El(Nu—H) Ein, e Eip
Eywy -0 Eiynesny Ein,
mit
QubBin QubBiz ... QubBin
By, = Q22.B21 Q22.B22 szBQm c R
anBnl anBnQ e anBnm
Qui(An B+ AwBo + - - +A1,Bn1) ... Quu(AnBim + A12Boy + - - +A1,Bom)
5 Q22(An Bi1 + AgoBoy + - - +A49,Bn1) ... Qoa(As1 Bim + A Baoy + - - +A42,Bnm)
12 = ) .
an(AnlBll + An2B21 + - +Anan1) e an(AnlBlm + An2BQm + - +Ananm)
E Rnxm
Qu(AY 'Bu+ - +AN T Byy) ... Qu(AY ' By + - +AN T By
Qoo (AN By + -+ AN B .. Qu(AN ' By, + - + AN B) .
Ein, = . . eR
an(quVluilBll + - +AnNﬁ_1Bnl) v an(AanuilBlm + - +AnNﬁ_anm)
Qn(Aﬁ“Bn + - +A11\77$Bn1) e Qll(AﬁuBlm + - +A%Bnm>
QQQ(A%“Bll + ° +A%Bn1) e QQQ(A%“Blm + c +A%Bnm> nxXm
El(Nu—l-l) == . . S R
Qu(ANT'B +--+AY'B) .. Qu(AN T By, +-- +AYTIBL)
Qoo (AN By + - +AY'B) ... Qu(AN T Bi, + - +AYTIBL) .
Ein, = . . eR

an(A;]:[lx_lBll + - +AnNya{_1Bn1) e an(ANm_lBlm + - +A7]¥ﬁ_1Bnm)

nl
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0 0 0
Zy = 0 - : € R™™,
: 0
0 0 0
E21 Z21 Z21
B — | % Bn : € Rm-Nu)x(m-Nu) (5.20)
: .y
Z21 ZQl E21
mit
Ry 0 ... 0
Eyy =R = 0 i : e R™™
: g 0
0 0 0
ZZl - 0 K : € Rme’
: 0
0 0 0
~-1 0 0
o 0 -1 € ROvNe)x(nNa) (5.21)
0
0 0 -1
-1 0 0
B = 0 -1 GR(mNu)X(mNu)’ (5.22)
0
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0 0 0
Zl _ 0 .. . c R(m-Nu)X(n-Nz)’ (523)
) SR
0 0 0
0 0 0
and Zy = 0 . : € R(vNe)x(m-Nu). (5.24)
: .0
0 0 0
Weiterhin ist der Vektor d gegeben als
dy
d= _dil € RPmNetzmN (5.25)
dy
wobei
di
di2
dy = : c RN (5.26)
din,
mit
— Q1 [AA Tkt g (top)]; + QuiTresra (N1)
d, = —Q2 [AAtrt“’“f(tal.ct)]g + Q2Trefa(N) c R
_an [AAtSitaktw(takt)]n + anxref,n(Nl)
—Qu1 [AAS ekt g ()], + Quires1 (N1 + 1)
—Qan [AZ APkt (topt) ]y + Qaarepa( N1 + 1) "
dip = . e R

_an [AQAtS_taktx(takt)]n + anxref,n(Nl + 1)
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—Qn [ANZAtS_tuktx(takt)] LT Q11%res1(N2)
—Qaz [AN= Al okt g (L) ], + Qo2Tres2(No)

lex = € an
_an [ANmAtS_taktx(taktﬂn + anxref,n(NQ)
0
0 N
und  dy=| | € R™w, (5.27)
0

Bemerkung 5.4. Die formal etwas kompliziert wirkenden Matrizen Ej5 bis Ejy, lassen
sich im spéter verwendeten Programm zur modellpradiktiven Regelung mittels linearer Pro-
grammierung relativ einfach berechnen. Die Eintrage dieser Matrizen ergeben sich gerade

Qii (Z AékBkj)
k=1

fire=1,...,n, 7 =1,....omund [ = 1,..., N, — 1. Es ist dabei zu beachten, dass die
Parameter ¢ und j zur Konstruktion von E} ;44 richtig durchlaufen werden. Diese beschreiben
ndmlich zugleich den Zeilen— und Spaltenindex der Matrizen.

aus

5.2 Anwendung des MPC—-Konzeptes

Wie bereits im vorherigen Abschnitt erwidhnt, erhdlt man durch die Losung des linearen
Programms die optimale Kontrollfolge u = [u” (N3) u” (N3 +1) ... u”(N,)]" auf dem Kon-
trollhorizont. Dies entspricht gerade dem ersten Schritt der modellpriadiktiven Regelung. Die
weitere Vorgehensweise der MPC—Strategie beruht nun auf dem ,;receding—horizon“ Prinzip.
Im néchsten Schritt wird das erste Glied u(ts) (entspricht w(N3)) der optimalen Kontroll-
folge auf das System angewendet. Anschliefend wird der neu berechnete Zustand als An-
fangszustand verwendet und die Losung des linearen Programms mit verschobenem Horizont
wiederholt. Formal ausgedriickt entsprechen die Schritte der modellpradiktiven Regelung:

1. Setze t = ts (bzw. t = N3)

2. Berechne die optimale Kontrollfolge auf dem Kontrollhorizont durch Losen des linearen
Programms

3. Wende das erste Glied u(t) auf das System an,
d.h. berechne x(t + 1) = Az(t) + Bu(t) mit 2(t) = A®tart) g (t41,)
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4. Setze x(t + 1) = x(tare)
5. Setzet =t +1
6. Wiederhole Schritt 2. bis 5. solange t < t;+ N, — 1 (bzw. t < Ny — 1)

7. Wenn t >t + N, — 1 (bzw. t > Ny — 1) = Ende

Mittels dieses Algorithmus erhélt man schliefllich die optimale Kontrollfolge u = [u(N3) u(N3+
1) ... u(Ny—1)]. Durch dessen Anwendung auf das System wird erreicht, dass der Zustand
x(t) fir ¢ = Ny,..., Ny (d.h. auf dem Prédiktionshorizont) dem Referenzzustand .y (t)
folgt. In Kapitel 6 wird der Referenzzustand z,.¢(t) fiir alle t € Z gleich Null gesetzt, was
das Ziel der Regelung darauf beschriankt, den Zustand in die Null zu steuern und dort zu
halten. Diese Annahme vereinfacht sowohl das gesamte Problem als auch das lineare Pro-
gramm. Auflerdem ist die Kenntnis iiber den Referenzzustand zu den Zeiten t = Ny, ..., N
nicht mehr notwendig.

Die folgenden Abbildungen veranschaulichen die oben angegebene Vorgehensweise: Abbil-
dung 5.3 entspricht gerade dem Ergebnis der Losung des linearen Programms. Die weiteren
Schritte und damit die Durchfiithrung des modellpridiktiven Regelungsansatzes veranschau-
lichen die Abbildungen 5.4 und 5.5. Die letztendlich berechnete optimale Kontrollfolge sowie
das optimale Verhalten des Zustandes zeigen Abbildung 5.6 und 5.7.

4 Kontrolle u

1 > Zeitt
takt ts = N3 N4 N4+1 N2
!

Kontrollhorizont

Abbildung 5.3: Schritt 1. und 2. des modellpriadiktiven Regelungsansatzes



5.2. ANWENDUNG DES MPC-KONZEPTES

4 Kontrolle u

>

[ 4

takt ts= N3

Abbildung 5.4: Schritt 3. bis 5. und Wiederholung von Schritt 2.

ts+1

S

4 Kontrolle u

N4+1 N4+2

Kontrollhorizont

» Zeitt

N4+2 N4+3

Kontrollhorizont

N2

> Zeitt

Abbildung 5.5: Weitere Wiederholung des , receding—horizon“ Konzeptes
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4 Kontrolle u

o) W [

| f > Zeit t
takt N3 N2-1 2

—— —

= 1s = (ts+Nx-1)

Abbildung 5.6: Optimale Kontrollfolge u/(t)

4 Zustand x

1
1
1
1

x(®)
/ xref(t)

1
1
1
1
L}
]
Ll
}
1
1
1
1
L}
]
1
1
1
1
L}
]
|l
'
|
I

> Zeit t
takt ts N1 N2

Pradiktionshorizont

Abbildung 5.7: Optimales Verhalten des Zustandes x(t)
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5.3 Kontrollsysteme mit Ausgang

Das der modellpradiktiven Regelung zugrunde liegende Optimierungsproblem sowie die Her-
leitung des linearen Programms fiir Kontrollsysteme mit Ausgang sind zum grofien Teil ana-
log zu Abschnitt 5.1. In diesem Teil sollen daher nur die wesentlichen Unterschiede angegeben
werden. Abschliefend wird das lineare Programm fiir Kontrollsysteme mit Ausgang formu-
liert.

Dem folgenden Abschnitt liegt ein lineares zeitdiskretes Kontrollsystem mit Ausgang

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t) (5.28)

zugrunde. Dabei bezeichnet ¢ € Z wieder die Zeit, x € R" den Zustand und v € R™ die
Kontrolle. Da man in der Praxis nicht davon ausgehen kann, dass der gesamte Zustands-
vektor z(t) zur Verfiigung steht, werden hier auBerdem gewisse von z(t) abhingige Werte
y(t) = Cx(t) betrachtet. Dieser Vektor y € R! wird Ausgang genannt. Fiir die Matrizen gilt
Ae R BeR™ und C € R>*",

Das Ziel von MPC ist hier den Ausgang y(¢) in den Referenzausgang y,.s(t) zu regeln und dort
zu halten. Es soll dazu wiederum das der Regelung zugrunde liegende Optimierungsproblem
mittels linearer Programmierung gelést werden.

5.3.1 Herleitung des dquivalenten Optimierungsproblems

Das zu (5.2) analoge Optimierungsproblem lautet bei Betrachtung eines linearen Kontroll-
systems mit Ausgang

u:=[uT (N3) ...

min {J(u, y(®) =Y Qllyt) = yres W)L + Y RHU(t)Hl} (5.29)

t=N1 t=N3
s.t.
z(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t), t=N;—1,...,Ny— 1
y(t):C$(t), t:Nl,...,NQ
Dabei gilt

N, ist die Lange des Pradiktionshorizontes, auf welchem der Ausgang y dem Referenzaus—
gang Y,y € R! — in den meisten Féllen y,.; = 0 — folgen soll,

Q € R* und R € R™ ™.
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Die Ausdriicke der Zielfunktion J(u, y(t)) konnen fiir dieses Problem mit Hilfe von Definition
5.1. wie folgt formuliert werden:

1Y) = Gres D11 = D [9r(t) = Zrepi(t)]
= ‘yl(t) - yref,l(t>| + ’y2<t) - yref,2(t)‘ +..t ’yl(t> - yref,l@)’

lu@®ls = Z!uj(t)l = [un () + ua ()] + - - + [um ()]

yx ist dabei der k-te Eintrag des Vektors y € R, y,.;x der k-te Eintrag des Vektors y,.; € R’
sowie u; der j-te Eintrag des Vektors v € R™. Daraus erhélt man die Zielfunktion

T, y(1) = Y > Qualyn(t) = vress() + Y ZRjj\uj(t)l, (5.30)

wobei Qi den Eintrag der k-ten Zeile und k-ten Spalte der Gewichtungsmatrix @ € R!*!
sowie R;; der Eintrag der j-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix R € R™*™ bezeichnet.

Durch Einfithren der Schlupfvariablen ~;, und d,; kann das zu (5.6) analoge ,dquivalente
Optimierungsproblem* wie folgt definiert werden.

Na l Ny m
Jmin, { SN et D> 5j,t} (5.31)

t=N; k=1 t=N3 j=1
s.t.
Yt < Quk [Ye(t) = Yrepu ()] <y, kE=1,...,1
t= Nla cee ,NQ
_6j,t S Rjjuj(t) S 6j,t7 j = 1, oo,
t=Ns, ... . N,
z(t+1) = Azx(t) + Bu(t), t=Ny—1,...,Ny—1
y(t):Cx(t), t:Nl,...,NQ
u(t) =0, Ny+1<t<Ny—1,
wobei
u [W(N3) u'(Ns+1) ... u"(N)] = (5.32)
= [ul(Ng) Um(N3> ul(N3+1) um(Ng—l— 1) ...... Ul(N4) um(N4)],
Y = ["}/1,]\/1 VZ,Nl 71,(N1+1) VZ,(NH-I) ...... ’yLNQ fyl,Ng] und (533)
5 - [51,]\73 5m,N3 51,(N3+1) 5m,(N3+1) ...... 517]\]4 5m,N4]- (534
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Berechnung des Ausganges y(t) fiir alle ¢t > t,:

Zur Losung des Optimierungsproblems (5.31) ist es von Vorteil den Ausgang y(t) fiir alle
t > ts im Voraus zu berechnen. Da es sich bei y(¢) um einen vom Zustand z(t) abhéngigen
Vektor handelt, kénnen die Gleichungen (5.10) und (5.11) verwendet werden. Daraus folgt
mit y(t) = Cx(t)

y(t) =Cz(t) =C (A(t_ts)x(ts) + ttzs A"Bu(t—1— 7’)) (5.35)

mit
x(ts) = A(ts_t“’“)x(takt), falls ¢4 > tope. (5.36)

Das zu (5.29) dquivalente lineare Programm kann somit unter Verwendung der Gleichungen
(5.35), (5.36) wie folgt formuliert werden:

No l Ny m
i { SIS Z(sﬁ} 5.7

t=N1 k=1 t=N3 j=1
s.t.
t—ts—1
Vit < Qi ( C (A(t_tS)A(tS_ta’“)x(takt) + Z A"Bu(t — 1 — r))] - yref,k:(t)) < Yot
r=0 k

k=1,....1
t= N1> ey N2

_5j,t S RjjUj(t) S (Sj7t7 j = 1, Lo,

t= Ng, ey N4
u(t) =0, Ny+1<t<Ny—1

mit (5.32), (5.33) und (5.34).

Davon ausgehend kann im néchsten Abschnitt das lineare Programm in Matrizenform auf-
gestellt werden.

5.3.2 Das lineare Programm in Matrizenform

Die Herleitung des linearen Programms fiir Kontrollsysteme mit Ausgang verlduft grofiten-
teils analog zu 5.1.4. Um die Unterschiede aufzuzeigen, soll im Folgenden dasselbe Beispiel
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verwendet werden. Dabei gilt zusitzlich | = 2, woraus C' € R3*2 und Q € R?**? folgt. Das
Optimierungsproblem (5.31) lautet
: mi?]T {ms+723+ Y14+ Y24 +M5+725) +
u
+(5172 + 52,2 + 5173 + 5273)}

S.t.

71,3 < Quu[11(3) = Yrer1(3)] <Mz
—Y2,3 < Q22 [Y2(3) — Yref2(3)] < 723
714 < Q11 [y1(4) — Yrer1(4)] < i
—Y2.4 < Q22 [Y2(4) — Yrer2(4)] < 724
Y15 < Q11 [Y1(5) = Yres1(5)] <M1
—Y25 < Qa2 [Y2(5) = Yref2(5)] < 725
—01,2 < Ryqug(2

5(D

(2) <61
—029 < Raoun(2) < das
=13 < Ruw(3) < di3
—023 < Rooua(3) < a3

z(3) = Az(2) + Bu(2)
x(4) = Az(3) + Bu(3)
z(5) = Az(4) + Bu(4)
y(3) = Cx(3)

y(4) = Cn(4)

y(5) = Cx(5)

u(4) = 0.

Nach rekursiver Berechnung der Ausgénge y(t) erhidlt man fiir die Nebenbedingungen

—7,3 £ Qu[CAAx(0)]1 + Qui[CBu(2)]1 F Qui¥resa(3) <0

—2,3 £ Q22[CAAL(0)] £ Q2[CBu(2)]2 F Qoayres2(3) < 0

—naE Q11[0A2A2 (0)1 £ Qu[CBu(3)]1 £ Qu[CABu(2)], ¥ Qllyref,1(4) <0

—Y2,4 £ Qu[CA*A%2(0)]s £ Q[CBu(3)]s + Q2[CABU(2)]s F Q22Yrer2(4) < 0

—Y15 £ Qu[CA*A%z(0)]; £ Q11 [CBu(4)]1 £Q11[CABu(3)]1 £ Q11[CA*Bu(2)]1 F Qui¥res1(5) <0
ﬁ_/

—7Y2,5 = Q22 [CASAQJI(O)]z + Q22[C%U(4)]2 +Q2[CABu(3)]s + Qa2 [CAQBU(Z)h + Q22yref,2(5) <0
R e

=0

—012 £ Riiuq(2) <0
—029 = Roous(2) <0
—013 %+t Riu(3) <0
—d23 £ Raoup(3) <0
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Der wesentliche Unterschied besteht nun darin, dass hier zur Berechnung der Ausdriicke
[-u(t)]y] die folgenden Gleichungen verwendet werden. Aus

011 012 e Cln Bnul (t) + Bm’dg(t) + ...+ Blmum(t)
Cor Co ... Oy, B t)+ B t)+ ...+ Bojpun,(t
C’Bu(t) _ ?1 22 2 21U1( ) 22“2(? 2m U ( )
Cll Cl2 e Cln Bnlul (t) —I— Bn2u2(t) + Ce + Bnmum(t)
—C —Bu(t)
Cn(Buul(t) + ...+ Blmum(t)) + ...+ C’ln(Bnlul (t) 4+ ...+ Bnmu(t))
Cll(BHul(t) + ...+ Blmum(t)) + ...+ C’ln(Bnlul(t) + ...+ Bnmum(t))
und
Cll C'12 cee Cln
Cyr Co ... Oy,
CA*Bu(t) = aoE ?
Cn Cao ... Cp
—C

AY (Briui(t) + ...+ Bipum(t) + ...+ AY (Buuy(t) + ... + Bunu(t))

=AFk Bu(t)

C (A (Buua(t) + - - +Bimtim (t)) + - - +A}, (Buaua (1) + - - +Bumu(t))) + -
o +C1n(A21 (Buui(t) + - - +Bimtm(t)) + - - +Afm(Bnlu1 (t) + - +Bunum(t)))

Cir (Af, (Buiua(t) + - - +Bimum(t)) + + A5, (Buug (t) + - - +Bppu(t))) + -
O (AR (Briuy (t) + - - +Bitum (t)) + - - +AE (Buiui(t) + - - +Bumtum (1))

folgen die zu (5.14), (5.15) analogen Gleichungen

jo=1
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sowie

OB, = 3 (% S (A;zh S B <t>)> (5.39)
= (J; (A’fl(BH;l(t) +.. ; Biotm () + ...+ A% (Buui(t) + ... 4 Bumum(t))) +
+

+ o+

Cz (Ail(Bllul (t) +.oo+ Blmum(t)) T+ Avlfm(Bnlul (t) T+ Bnmum(t)))

Davon ausgehend kann das lineare Programm der Form (5.13) fiir Kontrollsysteme mit Aus-
gang definiert werden:
min f-z

st. E-z2—d<0

Dabei sind f und z gegeben durch

f=00...01 ...11...1 ¢cRXEmNutlNy) (5.40)
N S N —
m-Ny, I-Ny m-Ny,
z=[u v 0|7 €R¥m Nty (5.41)
mit
[Ul(Ng) Um(N3> ul(N3+1) um(Ng—l—l) Ul(N4) Um(N4)] ERIX(W.NIL)

Y o= o m M,(N14+1) -+ W(N1+1) -+ oo VLNp - Vi,N) e RV
6 = [0inNs -+ OmNg OL(Ngt1) -+ Om(Natd) -+ «or OLNy «-- Omny] € RUXIWNW)

Die Matrix F ist definiert als

FE, Es Z
| B E3 2 2(1-Ny+m-Nau) X (2m-Nu+1-Ny)
E=| o', 5| €R , (5.42)

_E2 Zl E4
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wobei
En Zn Zn
Eqo En
: ' T Z1
Ey = Ein, Eq En

Eyw.+1) Ein,

Ey(n,)

mit den nun veranderten Teilmatrizen

Q11(C11 By + C12Boy + ... + C1,Bi1)
Q22(C1By1 + CBoy + ... + Co, By1)

By = :
Qu(CnBi + CipBoy + ...+ CiBpy)
Q1 (C11An By + - - +C11 A B+
+C19A21B11 + - - +C12 A9, B+
+ ... +
+ClnAnlBll + - +ClnAnanl)
Eqy = :
Qu(CnAn By + - - +Cn A1 B+
+C1pA0 Biy + - - +C12 A%, B+
+ ... +
+ClnAnlBll + - +ClnAnanl)
0 0 0
le — 0 € }Rlxm7
0

Evw.4+1) Eun,

87

€ RENuAH:(Ny=N))X(meNu) = (1-Ny)x (m-Nu)

(5.43)

Q11(C11 By, + C19Boy, + ... + C1,,Bo)
Q22(Co1 Bim, + Co2Boyy + . .. + Cop By

Qu(CnBim + CioBom, + ... + Ciy B

Q11(C11A11 By, + - - +C11 A1 B+
+C12A91 By + - - +C12A2, B+

+ClnAnlBlm + - +ClnAnanm)

Qu(CnA11 By + - - +C1 A1 B+
+C12A0 Bip, + - - +C12 A2, B+

+ClnAnlBlm +-- +ClnAnanm)

c Rlxm

c Rlxm
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E21 Zgl Z21
B= | 7 P & RImxme (5:44)
’ . Z2]_
Zgl Z21 E21
mit
Ry 0 0
Eyy =R = 0 By e Rmm
0
0 0 0
Ly = 0 € R™,
0
0 0 0
-1 0 0
go| 0 1 : € RUNDX(ENy) (5.45)
: 0
0 0 -1
-1 0 0
- 0 -1 : € RmNu)x(m-Nu) (5.46)
: 0
0 0 -1
0 0 0
7 = 0 . : e RNy (5.47)
: 0



5.3. KONTROLLSYSTEME MIT AUSGANG

0 O 0

0 (1-Ny) % (m-Na)

und Loy = ‘ € R% w,
S
0 0 O

AuBlerdem ist der Vektor d definiert als

dy
d= _dl c R2~I~Ny+2-m-Nu
d2 ) b
ds
wobei
dy;
dy2
dy = : e RV
din,
mit

—Qu1 [CAAS ekt g (t )], + Qr1Yres1 (N1)

- CAAbtakt g (8, + vef,2(IV
dyy = Qaz [ ( .Ict)]g Q22Yres2(N1) c R

—Qu [CAA ekt (tore)], + Quirera(N1)

—Qu1 [CAZ Aokt (b)), + Qu1Yres1 (N1 + 1)

d12 _ _Q22 [ A2Ats taktl’( ak‘t)] + QZQyTef Q(Nl —+ ]_) c Rl

—Qu [CA? A okt g (tory)], + Quyrers (N1 + 1)

_Qll[ ANyAtg_taktx(takt)] +Qllyref l(N)

— C ANv Ats—taki (¢, + veto(Ny
i, — Q22 [ ( k)], + Qo2yrer2(N2) R

—Qu [CANyAtS_t“’”I(takt)L + Quyresi(N2)

89

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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do=| . e R™ N, (5.51)
0

Die in Abschnitt 5.3 vorgestellte Methode zur Durchfithrung des modellpradiktiven Rege-
lungsansatzes kann nun unter Verwendung des gerade aufgefiihrten linearen Programms
vollig analog angewendet werden. Der Unterschied besteht dabei darin, dass man hier in
Schritt 3. durch die Anwendung der Kontrolle u(¢) nicht nur den Zustand z(¢ + 1), son-
dern daraus zusétzlich den Ausgang y(t + 1) = Cx(t + 1) erhélt. Dieser wird zwar in den
weiteren Schritten nicht benotigt, kann aber bereits an dieser Stelle fiir die Ausgabe im Pro-

gramm gespeichert werden. Sonst kann der optimale Ausgangsvektor auch am Ende mittels
Anwendung des bereits berechneten Zustandsvektors berechnet werden.

5.4 Beriicksichtigung von Beschrinkungen

In der Praxis unterliegen sowohl die Eingénge als auch die Ausgéinge oft Beschrankungen.
Das System (5.28)

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Ca(t)

soll also zusétzlich den Bedingungen

Ymin S y(t) S Ymazx (552)
Umin S u(t> S Umaz (553)

geniigen. Die Beriicksichtigung solcher Beschrankungen verhindert, dass die Kontrolle Werte
auflerhalb von z.B. physikalischen Grenzen annimmt bzw. der Ausgang gewisse Sicherheits-
barrieren iiberschreitet. Folgende Abbildungen zeigen die Wirkung der Restriktionen:

Die Berechnung der optimale Kontrollfolge liefert ohne Beschréinkungen zur Zeit t = t,+1 die
optimale Kontrolle u(t; + 1), um den Referenzausgang y,.f(ts +2) zu erreichen. Jedoch sind
in diesem Fall sowohl die Beschrankung u(t) < g, fir ¢t = t, + 1 als auch y(t) < ypae fiir
t € [ts+ 1,ts+ 2] verletzt. Wenn die Grenzen eingehalten werden sollen, kann also hochstens
u(ts + 1) = Umae gewdhlt werden, wenn dadurch zusétzlich y(t) < ypmae fiir t € [ts+1,t5+ 2]
erzielt wird. Falls dies nicht der Fall ist, ist sogar nur eine optimale Kontrolle der Form
u(ts + 1) < Uppae moglich.
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4 Kontrolle u ults+1)
S B e | Umax
b !
e e S S T e 5 P (S e _umin
| | > Zeit t

takt N3 N2-1 N2

\_Y_J LY_)

= 1s = (ts+Nx-1)

Abbildung 5.8: Optimale Kontrollfolge mit Beschrankungen

# Ausgang y yref(ts+2)

Pradiktionshorizont

Abbildung 5.9: Optimales Verhalten des Ausganges bei Beschrinkungen
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Das Einfithren von Beschrinkungen stellt jedoch fiir die vorgestellte Methode der modell-
priadiktiven Regelung mittels linearer Programmierung in der Theorie kein grofies Problem
dar. Es ist lediglich nétig, das Optimierungsproblem und das daraus resultierende lineare
Programm um die Nebenbedingungen (5.52), (5.53) zu erweitern. Im néchsten Abschnitt
werden die Hauptresultate dieser Erweiterung angegeben.

5.4.1 Erweiterung des linearen Programms

Unter Beriicksichtigung der Beschrénkungen (5.52), (5.53) lautet das Optimierungsproblem
(5.29)

min e {J(u,y(t)) = > Qlly®) = yres @)1 + D RIIU(t)Ih} (5.54)

w:=[uT (N3) ... -, =,
s.t.

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t), t=N—1,...,Ny— 1

y(t):Cl'(t), t:Nl,...,NQ

u(t) =0, Ni+1<t<N,—1

ymingy(t)gymamu t:Nl,--.,NQ

umzngu(t) Sumaza t:N37'-'aN4

wobel Ui, und Uy, die Beschrankungen der Kontrolle u(t) bezeichnen, welche iiber dem
Kontrollhorizont eingehalten werden miissen. Weiterhin sind ,,,;, und 9,4, die Grenzen des
Ausganges y(t), welcher auf dem Pradiktionshorizont keine Werte auflerhalb dieser Schran-
ken annehmen darf. Mittels der in Abschnitt 5.3 angegebenen Gleichungen (5.35), (5.36)
sowie (5.38), (5.39) ergibt sich unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Nebenbedingungen
(5.52), (5.53) folgendes lineare Programm:

min f-z
z

st. E-z2—d<0
mit (5.40), (5.41),

E, FEs Z
-k b3 Z
E, 7, E4
| —E Z Ey 4(1-Ny4m-No) x2-m-No +1-N,
E= E 7 4 e RY ) , (5.55)
Es Zs Z
Es 72, Z4

—Lbs 2y Z4
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(5.43) und (5.44) mit den dazugehorigen Teilmatrizen, (5.45), (5.46), (5.47) sowie (5.48).
Des Weiteren ist

wobel

Esi =

Es, Z11 7
Esy Esq :
: ' Z11
Bs = Esn, e FEss o € RUN)X(meNu).
Esv,+1) Esn, Esy
Esn,) Esn,+1) Esn,

CyBi+ Ci2Boy + ...+ C1, By
Co1Bi1 + CouBoy + ... 4+ Co, By

CnBi +CieBoy + ...+ Ci B

Ci1iAnBy + - +C1 A B+
+C12A91 By1 + - - +C12A2, B+

+ClnAnlBll + - +ClnAnan1

CnAyBi + - +Ch Ay B+
+C1pA9 By + - - +C1p A2, B+

+ClnAnlBll + - +ClnAnan1

CllAﬁFan + - +011A£f713n1+
+012A§\Q“_IB11 + - +C12Agf_an1+

+ClnA7]¥1“_an + - +C1, ANTIB

CnAN'By + - - +CL AN B+
+012A§§"71311 + - +012Aé\£f713n1+

+ClnANu_lBu + - +ClnAgﬁ_an1

nl

Ci1Bym + Cr1aBoyy + ... + C1, By
C’21Blm + OQQBZm +...+ CQanm

CllBlm + CZZBZm + ...+ Clanm

C11A1 By + - - +C11 AL B+
+Ch12A9 By, + - - +C12A2, B+

+ClnAn1Blm + - +ClnAnanm

CnAy By + - +CnAy B+
+C12A2 By, + - - +C12 A2, B+

+ClnAn1B1m + - +ClnAnanm

(5.56)

c Rlxm

c Rlxm

CnAﬁuilBlm + - +011Ai\77:713nm+
+012A%“_131m + - +012A§Y$‘IBW+

nl

+C1n ANy By + - - +C1n ANy B,

CllAﬁuilBlm + - +CZ1A{\gianm+
+Cl2Aé\/iuilBlm + - +Cl2Aé\»Zlianm+

+ClnANu_lBlm + - +ClnA¢]:[;;_1Bnm

nl

c Rle




94

E5(Nu+1) =

KAPITEL 5. MPC MITTELS LINEARER PROGRAMMIERUNG

01114]1\;“311 + - +011Aﬁ{‘3n1+
+012A%“Bn + - +012Aé\7[~78n1+

+ClnA B11+ +ClnA v B

CllAﬁuBll + .- -I—CnA%Bnl‘F
+Cp AN By 4 - - +C1p AN B,y +

+Cln14 "By + - +C1, AN B,y

CllAﬁyilBll + - +011Afifian1+
_1_01214%71311 + - +C12A$Z'713n1+

+ClnAn1 Bl1+ +ClnAnn 1Bnl

+CZ2A21 _1311 + - +012A2n "B+
+ ... +
O AN By 4 +C Ant T By

Auflerdem gilt

mit

E61 ZZl ZZl
E6 _ Z.21 E61 :
: L 2y
Z21 ZQl E61
-1 0 0
0 -1 c Rmxm
0

CllAﬁuBlm + - +011A%Bnm+
+012A§\§“Blm + - +012A§,[$Bnm+

+ClnA Blm + - +Cln/4 Bnm

CllAﬁuBlm + - +OZIA%Bnm+
+Cl2A£V1uBlm + - +C(12A$»[:Bnm+

c Rlxm

0111411 71B1m+ +011ANy ! nm+
+012A21 Blm+ +C12A2n Bym+

+ClnANy 1Blm+ +ClnANy 1Bnm

C'HA Blm + - —i—C’llA Bnm—i—
+012A21 _lBlm + - +Cl2A2n Bnm+
+ ... +

+ClnANy lBlm+ +ClnANy anm

e Rixm,

c ]Rm'Nu Xm-Ny

(5.57)
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sowie
0 O 0
0 [-Nyx1-N
L3 = e R Y
. 0
0 0 O
0 0 0
0 0 0

d= da € R2(21:Ny+2:m-Nu)

mit (5.50) und (5.51) sowie den zugehorigen Teilvektoren.
Des Weiteren gilt

d31
d32
dy = : e RV
dsn,
mit
—Ymin1 + [CAA%z(0)],
dyy — Ymin,2 [ ( )]2 c R!

—Ymin, + [CAA%Z(0)],

95

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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—Ymin,1 T [CA2A2Z'(O)] 1

—Yumin + [CA2AZ(0
d32 _ Ymin,2 [ . LL’( )]2 c Rl

—Ymin,l + [CA2A2‘T(0>]Z

_ymin,l + [CANyA2x(0)} 1
—Ymin,2 T [CANyAQI(O)} 9

d3n, = eR
—Ymin,l T [CANQA%(O)L
d41
d42
und  dy = : € R (5.62)
dyn,
mit
ymax,l - [OAAQx(O)]l
maz.a — |CAA%z(0
i _ | e —CAAON, |
YUmaz,l — [CAA2x<O)]l
Ymaz,1 — [CA2A2x<0)]1
maz.2 — |CA?2A?z(0
dyy = Y )2 [ . ( )]2 c Rl
Ymaz,l — [OAQAQ:E(O)]Z
ymax,l - [CAN9A2ZE(O)] 1
maz2 — |CANY A22(0
dyn, = a2 [ ) ( )]2 e R

Ymanit — [CANs A22(0)]

l
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Auflerdem sind ds und dg definiert als

d51
ds = | c R™ N (5.63)
d51
und
de1
ds = : e R Nu, (5.64)
de1
wobei
_umin,l
—Umin,2
dsy = ) e R™
—Umin,m
Umaz,1
umam,Z
de1 = e R™
Umaz,m

Lineare Kontrollsysteme ohne Ausgang

Es ist ebenfalls moglich bei dem in Abschnitt 5.1 angegebenen Linearen Programm Be-
schriankungen zu beriicksichtigen. Dabei werden die Nebenbedingungen um die Gleichungen

Lmin S ZE(t) S Tmaz (565)
Umin S u(t) S Umazx (566)

erweitert. Das dazugehorige lineare Programm kann dann fiir Kontrollsysteme (5.1)

z(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t)

wie folgt formuliert werden.
min f -z
z

st. E-z2—d<0,

wobei gilt:
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5.16) und (5.17)

(5.16)
(5.55) mit [ = n und N, = N,
(5.19)
(5.21)

5.21), (5.22), (5.23) und (5.24)

(5.56) mit [ = n, N, = N,, wobei

Bll BlZ

BZl BQQ
E5i = : :

Bnl Bn2

A1 By + AweBoy + - - + A1, B
A91 By + Ay Boy + - - + A9, By

Esy = '
AnlBll + An2321 + - _I'Ananl
ANTIB 4 AN B
Aévf‘_an + .- +A%_an1
Esn, = :
ANIBy 4 +AN1B,,
AﬁuBH + - +A%Bn1
A%”Bn + - +A%Bnl
Esn,+1) = :
Af.:fluBll + - —I—A,‘;LV;:Bnl
Aﬁz_an + .- —I—Aﬁf_anl
A¥ ' By + - +A%71Bnl
Esn, .

AT]:[filBll + - +AnN;Z_an1

5.19) und (5.20) mit zugehorigen Teilmatrizen

G RTLXm

A1 By, + A12Boyy, +
Aoy By, + Ao Bayy, +

AnlBlm + AnZBZm + -

Aﬁu_lBlm + -
Aévlu_lBlm + -

ANIB

AN By, 4
AN By, +

nl

Aﬁz_lBlm + -
AévlzilBlm + -

Ag[lzilBlm + -

ANuBlm + -

: +A11\77$_1-Bnm

+ AR,

+AL ™ Bum

-+ ANB,
-+ AN B

’ +AnNﬁ Bnm

' _’_Ai\qff_anm
' +Aé\;z71Bnm

: +A7]1V7§_1Bnm

_l_ Ann

Bnm

E R’ﬂXm

e Rnxm

e Rnxm

c Rnxm
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e (5.57) mit zugehoriger Teilmatrix
e (5.,58) mit l=n
e (5.5

.57)
.58)
59)
5.60) mit [ = n, N, = N,
.26)
.27)

(
(
(
* (
(
(
(

e (5.26) mit zugehorigen Teilvektoren

e (5.27

e (5.61) mit [ = n, N, = N, und zugehorigen Teilvektoren mit ¢, = s und ohne
Matrix C

e (5.62) mit | = n, N, = N, und zugehorigen Teilvektoren mit y,4s = Tmapy und ohne
Matrix C

(5.63), (5.64) mit zugehorigen Teilvektoren.
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Kapitel 6

Beispiele und numerische Ergebnisse

Das entwickelte Programm zur modellpradiktiven Regelung mittels linearer Programmierung
soll in diesem Kapitel an bekannten Beispielen getestet werden. Dabei wurden die Beispiele
wie folgt gewahlt.

Bei Beispiel 1 (inverses Pendel) handelt es sich um ein lineares Kontrollsystem
e ohne Ausgang
e mit vierdimensionalem Zustandsvektor z € R*, n =4
e mit eindimensionaler Kontrolle v € R, m = 1.

Das Beispiel 2 (2-DOF Hubschrauber) liefert ein lineares Modell

e mit zweidimensionalem Ausgang y € R?, [ = 2
e mit vierdimensionalem Zustandsvektor x € R* n =4

e mit zweidimensionaler Kontrolle v € R?, m = 2.

Es findet also sowohl das in Abschnitt 5.1 hergeleitete lineare Programm fiir Kontrollsysteme
ohne Ausgang als auch das in Punkt 5.3 angegebene LP fiir lineare Kontrollsystem mit
Ausgang bei der Losung des Stabilisierungsproblems mittels modellpradiktiver Regelung
Anwendung.

Auflerdem werden sowohl fiir die Regelung des inversen Pendels als auch fiir die Stabilisierung
des Hubschraubers folgende Annahmen gemacht:

1. ts — takt — O
2. Zypep(t) =0 bzw. yf(t) =0 fiir t > 0

3. es gibt keine Beschriankungen
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6.1 Beispiel 1: Das inverse Pendel

6.1.1 Systembeschreibung und Modellbildung

Das inverse Pendel dient zur Darstellung von ,,Balancierungsproblemen®. Ein bekanntes
Beispiel eines solchen Problems stellt das Balancieren eines Stabes mit der Handfldche oder
einem Finger dar. Um den Stab aufrecht zu halten, miissen dessen Bewegungen dabei sténdig
ausgeglichen werden. Wihrend sich die Hand nach oben, unten und zur Seite bewegen kann,
ist das inverse Pendel auf die Bewegung in einer Ebene beschréinkt. Wie ein balancierter Stab
ist auch das inverse Pendel ein instabiles System, welches nur durch gezieltes Anwenden von
Kréften stabilisiert werden kann. Dieses Stabilisierungsproblem des inversen Pendels ist eines
der anschaulichsten klassischen Probleme der Kontrolltheorie.

Der mechanische Aufbau besteht dabei aus einem horizontal frei beweglichen Wagen, an
dem drehbar ein Stab angebracht ist. Das Pendel der Lange [ mit der Pendelmasse m (ku-
gelformig, Radius r) ist an seinem unteren Ende auf dem Wagen der Masse M gelagert, so
dass es in einer Ebene um den Winkel 6 kippen kann. Um die Kippbewegung aufzufangen
kann der Wagen durch die Regelkraft u in z—Richtung nach links oder rechts bewegt werden
(sieche Abbildung 6.1). Die Kippbewegung wird dabei durch die Schwerkraft mit Gravita-
tionskonstante g verursacht. Aufgabe der Regelung ist es, das Pendel durch eine geeignete
Steuerung des Wagens in der aufrechten Position zu halten.

Abbildung 6.1: Das inverse Pendel

Das Problem des inversen Pendels ist allerdings nicht nur von rein akademischem Interesse.
In der Praxis existieren unter anderem folgende Anwendungen.

e Das Balancieren einer Rakete bei der Fahrt von der Montagehalle zur Startrampe
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e Die Stabilisierung der vertikalen Position eines Space Shuttles in den ersten Flugab-
schnitten

e Das Halten eines zweibeinigen Roboters in einer aufrechten Position - auch ein still-
stehender Mensch kann so als ein inverses Pendel betrachtet werden

e Einachsige, selbststabilisierende Roller, z.B. der Segway Personal Transporter

Abbildung 6.2: Der Segway Personal Transporter

Die beiden erstgenannten Punkte, zusammengefasst als die Bewéltigung komplexer Steuerungs—
und Regelungsaufgaben in der Luft— und Raumfahrt, sind zudem der Motor fiir die histori-
sche Entwicklung der Kontrolltheorie gewesen.

Mittels physikalischer Gesetze kann fiir den in Abbildung 6.1 dargestellten mechanischen
Aufbau des klassischen inversen Pendels ein Differentialgleichungsmodell der Form &(t) =
f(z(t),u(t)) hergeleitet werden.

Z1(t) = z2(t)

Zo(t) = —kaxo(t) + gsin(xq(t)) + u(t) cos(xq(t)) (6.1)
T3(t) = wa(t)

Z4(t) = u(?)

Hierbei beschreibt 7 dem Winkel 6 des Pendels, der entgegen dem Uhrzeigersinn zunimmt.
x1 = 0 entspricht dabei gerade dem aufgerichteten Pendel. z5 ist die Winkelgeschwindig-
keit, x3 die Position des Wagens und x4 dessen Geschwindigkeit. Die Kontrolle u ist hier
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die Beschleunigung des Wagens, die zur Balancierung des Pendels notwendig ist. Aulerdem
beschreibt die Konstante k die Reibung des Pendels (je grofler k, desto mehr Reibung) und
g ~ 9.81m/s? die fiir das Kippen verantwortliche Erdbeschleunigung.

Das Differenzialgleichungsmodell (6.1) ist bereits eine Vereichfachung: es wurde angenom-
men, dass das Pendel so leicht ist, dass es keinen Einfluss auf die Bewegung des Wagens hat.
Zudem wurde eine Reihe von Konstanten so gewihlt, dass sie sich gegeneinander aufheben
(z.B. I, m und M). AuBlerdem handelt es sich nicht um ein lineares Kontrollsystem, da sich
die nichtlinearen Funktionen sin und cos nicht mittels der Matrizen A und B darstellen las-
sen. Trotzdem kann ein lineares Modell der Form #(t) = Ax(t) + Bu(t) verwendet werden,
um (6.1) in der Ndhe gewisser Punkte zu approximieren. Diese Methode der Linearisierung
ist moglich in der Ndhe von Punkten (z*,u*), in denen f(z*,u*) = 0 gilt.

Fiir das inverse Pendel gilt f(0,0) = 0, dieser Punkt entspricht im Modell gerade dem
aufrecht stehenden Pendel mit still stehendem und unbeschleunigtem Wagen. Man erhélt
fiir  und u nahe Null (z = 0, u &~ 0) folgende N&herungen

Q

sin(zy) T

cos(ry) ~ 1.

Daraus folgt fiir das Differenzialgleichungsmodell (6.1) das lineare Kontrollsystem

0 1 00 0
on_ |l g =k 00 1
(t) = 0 0 01 z(t) + 0 u(t) (6.2)
0 0 00 1
~ ~~ o S~——
—A =B

Bevor nun die in Kapitel 5 vorgestellte Methode der modellpradiktiven Regelung mittels
linearer Programmierung zur Stabilisierung des Pendels angewendet werden kann, muss das
in kontinuierlicher Zeit ¢ € R definierte lineare Modell (6.2) zunéchst in ein entsprechendes
zeitdiskretes Kontrollsystem der Form

2(t+1) = Az(t) + Buf(t) (6.3)

umgewandelt werden. Hier ist sowohl die Kontrollfunktion u(¢) als auch die Losung x(t) nur
fir ¢ € Z definiert. Setzt man in @(t) = Az (t)+ Bu(t) eine Kontrollfunktion ein, die konstant
auf Intervallen der Form [k, k + t.n), k € Z, ist, liefern beide Modelle fiir ¢ € Z die gleichen
Losungen, wenn man A und B in (6.3) als
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= eAlan und (6.4)
tabt
= / eAltart=7) Bz (6.5)
0

mit Abtastzeit t,,; wahlt.

In Matlab steht zur Umwandlung kontinuierlicher Systeme in analoge zeitdiskrete Systeme
die Funktion c2d.m zur Verfiigung. Mit £k = 0.1, g = 9.81 und ¢4 = 0.5 erhélt man mittels

b Bsp.: inverses Pendel

k = 0.1; % Reibung
g = 9.81; 7% Erdbeschleunigung

A_kontinuierlich [0100; g-k00; 0O001; 00 0 0];

B_kontinuierlich = [0; 1; 0; 1];

A —
% Umwandlung in ein zeitdiskretes Modell
A

t_abt = 0.5; % Abtastzeit

A = c2d_A(A_kontinuierlich,B_kontinuierlich,t_abt)
B = c2d_B(A_kontinuierlich,B_kontinuierlich,t_abt)

die folgenden Matrizen A und B des linearen zeitdiskreten Kontrollsystems (6.3) fiir das
inverse Pendel.

24727 0.7130 0 0 0.1501
6.0942 24014 0 0 0.7130

A= 0 0 1.0000 0.5000 und B =080 (6.6)
0 0 0  1.0000 0.5000

Die Matlab—eigene Funktion c2d.m wurde dabei durch eine leichte Modifikation (= selbst-
geschriebene Routinen: c2d_A, c2d_B) den verwendeten Bezeichnungen angepasst.
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6.1.2 Ergebnisse der modellpridiktiven Regelung mittels linearer
Programmierung

Im Folgenden werden die numerischen Ergebnisse der Anwendung modellpréidiktiver Rege-
lung mittels linearer Programmierung auf das inverse Pendel genauer betrachtet. Grundlage
dafiir ist das lineare Kontrollsystem

z(t +1) = Ax(t) + Bu(t)

mit (6.6). Im ersten Teil soll zunéchst veranschaulicht werden, wie sich die Wahl der Linge
des Kontrollhorizontes sowie des Pradiktionshorizontes auf das Verhalten der Losungen aus-
wirkt. Wie bereits in der Einleitung erwihnt, gilt im Folgenden stets x,.y = 0. Aulerdem
werden die weiteren Parameter wie folgt gewéhlt.

m=1; n=4;
Q = 2.0xeye(n,n); R = 0.5%eye(m,m);
t_akt = 0; t_s = 0;

x1_t_akt = 0.5; x2_t_akt = 0.1; x3_t_akt = 0.1; x4_t_akt = 0.1;
x_anfang [x1_t_akt; x2_t_akt; x3_t_akt; x4_t_akt];

Die folgenden Abbildungen zeigen das Verhalten des Zustandes x(t) bei modellpradiktiver
Regelung mittels linearer Programmierung. Man sieht, dass die Wahl der Horizontlédngen
dabei tatséchlich eine Rolle spielt. Die Abbildungen 6.3 und 6.4 veranschaulichen die Ergeb-
nisse fiir V, = 5 und N, = 15. In diesem Fall gilt z(¢) ~ 0 ab t = 12. Die in den Abbildungen
dargestellten kontinuierlichen Losungen wurden mit dem Befehl spline in Matlab mittels
einer Splineinterpolation berechnet.

Zustand_x =

Columns 1 through 8
0.5000 0.0464 -0.3870 -0.1968 0.0447 0.1304 0.0781 0.
0.1000  -2.2529 0.1603 0.7454 0.4133 -0.0000 -0.2485 -0.
0.1000 -0.9002 -2.0309 -1.7040 -0.8393 -0.2035 0.0000 0.
0.1000 -4.1009 -0.4217 1.7293 1.7293 0.8140 0.0000 -0.

Columns 9 through 16
0.0032 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.
-0.0103 -0.0021 -0.0004 -0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -O.
-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.
-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.

Optimale_Kontrollfolge =
Columns 1 through 8
-8.4018 7.3583 4.3021 -0.0000 -1.8307 -1.6279 -0.0000 -0.
Columns 9 through 15
0.0000  -0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  -0.0000 0.0000 ...

0159
0506
0000
0000

0000 ...
0000 ...
0000 ...
0000 ...

0000
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Abbildung 6.3: Verhalten des Zustandes fiir N, =5 und N, = 15
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Abbildung 6.4: Optimale Kontrollfolge fiir N, =5 und N, = 15
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Abbildung 6.6: Optimale Kontrollfolge fiir N, =3 und N, = 15
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Abbildung 6.7: Verhalten des Zustandes fiir N, =5 und N, = 10
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Abbildung 6.8: Optimale Kontrollfolge fiir N, =5 und N, = 10
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Abbildung 6.9: Verhalten des Zustandes fiir N, = 10 und N, = 10
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Abbildung 6.10: Optimale Kontrollfolge fiir N, = 10 und N, = 10
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Abbildung 6.11: Verhalten des Zustandes fiir N, = 3 und N, = 10
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Abbildung 6.12: Optimale Kontrollfolge fiir N, = 3 und N, = 10
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Abbildung 6.13: Verhalten des Zustandes fiir N, =3 und N, =5
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Abbildung 6.14: Optimale Kontrollfolge fiir N, = 3 und N, =5
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Ergebnisse bei unterschiedlicher Wahl der Horizontléingen N, und N,

Eingabeparameter Wert
Dimension der Kontrolle m 1
Dimension des Zustandes n 4
Startzeitpunkt t, 0
aktueller Zeitpunkt ¢,z 0

Eintrag der Diagonalmatrix @) | 2.0
Eintrag der Diagonalmatrix R | 0.5

Anfangszustand x;
Anfangszustand -
Anfangszustand x5
Anfangszustand x4

0.5
0.1
0.1
0.1

Tabelle 6.1: Eingabeparameter inverses Pendel 1

Horizontlédngen max. Au Zustand zum Zeitpunkt ¢t = N,
N, N, | (=u(t+1) —u(t)) Ty To T3 T4
5 15 15.7601 0.0000 | -0.0000 | 0.0000 | -0.0000
3 15 11.6327 0.0000 | -0.0000 | 0.0000 | -0.0000
5 10 20.9382 0.0001 | -0.0003 | -0.0000 | 0.0000
10 10 18.0900 0.0003 | -0.0011 | 0.0000 | -0.0000
3 10 17.9446 0.0258 | 0.0700 |-0.0745 | 0.2982
3 5 16.5731 -0.0021 | 0.0067 |-1.9215 | 0.0000

Fiir dieses Beispiel ist N, = 5 und N, = 15 sicherlich eine gute Wahl. Es ist im Allge-
meinen darauf zu achten, die Horizontlinge N, lang genug sowie gleichzeitig die Lénge des

Tabelle 6.2: Daten inverses Pendel 1

Kontrollhorizontes nicht zu kurz zu wahlen.
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Nun soll untersucht werden, wie die Wahl der "tuning“—Parameter () und R die Regelung
beeinflussen kann. Im diesem Teil gilt dabei fiir die anderen Konstanten

m=1; n=4;
N_u = 5;
N_x = 15;

t_akt = 0; t_s = 0;
x1_t_akt = 0.5; x2_t_akt = 0.1; x3_t_akt = 0.1; x4_t_akt = 0.1;
x_anfang = [x1_t_akt; x2_t_akt; x3_t_akt; x4_t_akt];

Das Programm liefert bei einer Wahl von @ = 0.5 und R = 2 folgende Ergebnisse:

Zustand_x =

Columns 1 through 8
0.5000 0.05629 -0.2745 -0.0858 -0.0174 -0.0035 -0.0006 0.
0.1000 -2.2216 0.6327 0.2730 0.0557 0.0115 0.0024 0.
0.1000 -0.8947 -1.9528 -1.9116 -1.7523 -1.5930 -1.4339 -1
0.1000 -4.0789 -0.1535 0.3186 0.3187 0.3185 0.3180 0.

Columns 9 through 16
0.0002 0.0003 0.0004 0.0004 0.0007 0.0029 0.0140 0.
0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 0.0012 0.0094 0.0431 -0.
-1.1168 -0.9590 -0.8020 -0.6459 -0.4906 -0.3354 -0.1799 -0.
0.3161 0.3148 0.3132 0.3113 0.3099 0.3110 0.3110 0.

Optimale_Kontrollfolge =
Columns 1 through 8
-8.3579 7.8509 0.9442 0.0002 -0.0004 -0.0010 -0.0016 -O.
Columns 9 through 15
-0.0027 -0.0032 -0.0038 -0.0027 0.0022 0.0000 -0.2821 ...

Das Verhalten ist hier im Vergleich zu der Wahl Q = 2, R = 0.5 (Abbildung 6.3) deutlich
schlechter. Der Zustand kann auf dem Prédiktionshorizont der Lange 15 nicht ganz in die
Null geregelt werden. Zwar ndhern sich die Komponenten des Zustandsvektors der Null,
erreichen diese jedoch bis auf x3 nicht in der gegebenen Zeit. Es ist im Allgemeinen zu be-
achten, die 1-Norm des Zustandes ||z(t)||; im Optimierungsproblem stérker zu gewichten als
die der Kontrolle ||u(t)||;. Das heifit, die Eintréige der Diagonalmatrix @ sollten im Verhélt-
nis groBer gewihlt werden als R. Dieses Problem wird im letzten Abschnitt des Kapitels
niaher betrachtet. Die Abbildungen 6.23 und 6.24 zeigen abschliefend das Verhalten bei der
Wabhl eines anderen Anfangszustandes. Wie man sieht, ist auch fiir einen deutlich grofleren
Anfangszustand die Regelung in den Referenzzustand z,.; = 0 gewéhrleistet.

0000
0006

.2751

3172

0229 ...
0000 ...
0597 ...
1699 ...

0021
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Abbildung 6.15: Verhalten des Zustandes bei Q = 0.5 und R = 2
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Abbildung 6.16: Optimale Kontrollfolge bei Q = 0.5 und R = 2
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Abbildung 6.17: Verhalten des Zustandes bei Q =2 und R = 2
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Abbildung 6.18: Optimale Kontrollfolge bei Q = 2 und R = 2
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Abbildung 6.19: Verhalten des Zustandes bei Q = 5 und R = 1

10 T
— Kontrolle u

8+ -

optimale Kontrollfolge u

|
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zeitt

Abbildung 6.20: Optimale Kontrollfolge bei Q@ =5 und R = 1
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Abbildung 6.21: Verhalten des Zustandes bei @ =1 und R =5
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Abbildung 6.22: Optimale Kontrollfolge bei Q =1 und R =5
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Abbildung 6.23: Verhalten fiir Anfangszustand x; =5, xo =1, 23 =2, x4, = 1.5
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Abbildung 6.24: Kontrolle fiir Anfangszustand z1 =5, 2o =1, 23 =2, x4 = 1.5
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Ergebnisse bei unterschiedlicher Wahl der Gewichtungsmatrizen () und R

Eingabeparameter Wert

Dimension der Kontrolle m 1
Dimension des Zustandes n
Startzeitpunkt ¢,

aktueller Zeitpunkt ¢,z

Lange des Kontrollhorizontes N,
Linge des Préadiktionshorizontes N, | 15

Ol O O =

Anfangszustand x, 0.5
Anfangszustand - 0.1
Anfangszustand x5 0.1
Anfangszustand z,4 0.1

Tabelle 6.3: Eingabeparameter inverses Pendel 2

Gewichtungsmatrizen max. Au Zustand zum Zeitpunkt t = N,
Q R (=u(t+1) —u@) | = 2! 3 T4
0.5 2.0 16.2088 0.0229 | -0.0000 | -0.0597 | 0.1699
2.0 2.0 17.4152 0.0000 | -0.0000 | 0.0000 | -0.0000
5.0 1.0 17.4724 0.0000 | -0.0000 | -0.0000 | 0.0000
1.0 5.0 10.7260 0.0348 | 0.0284 | -0.0682 | 0.2728

Tabelle 6.4: Daten inverses Pendel 2
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6.2 Beispiel 2: Der 2-DOF Hubschrauber von Quanser

6.2.1 Das Hubschrauber—Modell

Der 2-DOF Hubschrauber der kanadischen Firma Quanser (www.quanser.com) wird Hoch-
schulen und Universitéten seit ca. 6 Jahren als intuitiv einsetzbare und dokumentierte Ver-
suchseinrichtung fiir die Grundlagenvermittlung im Bereich Regelungstechnik und Automa-
tisierung angeboten. 72 DOF Heli©* ist dabei die Kurzbezeichnung fiir Helikopterexperiment
mit 2 Freiheitsgraden in der Bewegung.

Nickmotor

Giermotor

Abbildung 6.25: Das Hubschrauber—Modell

Fiir dieses Hubschrauber-Modell kann mit Hilfe physikalischer Uberlegungen folgendes li-
neare Zustandsmodell aufgestellt werden.
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Hierbei sind der Nickwinkel 0, der Gierwinkel v, die Nickwinkelgeschwindigkeit 6 und die
Gierwinkelgeschwindigkeit ¢ die Komponenten des Zustandsvektors, auf den mithilfe der
Kontrolle u = [Vy Vg|” Einfluss genommen werden kann. Die Gréfien Vy und Vi entspre-
chen dabei der Spannung am Gier— bzw. Nickmotor (sieche Abb. 6.25). Auflerdem beschreiben
L, die Absténde zwischen der Aufhdngung und den Motoren, Iy und I die Tragheitsmo-
mente des Rumpfes um Hoch— und Querachse sowie Ky, K4, K¢, und Ky, Motorkonstanten
im Arbeitspunkt (je nach Drehrichtung).

Mit den Konstanten L; = 0.203, Iy = I¢ = 0.03071, Ky, = 0.8722, K;;, = 0.01, Ky, = 0.02
und Ky, = 0.4214 folgt fiir das System (6.7)

0010 0 0
000 1 0 0
W =109000 "W 5765 —o0326 |
000 0 _0.651  2.786
1000
w0 = (51 g ) (69

Die Umwandlung in ein zeitdiskretes Kontrollsystem verlauft vollig analog zu der in Ab-
schnitt 6.1 vorgestellten Methode zur Berechnung der Matrizen A und B der zeitdiskreten
Darstellung. Die Matrix C' bleibt bei dieser Umformung unveréndert. Diese Vorgehensweise
liefert mit ¢, = 0.5 das zu (6.8) entsprechende lineare zeitdiskrete Kontrollsystem (mit
Ausgang)

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Caft) (6.9)
mit
1.0000 0 05000 0
0 1.0000 0  0.5000
4 = 0 0  1.0000 0 ’ (6.10)
0 0 0  1.0000

0.7206 —0.0408
—0.0814 0.3483
B = 2.8825 —0.1630 und (6.11)

—0.3255 1.3930

1000
C = (0100). (6.12)
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6.2.2 FErgebnisse der modellpridiktiven Regelung mittels linearer
Programmierung

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Stabilisierung des Hubschraubers (z.B. bei der Landung).
Durch gezielte Spannungsédnderungen am Nick— und Giermotor, soll der Helikopter in hori-
zontaler Position stabilisiert werden. Die daraus resultierende Minimierung des Nick— und
Gierwinkels sowie die Verdnderungen der Winkelgeschwindigkeiten sollen dabei ein unge-
wolltes Kippen des Hubschraubers verhindern.

Der folgenden Untersuchung liegt das lineare Kontrollsystem mit Ausgang

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t)

mit (6.10), (6.11) und (6.12) zugrunde. Bei der Regelung des Ausganges y(t) in den Refe-
renzausgang ¥,y = 0 werden zunéchst folgende Parameter verwendet.

m=2; n=4;1=2;

Q 100.0*eye(1,1); R = 1.0*eye(m,m);

t_akt = 0; t_s = 0;

x1_t_akt 0.5; x2_t_akt = 0.7; x3_t_akt = 0.2; x4_t_akt = 0.1;
x_anfang [x1_t_akt; x2_t_akt; x3_t_akt; x4_t_akt];

y_anfang = Cxx_anfang;

Das entwickelte Programm zur modellpriadiktiven Regelung mittels linearer Programmierung
liefert fiir /V,, = 5 und NV, = 10 folgende Daten:

Ausgang_y =
Columns 1 through 7
0.5000 0.2570 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.7000  -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000  -0.0000 0.0000
Columns 8 through 11
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ...
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 ...

Zustand_x =
Columns 1 through 7

0.5000 0.2570 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.7000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
0.2000 -1.1719 0.1438 -0.1438 0.1438 -0.1438 0.1438
0.1000  -2.9000 2.9000 -2.9000 2.9000 -2.9000 2.9000
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Columns 8 through 11
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 ...
-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 ...
-0.1438 0.1438 -0.1438 0.1438 ...
-2.9000 2.9000 -2.9000 2.9000 ...

Optimale_Kontrollfolge =
Columns 1 through 7
-0.6057 0.7012  -0.3397 0.3397  -0.3397 0.3397 -0.3397
-2.29562 4.3275 -4.2431 4.2431 -4.2431 4.2431 -4.2431
Columns 8 through 10
0.3397  -0.3397 0.3397 ...
4.2431 -4.2431 4.2431 ...

Man sieht, dass der Ausgang zunéchst sehr schnell in den Referenzausgang y,.; = 0 geregelt
wird. Dieses Verhalten wird bei einer Verdnderung der Horizontldngen beibehalten. Hier wird
(anders als in Abschnitt 6.1) der vom Zustand abhéngige Ausgang und nicht der Zustand
selbst in die Null geregelt. Ohne weiteres Eingreifen der Kontrolle fiir ¢ > 10 kommt es
jedoch zu einem deutlichen Ausschlag.

1.6

_y1

14+

1.2+

06

Ausgangy

04r

02+

0.2

0.4
0

Zeitt

Abbildung 6.26: Verhalten des Ausganges bei N, = 5 und N, = 10
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Abbildung 6.27: Verhalten des Zustandes bei N, = 5 und N, = 10
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Abbildung 6.28: Optimale Kontrolle u; bei N, =5 und N, = 10
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Abbildung 6.29: Optimale Kontrolle uy bei N, =5 und N, = 10
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Abbildung 6.30: Verhalten des Ausganges bei N, =3 und N, =5
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Abbildung 6.31: Verhalten des Zustandes bei N, = 3 und N, =5
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Abbildung 6.32: Optimale Kontrolle u; bei N, =3 und N, =5



128 KAPITEL 6. BEISPIELE UND NUMERISCHE ERGEBNISSE

—— Kontrolle u,

4l i

optimale Kontrollfolge u,

Zeitt

Abbildung 6.33: Optimale Kontrolle uy bei NV, = 3 und N, =5

Ergebnisse bei unterschiedlicher Wahl der Horizontlingen N, und N,

Eingabeparameter Wert
Dimension der Kontrolle m 2
Dimension des Zustandes n 4
Dimension des Ausganges [ 2
Startzeitpunkt t, 0
aktueller Zeitpunkt ¢,z 0

Eintrag der Diagonalmatrix ) | 100.0
Eintrag der Diagonalmatrix R | 1.0

Anfangszustand x; 0.5
Anfangszustand z, 0.7
Anfangszustand z3 0.2
Anfangszustand x4 0.1

Tabelle 6.5: Eingabeparameter 2-DOF Hubschrauber 1
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Horizontlangen max. Au Ausgang zum Zeitpunkt ¢ = N,
Nu Ny Uy U2 Y1 Y2
5 10 1.3069 | -8.5706 0.0000 -0.0000
3 ) 1.2665 | -8.5540 0.0000 -0.0000

Tabelle 6.6: Daten 2-DOF Hubschrauber 1
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Fiir die Untersuchung verschiedener ”tuning“-Parameter () und R wurden fiir die weiteren
Variablen folgende Annahmen getroffen.

m=2; n

4, 1 = 2;
N_u = 5; N_y = 10;

t_akt = 0; t_s = 0;

x1_t_akt
x_anfang

0.5; x2_t_akt

=0.7;

x3_t_akt = 0.2; x4_t_akt
[x1_t_akt; x2_t_akt; x3_t_akt; x4_t_akt];

=0.1;

Die Auswertungen bei unterschiedlich gewéhlten Gewichtungsmatrizen ) und R ergeben
Ahnliches wie in Abschnitt 6.1.2. Die Auswirkungen einer falschen Wahl sind hier jedoch
deutlich starker. Wie in Abbildung 6.38 zu sehen, wird der Ausgang nicht in den Referenz-
ausgang yr.r = 0 geregelt. Hier ndhert sich y, nicht einmal der Null, sondern wéchst mit
fortschreitender Zeit.

Ausgangy

Abbildung 6.34: Verhalten des Ausganges bei Q =2 und R = 0.5
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Zustand x

Zeitt

Abbildung 6.35: Verhalten des Zustandes bei Q@ =2 und R = 0.5
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Abbildung 6.36: Optimale Kontrolle u; bei @ = 2 und R = 0.5
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Abbildung 6.37: Optimale Kontrolle us bei Q@ = 2 und R = 0.5
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Abbildung 6.38: Verhalten des Ausganges bei Q = 0.5 und R = 2
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Zustand x
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Abbildung 6.39: Verhalten des Zustandes bei Q = 0.5 und R = 2
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Abbildung 6.40: Optimale Kontrolle u; bei @ = 0.5 und R = 2
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Abbildung 6.41: Optimale Kontrolle uy bei Q@ = 0.5 und R = 2

Ergebnisse bei unterschiedlicher Wahl der Gewichtungsmatrizen () und R

Eingabeparameter Wert

Dimension der Kontrolle m 2
Dimension des Zustandes n
Dimension des Ausganges [
Startzeitpunkt ¢,

aktueller Zeitpunkt £,z

Lange des Kontrollhorizontes NN,
Lénge des Pradiktionshorizontes N, | 10

T O O N

Anfangszustand x, 0.5
Anfangszustand - 0.7
Anfangszustand x5 0.2
Anfangszustand x4 0.1

Tabelle 6.7: Eingabeparameter 2-DOF Hubschrauber 2
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Gewichtungsmatrizen max. Au Ausgang zum Zeitpunkt ¢ = N,
@ R Uy Ug U1 Y2
2.0 0.5 0.9672 | -8.4317 0.0000 -0.0000
0.5 2.0 0.1648 | 0.0000 -0.0000 1.3694

Tabelle 6.8: Daten 2-DOF Hubschrauber 2

Im folgenden Abschnitt soll die Wahl der Gewichtungsmatrizen ) und R néher untersucht
werden. Es kann an diesem Punkt zunéchst festgehalten werden, dass das Verhéltnis der
Eintrdge das Verhalten der Losungen stark beeinflusst und deshalb bei der Wahl Vorsicht
geboten ist.

6.3 Wahl der Gewichtungsmatrizen

Um das gewiinschte Verhalten des Zustandes (bzw. Ausganges) zu erzielen, spielt die Wahl
der "tuning“—Parameter () und R eine wichtige Rolle. Man kann im Allgemeinen festhalten,
dass man gute Ergebnisse erzielt, wenn die Matrix () im Verhéltnis zu R relativ grofy gewéhlt
wird. Folgendes Beispiel soll diese Idee veranschaulichen.

Betrachte folgendes eindimensionale Optimierungsproblem
min © = g|xq| + r|ug| (6.13)
uo

s.t. T1 = axg + bug

Abbildung 6.42 zeigt den Graphen von © als eine Funktion von wg. Es sei nun ¢ = 1.
Man sieht leicht, dass die optimale Kontrolle ug = 0 erzielt wird, wenn r» > b. Genauso
erhéilt man bei der Wahl r < b die optimale Losung ug = —*2. Gilt jedoch r = b, ist die
Losung nicht eindeutig. In diesem Fall sind sowohl 0 < uy < —% als auch —% <uy <0
optimale Losungen.

Fiir dieses Beispiel erhélt man also bei unterschiedlicher Gewichtung der in (6.13) auftreten-

den Betrige auch verschiedene Losungen

In dem der modellpradiktiven Regelung zugrunde liegende Optimierungsproblem der Form

No Ny
mgn Z Qﬂx(t) - xref(t)||£+ Z R||U(t>||1

p— B —
t=N1 Ziel: x(t)=w,ef(t) t=N3

steht aufgrund der Zielsetzung die Minimierung des Ausdrucks ||z(t) — z.f(t)||1 im Vor-
dergrund. Bei der Wahl R > @ wird der zweite Ausdruck ||u(t)||; stirker gewichtet, was
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zu einer Losung u(t) ~ 0 fithrt. Dies minimiert zwar den Kontrollaufwand, wird jedoch im
Allgemeinen nicht das gewiinschte Verhalten (z(t) = x,¢s(t)) hervorbringen.

®

Abbildung 6.42: Graph der Zielfunktion ©
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Anhang A
Inhalt der CD

Die verwendeten Programme zur modellpradiktiven Regelung mittels linearer Programmie-
rung sowie die in Kapitel 6 angegebenen Systeme sind auf der beigefiigten CD enthalten.
AuBerdem beinhaltet diese das Verzeichnis diplomarbeit mit der vorliegenden Ausarbei-

tung in pdf-Format (diplomarbeit.pdf):

Verzeichnis ohne_Ausgang

Dateiname ‘ Aufgabe

c2d_A.m Funktion zur Berechnung der Matrix A des zeitdiskreten
Systems (Modifikation der Funktion c2d.m)

c2d_B.m Funktion zur Berechnung der Matrix B des zeitdiskreten

Systems (Modifikation der Funktion c2d.m)

matrix_El.m

Funktion zur Konstruktion der Matrix £ (5.19)

matrix_E1_1.m

Unterfunktion zur Konstruktion der Matrix E;

matrix_E1_2.m

Unterfunktion zur Konstruktion der Matrix E;

matrix_E2.m

Funktion zur Konstruktion der Matrix Ey (5.20) bzw. (5.44)

matrix_E3.m

Berechnung der Matrix F3 (5.21)

matrix_E4.m

Berechnung der Matrix Fy (5.22) bzw. (5.46)

matrix_Ell.m

Unterfunktion zur Berechnung der Teilmatrix F1;
(fiir matrix_E1.m)

matrix_E12_bis_E1Nx.m

Unterfunktion zur Berechnung der Teilmatrizen Fio bis Fy,
(fiir matrix_E1.m)

matrix_E21.m

Unterfunktion zur Berechnung der Teilmatrix Fo
(fiir matrix_E2.m)

matrix_Z1.m

Berechnung der Matrix Z; (5.23)

matrix_Z2.m

Berechnung der Matrix Z; (5.24)
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programm_AB.m

Programm zur modellpriadiktiven Regelung mittels linearer
Programmierung, Voraussetzung: lineares zeitinvariantes
Kontrollsystem ohne Ausgang

system_1.m

Beispiel inverses Pendel

system_2.m

Beispiel doppeltes inverses Pendel

vektor_dl.m

Berechnung des Vektors d; (5.26)

vektor_d2.m

Berechnung des Vektors dy (5.27) bzw. (5.51)

vektor_f.m

Berechnung des Vektors f (5.16)

vektor_T1l.m

Funktion fiir graphische Ausgabe der optimalen Kontrollfolge

Tabelle A.1: Ubersicht der Matlab-Programme 1

Verzeichnis mit_Ausgang

Dateiname Funktion
c2d_A.m siehe Tabelle A.1
c2d_B.m siche Tabelle A.1

matrix_El.m

Funktion zur Konstruktion der Matrix £, (5.43)

matrix_E1_1.m

Unterfunktion zur Konstruktion der Matrix F;

matrix_E1_2.m

Unterfunktion zur Konstruktion der Matrix F;

matrix_E2.m

siche Tabelle A.1

matrix_E3.m

Berechnung der Matrix Fj (5.45)

matrix_E4.m

siehe Tabelle A.1

matrix_El1l.m

Unterfunktion zur Berechnung der Teilmatrix E1;
(fiir matrix_E1.m)

matrix_E12_bis_EINy.m

Unterfunktion zur Berechnung der Teilmatrizen E15 bis F; N,
(fiir matrix_E1.m)

matrix_E21.m

siehe Tabelle A.1

matrix_Z1.m

Berechnung der Matrix Z; (5.47)

matrix_Z2.m

Berechnung der Matrix Z, (5.48)

programm_ABC.m

Programm zur modellpradiktiven Regelung mittels linearer
Programmierung, Voraussetzung: lineares zeitinvariantes
Kontrollsystem mit Ausgang

system_3.m

Beispiel 2-DOF Hubschrauber

vektor_dl.m

Berechnung des Vektors d; (5.50)

vektor_d2.m

siche Tabelle A.1

vektor_f.m

Berechnung des Vektors f (5.40)

vektor_T1.m

Funktion fiir graphische Ausgabe der optimalen Kontrollfolge

Tabelle A.2: Ubersicht der Matlab-Programme 2
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