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1 Einleitung

Das Hauptproblem in der Analyse zahlreicher 6konomischer Modelle ist die genaue Bestimmung
einer unbekannten Funktion, die jedoch fiir die Aussagekraft des Modells von Bedeutung ist.

In makrookonomischen Wachstumsmodellen geht es beispielsweise um die Frage nach der Wohl-
fahrtsfunktion der Volkswirtschaft oder der optimalen Konsumfunktion der Haushalte. Diese Ab-
bilder des komplexen Wirtschaftskreislaufs versuchen die Auswirkungen von verschiedensten,
steuerbaren Faktoren auf gesamtwirtschaftliche Gréen wie die des Bruttoinlandsprodukts wider-
zuspiegeln.

Sie lassen sich als zeitdiskretes, stochastisches, dynamisches Kontrollsystem formulieren und sind
somit in eine ausgefeilte, mathematische Theorie eingebettet. Geschlossene, globale Losungen fiir
die gesuchten Funktionen des Systems sind analytisch oft schwer bzw. gar nicht zu berechnen.
Daher verwendet man zur Annidherung der Losungen sogenannte Approximationstechniken.
Nach [15] ist der gebrduchlichste Losungsansatz zur Ermittlung der Funktion die Methode der
Linearisierung um einen Gleichgewichtspunkt, den sogenannten ,,steady state®. Die Umgebung
um dieses Equilibrium lésst sich als Storung interpretieren. Die Vorgehensweise wurde daher un-
ter dem Namen Perturbationsmethode bekannt. Dank der Approximationen kann man analysie-
ren, wie sich das System nahe des Gleichgewichts entwickelt und wie es auf dullere Einwirkun-
gen reagiert. Betrachtete Einflussfaktoren auf die Volkswirtschaft konnen Naturkatastrophen, Roh-
stoffpreisveranderungen oder insbesondere der technologische Fortschritt sein. An diesem Punkt
kommt zwangslédufig die Stochastik ins Spiel. Die Modellierung derartiger externer Inputparameter
durch stochastische Prozesse fiihrt das deterministische System in ein stochastisches iiber. Daher
ist es naheliegend, dass eine Vielzahl von Wachstumsmodellen der Klasse der ,,Stochastic Growth
Models* angehoren.

Die Approximationsgiite der Perturbationsmethoden richtet sich nach der gewihlten Ordnung in
der Taylorentwicklung. Lange Zeit beschriankte man sich auf lineare Approximationen mittels Tay-
lorpolynomen vom Grad eins.

In der vorliegenden Arbeit werden zur Bestimmung der Approximationen, ebenso wie bei [19],
hohere Ableitungen verwendet, welche fiir eine groere Genauigkeit der Losung sorgen. Hierbei
findet das von Schmitt-Grohé und Uribe entwickelte und in [24] geschilderte Verfahren der Pertur-
bation Anwendung.
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Da man an den optimalen Wertefunktionen der Modelle interessiert ist, werden alternativ moder-
ne Algorithmen der dynamischen Programmierung, die auf [14] zuriickgehen, zur numerischen
Berechnung genutzt. Zusitzlich erfolgt ein Vergleich des Losungsansatzes der dynamischen Pro-
grammierung mit dem Perturbationsverfahren. Bei der Berechnung der optimalen Wertefunktio-
nen mittels Perturbationsmethoden wird zudem eine als ,,direkt* zu bezeichnende Methode ange-
wandt, die eine Approximation der Wertefunktion in Form einer quadratischen Taylorreihe liefert.
Beide Losungstechniken werden im Rahmen dieser Arbeit nach schrittweiser Erlduterung der theo-
retischen Grundlagen an zwei unterschiedlichen volkswirtschaftlichen Beispielen, die der Klasse
neoklassischer Wachstumsmodelle zuzuordnen sind, getestet.

Die Arbeit ist folgendermallen gegliedert:

Im zweiten Kapitel werden die makrookonomischen Grundlagen fiir die spiter als Anwendungs-
beispiel dienenden Modelle gelegt. Es werden im ersten Abschnitt fundamentale Begriffe aus der
Wachstumstheorie geklirt. Der zweite Abschnitt fiihrt in das Konzept der neoklassischen Wachs-
tumstheorie ein und erldutert ein repridsentatives Grundmodell. Dieses wurde vom britischen Wis-
senschaftler Frank Ramsey, der sowohl in der Mathematik als auch in den Wirtschaftswissenschaf-
ten zukunftsweisende Arbeiten verfasste, entwickelt.

Im dritten Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die zur Anwendung kommenden Ver-
fahren gelegt. Zunichst erfolgt eine Einfiihrung in die wesentlichen Begriffe der Wahrscheinlich-
keitstheorie und in die stochastischen Prozesse. Damit lassen sich am Ende des ersten Abschnitts
ein zeitdiskretes, stochastisches Kontrollsystem und ein optimales Kontrollproblem auf unend-
lichem Zeithorizont formulieren. Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit dem Losungsansatz
der dynamischen Programmierung. Ziel ist es, die notwendigen Definitionen fiir stochastische
Kontrollsysteme und das Bellman’sche Optimalitétsprinzip darzulegen, um letztendlich iiber die
Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung optimale Kontrollprobleme 16sen zu kénnen. Ein grofer Teil
widmet sich der Idee der adaptiven Gitter, durch deren Einsatz im Rahmen einer Werteiteration die
optimale Wertefunktion des betrachteten dynamischen Optimierungsproblems numerisch effizient
berechnet werden kann. Im dritten Abschnitt wird ein weiterer Losungsansatz verfolgt und néher
geschildert: Uber das Konstrukt der Hamilton Funktion werden die Optimalititsbedingungen des
sogenannten stochastischen Maximumprinzips hergeleitet, mit Hilfe derer sich u.a. das 6konomi-
sche Gleichgewicht berechnen lésst.

In Kapitel vier wird das im Vordergrund stehende Losungsverfahren der Perturbationsmethoden
untersucht. Ausgehend von den iiber die Hamilton—Funktion aufgestellten Gleichgewichtsbedin-
gungen wird das Perturbationsmodell nach Schmitt—Grohe und Uribé mit seinen Annahmen und
Losungswegen vorgestellt. Auf die Berechnung der Losungsfunktionen des Modells mittels Taylor-
Approximationen wird im zweiten Abschnitt eingegangen. Dabei wird beschrieben, wie die noti-
gen Koeffizienten der Dynamik, der Steuerung und auf zwei verschiedene Arten diejenigen der
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optimalen Wertefunktion, an der wir im Besonderen interessiert sind, ermittelt werden. Abschlie-
Bend folgt ein Thementeil iiber die Perturbationsroutinen, deren Implementierung mit der mathe-
matischen Software MATLAB und MAPLE erlautert wird.

Kapitel fiinf befasst sich mit Implementierungsfragen im Zusammenhang mit der dynamischen
Programmierung. Zur erfolgreichen Umsetzung des Algorithmus zur Berechnung der optimalen
Wertefunktion miissen einige Problemstellungen wie die Erzeugung und Handhabung normalver-
teilter Zufallszahlen oder die numerische Integration fiir die Berechnung des Erwartungswerts ge-
16st werden. Dies erfolgt in den thematisch gegliederten Abschnitten. So wird im dritten Abschnitt
die Gitterstruktur GRIDGEN vorgestellt, die auf [12] basiert und den Einsatz von adaptiven Git-
tern im Rahmen der numerischen Berechnung ermoglicht.

Die Anwendungsbeispiele zum Testen der beiden Losungsverfahren, der Perturbationsmethoden
und des Algorithmus der dynamischen Programmierung, werden in Kapitel sechs vorgestellt. Zwei
stochastische Wachstumsmodelle, die beide von mehreren Parametern wie beispielsweise der Ab-
schreibungsrate abhidngen und sich in der Gewichtung technologischer Schocks unterscheiden,
werden definiert und eingangs nach 6konomischen Gesichtspunkten interpretiert. Im zweiten Ab-
schnitt werden die numerischen Ergebnisse der Perturbationsmethoden, speziell die Anwendung
der direkten und indirekten Approximation der optimalen Wertefunktion unter Zuhilfenahme der
Perturbationsroutinen aufgezeigt. Im Abschnitt drei erfolgt eine Auswertung und Analyse der bei-
den Modelle hinsichtlich der benutzten Losungstechniken. Hierbei werden die numerischen Fehler
der jeweiligen Approximation verglichen. Im letzten Teilabschnitt wird der Aussagekraft beider
Beispiele mithilfe numerischer Simulationen, die sich auf den im vorhergehenden Kapitel vorge-
stellten Zufallszahlengenerator von Marsaglia stiitzen, Nachdruck verliehen.

Im letzten Kapitel werden die Resultate nochmals aufgegriffen und die beiden angewandten Me-
thoden der dynamischen Programmierung und der Perturbation vergleichend gegeniibergestellt.
Erginzend erfolgt ein kurzer Ausblick auf alternative Losungsansitze und deren Gemeinsamkei-
ten zu den im Rahmen der Arbeit behandelten Konzepte.

Formeln, auf die im weiteren Verlauf der Arbeit Bezug genommen werden, erhalten eine For-
melnummer. Diese Formelnummer wird kapitelweise hochgezéhlt. Literaturverweise erscheinen
in eckigen Klammern und mit der jeweiligen Nummer der Literaturquelle aus dem Anhang. Die
Abkiirzungen beschrinken sich auf allgemein giiltige Abkiirzungen, wie z.B., d.h. oder bzw.

Aus diesem Grund wurde ein Abkiirzungsverzeichnis als unnétig erachtet. Ebenso wurde auf ein
Abbildungsverzeichnis verzichtet.
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2 Makrookonomische Wachstums-
theorie

Das folgende Kapitel ist als Exkurs in die Wirtschaftswissenschaften zu verstehen und gibt eine
Einfiihrung in die makrookonomische Wachstumstheorie. Dabei orientiert es sich an [17] und [4].
Die grundlegende Methodik dieser Teildisziplin der Wirtschaftswissenschaften besteht in der mo-
delltheoretischen Analyse. Allgemeine Grundstrukturen 6konomischer Sachverhalte werden am
besten durch eine abstrahierende Generalisierung aufgedeckt. Allein durch das Sammeln und die
Beschreibung von empirischen Tatbestinden lassen sich Wirkungszusammenhinge auf gesamt-
wirtschaftlicher Ebene nicht erklidren. Daher denken besonders Okonomen in Modellen, da diese
die Realitit auf die wichtigsten, relevanten Strukturen reduzieren.

Die Wachstumsmodelle, welche in dieser Arbeit als Anwendungsobjekt fiir die in der Einfithrung
erwiahnten mathematischen Verfahren dienen, sind mit vielen Annahmen versehen. Sie zeichnen
sich durch einen hohen Abstraktionsgrad aus. Ihr Erkldrungswert liegt darin, die Ursachen von
Wirtschaftswachstum zu erfassen.

Dem Ziel eines stetigen und angemessenen Wirtschaftswachstums hat sich die Bundesregierung
Deutschlands im Rahmen ihrer Wirtschaftspolitik verpflichtet. Bereits im Jahre 1967 hat die Re-
gierung dies im sogenannten, damals verabschiedeten Stabilititsgesetz ,,StWG*! festgehalten. An-
hand dieser tiefen Verflechtung der Wachstumstheorie im politischen Alltag ist andeutungsweise
erkennbar, wie bedeutsam eine gute Modellbildung und eine darauf beruhende Modellanalyse ist.
Wihrend der Hauptteil dieser Arbeit ausfiihrlich auf die mit modernen mathematischen Verfahren
bewerkstelligte Analyse der Wachstumsmodelle abzielt, werden nun zunéchst grundlegende 6ko-
nomische Begriffe definiert.

Sie spielen bei der Auseinandersetzung mit makrookonomischen Fragestellungen eine wesentliche
Rolle und sind fiir das Verstidndnis der Modelle unerlésslich.

! Kurzbezeichnung fiir das ,Gesetz zur Foérderung der Stabilitit und des Wachstums der Wirtschaft®
(StWG)
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2.1 Definition grundlegender Begriffe

Dieser Abschnitt fiihrt in die Grundlagen der Wachstumstheorie ein. Als Literatur fiir diesen Ab-
schnitt wurde [4] sowie [17] verwendet.

Definition 2.1 (Okonomische Agenten, Wirtschaftssubjekte). Als 6konomische Agen-
ten bezeichnet man die Handlungs- bzw. Entscheidungstrdager in Wachstumsmodellen . Dies
sind nachfolgend zwer Arten von Wirtschaftsubjekten: Unternehmen und Haushalte. Jedem
der beiden Sektoren werden dkonomische Grundaktivititen zugeordnet.

e Die Unternehmen produzieren Giiter und Dienstleistungen, fragen Arbeitskrifte nach
und investieren.

e Die Haushalte konsumieren die erzeugten Giiter, bieten ihre Arbeitskraft an und bilden
mit threm Einkommen Ersparnisse.

In Modellen werden die Wirtschaftssubjekte durch einen reprisentativen Agenten nachgebildet.
Auf die Auffithrung des Sektors Staat und des Auslands, die zusammen einer offenen Volkswirt-
schaft angehdren, wird in dieser Arbeit verzichtet.

Definition 2.2 (Steady State). Unter einem volkswirtschaftlichen Gleichgewicht oder
LSsteady state” versteht man eine Situation, in der kein Wirtschaftssubjekt Veranlassung hat,
sein Verhalten zu dndern. Es wird oft als gesellschaftlich optimaler Zustand oder ausgewo-
gener Wachstumspfad bezeichnet.

Im Kontext der Wachstumsmodelle bedeutet dies, dass sich die verwendeten Schliisselvariablen
nicht mehr dndern.

Die nachfolgend aufgefiihrten Begriffe bilden die zentralen Groflen der 6konomischen Modelle
und werden formal durch Variablen dargestellt.

Definition 2.3 (Kapitalstock). Der aggregierte Kapitalstock enthdlt das gesamte Sach-
vermdgen einer Okonomie, welches fir produktive Zwecke genutzt wird. Er beinhaltet u.a.
den Wert samtlicher Maschinen und Biirogebiude und stellt den wesentlichen Input fiir die
Produktion dar (siehe 2.5). Er kann bei der Betrachtung eines lingeren Zeitraums tber die
Perioden hinweg abgeschrieben werden.

Definition 2.4 (Konsum). Unter Konsum versteht man den Kauf von Gitern und Dienst-
leistungen durch Konsumenten (Haushalte). Die Hohe des Konsums bestimmt den unmittel-
baren Nutzen der Haushalte (siehe Definition 2.7). Konsumuverzicht fihrt dagegen zu einem
Zuwachs des Kapitalstocks (Kapitalakkumulation).
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Wesentliche dkonomische Funktionen

Ausgangspunkt jeder Wachstumstheorie ist nach [4] die aggregierte Produktionsfunktion. Sie spe-
zifiziert die Beziehung zwischen der gesamten Produktion und den dabei verwendeten Inputs. Die
neoklassische Theorie unterscheidet dabei die drei Produktionsfaktoren Arbeit, Boden und Kapi-
tal, wobei letzterer fiir uns der relevanteste ist.
Dies fiihrt auf die folgende formale Definition.

Definition 2.5 (Die aggregierte Produktionsfunktion).
Die Produktionsfunktion P(K, L) bildet die Inputfaktoren Kapital K und Arbeit L mengen-
mdpig auf den Oulput der Okonomie, die Giterproduktion'Y, ab. Es gill:

Y = P(K, L) (2.1)

Obige Funktion quantifiziert demnach bei gegebener Menge an Kapital und Arbeit(skriften) den
Output. Die erzeugte Menge an Giitern und Dienstleistungen ergibt nach entsprechender Berech-
nung, auf die im Rahmen der Arbeit nicht eingegangen wird, das Bruttoinlandsprodukt? - die wohl
bekannteste volkswirtschaftliche GroBe.

Bisherige Annahmen alleine reichen jedoch nicht zur modellhaften Beschreibung des Produktions-
prozesses aus. Es existiert ein weiterer, nicht unerheblicher Faktor, der Einfluss auf den volkswirt-
schaftlichen Output hat. Er wird als technischer Fortschritt bezeichnet. Beispielsweise kann eine
Volkswirtschaft mit fortgeschrittener Technologie mit der gleichen Menge an Arbeit und Kapital
wesentlich mehr produzieren als eine Okonomie mit primitiver Technologie.

Im Zusammenhang mit den Modellen st66t man dabei auf den Begriff der technologischen Schocks.

Definition 2.6 (Technologische Schocks). Unter technologischen Schocks versteht man
Ereignisse in einem Makromodell, die die Produktionsfunktion dndern.

Sie gehen als zusdtzliche Variable T in die Produktionsfunktion P(K,L,T) ein.

Durch technischen Fortschritt kann entweder eine gleiche Produktionsmenge (Output) mit
einem geringeren Einsatz an Arbeit oder Kapital erstellt werden oder eine héhere Menge mit
dem gleichen Finsatz an Inputs.

Erscheinungsformen technologischer Schocks sind beispielsweise die Erfindung des PCs sowie
der Mikro-Chips in der Industrie und die damit verbundene Steigerung der Arbeitsproduktivitét.
Daraus leitet sich die Bedeutung dieses Faktors auf den wirtschaftlichen Output Y ab.

Nun fiihren wir den Begriff der Nutzenfunktion ein. Sie ist fiir den 6konomischen Agenten Haus-
halt von grofler Bedeutung.

2 Das BIP erfasst die gesamte Wertschopfung aller Waren und Dienstleistungen fiir den Endverbrauch,
die in einer Periode in einer Volkswirtschaft hergestellt wurden. (aus [4])
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Definition 2.7 (Nutzenfunktion, Grenznutzen). Die Nutzenfunktion N bildet die Kon-
summenge C' auf den Nutzen ab, der sich fiir den handelnden Agenten aus der Entscheidung
zu konsumaieren ergibt.

Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

N(C) >0
N'(C) >0
N"(C) <0

Unter dem Grenznutzen versteht man die erste Ableitung N' = g—g der Nutzenfunktion nach

der Konsummenge.

Umgangssprachlich beantwortet der Grenznutzen die Frage, wieviel zusitzlichen Nutzen eine wei-
tere Einheit eines Gutes stiften wiirde. In der Nutzentheorie wird unterstellt, dass der Grenznutzen
eines Gutes mit steigendem Konsum des Gutes abnimmt®. Die Nutzenfunktion wird konkav ge-
wihlt und erfiillt somit Eigenschaft 2.4.

Abbildung 2.1 zeigt den typischen Verlauf einer Nutzenfunktion.

N 4 N(C)

)

Abbildung 2.1: Typische Nutzenfunktion

2.2 Das neoklassische Wachstumsmodell nach Ramsey

Der zweite Abschnitt stellt nun konkret das neoklassische Wachstumsmodell nach Ramsey* vor,
das als Referenzmodell dient. Die Arbeit [16] ist hierbei ebenso wie [27] und [20] als Literatur-
quelle zu nennen.

3 In der Nutzentheorie wird dieser Grundsatz als erstes Gossensches Gesetz bezeichnet

4 Frank Plumpton Ramsey; geb. 22. Februar 1903 in Cambridge,  19. Januar 1930. Britischer Mathema-
tiker & Logiker, zugleich Entwickler 6konomischer Wachstumsmodelle. Gilt als Urheber der mathematischen
Analyse in der Wachstumstheorie.
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2.2.1 Variablen des Modells

Die in Abschnitt (2.1) definierten GroBen begegnen uns im Ramsey Modell. Da es sich um Strom-
groBen handelt, d.h. um GréBen, die pro Zeiteinheit definiert sind, erhalten die Variablen notatio-
nell einen Zeitindex ¢.

Variablen:

Y, : Volkswirtschaftlicher Output zum Zeitpunkt t

K, : Kapitalstock zum Zeitpunkt t

C; : Konsumausgaben zum Zeitpunkt t

I; : Investitionen zum Zeitpunkt t

Sy : Ersparnisse zum Zeitpunkt t

Modellparameter:

p . Diskontierungsfaktor

0 : Abschreibungsfaktor fiir Kapitalbestand

2.2.2 Das Ramsey Referenzmodell

Die Wachstumstheorie basiert nach den Worten von [16] auf der Pionierarbeit von [21], in der
Ramsey sein neoklassisches Wachstumsmodell aufgestellt hat. Es handelt sich um ein Modell mit
endogener Sparneigung, d.h. der Agent Haushalt bestimmt zu allen Zeitpunkten selbst iiber sein
Spar- bzw. Konsumverhalten.

Als neoklassisch bezeichnet man ,,eng gefasst“ den Ansatz, dass die Sparentscheidung aufgrund
der intertemporalen Maximierung des Konsumnutzens bestimmt wird. Das Mitte der 1950er Jahre
weitaus bekannter gewordene und in mehreren Arbeiten von Makrookonomen erwihnte Modell
von Robert Solow® ist ebenfalls ein neoklassisches, unterstellt jedoch im Unterschied eine exo-
gene Sparquote. Wir wollen nun aber das Ramsey Modell mit den eben erwihnten Variablen und
Parametern formulieren.

3 Solows Artikel ,,A contribution to the theory of enonomic growth® erschien 1956. Er erhielt 1987 den
Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften.
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Ramseys Modell

In mathematischer Schreibweise lautet das Modell, in welchem Ramsey (vgl. [21]) eine Antwort
auf die folgende Frage

,How much of its income should a nation save?*

sucht, folgendermalien:

0o 1 t
max W :=max Z (—) - N(Ch)
i \LFp

mit
Y, = P(K)) (2.5)
}/t - Ct"’lt
Kt+1 - (1 - 5)Kt + It (27)

Interpretation der Zielfunktion:

Es handelt sich bei obiger mathematischer Formulierung um ein Maximierungsproblem. Ramsey
ging der Frage nach, wie der Agent Haushalt seinen Nutzen iiber mehrere Perioden anhand seines
Konsum-/Sparverhaltens maximieren konne. Daher bezeichnet man W als Wohlfahrtsfunktion, NV
ist eine intertemporale Nutzenfunktion.

Es gilt der Grundsatz, dass der Nutzen eines Gutes in der Zukunft geringer zu bewerten ist als in
der Gegenwart. Daher wird der zukiinftige Nutzenzugang diskontiert %, was durch den Vorfaktor

t
<F1p> im Zeitpunkt ¢ erreicht wird.

Erlauterung der Modellgleichungen:

— Gleichung 2.5: Beschreibung des Produktionsprozesses
Zu jedem Zeitpunkt wird die produzierte Menge durch die Produktionsfunktion P bestimmit.

— Gleichung 2.6: Verwendungsgleichung
Der volkswirtschaftliche Output dient entweder dem Konsum oder wird investiert.
Dabei gilt in diesem Modell, wie auch in anderen geschlossenen Volkswirtschaften, die
Gleichheit von Investition und Ersparnis:

6 Diese Annahme wurde erst spéter ins Modell mitaufgenommen. Ramsey lehnte diesen Ansatz urspriing-
lich ab.
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— Gleichung 2.7: Kapitalakkumulation
Sie driickt aus, dass die zeitliche Verdnderung des Kapitalstocks auf den getitigten Inves-
titionen abziiglich der Abschreibungen beruht. Dies wird durch Umstellen der Gleichung
verdeutlicht:

AK::Kt+1—Kt:It—5'Kt

Entsprechen sich beide GroBen der rechten Seite, bleibt der Kapitalbestand unverdndert und
die Okonomie befindet sich im steady state.

Vervollstindigung des Modells:
Um das Modell zu komplettieren, werden eine Produktionsfunktion P sowie eine Nutzenfunktion
N gewihlt. Als konkave Nutzenfunktion gemé8 Definition 2.7 eignet sich der Logarithmus:

N(Cy) = log(Cy)
Als Produktionsfunktion P dient im Modell die sogenannte Cobb-Douglas Produktionsfunktion”.

Definition 2.8 (Cobb-Douglas Produktionsfunktion). Die Cobb-Douglas Produktions-
funktion ist von der FormY = P(K,L) = A- K~ - L'7°.
Dabei gilt fiir die beiden Konstanten: 0 < a <1, A>0

Die Produktionsfunktion gehort nach [4] heutzutage zum Standardwerkzeug jedes Okonomen und
beschreibt sehr gut die Beziehung zwischen Produktion und den Inputfaktoren Kapital und Arbeit.
Besonders im neoklassischen Konzept steht sie im Fokus des Modells.

Definition 2.9 (Konstante Skalenertrige).
PAK,AL) = \P(K,L), \>0,A€R. (2.8)

Diese Eigenschaft bedeutet, dass eine Vervielfachung der beiden Inputs Kapital und Arbeit zu einer
entsprechenden Anderung der Outputmenge fiihrt.
Fiir Cobb-Douglas Produktionsfunktionen trifft dies zu, wie leicht nachzupriifen ist:

POAK, L) =A-(AK)*- (ALY =A. )t Ko L=\ A K> L'

Gleichbedeutend in mathematischer Sprache ist damit, dass die Funktion linear homogen ist.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir den dynamischen, volkswirtschaftlichen Prozess im
Ramsey Modell mit nachfolgender Abbildung zusammenfassen.

7 1928 von den Amerikanern Charles Cobb (Mathematiker) und Paul Douglas (Okonom) erfunden.
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Zusammenfassung:

R

Modellgleichung
@2.5)

Modellgleichung
(2.6)

Modellgleichung
@7

Anderung des

. Ersparnis/ Investitionen
Kapitalstocks I

Abbildung 2.2: Zusammenspiel der Modellvariablen

In der Volkswirtschaft nach Ramsey stellt sich das Problem, das in einer Periode erwirtschaftete
Einkommen (Output gemil Modellgleichung (2.5)) entweder fiir den Konsum zu nutzen oder zu
investieren (Verwendungsgleichung (2.6)). Wihrend die getroffene Entscheidung zu konsumieren
einen unmittelbaren Nutzen stiftet (Zielfunktion), fithrt die Investition andererseits zu einer Er-
héhung des Kapitalstocks (Kapitalakkumulationsgleichung (2.7)). Dies bewirkt gleichzeitig einen
hoheren zukiinftigen Output und damit einen hoheren moglichen Konsum. Letztendlich ist der
O0konomische Agent vor das Problem einer optimalen Ressourcenallokation gestellt.



3 Mathematische Theorie der
Verfahren

In diesem Kapitel wird die mathematische Theorie der spiter angewandten Verfahren erliutert.
Wie einleitend erwihnt, bedient man sich in der Analyse konomischer Probleme mathematischer
Methoden, um durch Bestimmung der unbekannten Funktionen die Aussagekraft des Modells fiir
die Realitit herzuleiten.

Bei der Wahl des Losungsansatzes der dynamischen Programmierung spielt die Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung und das Bellman’sche Optimalititsprinzip die zentrale Rolle. Mit Einsatz von
Gittern ldsst sich ein numerischer Algorithmus zur Bestimmung der optimalen Wertefunktion ent-
wickeln, der im zweiten Abschnitt beschrieben wird. Im Falle der Perturbationsmethoden, denen
sich Schmitt-Grohe und Uribé in [24] widmen, beruht der Losungsansatz auf zentralen Sitzen der
Analysis und der Theorie der Hamilton-Funktion verkniipft mit dem stochastischen Maximum-
prinzip.

3.1 Stochastische Grundlagen und zeitdiskretes Kontroll-
system

Zunichst erfolgt eine kurze Darstellung zentraler stochastischer Grundlagen, welche in den daran
anschlieBenden Ausfithrungen Verwendung finden. Ziel ist es, damit am Ende dieses Paragraphs
ein zeitdiskretes, stochastisches Kontrollsystem zu definieren. Dieses bietet uns beispielweise die
Méglichkeit, die im vorherigen Abschnitt erlduterten Gleichungen (2.5) — (2.7) in ein mathemati-
sches Rahmenwerk einzubetten. Das resultierende optimale Kontrollproblem dient uns als Motiva-
tion fiir die beiden Losungsverfahren, deren theoretischer Hintergrund in den nachfolgenden Ab-
schnitten veranschaulicht wird. Als Literaturquellen fiir den ersten Abschnitt wurden insbesondere
[8] und [13] herangezogen. In Fragen der MaB3- und Integrationstheorie wird auf [1] verwiesen.
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3.1.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Bis wir an den Punkt gelangen, stochastische Parameter in die Modelle einzubauen, benodtigen wir
vorab einige zentrale Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Definition 3.1 (Wahrscheinlichkeitsraum, o—Algebra). Fin Wahrscheinlichkeitsraum
besteht aus einem Tripel (), %, P) mit:

e () ist die Menge der Elementarereignisse w € €2
(die w lassen sich im dkonomischen Hintergrund beispielsweise als technologische Schocks

(siehe (2.6)) auffassen)

o 3 C P() ist eine o-Algebra auf S, d.h. eine Teilmenge der Potenzmenge von € mit
den folgenden Figenschaften:

a) 0,QeX

b) Ae Y= A% :=Q\ A€ und

c) Seien A, € XVi= |JA €eX und A €D
, Pl

i=1 i—
e P ist das Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf ¥, d.h. P : ¥ — [0, 1] mit den Eigenschaften:
a) P(2) =1 (Q ist das sichere Ereignis)
b) P(A°)=1—P(A) VAeX
c) P(fj A)) = i P(A;) fir jede Folge paarweise disjunkter Mengen aus %
(d.Zh:.IAZ» N A;Zl: () fiir beliebige 1,5 : 1 # j)
Definition 3.2 (Borel-o-Algebra). Die Menge B bezeichnet die Borel’sche-o—Algebra. Sie

ist die gebrduchliche o—Algebra fiir die reellen Zahlen R. Sie enthdlt alle offenen Intervalle
la,b[, a,b € R.

Um zufillige Ereignisse w € {2 im Rahmen einer Analyse zahlenmifig erfassen zu kdnnen, eignen
sich als spezielle Abbildungen Zufallsvariablen.

Definition 3.3 (Zufallsvariable, Verteilungsfunktion). Gegeben sei ein Wahrschein-
lichkeitsraum (2,3, P). Fine auf Q definierte Funktion X : Q — R heif§it eine reelle Zufalls-
variable, wenn fir x € R gilt:

X H(—o0,z]) ={w e Q: X(w) <)} €, wobet X~ die inverse Funktion bezeichnet.

Mit anderen Worten: Fir jede reelle Zahl x ist eine Funktion Fx : B — [0,1] erkldrt.

Fx(z) = P{w: X(w) <z})=P(X <x) (3.1)

Man nennt Fx die zu X gehérige Verteilungsfunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Werden mehrere Zufallsvariablen betrachtet, so ist der Begriff der Unabhéngigkeit und der identi-
schen Verteilung von Bedeutung.

Definition 3.4 (Unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvariablen). FEine belicbige
Folge von Zufallsvariablen Xy, Xs, ... auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (9,3, P)
heifst unabhingig und identisch verteilt (kurz: 1.1.d.'), wenn folgende zwei Bedingungen gel-
ten:

a) Die Zufallsvariablen sind unabhdngig, d.h. es gilt
P(Xl GBl,...,XkEBk):P(Xl EBl)P(XkEBk) VBl,...,Bk € B. (32)
Die gemeinsame Verteilung ist das Produkt der einzelnen Verteilungen (Produktregel).

b) Die Zufallsvariablen besitzen dieselbe Verteilungsfunktion, d. h. Fx, = Fx, Vi,j € N.

Man unterscheidet in der Stochastik zwischen diskreten und stetigen Verteilungsfunktionen. Im
Hinblick auf die spidteren 6konomischen Anwendungen ist es an dieser Stelle ausreichend, stetige
Verteilungen zu betrachten. Dies sind Verteilungen von Zufallsvariablen, die iiberabzihlbar viele
Werte annehmen konnen.

Dies fiihrt zunéchst auf den Begriff der Verteilungsdichtefunktion.

Definition 3.5 (Dichtefunktion). Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, 3, P). Ihre Verteilung Fx besitzt genau dann eine Dichtefunktion px, wenn gilt:

Folc) = / " px(@)dz VeeR (3.3)

Die Dichtefunktion px als Ableitung der Verteilungsfunktion Fx besitzt die folgenden zwei
FEigenschaften:

a) px(r) >0
b) _70 px(z)dr =1

Damit sind wir in der Lage zwei bedeutende KenngroBen fiir Verteilungen zu definieren:
Erwartungswert und Varianz.

Definition 3.6 (Erwartungswert). X sei eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,3, P). Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X wird definiert als

E(X) = /Oo x - px(x)dx (3.4)

[e.o]

L Abk. fiir independent and identically distributed
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Definition 3.7 (Varianz, Streuung). Als Varianz einer Zufallsvariablen X auf dem Wahir-
scheinlichkeitsraum (Q, 3, P) bezeichnet man

Var(X) = E(IX — E(X)P) = /OO (z — B(X))? - px(2)dz (3.5)

—00

Als weiterer Verteilungsparameter ist die Standardabweichung o gegeben durch

o(X) =+ Var(X). (3.6)

Bemerkung 3.8. Wir setzen in den obigen Definitionen jeweils voraus, dass die entspre-
chenden Integrale existieren. Nihere Einzelheiten zur Integrationstheorie, etwa zur FExistenz
der entsprechenden Momente einer Zufallsvariablen, finden sich in [1].

Mit dem Erwartungswert charakterisieren wir den ,,typischen* oder ,,mittleren* Wert der Zufalls-
variablen, die Varianz dient als Maf} dafiir, wie stark die Werte der Zufallsvariablen von E(X)
abweichen. Als in praktischen Anwendungen am hiufigsten auftretende stetige Verteilung gilt die
Normalverteilung, die auch fiir unsere Zwecke sehr relevant ist.

Definition 3.9 (Normalverteilung). Eine stetige Zufallsvariable X mit Erwartungswert
w und Varianz o® heift normalverteilt, wenn die Verteilungsdichtefunktion gegeben ist als

1 o—p)?
e , xR (3.7)

X g
pX( ) 2mo

Man schreibt fiir normalverteilte Zufallsvariablen X ~ N(u,0?).
FEine Zufallsvariable Y ~ N(0,1) heifit standardnormalverteilt, ihre Dichtefunktion py wird
als ,,Gaufl’sche Glockenkurve® bezeichnet.

Nachfolgende Abbildung (3.1) zeigt einige Dichtefunktionen von Normalverteilungen fiir ver-
schiedenen Varianzen, die blaue Kurve den Graphen der Gauf3’schen Glockenkurve.
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— N(0,1)
2r — N(0,0.4)[1
N(0,0.1)
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Abbildung 3.1: Dichtefunktion von Normalverteilungen

3.1.2 Stochastische Prozesse

Zur Erfassung moglicher Abhingigkeiten zufélliger Groflen von deterministischen Parametern
geht man vom Begriff der Zufallsvariable zu dem des stochastischen Prozesses iiber. Mit sol-
chen ,,Zufallsprozessen lassen sich z.B. die Bewegung eines Molekiils auf der Wasseroberfliche
in der Physik (Brownsche Bewegung) oder, um im 6konomischen Kontext zu bleiben, das Ausmafl
technologischer Schocks in Abhéngigkeit von der Zeit ausdriicken.

Definition 3.10 (Stochastischer Prozess). Fine Familie von Zufallsvariablen tber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (0,3, P), abhdngig von einem Parameter t € T, heifit stochasti-
scher Prozess. Ein reellwertiger stochastischer Prozef§ X ist definiert als Funktion

X:OxT—-R, (wt)— X(w,t). (3.8)

Im folgenden ist t immer der Zeitparameter. Wird ein Elementarereignis w* festgehalten, so
nennt man X (w*,-) eine Realisierung (oder Pfad) des stochastischen Prozesses. Betrachtet
man einen festen Zeitpunkt t € T, so ist X (-, 1) eine gewdshnliche Zufallsvariable.

Bemerkung 3.11. Fir T = [a,b] mit a,b € R, —00 < a < b < 00 spricht man von einem
zeitstetigen stochastischen Prozess. Wir betrachten in dieser Arbeit aber diskrete Prozesse,
also T = Ny. Die in Abschnitt (3.1.1) eingefiihrten Begriffe und zentralen Parameter sind
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auf stochastische Prozesse tbertragbar.

So ist z.B. durch Fx(x,t) = P(X(t) < x) die Verteilungsfunktion eines stochastischen Pro-
zesses gegeben.

Unter anderem lassen sich stochastische Prozesse nach dem Typ der Verteilung klassifizieren.
Bekannte Prozesstypen sind folgende:

e Markov’sche Prozesse
e Wiener’sche Prozesse
e (raufS’sche Prozesse.

Bei letztgenannter Klasse gentigen die Zufallsgrofien X (-,t) einer Normalverteilung.

3.1.3 Das zeitdiskrete, stochastische Kontrollsystem

Nachdem die relevanten Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie gekldrt wurden, wird in
diesem Abschnitt ein zeitdiskretes, stochastisches Kontrollsystem definiert, auf dem die weiteren
Ausfiihrungen basieren. Dabei werden auch die Begriffe Kontrolle bzw. Steuerung niher erklart.

Definition 3.12 (Zeitdiskretes, stochastisches Kontrollsystem). Ein zeitdiskretes,
stochastisches Kontrollsystem ist gegeben durch eine Abbildung

p:R"x U xR™ - R", (x,u,z) — o(z,u, 2).

Hierbei bezeichnet x € R™ den Zustand, uw € U C R? die Kontrolle (Synonym: Steuerung)
und z € R™ die stochastische Stérung. ¢ bezeichne die Dynamik des Systems.

Zum Anfangswert xy € R", einer Kontrolle u = (u;,t € Ng) und einer Folge von Zufallsva-
riablen Zy, Z1, ... (i.i.d.) definieren wir die Liosung X; = Xi(xo,u) des Systems firt > 0
induktiv mittels

Xo =9, Xpy1= @(Xtaut’ Zt)-

Das definierte System kann im Zeitablauf verschiedene Zustinde annehmen. Die Zustandsvaria-
blen fassen jene GroBen zusammen, welche das Verhalten des Systems beschreiben.

In jedem Zeitpunkt kann der Entscheidungstriger den Wert der Kontrollvariablen u wihlen und
steuert somit das System.

Bemerkung 3.13. Der Zustandsraum wird mit X C R"™ bezeichnet und als kompakt ange-
nommen.

Fiir die Losung wird nachfolgend die kiirzere Notation X, verwendet. Nur dort, wo es not-
wendig ist, wird das Argument (xg,u) aufgefihrt.
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Die Kontrolle u des Systems ist selbst wie Z ein stochastischer Prozess (Kontrollprozess),
da u zeitabhdngig ist und die stochastische Information zu jedem Zeitpunkt die Wahl von
u maggeblich beeinflusst. Denn wdhlt man beispielsweise den Kontrollwert ug fest, so soll
die Maéglichkeit bestehen, zu einem Zeitpunkt t > 1 auf die dann bekannte, jetzt aber noch
ungewisse zukinftige Situation zu reagieren, d.h. die Kontrollfunktion hangt von der anfangs
unbekannten Zukunft ab.

Die Wahl des Kontrollwerts u soll zu jedem Zeitpunkt ¢ aber realistischerweise nur von den ver-
gangenen und dem gegenwirtigen Zustand X, X, ... X, abhidngen.

Dies beschreibt folgende kontrolltheoretische Definition von der Zulissigkeit eines Kontrollpro-
zesses.

Definition 3.14 (Zuldssiger Kontrollprozess). Fin Kontrollprozess u heifit zuldssig,
wenn Abbildungen hy : (R™) — U, t € Ny existieren, so dass

U = ht(Xo,Xl,...,Xt) YVt € NO- (39)

Der 6konomische Agent wihlt u; demnach in geeigneter Feedbackform, d.h. die Kontrolle ist
abhiingig vom gegenwirtigen und den vergangenen Zustdnden sowie von der Zeit.

Bemerkung 3.15 (Standardisierung der Z,). Fiir den stochastischen Finfluss im System
gilt die Pramisse, dass die Z; normalverteilte Zufallsvariablen mit E(Z;) = 0 und Var(Z;) =
o2 sind.

Die Zy ~ N(0,0?) lassen sich zu ¢, :== 2 standardisieren.

Es gilt dann ¢, ~ N(0,1) und o - ¢; ~ Z;.2

Optimales Kontrollproblem

Nachdem das diskrete, stochastische Kontrollsystem eingefiihrt wurde, wird nun die fiir die spé-
teren Losungsansitze relevante Klasse dynamischer Optimierungsprobleme, das sogenannte op-
timale Kontrollproblem betrachtet. Die Kontrollvariable v wird im Normalfall nicht willkiirlich,
sondern einem Optimierungsziel folgend gewihlt. Dies macht folgende Definition ersichtlich.

Definition 3.16 (Optimales Kontrollproblem). Gegeben sei ein diskretes, stochastisches
Kontrollsystem gemafs (3.12).

Man definiert eine Ertragsfunktion | : R™ x U — R und eine Diskontrate 3 € (0, 1].

Unter einem optimalen Kontrollproblem auf unendlichem Zeithorizont T = Ny = {0,1,2,...}
versteht man folgende Problemstellung:

max Joo(zo,u) :=E (Z gt l(xt,ut))
uGU(:Co) t=0

Ul(zo) ist die zum Anfangswert xy zuldssige, beschrinkte Kontrollmenge.

2 Die ¢, treten im vierten Kapitel beim Perturbationsmodell wieder auf.
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Die optimale Wertefunktion
Zum optimalen Kontrollproblem fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein.

Definition 3.17 (Optimale Wertefunktion). Die optimale Wertefunktion V. zum Kon-
trollproblem (3.16) wird definiert als
Voo(xg) := sup Juo(xo,u). (3.10)

ueU(zo)

Die Funktion ordnet jedem Anfangswert xo den mazimal erzielbaren Zielfunktionswert zu.

Definition 3.18 (Optimaler Kontrollprozess). Ein Kontrollprozess u heifit optimaler
Kontrollprozess fir Jy, wenn gilt:

Die zugehirige Losung X, (xo, ) wird folglich optimale Losung bzw. Trajektorie genannt.

3.2 Der Ansatz der dynamischen Programmierung

Ziel dieses Abschnitts ist es, das Konzept der dynamischen Programmierung, insbesondere das
Bellman’sche Optimalititsprinzip, darzulegen. Die das Prinzip verkorpernde, berithmte Bellman—
Gleichung dient der Losung optimaler Kontrollprobleme. Die Unterabschnitte erldutern die nume-
rische Umsetzung, von der Diskretisierung des Zustandsraums mit Gittern, iiber die Fehlerabschiit-
zung bis hin zum Entwurf eines Algorithmus, der adaptive Gitter verwendet. Durch deren Einsatz
kann numerisch die optimale Wertefunktion des betrachteten Optimierungsproblems auf unendli-
chem Zeithorizont berechnet werden.

Zunachst wird das wegweisende Optimalititsprinzip, welches auf dem amerikanischen Mathema-
tiker Richard Bellman?® beruht, in Form eines Satzes bewiesen.

3.2.1 Bellman’sches Optimalitatsprinzip

Satz 3.19 (Bellman’sches Optimalititsprinzip). Die optimale Wertefunktion V., erfillt
fiir alle Anfangswerte xq und alle Zeitpunkte k € Ny die Gleichung

k
Veo(zg) = sup E Zﬂtl(Xt,ut) + BV (Xiy) ¢ (3.12)
ur €U (z0) —0
mit Xy = Xy(xo,w). Fir den Spezialfall k = 0 ergibt sich:
Vo (0) = su(p )E{l(xo, u) + BV (o(x0,u, Zy))} . (3.13)
ueU (xo

3geb. 29. August 1920, t 19. Mérz 1984. Seine Erfindung des Prinzips der dynamischen Programmierung
in den fiinfziger Jahren war ein entscheidender Durchbruch auf dem Gebiet der Entscheidungsprozesse.
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Bewelis:
Der Beweis wird fiir (3.13) ausgefiihrt, da (3.12) mittels Induktion iiber & folgt.

»<“: Esseien g € R" und u € U(x() beliebig. Dann gilt:
Joo(T0,u) = E {Z BH(Xy, ut)} (Definition)
=0

=E {l(xo,uo) + Zﬂtl(Xt, ut)} = I(z9,up) + OE {Zﬁtl(){tﬂ, Ut+1)}

< E{l(w0,u0) + BVao(X1)} _
= E {i(z0,u0) + Voo (0, 1o, Z0)) }
< sup E{l(zo,up) + BV (X1)}

ueU (zo)

Diese Ungleichung gilt fiir alle zuldssigen u, somit auch fiir Vo, (zo) = sup Juo (o, u).
uelU(zo)

»>“1 Seie > 0.Zubeliebigem, aber festem = € R™ wird ein Kontrollprozess u* € U(x) gewihlt,
fiir den gilt:

Joo(z,u®) > V() — € (3.14)

Wihle einen Kontrollwert v* € U mit
]E {l('xm U*) + 6‘/00(@(1'0, u*7 ZO))} 2 SHEE {l(l’o, U) + BVOO(QD(:C(D u, ZO))} — €.
ue

Zudem wihlt man einen Kontrollprozess v € U(zo) mit Startkontrollwert uy = u* =

ho(zo). Definiere einen aus « und u~! zusammengefiigten Kontrollprozess @ *:

Dieser ist zulédssig fiir den Anfangswert x, gemiB (3.9), da entsprechende Feedbackabbil-
dungen h; gegeben sind durch:

Bt<xo,...7qjt) — {hﬂ(%), t=

Rt (zq, ... x), t=1,2,...

Die zu @ gehdrige Losung werde mit X; = X;(zo, i) bezeichnet.

4 Wird als Konkatenation bezeichnet.



22 KAPITEL 3: MATHEMATISCHE THEORIE DER VERFAHREN

Dann ergibt sich

Vo(xo) = sup  Joo(w0, @)
ueU(zo)

= Ssup E{iﬁtl(){mut)}
) =0

ueU (zo

= sup )E {l(l’o, UO) + Zﬁtl(xt, Ut)}
t=1

uwel (zo

> E {l(l’o, tio) + 52 BUXi 4, fbt+1)}

t=0

= l(zg,u”) + OE {E1 (i ﬁtl(Xt+1,Uf(1)> }

> sup E {l(xq, u) + Ve (p(x0, u, Zo))} — 2¢
uelU
Im letzten Schritt wurde die Wahl von « und (3.14) ausgenutzt.
Mit ¢ — 0 folgt schlieBlich die Ungleichung und somit die Behauptung (3.13). O

Das Bellman’sche Optimalitétsprinzip verdeutlicht anschaulich, dass Endstiicke optimaler Trajek-
torien selbst wieder optimale Trajektorien darstellen. Anders ausgedriickt bedeutet das: Steuert
man vom Anfangszustand z( ausgehend bis zu einem gewissen Zeitpunkt k optimal, so ist fiir den
erreichten Zustand z; , den man dann als neuen Anfangswert auffasst, die restliche Kontrollwert-
folge uk, U1 ... optimal.

Um den Satz dahingehend zu verstidrken, dass V. die eindeutige Losung der Bellman-Gleichung
(3.13) darstellt, benotigt man eine weitere Bedingung, die geeignetes Grenzverhalten der rechten
Seite des Optimalitétsprinzips beschreibt.

Definition 3.20 (Transversalititsbedingung). Eine Funktion W : R™ — R erfillt die
sog. Transversalititsbedingung, falls fir xo € R™ und jede Folge von Kontrollprozessen u® €
U(xo) mit zugehirigen Lisungen X! = X;(xo,u’) die nachfolgenden Implikationen gelten:

-1
limsup E {Z B X, ug) + 5TW(XT)} < 00 = liTnlianE{ﬁtW(Xt)} >0 (3.15)

T—o0 —0

-1
liminf E {Z B Xy, ug) + BTW(XT)} > —o0 = limsup E{#'W(X;)} <0 (3.16)

T—o0 “—o T—o00

Bemerkung 3.21. Die Transversalititsbedingung wird von der optimalen Wertefunktion Vi
erfillt, falls fir die Diskontrate 3 < 1 gilt und die Ertragsfunktion | beschrinkt ist.



3.2 DER ANSATZ DER DYNAMISCHEN PROGRAMMIERUNG 23

Damit ist nun folgende Eindeutigkeitsaussage moglich.

Satz 3.22. Die optimale Wertefunktion V., erfille die Transversalititsbedingung (3.15),
(3.16). Dann stimmt jede weitere Funktion W, die (3.12) erfillt, mit Va, dberein.

Beweis
Der Beweis ist in [13] nachzulesen. O

Damit ist die Wertefunktion V, als eindeutige Losung der Bellman-Gleichung gekennzeichnet
und kann, wie in den nachfolgenden Abschnitten aufgezeigt wird, ausgehend von (3.13) berechnet
werden.

Mithilfe des Optimalititsprinzips ist es auBBerdem moglich, optimale Kontrollprozesse zu cha-
rakterisieren. Fiir diese ergibt sich, wie der folgende Satz zeigt, eine sehr schone Darstellung in
Feedback-Form, die noch prignanter ist als diejenige von (3.9).

Satz 3.23 (Optimaler Kontrollprozess als Feedback). Fir alle v € R" sei das Supre-
mum in (3.13) ein Mazimum. Dann ezistiert eine Funktion F,, : R" — U, so dass folgende
Gleichung gilt:

sup B {I(z, u) + BVoo (0(2, , Z0))} = E{I(x, Foo (@) + BVoo(p(@, Foc(), Z0))} - (3.17)
ue
Dadurch ist fiir jeden beliebigen Anfangswert xo induktiv eine optimale Losung X;,t € Ny,
definiert mittels

Xo =z, Xey1 = f(Xy, Fos(Xy), Z3).

D.h. fiir den zugehdrigen optimalen Kontrollprozess u® = Fo(X3), Vt € Ny gilt
Joo(x[))uoo) - Vw(xO))

unter der Pramisse, dass Voo und W(zo) := Joo(xo, u™) die Transversalititsbedingung erfiil-
len.

Beweis:

Aus der Existenz der Maxima folgt unmittelbar die Existenz der Funktionen F,, . Die Tatsache,
dass die angegebene Losung durch den Kontrollprozess u., erzeugt wird, ist durch (3.12) erwiesen.
Der Beweis der Hauptaussage, sprich der Optimalitit von X; und «°, ist in [13] nachzulesen und
wird an dieser Stelle nicht ausgefiihrt. U

Bemerkung 3.24. Waren die zuldssigen Kontrollprozesse noch in Feedback-Form (3.9) in
Abhdngigkeit aller vergangenen Zustinde, des aktuellen Zustands und der Zeit t gegeben, so
ist hingegen die optimale Kontrollstrategie wegen uy = Foo(X;) nur noch an den gegenwdrti-
gen Zustand des Systems gekoppelt (Zustandsfeedback).
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3.2.2 [Iterative, numerische Bestimmung der optimalen Wertefunk-
tion

Dieser Abschnitt erldutert die numerische Umsetzung der dynamischen Programmierung. Ziel ist
es, eine Approximation V. der optimalen Wertefunktion eines zeitdiskreten, optimalen Kontroll-
problems zu berechnen.

Die Berechnung der optimalen Wertefunktion, die eindeutige Losung von (3.13) ist, erfolgt iterativ
ausgehend vom eben bewiesenen Optimalititsprinzip. Zunédchst wird eine geeignete Funktionen-
klasse definiert.

Definition 3.25. Mit F(A, B) wird die Menge aller Funktionen von einer Menge A in
eine Menge B bezeichnet. Der Projektionsoperator 11 : F(A, B) — W bildet eine beliebige
Funktion W aus F(A, B) auf thre numerische Approximation W ab, W = TIW.

Fiir die rechte Seite des Optimalitdtsprinzips in (3.13) wird der sogenannte Dynamische
Programmierung-Operator 7 : F(R™",R) — F(R™, R) eingefiihrt.
Es gilt:

T(W)(x) := sup E{l(z,u) + W (p(z,u,z)} (3.18)

uelU(x)

Das Optimalitétsprinzip ldsst sich damit kurz schreiben als:
Vo) =T (Vo)(x) VzeX (3.19)

Die gesuchte optimale Wertefunktion ist demnach charakteristischer Fixpunkt des Operators 7 .
Mit der Iteration
Vo=0, Ve =17(V%), k=0,1,... (3.20)

erhiilt man numerische Approximationen Vj, der optimalen Wertefunktion.
Es lasst sich leicht zeigen, dass klim Vi = V.
— 00

Im Rahmen einer numerischen Umsetzung iteriert man solange, bis sich die Iterierten nicht mehr
wesentlich unterscheiden, also || Vi1 — Vj, || x < € bei Vorgabe eines €. Dieses Vorgehen wird als
Werteiteration bezeichnet.

In den nachfolgenden Abschnitten wird dieser abstrakt eingefiihrte Ansatz konkretisiert.

3.2.3 Diskretisierung des Zustandsraums

Eine Diskretisierung des Zustandsraums X ist notig, um eine numerische Umsetzung auf dem
Rechner zu ermoglichen. Die Bellman—Gleichung in Form von (3.19) gilt fiir alle z € X, ist aber je
Iterationsschritt aus Speicherplatz- und Rechenzeitgriinden unmdoglich fiir alle Zustéinde - es sind
unendlich viele - auszuwerten. Durch den Ansatz einer rdumlichen Diskretisierung iiber Gitter
wird der Raum der Approximationen endlich dimensionale Gestalt aufweisen. Der numerische
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(ay,b9) (ag, b2)
® @ ® ®
Cs Cy Cs
o @ L o
Cs Cy Cs ko
® @ @ o
Co Ch Cs
(Cl.l, b1) ° o * (ag., b1)

Abbildung 3.2: Rechteckgitter

Aufwand steigt allerdings mit der Dimension n des Zustandsraums, weshalb man vom ,,curse of

w5

dimensionality* ° spricht.

Bemerkung 3.26. Der kompakte Zustandsraum X C R™ wird nun als zweidimensional
(n = 2) vorausgesetzt. Nachfolgende Definitionen und Sdtze beziehen sich darauf, lassen sich
jedoch auch auf n > 3 verallgemeinern.

Definition 3.27 (Rechteckgitter). Sei X C R? durch X = |a1, b1] X [ag, bs], a1 < by, as <
by gegeben. Ein (regelmdiffiges) Rechteckgitter I' auf X ist eine Menge von Rechtecken C;,
1=0,...,P—1, P= P, - P, mit Kantenlingen k, = bl_l‘” und ky = 252 50 dass

P P>
P-1
UJCi=X und intCinintC;=0 Vi,j=0,....P—1,i#j
=0

Als Eckpunkte bzw. Knoten definieren wir die Punkte E;,;i =0,....N —1, N = (P, +1)-
(Py 4+ 1). Der mazimale Durchmesser eines Rechtecks wird mit k = \/k? + k3 bezeichnet.

Abbildung (3.2) zeigt beispielhaft ein regelmifiges Gitter mit 16 Knoten. Als Elemente des Funk-
tionenraums fiir die Approximation von V, , zu welchem die Iterierten in (3.20) gehoren, eignen
sich affin bilineare Funktionen.

® Der Begriff wurde von Richard Bellman selbst kreiert. Er beschreibt damit die Komplexitiitszunahme
bei dynamischen Optimierungsproblemen aufgrund groferer Raumdimension.
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Definition 3.28 (Affin bilineare Funktion). Sei X C R?. Eine Funktion W : X — R
heifit affin bilinear, falls Konstanten g, . ..,a3 € R existieren, so dass die Gleichung

W(z) = a0 + a121 + aawz + azzi2s (3.21)

fiir alle x = (21, 22)" € R? gilt.
Fiir eine rechteckformige Menge X C R? definiert man den Raum der stetigen und stiickweise
affin bilinearen Funktion auf X beziglich T' als:

W= {W:X — R|Wist stetig und W

o, ist affin bilinear fir jedes i} (3.22)
Der Funktionenraum )V weist einige besondere Eigenschaften auf.
Satz 3.29. Fur die Elemente aus VW gilt:

a) Jedes W aus W ist eindeutig durch die Werte W (E;) in den Gittereckpunkten bestimmdt.

b) Fir jedes Rechteck C; = [c1,dy] X [ca,do] mit den Eckpunkten
Ei, = (c1,d)", Eiy = (d1,¢2)", By, = (e1,d2)", Eiy = (dy,d2)"
lasst sich W ¢, schreiben als

Wi(x)= > pj(x)W(E;). (3.23)

M-

7=0
Hierbei gilt fiir die sogenannten baryzentrischen Koordinaten ji;:
po = (1 =11 (2)(1 = 1a(x)) = y1(2)(1 = y2(z))
p2 = (1= y1(x))y2(x) ps = y1(x)ya ()

mit
T — Ck

dy — cx’

3
Insbesondere gilt p > 0Vj=0,...,3 und ) pi(zr) =1.
7=0

Beweis:
a): Aus der Definition (3.21) resultiert folgendes 4 x 4 - Gleichungssystem:

1 ¢ ¢y c¢1-c ap W(E;,)
1 di ¢ di-c a | | WI(E)
1 ¢ dy ¢ -dy a || WI(E)
1 dy dy dy-dy Qg W(E;,)
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Die Determinante ergibt sich zu (d; — ¢1)? - (doy — 2)* # 0.
Da die Eckpunkte paarweise verschieden sind, besitzt das lineare Gleichungssystem genau eine
eindeutige Losung o € R*.

b): Durch Rechnung sieht man, dass das angegebene W affin bilinear auf C; ist und in den Eck-
punkten die Werte W (£;;) annimmt.
Zu zeigen bleiben die beiden Eigenschaften fiir die y;:
Dass 1; > 0 gilt, folgt aus der Tatsache, dass die y(z) € [0, 1] liegen.
3
Zudem gilt 3, pij(z) = (1 = 51(@)) - [(1 = 12(2)) + 1(@)] + 11(2) - [(1 = 12(2)) + a(@)] =
]:

1 —wyi(z)+yi(z) =1 O

Die Eigenschaft, dass sich jede affin bilineare Funktion durch die Werte in den Knoten bestimmen
lasst, ist fiir die numerische Umsetzung wertvoll. Bei gegebenen N Knoten des Gitters I', welches
als Rechengebiet dient, ldsst sich Y als Vektorraum der Dimension N auffassen. Das heif3t also,
man wertet bei der Implementierung des Algorithmus die diskrete Hamilton—Jacobi—Bellman—
Gleichung (3.13) nur fiir die Eckpunkte F; des Gitters aus und fiihrt die Iterationsvorschrift geméf

Vi (Bi) = T(Vi)(Ey),° i1=0,....,.N—-1 keNg (3.24)

durch.

3.2.4 Fehlerschatzung und adaptive Gitter

Die in (3.27) eingefiihrten Gitter sind regelmaBig, d.h. alle Rechtecke C; sind gleich groB3. Mithilfe
adaptiver Gitter, deren Verwendung in [13] und [14] geschildert wird, lésst sich die Effizienz der
numerischen Approximation durch affin bilineare Funktionen deutlich steigern.

Adaptive Gitter haben die Eigenschaft, dass die Rechtecke in manchen Bereichen von I feiner, in
anderen wiederum grober sind. Groflere Feinheit ist besonders dann vorteilhaft, wenn die Werte-
funktion auf diesem Zustandsgebiet stark gekriimmt ist und infolgedessen grof3ere Abweichungen
zwischen exakter und approximativer Losung zu erwarten sind. Die Verfeinerung ist abhingig von
der Bestimmung des lokalen Fehlers in den Rechtecken des zugrundeliegenden Gitters I'.

Daher beginnt dieser Abschnitt, der sich an [10] und [11] orientiert, einleitend mit der Fehler-
analyse. Das Ziel besteht darin, den echten Fehler || Vi, — Vi |0 in der Maximumsnorm || - ||o
abzuschitzen, ohne dabei die exakte Losung V., zu kennen, was in der Praxis sehr oft der Fall ist.
Dabei spielen die in folgender Definition eingefiihrten lokalen a—posteriori Fehlerschitzer eine
wesentliche Rolle.

6 7 = II7, numerische Projektion von 7
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Definition 3.30 (Lokaler a—posteriori Fehlerschétzer). Betrachtet wird das diskrete,
optimale Kontrollproblem nach (3.16) auf einem Rechteckgitter I' mit P Rechtecken C;. Ein
lokaler a-posteriori Fehlerschatzer in der co-Norm st eine Menge von Werten ny,...,np mit
den beiden Eigenschaften

a) Der Wert n; ergibt sich aus den Daten des optimalen Kontrollproblems und aus der
Funktion Vs, in einer Umgebung N(C;) des Rechtecks C.

b) Es existieren Konstanten C1,Cy > 0, so dass fiir den Wert n = _max 7, die Ab-

1=0,...,

schédtzungen

Cin < || Vie = Vi [loe < Con (3.25)

gelten. Man nennt den Fehlerschitzer effizient und zuverldssig.

Von lokaler Effizienz des Fehlerschitzers spricht man, falls folgende Ungleichung gilt:

Cimi < sup  |Vao(2) — Vio(2)] (3.26)
zeN(Cy)

Unter Effizienz versteht man hierbei, dass aus einem gro3en Fehlerschitzer eine grofle Differenz
zwischen Approximation und exakter Losung gefolgert werden kann. Zuverldssig bedeutet, dass
ein kleiner Fehlerschitzer einen kleinen Fehler impliziert.
Die Definition deutet an, wie ein lokaler Fehlerschitzer zu einem auf adaptiven Gittern basieren-
den Algorithmus herangezogen wird. Die lokale Effizienz ldsst von einem groen Wert 7); auf einen
groflen Fehler in der Umgebung des Rechtecks schlielen. Dies legt nahe, dass im Gitter Regionen
mit groBem Schitzwert entsprechend zu verfeinern sind.

Um einen Algorithmus zu verwirklichen, der mittels adaptiver Gitter iterativ die optimale Werte-
funktion approximiert, wird ein geeigneter lokaler Fehlerschitzer benotigt. In dessen nachstehende
Definition geht der DP Operator 7 ein.

Definition 3.31. Die Funktion n: X — R{ sei gegeben durch

1) = |Vaola) = T(Vac) ()

Vi () — ( sup E{l(z,u) +ﬁ‘700(90(93,u,»2)}> |

uelU(x)
Auf n(x) basierend sei dann der lokale Fehlerschitzer definiert als

n; ;== maxn(x) ,i=0,...,P—1. (3.27)

zeC;

Mit genau diesem Fehlerschitzer erhilt man fiir die Abweichung von exakter Losung und Appro-
ximation eine niitzliche Abschitzung nach unten und oben.
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Satz 3.32 (Fehlerabschitzung). Fs sei § < 1. Fir n = _nax 17, mit den lokalen
Fehlerschatzern n; gemdfS (3.27) gilt

1
—n < — < —n. 2
AL Voo”oo_l_ﬁn (3.28)
Auferdem gilt
1 . .
oM< sup |Veo(z) = T(Veo)(2)] (3.29)
.Z’EN(CI)

mit N(C;) :={y € Xles existiert einx € C; mit ||y —x || < M}. M ist obere Schranke fiir
| oz, u, 2) ||

Beweis:
Der Beweis kann in [11] in Kapitel 4 nachgelesen werden.

Die untere Grenze gewihrleistet, dass grofe lokale Fehler eine groe Abweichung der Approxima-
tion von der exakten Losung erahnen lassen. Analog impliziert ein geringer oberer Schrankenwert
einen kleinen echten Fehler. Zu beachten ist, dass fiir 5 =~ 1 die Liicke zwischen oberer und unte-
rer Schranke grofl werden kann. Die Unabhéngigkeit der unteren Grenze vom Problemparameter
[ garantiert jedoch die Effizienz der Methode.

Eine Schwierigkeit bleibt jedoch bestehen. Bei der Berechnung der in (3.27) definierten Fehler-
schitzer tritt erneut das Problem auf, dass 7(z) an unendlichen vielen Punkten auszuwerten ist.
Abhilfe schafft hierbei die approximative Maximierung iiber eine endliche Menge an Textpunkten
pro Rechteck. Darauf wird beim Algorithmus eingegangen.

Adaptive Gitter
Kehren wir nun zum Ausgangspunkt der numerischen dynamischen Programmierung zuriick, der
Iteration geméB (3.20) zur Bestimmung der optimalen Wertefunktion.

Adaptive Gitter sind Folge einer im Laufe der Iteration durchgefiihrten Verfeinerung und Ver-
groberung, die in Abhingigkeit der lokalen Fehlerschitzungen im Gitter erfolgen.
In jedem Iterationsschritt £ € Ny sollte idealerweise die Gleichung

Vig1(2) =TVi(z) VreX (3.30)
erfiillt sein, jedoch aber wird (3.30) nur von den Eckpunkten F; des Gitters erfiillt.
Fiir alle Punkte x # E; gilt:
Vira(z) # TVi(2).

Um zu iiberpriifen, wie stark Gleichung (3.30) verletzt ist, wihlt man im Gitter I' eine ausge-
zeichnete endliche Menge von Testpunkten z;, j = 0, ... M und wertet die lokalen Fehlerschitzer

1 = Vi (z;) — TVi(z;)]
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aus. Ubersteigt der Fehler eine im Algorithmus vorgegebene Fehlerschranke, so wird der Testpunkt
als neuer Knoten in das Gitter eingefiigt und ein entsprechend feineres Gitter resultiert. Um die Git-
tergeometrie aufrecht zu erhalten, werden typischerweise Testpunkte als Kantenmittelpunkte oder
Mittelpunkt des Rechtecks C; gewihlt. Abbildung (3.3) verdeutlicht die Auswahl der Testpunkte.

[ = &
Q
@ = d

Abbildung 3.3: Mogliche Testpunkte eines Rechtecks C;

Entsprechend lidsst sich auswerten, ob ein existierender Knoten F; notwendig ist, indem man tes-
tet, wie sein Wert Vi (F;) vom interpolierten Wert V;*(F;) des groberen Gitters T* = T\ {E;}
abweicht.
Ist die Abweichung

d; = Vi (B;) — Vil E))]

kleiner als eine vorgegebene Vergroberungstoleranz ctol > 0, so wird der Eckpunkt E; entfernt,
ohne dass die Approximation qualitativ schlechter wird. Dafiir wird Speicherplatz gespart und die
Rechenzeit verkiirzt.

Die Gitteradaption fiihrt somit auf den folgenden Algorithmus, der angelehnt ist an eine Variante
aus [14].7

" Implementierungsdetails werden in Kapitel 5 erkliirt.
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Algorithmus zur Berechnung der optimalen Wertefunktion (3.31)

1. Wihle ein Startgitter I'y und setze k := 0. Definiere einen Verfeinerungsparameter p € (0, 1)
und eine Fehlerschranke rtol.

2. Berechne 7 (V;)(E;) auf dem Gitter T, fiir alle Knoten F; (Anwendung des Optimalitits-
prinzips).

3. Werte die lokalen Fehlerschitzer 7); fiir die erzeugten Testpunkte x; aus. Gilt n; < rtol Vj,
beende den Algorithmus.

4. Fiige diejenigen Testpunkte mit 7; > p - max7; in das Gitter I';, ein und setze & := k + 1.
J
Gehe zu Schritt (1).

Alternativ zur Spezifikation von rtol, kann man die Verfeinerung abbrechen, falls eine Maximal-
zahl an Rechtecken (Knoten) erreicht wurde. Sicherheitshalber sollte eine solche obere Schranke
zu Beginn des Algorithmus festgelegt sein.

Zudem kann der Algorithmus dahingehend abgeédndert werden, dass nach Schritt (2) eine Gitter-
vergroberung erfolgt. Im Falle der spiteren Anwendungsbeispiele wird diese Modifikation nicht
vorgenommen.

Auswertung des DP Operators 7

Die zentrale Rechenleistung in obigem Algorithmus stellt die Auswertung des DP Operators (3.18)
dar. Fiir jeden Knotenpunkt und fiir die Testpunkte ist in jedem Schritt £ € Ny die rechte Seite der
Bellman—Gleichung auszuwerten.
Dabei treten zwei Probleme auf, die aber gelost werden konnen.
Auswertungsprobleme:

1. Auswertung des Maximums iiber alle zuldssigen Kontrollen

2. Berechnung des Erwartungswerts bei gegebener Dynamik ¢ mit stochastischem Einfluss

Das erste Problem wird dadurch beseitigt, dass die als kompakt vorausgesetzte Steuerungsmenge
U (x) diskretisiert wird. Betrachtet wird eine endliche Menge U C U (x() mit der Eigenschaft

€, := max min || u — @ ||
uel(z) ael
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Zugleich lasst sich damit numerisch eine approximative Kontrolle % berechnen. Fiir einen gegebe-
nen Zustand x erhilt man ,,online* den optimalen Kontrollwert @(x) durch

i(x) = argmax B{l(z, @) + BVi(p(z, 0, 2)}. (3.32)
aclU
Das maximierende Argument ldsst sich meist schnell berechnen, weswegen der Rechenaufwand
fiir die Gewinnung approximativer, optimaler Feedbacks vertretbar ist.

Um das zweite Problem bei der Berechnung von 7" zu beheben, wird der Erwartungswertausdruck

E{l(z, @) + BVi(p(z, @, 2)}

genauer betrachtet.

Der stochastische Einfluss z als Argument der Dynamik ¢ ist normalverteilt. Die stetige Vertei-
lungsdichtefunktion pz(z) ist numerisch auswertbar und somit ergibt sich

E{l(z, 1) 4+ BVi(p(x, 0, 2)} = l(z,0) + [ - /Vk(go(x,ﬂ, 2))pz(2)dz.

Um den Wert des Integrals zu approximieren, wird eine numerische Quadraturregel herangezogen.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die zusammengesetzte Trapezregel verwendet.®

3.3 Die Hamilton-Funktion und das stochastische Maxi-
mumprinzip

Dieser Abschnitt, der als Unterbau fiir das nichste Kapitel aufzufassen ist, erlautert das Konstrukt
der Hamilton-Funktion und leitet ein Optimalitétsprinzip her, welches den Namen stochastisches
Maximumprinzip tragt.

Es wurde laut [7], auf dessen Arbeit in diesem Abschnitt verwiesen wird, seit Mitte der Sechzi-
gerjahre auf konomische Problemstellungen angewendet und ist seitdem als weitverbreitete Lo-
sungsmethode bekannt. Im Rahmen dieser Arbeit stellt sie neben der Dynamischen Programmie-
rung den zweiten Losungsansatz dar. Zur Formulierung des Prinzips, welches spéter im Rahmen
der Perturbationsmethoden als Ausgangspunkt fiir die Approximationen der Kontrolle und der Dy-
namik dient, bendtigen wir vorab die Definition der Hamilton-Funktion.

Definition 3.33 (Hamilton-Funktion). Fiir z,\ € R" und u € U C R? definieren wir
H'(z, M\ u) =B, {8 l(z,u) + Np(z,u, Zy) } (3.33)

wobei ¢, | und die Z; aus der Definition des optimalen Steuerungsproblems (3.16) stammen.

8 Eine kurze Erlduterung ist in Abschnitt (5.2) bei den Implementierungsdetails zu finden.
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Bemerkung 3.34. Der Vektor A € R™ wird Kozustand bzw. adjungierte Variable ge-
nannt. H wird genauer auch als Hamilton-Funktion in Gegenwartsschreibweise (present-
value) bezeichnet. Dies ist im Faktor ' begriindet.

Der Operator E; bezeichnet den Erwartungswert, abhingig von allen zum Zeitpunkt t vor-
handenen Informationen, d.h. es liegen die Zustinde xqy, x1,...x; vor.

Nachstehend wird angenommen, dass sich die Bildung des Erwartungswertes und die Ableitung
vertauschen lassen. Unter Verwendung der Hamilton-Funktion lassen sich notwendige Optimali-
tiatsbedingungen herleiten.

Satz 3.35 (Stochastisches Maximumprinzip). Die optimale Wertefunktion V., und die
Hamiltonfunktionen H' seien stetig differenzierbar und u, sei eine optimale Entscheidungs-
folge sowie X, die zugehdrige Zustandsfolge. Dann existiert ein R™ - wertiger Prozess Ay, so

dass fiir alle Zeitpunkte t € Ny gilt:
OH! .
EA{Xi1} = N (X, A1, ug) (Zustandsgleichung)

Ht
E{\} = (88 ) (X, A1, ug) (Kozustandsbedingung)
x

Ht
0= (80 ) (Xt A1, ur) (Extremalbedingung)
u

Beweis:
Zuerst wird die Zustandsgleichung bewiesen. Es gilt:

(aHt) (Xm )\t+1,Ut) Et{@(Xt,Uta Zt)} = Et{Xt+1}

Beweis der Kozustandsbedingung:

Zunichst setzen wir fiir die Kozustandsvariable \,”:

A = 3 (aavx (Xt))T (3.34)

Damit ergibt sich:
OH! ol dp
( ) (Xt, )\t+1>ut) =E, {5 (Xtaut> + >‘t+1 Oz (qut, Zt)}

ox ox
ol OV 0
= E, 5 (Xm Ut) + 5t+1 (Xt—i-l) d (Xt7 Ug, Zt)
oz ox ox
0

- %Et {5t (X, up) + B Vo (0(Xo, i, Zt))}

0

= %IileaXEt{ﬁ U X, u) + B Voo (o (Xt,UuZt))}
0

= a—Et (5t (Xt)) = ]Et/\tT-

9 Wahl von \; wird auf Seite 35 niher erliutert




34 KAPITEL 3: MATHEMATISCHE THEORIE DER VERFAHREN

Im letzten Schritt wurde das Bellman’sche Optimalitétsprinzip fiir V, verwendet.
Abschlielend der Beweis der Extremalbedingung:

OH! Oy
( o ) (X, Adey1,ue) = {ﬁt (X, uy) +>‘t+1a (thut,Zt)}

Op
= E, {5t (Xu t) 5t+1 (Xt+1) o (Xn Ut, Zt)}
0
= %Et{ﬁt U( Xy, u) + BHIVOO(SO(Xt; w, Zy))} =0,
da u; den letzten Ausdruck maximiert. O

Bemerkung 3.36. Dieser Satz gilt unter der Bedingung, dass keine Beschrinkung der Steu-
ervariablen u vorliegt, d.h. U = R?. Die geforderte Differenzierbarkeit der optimalen Werte-
funktion Vi erleichtert hier den Beweis, wird in anderen Fassungen des Satzes (in [7] nach-
zulesen) aber nicht vorausgesetzt. Wird die Hamilton-Funktion als konkav vorausgesetzt, so
sind die genannten Bedingungen sogar hinreichend.

Der wesentliche Nutzen des Satzes besteht fiir uns darin, dass sich fiir ein optimales Kontrollpro-
blem (3.16) Bedingungen fiir das Gleichgewicht ergeben. Es zeigt sich in vielen Kontrollproble-
men, dass die Folge (z(t), u(t)) fir t — oo gegen einen stationdren Punkt (Z, u) konvergiert. Bei
Problemen auf unendlichem Zeithorizont hélt sich die Losung einen Grofteil des Zeitintervalls
nahe des Gleichgewichts (z, @) auf.

Das Gleichgewicht ist mit den notwendigen Optimalitdtsbedingungen des stochastischen Maxi-
mumprinzips berechenbar. Die Bedingungen des Satzes (3.35) lassen sich derart umstellen, dass
sich die folgenden Gleichgewichtsbedingungen herleiten lassen.

Definition 3.37 (Gleichgewichtsbedingungen). Die Gleichungen
Ey {f (X, Xog1, ws, g1, A, Aey1)} =0 VE € N, (3.35)
wobei f definiert ist als

Xt+1 - <8Ht> (Xt, )\t+1aut)
f = At (aHt> (Xt7 A15-|—17 ut) ’ (336)
8Ht (Xt7 At—i—lv Ut>

stellen die Gleichgewichtsbedingungen fiir stochastische, dynamische Kontrollsysteme dar.

Diese Bedingungen fiir den ,,steady state* stellen die Schnittstelle zur Theorie der Perturbations-
methoden dar und werden im vierten Kapitel aufgegriffen.
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Okonomische Deutung des Maximumprinzips

Das Maximumprinzip lidsst sich mit Blick auf die Anwendung bei Wachstumsmodellen 6kono-
misch deuten. Es gilt vorrangig, die zur Formulierung der Hamilton-Funktion neu eingefiihrte Ko-
zustandsvariable A zu interpretieren. Sie wurde im Beweis zum stochastischen Maximumprinzip
gemil Gleichung (3.34) gesetzt.

Wir treffen hierzu folgende Annahmen:

e Der Zustand = € R! bezeichnet den Kapitalstock.
* Die eindimensionale Kontrollvariable u € R! entspricht dem Konsum.

* Die Ertragsfunktion [(x, u) sei eine Nutzenfunktion.

Demnach lisst sich )\, als Schattenpreis auffassen. Die Variable bewertet die Anderung des op-
timalen Prozesswertes V., (X;), welche aus einer Verinderung der Zustandsvariable z; um eine
Einheit resultiert.

Dabei wird unterstellt, dass sich der Entscheidungstriger des Kontrollproblems fiir den restlichen
Planungszeitraum optimal verhalt.

Der zweite Summand der Hamilton-Funktion H*
ATQO(:E’ u, Zt) - Z )‘j : 90](I7 u, Zt)
j=1

beschreibt die Wertinderung des Kapitalstocks in Abhéingigkeit von der Wahl des Konsums .

Die Hamilton-Funktion H' bildet die ,,totale Auswirkung* der Konsumentscheidung « zum Zeit-
punkt t nach. Sie ldsst sich in einen direkten und indirekten Effekt zerlegen.

* Der direkte Effekt der Entscheidung, u Einheiten zu konsumieren besteht in Verbindung
mit dem herrschenden Zustand x darin, dass der Nutzen [(x,u) erzielt wird, der auf den
Zeitpunkt ¢ = 0 diskontiert wird (erster Summand von H?).

» Indirekten Einfluss hat die Wahl von u auf die Anderung des Kapitalbestands. Es ergibt sich
nach Wahl von u, der neue Zustand x;,, der ebenfalls diskontiert zum Schattenpreis )\,
bewertet wird. Das Produkt beider Groflen ergibt den zweiten Summanden der Hamilton-
Funktion.

Somit bemisst die Hamilton-Funktion den Gesamtnutzen (verallgemeinert einen 6konomischen
Wert), der sich aus Addition des unmittelbaren Nutzens und dem indirekten Wertzuwachs aufgrund
der Zustandsdnderung ergibt. Die Extremalbedingung verdeutlicht somit, dass bei der Wahl der
Steuerung v zu jedem Zeitpunkt t dasjenige u, zu wihlen ist, welches beiden Effekten gerecht
wird.
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4 Perturbationsmethoden zweiter
Ordnung

In diesem Kapitel wird das Perturbationsverfahren, welches als Alternative zur dynamischen Pro-
grammierung eine weitere Losungsmoglichkeit fiir optimale Kontrollprobleme darstellt, erldutert.
Das Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt. Der erste Abschnitt stellt die getroffenen Annahmen
und Notationen des Perturbationsmodells vor, der zweite Teil erlautert die Herleitung der Koeffi-
zienten fiir die Taylor—Approximationen von Dynamik und Kontrolle sowie mit besonderem Au-
genmerk diejenige fiir die optimale Wertefunktion des Modells. Bei der Annidherung von V,, wird
zwischen einer indirekten und einer neuartigen, direkten Approximationsmethode unterschieden.
Die numerische Umsetzung auf dem Rechner in Form der Perturbationsroutinen in MATLAB und
MAPLE behandelt abschlieBend der letzte Teilabschnitt.

Die Ausarbeitungen [22], [23] und [24] von Schmitt—Grohe und Uribé sowie die Arbeit [5] von
Collard & Juillard wurden als magebende Literaturquellen herangezogen.

4.1 Annahmen des Perturbationsmodells

Die aus den Bedingungen des stochastischen Maximumprinzips hergeleiteten Gleichgewichtsbe-
dingungen (3.35) von Abschnitt (3.3) werden an dieser Stelle aufgegriffen. Sie sind der Ausgangs-
punkt fiir das Perturbationsmodell, das auf den Ausfithrungen von Schmitt—Grohe und Uribé in
[24] fulBt. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der Perturbationsmethoden ist nimlich die Kennt-
nis eines Gleichgewichts.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir dynamische, stochastische Gleichgewichtsmodelle sind all-
gemein formuliert als
Eif (x4, Tepr, u, upg1) =0 VE € Ny, (4.1)

Die Gleichungen entsprechen den Gleichungen von (3.35), die iiber die Hamilton—Funktion aufge-
stellt wurden. Jedoch fehlt der Prozess A als weiteres Argument. Dies ist darin begriindet, dass sich
fiir viele Modelle, auch fiir das Ramsey Modell, die Gleichungen derart zusammenfassen lassen,
dass sich \; und )\;,; herausheben.
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Annahmen:

Analog wie in Definition (3.12) ist der reelle Zustandsvektor x; von der Dimension n und der Kon-
trollvektor u; im Vektorraum R? beheimatet. Annahme ist nun, dass sich der Zustand x; wie folgt
in einen endogenen und einen exogenen Teil partitionieren l&sst:

_ 1 .2 ni+ng. —
xy =[xy, 7], vp € R n=ny + ny

x; fasst zu jedem Zeitpunkt die endogen bestimmten Variablen zusammen, 27 die exogenen Zu-
standsvariablen.

Desweiteren wird angenommen, dass der exogene Zustandsvektor z7 folgendem stochastischen
Prozess folgt:

2 2
T = Mz + oXey

Es handelt sich dabei genauer um einen AR(1) Prozess, einen sogenannten autoregressiven Prozess
erster Ordnung®. Es gilt:

* Die Eigenwerte der Matrix M sind betragsméBig kleiner als eins (Stationarititsbedingung
des Prozesses).

* Der Zufallsvektor ¢; ist N (0, I) multivariat normalverteilt, wobei der Erwartungswert 0 ist
und die Kovarianzmatrix der Einheitsmatrix I gleicht. Man bezeichnet den stochastischen
Prozess ¢, als ,,Wei3es Rauschen®.

e ¢ > ( als Parameter fiir die Storung von auflen und die Koeffizientenmatrix X sind bekannt.

Es wird weiterhin angenommen, dass f bekannt und mindestens zweimal stetig differenzierbar
beziiglich der Variablen x, 2/, u, v’ ist.
Hierbei ersetzt das Hochkomma ' den Zeitindex ¢ + 1.

Annahmen an die Losungen des Modells:
Mit Einfithrung der Notation fiir die Steuerungsfunktion g : R” x Rj — R¢ und die Dynamik
h:R" x Ry — R™ ist die Losung des Modells von der Gestalt:

uy = g(x1,0) )
4.2
)

Ty = h(xg,0) + 00 - €41 mitn = ( .

Wir setzen voraus, dass g und h als Funktionen im Zustand = € R™ und im Perturbationsparameter
o ,hinreichend* glatt sind. Sie seien mindestens zweimal stetig partiell nach ihren Argumenten

! Erste Ordnung: Der nachfolgende Zustand X;,; héingt nur vom direkten Vorgiinger X; ab.
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differenzierbar.
Damit kann die Ausgangsgleichung (4.1) umgeschrieben werden zu

Et {f(xa h((lf, U) + no - 6,7 g(I, 0)7 g(h(I, J) + no - 6/7 U))} = 0. (43)
Man definiert dafiir zusammenfassend die ,,Nullfunktion* F’,

F(z,0) =B A{f(z,h(z,0) +no-€,g9(x,0),9(h(x,0) +no-€,0))} = 0. (4.4)

4.2 Herleitung der Koeffizienten der Taylor - Approxi-
mationen

In diesem Abschnitt werden die einzelnen Koeffizienten fiir die Losungen ¢ und A des Perturba-
tionsmodells (4.2) hergeleitet. Beide Funktionen werden in Form eines Taylorpolynoms zweiten
Grades angendhert.

Sobald beide Approximationen bekannt sind, kann die optimale Wertefunktion des betrachteten
Kontrollproblems berechnet werden, ebenfalls als eine Taylorreihe.

Eine Gemeinsamkeit zu den Methoden der dynamischen Programmierung besteht darin, dass hier-
fiir auch die Bellman—Gleichung (3.13) ausgenutzt wird. Jedoch ist sie nicht Ausgangspunkt einer
Iteration wie in (3.20), sondern sie wird auf beiden Seiten quadratisch um den Gleichgewichtspunkt
entwickelt. Da es sich bei den Approximationen um Taylorpolynome handelt, folgt einleitend die
Aussage des Taylor’schen Satzes, der einen der bedeutendsten Sitze der Analysis verkorpert.

Satz 4.1 (Satz von Taylor). Sei f : I — R | I C R" offen. Sei f € C*(I), d.h
(k + 1)-mal stetig differenzierbar, sowie xo € I. Dann gilt fir alle x € I:

— 0
k|z Z@x“. aﬂ?zk wo) (s — 3,) - (T3, — 23)

i1=1 ip=1

+0O( 2 — o [|*)

Bemerkung 4.2. Die Taylor-Approzimation von f basiert auf dem Entwicklungspunkt
und benutzt Ableitungsinformationen an dieser Stelle zur Konstruktion eines Polynoms vom
Grad k. Fiir die nachfolgenden Ausfihrungen werden die Fille k € {1,2} in Betracht gezo-
gen.
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4.2.1 Taylor-Approximation von Kontrolle ¢ und Dynamik A

Ziel der Perturbationsmethoden ist es, lokale Approximationen der Kontrollfunktion g und der
Dynamik h aus dem Perturbationsmodell (4.2) zu finden. Lokal driickt dabei aus, dass die Appro-
ximationen in der Umgebung eines speziellen Punktes (Z, 7), dessen Existenz Voraussetzung fiir
die Anwendung dieser Methode ist, giiltig sind.

Der erste Schritt, die Berechnung des optimalen Gleichgewichts (z, @), besteht darin, den stea-
dy state x sowie u fiir das ungestorte, deterministische System, d.h. ¢ = 0, zu bestimmen. Dies
geschieht iiber die Optimalitidtsbedingungen des Maximumprinzips (3.35).

Im Perturbationsmodell gilt dann:

u=g(z,0) und z=h(z,0)
Das Paar (7,0) € R" x R{ dient als Entwicklungspunkt der Taylor-Approximationen g und /.

Um den Uberblick iiber die auftretenden Ableitungen im mehrdimensionalen Fall zu behalten,
wird vorab folgende Notation ? eingefiihrt und anschlieBend konsequent beibehalten.

Notation. Sei f eine beliebig oft differenzierbare mehrdimensionale Funktion, f : R® — R™,
dann werden deren partielle Ableitungen wie folgt notiert:

_Of;
N 8[Ej

[fa]; :

Sei g eine weitere differenzierbare Funktion mit gleichem Definitionsbereich. Fir das Produkt
zweter Ableitungen verwenden wir die Kurzform:

4 dfi 09a
[folloal] =) a:i 8ij

Bei zweiten partiellen Ableitungen einer beliebigen Funktion f tritt folgende Notation auf:

i Of;
faslay = 0x,0x

Da das Argument x mehrdimensional ist, handelt es sich bei dem Ausdruck um einen Tensor
dritter Stufe. Mit [f..]', ist dann der Eintrag des dreidimensionalen Arrays f.. in Zeile i,
Spalte a und auf Seite b bezeichnet.

2 Geht auf Kenneth Judd, Autor von [15] zuriick.
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Die gesuchte Approximation von g mittels einer Taylorreihe der Ordnung zwei hat dann in obiger
Notation die Form:

l9( L0)' + 19:(2,0)];, - (& — T)a + [9(2, 0)]" - ()

8
D
I
=)
&I

45 [00e@ Oy (& = T (2 = 2y
+ 5 o @O (e = ) (0)

+ 5 goul@ O (2 = 2 (0)

+ 5 90020 (0) - (o)

mite=1,...,d a,b=1,...,n

Die Approximation der Dynamik h des Perturbationsmodells nach Taylor sieht analog wie folgt
aus:

(1, 0)} =[b(@, 0 + (b (2, 0): - (& = D)a + [1o(7,0)} - (0)
b5 e, O (o = 7)o (o = 2
45 ol 001 (@ = D (0)
45 hoal@ O+ (2 = 7))
45 oo @0+ (o) (0)
mitj=1,....n ab=1,...,n

Die Ermittlung der entsprechenden Koeffizienten [g,(z, 0)], [h.(Z, 0)], [9-(Z, 0)], [hs(Z, 0)] der li-
nearen Terme sowie der Koeffizienten [g,.(Z,0)], [z (Z,0)], usw. der quadratischen Terme ist
notig zum Aufstellen der Polynome. Um dies zu bewerkstelligen, erinnert man sich an die ,,Null-
funktion F' von (4.4) und deren besondere Eigenschaft:

F(z,0)=0 Vx € R",0 > 0.
Daraus folgt fiir deren Ableitungen:
Figi(x,0) =0 Yz € R",0 > 0,k,j € {1,2}. (4.5)

Bemerkung 4.3. Fx,; bezeichnet die k-malige Ableitung in x—Richtung und die j-malige
in o—Richtung. Zu beachten ist ferner, dass fiir o =0, d.h. wenn das Modell storungsfrei ist,
der bedingte Erwartungswert &, bei F' verschwindet.
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Durch Differentiation der Funktion F', die aus den Gleichgewichtsbedingungen des stochastischen
Maximumprinzips hervorging, konnen wir nun die gesuchten Koeffizienten berechnen.

Bestimmung linearer Koeffizienten

Leitet man F' nach der Zustandsvariablen x gemif3 der Kettenregel ab, so ergeben sich folgende
Gleichungen, in denen [g,], [h,] ® auftreten :

[Fa(,0)]5 = [fulalgalb [hel; + [fulalgal} + [falblhali + [fel]
=0 (4.6)
i1=1,....n+d; j,b=1,...,n; a=1,...,d.

Bemerkung 4.4. Bei obigem Gleichungssystem handelt es sich um (n+d) - n Gleichungen
mit den (n + d) - n Unbekannten, den gesuchten Koeffizienten g.(z,0) und h,(z,0) . Die
Ableitungen von f ausgewertet an der Stelle (T, Z,u,u) sind dabei bekannt.

Um dieses Gleichungssystem zu ldsen, wird es zundchst umgestellt:

i ()t (1)

Diese Zerlegung fihrt auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem. Wie es geldst wird, kann
in [2] nachgelesen werden.

Um die linearen Koeffizienten [g,], [h,] zu erhalten, bildet man die erste Ableitung von F' nach
dessen zweitem Argument o. Dies fiihrt auf folgendes lineares Gleichungssystem:

[Fo(2,0)]" = Ef{[full9aly [ho)” + [fulalaa s ele]” + [fulalgol + [fulilgo)”
+ [fulblhol” + [furlsln)e[€]}
= [fulalgels[hol” + [fulalgs]® + [fulalao]® + [foli[o]” (4.7)
=0
1=1,....,.n4+d;, a=1,....d; b=1,...,n; s=1,... no.

Bemerkung 4.5. Dieses Gleichungssystem, das sich aufgrund der Tatsache Ele] = 0 verein-
facht, ist linear und homogen in den Koeffizienten [g,| und [h,]. Falls eine eindeutige Losung
existiert, folgt somit unmittelbar

95(2,0) =0, hy(z,0)=0. (4.8)

3 Aus Platzgriinden wird das Argument der Ableitung (Z,0) nicht mit aufgefiihrt.
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Bestimmung quadratischer Koeffizienten

Analog zur Vorgehensweise bei den linearen Koeffizienten ergeben sich die quadratischen Ko-
effizienten, indem man die Nullfunktion F' zweimal partiell differenziert und sie im Equilibrium
(z,0) auswertet.

Bei zweimaliger Ableitung nach der Zustandsvariablen x st68t man auf folgendes Gleichungssys-
tem, in welchem die Unbekannten [g,.| sowie [h,,| vorkommen. Die linearen Koeffizienten sind
dabei durch das vorherige Losen des Gleichungssystems (4.6) bekannt.

[Fo (2, 0))5 = ([funslielge)ilhalit + [fundic gzl
[fu/zl]ad[ ] [fu/x}ak)[gﬂ?] [hm]b
[

+ fu/} 9.1 [h m}?k

+ ([fuu/ acl9zld x]k [fuu]zc[gx]z + [fuw/]id[hx]g + [fux]f;k:) [ga:]?

+ [fulgzalfi (4.9)
+ ([fonulbelgelalhali + [Fondielgali + [Foalpalhalt + [farelis.) [hl}

+ [folyhaal

+ [frwljelgalalhalic + [fouljelgali + Usalialhelit + [foulj

=0

i1=1,....n+d, j,k,bd=1,....,n; a,c=1,...,d.

Bemerkung 4.6. Es handelt sich hierbei um (n+d)-n? lineare Gleichungen in den (n+d)-n?
unbekannten Koeffizienten [g.z|, [Pux)-

Dieses sehr grofle linear homogene Gleichungssystem zur Bestimmung von zwei der quadrati-
schen Koeffizienten besitzt eine eindeutige Losung.

Detailliertere Informationen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Gleichungssysteme
konnen [2] entnommen werden.

Zur Berechnung der noch fehlenden Koeffizienten [g,,| und [h,,] bildet man die partielle Ablei-
tung F,,(Z,0) und setzt den Ausdruck, der sich durch Anwendung der mehrdimensionalen Ket-
tenregel ergibt, gleich 0.
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+ [fundlielga a2 gl 210

+ [fure gl 2lgals 5112

+ [furl[gzalbalnl 2202

+ [fulilgoo)®

+ [fulilgo0)” (4.10)
+ [fulblhool”

+ [forlbelgelamlZml2 2

+ Serlbalm 2112

1=1,....,.n+d;, a,c=1,...,d; bd=1,....,n; s,e=1,...,ns.

Bemerkung 4.7. Hier ergeben sich n + d lineare Gleichungen mit n + d Unbekannten, die
den gesuchten Grifien [gyo), [hoo] entsprechen.

Um zuletzt die Koeffizienten [g,.| und [h,.| zu benennen, bildet man [F,,(Z,0)] und erhélt fol-
gendes System von Gleichungen.

[Fou(T, 0)]; :[fu/]fz[gz}g[hmc]g + [ful]z[gax]g[hx]j
) a i b
+ [fU]a[gcr:r]j + [fx/]b[how}j (4.11)
1=1,....n+d;, a=1,....d; byc,j=1,...,n.

Bemerkung 4.8. In diesem Fall entstehen (n + d) - n Gleichungen mit ebenso vielen Un-
bekannten. Offensichtlich ist das System homogen in den Unbekannten [gy.] und [hys). Aus
Grinden der Findeutigkeit der Lisung folgt:

0 (4.12)
hoo(Z,0) = 0. (4.13)

Die Erkenntnisse, die nach Analyse obiger Gleichungssysteme gewonnen wurden, fasst folgen-
der Satz zusammen. Er driickt aus, dass fiir die quadratische Approximation der Losungen des
Modells neben dem bekannten Gleichgewicht nur noch ein Teil der linearen bzw. quadratischen
Koeffizienten in die Niherungslosung eingehen.
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Satz 4.9. Gegeben sei ein dynamisches Gleichgewichtsmodell der Form (4.1) und dessen
Lisungsfunktionen g und h gemdf (4.2). Dann gilt:

9-(Z,0) =0,
he(Z,0) =0,

gm(i’, 0)=0, wund
20 (Z,0) = 0.

)

Korollar 4.10. Die quadratischen Approximationen fiir die Kontrollfunktion g bzw. Dyna-
mik h des Perturbationsmodells (4.2) vereinfachen sich zu:

l9(z,0))" =[g(z,0)]" + [gx(X. 0)] - (x — )a
+ 1 : [gXX(i7 O)];iab ' (CL‘ - f)a : (ZL‘ - j)b

2
1

+ 5 : [goa(i> 0)]1 ' (U) : (U)
mitt=1,...,d a,b=1,....,n
bzw.

[n(z, o)) =[1(z,0)] + [h«(%, 0)]5 - (z — T)q

+ % : [hxx(iao)]”;b (=)o (2= 2)
+ 5+ Mo (%08 - (0) - 0)
mit)=1,....,n a,b=1,...,n.

Wie die mit Fettschrift hervorgehobenen Koeffizienten unter Einsatz des Computers berechnet
werden, schildert Abschnitt (4.3) iiber die Perturbationsroutinen. Mit Hilfe ausgereifter, mathe-
matischer Software ist es moglich, die groen Gleichungssysteme, in denen kennzeichnend eine
Vielzahl an partiellen Ableitungen auftreten, mit iiberschaubarem Rechenaufwand zu 16sen und
somit die Taylorreihen aufzustellen.

Es ist erwidhnenswert, dass die quadratischen Approximationen den stochastischen Einfluss des
Modells lediglich durch die beiden konstanten Terme 3 (A, (Z,0)] - 02 bzw. $[g,(Z,0)] - 0 wie-
dergeben. Wiirde man sich mit einer Taylorreihe erster Ordnung begniigen, so fiele der stochas-
tische Anteil ginzlich weg und kein Verteilungsparameter, z.B. 02 = Var(e), wiirde die Losung
beeinflussen. Auf einen Punkt gebracht halten dies COLLARD & JUILLARD in ihrem Artikel [5]
wie folgt fest:

»Indeed, one of the merits of higher orders perturbation methods is their ability to
exploit the information contained in the higher order moments of distribution of the
shocks that hit the economy.
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Hohere Ordnungen der Approximationen als die hier aufgezeigte quadratische sind durchaus mog-
lich, fithren allerdings zu einer weiteren Anzahl an linearen Gleichungssystemen, die mit Hilfe von
Rechnern jedoch einfach und effizient zu 16sen sind. So findet sich in eben erwihnter Arbeit [5]
beispielsweise eine Approximation vierter Ordnung fiir ein spezielles finanzmathematisches An-
wendungsbeispiel.

4.2.2 Indirekte Taylor-Approximation der optimalen Wertefunktion
Ve

Die optimale Wertefunktion V., , die in (3.17) definiert wurde, wird ebenfalls durch ein Taylorpo-
lynom angenihert.
Die indirekte Approximation wird fortan mit V' bezeichnet und erhilt die Form einer Taylorreihe:

V(z,0) = Vo(z,0) + [Va(z, 0)lul(x — D)a + Vi (2,00
$ 3 Vel Ol — ol = D)y + 5 Va2, 0w — D)o 0
4 5Voal@ Oao (@ = D) + 5 Vo (3,0)] -0

Im Unterschied zu Kontrolle und Dynamik des Perturbationsmodells, bei denen die Funktion F'
der Gleichgewichtsbedingungen und ihre Ableitungen als Ausgangspunkt zur Bestimmung der
Taylor—Koeffizienten diente, ist dies fiir V' die Bellman—Gleichung.

Die Bellman—Gleichung fiir die optimale Wertefunktion lautet:

VOO(:E) = E{l(l’, FOO(:E)) + 5‘/00(@0(1:7 FOO(‘T)v Z))}

Es werden die gefundenen Perturbations—Approximationen g und / sowie die Approximation 1%
in die Gleichung eingesetzt

V(z,o0)=E {l(x, g(z,0)) + BV (h(z,0) +n0 - €, O')} :
Wir definieren fiir die rechte Seite die Funktion

R(z,0) == 1l(z,9(z,0)) + BV (M(z,0) +no - €, 0)

Damit gilt:
V(z,0) =E{R(z,0)}.
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Werden schlieBlich beide Seiten dieser zentralen Gleichung quadratisch in den Argumenten (x, o)
entwickelt, so ergibt sich:

Vo(7,0) + [Va(Z, 0)]a[(z — T)]a + [Vo (7, 0)]o

b5 Vol Oa[(@ — )l — D)y + 5 Ve, 0Ll — a0
+ %[v”(x, Oaol(@ — 7). + %vm(gg, 0) - 02
- i i (4.14)
E{Ry(Z,0) + [R.(7,0)].[(z — T)]a + [Ro(T,0)]oe
4 5 Rea(2, O — 2]l — Dy + 3[R (2, Ol — )] - e
n %[Rgx(x, 0)uoel(@ — 7)) + %Rw(x, 0) - 022},
mita,b=1,....n

Die Auswertung der Ableitungen erfolgt gleichsam im Gleichgewichtspunkt (z, 0). Der Ausdruck
der rechten Seite verkiirzt sich dank der im Perturbationsmodell erfolgten Verteilungsannahme
€ ~ N(0, I) fir den stochastischen Prozess. Somit gilt:
E(e) = E(ex) = E(ze) =0
E(e?)(= Var(e)) = 1.
Die Linearititseigenschaft des Erwartungswertes [E und obige Folgerungen lassen die folgenden
Terme der rechten Seite verschwinden:
E(R,(z,0)0€) =0
E([Reo(Z,0)la[(z — Z)]o - 0€) =0
E([Roe(7,0)]eo€[(x — T)]a) =0
a=1,...,n
Weiterhin gilt E{3 Ry, (Z,0) - 0%¢*} = L R,0(Z,0) - 0.
Die damit verbliebene Taylor—Entwicklung von (4.14) fiihrt durch entsprechendes Vergleichen der
Terme der linken und rechten Seite auf die nachstehenden linearen Gleichungen (a,b =1, ..., n):

Vo(Z,0) = Ro(Z,0)

[V;t(jv O)]a = [Ra:<j:7 O)]a
U/;cw(a_% 0)]ab = [Rmm(ja 0)]ab
Voo (Z,0) = Rye(Z,0)

(4.19)

Bemerkung 4.11. Wir nehmen an, dass die Kontrollfunktion g eindimensional, die Dy-
namik h aus dem Perturbationsmodell zweidimensional ist. Dies wird auch in den spdteren
Anwendungen der Fall sein.
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Die Funktion R(z, o), die zur kompakten Schreibweise der rechten Seite eingefiihrt wurde, wird
nach Summen- und Kettenregel nach x,, z,z; (a,b = 1, 2) sowie oo abgeleitet.

So ergibt sich ein lineares Gleichungssystem der Form

M -z = bmit 2 := (Vo, Va1, Vg, Varoys Viras Vesras Vieor) - - (4.20)

M € R™7 ist eine quadratische Koeffizientenmatrix mit den Eintréigen:

1-0 0 0 0 0 0 0
0 1—08zxly —f224, 0 0 0 0
0 —Brly,y 11— pa2,, 0 0 0 0
0 —Brlum —fa2p0 1— B(xln)? —20151224 —B(22:1)? 0
0 —551361:;:2 —ﬁﬂﬁmzz _ﬁ'ilxlmAle 1- ﬂ(a;lxlxéxZ + 5521151;(:2) —ﬁl’émiﬁ?w 0
0 —fBrlagas —P12000 —B(7ls2)? —2621457 2, 1 — B(12:2)* 0
0 —Brl,, —B12,,  —B(zl,)? —2Bx1,22, —B(22,)* 1

Bemerkung 4.12. Hierbei bezeichnet die Funktion x1 die erste Komponente der Dynamik
h aus dem Modell (4.2), entsprechend notiert £2 := h(x,)? deren zweite.

b € R7 ist der Vektor der rechten Seite, dessen Eintriige primiir den Ableitungen der Ertragsfunk-
tion [(z, g(x, o)) entstammen, nachdem g eingesetzt wurde.

u G2
bi= | luul9a1)? + luGeras (4.21)
luwg21922 + lugay 2
luu <9w2)2 + lugmm
L (90)2 + lugoo

Ist man an einer rein linearen Approximation fiir V' interessiert, so ist das kleinere Gleichungssys-

tem
Miin, - © = bup, (4.22)

zu l6sen, wobei
My = (My;);4,5 € {1,2,3}

eine (3 x 3)-Teilmatrix von M und
biin := (b1, ba, b3)T

ein dreidimensionaler Teilvektor von b ist.
Als Losung ergibt sich x = (Vp, Vi1, Vy2)T, der Vektor der Taylorkoeffizienten.
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Jedoch ist diese in den Wirtschaftswissenschaften gebrduchlichste Form der Approximation, die
sogenannte Standardlinearisierung, von wesentlich geringerer Approximationsgiite als die quadra-
tische. Ferner wird der stochastische Einfluss bzw. die Volatilitit der stochastischen Schocks, die
die exogenen Zustandsvariablen betreffen, vernachlissigt, da o nicht in die Berechnung eingeht.
Die Losung der Gleichungssysteme (4.22) und (4.20) erfolgt mittels eines in MATLAB imple-
mentierten Programms, dessen Funktionsweise in Teilabschnitt (4.3) beschrieben wird.

4.2.3 Direkte Taylor-Approximation der optimalen Wertefunktion
Voo

Dieser Teil befasst sich ebenfalls mit der Approximation der optimalen Wertefunktion V., je-
doch findet diesmal deren Bestimmung auf eine Art statt, die sich als ,,direkt* bezeichnen ldsst. Im
vorherigen Abschnitt stellte die Bellman—Gleichung, die auf beiden Seiten quadratisch entwickelt
wurde, den Ansatzpunkt fiir die Gewinnung einer Approximation fiir V, dar. Dies hat auch fiir die
direkte Methode Bestand. Jedoch wurden ferner die aus dem Perturbationsmodell (4.2) stammen-
de Taylor—Niherung des optimalen Feedbacks g sowie die Dynamik h benétigt. Bei der direkten
Taylor—Approximation vermeidet man die Verwendung der beiden Approximationen vollstdandig.

Das Bellman-Prinzip verkorpert die Gleichung, deren eindeutige Losung die optimale Wertefunk-
tion ist. Ohne Kenntnis der exakten bzw. einer approximierenden Kontrollfunktion lautet sie

Veolz) = IB?UX]E {l(z,u) + Voo (p(z,u,0,€))} . (4.23)

Die Zufallsvariable z wurde in der Dynamik ¢ durch o - € (¢ ~ N(0, 1)) ersetzt, welches identisch
verteilt ist (sieche Bemerkung (3.15)).

Da nicht bekannt ist, wie die optimale Kontrolle u in Abhéngigkeit des Zustands = zu wihlen ist,
erfolgt auf der rechten Seite von (4.23) die Maximums-Bildung iiber alle zuldssigen u.

Der Ansatz bei der direkten Methode besteht darin, die linke Seite quadratisch nach den Variablen
x und o zu entwickeln, die rechte Seite als Term in den Variablen x,u und ¢ zu betrachten und
im Entwicklungspunkt (Z, @, 0) ebenfalls in zweiter Ordnung nach Taylor zu entwickeln. Die Be-
rechnung von (Z, u) geschieht iiber die Gleichgewichtsbedingungen, die fiir das durch die Setzung
o = 0 deterministisch gewordene Kontrollsystem aufgestellt werden.

Die linke Seite kann dann wie im vorangehenden Abschnitt in Form einer Taylorreihe zweiter
Ordnung, die die Bezeichnung Viir erhilt, geschrieben werden *:
Vair(,0) = Vo (2, 0) + [Va(@, 0)]u[(z — 2)]a
1 1 (4.24)

+ §[Vm(f, Oap[(z — 2)]a[(z — Z)]p + §[VM(E, 0)]-0% a,b=1,2.

1 Die Nullkoeffizienten (Verteilungsannahme €) werden gleich ausgelassen (vgl. (4.15)ff.).




50 KAPITEL 4: PERTURBATIONSMETHODEN ZWEITER, ORDNUNG

Den zu maximierenden Ausdruck auf der rechten Seite fassen wir als Funktion
G :R?*x R x [0;00[— R, (z,u,0) — G(z,u,0)
mit den Argumenten z, v und o.
G, u,0) =z, u) + BV (p(a, u,0,€), 0). (4.25)
So ldsst sich (4.23) ingesamt schreiben als
Viir(z,0) = max E{G(z,u, 0)}. (4.26)

Nun wird auch die mehrdimensionale Funktion G' gemil} dem Satz von Taylor in zweiter Ordnung
entwickelt.

Dann erhilt man folgende Taylorreihe G‘QQ zweiter Ordnung als Argument des Maximums:

Gyolz) = Z DJG@) (y —9) (4.27)

|
<2 J:

wobei die Variable y € R* wie folgt definiert ist:
Yy = ($1,l’2,u,0), @):<i’1,f2,ﬂ,0). (428)
Hierbei notiert j einen Multiindex mit den folgenden Schreibweisen:

i

4
j=|: €N =it +is gl=]]0
] i=1
J4
. olla N o o
DJG = I —— (y—y)‘] L= (yl —yl)]l D (y4_y4).74

oyi' - ... - 0y}’
Die Taylorreihe G, gemii (4.27) enthilt die Variable u in mehreren Termen, z.B.

1 9’G

Sortiert man den ganzen Ausdruck nach Termen in den Potenzen u*, k = 0, 1, 2, so ist die rechte
Seite als eine quadratische Funktion f(u) im Argument u aufzufassen:

flu) :=ag+ay - u+ay-u’ (4.29)

Zu beachten ist hierbei, dass deren Koeffizienten ag, a1, a5 neben den Variablen x1, x5, o auch die
unbekannten Taylor-Koeffizienten Vi, Vi, Vo, Viirs Vaiasy Vasas, Voo vON Vi, beinhalten.
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Die Funktion f wird nun nach der Variablen u differenziert und anschlieend das mit ,,,, be-
zeichnete Extremum bestimmt, welches den Scheitelpunkt der quadratischen Funktion festlegt.
Da die Bedingung f’(u) = 2ay-u+a; = 0 lediglich eine notwendige Bedingung fiir ein Maximum
Umaq darstellt, ist die zweite Ableitung f”(u,q.) auf Negativitit , also 2 - as < 0, zu iiberpriifen.

Im néchsten Schritt wird in allen Termen, in welchen w auftritt, die allgemeine Kontrolle » durch
das eben analytisch ermittelte a0, (21, 22, 0, Vo, Va,, . .., Voo ) ersetzt.

Damit tritt die Steuerung u nicht mehr als Variable in der rechten Seite auf. Somit lassen sich beide
Seiten der Gleichung, also Vdir und CA}’QQ, in welche u,,,, eingesetzt wurde, nach Termen der Form

ahal ook i kef0,1,2), i+j+k<2 k#1

sortieren. Diese Terme nennt man Monome in den Unbekannten x1, x> und o. Die linke Seite
beispielsweise schreibt sich entsprechend umgestellt wie folgt:

N 1
Vair = 5‘/;:1901 : IB% + Virws - 122 + (V1 = Vi 0y To — Vi T1) - 21

1 1
+ 5%21’2 . x% + (%’2 - V:nggfo - ‘/:legjl) * T2 + EVO'O'O-2
1 1
+ (‘/0 - Vxlfl - szfz + 5‘/301:013?% + 5‘/36291:25%3 + %1:025;13?2)'

Somit kann man einen Vergleich der Koeffizienten der Monome ! - m% - o der linken und rechten
Seite durchfiihren. Die Koeffizienten der linken Seite bezeichnen wir mit lc;,7 = 1,...,7, mit r¢;
diejenigen der rechten Seite.

Die Koeffizienten von [c ergeben sich geméall Tabelle (4.1). Fiir die rechte Seite werden aufgrund
der Ersetzung von u durch u,,,, die Koeffizientenausdriicke wesentlich uniibersichtlicher, aber sie
sind ermittelbar.

lc; : zugehorige Monome:
3V al

3 Vagay &

Vxlxg Ty -T2

Vl - ‘/arlarzfi? - ‘/$1I1i‘1 1

Va;g - ‘/ngazgié - ‘/a:mcgfl o

%VUU o?

‘/0 - V:mjl - sza_}Q + %‘/xlrlj% + %‘/:Egmgjg + Vxlngfli? 1 (: 130?/000)

Tabelle 4.1: Koeffizienten der Monome in Vi,
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Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von linker und rechter Seite
leci=rc;, Yi=1,2,...,7

erhilt man ein Gleichungssystem mit 7 Gleichungen in den gesuchten Unbekannten Vi, V.., Vi, Vi 2y
Var2gs Vagzss Voo » das allerdings nichtlinear ist.
Definiert man

e :=lc;—re, Yi=12...,7 (4.30)

und fasst
€1 (ZL’)
e:RT >R, z~
e7(z)
als mehrdimensionale Funktion auf, dann ist das Problem der Bestimmung der Koeffizienten von
Vi dquivalent zur Losung des nichtlinearen Nullstellenproblem

e(x) = Opr (4.31)

mit z 1= (Vo, Vay, Vi, Virzrs Varass Viegaas VM)T. Als numerisches Verfahren zur Losung dieses
nichtlinearen Gleichungssystems findet das multivariate Newton-Verfahren Verwendung.

In diesem wird ausgehend von einer Startschitzung z fiir die Taylor-Koeffizienten die Iteration
gemdil

Oe -
%(:cn)> ce(x,), n=0,1,... (4.32)

solange durchgefiihrt, bis sich die Iterierten hinsichtlich einer geeigneten Norm nur um weniger

Tp1 = Ne(xy) =2, — (

als ein vorgegebenes ¢ > 0 unterscheiden, d.h. || z,,,1 — x, [|[< €.

Bemerkung 4.13. Hierbe: bezeichnet (%(mn)) die Jacobi-Matriz von e in der aktuellen
Iterierten x,,.

Mit dem mathematischen Softwaresystem MAPLE wird (4.31) dann gelost. Der zur Losung des
Nullstellenproblems verwendete Befehl lautet fsolve.

Der groBe Vorteil der direkten Methode, die in einer MAPLE Routine implementiert ist °, besteht
wie anfangs erwihnt darin, dass man auf die beiden Approximationen g(x, o) und h(x, o) kom-
plett verzichtet. Der Rechenaufwand reduziert sich somit durch das Wegfallen der Bestimmung
der linearen und quadratischen Koeffizienten von g und h erheblich.

® Die Programmbeschreibung findet sich ebenso in Abschnitt (4.3)
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4.3 Perturbationsroutinen

Das Auffinden der linearen und quadratischen Koeffizienten in der Taylorentwicklung der Steue-
rungsfunktion g und der Dynamik 4 ist wesentlicher Bestandteil der Perturbationsmethode.

Dies erfolgt mit Unterstiitzung der mathematischen Software MATLAB. Die im Internet frei er-
hiltlichen Dateien nach [23] werden in diesem letzten Teilabschnitt vorgestellt. Ausfiihrlicher sind
sie im vierten Kapitel der Arbeit [2] erldutert, auf die verwiesen wird.

Zudem werden die Routinen zur Durchfiihrung der indirekten bzw. direkten Taylor-Approximation
von V, vorgestellt.

Voraussetzung: Symbolic Math Toolbox

Zur erfolgreichen Ausfithrung der Routinen benétigt man zwingend die Symbolic Math Toolbox
von MATLAB. In dem Ergénzungspaket wird ein neuer MATLAB Datentyp, das ,,symbolische
Objekt* , definiert. Symbolische Objekte werden genutzt, um symbolische Variablen, Ausdriicke
und Matrizen zu definieren. Die Software verwendet fiir derartige Berechnungen den Befehlskern
des Computeralgebrasystems MAPLE.

Im Rahmen der Perturbationsmethoden lassen sich dadurch beispielsweise die partiellen Ableitun-
gen der Funktion f aus der Gleichgewichtsbedingung (4.1) effizient analytisch berechnen.

Die Routinen

Es werden die folgenden Routinen fiir die numerische Umsetzung des Perturbationsverfahrens ein-
gesetzt:

anal deriv.m

Funktionsweise:
Berechnung der ersten und optional zweiten partiellen Ableitungen der Gleichgewichtsfunktion f
von (4.1)

Eingabeparameter:
Funktion f, die Variablen x, u, x’, u’ sowie der Parameter approz, der die Approximationsordnung
vorgibt

Riickgabe:
Die partiellen Ableitungen f,, f./, fu, fu
sowie optional

fu’u’a fu’ua fu’:c/a fu’xa fuu’a fuua fuxa fz’,u’a fa:/ua fx’x’a fx’xa fxu’yfa:ua fuxa fxoc’a fx:c
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num eval.m

Funktionsweise:
Auswertung der in anal deriv.m gewonnenen analytischen Ableitungen im Gleichgewichtspunkt

(7, 1)

Eingabeparameter:
keine

Riickgabe:
Die im Gleichgewicht ausgewerteten Ableitungen f", 2\, o, fo, fibrs forus

n n n n n n n n n n n n n n
waz Ju'x Juu ) Juw Juxr J ' o Jrtw Sl Sl Jauy Jews Juxy Jxx!y Jax

Bemerkung 4.14. Dabei bezeichnet f™ die numerische Auswertung der analytischen Ablei-
tung im steady state (T, ).

Nach Ausfiihrung dieser beiden als elementar zu bezeichnenden Programmteile stehen alle nume-
rischen Werte der Ableitung von f im Workspace von MATLAB zur Verfiigung. Nun kann, auf
den Resultaten aufbauend, mittels der nachfolgenden Routinen die Berechnung der nétigen Ablei-
tungen der Kontrollfunktion g und der Dynamik h erfolgen, um eine lineare bzw. bei Wunsch nach
einer hoheren Ordnung quadratische Approximation zu bekommen.

gxhx.m

Funktionsweise:
Durchfiihrung der linearen Approximation. Berechnung der Matrizen g, und h,, iiber ein verallge

meinertes Eigenwertproblem.
Grundlage hierfiir ist das Gleichungssystem (4.6).

Eingabeparameter:
Die ersten Ableitungen f;, f7,, f/', f;, und der Parameter stake, der die obere Schranke fiir den

groBBtmoglichen Betrag eines Eigenwerts vorgibt. Wird er nicht mitiibergeben, so wird stake im
Programm gleich 1 gesetzt.

Riickgabe:
Die Jacobi-Matrizen g, h, im Gleichgewichtspunkt (z, @)

Bemerkung 4.15. Im Internet existiert bei [23] eine alternative Routine zur linearen Ap-
proximation namens ,gx hx.m*. Sie basiert auf einer generalisierten Schur-Zerleqgung der Ma-
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trizen zur Losung des Figenwertproblems. Finzelheiten zum Programm finden sich auf der
Homepage von Paul Klein [18].

gxx hxx.m

Funktionsweise:

Durchfithrung der quadratischen Approximation. Berechnung der zweiten Ableitungen g,, und
h.. Uber ein aufgestelltes lineares Gleichungssystem.

Grundlegend hierfiir ist das Gleichungssystem (4.9).

Eingabeparameter:
Samtliche erste und zweite Ableitungen von f:
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

zorJxy Jur Ju S Juw Ju e Ju e Juu ) Juwr Juxy Sl Jxw Sl e Jauy Jaew Juxy Jxa’y Jax

sowie die beiden Matrizen g, und h,.

Riickgabe:
Zweite partielle Ableitungen g, und h,, ausgewertet im Gleichgewichtspunkt (z, u). Riickgabe
als dreidimensionales Array.

gss_ hss.m

Funktionsweise:

Durchfithrung der quadratischen Approximation. Berechnung der Vektoren g,; sowie hgs als
zweite partielle Ableitungen von g bzw. h iiber ein lineares Gleichungssystem.

Grundlage hierfiir bilden die Gleichungen (4.10).

Eingabeparameter:
Samtliche erste und zweite Ableitungen von f:

n o fm fn fn fn fn n n n n n n n n f'n n n n n n
zorJxy Jur Ju S Juw S Ju e Juu ) Juwr Juxy Sl Jxw Sl St Jauy Jaew Juxry Jxa’y Jax

sowie die beiden Matrizen g, und h,. Weiterhin g, und die Matrix n aus dem Perturbationsmodell.

Riickgabe:
Die beiden Vektoren g, und h,.

Bemerkung 4.16. Der Buchstabe ,,s“ bezeichnet in obiger Routine den Stérungsparameter
o des Perturbationsmodells.

Bemerkung 4.17. Die beiden Routinen fir die quadratische Approrimation gzz hzx.m und
9ss_hss.m werden, wie an den Fingabeparametern ersichtlich ist, von der Reihenfolge her
zuletzt aufgerufen.
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Berechnung der optimalen Wertefunktion V

Die Ermittlung der optimalen Wertefunktion V, ist im Rahmen dieser Arbeit das priméare Ziel
bei der Wahl der Perturbationsmethoden als Lésungsmethode. Dies gelang Ohrlein in [19], wo die
Bestimmung der Koeffizienten der Taylorreihe V mit Hilfe eines in MAPLE geschriebenen Pro-
gramms namens ,,compute_Vcoeff.mw* realisiert wurde.

Da alle anderen Routinen bereits als MATLAB Code vorliegen, wurde darauf aufbauend bzw. er-
ginzend die Berechnung der Approximation V ebenfalls mit dieser Software umgesetzt. Die pro-
grammtechnische Verwirklichung der indirekten Taylor-Approximation, insbesondere der Aufbau
des Programms, wird nachstehend erliutert.®

Von der Erklirung MATL AB—spezifischer Befehle (z.B. syms, jacobian) wird dabei abgesehen,
hierfiir kann die interne Hilfe herangezogen werden.

Vcoeff.m

Funktionsweise:
Berechnung der Koeffizienten der approximierenden Taylorreihe V' durch Losung eines linearen
Gleichungssystems, das vorab aufgestellt wird

Eingabeparameter:

Diskontrate (3, Abschreibungsrate d (beide modellabhingig) sowie die Ableitungen
Gz sy Gozs Paw, Gss, hss, der Approximationsparameter approxr und der Parameter model zur
Modellauswahl

Ablauf:
1. Definition symbolischer Variablen fiir 1, 2, 0 und u,

2. Zusammensetzen der Taylorpolynome ¢ sowie x1, 22 der Ordnung approz und jeweilige
Bestimmung der Ableitungen im Gleichgewichtspunkt (z,0), welcher aus Vereinfachungs-
griinden in den Ursprung (Ogz, 0) verschoben wird,

3. Definition der Ertragsfunktion /(x,u) des Modells und Bilden der partiellen Ableitungen
Ly Ly, €tC.,

4. Aufstellen des linearen Gleichungssystems M - x = b nach (4.20) bzw. M,;,, - © = by, falls
appror = 1 tibergeben wurde,

6 Der ausfiihrliche Quellcode befindet sich im Anhang (B.1) dieser Arbeit auf Seite 111.
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5. Berechnung der numerischen Losung = mittels Gau3—Zerlegung,

6. Zusammensetzen des Arrays Vcoef f = x
(Eintrédge: gesuchte Koeffizienten der Taylorreihe).

Riickgabe:
Zusammengesetzter Vektor Vcoe f f mit den gesuchten Koeffizienten Vi, V,, Vi, , Vaias
Vieyzes Vigass Voo der Taylorreihe V/

Bemerkung 4.18. Die Routine zur Ermittlung der optimalen Wertefunktion kann erst nach
erfolgreichem Ausfiihren der Programme anal_deriv.m, numeval.m, grhz.m, ¢z hzT.m
und gss_hss.m aufgerufen werden, da sie jeweils auf deren Output angewiesen ist. Anhand
des spdteren Tests der Programmteile mit Beispielmodellen in Kapitel sechs wird die Aufruf-
rethenfolge klar.

Direkte Approximation von 1

Fiir die direkte Taylor—Approximation Viir der optimalen Wertefunktion existiert ebenso ein Pro-
gramm, welches deren Taylor-Koeffizienten errechnet. Diese Routine wurde allerdings mit dem
Computer-Algebra-System MAPLE geschrieben, welches bei einer Vielzahl an analytischen Rech-
nungen zu bevorzugen ist. Das Programm Vdirect .mw berechnet gemifl dem im Abschnitt (4.2.3)
erlduterten direkten Ansatz die Koeffizienten Vi, V., Vi, Viiay, Vayags Vi, Voo der Taylorreihe
Vdir und speichert diese am Ende in einer ASCII-Textdatei ab.

Nachfolgend werden die wesentlichen Schritte des Programms’ erklirt:

Vdirect.mw

Funktionsweise:
Direkte Taylor—Approximation der Wertefunktion mittels Berechnung der Koeffizienten der Tay-
lorreihe V;,- durch allgemeine, quadratische Entwicklung beider Seiten des Optimalitétsprinzips

Eingabeparameter:
keine (Modellparameter § und x werden zu Beginn per Anweisung festgesetzt)

" Ausfiihrlicher Quellcode im Anhang (B.2) auf Seite 129.
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Ablauf:
1. Definition der modellspezifischen Parameter, insbesondere ¢ und &,
2. Deklaration der Taylorreihe Vi als Polynom zweiter Ordnung mit Entwicklungspunkt
(z,0),
3. Berechnung des Gleichgewichts (Z, u) des Modells per Formel,
4. Definition der Ertragsfunktion /(x, u),
5. Fiir spezielle Konfiguration 0 = 1, x = 0: Aufstellen der exakten, optimalen Wertefunktion
V. und anschlieBende Taylorreihenentwicklung mit dem Befehl mtaylor,
6. Definition der Dynamik ¢ und der rechten Seite G(z, u, o) des Bellman-Prinzips ,
7. Quadratische Taylorentwicklung von G im Entwicklungspunkt (7, Z», i, 0) € R?,
8. Sortierung des gebildeten Taylorpolynoms nach den Termen in v (quadratischer Ausdruck
f(u)),
9. Ableitung des Ausdrucks f nach u mit diff und Berechnung des Maximums durch Nullset-
zen der 1. Ableitung (solve),
10. Einsetzen des ermittelten u,,,, fiir v in quadratisch entwickelte rechte Seite (subs),
11. Entwicklung beider Seiten nach gleichen Potenzen z - x% - o* der Variablen 1, 2, und o
mittels collect Anweisung,
12.  Abspeichern der Koeffizienten zu den geordneten Potenzen fiir linke und rechte Seite durch
Nutzung des Befehls coeffs,
13. Aufstellen eines 7 x 7 Gleichungssystems durch Gleichsetzen der zu gleichartigen Termen
gehorigen Koeffizienten in den Unbekannten Vi, V.., Voo, Viyays Varzos Vaiszss Voo »
14. Numerisches Losen des nichtlinearen Gleichungssystems mit fsolve,
15. Schreiben der ermittelten Taylor-Koeffizienten in eine ASCII-Textdatei.
Riickgabe:

ASCII- Textdatei namens DirectV kappa [l delta e.asc

mit den gesuchten Taylor-Koeffizienten von Vy;,
(CJ und e sind Platzhalter fiir die Werte der Variablen x bzw. ¢)
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Bemerkung 4.19 (Notationen). Finige Variablen haben in der Routine eine andere Be-
zeichnung als im bisherigen Theorieteil. Hierzu gibt nachfolgende Tabelle einen Uberblick.

Name im Theorieteil | Programmbezeichnung
T X

T9 y

Viir v

T1, Ty, U XggW, ygew, uggw

Voo Vex

Vo, Vars s Voo VO,V1...Vss

¥ phi

Umaz umax

Viir (0(z, 4, 2)) Vh

Tabelle 4.2: Variablenbezeichnungen in Vdirect.mw

Bemerkung 4.20. Mit der MAPLE-Anweisung infolevel [fsolve] :=5; zu Beginn des
Programms kann man naheren Einblick in die interne Arbeitsweise von fsolve gewinnen.
Die Zahl 5 entspricht dabei der hichsten Informationsstufe.

Somit lassen sich bei Ausfihrung auf dem Ausgabebildschirm die Startlosung, die Fehler
sowie die Iterierten x, des multivariaten Newton-Verfahrens nach (4.32) ablesen.
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5 Implementierung der dynamischen
Programmierung

Dieses Kapitel erldutert die Theorie der dynamischen Programmierung, die bei Kontrollproblemen
gegeben in der Form (3.16) Anwendung findet, aus der Implementierungssicht. Alle Programme,
die das in Abschnitt (3.2) vorgestellte Losungskonzept verwirklichen, sind in der hoheren Pro-
grammiersprache C geschrieben und dienen der Gesamtumsetzung des Algorithmus (3.31) iiber
die Werteiteration. Nach thematischen Blocken geordnet ist dieser Teil in drei Abschitte unterteilt,
in denen die jeweiligen Routinen fiir den Leser erldutert werden.

Als Nachschlagewerk fiir die eigene Programmierung in C wurden [28] sowie [29] herangezogen.

5.1 Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen

Beginnend wird die Frage geklirt, wie man am Rechner randomisierte Zahlen erzeugen kann,
die einer Normalverteilung N (0, %) geniigen sollen. Da der stochastische Input angesichts der
Prisenz von z in der Dynamik ¢ des zeitdiskreten Kontrollsystems (3.12) einen beachtlichen Ein-
fluss fiir die spétere Analyse besitzt, muss ein zuverlidssiger Programmteil existieren, der entspre-
chend stochastische Einfliisse wiedergeben kann. Im Perturbationsmodell (4.2) wurden stochasti-
sche Schocks durch die standardnormalverteilten Zufallsvariablen ¢, modelliert.

Fiir die Simulation von Zufallszahlen am Rechner werden Zufallszahlengeneratoren benutzt. Die
Zahlen werden nach einer deterministischen Vorschrift sequentiell erzeugt, weshalb man von ,,Pseu-
dozufallszahlen* spricht. Fiir fast alle Arten von Zufallszahlengeneratoren dienen sogenannte uni-
form verteilte Zufallszahlen als Ausgangspunkt. Daher fiihren wir nun ergiinzend eine neue stetige
Verteilung ein.

Definition 5.1 (Uniformverteilung). Fine Zufallsvariable X wird auf einem Intervall
[a,b], a,b € R als gleichverteilt bzw. uniform verteilt bezeichnet, wenn deren Verteilungs-

ﬁ a<xz<b
Px =
0 sonst.

dichte px gegeben ist als

In Kurzschreibweise: X ~ Ufo(a,b)
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Polar-Methode nach Marsaglia

Fiir die Zwecke des Algorithmus (3.31), in welchem (standard-)normalverteilte Zufallsvariablen
als Einflussgrofe der Dynamik (¢ Bedeutung haben, und fiir die spiteren Simulationen der Losun-
gen wird als Generator die Polar—Methode von Marsaglia® herangezogen, die eng im Zusammen-
hang mit dem Verfahren von Box—Muller steht. Dank ihr lassen sich iiber geometrische Uberle-
gungen Paare normalverteilter Zufallszahlen gewinnen.

Die Methode nutzt eine Transformation von Verteilungen, wie sie die der folgende Satz beschreibt.

Satz 5.2 (Transformation von Verteilungen). Es sei X eine reelle Zufallsvariable mit
bekannter Verteilungsdichte px. Eine bijektive Funktion g : R — R bildet X auf eine Zu-

1

fallsvariable Y ab. Die Umkehrfunktion zu g werde mit h := g~ notiert.

Dann gilt fir die Verteilungsdichte der transformierten Zufallsvariablen Y = g(X):

py(y) = px(h(y)) - 8—y(y)7 yeR

Die Transformationsregel ist auch auf mehrdimensionale Zufallsvariablen anwendbar, somit ins-
besondere auf ZufallsgroB3en der Dimension zwei.

Hier gilt dann

oh
= -det(—=),
Py = Px ( 8y)

wobei det(g—;‘) die Jacobi-Determinante von h bezeichnet.

Die Polar—Methode von Marsaglia hat als Input zwei uniform verteilte Zufallszahlen
11,1y ~ Ufo(0, 1).2 Damit lassen sich v; und v, definieren:

v=2-21—1

! ! (5.1)

Vg = 2- To — 1
Das Zahlenpaar (vy, v) stellt einen Punkt im Einheitsquadrat des R? dar. Gilt fiir die Summe ihrer
Quadrate rsq := v? + v3, auch als quadrierter Abstand vom Ursprung zu deuten, die Eigenschaft
rsq < 1, so liegt der Punkt (vy, v2) im Einheitskreis.
Die folgende polare Transformation g von (z1,x) auf das Zahlenpaar (y;,y,) garantiert, dass
y; ~ N(0,1); i =1,2.

y1 =/ —21In(xl) - cos(2mxs) (5.2)
Yo =/ —21In(x1) - sin(2rzs) (5.3)

! George Marsaglia ist Mathematiker und Informatiker. Er setzte sich intensiv mit der Erzeugung und
dem Testen von Zufallszahlen auseinander.

2 Gleichverteilte Zufallszahlen kénnen nach einer Methode von Park&Miller generiert werden. Niheres in
[29].
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Aquivalent ldsst sich x = h(y) schreiben als:

1
T = exp[—g(yf +43)]

1
To = — arctan(%)
2m Y1

Wie leicht nachzurechnen ist, ergibt sich die Jacobi-Determinante det(g—Z) als Produkt der Stan-
dardnormalverteilungsdichten.

=

der(G) = — | ett] - | et

dy V21 V2m

Bei dem Verfahren vereinfachen sich die Transformationen (5.2), (5.3) dadurch, dass man aus-
nutzt, dass rsq ebenfalls uniform verteilt ist und anstatt x; eingesetzt werden kann. Als Polar-
koordinate fiir 2z, dient der Winkel, den der Punkt (vq, v9) beziiglich der x—Achse definiert. In
Abbildung (5.1) auf Seite 64 ist dieser blau eingezeichnet; zudem ist der Abstand ,/rsq mit rot
eingefarbt.

Somit ldsst sich der Satz von Pythagoras ausnutzen und man spart bei der Implementierung der
Polar—Methode den komplexen Aufruf der trigonometischen Funktionen von Sinus und Kosinus.

In der C-Datei zufallszahlen. c, deren ausfiihrlicher Quellcode dem Anhang zu entnehmen ist,
wurde der erlduterte Zufallsgenerator implementiert. Die Funktion ,,ufo‘‘ erzeugt uniform verteil-

te Zahlen, die Routine ,,gasdev‘‘ standardnormalverteilte nach der Vorschrift von Marsaglia.

Der Programmablauf gestaltet sich wie folgt:

zufallszahlen.c - Funktion ,,double gasdev (long * )*

Funktionsweise:
Erzeugung einer standardnormalverteilten Zufallszahl = ~ N (0, 1) gemi Polar—Methode

Eingabeparameter:
Initialisierungswert idum fiir den Aufruf des Ufo—Zufallszahlengenerators in Form eines Zeigers
vom Datentyp long
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Ablauf:
1. Uberpriifung, ob Initialisierungswert idum negativ:

* Falls ja: Gehe zu Punkt 2.
* Falls nein: Gebe in vorherigem Aufruf gespeicherte Zufallszahl y ~ N(0, 1) zuriick.

2. Generierung des Zahlenpaares (vy,v9) mit sequentiellem Aufruf der Routine ufo gemaiB
(5.1).

3. Uberpriife Bedingung fiir den quadrierten Abstand: rsq = v? + v2 € (0, 1):
* Falls ja: Gehe zu Punkt 4.
* Falls nein: Erzeuge neuen Punkt (vy, v9) nach Punkt 2.

—21n(rsq))
rsq :

—2In(rsq)

4. Berechne y = vy - rsq ) bzw. Yy = vg -

Riickgabe:
Riickgabe einer standardnormalverteilten Zufallszahl y

1

\
1

/
.

Abbildung 5.1: Geometrie bei Polar-Methode nach Marsaglia

/




5.2 NUMERISCHE INTEGRATION DES ERWARTUNGSWERTS 65

Bemerkung 5.3. Durch lineare Transformation lassen sich mit der Polar—Methode leicht
beliebige normalverteilte Zufallszahlen generieren.
Ist die Zufallszahl y ~ N(0,1) verteilt, so gilt fiir die Variable z :=a-y+0b : 2z ~ N(b,a?).

5.2 Numerische Integration des Erwartungswerts

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit der numerischen Berechnung des Erwartungswerts, der auf-
grund seiner Existenz auf der rechten Seite der Bellman—Gleichung im Laufe des Algorithmus
(3.31) sehr oft auszuwerten ist.

In der theoretischen Abhandlung des Algorithmus wurde bereits in Abschnitt (3.2.4) auf S. 32
darauf aufmerksam gemacht, dass der Erwartungswertausdruck der rechten Seite von (3.13)

EU@ﬂ%HWMM%i@}=K%®+ﬁ¥/%w@ﬂwhmwwz

fiir festes « und @ numerisch auszuwerten ist. Die Herausforderung besteht vorwiegend darin, das
Integral

/f/k(ga(x, w,z))pz(z)dz (5.4)

z

mit der Integrationsvariablen z und der zum Iterationsschritt k& gehdrigen Wertefunktion Vj, im
Integranden moglichst gut anzunédhern. Da hierfiir analytisch keine Stammfunktion zu bestimmen
ist, nutzt man das Konzept der numerischen Integration. In der praktischen Anwendung existieren
eine Vielzahl von Quadraturformeln, deren Gemeinsamkeit es ist, ein bestimmtes Integral iiber ei-
ne Funktion f moglichst gut zu approximieren.

b
/}qu=QU%H%ﬂ

Hierbei bezeichnet ( f) die Quadraturformel und O(f) den Approximationsfehler.
Als Q(f) wird die zusammengesetzte Sehnentrapezformel angewandt, deren Funktionsweise kurz
erldutert wird.

Zur Integralniherung wird der Integrationsbereich [a, b] in mehrere Teilintervalle

[xi,$i+1],i:07...,N—1

unterteilt, wobei h = % die Intervalllinge bezeichnet und die

ri=a+1-h1=0,...,N
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=Xy X4 X Xy Xy =b

Abbildung 5.2: Zusammengesetzte Trapezregel

Tit1
die Stiitzstellen bilden. Das Integral wird zerlegt und jedes Teilintegral | f(z)dx wird, wie die
nachstehende Figur (5.2) verdeutlicht, durch die Flache eines Trapez angehéhert.
Es ergibt sich somit als zusammengesetzte Quadraturformel die Trapezsumme:

T(f)=5f(a)+h- Z fwi) + 5 f(b) (5:5)

Bemerkung 5.4 (Fehlerabschitzung). Es ist intuitiv klar, dass mit h — 0 bzw. n — oo
die Trapezsumme gegen den exakten Integralwert konvergiert.

Unter der Annahme, dass die zu integrierende Funktion f € C?[a,b] ist, gilt nachweisbar die
Fehlerabschdtzung:

(b—a)

. //Oo.h2
= £

I/f@Mx—TUMg

Um mit dieser Quadraturformel das fiir unsere Zwecke relevante Integral (5.4) auszuwerten, ist es
notig, den Integrationsbereich nédher zu betrachten. Fiir die Berechnung des Erwartungswerts ist
grundsatzlich ganz R zu beriicksichtigen. Jedoch ist es in Anbetracht der Tatsache, dass die Inte-
grationsvariable z als eindimensionale Zufallsgrofle des Kontrollsystems einer Normalverteilung
mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 geniigt, moglich das Integrationsintervall auf einen endli-
chen Abschnitt zu verkleinern.
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Der Verlauf der Dichtefunktionen py (vgl. Abbildung (3.1)) zeigt, dass nur solche z aus einem
symmetrischen Intervall [—a, a], @ € R um den Nullpunkt Wahrscheinlichkeit p(z) > 0 tragen.
Daher wird dieses Intervall [—a, a] im Rahmen der Implementierung in N Teilintervalle zerlegt,
so dass fiir die Trapezsumme iiber die Dichte gilt:

2-a

‘N

Somit erfolgt die Berechnung von (5.4) mit diskretisierter Zufallsvariable z € [—a, a] als Trapez-
summe gemal:

T(pZ) ~ 17 h =

[ Vit 2watend = 5 - (Vo 20)ozlen) + Vil B, zw)pzlen)) +

+h- Z Vi(p(@, a0, 2;))pz(2)

i=1
Die Trapezformel wurde im spiateren C—Anwendungsprogramm, das fiir die Modelle des sechsten
Kapitels geschrieben ist, als eine eigenstdndige Funktion implementiert.

Listing 5.1: Code zur Trapezregel

double trapezformel( double a, double b, unsigned int N,
double =xstate , double u, double % fval, qgrid = g, int * flag)
{ double sum, h;

double x;

int i,erg;

calls ++;

sum=0.;

h=(b—a) / N;

sum = 0.5 % (integrand(state ,u,a,fval , g, flag) +

integrand (state ,u,b,fval ,g,flag));

if( N> 1)
{
for (i = 1; i <= N=1; i++)
{
X = a + 1#*h;
sum += integrand(state ,u,x,fval ,g,flag);
}

}

return sum #* h;
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Bemerkung 5.5. Der Aufruf der Funktion integrand(...) liefert jeweils den Wert des
Produkts Vi(p(x, 1, z)) - pz(2) zuriick. Der Parameter flag dient als Variable fir den Feh-
lerstatus.

Der Funktionseingabeparameter state tbergibt den Systemzustand, w die ausgewdhlte Kon-
trolle, fual bezeichnet den ndchsten Zustand nach Auswertung von ¢ und g die Gitterstruk-
tur, mit welcher sich der nachfolgende Abschnitt befasst. Die statische Variable calls zdhlt,
wie oft die Trapezregel wihrend des Algorithmus (3.31) aufgerufen wurde.

5.3 Adaptive Gitter mit GRIDGEN

Der Algorithmus zur Berechnung der optimalen Wertefunktion basiert auf adaptiven Gittern, die
eine raumliche Diskretisierung des Zustandsraums des zeitdiskreten Kontrollsystems vornehmen.
Das Optimalititsprinzip in Form des DP-Operators 7 (3.18) wird in (3.31) stets nur auf im Gitter
gelegene Punkte angewandt. Wie jene Gitter in der Programmiersprache C implementiert werden,
beschreibt dieser Abschnitt iiber den Gittergenerator GRIDGEN. Die von Prof. Dr. Griine ent-
wickelte Gitterdatenstruktur, die teils modifiziert wurde, und ihre wichtigsten Routinen werden
iiberblicksartig vorgestellt. Als Grundlage dient die Dokumentation [12]. Die Ausfiihrungen be-
ziehen sich auf die Version 0.99¢ des Gittergenerators in Form des C—Headerfiles gridgen.h und
des Programms gridgen.c.?

Ein Gitter I wird in der Datenstruktur qgrid in hierarchischer Baumstruktur abgespeichert. Dabei
beinhaltet ggrid selbst wieder mehrere C-Strukturen. Unter der Vielzahl von Datenelementen in
der Struktur enthilt folgender Codeauszug nur die grundlegenden Variablen sowie die Elemente,
die fiir die Traversierung relevant sind:*

Listing 5.2: Datenstruktur qgrid

typedef struct sqgrid
{
/% basic grid data =/
int dim; /% dimension %/
real ql [MAXDIM]; /% lower corner of root element =/
real qw[MAXDIM]; /% width of root element =/

int qn[MAXDIM]; /% elements per dimension in basic grid =/
int max_simplex; /% number of leaf elements in grid =/

int bascubes; /% number of elements in basic grid =/
int max_vertex; /% number of vertices in grid =/

3 Beide Programme finden sich auf der beigefiigten CD-ROM.
1 (...) steht fiir Auslassungen im Quellcode
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int hanging; /% number of hanging nodes in grid =/

int level; /% refinement levels for create_grid =/

cube =xroots; /% array of root elements =/

int depth; /% depth of grid, updated by griddepth =/
(...)

#ifdef _NODES

/% data for traversing with next_node =/

gqnode #=anode; /% actual node %/
int ali; /% local index of actual node =/
int agi; /% global index of actual node =/

real ax[MAXDIM]; /x coordinates of actual node =/
#endif
(...)
} qgrid;

In der Gitterstruktur qgrid ist das Element anode vom Typ gnode enthalten, das beim Durchlauf
der Baumknoten stets den aktuellen Knoten anspricht. Diese Struktur ist wie folgt definiert:

Listing 5.3: Datenstruktur qnode

typedef struct sqnode
{ real value;
real dpvalue; /«neu hinzugefiigtes Element +/
unsigned char status;
struct sqnode =#xxhooks;
int index;
} qnode;

Die Datenstruktur qnode besitzt fiinf Datenelemente - das Element dpvalue wurde gegeniiber der
originalen Version von Prof. Dr. Griine hinzugefiigt - mit folgender Bedeutung:

value Wert Vk(EZ) der approximativen, bilinearen Wertefunktion im Gitterpunkt

dpvalue || Wert des DP-Operators 7 (V}), ausgewertet im Knotenpunkt

status Ganzzahlige Statusvariable; mogliche Stati € {0,1,...9};

Status 6 markiert z.B. einen einzufiigenden Testpunkt

hooks Verweis auf Knoten, von denen hingende Knoten ® abhiéingen

index Knotenindex fiir interne Identifikation

® Dies sind Knoten, die nicht fiir alle angrenzenden Zellen Eckknoten darstellen.

Tabelle 5.1: Datenelemente der Knotenstruktur qnode
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Bemerkung 5.6. Der auftretende Datentyp real ist lediglich ein Alias fir den Standard-
datentyp double der FliefSkommazahlen.

Samtliche Routinen des Gittergenerators sind im Headerfile definiert und im Programm gridgen.c
deklariert. Die fiir den Algorithmus (3.31) relevantesten werden nachstehend in ihrer Funktions-
weise kurz beschrieben.

,,qgrid* create grid(real *lo, real *hi, real *Delta, int dim,
int level)*

Funktionsweise:
Erzeugung eines Gitters fiir ein dim— dimensionales Gebiet

Eingabeparameter:
lo untere Ecke des zu diskretisierenden Gebiets
hi oberer Begrenzungspunkt des Gebiets

Delta || Vorgabe der Zellengrof3e
dim Dimension des Gebiets

level | Variable fiir Erzeugung regel- bzw. unregelmiBiger Gitter

Riickgabe:
Zeiger auf die neu angelegte qgrid Struktur

,,woid delete grid(qgrid *tg)‘

Funktionsweise:
Loschen der Gitterstruktur tg

Eingabeparameter:
Zeiger tg auf die zu loschende Gitterstruktur

Riickgabe:
keine

,,int first node(qgrid *tg, real *x) bzw. int next node(qgrid *tg, real *x)¢

Funktionsweise:
Zugriff auf den ersten bzw. nichsten Knoten des Gitters
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Eingabeparameter:
tg || Zeiger auf das Gitter
x || Array, das Koordinaten des Gitterpunkts zugewiesen bekommt

Riickgabe:
Index des ersten Knotens bzw. des nichsten Knotens innerhalb der Gitterstruktur
Riickgabe von —1, falls ein Fehler auftritt

Bemerkung 5.7. Die beiden Funktionen dienen dem Knotenzugriff. Sie stellen eine Art
Interfacefunktion dar und durchlaufen so intern die Eckpunkte des Gitters.
Die Traversierung des Gitters erledigt im Hauptprogramm eine einfache do-while Schleife.

Listing 5.4: Knotendurchlauf

index = first_node(g,Xx)
do
{

/«beliebige Operationen =/
index = next_node(g,Xx);

}

while (index !=—-1);

Der Durchlauf der Testpunkte, die fiir die Bestimmung des lokalen Fehlerschitzers in Schritt 3 von
(3.31) benotigt werden, erfolgt analog.
Die Funktionen fiir deren Traversierung lauten:

* int first testpoint( ggrid * x, real * x)
* int next testpoint( qgrid * x, real * x)

Die wesentliche Operation auf den Knoten des Gitters I' besteht darin, den Wert der bilinearen
Funktion V}, € VW auszulesen bzw. zu setzen. Dafiir eignen sich die folgenden beiden Routinen:

,,yeal current nodevalue(qgrid *g)‘

Funktionsweise:
Abfrage des Werts der Gitterfunktion im aktuellen Knoten

Eingabeparameter:
Zeiger g auf die Gitterstruktur

Riickgabe:
Knotenwert Vj(E;) wird als double-Wert zuriickgegeben.
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,,int set_current nodevalue(qgrid *g, real v)*

Funktionsweise:
Setzen des Werts der Gitterfunktion im aktuellen Knoten

Eingabeparameter:
g || Zeiger auf das Gitter

v || der zu setzende Knotenwert

Riickgabe:
Status iiber Erfolg des Aufrufs: im Erfolgsfall 0, ansonsten 1.

Soll der Wert fiir einen beliebigen Punkt x € I' abgefragt werden, so wird die rechenzeitinten-
sivere Routine

* real value (qgrid *g, real *x, int *flag)

mit dem zusitzlichem Parameter flag, der als Fehlerstatusvariable dient, aufgerufen.

Soll hingegen der numerische Wert aus dem Optimalititsprinzip dpvalue fiir die Knoten gesetzt
bzw. ausgelesen werden, so konnen die beiden in gridgen. c neu hinzugefiigten Routinen verwen-
det werden:

* real get dpvalue(qgrid *tg)
* void set_dpvalue(qgrid *tg, real val)

Ein Gitter ldsst sich auch jederzeit dauerhaft abspeichern und fiir eine graphische Aufbereitung als
ASCII-Datei nach MATLAB exportieren.

,,int export _gridandval (qgrid *g, char * filename)‘

Funktionsweise:
Exportierung nach MATLAB im ASCII-Format (.asc)

Eingabeparameter:
g Zeiger auf das Gitter

filename | Dateiname fiir die Export—Datei

Riickgabe:
Status iiber Erfolg des Aufrufs: im Erfolgsfall 0, ansonsten 1.
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Die Routine
* export val2d(qgrid * tg, char * filename, int res)

speichert hingegen nur zeilenweise Koordinaten und Werte von Punkten eines zweidimensionalen
Gitters in die Datei mit dem Namen filename ab. Mit res tibergibt man die Anzahl an Untertei-
lungen fiir beide Koordinatenrichtungen.

Abschlielend wird noch darauf hingewiesen, dass fiir den Verfeinerungsschritt zwei Routinen von
grofler Bedeutung sind.
Zur Erzeugung von Testpunkten ruft man jeweils zu Beginn von Schritt 3 in (3.31)

* void prepare adaptation (qgrid *g)
auf. Um Gitterpunkte in die aktuelle Gitterstruktur g einzufiigen, benutzen wir
* void insert_current testpoint(qgrid * g).

Damit wird der gegenwirtig betrachtete Testpunkt als ,.einzufiigend* markiert.

Am Ende eines jeden Verfeinerungsschritts steht der Aufruf von
* void complete adaptation (qgrid *g).

Dabei erfolgt am Bildschirm die Ausgabe einer Statistik iiber die Verdnderungen des Gitters g im
beendeten Adaptionsschritt.

Der Gittergenerator bietet durchaus noch mehr Funktionalitit. So konnen beispielsweise Routinen
zur Zeitmessung (tic(), toc()) sowie zum Laden eines Gitters (load val ())genutzt werden.
Um Genaueres iiber deren Funktionsweise zu erfahren, wird auf die Kommentierung im Quellcode
sowie auf [12] verwiesen.

Zur vollen Nutzung des Pakets GRIDGEN im eigenen Programm muss lediglich in der Kopf-
zeile mit

[#include "gridgen.h"

die Headerdatei eingebunden werden.
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6 Praktische Anwendung der Verfahren

Dieses Kapitel zeigt die praktische Anwendbarkeit der in den vorherigen Kapiteln erlduterten Ver-
fahren auf. Zur Analyse der gewonnenen Approximationen aus dem Perturbationsansatz und der
Niherungen, die mit Hilfe des Algorithmus der dynamischen Programmierung (3.31) bestimmt
werden, betrachten wir zwei verschiedene Wachstumsmodelle der Okonomie. Die beiden Modelle
entstammen dem in Abschnitt (2.2) vorgestellten Referenzmodell von Ramsey, unterscheiden sich
jedoch in der Zielfunktion. Die beim Ramsey Modell erfolgten ckonomischen Uberlegungen spie-
geln sich in den zwei Anwendungsobjekten wider.

Der erste Abschnitt definiert beide Modelle, insbesondere deren kennzeichnende Parameter, und
interpretiert sie nach dkonomischen Gesichtspunkten. Es wird die Existenz eines Gleichgewichts
hergeleitet, das sich in Abhéngigkeit von den gewihlten Modellparametern ergibt.

Im zweiten Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse der mit der Perturbationsmethode be-
rechneten indirekten Approximation V sowie die iiber den direkten Ansatz ermittelte Wertefunk-
tion Vdir fiir die optimale Wertefunktion présentiert. Ein Vergleich zwischen den Perturbationslo-
sungen, den Losungen der dynamischen Programmierung und der exakten analytischen Losung,
welche fiir Modell A existiert, wird in Abschnitt drei vorgenommen. Das Kapitel wird mit einigen
numerischen Simulationen, die fiir beide Modelle durchgefiihrt werden, abgerundet.

6.1 Die 6konomischen Beispielmodelle

In diesem Abschnitt werden die beiden Modelle eingefiihrt und deren Bezug zum Referenzmodell
nach Ramsey hergestellt. Fiir beide Modelle werden die Gleichgewichtspunkte, die fiir den Lo-
sungsansatz iiber Perturbationsmethoden unverzichtbar sind, mit Hilfe einer MATLAB Routine
berechnet und anschlieBend 6konomisch interpretiert.

6.1.1 Das Modell A

Das Modell A ist zweidimensional im Zustandsraum X und eindimensional im Raum der Kontrol-
len u. Es schreibt sich als zeitdiskretes, stochastisches Kontrollproblem gemif (3.12) wie folgt:
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Beispiel 1 (Modell A).

max F
ut

>0 1og<ut>]

t=0

mit der diskreten Dynamik x, 1 = (x4, uy, €;), wobei ¢ gegeben ist als:

ol = (

Ae”zd + (1 —90) o1 —u
pxo + O€

Hierbei ist xpq > 0,215 € R und e ~ N(0, 1).

Bedeutung der Zustandsvariablen:

Die Variable x; bemisst den Pro-Kopf Kapitalstock in einer geschlossenen Volkswirtschaft, der

Zustand x» weist den technologischen Fortschritt logarithmiert aus.

Kontrolle:

Die Kontrolle u bezeichnet die Konsumgrofle des Agenten des Modells.

Parameter:

Das Modell ist mit zahlreichen Parametern versehen, denen folgender Wert und Bedeutung zuge-

wiesen sind:

Parameter | Wert | Bedeutung

15} 0.95 | Diskontierungsfaktor

A 5 Technologischer Wandel

« 0.34 Produktionselastizitit des Faktors Kapital

) 1 Kapitalabschreibungsrate

p 0.9 Faktor fiir x2-Dynamik

o 0.008 | Stérungsparameter fiir stochastische Schocks

In den weiteren Ausfiihrungen des Kapitels werden wir insbesondere den Abschreibungsparameter

4 variieren.

Bemerkung 6.1.

e Die deterministische Dynamik fir x1 fasst die Ramsey—Gleichungen (2.6) und (2.7)

Tabelle 6.1: Parameter von Modell A

zusammen. Fs qilt:

Kt+1:(1—5)'Kt+[t:(1—5)'Kt+(Yi_Ct)E(1_5>‘xt71+A€$t’2le_ut
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e Die Dynamik fiir x4 ist hingegen, wirtschaftliche Unsicherheit reprisentierend, stochas-
tisch und folgt einem stationdren AR(1)-Prozess (p < 1). Damit ist die Annahme eines
partitionierten Zustandsraums x, = [z}, 22 im Perturbationsmodell erfillt.

e Die betrachteten Zustandsgrifsen sind als Pro-Kopf Grifien aufzufassen. Der Produk-
tionsfaktor Arbeitskrifte L tritt nicht im Modell auf.

Dies lasst sich ausgehend von der Cobb-Douglas Produktionsfunktion P(K, L) herlei-
ten. Dazu werden die Pro-Kopf-Grifien

G Ko _C Y
AN A
definiert. Somit gilt:
_P(K,L) _ K L B

o Die zugrundeliegende Produktionsfunktion von der Klasse C'obb—Douglas kann man der
Dynamik fiir x, ablesen:

P(k,T) = P(xy,e™) = A-af - ™
Der Output bestimmt sich somit durch die Kapitalintensitit k (= x1) sowie den techno-

logischen Fortschritt T' (= €2 ). Wir bezeichnen k allerdings weiterhin als Kapitalstock.

Herleitung des Gleichgewichts

Ausgehend von der Hamilton—Funktion, die in (3.33) des Kapitels drei eingefiihrt wurde, wol-
len wir fiir das Modell A die Gleichgewichtsbedingungen herleiten, um damit den steady state
dieser Okonomie zu charakterisieren.

Die Hamilton—Funktion lautet demnach:

H' (4, My ug) = B {87 - log(ug) + Mgy - (Ae™2afy + (1= 0) -1 — u) + Aeyro - (pri2 + 0€r) }

Dies fiihrt bei Anwendung des stochastischen Maximumprinzips auf die folgenden Bedingungen:

I. Optimalititsbedingung fiir den Zustand

Et[l‘ﬂ_l’ﬂ = Et[Aext’QIzl + (]. — 6) X1 — U

(6.1)
Ei[@ii12] = E[pae o + o€
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II. Optimalititsbedingung fiir die adjungierte Variable

Mg = Ee[Aes1 - (@Ae™ 22" + (1 - 9))]

o (6.2)
Ao = Et[)\t+1,2 “p+ Ay (Ae t’2$t71)]
III. Extremalbedingung
Bt+1
Et |: - >\t+1,1:| = 0 (63)
Uy

Geschicktes Vereinfachen der Gleichungen (6.1) - (6.3) fiihrt auf die kompakte Form der Gleich-
gewichtsbedingungen (vgl. (3.36)):

E {f(z,2",u,u)} =0

) — Aefxd — (1 —0)xy +u
fla, o' ju,u’) == xh — pxo (6.4)
g (adetr T 1 —6) -1

u

Im Gleichgewichtspunkt gilt:

/

xl :Z‘l7
/ —_—

Ty = Tg,
/

U = u.

Somit ergibt sich aus der zweiten Zeile der Gleichgewichtsbedingung (6.4):
Ty — pry =0= 19 = 0.
In die erste Zeile der Gleichgewichtsbedingungen eingesetzt, folgt:

xp— A —(1—=0)r1 +u=0
=u=Arl + (1 —0)z —xy
—u = Ax] — ox;.

Diesen Term setzt man fiir v und «’ in die dritte Zeile ein

6

! =0
Ax§ — 0xy

x’2 1 a—1 . s
(ahe®a"T +1-0) s —om

und es ergibt sich nach kurzer Rechnung:

(1= =)\
"’“‘( fad )
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Steady state:
Somit ist der steady state fiir Modell A gegeben.

()-()

und der Pro-Kopf-Konsum im Gleichgewicht z ergibt sich zu:

= Az{ — 0x1. (6.6)

Um die Werte des Gleichgewichts 6konomisch interpretieren zu konnen, wollen wir die Gleichge-
wichtspunkte in Abhingigkeit vom variierenden Abschreibungsparameter ¢ betrachten (die restli-
chen Parameterwerte bleiben wie in Tabelle (6.1)).

Fiir den Wert 6 = 1, d.h. der Kapitalstock wird wéhrend pro Zeitschritt ¢ — ¢ + 1 vollstindig
abgeschrieben, ergibt sich der steady state zu

(Z1, %2, ) ~ (2.0673,0.0,4.3331).

Die nachfolgende Tabelle und Graphik zeigt die Entwicklung des 6konomischen Gleichgewichts
fiir Modell A abhingig von der Wahl von 4. Die in MATLAB implementierte Funktion SS_plot.m
! {ibernimmt die Berechnung des steady state bei Vorgabe der Abschreibungsrate.

) X1 X2 u
0.00 193.50 0.00 29.95
0.10 38.95 0.00 13.45
0.20 17.97 0.00 9.76
0.30 10.84 0.00 7.99
0.40 7.43 0.00 6.92
0.50 5.49 0.00 6.18
0.60 4.27 0.00 2.63
0.70 3.44 0.00 5.20
0.80 2.84 0.00 4.86
0.90 2.40 0.00 4.57
1.00 2.07 0.00 4.33

! Siehe (B.1) im Anhang

Tabelle 6.2: Gleichgewichte abhangig von ¢
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steady state Modell A

200 T T T T
——= Kapitalstock
150 F g technischer Fortschritt |-
©
S
+ 100
=)
N
50
0 3 o2 o0 £ I e - . Semm—" ¥ W S © J— -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abschreibung
30 T T T T
Konsum
o 20 .
o
c
(@]
¥ 10- 4
o | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abschreibung
Abbildung 6.1: Gleichgewichte abhéngig von der Abschreibung
Interpretation:

Die Abbildung verdeutlicht die Wirkung einer Erhohung der Abschreibungsrate auf den steady
state. Umso hoher die Rate der Kapitalabschreibung im Modell gewihlt wird, desto niedriger ist
der gleichgewichtige Kapitalstock z;. Der zweite Effekt besteht darin, dass aufgrund des vermin-
derten Outputs Y der Agent Haushalt weniger konsumieren kann und so sinkt der Konsum
spiirbar. Stellt sich fiir 6 = 0.2 noch ein Kapitalstock von ca. 18 Einheiten ein, so betréigt bei Ver-
dopplung von ¢ auf 0.4 der Kapitalstock mehr als die Hilfte weniger (6 ~ 7.43) und nihert sich
bei vollstindiger Abschreibung dem Gleichgewichtskapitalstock 7, ~ 2.07.

Das Aufzeigen der Lage des Gleichgewichts abhingig von den Parametern liesse sich fiir alle
EinflussgroBen anstellen, wird aber im Rahmen der Arbeit nur fiir die variable Abschreibungsrate
0 durchgefiihrt.
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6.1.2 Das Modell B

Beispiel 2 (Modell B).

max F
ut

> B log(u) e]
t=0

mat unveranderter Dynamik ¢ als:

Ae™ x4+ (1 —=90) - x1 —u
pPLo + O€

oo -

Hierbei ist x;1 > 0,2, € R und e ~ N (0, 1).

Beispielmodell B, bei dem gegeniiber Modell A eine Anderung der Zielfunktion vorgenommen
wurde, besitzt einen zusidtzlichen Parameter «. Alle anderen Parameter bleiben dem Wert nach
gleich gesetzt.

Parameter | Wert | Bedeutung

K 2 Verstarkungsfaktor fiir technologischen Einfluss

Tabelle 6.3: Parameter von Modell B

Bemerkung 6.2. Wdhlt man k = 0, so ergibt sich als Spezialfall das Modell A. Unsicherheit
in der wirtschaftlichen Entwicklung drickt das Modell mit gréfserem Wert fiir k aus.

Gleichgewicht des Modells B

Trotz der veriinderten Nutzenfunktion /(z, u) = log(u) - ¢2*2 ergeben sich fiir das steady state der
Modellokonomie keine Verdnderungen.

Die Rechnung zur Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen erfolgt analog zu Modell A. Diese
fiihrt auf folgende Gleichgewichtsbedingungen:

xy — Aedxf — (1 —0)xy +u
Ei(f(x, 2 u,u’)) =0 mit f(z, 2", u,u) = Th — pas
Bemth . (aAema)* Tt +1—6) — 1. enm
(6.7)
Die dritte Zeile von f, aus der Maximumsgleichung stammend, hat sich verindert.
Der Gleichgewichtspunkt bleibt jedoch (6.5) entsprechend unveréndert.
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)= (") 09

Der Grund hierfiir ist, dass Zeile 2 von (6.7) o = 0 impliziert. So verschwindet der zusitzli-
che Term e®*? = 1 in den Bedingungen. Fiir die Konsumvariable im Gleichgewicht gilt wie in
(6.6):

u= Az{ — dx1. (6.9)

Die 6konomischen Interpretationen im Hinblick auf die Abhingigkeit des steady state von den
Modellparametern bleiben somit auch fiir Modell B giiltig.

6.2 Numerische Ergebnisse der Perturbationsmethoden

6.2.1 Modell A

In diesem Abschnitt werden unter Einsatz der Perturbationsroutinen die Approximationen fiir das
Modell A berechnet und die numerischen Ergebnisse untersucht. Insbesondere ist es zum Zwecke
einer Genauigkeitsanalyse von Vorteil, dass eine analytische Losung fiir das Beispiel mit den ge-
wihlten Parametern gemaf Tabelle (6.1) existiert.

Geschlossene Losungen sowohl fiir die optimale Wertefunktion V' als auch fiir die optimale Kon-
trolle u sind gegeben:

Optimale Wertefunktion - exakt:

V(z) = B+ C -In(x;) + Dxo (6.10)
mit
L ({1 = o)) + 25 In(a)
N (1-75)
CTi-an)
1

D =

(1 —aB)(1 - pp)

Die nachfolgende Abbildung zeigt deren Verlauf. Die optimale Wertefunktion ist in z;-Richtung
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gekriimmt, in z5-Richtung linear ansteigend. Das Kriimmungsverhalten nimmt beziiglich der Kapitalstock—
Achse mit x; — 0 zu. Wie zu erwarten ist, steigt der Gesamtnutzen in der Modellwirtschaft mit
zunehmendem Kapitalstock und mit erhohtem technologischen Fortschritt. So stellt sich z.B. fiir

x = (10, 0.32) ein maximaler, optimaler Wert von 33.37 ein.

optimale Wertefunktion Vm , Modell A

x2 04 0

x1

Abbildung 6.2: Exakte opt. Wertefunktion Modell A

Optimale Steuerung - exakt:

u(z) = (1 — af)Ae™af (6.11)

Anhand von Abbildung (6.3) erkennt man, dass der den Konsum repréisentierende Kontrollwert
mit hoherem Kapitalstock anwéchst. Eine Steigerung des Konsums durch positive technologische
Schocks macht sich erst fiir grolere x;-Werte bemerkbar. So ist fiir x; — 10 eine Kriimmung in
xo-Richtung aufgrund des positiven Einflusses der Technologieentwicklung deutlich erkennbar.

Nun wollen wir die Lésungen der Perturbationsmethoden, die mit Hilfe der Perturbationsroutinen
in MATLAB gewonnen werden, angeben. Die MATLAB Routine Mode11A run.m ? berechnet
die folgenden Koeffizienten fiir die Kontrollfunktion g und die Dynamik A aus dem Perturbations-
modell.

2 Siehe ausfiihrlich kommentierter Quellcode im Anhang (B.1)
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exakte Kontrolle u, Modell A

<S 9% 0% 0
S SSISIISIIIIIIN !
S SOSISSIISISSIISIN
SN

> S
: ",,‘ SIS
o‘O‘o “"‘ < SO

Abbildung 6.3: Exakte Kontrolle Modell A

Koeffizienten® der linearen Terme:
9., = 0.7126, g,, = 4.3331

0.3400 2.0673

iy = 0 e =g 9000

Koeffizienten der quadratischen Terme fiir x:

Jzize = _022757 Jr120 = Gzozs = 071267 Groxs = 4.3331
—0.1085 0.3400 2.0673

hxlxl - 0 Y hxlxg = hxle - O hzzwz - O
Koeffizienten der quadratischen Terme fiir o:
—0.2984 - 10714
0

Dass die letzten beiden Koeffizienten nahezu O sind, zeigt auf, dass der stochastische Anteil in
der Approximation eine vernachlédssigbare Rolle spielt. Dies sieht man auch daran, dass weder die
geschlossene Losung V' (6.10) noch u (6.11) vom Perturbationsparameter o abhingt.

Goo = 2.9836- 1071, h,, =

3 Auf vier Nachkommastellen genau angegeben.



6.2 NUMERISCHE ERGEBNISSE DER PERTURBATIONSMETHODEN 85

Setzt man obige Werte in die Taylorreihe ein, so ergeben sich die approximierte Kontrolle
@ = g(z,0) und die Dynamik 2’ = h(z, o).

i = 4.3331 + 0.7126 - (2, — 2.067344815) + 4.3331 - 2

1
+5  (—0.2275) - ( — 2.067344815) - (1 — 2.067344815)
+0.7126 - 25 - (21 — 2.067344815)

1
+5-4.3331 - 5

£ =2.0673 + 0.34 - (x; — 2.067344815) + 2.0673 - 5

+% - (—0.1085) - (z; — 2.067344815) - (2, — 2.067344815)
40.34 - 2 - (z1 — 2.067344815)

+% -2.0673 - 2

f2,:0.9'$2+0'6/

Approximationen der optimalen Wertefunktion

Zur Berechnung der indirekten bzw. direkten Taylor—Approximationen der optimalen Wertefunk-
tion 1 bzw. de’r kommen die beiden Perturbationsroutinen Vcoeff .m bzw. Vdirect .mw, die in
Abschnitt (4.3) vorgestellt wurden, zum Einsatz.

Deren Verwendung liefert die folgenden Taylor-Koeffizienten fiir die optimalen Wertefunktion 1%
und Vdir , auf der unser Hauptinteresse liegt.

~ ~

Vv Vdir | Vdir -V |

Vo 29.32568071 29.32568074 | 0.2879 - 1077
Va1 0.24292786 0.24292786 0.0003 - 1077
Va2 10.18693017 10.18693019 | 0.2141-1077
Vire, | —0.11750718 | —.1175071817 | 0.007 - 1077

zae | 0.00000000 —0.00000000 | 0.0082- 1077
Vaszy, | 0.00000000 0.00000000 0.0902 - 1077
Voo 0.00000000 0.00000000 0.0

Tabelle 6.4: Unterschied der Koeffizienten von V und Vdir bei Modell A
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Die Abweichung der Taylor-Koeffizienten von Vdir zu denen von V ist sehr gering, wie die Tabelle
(6.4) zeigt, so dass gilt:
Viair(x) = V(x) V.

Somit liefern beide Routinen zur direkten bzw. indirekten Approximation der optimalen Werte-
funktion trotz verschiedener Berechnungsarten approximativ dasselbe Taylorpolynom fiir die op-
timale Wertefunktion. Dieses lautet:

~

V(z,0) = 29.3257 + 0.2429(z; — 2.0673) + 10.1869z5+

X (6.12)
+ 5 (~0.1175) (21 — 2.0673)a,

Bemerkung 6.3. Wie schon bei der Approrimation der Kontrolle g fallt auf, dass der
stochastische Parameter o bei beiden Taylorreihen nicht auftritt. Die Wertefunktion zeigt
sich von den Storungen beziiglich des technologischen Fortschritts xo unabhdngig.

Variation der Abschreibung o

Die Antwort auf die Frage, wie sich die Koeffizienten der Taylor-Approximationen fiir V bzw. Vdir
bei Variation des Parameters 0 dndern, wird nun gegeben. Mehrmaliges Aufrufen der MATLAB
Routine ModellA run.m, welcher einzig der Wert fiir § tibergeben wird, liefert als Riickgabe die
folgenden Koeffizienten der Taylorreihe Vyir. Diese entstammen der jeweiligen ASCII-Textdatei,
die durch die MAPLE Routine Vdirect .mw von Seite 57 erzeugt wurde.

0 Vo Va, Vas Voo Va2 Voo Voo

0.0 |67.9925 0.0351 6.8966 —0.0001 —0.0086 2.3783 0.0000
0.2 | 45.5596 0.1079 9.4366 —0.0041 —0.0409 1.1551 0.0000
0.4 | 38.6760 0.1522 9.8588 —0.0153 —0.0509 | 0.5949 0.0000
0.6 | 34.5564 0.1870 10.0325 —0.0362 —0.0454 | 0.3043 0.0000
0.8 | 31.6142 0.2167 10.1273 —0.0693 —0.0279 | 0.1242 0.0000
1.0 | 29.3257 0.2429 10.1869 —0.1175 —0.0000 —0.0000 0.0000

Tabelle 6.5: Taylor-Koeffizienten von Vdir fiir verschiedene 6 bei Modell A

Interpretation:

Man erkennt, dass mit steigender Abschreibung der konstante Koeffizient V; der Taylorreihe, wel-
cher dem optimalen Wert im Gleichgewicht entspricht, massiv abnimmt. Dies bedeutet, dass der
Gesamtnutzen bzw. die Wohlfahrt niedriger ausfillt bei steigendem Kapitalverbrauch mittels Ab-
schreibung. Dies ist intuitiv klar, denn dieses Phdnomen trat bereits beim steady state in Bezug auf
den Kapitalstock auf. Der durch das verringerte Einkommen resultierende Konsumriickgang fiihrt
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unmittelbar zu einem geringeren Nutzen fiir den Agenten Haushalt in allen Zeitpunkten und so
stellt sich auf unendlichem Horizont betrachtet ein verminderter Zielfunktionswert ein. Diejenigen
Koeffizienten wie V1, V,,.,, welche nur z;-Ableitungen enthalten, nehmen zudem betragsméaBig
mit hoherer Abschreibungsrate zu.

Die Abbildung (6.4) verdeutlicht das Anwachsen des Gesamtnutzens in der Volkswirtschaft, falls
grundsitzlich weniger Kapital abgeschrieben wird. Die Graphen der optimalen Wertefunktionen
liegen quasi gestapelt aufeinander und entfernen sich zunehmend von der (z;, x2)-Ebene.

quadr. Approximation V, Modell A

Abbildung 6.4: Direkte optimale Wertefunktionen Vi fiir verschiedene & bei Modell A

6.2.2 Modell B

Mit Hilfe der Perturbationsroutinen, die fiir Modell B im MATLAB Programm Model1B run.m?
sukzessiv aufgerufen werden, erhilt man die folgenden Koeffizienten fiir die Approximationen der
Dynamik 4 und der Kontrolle g:

Koeffizienten der linearen Terme:

9z, = 0.7126, g, = 4.7277

4 Auf der CD-ROM enthalten.
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hy, = 0.3400 by, = 1.6727
0 0.9000

Koeffizienten der quadratischen Terme fiir x:

9rize = —0.2275, z1z2 = Goomy = 0.7775, Jromy = 5.0563

—0.1085 0.2751 1.3441
hx1x1 - ( 0 ) ) hxlwz = hzle = ( 0 ) ha:gacz = ( 0 >

Koeffizienten der quadratischen Terme fiir o:

Goo = —T.5821, Tl = ( 70821 )

0

Die Terme g,, sowie h,, haben betrichtlich zugenommen. Dies belegt, dass der stochastische
Einfluss, der iiber x5 nun auch in die Zielfunktion eingeht, bei Modell B wesentlich groBer ist.

Approximationen der optimalen Wertefunktion

Wir sind aber inbesondere wieder an den durch die Perturbationsmethode gewonnenen Approxi-
mationen der optimalen Wertefunktion interessiert.
Tabelle (6.6) listet die Koeffizienten von V' bzw. Vy;,. auf und zeigt, dass sich die Taylor-Koeffizienten

Vv Viir HA/diT — f/\

Vo 29.32568071 29.32568075 0.3879 - 107
V1 0.24292786 0.24292786 0.0003 - 107
Vo 30.41153756 30.41153759 0.3437-1077
Verz, | —0.11750718 | —0.11750718 | 0.0007 - 107
Ve, | 0.46373090 0.46373090 0.0134 - 1077
Vigz, | ©0.02247003 50.02247005 0.1902 - 107
Vo 0.00000000 0.00000000 0.0

Tabelle 6.6: Unterschied der Koeffizienten von V' und Vdir bei Modell B

der direkten und indirekten Berechnung erneut nahezu gleichen.

Bemerkung 6.4. Gegeniiber Modell A hat sich die Hinzunahme von e als Term in die
Zielfunktion spiirbar auf die Koeffizienten Vo sowie Vi, 1y, Viyw, ausgewirkt, die wertmdfig
stark zugenommen haben. Dies kann man damit deuten, dass fir die Wohlfahrt bzw. den
Gesamtnutzen der Volkswirtschaft im Falle von Modell B der technologische Fortschritt einen
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wesentlich grifleren Einfluss besitzt und somit die entsprechenden Koeffizienten in V baw.
Viir neu justiert werden.

An dieser Stelle wird angemerkt, dass bei der Abhandlung dieses Modells in der Arbeit von [19],
die bereits zitiert wurde, vom Wert abweichende Taylor—Koeffizienten errechnet wurden (vgl. [19]
S. 73). Dort wurden fiir Modell B bei gleicher Parametersetzung mittels eines MAPLE Programms
> die folgenden Koeffizienten ermittelt:

Vo =29.32566,  V,, =0.24291, V,, = 28.38888
Ve, = —0.11749, V.0, = Vo, = 0.41735
Vi, = 42.71896,  V,, = —0.15508 - 102

Die unterschiedlichen Werte resultieren aus einem Tippfehler im Programm selbst. Dort wurde
als Argument der Kostenfunktion r innerhalb der Bellman—Gleichung nicht der aktuelle Zustand
(x[1],x[21), sondern der nachfolgende Zustand (h[1],h[2]) der Dynamik h(x, o) eingesetzt.
Die fehlerbehaftete Zeile in der Routine lautet wie folgt:

Listing 6.1: Auszug aus der Maple Datei compute Vcoeff .mw

(...)

Ayy := coeftayl(r(g,h[1],h[2])+expand(betaxVh)—expand(V),
[x[1],x[2],sigma] = [0,0,0],[il,i2,i31]):

(...)

Bei Modell A blieb dieser Fehler ohne bemerkbare Auswirkungen, da die Zielfunktion von x un-
abhingig gegeben ist als [(x, u) := log(u).

Variation der Abschreibung o

Auch fiir Modell B, in welchem der stochastische Einfluss mehr gewichtet ist und somit die wirt-
schaftliche Unsicherheit steigt, wurden fiir verschiedene Abschreibungsraten die Approximatio-
nen Vy;, berrechnet. Wird & aus der Menge {0.2,0.4,0.6,0.8, 1} moglicher Abschreibungsraten
gewihlt, so ergibt der wiederholte Aufruf von Mode11B run.m die Koeffizienten von Tabelle (6.7).

Allen Graphen der optimalen Wertefunktion in Figur (6.5) ist die stidrkere Kriimmung in x2-
Richtung gemeinsam, wie ein Vergleich mit Abbildung (6.4) zeigt. Ein positiver technologischer
Fortschritt wirkt sich giinstig auf die 6konomische Lage aus und fiihrt zu einem Anwachsen der
Wohlfahrt. Erneut gilt der Grundsatz, dass mit fallender Abschreibungsrate ¢ ein hoheres Einkom-
men erzielt wird und somit eine hohere Wohlfahrt, ausgedriickt durch den optimalen Wert von ‘A/dz-r,
erreicht wird.

5Das Programm compute Vcoeff.mw ist deswegen auf der CD-ROM enthalten.
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0 Vo Va, Ve, Vo, Va2 Vs Voo

0.0 |67.9925 0.0351 53.7879 —0.0001 0.0275 76.6914 0.0000
0.2 | 45.5596 0.1079 40.8570 —0.0041 0.1291 61.7166 0.0000
0.4 | 38.6760 0.1522 36.5319 —0.0153 | 0.2153 56.9651 0.0000
0.6 | 34.5564 0.1870 33.8645 —0.0362 0.2972 53.9844 0.0000
0.8 | 31.6142 0.2167 31.9302 —0.0693 | 0.3792 51.7806 0.0000
1.0 | 29.3257 0.2429 30.4115 —0.1175 0.4637 50.0225 0.0000

Tabelle 6.7: Taylor-Koeffizienten von Vdir fiir verschiedene 6 bei Modell B

quadr. Approximation V, Modell B
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6.3 Auswertung und Analyse der Modelle

Ein Vergleich der im vorherigen Abschnitt ermittelten Perturbationslésungen (Vdm XA/) mit den Lo-
sungen der dynamischen Programmierung, welche der Algorithmus (3.31) liefert, wird in diesem
Abschnitt vorgenommen. Grundlage der nachfolgenden Abbildungen und sdmtlicher Zahlenver-
gleiche bildet die MATLAB Routine evaluation.m. ®

Der Aufruf der Routine lautet: | evaluation(model,domain) ‘ wobei die Parameter nachstehende
Bedeutung besitzen.

model | Modellwahl: 1: Modell A gemif (6.1) , 2: Modell B gem. (6.3)
domain | GroBe des Auswertungsbereichs I':
1: [1,10] x [—0.32,0.32], 2: [1,4] x [—0.32,0.32]

Innerhalb der Auswerteroutine evaluation werden die Werte der optimalen Wertefunktion V/
automatisch von ASCII-Dateien eingelesen. Diese lauten je nach Modell und Wahl des Rechenge-
biets wie folgt:

model | domain | ASCII-Datei
1 Values delta_1.00 kappa 0.asc

Values_delta_1.00 kappa 0 small.asc

NN —|

2
1 Values delta_1.00 kappa 2.asc
2 Values delta 1.00 kappa 2 small.asc

Tabelle 6.8: Dateinamen der gespeicherten Werte von V' (DP)

Diese vier Dateien miissen sich beim Aufrufen von evaluation.mim selben Ordner befinden wie
das MATLAB Programm selbst.

Implementierung der DP Methode in DPalg.c

Das C Programm DPalg.c implementiert unter Beriicksichtigung der in Kapitel fiinf erwdhnten
Aspekte den Algorithmus (3.31) zur Berechnung der optimalen Wertefunktion. Wie das Programm,
welches auf die beiden C Dateien zufallszahlen. c sowie auf die Gitterstruktur gridgen.c an-
gewiesen ist, zu kompilieren bzw. zu linken ist, kann der Readme-Datei readme . txtauf der bei-
gelegten CD-ROM entnommen werden.

Fiir die Ausfithrung der DP Methode (3.31) sind einige Parameter bzw. Werte festzulegen.
Dies erfolgt im Quellcode an den folgenden, kommentierten Stellen.

6 Routine befindet sich im Anhang (B.1), siehe S. 119.
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Listing 6.2: Parameter des DP Algorithmus in DPalg.c

/*Sdimtliche Modellparameter werden in einer globalen
Strukturvariable p zusammengefasst*/
struct parameters
{
double beta; /*Diskontierungsfaktor */
double delta; /*4bschreibung*/
(..
}p ={0.95, 1.0, 5., 0.34, 0.9, 0.008, 0};

/*Parameter fuer adaptive Gitter*/

//#define Refine /*Schalter zur Adaption (entkommentieren)*/

#define DIFF 0.00001 /#Differenz Knotenwerte bei regelmaessigem Gitter*/
#define RTOL 0.001 /* Verfeinerungstoleranz #*/

#define RHO 0.9 /# Sicherheitsfaktor fuer Verfeinerung! */

#define U_SECTIONS 160; /*Diskretisierung der Kontrollmenge*/
const unsigned int MAX_ITER = 150; /*Maxzimalanzahl Iterationen*/

(...

J

Wird das erstellte Programm DPalg. exe erfolgreich ausgefiihrt, so werden mehrere Dateien, teils
zu statistischen Zwecken, andererseits fiir eine Weiterbearbeitung in MATLAB erstellt.
Dies sind folgende Dateien, welche sich im selben Ordner wie die . exe Datei befinden.

« Values delta []kappa [].asc
(dreispaltige Datei mit den gespeicherten Knotenwerten der Funktion V')

* Grid delta []kappa [JRTOL [JRHO [].asc
(abgespeichertes Gitter im Standardformat)

* Stat delta [Jkappa [JRTOL [1RHO [].dat
(Statistikdatei mit Angaben zu Gittergrofle, Knotenanzahl, Rechenzeit usw.)

(O] dient als Platzhalter fiir den jeweiligen Wert des Parameters)

Fir die Zwecke der Auswertung mit evaluation.m sind, wie eingangs erwihnt, die ASCII-
Dateien mit den abgespeicherten Knotenwerte V' ( £;) relevant.
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6.3.1 Modell A

Fiir das Modell A existiert bekanntlich eine analytische Losung (vgl. (6.10)), daher erfolgt eine
Fehlerermittlung fiir die numerische Approximation Vi der direkten Perturbationsmethode und
fiir V, die optimale Wertefunktion der dynamischen Werteiteration. Nachfolgende Ergebnisse bzw.
Abbildungen sind Folge des Aufrufs von evaluation(1,1) bzw. evaluation(1,2).

exakte Wertefunktion & V DP, Modell A exakte Wertefunktion & V Perturbation direkt, Modell A
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Abbildung 6.6: Exakte Losung Vs, und DP Lésung V (links), V,, und Viir (rechts)

Die DP Methode V kommt der exakten Wertefunktion V., auf dem gesamten, grolen Zustandsbe-
reich (domain=1) sehr nahe. Der Graph der exakten Losung liegt nur minimal iiber dem der affin
bilinearen Approximation V. Das Kriimmungsverhalten beider Funktionen ist identisch.

Hingegen erkennt man in der rechten Figur von (6.6) deutlich die Unterschiede im Verlauf beider
Graphen. Die Perturbationslésung Vi verliuft auf ganz " unterhalb der exakten Wertefunktion, je-
doch weichen mit grofer werdendem Abstand des Zustands = vom Gleichgewicht Z ~ (2.0673, 0)
die Werte Vi, (z) und Vj;,(z) erheblich voneinander ab.

Die Nédherungslosung Viir ist im Bereich z; € 6; 10] stirker gekriimmt als die exakte Losung.

Die nachfolgende Abbildung (6.7) mit den drei Figuren belegt diese Aussagen. Wihrend der ab-
solute Fehler |‘7 — V| der dynamischen Programmierung selbst auf dem groBen Gebiet fiir kein
den Wert 0.07 iibersteigt, wéchst, wie der rechten Figur gut zu entnehmen ist, der Fehler |de‘r Vo
mit zunehmendem Kapitalstock z; stark an.

Fiir Zustdnde mit x; = 10 am Rande des Bereichs betréigt dieser mehr als 2.5.
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Fehler DP, Modell A
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Abbildung 6.7: Absoluter Fehler [V — Vio| (oben links) sowie |V, —
grofsem Bereich, absoluter Fehler |V, —

Fehler Perturbation direkt, Modell A

Vool (oben rechts) auf
Voo| auf kleinerem Bereich (unten)
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Daran erkennt man anschaulich die wesentlich geringere Genauigkeit der Perturbationslosung
Vdir, wenn man am optimalen Wert fiir Zustdnde z, die weiter entfernt von & liegen, interes-
siert ist. Selbst auf dem kleineren Zustandsbereich [1,4] x [—0.32,0.32] (Aufruf entsprechend
evaluation(1,2)) nimmt der Fehler zu, sobald man sich vom steady state entfernt (vgl. untere
Figur (6.7)).

Selbst auf diesem Gitter treten Fehler vom Betrag groBer als 0.07 auf. Dieses Fehlerausmal} wurde
bei der DP Methode V' selbst auf dem groBen Gitter nicht iiberschritten.

Die DP Approximation V wird noch exakter, wenn man die Werteiteration (3.31) auf adaptiven

Wertefunktion DP, Modell A Finales Gitter, Modell A
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Abbildung 6.8: Optimale Wertefunktion V und finales adaptives Gitter T'og

Gittern durchfiihrt. Inbesondere sind diese bei gekriimmter Wertefunktion vorteilhaft. Die Abbil-
dung (6.8) zeigt die auf dem groBen Gitter [1, 10] x [—0.32, 0.32] angeniherte Wertefunktion, deren
Verlauf sich von dem Graphen der linken Figur in (6.6) kaum unterscheidet, und das finale adaptive
Gitter I'gg nach 98 Iterationen.
Dabei wurden die Parameter wie folgt gesetzt:

rtol : 0.001 | p: 0.8 |

Das Startgitter wurde mit 273 Knoten besetzt, das Endgitter enthélt dann nach Durchlauf der Ver-
feinerungsschritte am Ende 8081 Eckpunkte.

Wie die Graphik zeigt, wurden besonders diejenigen Rechtecke nahe der x; = 1 - Achse verfei-
nert, da dort die Funktion am stédrksten gekriimmt ist.

Fiir eine detailliertere Analyse des Modells, beispielsweise des Verhaltens der Losungen (mit Aus-
nahme von Vy;,.) auf mehreren, unterschiedlichen GittergroBen, kann auf [3] verwiesen werden.
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6.3.2 Modell B

Fiir Modell B werden nun die direkte Perturbationslosung Vdir und die Wertefunktion der DP Me-
thode V miteinander verglichen. Hierfiir wurde exemplarisch evaluation(2,1) aufgerufen. Da
eine analytische Losung fehlt, lassen sich nur die beiden Approximationen auf dem gewihlten Be-
reich miteinander vergleichen.

V Perturbation direkt & V DP, Modell B Unterschied V Perturbation direkt & V DP, Modell B
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Abbildung 6.9: Wertefunktion V und Vi, (links), Unterschied |V — Vi, | (rechts)

Der Vergleich der optimalen Wertefunktion der direkten Perturbationsmethode mit der DP Metho-
de zeigt qualitativ die selben Ergebnisse wie beim Modell A.

Die Differenz zwischen beiden Approximationen nimmt auf dem ausgewerteten, groBeren Bereich
[1,10] x [—0.32,0.32] mit zunehmendem Abstand vom Gleichgewicht & zu, was durch den Ge-
nauigkeitsverlust bei der Taylor-Approximation Viir, die nur nahe des Gleichgewichts akkurat ist,
zu erkliren ist.

Die Abbildung (6.9) belegt dieses Verhalten anschaulich. Am rechten Rand des Gitters, fiir

1 — 10, weichen beide Niherungslosungen fiir V7, sogar um fast 3 Einheiten voneinander ab.

6.4 Numerische Simulationen

Eine interessante numerische Anwendung ist die Simulation der Modelle. Numerische Simulation
ist eine gebrduchliche Vorgehensweise zur Analyse von dynamischen Systemen, denen die hier
betrachteten zeitdiskreten Kontrollsysteme zuzurechnen sind.
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Mit Hilfe der in C implementierten Funktion simulation (), die sich im Hauptprogramm Dpalg.c
befindet und als sogenanter Simulator dient, l4sst sich ausgehend von einem {ibergebenen Anfangs-
wert 79 € R? die Losung X, als auch die Kontrolle u; simulieren.

Um die Kontrolle « zu simulieren, kann im Fall der beiden Modelle A und B entweder die bekann-
te Taylorapproximation g(z, o) der Perturbationsmethode oder das online gemiB8 (3.32) ermittelte
u vom Optimalititsprinzip verwendet werden.

Die in der Dynamik eingehenden stochastischen Prozesse in Form der normalverteilten Zufalls-
variablen z; werden mithilfe des in Kapitel fiinf vorgestellten Zufallszahlengenerators nach Mar-
saglia (siehe S. 63) nachgebildet. Mit einer entsprechend grafischen Aufbereitung der erhaltenen
Ergebnisse lassen sich durchaus Riickschliisse auf die dynamische Entwicklung der 6konomischen
GroBen beider Modelle ziehen.

Die Simulationsroutine ist wie folgt definiert:

double simulation(double *x0, qgrid *g,long * idum, char * file, int method)

Funktionsweise:

Simulation der Trajektorie und der Kontrolle sowie Berechnung des Zielfunktionswerts .J (o).
Export der numerischen Werte in eine ASCII-Datei (Endung .asc).

Textdatei wird in vier Spalten (z;-Wert, zo-Wert, Storung z, Kontrolle u) gegliedert fiir eine
spitere Aufbereitung in MATLAB.

Eingabeparameter:
x0 gewiinschter Anfangswert des Systems
g Zeiger auf das Gitter
tdum Initialisierungswert fiir den Zufallszahlengenerator
file Zeichenkette mit dem vorgesehenen Dateinamen der ASCII-Datei
method || Parameter fiir Auswahl der Approximation fiir w(1: DP, 2: Perturbationsmethode)

Riickgabe:
Wert des Zielfunktionals J(x¢, u) nach ,hinreichend” vielen Zeitschritten

Die in der ASCII-Textdatei gespeicherten Werte der jeweils ersten Simulation werden in MAT-
LAB entsprechend eingelesen und anschlieend in einer graphischen Animation umgesetzt.

Das FEinlesen der Daten und Erstellen der nachfolgenden Abbildungen erledigt die MATLAB
Routine simplot2d.m, deren Code auf Seite 126 im Anhang zu finden ist.
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6.4.1 Modell A

Die numerischen Simulationen werden fiir verschiedene Anfangswerte, die bei der Ausfiihrung
des Programms von DPalg.c im Anschluss an die Berechnung der optimalen Wertefunktion ein-
gegeben werden konnen, durchgefiihrt. Die Kontrolle » wird in jedem Zeitschritt ¢ als optimale
approximative Kontrolle wie in (3.32) gewihlt. Die resultierenden Werte fiir den Zustand = sowie
fiir die Steuerung v werden in ASCII-Textdateien mit dem Dateinamen

Simu delta [l kappalle.asc ‘

gespeichert, wobei [ als Platzhalter fiir die festgesetzten Werte steht.
Fiir e steht die entsprechende arabische Nummer ¢ fiir die 7.te Simulation. Die dynamische Unter-
suchung der Zustands- und KontrollgroBBen endet, wenn sich der durch Summation ergebende Ziel-

funktionswert J(zo) = >_ " log(u,) in einem Zeitschritt nicht mehr wesentlich éndert. Der letzte
=0
Simulationszeitpunkt ¢.,,; wurde im C-Programm gewiihlt als ,,,4 := argmin{3t|3" > 1073}.

Fiir die Durchfiihrung der Simulation wurde die Werteiteration der dynamischen Programmierung
auf dem Bereich I' = [1;10] x [—0.32;0.32] ohne Gitteradaption ausgefiihrt. Als RT'OL wurde
1073 festgesetzt und als Zellenanzahl wurde 2500 gewihlt, d.h. es ergeben sich 2601 Knotenpunk-
te, fiir welche iterativ der DP Operator gemif (3.24) ausgewertet wird. Der Algorithmus benétigte
144 Iterationen, um mit der gewiinschten Fixpunktgenauigkeit die numerische, optimale Werte-
funktion V zu berechnen. Die Simulationen erfolgen dann auf dem Gitter g mit den abgespeicher-
ten Knotenwerten der bilinearen Approximation der optimalen Wertefunktion. Als Anfangswert
xo konnen selbstverstandlich nur Werte innerhalb des Gitters I' gewihlt werden. Der simulierte
Wert J (o) entspricht dem Mittelwert einer Serie von 1000 stochastischen Simulationen. Die kon-
stante Anzahl an Auswertungen, von welcher auch die Rechenzeit abhingt, kann nach Wunsch in
folgender Quellcodezeile des Hauptprogramms DPalg . c abgedndert werden:

Listing 6.3: Anzahl Simulationen

41£const unsigned int anz_sim = 1000; /#*4nzahl an Simulationen*/ J

Die exportierten ASCII-Dateien, welche durch die Simulationsroutine simulation erzeugt wer-
den, lauten bei dieser Wahl der Parameter:

Simu delta_1.00 kappa 0 e.asc, ec{l,...,5}

Bei Ausfiihrung des Programms ergeben sich die Werte von Tabelle (6.9).
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Xo Sim. J(x) (u DP) | Sim. J(z0) (u Pert.) | Voo(xo) | DP V(zo) | Pert. V(x)
(1.0,0.2) 30.9716 30.9609 30.9983 | 30.9291 31.0368
(2.1,0.0) 29.3130 29.3178 29.3336 | 29.2652 29.3336
(4.5,0.3) 32.7350 32.7492 32.7724 | 32.7029 32.6250
(7.1,-0.1) 28.8898 28.7873 28.9266 | 28.8592 | 28.0415

(9.0, —0.25) 27.5000 26.5685 27.5177 | 27.4499 25.6393

Tabelle 6.9: Vergleich der simulierten Werte J(zo) mit exakter, dynamischer und Perturba-
tionslosung

Man erkennt, dass fiir alle Startzustinde der simulierte Wert J () mit dem u von der dynami-
schen Programmierung und der approximierte Gitterwert V' (z,) eng beieinander liegen und deren
maximale Differenz ca. 5.01 - 1072 betriigt. Beide Werte weichen selbst auf dem gleichmiiBigen
Gitter unabhingig von der Position von z nur mit einer konstanten GroBenordnung von 1072 von
der exakten Losung Vs, (o) ab. Dagegen unterscheidet sich der Wert V (), der mit der Perturba-
tionsmethode gewonnen wird, fiir alle Anfangswerte x, die nicht in der Nidhe des Gleichgewichts
(Z1,ZT2,u) = (2.0673,0.0,4.3331) liegen, signifikant von der exakten Losung. Fiir die fiinfte Si-
mulation mit xy = (9, —0.25) betrigt der Fehler nahezu 1.9 . Nur fiir 2y = (2.1, 0.0) ist der Wert
des Taylorpolynoms V/(z) sehr genau.

Auffillig ist weiterhin, dass bei Wahl von u; = g(x4, o) mit g aus der Perturbationsmethode der
simulierte Wert .J(z) fiir alle Anfangswerte mit Ausnahme des zweiten niher am exakten opti-
malen Wert liegt als V selbst. Die Ursache hierfiir ist, dass sich das System bereits nach wenigen
Zeitschritten nahe des Gleichgewichtspunkts befindet und fiir diese Zustinde die Approximati-
onslosung g verlédssliche Kontrollwerte liefert. Die Funktion g des Perturbationsmodells wurde ja
gerade im steady state nach Taylor entwickelt.

Nachfolgend sind einige typische Trajektorienverldaufe grafisch veranschaulicht. In Abbildung (6.10)
wurde ein Startwert gewihlt, der sich dem steady state (Z;, Zo, @) beziiglich z; von unten, beziig-
lich dem Zustand x5 von oben nihert.

Abbildung (6.11) zeigt den Verlauf der 6konomischen GroBen, wenn xg = (2.1, 0), also nahe des
Gleichgewichts gewihlt wird. Hier oszilliert die Losung den gesamten Zeithorizont iiber um den
Gleichgewichtszustand, ausgelost durch die stochastischen Schocks, die eine kleine, aber spiirbare
Veridnderung der Variable x5 nach sich ziehen. Die letzte Figur (6.12) resultiert aus der Wahl ei-
nes hohen Anfangskapitals von 9.0 und eines negativen technologischen Fortschritts in ¢ = 0 von
—0.25. Diese Abbildung zeigt am besten, wie sich die Losung rasch unmittelbar nahe des Gleich-
gewichts einpendelt. Allen Trajektorien ist gemeinsam, dass dass sich die Groflen nach endlicher
Zeit in der Umgebung des Gleichgewichtspunkts authalten.
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Abbildung 6.10: Simulation fiir Anfangswert ¢ = (1.0,0.2) - Modell A
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Abbildung 6.11: Simulation fiir Anfangswert ¢y = (2.1,0.0) - Modell A
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Abbildung 6.12: Simulation fiir Anfangswert ¢ = (9.0, —0.25) - Modell A

6.4.2 Modell B

Auch fiir das Modell B, fiir dessen optimale Wertefunktion V, keine analytische Losung bekannt
ist, wollen wir eine stochastische Computersimulation als niitzliches, alternatives Analyse-Tool
nutzen.

Wegen dem erwihnten Fehlen einer analytischen Losung werden diesmal der simulierte Wert fiir
beide Approximationen von u, der Wert aus der indirekten Perturbationsmethode sowie der optima-
le Wert, der sich mittels der Werteiteration der dynamischen Programmierung ergibt, fiir mehrere,
ausgewihlte Startzustinde x( miteinander verglichen.

Wie in Modell A wurde der simulierte Wert .J (z,) als arithmetisches Mittel von 1000 Simulationen
gebildet. Das Gitter I" diskretisiert den Zustandsbereich [1; 10] x [—0.32;0.32] mit 2601 Knoten-
punkten. Im Anschluss an die 144 Iterationen zur Bestimmung von V wurden im Programm die in
(6.10) aufgelisteten Anfangswerte eingegeben und die Simulationsroutine erstellte die folgenden
Dateien:

Simu delta 1.00 kappa 2 e.asc, ec{l,...,8}

Die folgende Tabelle (6.10) zeigt die numerischen Ergebnisse bei Wahl verschiedener Anfangs-
werte o € [1;10] x [—0.32;0.32] .
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Xo Sim. J(zo) (u DP) | Sim. J(z0) (u Pert.) | DP V(x0) | Pert. V(x)
(1.0,0.2) 36.0223 35.9863 35.9856 35.9832
(2.1,0.0) 29.3629 29.3159 29.3081 29.3336
(4.5,0.3) 41.8507 41.9275 41.8502 41.2818
(5.4,0.15) 35.1314 35.1702 35.1247 34.8390
(7.1,-0.1) 27.0668 26.9520 27.0076 26.0357
(8.25,0.0) 30.0436 29.7908 29.9955 28.5818
(9.0, —0.25) 23.5478 22.9490 23.5077 21.3426
(10.0,0.3) 42.5607 41.9819 42.5625 40.0336

Tabelle 6.10: Vergleich der simulierten Werte J(x) mit dynamischer und Perturbationsld-
sung
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Abbildung 6.13: Simulation fiir Anfangswert zo = (10.0,0.3) - Modell B
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Da sich die bei den Abbildungen von Modell A beobachteten Verldufe auch bei Modell B ergeben,
wird nur eine Abbildung, ndmlich die zum Anfangswert (10.0,0.3) am Rande von I" dargestellt.
Der Verlauf der Trajektorie, welche sich dem volkswirtschaftlichen Gleichgewicht nihert, dndert
sich im Langzeitverhalten nicht. Die Abweichung des Werts \7(1’0) aus der Perturbationsmethode
gegeniiber dem simulierten Wert ist umso grofler, je weiter x( vom steady state entfernt gewdihlt
wurde. Dies ldsst auf zunehmende Ungenauigkeit der Perturbationslosung mit Entfernung vom
Gleichgewichtspunkt schlieen und bekriftigt die Aussagen von Abschnitt (6.3).

Zudem liegt der simulierte Wert J (x0), der sich ergibt, wenn u durch g errechnet wurde, stets niher
am Wert der bilinearen Funktion V' als die Perturbationslosung V. Der Grund hierfiir ist derselbe
wie bei den Simulationen von Modell A.
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7 Fazit und Ausblick

Die Analyse der beiden Wachstumsmodelle A und B, die an Ramseys Referenzmodell angelehnt
sind, hat im Rahmen dieser Arbeit Vor- und Nachteile der verwendeten Losungsmethoden aufge-
zeigt. Die genutzten Perturbationsmethoden lieferten sowohl fiir die Steuerung u des Kontrollsys-
tems als auch die optimale Wertefunktion V., Approximationen in Form von Taylorpolynomen.
Diese erzielten in der Nihe des Gleichgewichts sehr genaue und verléssliche Ergebnisse. Mit zu-
nehmender Entfernung vom steady state nahmen die Fehler signifikant zu.

Kiritisch bei dieser Losungstechnik ist, dass deren Anwendung an die Existenz eines Gleichge-
wichts gebunden ist, welches in unseren Anwendungsbeispielen iiber die Gleichgewichtsbedin-
gungen, die sich aus dem stochastischen Maximumprinzip herleiteten, berechenbar ist. Der stea-
dy state, der Entwicklungspunkt der Taylor-Approximationen ist, kann in anderen Modellen nur
schwierig oder gar nicht berechnet werden. Die aufgrund der Taylor-Entwicklungen auf eine Viel-
zahl an Ableitungen erster und zweiter Ordnung angewiesene Vorgehensweise macht symbolische
Berechnungen notig, die moglichst exakt ausgefiihrt werden miissen. Mit Programmpaketen wie
MAPLE oder MATLAB’s Symbolic Math Toolbox ist diese Aufgabe auf Rechnern aber relativ
leicht zu bewiltigen. Die Herleitung der Funktion f der Gleichgewichtsbedingungen erfordert je-
doch eine Rechnung per Hand, da hierfiir eine Implementierung als Quellcode noch nicht realisiert
1st.

Dagegen kennzeichnet den Algorithmus der dynamischen Programmierung, der eine numerische
Approximation der Wertefunktion und der Steuerung in Form einer affin bilinearen Gitterfunktion
liefert, eine wesentlich hohere Rechenkomplexitit. Fiir Modelle niedriger Dimension (n < 2), so
wie es die beiden Anwendungsbeispiele A und B sind, ist der Anstieg der Rechenzeit noch akzep-
tabel. Diese lag fiir das Programm DPalg. c, welches den Algorithmus implementiert, im Bereich
einiger Minuten. Fiir hoherdimensionale Modelle mit mehreren Zustandsvariablen allerdings ist
die Werteiteration aufgrund der immens grolen Anzahl an Gitterpunkten sehr schwer durchzufiih-
ren, hier stofen selbst die adaptiven Gitter an ihre Grenzen ( ,,curse of dimensionality*).

Ein grofler Vorteil der Werteiteration am Optimalitéitsprinzip wurde bei der Auswertung ersicht-
lich. Die Methode der dynamischen Programmierung lieferte fiir die optimale Wertefunktion auf
den betrachteten Gebieten wesentlich niedrigere Approximationsfehler von einer konstanten Gro-
Benordnung. Beim Modell A konnte dies dank der Existenz einer analytischen Losung fiir Vi



explizit festgestellt werden, bei Modell B durch einen Vergleich der simulierten Werte mit den
Werten der Perturbationsmethoden und der DP Methode gefolgert werden. Nur unmittelbar nahe
des Gleichgewichts konnte die Perturbationsmethode eine hohere Genauigkeit erzielen, was in der
Natur der endlichen Taylorreihe, deren Entwicklungspunkt gerade der steady state ist, liegt.

Zu erwihnen ist, dass die Genauigkeit der Approximationen bei der Werteiteration noch weiter
erhoht werden kann, wenn beispielsweise eine Vergroberung in den Algorithmus aufgenommen
wird, alternativ ein kontrolliertes Gauss-Seidel-Verfahren statt der Fixpunkt-Iteration durchgefiihrt
wird und erginzend die Verfeinerungsstrategie, z.B. in Form einer Fehlerschitzung je Koordinaten-
richtung, abgeindert wird. Als Referenzmalstab ist hier beispielsweise der Algorithmus in [14] zu
nennen, der fiir das Wachstumsmodell A einen maximalen Approximationsfehler der Grofenord-
nung 9.6-1072 bei etwa 900 Knotenpunkten aufweist. Zudem ist der Algorithmus der dynamischen
Programmierung unabhingig von der Existenz eines Gleichgewichtpunkts und dessen Lage.

Da die stochastisch, dynamischen Gleichgewichtsmodelle in der Okonomie eine sehr starke Ver-
wendung finden, haben sich nicht zuletzt deswegen fiir deren Analyse eine Reihe weiterer Lo-
sungsmethoden etabliert. In dem Buch von [9] werden neben Perturbationsmethoden und der dy-
namischen Programmierung die Fair-Taylor-Methode, die log-lineare Approximation sowie die
linear-quadratische Approximation als Losungsmoglichkeiten genannt. Allen drei Losungsmetho-
den ist gemeinsam, dass ihre Durchfithrung auf gewisse Bedingungen, die sogenannten ,,First-
Order-Conditions* angewiesen ist. Damit wird unter anderem die den Namen ,,Euler-Gleichung*
tragende Gleichung der Form

Ol(z,u)
ou

g
ox’

+ OE g—i(x, U, ) (2, u)| =0

gemeint. Diese Bedingungen sind zu den im Rahmen der Arbeit bekannten Bedingungen des sto-
chastischen Maximumprinzips dquivalent.

Die in den letzten Jahrzehnten sehr gebriduchliche und weit verbreitete Methode der log-linearen
Approximation, die eine Gemeinsamkeit zu der Perturbationsmethode aufweist, beruht auf einer
Transformation der Zustands- und Kontrollvariablen. Als neue Variable x; des Systems wird die
logarithmierte Abweichung des Zustands X; vom steady state X gem:if

Ty = ln(%) =In(X,;) — In(X)

eingefiihrt. Alle notwendigen Gleichungen, unter anderem die Abbildungsvorschrift der Dynamik
 sowie die ,,First-Order-Conditions* , werden in der Form der logarithmierten Abweichung linea-
risiert. So wird die Originalvariable X, in den Gleichungen zunichst durch X e** und anschlieBend
zum Zwecke der Linearisierung durch ihre Approximation X - (14 x;) ersetzt. Zuletzt wird das log-
linearisierte System mit der sogenannten Methode der unbestimmten Koeffizienten gelost. Damit
ist die rekursive Bewegungsgleichung fiir das Gleichgewicht ermittelt und die Losungspfade



des Originalsystems in den Zustinden X; lassen sich durch entsprechende Riicktransformation
berechnen. Die Gemeinsamkeit zu den in der Arbeit behandelten Perturbationsmethoden besteht
darin, dass die Berechnung des Gleichgewichts absolute Voraussetzung fiir die Durchfiihrung ist.

Die Frage nach der passenden Losungstechnik ist im allgemeinen schwer zu beantworten (ver-
gleiche [25]), es sind mehrere Aspekte fiir die Wahl zu beriicksichtigen. Ist die Genauigkeit der
numerischen Losung der entscheidende Maf}stab, dann ist eine Entscheidung fiir die Gittermetho-
de der dynamischen Programmierung zu priferieren. Jede der getesteten bzw. erwihnten Losungs-
varianten hat seine Vor- und Nachteile, die beim Auswahlprozess ma3gebend sind. Die Perturba-
tionsmethode, insbesondere die direkte Form zur Approximation der optimalen Wertefunktion des
Modells, liefert in kurzer Rechenzeit eine lokal duflerst genaue Approximation, mit welcher sich
das System in einer Art Vorab-Analyse gut untersuchen ldsst.
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Anhang A

Notationen

An dieser Stelle des Anhangs werden die wichtigsten Variablenbezeichnungen und Notationen
ibersichtsartig aufgefiihrt. Die Auflistung erfolgt dabei nach der Reihenfolge des Auftretens im
Text mit Seitenverweis.

K Kapitalstock sieche S. 6
L Produktionsfaktor Arbeit siehe S. 7
P aggregierte Produktionsfunktion siehe S. 7
T technologischer Fortschritt siehe S. 7
N Nutzenfunktion siehe S. 8
C Konsum siche S. 8
4] Abschreibungsrate siche S. 9
(Q2,%, P) Wahrscheinlichkeitsraum siehe S. 14
Fx Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X siehe S. 14
Px Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X siehe S. 15
N(0,0%) Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz o siehe S. 16
T diskrete Zeitachse siehe S. 17
% Dynamik des Kontrollsystems siehe S. 18
U Kontrolle in diskreter Zeit siehe S. 18
X, Zustand in diskreter Zeit siehe S. 18
Zo Anfangswert siehe S. 18
z stochastische Stérung siehe S. 18

X kompakter Zustandsraum sieche S. 18
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Diskontrate

Zielfunktional des optimalen Kontrollproblems

zulissige Kontrollmenge zum Anfangswert x

optimale Wertefunktion

Feedbackfunktion

Projektionsoperator, der Funktion auf ihre Approximation abbildet
Dynamische Programmierung—Operator

Iterierte der Werteiteration

Approximation der optimalen Wertefunktion mittels Werteiteration
Rechteckgitter

Rechteck eines Rechteckgitters

Knoten eines Rechteckgitters

Raum der affin bilinearen Funktionen

lokaler Fehlerschitzer

Approximation der Kontrolle u

Hamilton—Funktion

Kozustand bzw. adjungierte Variable

Gleichgewicht bzw. steady state

endogene Zustandsvariablen des Perturbationsmodells

exogene Zustandsvariablen des Perturbationsmodells
Stochastischer Prozess Weilles Rauschen

optimale Kontrolle des Perturbationsmodells

optimale Dynamik des Perturbationsmodels
Perturbationsparameter bzw. Storung

Nullfunktion, eingefiihrte Hilfsfunktion im Perturbationsmodell
indirekte Taylor—Approximation der optimalen Wertefunktion
Dynamik fiir 1. Zustandsvariable des Perturbationsmodells
Dynamik fiir 2. Zustandsvariable des Perturbationsmodells

direkte Taylor—Approximation der optimalen Wertefunktion
Bezeichnung fiir rechte Seite der Bellman-Gleichung bei direkter Approximation
4-dim. Variable, die Zustand, Steuerung und Stérung zusammenfasst
Multivariates Newton- Verfahren

Uniformverteilung auf dem Intervall [a, b]

Trapezsumme zur Integration einer Funktion f
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Anhang B

Quellcode der Programme

An dieser Stelle erfolgt eine Auflistung der fiir die numerische Berechnung benutzten, eigens er-
stellten Programme in MATLAB, MAPLE sowie in C. Im ersten Abschnitt erfolgt die Auflistung
der MATLAB Routinen, in Abschnitt zwei der MAPLE und in Abschnitt drei der C Quellcode.

Um die Implementierung fiir den Leser verstidndlicher zu machen, sind die Quelltexte an eini-
gen Stellen mit Kommentaren versehen.
Umlaute sind in der Form ‘ae’ usw. und ‘B’ als ‘ss” geschrieben.

B.1 MATLAB

Quelltext V _coeff.m

function [Vcoeff] = V_coeff(beta,d,gx,hx,gxx,hxx,gss,hss,approx ,model)

N

Uebergabeparameter sind:
beta = Diskontfaktor

Ny

4 d= Abschreibungsrate

A gz,hz ...hss = Ableitungen 1./2. Ordnung

4 approxz= Approcrimationsgrad

/4 model = Modellparameter (1=Modell 4 2= Modell B)

4 Funktion zur Berechnung der Taylorkoeffizienten fiur die
4 optimale Wertefunktion V

N

ausgehend wvon der Bellman-(Gleichung

AV(z) = sup_u (l(z,u) + V(h(z)))

Asymbolische Variablen werden definiert
syms x1 x2 s u

/Steady state wverschoben in die 0
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[xlggw,x2ggw,uggw]= SS_delta(d);

xlggw=0;

x2ggw=0;

sggw=0;

Ad.h. keine Stoerung --> deterministisches Modell
ADefinttion der bekannten Approzimationen aus dem

JPerturbationsmodell
49 (Kontrolle) und h (Dynamik), mit
Jin Ursprung verschobenen Entwicklungspunkt (zl,z2,sigma)=(0,0,0)

ADefinttion won u_dach als Kontrollfunktion
if approx == 2
u_dach = uggw + gx(1)*x1 + gx(2)*x2+ 0.5*xgxx(:,1,1)*x1"2+gxx(:,2,1)...
*x2*x1 +0.5%gxx(:,2,2)*x2"2+ 0.5*gss*s”2;
else
u_dach = uggw + gx(1)*xxl + gx(2)*x2;
end
u_dach_abl_x1=diff (u_dach,x1);

u_dach_abl_x2= diff (u_dach,x2);

u_dach_abl_x1x1 = diff(u_dach_abl_x1,x1);
u_dach_abl_x1x2 = diff (u_dach_abl_x1,x2);
u_dach_abl_x2x2 = diff(u_dach_abl_x2,x2);
u_dach_abl_sigma = diff (u_dach, s);
u_dach_abl_sigmasigma = diff (u_dach_abl_sigma,s);

nu_dach_abl_x1= subs(u_dach_abl_x1,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nu_dach_abl_x2= subs(u_dach_abl_x2,{x1,x2},{x1ggw,x2ggw});

nu_dach_abl_x1x1 = subs(u_dach_abl_x1x1,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nu_dach_abl_x1x2 subs (u_dach_abl_x1x2 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nu_dach_abl_x2x2 subs (u_dach_abl_x2x2 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nu_dach_abl_sigma = subs(u_dach_abl_sigma,{xl,x2,s},...

{x1ggw ,x2ggw,sggwl});

nu_dach_abl_sigmasigma = subs(u_dach_abl_sigmasigma ,{x1,x2,s},...
{x1ggw ,x2ggw,sggwl});

ADefinttion wvon zl_dach als Dynamik in erster
/Komponente
if approx==
x1_dach= xl1ggw+ hx(1,1)*x1+hx(1,2)*x2+0.5*hxx(1,1,1)*x1~2 +

hxx(1,2,1)*x2*x1 +0.5*hxx(1,2,2)*x2"2+ 0.5*xhss(1)*s~2;
else
x1_dach= xlggw+ hx(1,1)*x1+hx(1,2)*x2;
end
x1_dach_abl_x1=diff(x1_dach,x1);
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x1_dach_abl_x2 = diff(x1l_dach,x2);

x1_dach_abl_x1x1 diff (x1_dach_abl_x1,x1);
x1_dach_abl_x1x2 diff (x1_dach_abl_x1,x2);
x1_dach_abl_x2x2 = diff (x1_dach_abl_x2,x2);
x1_dach_abl_sigma = diff (x1_dach,s);
x1_dach_abl_sigmasigma = diff(xl_dach_abl_sigma,s);

nxl_dach_abl_x1= subs(xl_dach_abl_x1 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nxl_dach_abl_x2= subs(xl_dach_abl_x2 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nxl_dach_abl_x1x1= subs(xl_dach_abl_x1x1,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nxl_dach_abl_x1x2= subs(xl_dach_abl_x1x2,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nxl_dach_abl_x2x2= subs(xl_dach_abl_x2x2,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});

nxl_dach_abl_sigma= subs(xl_dach_abl_sigma,{x1,x2,s},...

{x1ggw ,x2ggw,sggwl});

nxl_dach_abl_sigmasigma= subs(xl_dach_abl_sigmasigma,{x1,x2,s},...
{x1lggw ,x2ggw,sggwl});

ADefinttion wvon wz2_dach als Dynamik in zweiter
/Komponente
if approx==
x2_dach= x2ggw+ hx(2,1)*x1+hx(2,2)*x2+0.5*xhxx(2,1,1)*x1"2 +...

0.5xhxx(2,2,1)*x2*%x1+0.5*xhxx(2,1,2)*x1%*x2+0.5xhxx(2,2,2)*x2"2+...

0.5*hss (2)*s~2;
else
x2_dach = x2ggw+ hx(2,1)*x1+hx(2,2)*x2;
end

x2_dach_abl_x1 = diff(x2_dach,xl1);
x2_dach_abl_x2=diff (x2_dach,x2);

x2_dach_abl_x1x1= diff(x2_dach_abl_x1,x1);
x2_dach_abl_x1x2=diff (x2_dach_abl_x1,x2);
x2_dach_abl_x2x2= diff(x2_dach_abl_x2,x2);
x2_dach_abl_sigma = diff( x2_dach, s);
x2_dach_abl_sigmasigma = diff(x2_dach_abl_sigma,s);

nx2_dach_abl_x1= subs(x2_dach_abl_x1 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});
nx2_dach_abl_x2= subs(x2_dach_abl_x2 ,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});
nx2_dach_abl_x1xl= subs(x2_dach_abl_x1x1l,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});
nx2_dach_abl_x1x2= subs(x2_dach_abl_x1x2,{x1,x2},{x1lggw,x2ggw});
nx2_dach_abl_x2x2= subs(x2_dach_abl_x2x2,{x1,x2},{xlggw,x2ggwl});
nx2_dach_abl_sigma= subs(x2_dach_abl_sigma ,{x1,x2,s},...

{x1ggw ,x2ggw,sggwl});

nx2_dach_abl_sigmasigma= subs(x2_dach_abl_sigmasigma ,{xl,x2,s},...
{x1ggw ,x2ggw,sggwl});

ADefinttion der modellspezifischen Kostenfunktion
if model ==1
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[}
]

log
else

=
1]

log

end
/JEinsetzen
l=subs(1l,u,

/Berechnen
1l_abl_u_x1
1l_abl_u_x2

(w);

(u)*exp (2xx2);

der Approzimation u_dach als Steuerung in l(z,u)
u_dach) ;

der Ableitungen wvon 1

diff (1,x1);
diff (1,x2);

l_abl_u_sigma = diff(1l,s);

1_abl_u_xi1x
1_abl_u_xi1x
1_abl_u_x2x

1 diff(l_abl_u_x1,x1);
2 = diff(l_abl_u_x1,x2);
2 = diff(l_abl_u_x2,x2);

1l _abl_u_sigmasigma= diff (l_abl_u_sigma,s);

JAduswertung
nl = subs (1l
nl_abl_u_x1
nl_abl_u_x2

der Ableitungen im steady state
,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl});
= subs(l_abl_u_x1,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl});
= subs(l_abl_u_x2,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl);

nl_abl_u_sigma = subs (l_abl_u_sigma,{xl x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl);

nl_abl_u_x1x1l = subs(l_abl_u_xi1x1,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl});

nl_abl_u_x1x2 = subs(l_abl_u_x1x2,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl);
nl_abl_u_x2x2 = subs(l_abl_u_x2x2,{x1 x2 s}, {xlggw x2ggw sggwl);

nl_abl_u_si

gmasigma= subs(l_abl_u_sigmasigma ,{xl x2 s},...

{x1ggw x2ggw sggwl});

if approx==

M=[1-beta,O
-beta*nx1_d

1

,0; 0, 1-beta*nxl_dach_abl_xl1, -beta*nx2_dach_abl_x1; 0,...

ach_abl_x2, 1 - beta* nx2_dach_abl_x2];

b=[nl; nl_abl_u_x1; nl_abl_u_x2];

x=double (M)

Vo=x(1);V1=

\double(b);

x(2);V2=x(3);

Vcoeff = [VO V1 V2],

else

if appr

ox==
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M(1,:)= [1-beta, ©0, 0, O, 0, 0, 0];

M(2,:)=[ 0, 1-beta* nxl_dach_abl_x1, -beta*nx2_dach_abl_x1,0 ,0 ,0 ,0];
M(3,:)=[ 0, -beta*nxl_dach_abl_x2, 1 - beta* nx2_dach_abl_x2, 0, 0, 0, 0];

M(4,:)= [ 0,-beta*nxl_dach_abl_x1xl, - beta*nx2_dach_abl_x1x1,
1-beta*(nxl_dach_abl_x1)"2, -2%«beta*nxl_dach_abl_x1*nx2_dach_abl_x1,...
-beta*(nx2_dach_abl_x1)"2 ,0];

M(5,:)= [ 0,-beta*nxl_dach_abl_x1x2, -beta*nx2_dach_abl_x1x2,
-beta*nxl_dach_abl_x1* nxl_dach_abl_x2, 1l-beta*(nxl_dach_abl_x1%*
nx2_dach_abl_x2+nx2_dach_abl_x1*nxl_dach_abl_x2), -betax
nx2_dach_abl_x1*nx2_dach_abl_x2,0];

M(6,:)=[ 0, -beta* nxl_dach_abl_x2x2, -beta* nx2_dach_abl_x2x2,
-beta *(nx1l_dach_abl_x2)~2, -2*xbeta* nxl_dach_abl_x2%*
nx2_dach_abl_x2 , 1- beta*(nx2_dach_abl_x2)"2,0];

M(7,:)=[ 0, -beta*nxl_dach_abl_sigmasigma,
-beta*nx2_dach_abl_sigmasigma, -beta* (nxl_dach_abl_sigma)~2,
-2*xbeta*nxl_dach_abl_sigma * nx2_dach_abl_sigma,

-beta*( nx2_dach_abl_sigma)~2, 1];

b= [nl;nl_abl_u_x1; nl_abl_u_x2; nl_abl_u_x1xl; nl_abl_u_x1x2;
nl_abl_u_x2x2; nl_abl_u_sigmasigmal;

x=double (M)\double (b);
VO=x(1);V1=x(2);V2=x(3); V1i1i=x(4); V12=x(5); V22=x(6); Vss = x(7);

Vcoeff = [VO V1 V2 Vi1 V12 V22 Vss]’;

else
disp(’Higher order of approximation not implemented!’);
end

end

Quelltext SS plot.m

function SS_plot

JVorgabe von Abschreibungswerten

delta = 0:0.05:1

for i=1:length(delta)

[x(i),y(i),u(i)] = SS_delta(delta(i));
q(i)=x(i)/u(i);

end;
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4 Plotten des Kapitalstocks, Technischen Fortschritts bzw.

/# des Konsums gegen die Abschreibung

subplot (2,1,1)

plot (delta,x,’-r’,’LineWidth’,2,’Marker’,’x’);
hold on
plot(delta,y,’:b’,’LineWidth’,2,’Marker’,’x’);
xlabel (’Abschreibung’);

ylabel (’Zustand’);

legend (’Kapitalstock’,’technischer Fortschritt’);
title(’steady state Modell A’,’FontWeight’,’bold’);
subplot (2,1,2)

plot (delta,u,’-c’,’LineWidth’,2,’Marker’,’x’);
xlabel (’Abschreibung’);

ylabel (’Kontrolle’);

legend (’Konsum?’);

function [xlggw, x2ggw ,uggw ] = SS_delta(d)
/ Rueckgabe des Gleichgewichtspunkts besd
% uebergebenem Abschreibungsparameter
ZInput: d = Abschreibungsparameter

ADefinition der Modellparameter
beta=0.95; alpha=0.34;
rho=0.9; A=5; sigma=0.008;

# Gleichgewichtspunkt berechnet ueber
/ stochastisches Mazimumprinzip

xlggw = ((l-beta+betax*d)/(betaxalphaxA))~(1/(alpha-1));

x2ggw = 0.3
uggw = Axxlggw~alpha- d*xlggw;
end
end

Quelltext ModellA run.m

function [Vcoeffdir] =ModellA_run(delta)
Berechnung der Koeffizienten der

B

Taylorapproximationen fir die Kontrolle g, die

Ny

Dynamik h und die optimale WHertefunktion des

NS

Perturbattionsmodells fuer das Modell 4

N

Uebergabeparameter ist:

N

delta = Abschretidbungsrate im Modell

Ny

Rueckgabe:
Vcoeffdir= direkte Taylorkoeffizienten
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Z*************************************************

format (’short?);

JEinstellen des Modells
model=1; /1: Modell A; 2: Modell B

ADefinttion der symbolischen Variablen fir
AParameter sowie Kontrolle und Steuerung
syms sig ALFA Beta RHO A eta d

syms x1 x1lp x2 x2p u up

ANotation:

ASuffiz -p bezeichnet naechsten Zeitpunkt (z.B
Jup = u_{t+1}

f1 = x1p - Axexp(x2) * x1~(ALFA) -(1 - d)*x1 + u ;

f2 = Beta/up * (ALFA * A *exp(x2p)* x1p~(ALFA -1) + 1 - d)- 1/u;
f3 = x2p - RHO*x2 ;

#Die Gleichgewichtsfunktion f wird zusammengesetzt

f = [f1;f2;f3];

x = [x1 x2]1; /JZustand

y = u; AKontrolle

xp = [x1p x2p];

yp = up;
[fx,fxp,fy,fyp,fypyp,fypy,fypxp,fypx,fyyp,fyy,fyxp,fyx,fxpyp,fxpy,

fxpxp,fxpx,fxyp,fxy,fxxp,fxx]=anal_deriv(f,x,y,xp,yp);

fSetzen der Modellparameter gemaeff Tabelle (6.1)
A=5;

ALFA=0.34;

Beta=0.95;

RH0=0.9;

sig=0.008;

d=delta;

eta=[0 1]7;

JGleichgewichtspunkt bestimmen
[x1,x2,u] = SS_delta(d);

xX2p = x2;

xlp = x1;

up = u;

AGewuenschte Approzimationsordnung einstellen

approx = 2;




118 KAPITEL B: QUELLCODE DER PROGRAMME

57
58| num_eval
99
60| /lineare Adpproxzimation

61| [gx,hx] = gx_hx(nfy,nfx,nfyp,nfxp)
62
63| /quadratische Adpprozimation

64| [gxx ,hxx] = gxx_hxx(nfx,nfxp,nfy,nfyp,nfypyp,nfypy,nfypxp,
65 nfypx ,nfyyp,nfyy ,nfyxp,nfyx ,nfxpyp,nfxpy,nfxpxp,nfxpx,
66 nfxyp ,nfxy ,nfxxp,nfxx ,hx,gx)

67
68| [gss ,hss] = gss_hss(nfx,nfxp,nfy,nfyp,nfypyp,nfypy,nfypxp,
69 nfypx ,nfyyp,nfyy,nfyxp,nfyx,nfxpyp,nfxpy,nfxpxp,nfxpx,
70 nfxyp,nfxy,nfxxp,nfxx,hx,gx,gxx,eta)

71
72| JApprozimation der optimalen Wertefunktion

73| #indirekte Taylor- Approzimation wvon V

74| Vcoeff = V_coeff(Beta,d,gx,hx,gxx,hxx,gss,hss,approx,model)
75
76| Jdirekte Taylor-Approzimation wvon V

77| ¥ Import der Maple Koeffizienten

78| filename=strcat (’Daten/’,’DirectV_kappa_0.00_delta_’,...
79 num2str (delta, ’%.2f’),’.asc?’);

80| Vcoeffdir = zeros(7,1);

81
82| [fid ,message] = fopen(filename,’r’);

83| if fid==-1

84 fprintf (?ASCII-Datei mit direkten Koeffizienten nicht vorhanden!\n’)
85 fprintf (’Direkte Koeffizienten gleich 0 gesetzt!’);

86
87| else

88| fEinlesen des ASCII Files

89| [data,valuel=textread (filename,’%s = %f’);

90

91| % Namen der unbek. Taylorkoeffizienten

92| coeffs= [’V0 ?;°V1 ?;°V2 ?;°V11?;°V12?;°V22?;°Vss’];
93| fcoeffnames als String Array

94| coeffnames = cellstr (coeffs);

95

96| for i=1 : length(data)

97 Vcoeffdir (strmatch(data(i), coeffnames,’exact’))=value(i);
98| end

99

100| end

101| #Avspeichern der Workspace Variablen
102| save (’ModellA’);
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Quelltext ModellB run.m

Aufgrund der sehr dhnlichen Struktur des Programms im Vergleich zu ModellA run.m ist der
Quellcode lediglich mit auf der beigelegten CD-ROM enthalten.

Quelltext evaluation.m

function evaluation(model,domain)

NS

Auswertungsroutine fir die Modelle 4 und B

N

zum Vergleich der Approxzimationen der
opt. Wertefunktion

B RS

Uebergabeparameter sind:

model = Modellwahl (1: 4, 2: B)

domain = Wahl des Rechengebiets (Zustandsraum)
l:groffes Gebiet, 2: kleines Gebiet

B

JAufruf der Perturbationsroutinen & Laden der Koeffizienten bzw. Parameter
A(inkl. Koeffizienten Vcoeff_dir fuer Wertefunktion) aus Modell?_run.m

delta=1;

if (model==1)
ModellA_run(delta);
kappa=0;
var= load(’ModellA’);

else
if (model==2)
ModellB_run(delta);
kappa=2;
var= load(’ModellB’);
else
fprintf (’Unpassender Ubergabeparameter model!\n’);
quit cancel;
end
end;

AErmitteln des steady state

[x1ggw ,x2ggw ,uggw]=SS_delta(delta);

fprintf (’Gleichgewicht lautet: x= (%f,%f),\t’, xlggw,x2ggw);
fprintf (’u = %f\n’,uggw);

x1sections=50;
x2sections = 50;
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if domain ==1
xla=1;
x1b=10.0;
end

if domain==

x1a=1.0;
x1b= 4.0;
end
xlstep = (xlb-xla)/xlsections;
/ x2-Bereich symmetrisch um die 0 (=Ruhelage)

x2a= -0.32;
x2b= +0.32;
x2step = (x2b-x2a)/x2sections;

JSetzung Perturbationsparameter bzw. Std.abweichung =z
sig=0.008;

4 Gitter definieren zum gewaehlten Beretch I;II
[X1,X2] = meshgrid(xla:xlstep:xlb,x2a:x2step:x2b);
x1 = X1(1,:);

x2 X2(:,1);

lenxl = length(x1l);

lenx2 = length(x2);

/4 Berechnung der ezakten Loesungen fir Modell A4
if (model==1)

for i=1:1lenx1
for j= 1:1lenx2
[V_exact(j,i),U_exact(j,i)]= exactSolution(x1(i),x2(j));
end
end
end
4 Wertefunktion V mit Perturbationsmethoden (direkte Taylorapprozimation)

for i=1:1lenx1
for j=1:1lenx?2

V_pertdir(j,i) = var.Vcoeffdir (1) + var.Vcoeffdir(2)*(x1(i)-xlggw)
+ var.Vcoeffdir (3)*(x2(j)-x2ggw)
+ 0.5*var.Vcoeffdir (4)*(x1(i)-xlggw)*(x1(i)-xlggw)
+ var.Vcoeffdir (5)*(x1(i)-xl1ggw)*(x2(j)-x2ggw)
+ 0.5% var.Vcoeffdir (6)*(x2(j)-x2ggw)*(x2(j)-x2ggw)
+ 0.5*var.Vcoeffdir(7)*sig*sig;

end
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end

A Wertefunktion V mit Perturbationsmethoden (indirekte Taylorapprozimation)
for i=1:1lemnxl1
for j=1:1lenx?2
V_pert(j,i) = var.Vcoeff (1) + var.Vcoeff (2)*x(x1(i)-xlggw)

+ var.Vcoeff (3)*(x2(j)-x2ggw)
0.5xvar.Vcoeff (4)*(x1(i)-x1ggw)*(x1(i)-xlggw)
var.Vcoeff (5)*x(x1(i)-xlggw)*(x2(j)-x2ggw)
0.5x var.Vcoeff (6)*(x2(j)-x2ggw)*(x2(j)-x2ggw)
0.5xvar.Vcoeff (7)*sigxsig;

+ + + +

end
end

/4 Generierung der Wertefunktion Werte aus der .asc
/4 Datei der dynamischen Programmierung

/4 Laden aus den ASCII Files

if domain ==2

file= strcat(’Values_delta_’,num2str (delta,’%.2f’),’ _kappa_’,...
num2str (kappa,’%1d’),’ _small.asc’);
else
file= strcat(’Values_delta_’,num2str (delta,’%.2f’),’ _kappa_’,...
num2str (kappa,’%1d’),’.asc’);
end
Werte = load(file);
sb = size(Werte);
if(sb(1) == (size(V_pertdir ,1)*size(V_pertdir ,2)))
fprintf (’Einlesen erfolgreich!\n’);
else
fprintf (’Nicht kompatible ASCII Wertedatei!!\n’);
quit cancel;
end
for i=1:1lenx1

for j=1:1lenx2
# 3. Spalte enthaelt affin bilineare
4 Approzimation V(E_4i)
V_dyn(i,j) = Werte((j-1)*lenxl +i,3);
end
end

/Plots der Funktionen

if model==
A Ezakte Wertefunktion
figure
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134 surf (x1(1):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),

135 V_exact (1:lenx2,1:1lenx1))
136 title(’\bf{optimale Wertefunktion {V_\infty} , Modell A}’,...
137 ’FontSize’ ,12,’FontWeight’,’bold’)

138| grid on;

139 xlabel (’x17);

140] ylabel(’x27);

141 zlabel (’{V_\infty}’)
142| end

143
144\ 4 Wertefunktion - Perturbation -direkt

145| figure

146| surf (x1 (1) :x1step:x1(lenxl) ,x2(1):x2step:x2(lenx2),

147| V_pertdir (1:lenx2,1:1lenx1))

148| grid on;

149| x1abel (’x17);

150| ylabel (’x27);

151 zlabel (°V_{dir}’)

152|if (model==1)

153 title(’\bf{Wertefunktion Perturbation direkt, Modell A}’,...

154 ’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

155| else

156 title(’\bf{Wertefunktion Perturbation direkt, Modell B}’,...
157 ’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

158| end ;

159

160| # Wertefunktion - Perturbation

161 figure

162| surf (x1 (1) :x1step:x1(lenxl) ,x2(1):x2step:x2(lenx2),

163| V_pert(l:lenx2,1:1lenxl))

164| grid on;

165| x1label (’x17);

166| ylabel (’x27);

167| z1label (’V_{pert}?)

168|if (model==1)

169 title(’\bf{Wertefunktion Perturbation, Modell A}’,...

170 ’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

171| else

172 title(’\bf{Wertefunktion Perturbation, Modell B}’,...
173 ’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

174| end ;

175

176| % Wertefunktion - DP

177| figure

178 surf (x1(1):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
179 V_dyn(1:lenx2,1:1lenxl))
180| grid on;
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xlabel(’x1?);
ylabel (’x27);
zlabel (’V_{dyn}’)
if (model==1)

title(’\bf{Wertefunktion DP, Modell A}’,...
’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
else
title(’\bf{Wertefunktion DP, Modell B}’,...
’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
end;
#2-elementige Plots

if (model==1)

4 exakt und Perturbation direkt

figure

surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_exact(1:1lenx2,1:1lenxl))

hold on

surf (x1(1):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_pertdir(l:lenx2,1:1lenxl))

xlabel (’x_17);

ylabel (’x_27);

title(’\bf{exakte Wertefunktion & V Perturbation direkt, Modell A}’,...
’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)

/ exakt und Perturbation indirekt

figure

surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_exact(1:1enx2 ,1:1enx1))

hold on

surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_pert(l:lenx2,1:1lenxl))

xlabel (’x_17);

ylabel (’x_27);

title(’\bf{exakte Wertefunktion & V Perturbation, Modell A}’ ,...
>FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

Aexakt und DP

figure

surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_exact(1:1lenx2,1:1lenxl))

hold on

surf (x1(xla):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
V_dyn(1l:lenx2,1:1enx1))

xlabel (’x_12);

ylabel (’x_27);

title(’\bf{exakte Wertefunktion & V DP, Modell A}’ ,...
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228 ’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
229| end

230

231| /DP und Perturbation direkt

232| figure

233| surf (x1(1) :x1step:x1(lenxl) ,x2(1):x2step:x2(lenx2),

234| V_pertdir (1:lemnx2,1:lenxl))

235/ hold on

236| surf (x1(xla):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),

237 V_dyn(l:1lenx2,1:lenx1))

238| xlabel (’x_17);

239| ylabel (’x_27);

240|if (model==1)

241 title(’\bf{V Perturbation direkt & V DP, Modell A}’,...

242 ’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

243| else

244 title (’\bf{V Perturbation direkt & V DP, Modell B}’,...
245 ’FontSize’ ,12,’FontWeight’,’bold’)

246| end ;

247

248| /DP und Perturbation indirekt

249| figure

250| surf (x1(1):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
251 V_pert(l:lenx2,1:1lenxl))

252/ hold on

253| surf (x1(xla):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
254 V_dyn(l:lenx2,1:lenxl))

255| xlabel (’x_17);

256| ylabel (’x_27);

257|if (model==1)

258 title (’\bf{V Perturbation & V DP, Modell A}’,...

259 ’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)

260| else

261 title(’\bf{V Perturbation & V DP, Modell B}’,...
262 ’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)

263| end ;

264

265| J/Fehlerberechnung und anschl. Plot der Fehler
266 if (model==1)

267
268| JFehler DP
269 for i=1:lenxl

270 for j=1:lenx2

271 Verr_ex_dyn(j,i) = abs(V_exact(j,i)- V_dyn(j,i));
272 end

273| end

274
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figure
surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
Verr_ex_dyn(l:lenx2,1:1lenxl))
grid on;
xlabel(’x1?);
ylabel (’x27);
title(’\bf{Fehler DP, Modell A}’,’FontSize’...
,12,’FontWeight’,’bold’)
JFehler direkte Perturbationsmethode
for i=1:1lenxl1
for j=1:1lenx2
Verr_ex_pert(j,i) = abs(V_exact(j,i)- V_pertdir(j,i));
end
end
figure
surf (x1(1):xlstep:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),
Verr_ex_pert (1:1lenx2,1:1lenxl))
grid on;
xlabel(’x17);
ylabel (’x27);
title(’\bf{Fehler Perturbation direkt, Modell A}’,...
’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
end
AAdbweichung direkte - indirekte Perturbationsmethode
for i=1:1lemnxl1

for j=1:1lenx2
Vdiff_dir_pert(j,i) = abs(V_pert(j,i)- V_pertdir(j,i));
end
end
figure
surf (x1(1):x1step:x1(lenxl),x2(1):x2step:x2(lenx2),

Vdiff_dir_pert (1:lenx2,1:1lenxl))
grid on;
xlabel(’x1?);
ylabel (’x27);
if (model==1)
title(’\bf{Differenz V Perturbation direkt & indirekt,
’FontSize’,12,’FontWeight’,’bold’)
else
title(’\bf{Differenz V Perturbation direkt & indirekt,
’FontSize’ ,12, ’FontWeight’,’bold’)
end ;

Modell A}’,...

Modell B}’,...
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JAdbweichung DP Loesung- Perturbation
for i=1:1lenx1
for j=1:lenx2
Vdiff_dyn_pert(j,i) = abs(V_dyn(j,i)- V_pertdir(j,i));
end
end

figure

surf (x1(1):x1step:x1(lenxl) ,x2(1):x2step:x2(lenx2),
Vdiff_dyn_pert (1:lenx2,1:1lenx1))

grid on;

xlabel (’x1?);

ylabel (’x27);

if (model==1)

title(’\bf{Differenz V Perturbation direkt & V DP, Modell A}’,...

’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)
else

title(’\bf{Differenz V Perturbation direkt & V DP, Modell B}’,...

’FontSize’,12, ’FontWeight’,’bold’)
end;

AHilfsfunktion, die exakte Kontrolle & Wertefunktion liefert

function [V, U] = exactSolution (x1, x2)
/Definition Modellparameter
beta = 0.95; alpha=0.34; rho=0.9; A=5;

# Komponenten der geschlossenen Loesung V(z)=B+C*ln(zl)+D*z2

B= (log((l1-betaxalpha)*A)+((beta*xalpha)/(l1-beta*xalpha))x*...
log(beta*xalphax*xA))/(1-beta);

C=alpha/(1-alphax*beta);

D=1/((1-alpha*beta)*(1l-rho*beta));

/ Berechnung des ezakten Werts fuer uebergegeben
/ Zustand z=[z1,z2]
V=B +Cx*xlog(xl) +D*x2;
U=(1-alpha*beta)*A*exp(x2)*x1~alpha;

end

end

Quelltext simplot2d.m

1| function simplot2d(simfile)

2|4 grafische Darstellung der Loesung sowie

3|/ der zugehoerigen Kontrolle
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4 Input: mit C erzeugtes ASCII Simulationsfile

#duslesen der Parameter der Simulation

pos= findstr(simfile,’_’);

pos=pos+1;

delta = str2num(simfile (pos(2):(pos(3)-2)));
kappa= str2num(simfile(pos(4):(pos(5)-2)));

b = load(simfile);
sb = size(b);

t= 1:sb(1);

for i=1:sb(1)

x(i)=b(i,1);

y(i)=b(i,2);

z(i)=b(i,3);

u(i)=b(i,4);
end ;

figure;

subplot (2,2,1)

for indexnumber=1:length(t)
plot(t(l:indexnumber), x(1l:indexnumber),’-r’,’LineWidth’,2)
set (gca,’XLim’ ,[0 t(sb(1))]1);
set (gca,’xtick’,[0:30:135])
drawnow;

end

xlabel (’Zeitpunkt t’);

ylabel (’x17);

legend (’Kapitalstock?’);

subplot (2,2,2)

for indexnumber=1:length(t)

plot(t(1l:indexnumber), y(1:indexnumber),’-b’,’LineWidth’,2)
set (gca,’XLim’ ,[0 t(sb(1))]1);

set (gca,’xtick’,[0:30:135])

drawnow;

end

xlabel (’Zeitpunkt t’);
ylabel (’x27);
legend(’technischer Fortschritt’);

if delta==

if kappa==
text=’Modell A’;
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end

if kappa==
text=’Modell B’;

end

else
text= strcat(’Modell mit delta=’,num2str (delta),...
>, kappa=’,num2str (kappa));

end

subplot (2,2,3:4)

for indexnumber=1:length(t)

plot (t(1l:indexnumber), u(l:indexnumber),’-c’,’LineWidth’,2)
set (gca,’XLim’ ,[0 t(sb(1))1);

set (gca,’xtick’,[0:30:135])

drawnow;

end

xlabel (’Zeitpunkt t’);

ylabel (Pu’);

legend (’Konsum?’);

title(text,’FontSize’ ,14,’FontWeight’,’bold?)

JAdbspeichern der Grafik im Ordner Simulationen
picname= strcat(’Simulationen’,filesep,simfile(l:length(simfile)-4),’.fig’)|;
saveas (gcf ,picname);
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B.2 Maple

Quelltext Vdirect.mw

#

\2

V V V V V V V VvV VvV

V VV V V V V V V V V V V V V.YV

Routine zur direkten Approximation der optimalen Wertefunktion anhand
Bellman-Gleichung
fir Wachstumsmodelle A und B

restart; readlib(mtaylor); infolevel[fsolve] := 5
kappa := 0; delta := 1.0
V := VO+Vix(x-xggw)+V2*(y-yggw) +1/2*xV11*(x-xggw) "2+V12*(x-xggw) *(y-yggw)

+1/2%xV22*(y-yggw) "2+1/2xVss*sigma~2
#Definition der ilibrigen Modellparameter (Diskontrate beta etc.)
beta := 0.95; alpha:=0.34; A:=5; rho:=0.9;

#Definiton des steady state (xggw,yggw,uggw)per hergeleiteter Formel

xggw:=((1-beta*x(1-delta))/(betaxalphax*xA))~(1/(alpha-1));

yggw:=0.;

uggw:=A*(xggw) ~alpha-delta*x(xggw) ;

#Definition der Ertragsfunktion

1 := (x,y,u)->1ln(u)*exp(kappaxy);

if (kappa=0 and delta=1)then

#Definiton der bek., exakten optimale Wertefunktion mit Komp. B,C,d

B:= (log((l-beta*alpha)*A)+((beta*alpha)/(1-beta*xalpha))*log(beta*xalphax
A))/(1-beta);

C:= alpha /(l-alphaxbeta);

d:= 1./((1l-alpha*beta)*(l1-rho*beta));

V_ex:=(x,y)->B+C*1n(x)+d*y;

# zum Vergleich: die Taylorreihe von V_ex

Vtaylor:=mtaylor (V_ex(x,y),[x=xggw,y=yggwl,3);

end if;

# unbekannte Taylorkoeff.von V zweite Ordnung

Vcoeff := [VO, V1, V2, Vi1, V12, V22, Vss];
#Definition der 2-dim.Dynamik
phi := Vector ([A*xexp(y)*x~alpha +(l1-delta)*x -u, rho *y]);
Vh := subs ({x=phi[1],y=phi[2]},V):

Vh;

#Definition von G (rechte Seite Bellman Gleichung)

G:=1(x,y,u) +texpand (betax*Vh);

#Taylorentwicklung der rechten Seite

#3. Argument von mtaylor bestimmt totale Ordnung bei der abgebrochen
werden soll

taylorpol:=mtaylor (G, [x=xggw,y=yggw ,u=uggw ,sigma=0],3);

convert (taylorpol ,polynom) :type(taylorpol ,polynom);

RS := sort(expand(taylorpol), u)

# Ermittlung der Koeffizienten des Ausdrucks in u: "a2*u~2 + al*u +a0"




39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
ol
52
93
o4

95

96
o7
o8
99
60
61
62
63
64
65

130 KAPITEL B: QUELLCODE DER PROGRAMME

V V V V V V V V V V V V Vv VvV

V V V V V V Vv V

for i from 0 to 2 do

alil:= coeff (RS, u, i);

od;

#Bestimmung des maximalen u (analytisch ableiten nach u);
f:= al[0]+a[1]l*u +a[2]*u~2;

df := diff(f, u)

# Bestimmung des Extremums umax aus notwend. Bedingung
umax :=solve (df=0,u);

df2:=diff (f,u,u) ;#(V1l negativ)

#u ist abhédngig von x,y und Vcoeff

#Einsetzen von Symbol umax in die rechte Seite

right :=subs (u=maxu,taylorpol);
left:=V;right:=subs (maxu=umax ,right) :right:=expand(right):
left := collect(left, [x, y, sigmal], distributed);
right2:=collect (right,[x,y,sigma],distributed);

Kright := coeffs(right2, [x, y, sigmal, ’Potenzenr’); Kleft := coeffs(
left, [x, y, sigmal, ’Potenzenl’)

for i to 7 do eql[i] := Kleft[i] = Kright[i]; print(eqlil); printf(’‘\n*
’) end do

equations := {eqlll, eql2], eql3], eql4]l, eqlb]l, eql6], eql71}

16s := fsolve(equations); taylorcoeff := 18s;

filename := sprintf("DirectV_kappa_%.2f_delta_%.2f.asc", kappa, delta)

fp := fopen(filename, WRITE);

for k from 1 to 7 do

fprintf (fp, "%q\n",taylorcoeff[k]);
od:

fclose(fp);
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B3 C

Quelltext zufallszahlen.c

/*Einbindung des Headerfiles+*/
#include "zufallszahlen.h"

/*Erzeugung uniform verteilter Zufallszahlen
nach Methode wvon Park & Miller.*/
/*Rickgabe einer Ufo(0,1) Zufallszahl*/

double ufo(long *idum)
{ long k;
double ans;

*idum ~= MASK;
k=*idum/IQ;
*idum = IA*(*xidum-k*IQ)-IR*k;
if (xidum <O0)
*idum +=1IM;
ans = AMx(xidum);
*idum ~= MASK;
return ans;

/*¥Polare Form der Box-Muller Transformation nach Marsaglia*/
double gasdev (long * idum)
{

static double y;

static int iset;

double fac,rsq,vl,v2;

if (xidum <0) iset=0;

if (iset==0){
do

/*(vl,v2) als Punkt im Einheitskreis*/

vl =2.0 * ufo(idum)-1.0;
v2 =2.0 * ufo(idum)-1.0;

/*Bilden des quadrierten Abstands*/
rsq = vixvl + v2%*v2;
}
while ( rsq >=1.0 || rsq==0.0);




43
44
45
46
47
48
49
20
51
52
53
o4
95

OO =~ O UU =~ W N —

NN DNDNDNDNDDNDDIN = /= = e s e e
OO UL WN = OO Uk W~ OO

132 KAPITEL B: QUELLCODE DER PROGRAMME

fac = sqrt ((-2.0*log(rsq))/rsq);
y = vixfac;
iset=1; /*Flagge setzen*/
return v2x*xfac;
}
else /*¥Flagge auf Null ricksetzen*/
{ iset =0;
return y;
}
}

Der Quelltext des einzubindenden C—Headerfiles findet sich auf der CD—ROM, enthilt jedoch
typischerweise nur die Funktionsprototypen und die Definition einiger Konstanten.

Quelltext DPalg.c

/*Diplomarbeit */

/*Dynamische Programmierung*/

/*4lgorithmus (3.29) zur Berechnung der opt. Wertefunktion */
/*Christian Spieler*/

/* Einbinden der Header-Datei wvon GRIDGEN */
#include "gridgen.h"

/* fuer Zufallszahlengenerierung*/
#include "zufallszahlen.h"
/*sonstige benoetigte Headerfiles*/
#include <math.h>

#include <float.h>

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#include <string.h>

/*Modellparameter in globaler Strukturvariable p*/
struct parameters

{

double beta; /*Diskontierungsfaktor */

double delta; /*¥Abschreibungsrate*/

double A; /*Technologieparamater*/

double alpha; /*Substitutionsparameter Kapitalstock*/
double rho; /* Technologischer Faktor*/
double sigma; /*Stoerungsparameter+*/

int kappa; /*¥Ziel funktionparameter*/
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}p ={0.95, 1.0, 5., 0.34, 0.9, 0.008, 0};

/*Parameter fuer adaptive Gitter*/

#define Refine /*Schalter zur Adaptation (
entkommentieren) */

#define DIFF 0.00001 /*Differenz Knotenwerte bei regelmaessigem Gitter
*/

#define RTOL 0.001 /* Verfeinerungstoleranz */

#define RHO 0.8 /* Sicherheitsfaktor fuer
Verfeinerung! #*/

#define U_SECTIONS 160; /*Diskretisierungsanzahl der Kontrollmenge
*/

const unsigned int MAX_ITER = 150; /*Mazimalanzahl

Iterationen*x/

static unsigned int aufrufe=0; /*Zaehler fuer Aufrufe der
Trapezregel */
const unsigned int anz_sim = 1000; /#4nzahl an Simulationen*/

/*Dynamik des Modells 4 & B*/

void dynamik (double #*x, double u, double z, double *erg)

{

erg[0] = p.Ax exp(x[1])* pow(x[0],p.alpha) +(1-p.delta)*x[0] - u;
/*z stochastischer Einfluss*/

erg[1] = p.rho * x[1] + z;

}

/*Definition der ezakten Wertefunktion*/

double V_exact(double *x)

{

double erg;

double B,C,D;

B=(log((1-p.beta*p.alpha)*p.A)+((p.beta*p.alpha)/(1l-p.beta*p.alpha))*log(p
.beta*p.alpha*p.A))/(l-p.beta);

C= p.alpha /(1-p.alpha*p.beta);

D= 1./((1-p.alpha*p.beta)*(1l-p.rho*p.beta));

erg =B;

erg+= C*x log(x[0]);

erg+= D* x[1];

return erg;

}

/*Definition der Nutzenfunktion*/
double 1(double *x, double u)
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{

return log(u)*exp(p.kappa*x[1]);

}

/*Dichte der Gaussverteilung N(0,sigma)*/

double gaussian (double z)

{

double density;

density = exp(-0.5 * pow(z/p.sigma,2));

density/= (p.sigmax*sqrt (2*PI));
return density;
}

void parameter_output ()

{

printf ("Parametersetzungen:\n");

printf (" ____ _ _ _ o ________ \n") ;
printf("Delta..... ..o vnnn. %f\n",p.delta);
printf ("Kappa ... ...t %d\n" ,p.kappa);
printf("Beta...... oty %f\n" ,p.beta);
Printf (MA. . . .. %f\n" ,p.A);
printf ("Alpha........ ..o, %f\n",p.alpha);
printf("Rho...... ... i i %f\n" ,p.rho);
printf("Sigma....... ... ... .. ... %f\n",p.sigma) ;

printf ("Bitte beliebige Taste druecken \n");

printf ("zur Ausfuehrung des Algorithmus!\n");

}

void steady_state (double *xggw, double * uggw)

{

xggw[0] = (l-p.beta+p.beta*p.delta)/(p.beta*p.alpha*p.A);
xggw [0] = pow (xggw[0] ,(1/(p.alpha-1)));

xggwlll = 0.;

xuggw = p.Axpow(xggw[0],p.alpha)-p.delta*xggw[0];

}

void belege_gamma (double * lo, double * hi, double * delta)

{

/*Rechengebiet Gamma (raeumliche Diskretisierung) ist:
[Lo[0];hi[0]]x [lo[1];hi[1]]*/

if(p.delta >=0.4)

{

lo[0]=1.0;

hi[0]=10.0; /*alternativ: 10.0%/

}

else

/*Gebiet Gamma in Abh. wvom Gleichgewichtspunkt*/
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{ double ss[2],u;
steady_state(ss,&u);
lo[0]=ss[0]-6;

if (lo[0]<=0)

1o[0] =1.0;

hi[0] =floor(ss[1]+6);

}

/*2. Dimenston fest, da ss[1] stets 0*/
lo[1]= -0.32;/#alternativ:-0.32;*/
hil[1l= 0.32;/*alternativ: 0.32;*/

/*¥Gitterschrittweite delta*x/
delta[0]=(hi[0]-10[0])/20;
delta[1]=(hi[1]-10[1])/10;

}

/*Routine zur Aduswertung des Integranden des Erwartungswert#*/

double integrand (double *x, double u, double z, double * fval ,qgrid * g,
int *flag)

{

double temp=0;

/*fval enthaelt naechsten Zustand*/

dynamik(x, u, z, fval);

int currentflag=0;

/*4bfragen des Werts der Wertefunktion an diesem Punkt*/

temp = value(g, fval, &currentflag);

/*fval muss stets im Gebiet bleiben, d.h. flag <immer 0 bleiben#*/
xflag= *flag || currentflag;

return (temp * gaussian(z));

3

/*Trapezregel zur numerischen Integration*/

double trapezformel( double a, double b, unsigned int sections, double *
state, double u, double * fval, qgrid * g, int * flag)

{ double sum, h;

aufrufe++;

int i,erg;

sum=0. ;

h = (b - a) / sections;

/*Falls fval nicht <im Gebiet liegt, wird 0 zurueckgegeben*/

sum = 0.5 * (integrand(state,u,a,fval,g,flag) + integrand(state,u,b,fval,g
,flag));

/*mehr als 1 Intervall , d.h. zusammengesetzte Trapezregel*/
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if( sections > 1)

{

double x;

for (i = 1; i <= sectiomns-1; i++)

{

X = a + ix*h;

sum += integrand(state,u,x,fval,g,flag);
}

}

return sum * h;

}

double optprinzip(double *x, qgrid *g, double *u)

{
/* Wahl U:=[0.5;10.5] */

double ub_u = 10.5;

double 1lb_u = 0.5;

double current_u;

int u_cnt, flag, firstval;

double bounddiff = ub_u - 1lb_u;
/*Diskretistierung der Kontrollmenge#*/
double delta_u = bounddiff/U_SECTIONS;
double u_max = 1lb_u;

double temp = O0;

double max_val;

max_val = -DBL_MAX;

double fval([2];

/*Diskretisierung des mnormalverteilten stoch. Einflusses
11 gleichverteilte Werte im Intervall [-0.032;0.032]+*/
double z_rangel[2];

z_range [0]= -4xp.sigma;

z_range[1] = 4x*p.sigma;

unsigned int sections = 10;

double expectation = O0.;

/* berechne den Mazimalwert aus dem Optimalitaetsprinzip */
u_cnt = 0;

firstval = 1;

do

{

current_u = 1lb_u + u_cntxdelta_u;

flag=0;

expectation = trapezformel (z_range[0],z_range[l],sections,x,current_u,fval

,g,&flag);
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temp = 1(x,current_u) + p.beta * expectation;
if ((firstval==1) || (temp > max_val))
{

/*Ueberpruefung, ob = ausserhaldb des Gitters lag bei gewaehltem current_u
*/

if (flag==0)

{

u_max = current_u;

max_val = temp;

firstval=0;

X

}

u_cnt++;
} while (u_cnt*delta_u <= bounddiff);

if (u!=NULL) *u = u_max;
return max_val;

}

/*Funktion liefert optimale approzimative Kontrolle zurueck*/
double feedback(double *x, qgrid *g)

{ double u_max;

double u=0;

optprinzip(x,g,&u);

u_max = u;

return u_max;

}

/*Adbspeichern der opt. Wertefunktion in ASCII Datei*/
void savevalues(qgrid * g, int anz, char* filename)
{

export_val2d(g,filename,anz);

}

double u_pert( double * x)

{

double g0,gl,g2,g11,g12,g22,gss;
double ss[2];

double uggw;

/*Ermittlung Steady State*/
steady_state(ss,&uggw) ;

double control=0;

if(p.delta==1 && p.kappa==2)

{ /*Modell B:g Koeffizienten*/
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g0 = 4.3331;

gl = 0.7126; g2 = 4.7277;
glli = -0.2275; gl12 = 0.7775;
g22 = b5.0563; gss = -7.5821;
}

else

{

if(p.delta==1 && p.kappa==0)

{

/*Modell A: g Koeffizienten*/

g0 = 4.3331;
gl = 0.7126; g2 = 4.3331;

gll = -0.2275; gl12 = 0.7126;

g22 = 4.3331; gss = 0.0;

}

else

return -123456789. ;

}

control= g0 + gl*(x[0]-ss[0]) + g2*x[1] +0.5*% gli*pow((x[0]-ss[0]),2) +

gl2x(x[0]-ss[0])*x[1] + 0.5%g22*pow(x[1],2) + 0.5% gssxp.sigmax*p.sigma;
return control;

}

double simulation(double *x0, qgrid *g,long * idum, char * file, int
method)

{

/*Einmalige Speicherung der Werte in einer .asc Datei */

/*der Form =1 Wert | z2 Wert | Stoerung z | Kontrolle u */

FILE * simfile;
simfile=fopen(file,"r");

int issaved;

if (simfile == NULL)

{ simfile = fopen(file,"wt");
issaved=0;

}

else

{

fclose(simfile);

issaved=1;

3

double x[2], x_neul2];
double z, u;
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int t=0;

double J = 0.;

x[0] = xO0[0];

x[1]1 = x0[1];

while (pow(p.beta,t)>=0.001)

{

/* normalverteilte N(0,sigma) Zufallszahl z ziehen*/
z = p.sigma * gasdev(idum) ;

if (method==1)

/% Feedback ermitteln fuer Zustand = ueber DP*/
u=feedback(x,g);

else

{/* g aus Perturbationsmethode auswerten fuer Zustand z,*/
if (method==2)

u = u_pert(x);

else

{printf ("Falscher Uebergabeparameter method!\n");break;}

}

if (!issaved )

{

fprintf (simfile ,"%1f\t%1f\t",x[0],x[1]);
fprintf (simfile ,"%1£f\t",2);

fprintf (simfile ,"%1f\n",u);

}

/* einen Zeitschritt ausfuehren*/
dynamik (x,u,z,x_neu);

J =J + pow(p.beta,t) * 1(x,u);

x[0] = x_neul0];
x[1] = x_neul1l];
t++;

}

if(!'issaved)

fclose(simfile) ;
/* Zielfunktionswert zurueckgeben*/
return J;

3

int main(int argc, char *argv [])

{

/*Modellparameter fuer delta und kappa koennen ueber
die Kommandozeile (argv) uebergeben werden*/

char pause;
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343| printf("\n------------ -~ Dynamische Programmierung--------------- \n");
344| printf (" |Algorithmus (3.29) zur Berechnung der opt. Wertefunktion|\n");
34D printf (M- mm o e e e e e \n");
346|if (argc==1)

347| { printf ("Keine Parameter uebergeben\n");

348| parameter _output () ;

349}

350| else

351 {

352|if (argc==2)

353| { p-delta= atof(argv[1]);

354|printf ("Delta wurde uebergeben!\n");

3552

356

357|if (argc==3)

358| { p.delta = (double) atof (argv[1]);

359|p.kappa = (int) atoi(argvI[2]);
360| printf ("Delta wurde uebergeben!\n");
361 | printf ("Kappa wurde uebergeben!\n");

362| }

363| parameter _output () ;

364 ¥

365| pause= getchar () ;/*Pause*/
366

367| /*Bestimmung des steady states des MNodellx/

368| double xggw[2];

369| double uggw;

370| steady_state (xggw, &uggw);

371| printf ("Gleichgewicht des Modells lautet:\n");
372 printf (" _ _ _ _ o __ \n") ;

373 printf ("Xl .ttt e %f\n",xggw [0]) ;
ST4 printf ("X2. 0o vttt e %E\n",xggw [1]) ;
375 printf ("u. . v i e e %f\n\n" ,uggw) ;
376
377 /*Start des Algorithmusx*/

378|int i}

379|int k=0; /*Iterationsvariable k*/
380
381| double max_error, max_err, zeit;
382
383| /* Deklaration der Variablen (2d) */
384|double 1o0[2], hi[2], Deltal2], x[2], u;
385
386| /*Definition einer Gittervariablen g (fuer Wertefunktion)
387| sowie u (fuer Kontrolle)x*/

388| qgrid * g;

389|FILE * stat_output;
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char datei[100];

char statistik [100];

sprintf (statistik ,"Stat_delta_¥%.21f _kappa_%1d_RTOL_%.3f_RHO_%.2f.dat",p.
delta,p.kappa,RTOL,RHO);

stat_output=fopen(statistik,"r");

if (stat_output == NULL)

stat_output = fopen(statistik,"wt");
else

{ fclose(stat_output);
stat_output = fopen(statistik,"a");
}

int index, flag;

int flag2;

/*Schritt 1 des Algorithmus*/

/* Festlegen der Gittergeometrie und Wahl des Startgitters #*/
belege_gamma (lo,hi,Delta) ;
g= create_grid(lo,hi,Delta,2,2);

/*Start der Zeitmessung*/

tic(g);

#ifdef Refine

fprintf (stat_output,"Ausgabe Fehlerschaetzer Eta_max pro Iteration:\n");
#else

fprintf (stat_output,"Ausgabe max. Knotenwertabweichung pro Iteration:\n");
#endif

printf ("Bitte beliebige Taste druecken \n");

printf ("zum Start des Algorithmus!\n");

pause=getchar () ;

unsigned int nodes;

do{

/*Schritt 2 des Algorithmus*/

/*Schleife uber alle Eckpunkte, Auswertung des DP Operators*/
double 01d=0;

double max_diff=0;;

double diff;

index = first_node(g, x);

do

{

/% Ausgabe der Koordinaten */

#ifndef Refine
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436/ 01d = current_nodevalue(g);
437 | #endif

438
439|if (k==0)

4401 { set_current_nodevalue(g, 0.);
441\ max_diff=1;

442 3

443| else

4441 {
445| set _current_nodevalue (g,optprinzip(x,g,NULL)) ;
446\ }
447
448
449 #ifndef Refine

450/ diff= fabs(old-current_nodevalue(g));
451 | max_diff = MAX(diff ,max_diff);

452
453| #endif

454| index = next_node(g, x);
455}
456| while (index!=-1);

457 #ifndef Refine

458| fprintf (stat_output ,"%f\n" ,max_diff);
459|if (max_diff < DIFF) break;

460| #endif

461
462|#ifdef Refine
463
464| /* Schritt 3 des Algorithmus*/

465|/* Schleife ueber Testpunkte zur Bestimmung des mazimalen Fehlers eta_maz

*/
466| prepare_adaptation(g);
467|if (k==0)
468 max_err = 2%RTOL;
469| else
470 max_err = 0.0;
471
472| index = first_testpoint(g,x);
473| do

474|{ /*#Fehler wird nur in den Kantentestpunkten gemessen*/
475|if (current_testpointtype(g)==1)

476 {

477! double vall, val2, err;
478

479| /* gewuenschter Wert */
480| if (k==0)

481 vall = 0.;
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else
vall = optprinzip(x,g,NULL);

/* interpolierter WHert <im Testpunkt wird abgefragt #*/
val2 = current_nodevalue(g);

/* Fehler err wird berechnet #*/

err = fabs(vall-val2);

/*Knotenvariable dpvalue wird gesetzt fuer den aktuellen Testpunkt
um erneuten optprinzip Aufruf zu sparen*/

set_dpvalue(g,vall);

/*Mazimumsbestimmung */

max_err = MAX(max_err, err);
}

index = next_testpoint(g, x);
}

while (index!'=-1);

/% Ausgabe des mazimalen Fehlers*/

fprintf (stat_output,"Eta_max: %1f\n",max_err);

/*Beendigung Algorithmus bet sehr kleinem Fehlerschaetzer#*/
if (max_err < RTOL)

break;

/*Verfeinerung der Zellen mit Testpunktfehler groesser als RHO * maz_err*/
index=first_testpoint(g,x);

double vall, val2, err;
do
{
if (current_testpointtype(g)==1)
{
if (k==0)
vall = 0.;
else
vall = get_dpvalue(g);
/* Abfrage tinterpolierter Wert im Testpunkt */
val2 = current_nodevalue(g);
/* Fehler eta_l wird berechnet#*/
err = fabs(vall-val2);
if (err >= RHO*max_err)
{
set_current_nodevalue(g,vall);
insert_current_testpoint (g);
}
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}
index = next_testpoint(g, x);
}

while (index!=-1);

printf ("Iteration step #J%d finished...\n",k);
complete_adaptation (g);

#endif

k++; /*Iterationszaehler hochzaehlen*/

}

while( k <=MAX_ITER);

/*Stop der Zettmessung*/
zeit = toc(g);
_=1;

/*finales Gitter abspeichern, Exzport mnach MATLAB=*/

/*als .asc Datet*/

#ifdef Refine

sprintf (datei ,"Grid_delta_¥%.21f_kappa_%1d_RTOL_%.3f_RHO_%.2f.asc",p.delta,
p-kappa ,RTOL,RHO) ;

#else

sprintf (datei,"Grid_delta_%.21f_kappa_%ld.asc",p.delta,p.kappa);

#endif

export_gridandval (g, datei);

/*Sicherung der Knotenwerte*/

char vfile [100];

sprintf (vfile,"Values_delta_%.21f_kappa_%ld.asc",p.delta,p.kappa);
savevalues (g,51,vfile ) ;

fprintf (stat_output ,"\n*x*x*xx*x ZUSAMMENFASSUNG DP ALGORITHMUS :**x**x*x\n") ;

fprintf (stat_output ," _______ _ __ _ _ _ __ _ _ ___________ \n") ;

fprintf (stat_output,"Ausgefuehrt am %s\n",__DATE__);

fprintf (stat_output, "auf dem Gitter [%f; %f]l x [%f; %fI1\n\n",lo[0],hi
[0],10[1],hi[1]);

#ifdef Refine

fprintf (stat_output,"Algorithmus mit Verfeinerung: Ja.\n");

fprintf (stat_output,"Verfeinerungstoleranz: %f\n",RTOL);

fprintf (stat_output,"Sicherheitsfaktor Rho: %f\n",RHO);

#else

fprintf (stat_output ,"Algorithmus mit Verfeinerung: Nein.\n");

#endif

fprintf (stat_output,"Anzahl der Iterationen : %d\n",k);
fprintf (stat_output,"Anzahl der Knoten im Gitter:%d\n",g->max_vertex);
double restsek;
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restsek= fmod(zeit ,60) ;

fprintf (stat_output,"Anzahl Aufrufe der Trapezformel:%d\n",aufrufe);

fprintf (stat_output,"Rechenzeit in Minuten und Sek. : %d Min und %2.2fs\n"
,(int) (zeit /60) ,restsek) ;

/*¥Statistikdatei schliessent*/
fclose(stat_output);

/*Teil 2: Numerische Simulation des Modells#*/

printf ("Bitte beliebige Taste druecken\n");

printf ("zur Ausfuehrung der numerischen Simulaton!\n");
pause=getchar () ;

printf ("\n---------------- -~ Numerische Simulationen--------—-—--———--——-- \n")
printf ("l .. ... ... L bei Eingabe eines Anfangswerts x0........ [\n");
Printf (M- s s e m e e - - \n");
char simfile [100];

char delta [100];

char kappa [100];

sprintf (delta,"delta_%.21f",p.delta);
double anfangswert [2];

double sim_val, exact_val,num_val;

/*Zufallszahlengenerator wvon Marsaglia initialisieren*/
long idum=(-13);

double input;

double temp =0.;

int answer=1;

int counter=1;
unsigned int method=1;

while (answer==1)

{

strcpy(simfile,"Simu_");

strcat (simfile ,delta);

sprintf (kappa," _kappa_%1d_%1d",p.kappa, counter) ;
strcat (simfile ,kappa);

/*4dnhaengen der .asc Endung*/

" . ascll

strcat (simfile,
/*¥4dnfangswert per Eingabe festlegen*/
printf ("Eingabe Startkapitalstock x1\n");
scanf ("%1f" ,&input) ;
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619
620| anfangswert [0]= input;

621| printf ("Eingabe Startwert technischer Fortschritt x2\n");
622| scanf ("%1f" ,&input) ;

623| anfangswert [1]= input;

624|if (p.delta==1 &&(p.kappa==2|| p.kappa==0))

625 {printf ("Simulation der Kontrolle? (1: nach DP, 2: nach
Perturbationsmethode)\n") ;

626| scanf ("%d" ,&method) ;}

627
628| /*Durchschnittswert 4initialisieren*/

629| sim_val =0.;

630| printf ("%d Simulationen werden nun ausgefuehrt:\n", anz_sim);
631| for (i=1;i<=anz_sim;i++)

632| {

633| printf (".");

634|if (fmod (i,100)==0)

635 printf ("\n");

636
637 temp = simulation (anfangswert ,g,&idum,simfile ,method) ;
638| sim_val+= temp;

639 }

640| /*Mittelwertbildung */

641| sim_val= sim_val/anz_sim;

642
643| /*Gitterwert abfragen*/

644| num_val = value(g,anfangswert ,&flag);
645| printf ("\n\nSimulationsergebnisse:\n");

646| printf (" _ _ _ _ _ _ o __ \n") ;

647

648|if (p.delta==1.0 && p.kappa==0)

649| {

650| exact_val= V_exact (anfangswert) ;

651| printf ("Exakter Wert:............... %.4f\n" ,exact_val) ;

652}

653| printf ("Simulierter Wert:........... %.4f\n",sim_val);

654| printf ("Numerischer Wert:........... %.4f\n\n" ,num_val) ;

655|if (p.delta==1.0 && p.kappa==0)

656| printf ("Unterschied ex./num. Wert:...J%.4f\n",fabs(exact_val-num_val));

657

658 | printf ("Unterschied sim./num. Wert:...%.4f\n",fabs(num_val-sim_val));

659| printf ("Werte der Trajektorie & Kontrolle in ’%s’ gespeichert!\n\n",
simfile);

660

661| printf ("\nweitere Simulation ausfuehren ( 1: JA, 0: NEIN) 7");
662| scanf ("%d" ,&answer) ;
663| counter ++;
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664 }
665
666| /* Loeschen des Gittersx*/
667| delete_grid(g);

668 | return 0;

669
670| }




148 KAPITEL B: QUELLCODE DER PROGRAMME




Anhang C

Material auf der beiliegenden CD-ROM

Die der Arbeit beiliegende CD-ROM enthilt alle benutzten und angesprochenen Routinen im Ver-
zeichnis Programme, alle in der Arbeit verwendeten Abbildungen im Verzeichnis Bilder, die
komplette Arbeit im pdf-Format im Verzeichnis Diplomarbeit sowie die Internetreferenzen des
Literaturverzeichnisses im Ordner Internetquellen.

Im Ordner Anwendung sind die Programme so abgelegt, dass ihre gegenseitigen Abhingigkeiten
(z.B. Output der C Routine ist Input fir MATLAB Programm) beriicksichtigt sind.



150 KAPITEL C: MATERIAL AUF DER BEILIEGENDEN CD-ROM




Literaturverzeichnis

(1]
(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

(7]

[8]

[9]

[10]

[11]
[12]

[13]

BAUER, Heinz: Maf3- und Integrationstheorie. De Gruyter Lehrbuch, 1992. — 2. Ausgabe

BECKER, Stephanie: Numerische Losung dynamischer Gleichgewichtsmodelle, Universitit
Bayreuth, Diplomarbeit, 2005. — Diplomarbeit

BECKER, Stephanie ; GRUNE, Lars ; SEMMLER, Willi: Comparing accuracy of second-order
approximation. In: Computational economics 30 (2007), S. 65-91

BLANCHARD, Olivier ; ILLING, Gerhard: Makrookonomie. Person Studium, 2006. — 4.
Ausgabe

COLLARD, Fabrice ; JUILLARD, Michel: Accuracy of stochastic perturbation methods: The
case of asset pricing models. In: Journal of Economic Dynamics and Control 25 (2001), S.
979-999

ENCYCLOPEDIA, Wikipedia the f.: Frank P. Ramsey. http://en.wikipedia.org/wiki/
Frank_P._Ramsey, Abruf: 20.03.2008

FEICHTINGER, Gustav ; HARTL, Richard: Optimale Kontrolle 6konomischer Prozesse. de
Gruyter, 1986

FRIEDRICH, H. ; LANGE, C.: Stochastische Prozesse in Natur und Technik. Verlag Harri
Deutsch, 1999

GONG, Gang ; SEMMLER, Willi: Stochastic Dynamic Macroeconomics: Theory, Numerics
and Empirical Evidence. 2004

GRUNE, Lars: An adaptive grid scheme for the discrete Hamilton—Jacobi—Bellmann equation.
In: Numerische Mathematik 75 (1997), S. 319-337

GRUNE, Lars: Numerische Dynamik von Kontrollsystemen. SS 2004. — Vorlesungsskript
GRUNE, Lars: Der Gittergenerator GRIDGEN. SS 2007. — Anhang zum Vorlesungsskript

GRUNE, Lars: Stochastische Dynamische Optimierung. SS 2007. — Vorlesungsskript


http://en.wikipedia.org/wiki/Frank_P._Ramsey
http://en.wikipedia.org/wiki/Frank_P._Ramsey

[14] GRUNE, Lars ; SEMMLER, Willi: Using dynamic programming with adaptive grid scheme
for optimal control problems in economics. In: Journal of Economic Dynamics & Control 28
(2004), S. 2427-2456

[15] JuDD, Kenneth: Approximation, perturbation and projection methods in economic analysis.
In: Handbook of Computational Economics Bd. 1. Elsevier Science B.V., 1996, Kapitel 12

[16] KARVELAGEN, Erwin: An elementary Ramsey growth model. http://www.gams.com/
“erwin/micro/ramsey.pdf

[17] KAUFMANN, Drrer.pol. R.: Einfach lernen ! Makrookonomie. http://
studentensupport.de/store/product_103_download.aspx

[18] KLEIN, Paul: Homepage Paul Klein. http://www.ssc.uwo.ca/economics/faculty/
klein/personal/codes.htm, Abruf: 05.05.2008

[19] OHRLEIN, Stefanie: Numerische Berechnung der optimalen Wertefunktion mit Approximati-
on zweiter Ordnung, Universitit Bayreuth, Diplomarbeit, 2007. — Diplomarbeit

[20] PITTSBURGH, Universitit: The Frank Ramsey Collection. http://www.library.pitt.
edu/libraries/special/asp/ramsey.html

[21] RAMSEY, Frank: A mathematical theory of saving. In: Economic Journal 38 (1928), Nr.
152, S. 543-559

[22] SCHMITT-GROHE, Stephanie: Perturbation Methods for the Numerical Analysis of DSGE
Models. Februar 2005. — Vorlesungsskript

[23] SCHMITT-GROHE, Stephanie ; URIBE, Martin: Matlab Codes for Second Order Approxima-
tion. http://www.econ.duke.edu/ uribe/2nd_order.htm. Version: 2004

[24] SCHMITT-GROHE, Stephanie ; URIBE, Martin: Solving dynamic generel equilibrium mo-
dels using a second-order approximation to the policy function. In: Journal of Economic
Dynamics & Control 28 (2004), S. 755-775

[25] UHLIG, Harald ; TAYLOR, John: Solving Nonlinear Stochastic Growth Models. In: NBER
Working Paper Series (1989)

[26] VERMEYLEN, Koen: The Neoclassical Growth Model and Richardian Equivalence. http:
//studentensupport.de/store/product_180.aspx

[27] VERMEYLEN, Koen: The Stochastic Growth Model. http://studentensupport.de/
store/product_182.aspx


http://www.gams.com/~erwin/micro/ramsey.pdf
http://www.gams.com/~erwin/micro/ramsey.pdf
http://studentensupport.de/store/product_103_download.aspx
http://studentensupport.de/store/product_103_download.aspx
http://www.ssc.uwo.ca/economics/faculty/klein/personal/codes.htm
http://www.ssc.uwo.ca/economics/faculty/klein/personal/codes.htm
http://www.library.pitt.edu/libraries/special/asp/ramsey.html
http://www.library.pitt.edu/libraries/special/asp/ramsey.html
http://www.econ.duke.edu/~uribe/2nd_order.htm
http://studentensupport.de/store/product_180.aspx
http://studentensupport.de/store/product_180.aspx
http://studentensupport.de/store/product_182.aspx
http://studentensupport.de/store/product_182.aspx

[28] VETTERLING, W. T. ; TEUKOLSKY, S. A. ; PRESS, W. H. ; FLANNERY, B. P.. Numerical
Recipes Example Book (C). Cambridge University Press, 1994. — 2. Ausgabe

[29] VETTERLING, W. T. ; TEUKOLSKY, S. A. ; PRESS, W. H. ; FLANNERY, B. P.. Numerical

Recipes in C - The Art of Scientific Computing. Cambridge University Press, 2002. — 2.
Ausgabe



Erklarung

Hiermit erklire ich, dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbststindig und nur unter Verwen-
dung der angegebenen Quellen und Hilfsmittel angefertigt habe.

Wortliche und sinngeméle Zitate habe ich als solche gekennzeichnet.

Diese Arbeit hat in dieser oder @hnlicher Form noch keiner anderen Priifungsbehorde vorgelegen.

Bayreuth, den 29. Juli 2008

Christian Spieler



	1 Einleitung
	2 Makroökonomische Wachstumstheorie
	2.1 Definition grundlegender Begriffe
	2.2 Das neoklassische Wachstumsmodell nach Ramsey
	2.2.1 Variablen des Modells
	2.2.2 Das Ramsey Referenzmodell


	3 Mathematische Theorie der Verfahren
	3.1 Stochastische Grundlagen und zeitdiskretes Kontrollsystem
	3.1.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
	3.1.2 Stochastische Prozesse
	3.1.3 Das zeitdiskrete, stochastische Kontrollsystem

	3.2 Der Ansatz der dynamischen Programmierung
	3.2.1 Bellman'sches Optimalitätsprinzip
	3.2.2 Iterative, numerische Bestimmung der optimalen Wertefunktion
	3.2.3 Diskretisierung des Zustandsraums
	3.2.4 Fehlerschätzung und adaptive Gitter

	3.3 Die Hamilton-Funktion und das stochastische Maximumprinzip

	4 Perturbationsmethoden zweiter Ordnung
	4.1 Annahmen des Perturbationsmodells
	4.2 Herleitung der Koeffizienten der Taylor - Approximationen
	4.2.1 Taylor-Approximation von Kontrolle g und Dynamik h
	4.2.2 Indirekte Taylor-Approximation der optimalen Wertefunktion V
	4.2.3 Direkte Taylor-Approximation der optimalen Wertefunktion V

	4.3 Perturbationsroutinen

	5 Implementierung der dynamischen Programmierung
	5.1 Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen
	5.2 Numerische Integration des Erwartungswerts
	5.3 Adaptive Gitter mit GRIDGEN

	6 Praktische Anwendung der Verfahren
	6.1 Die ökonomischen Beispielmodelle
	6.1.1 Das Modell A
	6.1.2 Das Modell B

	6.2 Numerische Ergebnisse der Perturbationsmethoden
	6.2.1 Modell A
	6.2.2 Modell B

	6.3 Auswertung und Analyse der Modelle
	6.3.1 Modell A
	6.3.2 Modell B

	6.4 Numerische Simulationen
	6.4.1 Modell A
	6.4.2 Modell B


	7 Fazit und Ausblick
	A Notationen
	B Quellcode der Programme
	B.1 MATLAB
	B.2 Maple
	B.3 C

	C Material auf der beiliegenden CD--ROM
	Literaturverzeichnis

