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1 Einleitung

1.1 Motivation und Aufbau

In den letzten drei Jahrzehnten hat sich der Finanzmarkt stark gewandelt. Derivative
Finanzinstrumente wie Optionen oder Futures haben mit der Zeit zunehmend an Bedeu-
tung gewonnen. Mittlerweile tibertrifft ihr Handelsvolumen bei weitem das der Aktien.
Dieser Wandel des Finanzmarktes brachte allerdings auch zahlreiche Risiken mit sich,
wie die Finanzkrise 2007 zeigte. Nach Meinung vieler Experten spielten Kreditderivate
némlich eine entscheidende Rolle in der Herbeifiihrung der Krise. Nichtsdestotrotz sind
Derivate in der heutigen Zeit aufgrund ihrer vielseitigen Anwendungsmoglichkeiten aus
dem Investmentbanking nicht mehr weg zu denken. Aufgrund der grolen Risiken, die sie
mit sich bringen, ist aber ein grundsétzliches Verstdndnis ihrer Beschaffenheit vonno-
ten. Dazu gehoren natiirlich auch die Berechnungsmodalitédten. Der Grundstein wurde
hierfir im Jahr 1973 zeitgleich von F. BLACK und M. SCHOLES |[2] als auch von R.
C. MERTON [16] gelegt. Die parabolische partielle Differentialgleichung, die sie herlei-
teten, kann zur Berechnung von européischen Optionen angewendet werden. Aber auch
komplexere Optionstypen, wie amerikanische oder asiatische Optionen, konnen mittels
partieller Differentialgleichungen gelost werden. Wir fithren unsere Untersuchungen in
dieser Arbeit an européischen und einem bestimmten asiatischen Optionstyp durch. Die
Griinde liegen in den hochst unterschiedlichen Berechnungsverfahren, dazu aber spéter
mehr. Bekanntermaflen ist eine exakte Ermittlung des Optionswertes aber nicht mog-
lich. Die Griinde hierfiir liegen darin, dass die Eingabeparameter Volatilitdt und sicherer
Zinssatz geschatzt werden miissen. In die Black-Scholes Gleichung gehen beide Werte als
Konstanten ein. Da man diese beiden Werte zum Ausgabezeitpunkt nicht sicher kennt,
kann man sie aus mathematischer Sicht als Zufallsvariablen auffassen. Damit erhalten
wir eine Erweiterung des urspriinglichen Black-Scholes Modells und koénnen so die Rea-
litat besser abbilden.

Die Statistik stellt mehrere Methoden zur Verfiigung, mit denen man den Zufall in
komplexere mathematische Modelle mit einbeziehen kann. Die einfachste und bekann-
teste ist sicher die Monte-Carlo Methode, bei der man entsprechend einer Verteilung
Zufallszahlen zieht, diese einzeln in das urspriingliche, deterministische Modell einsetzt
und schlulendlich den Erwartungswert durch den Mittelwert der deterministischen Lo-
sungen approximiert. Um gute Naherungslosungen zu bekommen, bendtigt man aber
eine grofle Anzahl an Versuchen, was bei aufwandigeren Modellen zu einem horrendem
Zeitaufwand fithrt. Deshalb verwenden wir die etwas komplexere Methode der polyno-
miellen Chaosentwicklung, die 1938 von N. WIENER [23] entdeckt und danach von R.



1 EINLEITUNG

H. CAMERON und W. T. MARTIN [4] erweitert wurde. Hier wird mittels orthogonaler
Polynome und deren Zusammenhang zu den Dichtefunktionen verschiedener Verteilun-
gen ein wesentlich effizienterer Weg dargestellt.

In Kapitel 2 definieren wir zunachst wichtige und grundlegende Begriffe. Danach lei-
ten wir die Black-Scholes-Gleichung und die parabolische partielle Differentialgleichung,
die zur Losung von den ausgewédhlten asiatischen Optionen verwendet wird, her und
geben fiir beide Typen Losungsmoglichkeiten an. Am Ende beschreiben wir die Monte-
Carlo Methode sowohl fiir die Optionsbewertung mit zufalliger Volatilitat als auch mit
zufilliger Volatilitat und zufalligem Zins. Dieses Kapitel basiert hauptsichlich auf den
Arbeiten von M. GUNTHER und A. JUNGEL [11], L. GRUNE [10], J. C. HULL [12]
und M. H. KALOS und P. A. WHITLOCK [13].

Im dritten Kapitel wird eine Einfithrung in die Theorie der polynomiellen Chaosent-
wicklung gegeben. Dafiir gehen wir am Beginn naher auf orthogonale Polynome und
deren Zusammenhang mit verschiedenen Verteilungen ein. Wir orientieren uns dabei an
W. SCHOUTENS [20]. Danach leiten wir die polynomielle Chaosentwicklung zuerst fiir
GauBl-verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz her und verallgemeinern die Er-
gebnisse schliefilich. Am Ende des Kapitels beschreiben wir mit der intrusiven Methode
und der nicht-intrusiven Methode noch zwei mogliche Losungsverfahren der polynomi-
ellen Chaosentwicklung. Wir richten uns bei den Ausfithrungen in diesem Kapitel nach
O. P. LEMAITRE [15] und F. AUGUSTIN, A. GILG, M. PAFFRATH, P. RENTROP
und U. WEVER [1].

In Kapitel 4 wenden wir die beiden Verfahren der polynomiellen Chaosentwicklung auf
die Optionsbewertung mit zufilliger Volatilitdt an. Dabei beschreiben wir die Methoden
fiir européische Optionen und fiihren anschliefend numerische Untersuchungen hinsicht-
lich des Laufzeitverhaltens und der Konvergenz durch. Zu Vergleichszwecken ziehen wir
die Monte-Carlo Methode heran. Danach folgt das selbe Vorgehen fiir die asiatischen
Optionen. Dieses Kapitel wurde in Anlehnung an den Artikel von R. PULCH und C. v.
EMMERICH [19] verfasst.

Im fiinften Kapitel werden die nicht-intrusive Methode und die intrusive Methode auf
die Optionsbewertung mit zufalliger Volatilitat und zufalligem Zins angewendet. Der
Kapitelaufbau ahnelt dem des vierten Kapitels. Die Berechnungen sind jedoch komple-
xer, da wir hier das 2-dimensionale polynomielle Chaos benétigen.

Im letzten Kapitel werden die erhaltenen Ergebnisse zusammengefasst. Zudem wird ein
Ausblick und weitere Anwendungsmoglichkeiten aufgefiihrt.

Anhang A enthélt eine Ubersicht der erstellten Programme und eine kurze Beschreibung
der Anwendungsmodalitaten.

1.2 Computersystem und Auswertungsprogramm
Die in den Kapiteln 2, 4 und 5 beschriebenen Verfahren sind auf der beiliegenden CD-

ROM alle in MATLAB R2010a numerisch umgesetzt. Die Auswertungen in Kapitel 4 und
5 wurden auf dem Prozessor Intel(R) Core(TM) i5 M460 mit 2.53 GHz durchgefiihrt. Der



1.2 COMPUTERSYSTEM UND AUSWERTUNGSPROGRAMM

Arbeitsspeicher des Systems betrug 4.00 GB, wobei 3.86 GB davon anwendbar waren.
Das Betriebssystem des Rechners war Windows 7 Home Premium 64 Bit.

Die erhaltenen Laufzeiten werden alle in Sekunden angegeben. Auf unterschiedlichen
Rechnern bzw. auf anderen MATLAB Versionen kénnen diese von denen in dieser Arbeit
angegebenen Zeiten abweichen.






2 Grundlagen der Optionsbewertung

Im zweiten Kapitel wird dem Leser eine kurze Einfithrung in die Theorie der Options-
bewertung gegeben. Dazu definieren wir zuerst die relevanten Begriffe. Danach leiten
wir sukzessive die Black-Scholes-Gleichung her, die mittlerweile ein wichtiges Instru-
ment in der Optionsbewertung ist. Wir erlautern diese schliellich an zwei Optionstypen,
dem europaischen und dem asiatischen. Im letzten Abschnitt geben wir mit der Monte-
Carlo Methode (im Folgenden abgekiirzt: MCM) einen alternativen Losungsansatz zur
Black-Scholes Gleichung an. Da sie auch auf komplexere Modelle angewendet werden
kann, haben wir hier zugleich ein Verfahren, mit dem wir Optionswerte mit zufélliger
Volatilitat berechnen konnen. Die Schreibweise orientiert sich hauptsachlich an [10] und
[11].

2.1 Einfiihrung und Definitionen

In der Finanzmathematik ist es iiblich, vereinfachende Annahmen an den Finanzmarkt
zu stellen. Dies hat zur Folge, dass sich die Formeln in vielen Teilen leichter darstellen
und beschreiben lassen. Dabei konnen die meisten der unten genannten Punkte mit mehr
oder minder schwerem mathematischen Aufwand an die Realitdt angepasst werden:

e Die Verzinsung erfolgt kontinuierlich

e Geldanlagen und Geldaufnahmen konnen jederzeit zu dem gleichen, risikofreien
Zinssatz r > 0 fiir einen beliebigen Zeitraum getatigt werden

e Risikolose Gewinne durch Arbitrage sind nicht moglich

2.1.1 Stochastische Grundlagen

Bekanntlich kann man den zukiinftigen Kursverlauf eines Basiswertes wie z.B. einer Ak-
tie nicht sicher voraussagen. Aus diesem Grund miissen wir bei der Optionsbewertung
Unsicherheiten mit einberechnen. Aufferdem bendtigen wir sowohl bei der polynomiellen
Chaosentwicklung (im Folgenden abgekiirzt: PCE) als auch bei deren Anwendung auf
die Optionsbewertung mit zufilliger Volatilitdt Hilfsmittel aus der Stochastik. Grund-
kenntnisse aus diesem Bereich werden vorausgesetzt. Die folgenden Definitionen legen
die Notation der Begriffe im weiteren Verlauf der Arbeit fest.

Sei Q) eine Menge und P(£2) die dazugehorige Potenzmenge.



2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

Definiton 2.1 (o-Algebra und Wahrscheinlichkeitsmaf)

1. Eine Menge A C P(Q) ist eine o-Algebra in (, falls sie folgende Eigenschaften
besitzt:

e )Oc A
e Ac A=A =Q\Ac A
° Al,Az,---EAéU;ﬁlAieAundﬂfilAiEA

2. Sei A C P(R2) eine o-Algebra. Eine Funktion P : A — [0,1] ist ein Wahrschein-
lichkeitsmaj$ auf A genau dann, wenn

e P(0)=0
o P(Q) =1
e P(UX, A) =>%, P(A) fir alle Mengen A; € A mit 4; N A; = 0 fir alle
iF
gilt. 0

Definiton 2.2 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Sei 2 eine Menge von Elementarereignissen w € 2, A eine o-Algebra und P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf A. Dann ist das Tripel (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.O

Die Menge B(R) ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen von R enthélt. Jedes
Element B € B(R) heifit Borelmenge. Die Abbildung X heisst messbar, falls

X YB)={weQX(w)eBtec A
fir alle Mengen B € B(R).

Definiton 2.3 (Zufallsvariable und stochastischer Prozess)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Eine Funktion X : Q — R heifit Zufallsvariable genau dann, wenn sie messbar ist.

2. Ein (stetiger) stochastischer Prozess X(t) mit t € [0,00) ist eine Familie von
Zufallsvariablen X : [0,00) x Q@ — R, wobei t — X (t,w) stetig fiir alle w € € ist.
Wir schreiben X (¢) = X(¢,-). O

Ein Zufallsfeld ist eine Erweiterung eines stochastischen Prozesses, sodass die Zufallsva-
riable von mehreren deterministischen Parametern abhangig ist. Wir verwenden in dieser
Arbeit den Begriff des stochastischen Prozesses der Enfachheit halber auch fiir Zufalls-
felder. Auf Konstrukte wie den Erwartungswert E(X) = (X), die Varianz Var(X), die
Verteilungsfunktion und die Dichtefunktion p gehen wir hier nicht naher ein. Definitionen
dazu findet man z.B. in [7].



2.1 EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

2.1.2 Optionen

Derivative Finanzinstrumente lassen sich grob in 3 Gruppen, ndmlich Optionen, Futures
bzw. Forwards und Swaps unterteilen. Der Titel der Diplomarbeit lasst schon darauf
schlieflen, dass wir uns vorrangig mit Optionen und ihrer fairen® Bewertung beschafti-
gen.

Definiton 2.4 (Option)

Optionen sind Derivate, die dem Kéaufer das Recht (aber nicht die Verpflichtung) geben,
einen Basiswert (z.B. Aktienpaket, Rohstoffwerte, ...) am oder bis zum Verfallstag zu
einem vorher bestimmten Austibungspreis zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen

(Put-Option). O

Wie die Definition schon aussagt, kann der Inhaber (Long) der Option das Optionsrecht
ausiiben, er muss es aber nicht. Der Ausgeber (Short) verlangt fiir diesen Nachteil ihm
gegeniiber einen Ausgleich, welcher durch den Optionspreis kompensiert werden soll. Nun
stellt sich allerdings die Frage nach der Hohe dieses Wertes und welcher Preis denn ei-
gentlich fiir beide Parteien gerecht ware. Berechnungsmoglichkeiten sind z.B. durch das
Black-Scholes-Modell und die MCM gegeben. Fine exakte Bestimmung ist aber nicht
moglich, da die zwei Eingabeparameter Volatilitdt und sicherer Zinssatz fiir die zukiinf-
tige Laufzeit geschatzt werden miissen. Dazu spater mehr.

Der Handel mit derivativen Finanzinstrumenten und speziell mit Optionsscheinen hat in
den letzten Jahrzehnten stark zugenommen. Dies liegt vor allem daran, dass sie sowohl
von Absicherern (Hedger) als auch von Spekulanten gerne genutzt werden. Die Hedger
verwenden die Option dabei im Grunde als Versicherung, um sich gegen negative Kurs-
entwicklungen zu schiitzen. Zugleich konnen sie bei positiven Kursverlaufen profitieren.
Spekulanten bevorzugen Optionen gegeniiber anderen Anlagemoglichkeiten wie z.B Ak-
tien, da diese eine wesentlich grofere Hebelwirkung haben. Der Verlust beschrankt sich
hingegen auf die Hohe des Optionswertes. In Abbildung 2.1 wird dies graphisch aufge-
zeigt.

Allgemein unterscheidet man bei den verschiedenen Optionstypen zwischen européi-
schen, amerikanischen und exotischen Optionen. Bei ersteren hat der Inhaber lediglich
am Verfallstag die Moglichkeit das Optionsrecht auszutiben. Beim amerikanischen Typ
wird dieses Recht auf die gesamte Laufzeit erweitert. Fiir die letztgenannten exotischen
Optionen gibt es nochmals zahlreiche Unterscheidungen wie z.B. asiatische Optionen,
Barrier-Optionen oder Power-Optionen. Unsere Berechnungen hinsichtlich der zufélli-
gen Volatilitat und des zufélligen Zinssatzes fithren wir an europaischen und speziellen
asiatischen Optionsscheinen, dem sogenannten european-arithmetic-average-strike call,
durch. Eine nahere Erlduterung wird dazu in der Folge noch gegeben. Der Grund fiir
die Verwendung dieser Optionstypen liegt darin, dass sie sich in der Art der Berechnung
stark unterscheiden und wir die Berechnungsmethoden somit genereller analysieren kon-
nen.



2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

In dieser Arbeit verwenden wir folgende Bezeichnungen:

Allgemein:

T>0 : Laufzeit der Option

S(t)>0 : Basiswert zur Zeit ¢ € [0, 7]

oc>0 : Volatilitat

r>0 : sicherer Zins
Europaisch:

K >0 : Ausiibungspreis

V(t,S) : Optionspreis zur Zeit ¢ in Abhéngigkeit vom Basiswert S(t)
Asiatisch:

1(t) : Integral von 0 bis ¢ {iber S von ¢

V(t,S, 1) : Optionspreis zur Zeit ¢ in Abhéngigkeit vom Basiswert S(¢) und I(t)

2.1.2.1 Europidische Optionen

Europaische Optionen stellen aus mathematischer Sicht den am einfachsten zu berech-
nenden Typ dar. Der Inhaber kann das Optionsrecht nur am Laufzeitende ausiiben. Sie
werden deshalb haufig zur Absicherung von einmaligen Zahlungen oder Handelsvorgén-
gen, die am Verfallstag vollzogen werden, verwendet. Die Auszahlungsfunktion ist bei
einem européischen Call mit S = S(T") durch

Ve(T, S) = max {S — K,0} = (S — K)© (2.1)
und bei einem européischen Put durch
Vp(T,S) = max {K — S,0} = (K — )" (2.2)

gegeben.

Beispiel 2.5 (Européischer Call)

Angenommen wir haben ein Kapital von 400<€ zur Verfiigung und gehen davon aus, dass
die Aktie der Numerik AG in den néchsten 2 Monaten stark steigen wird. Bei einem
derzeitigen Kurs von S(0) = 40€ haben wir also die Moglichkeit, 10 Wertpapiere zu
kaufen.

Eine Alternative dazu ware ein européischer Call auf die Numerik AG Aktie, welcher
bei einer positiven Kursentwicklung ebenfalls steigt. Es gelten folgende Werte:

1
T:2M0nate:6; K =45€; V(0,40€) =2%€;

Mit unserem Kapital kénnten wir uns also auch 200 Optionsscheine kaufen. Die Gewinn-
grenze lberschreiten wir bei einem Aktienwert von

S(T) —45€ —2€ > 0€
S(T) > 47€.



2.1 EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

Die alternative Anlage in Optionsscheine ist ab einem Aktienkurs von

200(S(T) — 45€ — 2€) > 10(S(T) — 40€)
S(T) > 47.36 €

vorteilhaft. In Abbildung 2.1 wird der Gewinnverlauf beider Anlagemdglichkeiten zur

Zeit T in Abhéngigkeit von S(T) graphisch dargestellt. Die Hebelwirkung, die weiter
vorne schon kurz erwédhnt wurde, ist in der rechten Bildhélfte deutlich erkennbar.

2500

Aktie
Call-Option

2000 [
1500 -

1000 -

Gewinn

500

0 /
_500 \ \ \ . . . \ \ \
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Aktienkurs S(T}

Abbildung 2.1: Gewinnvergleich einer Aktie und eines européischen Calls auf die Aktie

O

Eine der Grundvoraussetzungen war die Arbitragefreiheit des Marktes, d.h. es diirfen
keine risikofreien Gewinne durch Kombination von verschiedenen Derivaten realisiert
werden. Der nédchste Satz dient zur Sicherung dieser Bedingung.

Satz 2.6 (Put-Call Paritat - Européaische Option)
Fiir européaische Optionen muss fiir alle 0 < t < T die Put-Call Paritdt

S(t) + Vp(t, S(t)) — Vel(t, S(t) = Ket=T) (2.3)
erfullt sein. °

Wire diese Gleichung nicht erfiillt, so konnte durch Kombination verschiedener Optionen
(z.B. Straddles, Spreads,...) risikofreie Gewinne erzielt werden. Hat man den Call (Put)
bereits berechnet, so erhdlt man aus der Put-Call Paritat automatisch den Wert des
Puts (Calls). Der Beweis der Gleichung steht in [10].
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2.1.2.2 Asiatische Optionen

Bei asiatischen Optionsscheinen héngt die Auszahlungsfunktion, im Gegensatz zum eu-
ropaischen und amerikanischen Typ, nicht nur von einem Wert ab. Vielmehr werden
hier mehrere Kurswerte wéahrend der Laufzeit herangezogen und anschlieend gemittelt.
Dies hat den Vorteil, dass sich Kursschwankungen oder Kursmanipulationen, die z.B.
von Groflkonzernen durchgefithrt werden kénnen, nicht so stark auswirken. Grundsétz-
lich sind asiatische Optionen nicht so teuer wie die Standardtypen. Sie eignen sich u.a.
zur Absicherung von Handelsvorgangen, die iiber einen lingeren Zeitraum kontinuier-
lich vollzogen werden. Dadurch, dass Durchschnittswerte herangezogen werden gehen
alle Vorginge, die wihrend der Laufzeit stattfinden, mit in die Berechnung ein. Grund-
sétzlich gibt es bei Optionen vom asiatischen Typ zahlreiche Variationen. Wir verwenden
den european-arithmetic-average-strike call, was im Einzelnen folgendes bedeutet:

e curopean : Das Optionsrecht kann nur am Laufzeitende wahrgenommen werden.

e arithmetic-avarage : Der Mittelwert S wird arithmetisch berechnet, d.h.

A

S:Akﬁmr (2.4)

e strike : Die Auszahlungsfunktion ist fiir einen Call S = S(T): (S — S)*.

e call : Der Optionsschein ist immer ein Call.

Wenn wir in der Folge von asiatischen Optionsscheinen sprechen, meinen wir immer
die gerade beschriebenen Derivate. Dieser spezielle Optionstyp sichert also zu, dass der
fiir einen Basiswert wahrend der Laufzeit gezahlte Durchschnittspreis nicht tiber dem
Endwert liegt. Wir fithren hier das Symbol I(t) = [ S(7)d7 ein, um eine vereinfachende
Schreibweise zu erhalten. Fir die Auszahlungsfunktion folgt dann mit S = S(7T") und
I1=1T):

VTS 1) =(S— 1) =5 (1— =) (2.5)

T T ST '

Ahnlich wie bei den européischen Optionen gibt es bei den asiatischen auch eine Put-Call
Paritatsgleichung.

Satz 2.7 (Put-Call Paritit - European-arithmetic-average-strike Option)
Bei Optionen vom Typ european-arithmetic-average-strike muss fiir alle 0 < ¢ < T die
Put-Call Paritat

S(t)

Volt, S(2),1(6)) = Vi(t, S(8), 1(t) = S(t) — —

1 t
(1— e_T(T_t)) — —e_T(T_t)/ S(r)dr
T 0

(2.6)
erfullt sein. °
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2.1 EINFUHRUNG UND DEFINITIONEN

2.1.3 Volatilitat

2.1.3.1 Begriffserlauterung

Definiton 2.8 (Volatilitat)
Die Volatilitit o > 0 ist ein Maf§ fiir die Schwankungsbreite eines Wertpapiers, einer
Wiéihrung oder eines Index. 0

Je grofler die Volatilitat des Basiswertes ist, desto wahrscheinlicher ist es, dass dieser
stark steigt oder féllt. Der Parameter o stellt somit eine der wichtigsten Einflussfakto-
ren bei der Berechnung des Optionswertes dar. Grundsétzlich gibt es zwei verschiedene
Anséatze, um die Hohe der Volatilitat zu bestimmen.

Die historische Volatilitdt op;s ist von fritheren Kursen des Basiswertes abhingig. Sie
kann als durchschnittliche Schwankungsbreite von diesen Preisen wéhrend eines be-
stimmten Zeitraums in der Vergangenheit aufgefasst werden. Aus mathematischer Sicht
ist sie die Standardabweichung der Rendite des Basiswertes, welche mit stetiger Ver-
zinsung ermittelt wird. Seien S(i) die Werte des Basiswertes zum Zeitpunkt ¢;. Dann
gilt:

n—1
n—=1ia
1 n—1 o 1/2
o=V (L5 T8 -BP) .7
T2 =1

Falls t; — t;_1 ein Tag ist, so wiare N in diesem Fall die Anzahl der Borsentage pro Jahr.
Die Zeitspanne, in der man vergangene Werte einbezieht, ist aber nicht explizit vorge-
geben. Deshalb ist o, nicht eindeutig bestimmt. Zudem ist es iiblich, dltere Kurswerte
niedriger zu gewichten, da diese weniger Einfluss auf die derzeitige Situation haben. Wie
man dabei genau vorgeht, ist jedem grundsatzlich selbst tiberlassen. Ein moglicher An-
satz wird in [12] beschrieben.

Die implizite Volatilitdt oy ist die vom Markt erwartete Volatilitdt. Man betrachtet
dabei den derzeitigen Wert des Optionsscheines und die Restlaufzeit. AnschlieBend ermit-
telt man die Grofle der Volatilitat mittels einer Umformung der Black-Scholes-Gleichung,
welche wir in Abschnitt 2.3 herleiten. Dieser Vorgang ist wesentlich komplizierter als die
Berechung von oy; und wird deshalb nicht nédher behandelt. Es sollte aber noch er-
wahnt werden, dass oy, flir unterschiedliche Optionen auf den selben Basiswert auch
unterschiedliche Werte annimmt.

Es gilt der einfache Grundsatz, dass der Optionswert steigt (fallt), falls die Volatilitét
des Basiswertes steigt (fallt). Dies liegt daran, dass die Héhe des Verlustes beim Kéufer
einer Option beschrankt ist. Die Gewinnspanne ist hingegen viel grofler. Optionen auf
Basiswerte mit hoher Volatilitat steigen bei einem positiven Kursverlauf wahrscheinlich
starker als die mit niedrigerer Volatilitat, wohingegen sie bei einem extrem negativen
Kursverlauf die gleichen Werte annehmen, nédmlich 0.

11



2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

2.1.3.2 Zufallige Volatilitat

Die groite Problematik bei der Optionsbewertung ist, wie wir im weiteren Verlauf dieses
Kapitles noch sehen werden, die Schéitzung der Volatilitat und des sicheren Zinssatzes
fir die Dauer der Laufzeit des Derivates. Betrachtet man beispielsweise 0, iber einen
langeren Zeitraum, so fallt auf, dass die Werte schwanken und nicht konstant sind. Eine
exakte Vorhersage ist dabei nicht moglich, da viele Einflussfaktoren wie die wirtschaft-
liche Entwicklung unsicher sind. Um die Realitét besser abbilden zu kénnen, sollte man
die Volatilitét als Zufallsvariable o : 2 — R bzgl. des Wahrscheilichkeitsraums (€2, .4, P)
beschreiben. Deshalb fiihren wir die Hilfsfunktion g

o(w)=g(Ww)), g :R=R (2.8)

ein. Der Parameter £ : 2 — R ist eine Zufallsvariable und w ein Zufallsereignis. Die
moglichen Verteilungen fiir ¢ werden im néchsten Kapitel festgelegt. Fiir g gibt es aller-
dings eine Einschrankung. Weil ¢ > 0 gilt, muss dies fiir g natiirlich auch erfillt sein.
Wir verwenden in der Folge immer

a+bf(w) falls a > b&(w)

2.9
0 , sonst (2:9)

9(€(w)) = {

mit a,b € RY, da wir mit dieser Funktion und den Verteilungen etliche Moglichkeiten
haben, um o zu beschreiben. Normalerweise wahlt man die Parameter a und b in Kom-
bination mit einer Verteilungsfunktion aber ohnehin so, dass g > 0 gilt. Der einzige Fall,
bei dem dies nicht ohne weiteres moglich ist, ist bei der GauB-Verteilung. Hier gilt aber
bei realistischer Wahl von a und b: min(a + b§(w)) = 0. Deshalb schreiben wir in dieser
Arbeit

9(§(w)) = a+ b§(w), (2.10)

obwohl damit eigentlich (2.9) gemeint ist. In der Programmierung wird korrekterweise
auch (2.9) verwendet.

Beispiel 2.9 (Uniforme und Gau$-Verteilung mit zufélliger Volatilitét)

Wir schétzen die momentane Volatilitdt mittels der historischen Volatilitat eines Basis-
wertes auf o,;; = 0.4. Fiir die Laufzeit vermuten wir allerdings, dass o wahrscheinlich
in dem Intervall I = [0.3,0.5] liegt.

Mogliche Verteilungen, die hier herangezogen werden koénnten, sind z.B. die Uniforme

und die GauB-Verteilung. Bei ersterer mit dem Trager © = [0, 1] wihlt man a = 0.3 und
b = 0.2. Die zugehorige Dichtefunktion sieht dann folgendermaflen aus:

12
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Abbildung 2.2:

Dichtefunktion der Uniformen Verteilung mit Q = [0,1], @ = 0.3 und
b=0.2

Fiir die GauB-Verteilung mit Q = [—o00, 00| sei a = 0.4 und b = 0.05. Hier ergibt sich fiir
die Dichtefunktion:

Abbildung 2.3:

Eat
sl
Al
al
0 0.65
Dichtefunktion der Gauf-Verteilung mit Q2 = [—o0, 0], a = 0.4 und
b=0.05
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2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

Man kénnte nun vermuten, dass die Optionswerte bei den beiden obigen Beispielen mit
denen von o = 0.4 tibereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall. Berechnet man sich die
Optionswerte fiir einen européischen Call (z.B. mit der PCE) mit

S =120, K =100, T =1 und r = 0.1,
so ergeben sich fir die drei verschiedenen Volatilitdtsmodelle:

1) o=04 :35.346889,
2)  GauB  :35.393947,
3) Uniform :35.409193.

2.1.4 Zinssatz

Definiton 2.10 (Risikoloser Zinssatz)
Der risikolose Zinssatz r ist der Zinssatz fiir einen Kredit bzw. ein Bankguthaben mit
infinitesimal kurzer Laufzeit. 0

Da der Zinssatz r ein gelaufigerer Parameter als die Volatilitét o ist, gehen wir nicht so
genau auf die detaillierte Erlauterung ein. Bei der Black-Scholes-Gleichung wird dieser,
genauso wie o, fiir die Laufzeit der Option als bekannt vorausgesetzt. In Abbildung 2.4
ist die Entwicklung der Leitzinsen dargestellt. Speziell fiir Derivate mit langer Laufzeit
ist die exakte Vorhersage kaum moglich. In Kapitel 5 nehmen wir deshalb den sicheren
Zinssatz genauso wie die Volatilitat als Zufallsvariable an. Die Definition richtet sich
nach (2.9).

Entwicklung der Leitzinsen seit 2000

3.02.2000
03.08.2000
03.02.2001
03.02.2002
03.08.2002
03.02.2003
03.03.2004
03.02.2005
03.02.2007
03.08.2007
03.02.2008
03.02.2009

==Leitzins EZB ====Leitzins USA ===|eitzinsen Japan Leitzinsen Schweiz Leitzinsen England

Abbildung 2.4: Leitzinsen der vergangenen Jahre

LQuelle: http://www.tagesgeld-vergleich.net /leitzins.html
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2.2 STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2.2 Stochastische Differentialgleichungen

Im letzten Abschnitt wurde bereits deutlich, dass deterministische Prozesse und Model-
le oft nicht ausreichen, um die Realitat mathematisch abzubilden. Bei den zukiinftigen
Kursverldufen von Aktien trifft dies ebenfalls zu, da diese nicht sicher vorhergesagt wer-
den konnen und deshalb in gewisser Weise vom Zufall abhdangen. Eine Mdoglichkeit, mit
der wir diese unsicheren Kursverlaufe beschreiben konnen, ist die geometrische Brown-
sche Bewegung. Die Herleitung basiert zunachst auf logischen Aspekten. Alternativ kann
man zur Beschreibung des Kursverlaufs eine stochastische Differentialgleichung (im Fol-
genden abgekiirzt: DGL) verwenden. Um diese berechnen zu kénnen, benétigen wir
allerdings die Integrationstheorie von It6. Wenden wir diese auf die DGL an, so werden
wir sehen, dass die Losung wieder die geometrische Brownsche Bewegung ist.

2.2.1 Wiener-Prozess und die geometrische Brownsche Bewegung

Da der Aktienkurses S(f) nicht nur von der Zeit, sondern auch vom Zufall abhén-
gig ist kann dieser als stochastischer Prozess S(t,w) mit dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) aufgefasst werden. Fiir ein festes w € Q bezeichnen wir S(-,w) als Pfad. Um
S(t,w) beschreiben zu kénnen, bendtigen wir einen speziellen stochastischen Prozess,
den sogenannten Wiener-Prozess.

Definiton 2.11 (Wiener-Prozess)
Ein stetiger stochastischer Prozess W (t) heifit Wiener-Prozess, falls folgende Punkte
erfillt sind:

(i) W(t) ist eine GauB-verteilte Zufallsvariable mit E(W (t)) = 0 und Var(W(t)) = t,
d.h. W(t) ~ N(0,1).

(ii) Fur ¢, > to > 0 sind die Inkremente W (t;) — W (ty) GauB-verteilte Zufallsvariablen
N(0,t; —tp).

(iii) Fir s > so > t; > to sind die Inkremente W (t;) — W (ty) und W(sy) — W(so)
unabhéngige Zufallsvariablen.

O

Dieser Prozess allein reicht aber nicht aus, um den Kursverlauf eines Basiswertes zu
beschreiben. In Abbildung 2.5 sind zwei Beispielpfade des Wiener-Prozesses geplottet.
Auf den ersten Blick dhneln diese zwar dem Chart einer Aktie, sie fallen aber auch unter 0
und sind allein deswegen nicht geeignet. Zudem kann man keinen Einfluss auf den Verlauf
des Wiener-Prozesses nehmen. Unterschiedliche Basiswerte besitzen jedoch verschiedene
Volatilitaten und Kurswerte und miissen deshalb auch differenziert beschrieben werden
konnen.
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Abbildung 2.5: Pfade des Wiener-Prozesses

Aus diesen Griinden miissen wir unser bisheriges Modell erweitern. Wir setzen dabei
folgende Punkte voraus:

1. Die Kurswerte diirfen nicht negativ werden.

2. Die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Kursanstieg und einen Kursabfall sind gleich
grof.

3. Der Basiswert soll sich im Durchschnitt wie eine sichere Anleihe mit der Rendite
[ iber einen Zeitraum t entwickeln.

4. Die Verzinsung erfolgt kontinuierlich.

Eine relativ einfache Losung diese Problems erhalt man beispielsweise durch die folgen-
den dquivalenten Gleichungen:

S(t) =5(0)exp(B-t+o-W(t)), (2.11)
InS(t) =InS0)+ 5 -t+o-W(t). (2.12)
Diese Darstellung erfiillt alle genannten Voraussetzungen. Der Basiswert S(t) zur Zeit ¢
kann nicht negativ werden, falls S(0) > 0 gilt. Punkt 2 wird durch den Wiener-Prozess
sicher gestellt, da E(W(t)) = 0 gilt. Zudem ist Var(c - W(t)) = o%t die Varianz der

GauB3-Verteilung, die sich fiir die hier aufgefiithrte Problemstellung gut eignet. Die letzten
beiden Punkte sind aus (2.12) ersichtlich, da fiir den Erwartungswert

E(S(t)) = E(S(0)exp(8 -t + o - W(t)))
= 5(0) - E(exp(B - 1)) - E(exp(o - W(t)) = 5(0) exp(f - 1)
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2.2 STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

gilt. Die Frage nach der Grofle von f3 ist allerdings noch nicht beantwortet. Im néchsten
Abschnitt wird bewiesen, dass fiir die erwartete Rendite oder Riicklaufquote

1
u:5+§ﬁ (2.13)

gilt und deshalb
S(t) = S(0) exp(ut + oW (t) — ;a%) (2.14)

folgt. Mit der Volatilitdt o und der erwarteten Rendite p haben wir nun auch zwei
Parameter, mit denen wir die zukiinftigen Kurse auf den Basiswert anpassen koénnen.
S(t) aus (2.14) wird als geometrische Brownsche Bewegung bezeichnet.

2.2.2 Das It6-Integral

Wir beschreiben nun den Kursverlauf durch eine stochastische DGL. Eine mégliche und
durchaus nachvollziehbare Wahl wére:
d

ZS() = F(£,5(8) = pS() + oS(t)th(t). (2.15)

Aus der Theorie der DGLen wissen wir, dass S(t) dieses Anfangswertproblem 16st, falls

S(t) = 5(0) + /Ot wuS(s)ds + /Ot aS(s);SW(s)ds

. . (2.16)

— 5(0) + /O 1S (s)ds + /0 o5 (s)dW,
gilt. Hier wurde bereits die in der Literatur géngige Schreibweise dWW; benutzt. Bisher
haben wir aber fiir £W () sowie fiir dW; keine Definition und kénnen die DGL somit
noch nicht berechnen. Zur einfacheren Erlauterung verwenden wir im weiteren Verlauf
die Terme

fX@iW@@:KX@M@ (2.17)

Der Wert X (s) sei wieder ein stochastischer Prozess. Der Versuch, die einzelnen Pfa-
de des Wiener-Prozesses zu betrachten und die Ableitungen %W(t, w) diesbeztiglich zu
berechnen, schlagt allerdings fehl. Man kann beweisen, dass der Wiener- Prozess fast
sicher nirgends differenzierbar ist. Deshalb versuchen wir, das komplette Integral ma-
thematisch korrekt zu definieren, obwohl wir bereits wissen, dass £W (¢) nicht existiert.
Schon Mitte des 20 Jahrhunderts hat Kyosi [t6 eine Losung fiir dieses Problem gefun-
den, die wir hier allerdings nur grob schildern. Genauere Herleitungen findet man z.B.
in [10] oder [11]. Itd betrachtete zwar die einzelnen Pfade, approximierte das Integral
aber durch eine endliche Summe.
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Definiton 2.12 (It6-Integral)

Sei X (t) ein stochastischer Prozess. Das Intervall [0,¢] wird in die Folge 0 = ¢y < t; <
- < t, =t mit max{|t;;1 — ;| :i=0,...,n} — 0 falls n — oo geht, zerlegt. Das

Ito-Integral ist dann durch

n—1

[ X)W, = lim 3 X)W (1) — W (1) (2.15)
gegeben. O

Der Trick ist nun sowohl das Integral als auch die Summe aus (2.18) wieder als Zufallsva-
riable aufzufassen. Die Konvergenz kann man dann mit der Quadrat-Mittel-Konvergenz
beweisen.

Definiton 2.13 (Ité-stochastische Differentialgleichung)
Eine [Ito-stochastische Differentialgleichung hat die Form

dX (t) = m(t, X (£))dt + n(t, X (£))dW,. (2.19)

X (t) ist ein stochastischer und W; ein Wiener-Prozess. Der Drift m und die Diffusion
n sind Funktionen mit R x R® — R". Im Grunde ist dies aber nur eine symbolische
Schreibweise fiir

X(t)=X(0)+ /Otm(s, X(s))ds + /Otn(s, X(s))dWs. (2.20)
OJ

Die Gleichung (2.15) gehort zu diesem Typ. Um sie 16sen zu kénnen, benétigen wir noch
das bekannte It6-Lemma, welches auch bei der Herleitung der Black-Scholes-Formel eine
wichtige Rolle spielt.

Satz 2.14 (It6-Lemma)

Sei X (t) die Losung einer reellwertigen Ito-stochastischen DGL, W der dazugehorige
Wiener-Prozess und A : R x R — R eine zwei Mal stetig differenzierbare Funktion. Der
stochastische Prozess Y (t) = h(t, X (t)) erfillt dann die Gleichung

oh oh 1 ,0%h oh
dY (t) = | — — 4P| dt —dW,. 2.21
(¥ <8t+m8m+2n 8x2) g™ (2.21)
Sie wird auch als Ito-Formel bezeichnet. °

Eine Beweisskizze findet man wieder in [10] oder [11]. Mit Hilfe dieses Lemmas kann
man zeigen, dass die Losung der DGL (2.15) die geometrische Brownsche Bewegung ist.
Betrachte dafiir die stochastische DGL mit m = 0 und n = 1: dZ(t) = dW(t). Setze

S(t) = Y(t) = h(t, Z(t)) und

Y (t) = S(0)exp ((M _ ;02)15 + aZ(t)) .
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2.3 BLACK-SCHOLES-GLEICHUNG FUR EUROPAISCHE OPTIONEN

Aus dem Ito-Lemma folgt nun

as(e) = av(e) = (S - ;(72) + ;UZS(t)) dt + S(t)odW,

— uS(t)dt + aS(t)dW,,

(2.22)

also unsere Ausgangsgleichung (2.15). Damit ist bewiesen, dass die Gleichung (2.14) die
DGL (2.15) erfullt.

2.3 Black-Scholes-Gleichung fiir europaische Optionen

Die Black-Scholes-Formel ist eine partielle Differentialgleichung, die 1973 zur selben
Zeit sowohl von FISCHER BLACK und MYRON SCHOLES [2] als auch von ROBERT
MERTON[16] entwickelt wurde. Sie stellt eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Op-
tionsbewertung dar und kann zur Berechnung von europaischen und amerikanischen
Optionen angewendet werden. Zusétzlich, zu den am Anfang des Kapitels gemachten
Voraussetzungen, miissen hier noch folgende Punkte erfiillt sein:

e Der Kurs S(t) gentigt der Gleichung (2.14). Die Parameter 4 =r > 0 und 0 > 0
werden hier noch als bekannt vorausgesetzt.

e Transaktionskosten, Steuern oder sonstige Gebiihren existieren nicht.
e Das eigene Kaufverhalten zieht keine Verdnderung des Marktes nach sich.
e Auf den Basiswert werden keine Dividenden gezahlt.

e Der Basiswert kann standig gehandelt und beliebig geteilt werden. Leerverkaufe
sind erlaubt (obwohl sie in Deutschland zum Teil verboten wurden).

e Die Bewertung der Optionen erfolgt risikoneutral.

2.3.1 Herleitung der Black-Scholes-Gleichung

Zur Herleitung der Black-Scholes-Formel betrachten wir ein Portfolio I1(¢), welches aus
einer verkauften Option, A(?) Anteilen des Basiswertes und /5(¢) Anteilen eines Bonds
besteht:

I(t) = =V (t,S(t)) + A(t)S(t) + B(t)B(1). (2.23)

Dabei soll das Portfolio selbstfinanzierend sein, d.h. nach dem Beginn darf weder Geld
hinein-, noch herausgenommen werden. Man kann aber die Anteile des Basiswertes und
des Bonds, sprich A und f, so verandern, dass sich der summierte Wert beider Anla-

gen nicht verdndet. Mit A; und (; bezeichnen wir die Anteile zur Zeit t = [t;,t;11).
Umschichtungen werden zu den Zeiten tx, k =1,...,l — 1 vollzogen. Dann gilt:
ANiS(tiv1) + BiB(tiy1) = Dig1S(tiv1) + BiaB(tiy1). (2.24)

19



2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

Unter Anbetracht der Wertverdnderungen der einzelnen Portfolioprodukte berechnet
man den Portfoliowert zur Zeit ¢; durch

I1(t;) = [(to) + V(to, S(to)) — V(t1, S(t1))

+ i A(ty)(S(tes1) — S(te)) + i B(te)(B(tpi1) — Blty)). (2.25)

Da wir aber immer handeln kénnen, verlangen wir eine dauerhafte Moglichkeit zur Um-
schichtung. Mit ¢;,1 — tx — 0 ergibt sich deshalb

t t
T1(t) = Ti(to) + V(o S(to)) — V11, S(0)) + [ A)S(r) + [ 5r)dBr).  (226)
0 0
Um diese Gleichung als Ito-stochastische Differentialgleichung in symbolischer Schreib-
weise darstellen zu konnen, muss W durch B bzw. S ersetzt werden. Dadurch erhalt
man

dTI(t) = —dV (t, S(t)) + A(t)dS(t) + B(t)dB(t). (2.27)

Bisher haben wir aber die risikoneutrale Bewertung vollig auler Acht gelassen. Dafiir
miissen wir V' (¢,5(t)) so wahlen, dass durch stetige Umschichtung der beiden Parmater
A und § die Entwicklung des Portfolios dem einer festverzinslichen Anleihe gleicht. Fiir
einen Bond gilt die Gleichung

dB(t) = rB(t)dt. (2.28)

Folglich muss fiir unser Portfolio
dll(t) = rII(t)dt (2.29)

gelten. Wenden wir jetzt das It6-Lemma auf V (¢, 5(¢)) an, so erhalten wir die stochas-

tische DGL

ov. v 1, 0%V oV
_ 1 il oY aw, 2.
av (“Sas+ 5 598 852>dt+aSanW (2.30)

Setzen wir (2.14), (2.28) und (2.30) in (2.27) ein, ergibt sich

B v oV 1 , ,0*V ov
dll = (,uS(aS A>+0t+205852 BrB)dt US(@S A)dW (2.31)

Da sich unser Portfolio unabhéngig vom Zufall wie ein risikoloser Bond entwickeln soll,
muss der stochastische Anteil dW, also der letzte Summand von (2.31), entfernt werden.
Um dies zu erreichen, muss

oV
~ S (
gelten. Die obige Gleichung bestimmt zugleich die Art der Umschichtung des Portfolios.
Der Anteil g kann dann aufgrund der Selbstfinanzierungseigenschaft aus A berechnet
werden. Letztendlich erhalten wir mit der korrekten Wahl von A
2
g — — <8V 1 oV

5 +50 S 532 ﬁrB) dt. (2.33)

A(t) t,5(t)) (2.32)
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Fiir das Portfolio gilt nach Annahme (2.29) mit (2.28) und (2.32) ohnehin

dll = rlldt = (—T’V + rSéa)g + rﬁB) (2.34)

Setzt man (2.33) und (2.34) gleich, so erhilt man die deterministische partielle DGL

OV 1,0V OV B
o T30S e trS s —rV =0, (2.35)

welche auch als Black—Scholes—Gleichung bekannt ist.

2.3.2 Losung der Black-Scholes-Gleichung

Gliicklicherweise kann die parabolische DGL, die wir im vorherigen Abschnitt hergeleitet
haben, fiir européische Optionen explizit gelost werden. Die Randwerte V(T,S) mit
T > 0 und S € [0,00] sind durch (2.1) bzw. durch (2.2) bereits festgelegt. Fur die
Call-Option errechnet sich der Optionswert durch

Vo(t,S) = SF(dy) — Ke " T 9F(dy), S>0,0<t<T, (2.36)
und fir die Put-Option durch
V,(t,5) = Ke " T YF(—dy) — SF(—dy), S>0,0<t<T. (2.37)
Die Funktion F' ist die Verteilungsfunktion der GauB3-Verteilung

—l'

/ mexp( )\ (2.38)
und fir d; und dy gilt:
logS + (r+ ) (T —t
dlz K ( 2)< ), dgzdl—a\/T—t. (239)

oV —t

In [11] findet man den Beweis.

2.4 Gleichung fiir asiatische Optionen

2.4.1 Herleitung der Gleichung

Der Ansatz und die Vorgehensweise bei der Herleitung unterscheiden sich bei den asia-
tischen Optionen im Vergleich zu den européischen nur geringfiigig. Deshalb gehen wir
nicht ndher darauf ein und verweisen stattdessen auf [11].

Fir einen arithmetic-average strike call gilt die parabolische partielle DGL:

OV LGV VOV
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2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

mit der Endbedingung

VTS, 1) = (S — ;)+ _S(1 - ;T)+‘ (2.41)

Im Gegensatz zur Black-Scholes-Gleichung fir européische Optionen kann (2.40) mit
(2.41) nicht analytisch gelost werden. Deshalb miissen wir hier auf numerische Verfah-
ren zuriickgreifen. Bevor wir eine mogliche Methode genauer beschreiben, transformieren
wir (2.40) in eine parabolische partielle DGL mit zwei, anstatt drei Variablen. Aus nu-
merischer Sicht kann sie so effizienter gelost werden.

Seiy=1/S>0und u:[0,7T] x R" — R. Wir wéhlen u so, dass
V(t,S,I)= Su(t,1/S) = Su(t,y) (2.42)
gilt. Fiir die partiellen Ableitungen aus (2.40) folgt dann:

oV ou
T

oV _ ou1_ou
ol " oyS oy’
ov ou I ou

o*v oul Ooul *ul* y?0%u

07 T Ty oye s Sop

Wenn wir diese nun in (2.40) einsetzen, erhalten wir:

ou 1 , ,y?0%u ou ou
) (2.43)
0w L ep0 g O 0 o<t
Die Endbedingung andert sich in
uy, T)=(1-y/T)", y>0. (2.44)

Den Optionswert erhdlt man nach dem Losen der DGL (2.43) mit (2.44) zur Zeit t = 0
wie folgt:

V(0,5,0) = Su(0,0/S) = Su(0,0). (2.45)
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2.4 GLEICHUNG FUR ASIATISCHE OPTIONEN

2.4.2 Losung der Gleichung - Die vertikale Linienmethode

Wir haben bereits erwahnt, dass zur Berechnung der parabolischen DGL bei asiatischen
Optionen ein numerisches Verfahren eingesetzt werden muss. Die Definitionen der ver-
schiedenen Typen von partiellen DGL findet man z.B. in [8] oder [14] . Wichtig sind die
fir diese Art gédngigen Losungsmethoden, von denen wir die vertikale Linienmethode
gewéhlt haben.

Generell hédngen parabolische DGL von einer raumlichen und einer zeitlichen Kompo-
nente ab. Die Losungsmethoden konnen hinsichtlich der Art der Diskretisierung in zwei
Gruppen unterteilt werden. Bei der Volldiskretisierung wird sofort bzgl. der rdumli-
chen und der zeitlichen Variable diskretisiert. Die Finite Differenzen Methode verfolgt
beispielsweise dieses Konzept. Bei der Linienmethode wird hingegen eine sog. Semidis-
kretisierung durchgefiihrt, d.h. man diskretisiert eine der beiden Variablen und belésst
die andere kontinuierlich. In unserem Fall ist die Variable, die diskretisiert wird, die
rdumliche. Dadurch erhélt man ein Anfangswertproblem von einem System gewdohnlicher
DGLen. Da man durch die Semidiskretisierung bzgl. der rdumlichen Variable vertikale
Linien erhélt, nennt man die Methode auch dementsprechend. Bei der Wahl des nume-
rischen Losers ist allerdings Vorsicht geboten, da das resultierende System gewohnlicher
DGLen steif ist. Zudem muss noch erwahnt werden, dass die vertikale Linienmethode
nur angewendet werden kann, falls sich das neue System als ein Anfangswertproblem
erster Ordnung darstellen lasst, was bei uns aber der Fall ist.

Wir stellen die Gleichung (2.43) in die Form

1 2

?; = —202y22;; —(1- Ty)gz (2.46)
um. Da fiir u: [0,7] x RT — R gilt, miissen wir zuerst das Definitionsgebiet einschran-
ken. Wir verwenden hierfiir die Konstante C' > 0 und setzen diese im weiteren Verlauf
auf C' = 1. Damit folgt u : [0,T] x [0,C] — R. Die Variable y diskretisieren wir auf
einem &dquidistanten Gitter mit Schrittweite h = C'/L unter Anwendung des Differen-
zenverfahrens. Wir erhalten folglich L + 1 Linien y; = jh mit j = 0,...,L. Ab jetzt
verwenden wir die Schreibweise u(t,y;) = u;(t). Die beiden partiellen Ableitungen in
(2.46) ersetzen wir durch die Differenzenquotienten

8Uj 1

3y (8) = 57 (i (1) = u;a (1) + O(F) (2.47)

und
82Uj . 1 2
o (8) = 75 (Wi () = 2u5(t) + w1 (F)) + O(R7) (2.48)

fir j =1,...,L — 1. Neben der Endbedingung (2.44), fir die jetzt

w(T)=01—-vy;/T) firj=0,...,L (2.49)
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2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

gilt, miissen wir an den iibrigen Rédndern auch noch Randwerte festlegen. Setzt man
y(0) = yo = 0 in die DGL ein, so erhélt man

3u0 1

Oto (1) = 5 (mn(t) —ua() +O(), 1€[0.T]. (250)

o= "0

Die Diskretisierung ist allerdings nicht moglich, da w_; nicht existiert. Deshalb leiten
wir eine alternative Approximation mit Hilfe der Taylorentwicklung (siehe [3]) her. Es
gelten folgende Gleichungen:

aUO h2 6’2u0

w(t) = uo(t) +hg ~(t) + 55 5 (1) + O(F),
B Aug (2h)? 0%uy 5
unlt) = uo(t) + 205 (1) + <5 (1) + O(R?)

fur alle t € [0,T]. Multipliziert man nun die erste Gleichung mit 4 und subtrahiert sie
anschliefend von der zweiten, so erhédlt man durch geschicktes Umstellen

8u0

. (9u0 1
=73,

(t) = —ﬁ(—Buo(zﬁ) + duy (t) — ua(t)) + O(h?), (2.51)

mit der gleichen Ordnung O(h?), wie bei den restlichen Differenzenquotienten. Im Fall
y — 00, ergibt sich fiir ein konstantes I:

y=1/S—00=8—0=u(ty =0, tel0,T].

Da wir das Definitionsgebiet beschréankt haben, setzen wir approximativ

u(t,C) =ug =0. (2.52)
Um die DGL zu lésen, schreibt man die erhaltenen Daten aus (2.47), (2.48),(2.51) und
(2.52) in eine Matrix A € RE*L setzt 2 := (ug, uy, -+ ,ur_1) und lést das Problem
dz
E(t) = Az(t), t €[0,T] (2.53)

mit dem Endwert (2.49). Um die Matrix zu beschreiben, definieren wir 3 Hilfsfunktionen:

o> , 1
o = _Wyi + ﬁ(l —TY;), (2.54)
2
o
B = ﬁyf, (2.55)
o? 1
Vi = _Thzyiz - ﬁ(l = TY;) (2.56)

24



2.5 DIE MONTE-CARLO METHODE

fir i =0,---,L — 1. Fiir A ergibt sich dann:

3 _4 1
2n T 2n  2h
ar Bfiom 0
a
A R (2.57)
0 ar—o Br—a Yo-2

ar—1 5L71

Das erhaltene System gewohnlicher DGLen ist wegen der Matrix A linear und somit
existiert eine Losung auf dem Definitionsbereich, die zwei Mal differenzierbar und stetig
ist. Aufgrund der vielen Nulleintrage in A verwenden wir bei der numerischen Umsetzung
eine effizientere Speicherstruktur, die wir in MATLAB mit den Befehlen sparse und
diag erhalten. Genauere Beschreibung der Befehle findet man in [11] oder [21]. Die
Matrix A wird demnach wie folgt gespeichert:

3
1,1) = —
(7) 2h

4

(17 2) = _%

(L, L — 1) = Q1
(L’ L) = fr1

Da die DGL steif ist, sollte hier auch ein passender Loser verwendet werden. In MAT-
LAB ware dies z.B. ode23s, ein Loser fiir steife Anfangswertprobleme. Aufgrund der
Tatsache, dass wir ein Endwertproblem haben, miissen wir bei der Eingabe die Laufzeit
drehen. Ein Beispielaufruf sieht dann so aus:

[t,z] = ode23s(odefun, [T,0] ,max(1-y/T,0),options).

Die erste Komponente odefun ist das zu losende Differentialgleichungsproblem (siehe
[21]). In options werden wir mit JConstant die Jacobi-Matrix als konstant festlegen,
sodass diese nur einmal berechnet werden muss und die Gesamtlaufzeit geringer wird.
Zudem kann hier noch die relative Genauigkeit RelTol und die absolute Genauigkeit
AbsTol definiert werden, die normalerweise fiir ode23s bei 1072 und 107 liegt.

2.5 Die Monte-Carlo Methode

Zum Abschluss dieses Kapitels beschreiben wir mit der MCM noch ein bekanntes und
vielseitig anwendbares Verfahren. Sie kann u.a. auch zur Berechnung von européischen
und asiatischen Optionen (siche [11]) herangezogen werden. Die MCM ist ein einfach zu
implementierendes Verfahren, welches auch fiir komplizierte Modelle anwendbar ist. Da
die Optionsbewertung unter Einbeziehung der zufélligen Volatilitat bzw. des zufalligem
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2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

Zinssatzes auch zu diesen ,komplizierteren“ Modellen gehort, geben wir zugleich die
erste Berechnungsmoglichkeit fiir das eigentliche Thema der Arbeit an. Bei spéateren
Vergleichen mit der PCE in Punkto Konvergenz und Laufzeit werden wir aber sehen,
dass die MCM starke Defizite aufweist. Detailliert wird auf diesen Sachverhalt in den
Kapiteln 4 und 5 eingegangen. Erwédhnenswert ist noch, dass es zahlreiche Erweiterungen,
wie die antithetischen Zufallsvariablen, die Quasi-MCM oder das Importance Sampling,
gibt. Die Beschreibungen dieser Methoden findet man z.B. in [13]. Fiir unsere Belange ist
die Standardvariante aber ausreichend, da wie wir spéter sehen werden, die Unterschiede
im Vergleich zu der PCE so gravierend sind, dass diese auch durch Verbesserungen der
MCM nicht ausgeglichen werden kénnen.

Generell kann die MCM als Berechnungsmoglichkeit fir Integrale, worunter auch der
Erwartungswert und die Varianz bei Zufallsvariablen fallen, angesehen werden. Man
zieht dabei aus dem Bereich des Trégers in Abhéngigkeit von der verwendeten Verteilung
zufillig M Zahlen und berechnet sich anschliefend den deterministischen Wert fiir jeden
einzelnen Versuch (Sample). Danach approximiert man das Integral durch den Mittelwert
der errechneten Losungen.

Ein Integral der Form ftf; X (t)dt kann also approximiert werden, indem man zuerst M
uniform verteilte Zufallszahlen w; mit ¢ = 1,..., M aus dem Bereich Q = [t¢, ;] zieht
und X (w;) berechnet. Danach folgt

M

/tl X(t)dt ~ ]\ZZX(M). (2.58)

to i=1

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen f die bzgl. dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) und einer kontinuierlichen Verteilung definiert ist, kann dann wie folgt appro-
ximiert werden:

B(0) = [ f@)dP) = 323 flw) (259)

=1

wobei w;, ¢ = 1,..., M Zufallszahlen bzgl. der festgelegten Verteilung sind. Die Varianz
kann dann durch

Va7 () ~ 57 X (£ - 3732 £ (2:60

approximiert werden.

Die Anzahl der Zufallsexperimente ist dabei frei wahlbar. Jedoch darf nicht vergessen
werden, dass die Approximation nur fiir grole M gilt, da die MCM eine Anwendung des
Satzes der groBen Zahlen aus der Statistik ist (siche [7]). Héufig verwendete Werte fiir
M liegen zwischen 10° und 10° Versuchen. Welches M man letztendlich nimmt, hingt
vorrangig von der Genauigkeit und der Laufzeit ab. Es ist leicht ersichtlich, dass man
mit mehreren Versuchen wahrscheinlich einen geringeren Fehler erhélt, dafiir aber mehr
Berechnungszeit benotigt.
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2.5.1 Monte-Carlo Methode fiir zufallige Volatilitat

Wenden wir uns nun etwas ausfithrlicher dem eingentlichen Thema dieser Diplomarbeit,
namlich der Optionsbewertung mit zufalliger Volatilitat, zu. Hierftir schildern wir zuerst
die theoretische Vorgehensweise. Danach gehen wir kurz auf die Programmierung und
Umsetzung in MATLAB ein.

Da die Volatilitdat vom Zufall abhéngt, fassen wir sie als Zufallsvariable mit o : 2 — R
bzgl. des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2,.4, P) auf. Die Beschreibung erfolgt durch die
Funktion ¢(¢(w)) mit der Darstellung (2.9). Die Zufallsvariable £ : @ — R hat eine aus
acht festgelegten Verteilungen (siche Kapitel 2). Da o eine Zufallsvariable ist, kann der
Optionswert zur Zeit t = 0 auch als Zufallsvariable aufgefasst werden. Generell versu-
chen wir also, den Erwartungswert E(V(0,S5(0),-)) und die Varianz Var(V (0, 5(0),-))
der Zufallsvariablen V' : © — R bzgl. des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, .4, P) zu be-
rechnen.

Das Vorgehen ist nun relativ simpel: Zuerst zieht man w; fiir © = 1, ..., M Zufallszahlen
bzgl. der ausgewéhlten Verteilung und berechnet sich damit die Funktion o; = g(w;) =
a + bw;. Anschlieflend ermittelt man M Optionswerte V; = V(0,.5(0), 0;). Zum Schluss
wird der Erwartungswert und die Varianz iiber den Mittelwert approximiert.

Algorithmus: Monte-Carlo Methode fiir zufillige Volatilitat

0. Eingabewerte: Sy, K, r,t, T, a , b, Optionsart, Verteilung, M, L (optional).
1. Ziehe M Zufallszahlen w; bzgl. der ausgewéhlten Verteilung.

2. Berechne 0; = g(w;) =a+b-w; firi=1,..., M.

3. Berechne die Optionswerte V; mit o; fir i = 1,..., M.

4. Approximiere den Erwartungswert durch
M

und die Varianz durch

Varv(0.50).0) ~ 37 3 (V- 3w

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm ew_mc.m numerisch
umgesetzt.
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In Schritt 0 werden die Werte, die zu Beginn eingegeben werden miissen, festgelegt.
Der Parameter L gibt die Anzahl der Linien bei der Linienmethode an und ist nur bei
dem asiatischen Typ notwendig. Bei européischen Optionen muss dieser aufgrund der
analytischen Losung der Black-Scholes-Gleichung nicht bestimmt werden. Die Schritte 1
und 2 sind hingegen bei allen Optionstypen gleich. In MATLAB kann man Zufallszahlen,
die in Schritt 1 benétigt werden z.B. durch rand(1, M) bei der Uniformen Verteilung
mit Trager Q = [0, 1] leicht bestimmen. Beim 3. Schritt werden die Optionswerte geméf
der bereits beschriebenen Vorgéange berechnet, d.h. fiir européaische Optionen werden die
Formeln aus Abschnitt 1.3.2 angewendet und bei den asiatischen wird der Optionswert
mit der Linienmethode aus 1.4.2 ermittelt. Hier gibt es grofle zeitliche Differenzen, da
die analytische Berechnung wesentlich schneller ist als die Losung eines Systems gewohn-
licher DGLen. Die abschliefende Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz ist
bei beiden Typen wieder gleich.

Numerische Auswertungen folgen in den Kapiteln 4 und 5. Zum Abschluss geben wir in
Abbildung 2.6 noch eine grafische Illustration zu moglichen Verlaufen der MCM an (die
exakte Losung wurde mit der PCE berechnet). Man kann deutlich erkennen, dass ge-
nerell keine sicheren Aussagen iiber die Genauigkeit der MCM gemacht werden koénnen.
Im rechten Bild hat man beispielsweise bei ca. 70000 Zufallszahlen eine bessere Appro-
ximation, als bei 100000. Nichtsdestotrotz konvergiert die MCM fiir sehr viele samples
in den meisten Féllen gegen die exakte Losung.

0.2038 T T T T 0.2038
02036 /\,/\/\N\/\,\/\‘,\/\/\/\ 0%
0.2034 0.2034
0.2032 0.2032 W
0.203 0.203
=]
>
0.2028 0.2028
0.2026 0.2026
0.2024 0.2024
0.2022 0.2022
0.202 . 0.202
0 2 4 6 8 0 10
M 4 4
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2.5.2 Monte-Carlo Methode fiir zufallige Volatilitat und zufdlligem
Zins

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachten wir nun die Optionsbewertung mit zu-
falliger Volatilitat und zufélligem Zins. Das Grundgeriist aus dem vorherigem Abschnitt
bleibt dabei bestehen. Die Zufallsvariable o : {31 — R ist bzgl. dem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, .4, P;) und die Zufallsvariable r : 3 — R bzgl. dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Qg, Ay, Py) definiert. Zur Zeit t = 0 gilt V' : Oy x 2y — R. Da wir hier aber zwei Zufalls-
variablen haben, benotigen wir auch zwei Funktionen zur Beschreibung. Wir verwenden
o(w1) = g1(&1(w1)) = a1 + b1&(wr) und 7r(ws) = go(&2(w2)) = ag + baéa(ws). Die Zufalls-
variablen & : ©2; — R und & : 25 — R miissen dabei nicht zwangsweise die gleiche
Verteilung besitzen.

Wie schon erwéhnt, dndert sich das Grundgeriist nicht. Aufgrund der Tatsache, dass
jetzt aber zwei Zufallsvariablen in unsere Berechnungen eingehen, miissen wir fiir beide
auch die Anzahl der gezogenen Zufallszahlen festlegen. Diese sind fiir die Volatilitat M,
und fiir den sicheren Zinssatz M,. Sei 1'** der Einsvektor mit & Eintrigen. Es ergeben
sich fiir die Berechnung der deterministischen Werte zwei Moglichkeiten:

1. Wir ziehen M Zufallszahlen w;, und M Zufallszahlen w,;, und berechnen o; =
g1(w1,) = a1 +bywy, und r; = go(wa,) = as+bows, furi =1,..., M. Die determinis-

tischen Optionswerte erhalten wir durch V; = V(0,5(0),0;,7;) firi =1,..., M.

2. Zuerst ziehen wir M; Zufallszahlen w;, und M, Zufallszahlen w,,. Danach berech-

nen wir g; = gl(wli) =a; + blwli fur 1 = 1, ey M1 und r; = gg(w2j) = as + bgbdgj
fir j = 1,..., My. Mit Hilfe des Kronecker-Produktes berechnen wir die Vektoren
0= (01,...,00,) @ 1M und 7 = (ry,...,7ry,) @ 1M Die deterministischen

Optionswerte erhalten wir durch V,,, = V(0, 5(0), 6, 7) fiir m = 1,..., My - Ms.

Bei den beigelegten Programmen wurde beides numerisch umgesetzt. Die Effizienz ist
nach etlichen Versuchen bei dem ersten Verfahren aber wesentlich besser, weshalb wir
dieses fiir die Vergleiche mit der PCE heranziehen.

Algorithmus: Monte-Carlo Methode fiir zufillige Volatilitat und zufilligen
Zins

0. Eingabewerte: Sy, K, r, T, a; , by, Verteilung;, as, by, Verteilung,, M, Opti-
onsart, L (optional).

1. Ziehe M Zufallszahlen wy, bzgl. der Verteilung; und M Zufallszahlen w,, bzgl.
der Verteilung, fir i =1,..., M.

2. Berechne o; = g1(w1,) = a1 + bywy, und r; = go(wa,) = ag + bows, fir i =
1,.... M.
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2 GRUNDLAGEN DER OPTIONSBEWERTUNG

3. Berechne die Optionswerte V; = V' (0, S(0), 04, 7;) fur i = 1,..., M.

4. Approximiere den Erwartungswert durch

1 M
Vo = E(V(O’S(O)va )) = MZV;
i=1
und die Varianz durch
1M 1M\

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm eu2 mc.m numerisch
umgesetzt. Die alternative, zweite Moglichkeit wurde in eu2 mc2.m programmiert.
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3 Polynomielle Chaosentwicklung

Die PCE ist wie die MCM ein Verfahren, mit dem Unsicherheiten in mathematische
Modelle mit einbezogen werden konnen. Sie ist im Vergleich zur MCM zwar schwieriger
zu implementieren, dafiir ist sie aber in der Regel auch viel effizienter. Dieses Kapitel
dient hauptséachlich der theoretischen Herleitung der PCE. Numerische Betrachtungen
und die Umsetzung auf die Optionsbewertung folgen in den Kapiteln 4 und 5.

Den Ursprung hatte die PCE im Jahr 1938. N. WIENER, [23] hat gezeigt, dass jede
GauBl-verteilte Zufallsvariable mit endlicher Varianz mittels Hermite-Polynomen als un-
endliche Summe dargestellt werden kann. R. CAMERON und W. MARTIN [4] erweiter-
ten das homogene Chaos 1947 auf allgemeine Verteilungen. Die folgenden Ausfithrungen
orientieren sich an [20] und [15].

3.1 Orthogonale Polynome

Zunachst wird eine kurze Einfithrung in die Theorie der orthogonalen Polynome (im
Folgenden abgekiirzt: OP) und deren Zusammenhang mit Zufallsvariablen bzw. stochas-
tischen Prozessen gegeben, da sie fiir die PCE eine wichtige Grundlage darstellen. Eine
ausfiihrliche Betrachtung findet man z.B. in [20].

Ein Polynom @, (x) hat den Grad n, falls
P, () = ap2™ + ap_1 2" - +ag, ap#0 (3.1)
gilt. Das Skalarprodukt bzw. das innere Produkt wird mit (-,-) beschrieben. Zur Erin-

nerung: Der Erwartungswert FE ist fiir eine Zufallsvariable X, die bzgl. dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,4, P) bestimmt ist, durch

BE(X) = (X) :/XdP (3.2)
Q
definiert.
Definiton 3.1 (Orthogonales System von Polynomen)
Ein System von Polynomen {®,, (z),n € Ny} vom Grad n ist ein orthogonales System
von Polynomen bzgl. eines reellen positiven Mafles P, falls das Skalarprodukt von &,

und ®,, fir n # m verschwindet, d.h.

(@, P, /<I> 2)dP(z) = d8,m, n,m € N, (3.3)
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Q ist der Tréger des Mafles P und d, # 0 ist eine Konstante. Das Symbol ¢ ist das
Kronecker-Delta:

fall
5nm:{O asn#m' (3.4)
1 sonst
Das System heifit orthonormal, falls d,, = 1 gilt. O

Die Variable x kann stetig oder diskret gewéhlt werden. Mit j(x) bezeichnen wir im
ersten Fall die Dichte bzgl. P. Fiir die Gleichung (3.3) folgt also

(@, ) = /Q &, ()8, (2)j(x)de = 26, n,m € No. (3.5)

Ist = diskret, so hat P eine Gewichtsfunktion p(x;) mit den Stiitzstellen x; fir i =
1,..., R. Hier ergibt sich fiir (3.3)

R
(P, @) = > P ()P () (1) = d20pn m,m € Ny (3.6)

=0
Es ist dabei auch moglich, dass R = oo ist. In der Theorie der OP bezeichnet man j(x)
oder ggf. p(z;) als Gewichtsfunktion. Zu jeder Gewichtsfunktion existieren eindeutig be-
stimmte OP, falls ®g(x) = 1 gilt (Beweis: siehe [9]). Bei manchen bekannten Familien OP
ist sie (fast) identisch mit der Dichtefunktion einiger Verteilungen, was zugleich auf den
Zusammenhang zwischen OP und Zufallsvariablen bzw. stochastischen Prozessen schlie-
Ben lésst. In dieser Arbeit beschranken wir uns auf acht der bekanntesten Verteilungen
und deren zugehorige OP, die in Abschnitt 3.3 aufgelistet werden. Die Familien der Po-
lynome gehoren alle zu den klassischen orthogonalen Polynomen. Die Zusammenhéange,
die sie untereinander haben, werden im Askey-Schema in Baumdarstellung beschrieben
(siehe [24]).
Auf die Herleitung der klassischen OP gehen wir nur sehr kurz ein. Detailliertere Aus-
fithrungen findet man erneut in [20]. Wir benétigen hier die DGL

d’y dy

S(I)E(x) + T(:C)%(x) + \y(z) =0, (3.7)

wobei s(z) und 7(x) Polynome maximal zweiten bzw. ersten Grades sind und A konstant
ist. Die Losung y(z) = yn(x) ist ein Polynom vom Grad n, falls

dr 1 d*s
pum = — — —_— — 1
A=\, no- (x) n(n—1)

Sn(n = 1) 5 (@) (33)

gilt. Die Orthogonalitatsbedingung

/C2 Yn (2)Ym (2) p(2)dz = d2 pm, (3.9)

Cc1

die fiir uns entscheidende Bedeutung hat, ist erfullt, falls ¢1,c0 € R, ¢4 < ¢o, d, # 0
und zusétzlich fiir die Gewichtsfunktion p(z) die DGL

= 7(x)p(x) (3.10)
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3.1 ORTHOGONALE POLYNOME

gilt. Im diskreten Fall miissen die Ableitungen lediglich durch die Differenzenoperato-
ren ersetzt werden. Um die OP zu erhalten, miissen wir also die Polynome s und T,
die Konstante A und die Gewichtsfunktion p so bestimmen, dass die Gleichungen (3.8)
und (3.10) erfiillt sind. In Beispiel 3.2 wird dieses Vorgehen fiir die Hermite-Polynome
aufgezeigt.

Die Berechnung der OP bzgl. einer Gewichtsfunktion kann auf verschiedene Weisen
erfolgen. Eine Moglichkeit ist die Anwendung der Rodrigues-Formel:

1 a
B (7) =
(@) p(x)e, dzm

[p(x)s"™ ()] (3.11)

Der Wert e, ist ein willkiirlicher Normalisierungsfaktor, der ausschlieflich von n abhéngt.
Das Polynom s wird erneut durch (3.8) und (3.10) bestimmt, wobei A konstant und 7 ein
Polynom maximal ersten Grades sein muss. Die zweite Moglichkeit ist die Drei-Term-
Rekursionsgleichung

O, (z) = (xr — an)Pp_1(x) — Bn®Pp2(x), n>1, (3.12)

die mit den Rekursionskoeflizienten

<$q)n—la (I)n—1> <(I)n—17 (I)n—1>
<(I)n—17 q)n—1> <q)n—27 (Dn—2> ’

Oy(x) = 0, Do(x) = 1, f1 = (P, Py) und einer Gewichtsfunktion p die OP eindeu-
tig bestimmt, siehe [9]. In [6] wird gezeigt, dass diese Berechnung relativ stabil bzgl.
Rundungsfehlern ist, weswegen sie fiir die numerische Simulation in Kapitel 4 und 5
herangezogen wird. Zudem bendtigen wir, wie spéater noch gezeigt wird, nur OP mit
niedrigem Grad (meist < 6), wodurch Rundungsfehler kaum auftreten werden. Die Re-
kursionskoeffizienten «,, und (3, sind bei manchen Verteilungen konstant und miissen
deswegen nur einmal im Vorfeld berechnet werden.

und 3, =

oy =

(3.13)

Beispiel 3.2 (Hermite-Polynome)
Bei den Hermite-Polynomen H,, werden die Konstanten wie folgt gewahlt:

exp(—a2/2)

Vor

Die Gewichtsfunktion wurde absichtlich so gewéhlt, dass sie der Dichtefunktion der
GauB-Verteilung entspricht. Fir 7(x) folgt nach (3.10) ein Polynom ersten Grades

ds(@)p(x) 1 _ dp(a) 1
e plo)  de pla)

s(z) =1, p(x) = ,en = (—1)".

T(z) = = -2z (3.14)

und fiir A, nach (3.8) die Konstante

An = 2n. (3.15)
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Der Triager von p ist Q = (—00,00). Um die Rekursionsformel anwenden zu konnen,
bendtigen wir noch die a,, und f,, welche wir mit Formel (3.13) berechnen konnen.
Man kann zeigen, dass in diesem Fall o, = 0 und 5, = n — 1 fir n > 1 gilt. Die
Drei-Term-Rekursionsgleichung sieht demnach wie folgt aus:

H,(z) =xzH,1(x) — (n — 1)H,_2(x), n > 1,. (3.16)

Man kann nun entweder die Rodrigues Formel oder die Drei-Term Rekursionsgleichung
anwenden, um die H,, zu berechnen:

HQ(ZE) =1
Hi(x) ==z
Hy(z) =2° — 1
Hs(z) = 2° — 3z

3
5333

W = o

Abbildung 3.1: Hermite-Polynome H,(z), n =0,...,3

v

Wir geben auflerdem noch die Legendre-Polynome an, da wir uns bei den spéteren
Untersuchungen hauptséchlich auf diese beiden Familien OP beschréanken.
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3.2 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG NACH WIENER

Beispiel 3.3 (Legendre-Polynome)
Die ersten vier Legendre-Polynome bzgl. p(z) = 1/2 auf dem Trager 2 = [—1, 1] sind:

Leo(l‘) =1
Lei(z) ==

Le(z) = ;(31-2 )

Les(z) = ;(51’3 — 372)

Sie erfiillen die Drei-Term-Rekursionsgleichung;:

2n—1 —1
Le,(x) = n xLe, () — n
n

Le, _5(z)

20

= R e N
(LI

wWN = o

Abbildung 3.2: Legendre Polynome Le,(x), n=0,...,3

O

Auf den Zusammenhang zwischen den einzelnen Polynomen und speziell auf das Askey-
Schema werden wir nicht nédher eingehen, da uns vielmehr der Zusammenhang zwischen
den OP und den Dichten der verschiedenen Verteilungen interessiert.

3.2 Polynomielle Chaosentwicklung nach Wiener

In der Einfiihrung haben wir schon kurz erwahnt, dass die PCE nur unter der Vorausset-
zung der endlichen Varianz einer Zufallsvariablen U : 2 — R bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsraumes (€2, .4, P) anwendbar ist. Hierfiir betrachten wir die Ly Funktionenrdume.
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Definiton 3.4 (L, Funktionenrdume)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und w ein Zufallsereignis bzgl. Q. Der Raum
Ly(2, A, P) = Ly(S2, P) ist dann zusammen mit dem inneren Produkt (-,-) und assozi-
ierter Norm ||-||, definiert als

Ls(Q, P) = {U (U(w), Uw)) = /Q U ()3 dP(w) < oo}. (3.17)
0

Die Besonderheit des Ly(€2, P) liegt nun darin, dass er wie in [22] gezeigt wird, zusammen

mit der Norm ||-||, := {/(, -) sowohl ein Banachraum, als auch ein Hilbertraum ist. Falls
fir die Zufallsvariable U € Lo(2, P) gilt, wobei Lo(w, P) ein Hilbertraum ist, so folgt

daraus fast sicher
PHw: (U(w),U(w)) < oo}) = 1. (3.18)

Definiton 3.5 (Polynomielles Chaos)
Die Zufallsvariablen {;};°, seien GauB-verteilt und zentriert. Mit I', bezeichnen wir den
Raum derjenigen Polynome, die fiir die Variablen {¢;};° maximal Grad p besitzen. Die

Menge I', besteht aus allen Polynomen, die zu Fp gehoren und orthogonal zu Fp 1 sind.
Sie wird als Polynomielles Chaos p-ter Ordnung bezeichnet. O

Definiton 3.6 (Homogener Chaosraum)
Der Untervektorraum I', von Ly(€2, P) ist der Raum, der von I', aufgespannt wird. Er
wird als homogener Chaosraum p-ter Ordnung bezeichnet. 0

Eine Folgerung der beiden Definitionen ist, dass die homogenen Chaosraume zueinander
orthogonal sind. Den Hilbertraum Ly(€2, P) kann man deshalb folgendermaflen zerlegen:

Ly(Q, P) = &2,I, (3.19)

was auch als Chaoszerlequng des Lo bekannt ist. N. WIENER hat in seiner bekannten Ar-
beit [23] bewiesen, dass jede GauB-verteilte Zufallsvariable mittels Hermite-Polynomen
als unendliche Summe dargestellt werden kann, die im Ly Sinn konvergiert. In anderen
Worten heif3t dies, dass jede Zufallsvariable U € Ly eine Darstellung der Form

U(UJ) = U()Fo
3 w6 ()

i1=1

+ i: i uilizl—‘?(&d (w)v 51’2 (w)) (320)

co 11 [P

+ Z Z Z uhlzla 611 )75i2(w)>€i3(w))

i1=110=11i3=1
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3.2 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG NACH WIENER

hat, die im Quadrat-Mittel Sinn konvergiert. Das polynomielle Chaos I', mit Ordnung
p ist hier die Menge der multidimensionalen Hermite-Polynome aus Beispiel 3.7, auf die
wir spater noch naher eingehen. Die Berechnung der Koeffizienten u;, die als Polyno-
mielle Chaos-Koeffizienten bezeichnet werden, kann auf verschiedene Weisen erfolgen.
Hiermit befassen wir uns genauer am Ende dieses Kapitels. Der Wert ¢ ist ein Vektor,
der unabhéngige GauB-verteilte Zufallsvariablen {&;};°, enthélt und die Dichte

1

pe() = TI — exp(—4/2) (3.21)

i=1

3

besitzt. Man kann (3.20) auch als

U= S u(6), €= {66} (3.22)

k=0

schreiben, wobei es zwischen den ¥ und I' einen eindeutigen Zusammenhang gibt, der
spater noch genauer erlautert wird.

3.2.1 Dimension und Ordnung

Die Begriffe der Dimension N und der Ordnung p spielen in der PCE eine zentrale Rolle.
Die Hohe der Dimension ist zu Beginn der Berechnungen bereits bekannt und wird
durch die Anzahl der Zufallsvariablen festgelegt. Die Ordnung p ergibt sich dadurch,
dass die unendliche Summe aus (3.20) numerisch nicht berechnet werden kann und
deshalb verkiirzt werden muss. Der Wert p kann frei gewahlt werden und entscheidet
letztlich tiber die Genauigkeit, mit der die Zufallsvariable approximiert wird. Je grofer
N und p sind, desto mehr Rechenaufwand ist allerdings nétig, um die Zufallsvariable
zu schétzen. Das N-dimensionale polynomielle Chaos erhédlt man durch Anwendung von
Tensorprodukten bzgl. des 1-dimensionalen polynomiellen Chaos. Eine PCE mit der
Ordnung p und der Dimension N besitzt die Darstellung

U(UJ) ~ U()FO

+ > u (&, (W)

i1=1

F Y a6 (), £,()) (3.23)

i1=1149=1

ip_1

+ Z e Z uilu-ipFP(Sil (W), cee 75ip(w)>

=1 ip=1

Beispiel 3.7 (PCE mit N =2 und p = 3)
Im letzten Kapitel dieser Arbeit sind die Volatilitdt und der Zins vom Zufall abhéngig.
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Deshalb geben wir beispielhaft eine PCE der Dimension N = 2 und der Ordnung p = 3
an.

U =~ ugl'y
+ w1 (&) + uaT'1(&2)
+unnl'a (&1, 1) + uala(82, 1) + ugel'a(€2, &)
+urnil's(61, €1, €1) + ua11T'3(&2, &1, &) + uan s (&2, &2, &) + u222l'5(82, 2, §2).

¢

Im N-Dimensionalen Fall miissen nun die Dichte und die OP auf N angepasst werden.
Fiir die Zufallsvariable gilt £ = {&;,- -+ ,&n}. Wegen der Unabhéngigkeit der &; folgt fir
die Dichte

pely) = ]:[lpsi (1:)- (3.24)

Um die einzelnen mehrdimensionalen OP zu erhalten, fithren wir an dieser Stelle den
Multiindex v= {71, -+ ,vn} ein. Mit v(p) bezeichnen wir dann die Menge

v(p) = {7 : g:lv zp}- (3.25)

Mit diesen beiden Hilfskonstrukten kann man die Menge der N-dimensionalen OP be-
schreiben. Das 1-dimensionale Chaos der Ordnung p wird mit v,(&;) bezeichnet:

r,= U ){ Nl w%@)} : (3.26)

vev(p) \i=

Beispiel 3.8 (Hermite-Chaos)
Wir betrachten in diesem Beispiel ausschlieBlich die Hermite-Polynome, d.h v,(§) =
H,(&). Mit der Ordnung p = 3 und der Dimension N = 2 ergibt sich fiir die I',:

)1

-

I

—~

=
A~~~

™
S— N N N

=
A~ N N

o
\/\_/:_/v

eI

Fiir die Gleichung aus Beispiel 3.7 folgt mit Hy = 1:

U =~ ugH,
+ur Hi (&) + u2 Hi (&2)
w1 Hy (&) + uor Hi(§2) Hi (1) + ugaHy(&2)
+ w111 H3(&1) + up1 Hi(&2) Ha(§1) + ugo1 Ha (o) H1(61) + U H3(E2).
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3.2 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG NACH WIENER

Diese doch eher umstédndliche Schreibweise stellen wir mit der tibersichtlicheren, dquiva-
lenten Formel (3.22) dar. Dafiir legen wir die multidimensionalen OP ¥; mit i =0,...,9
wie folgt fest:

H, (52) = §1§27

)
)
51)253_1
)
)=& -1

Die Zufallsvariable U kann somit fiir N = 2, p = 3 und fortlaufender Nummerierung der
Koeffizienten durch

9
U w6, 6) (3.27)
=0

approximiert werden.

8
L5
SOSIRKES,
sttty .
SO

SO0S50

S

oostaslestontest SOOTSORSITINEN
. 0050, % 30E S0 SR e St SN

. itrstestes; SSOSSORSSSONSANEAEAXE. ¢

- 02 0slesley 0,0, 0TS S0 T SR ST BT .

E:— L 'll (2 RRLHRALY . . ‘:“‘:“ :“\:“\:“‘:“\:“\‘ .

% "L XSRS SCT SRS SANSACKS,
RIS, © RIS SAIOcs

ROESO SRS OSSR
‘:‘\8 CSO0TSI0RSSOCES
Q%S

JRR0.9,9,9.0'¢
9050058
%000“:‘\‘
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< o 0 J5EHIEKS \\‘\‘\‘
B = SR

Abbildung 3.3: 2-dimensionale Hermite-Polynome V¥, (z), n =0,...,5
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Allgemein kann eine Zufallsvariable U € Lo durch

P
Ur DY wWi(6), &={&,&, &} (3.28)

k=0
approximiert werden. Es ist klar, dass die Anzahl der Terme P + 1 von der Dimension
N und der Ordnung p abhéngig ist.

Satz 3.9
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, N die Dimension der PCE, p die Ordnung
der PCE und U € L, eine Zufallsvariable. Dann ist

P
i=0
mit £ = (§1,...,&y) eine Approximation der Ordnung p, falls
(N +p)!
P+1= TN (3.30)
erfiillt ist. °

Beweis:

Aus dem Abschnitt iber OP wissen wir, dass es immer genau ein N-dimensionales OP
mit Grad 0, ndmlich ¥y = ¢y = 1, gibt. AuBerdem ist klar, dass es immer genau N
N-dimensionale OP ¥, = () fir ¢ = 1,..., N vom Grad 1 gibt. Da sich alle N-
dimensionalen OP vom Grad 2 aus Kombinationen der N-dimensionalen OP vom Grad
1 berechnen lassen, gibt es genau (N +2_1) N-dimensionale OP vom Grad 2. Fir N-

2
dimensionale OP vom Grad p folgt deshalb fiir die Anzahl:

(ror)

i n+k\ (n+m+1
o\ M B n+1
erhalten wir fiir die Anzahl der N-dimensionalen OP bis zum Grad p

Pt (V) S (V) g (V)

k=1 k=0 k=0

Mit Hilfe der Formel

N/p 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 6 10 15 21 28
3 4 10 20 35 56 84
4 5 15 35 70 126 210

Tabelle 3.1: Anzahl der Terme P + 1 mit Ordnung p und Dimension N
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Fur die Zufallsvariable U € Ly heifit das also:

P
U=> w¥(&)+eN,p). (3.31)

k=0
Der Fehler €, der entsteht wenn man die unendliche Summe kiirzt, kann wiederum als
Zufallsvariable aufgefasst werden. Bei unseren Anwendung ist N bereits zu Beginn der
Berechnung eindeutig bestimmt. In Kapitel 4 verwenden wir eine (Volatilitat, N = 1)
und in Kapitel 5 zwei (Volatilitat und Zins, N = 2) Zufallsvariablen. Falls p gegen

unendlich strebt, dann konvergiert der Fehler im Quadrat-Mittel-Sinn gegen 0, d.h.

lim (¢*(N,p)) =0, (3.32)

p—0o0

siehe [4].

3.2.2 Erwartungswert und Varianz

Bei der Verwendung von Zufallsvariablen interessiert man sich generell immer fiir den
Erwartungswert und die Varianz. Diese kann man unter Verwendung der PCE relativ
leicht erhalten.

Satz 3.10
Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen U € Ly(€, A, P) mit

U=3 b (6)
1=0

gilt
E(U) = uo (3.33)
und . N
o*(U) = ZU? (U, ;) = Zuf <‘1112> (3.34)
i=1 i=1
[ J
Beweis:

Fiir den Erwartungswert gilt:

BU) = (1) = ()

Fir die (multidimensionalen) OP ist g = 1 und die Orthogonalitétsbedingung
(W;,¥;) =0 fir i # j erfiillt. Deshalb folgt:

E(U) = <iuijz> = <\P0iuijz>
= i_ojouz (Wi, Wo) = ug (Wo, W) = up.
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Um die Varianz von U zu berechnen, verwenden wir die Formel
o*(U) = E(U?) — E(U)*.

Setzen wir fir U die Reihenentwicklung ein und nutzen E(U) = ug, dann folgt fiir die
Varianz:

00 2 00
=0

1,7=0

—Zu (3, Uy) —ug = ug + > u; (0;,0;) Z (U;, 0,

3.2.3 Stochastische Prozesse

Wie wir bereits dargestellt haben, funktioniert die PCE fiir Gau3-verteilte Zufallsvaria-
blen. In Kapitel 1 wurde aber gezeigt, dass fiir die Black-Scholes-Formel stochastische
Prozesse bendtigt werden. Der Grund, warum wir uns bis hierhin nur mit Zufallsvaria-
blen befasst haben liegt darin, dass sich die PCE daran leichter erkléren ldsst und man
sie relativ einfach auf stochastische Prozesse erweitern kann. Die Formeln miissen nur
marginal angepasst werden.

Sei U jetzt ein stochastischer Prozess mit

U:0,T]xQ >R, (tw)r— Ut,w). (3.35)

In der Gleichung (3.28) sind die deterministischen Koeffizienten u; nun von ¢ abhéngig.
Zudem fassen wir fiir ein beliebiges ¢ € [0,7] U(t, -) als Zufallsvariable des Ly(€2, P) auf.
Wir erhalten

= S w(W(©) (3.36)

Der Erwartungswert und die Varianz werden hier genauso wie bei den Zufallsvariablen
berechnet. Der Beweis verlauft dhnlich wie der fiir Zufallsvariablen im Abschnitt zuvor,
siehe [15] .

3.3 Verallgemeinertes polynomielles Chaos

Bisher haben wir uns auf die PCE mit Gauf-verteilten Zufallsvariablen und Hermite-
Polynomen beschrénkt. In der Praxis benotigt man aber oft andere Verteilungen wie
z.B. die Uniforme Verteilung oder die Binomialverteilung. R. H. CAMERON und W. T.
MARTIN [4] erweiterten das homogene Chaos von N. WIENER, indem sie gezeigt ha-
ben, dass die Chaosentwicklung mit Hermite-Polynomen fiir willkiirliche stochastische
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Prozesse des Ly konvergiert. Die Konvergenzrate ist bei GauB-verteilten Zufallsvaria-
blen aber optimal (siehe [24]), da die Dichtefunktion der Verteilung identisch mit der
Gewichtsfunktion der OP ist. Das Askey-Schema liefert uns aber auch fiir andere Ver-
teilungen Familien von OP, bei denen die zugehorige Gewichtsfunktion und die Dichte
der Verteilung identisch oder zumindest dhnlich sind. Um schnelle Konvergenz zu erhal-
ten, sollten deswegen fiir unterschiedliche Verteilungen die OP angepasst werden. In der
folgenden Tabelle ist eine Ubersicht iiber die Verteilungen gegeben, die wir im weiteren
Verlauf dieser Arbeit verwenden:

’ Verteilung \ OP \ Trager
GauB Hermite (—00, 00)
Gamma Laguerre [0, 00)
Beta Jacobi [—1,1]
Uniform Legendre [—1,1]
Poisson Charlier {0,1,2,...}
Binomial Krawtchouk | {0,1,...,n}
Negativ Binomial | Meixner {0,1,2,...}
Hypergeometrisch | Hahn {0,1,...,n}

Tabelle 3.2: Verteilungen und deren zugehérige OP

] Verteilung \ p(&) \ OpP ‘ p(§) ‘
Gaufl \/% exp (—5&%) Hermite \/% exp (—5&%)
Gamma exp(—f)fo‘_lﬁ Laguerre exp(—&)&”
Beta %(f + 1)1 - £)P~1 | Jacobi (1=9>(1+¢)”
Uniform 3 Legendre 3
Poisson e’{p(gi!a)af Charlier ‘Z—f
Binomial (];’)p'ﬁ(l — 15)(1\7‘5) Krawtchouk (?)]5’5(1 — ]5)(]\7‘5)
Neg. Binomial W Meixner F(l:’;; %‘&

o B -
e T e | ot
N

Tabelle 3.3: Vergleich der Dichtefunktionen mit den Gewichtsfunktionen der OP

Vorsicht ist allerdings bei den Verteilungen geboten, bei denen die zugehoérige Dichte
nicht komplett identisch mit der Gewichtsfunktion der OP ist. Die PCE konvergiert
namlich nur gegen den gewtinschten Wert, falls man die Parameter in der Dichtefunktion
der Verteilung der Gewichtsfunktion der OP anpasst. Konstanten kénnen dabei nattirlich
vernachlédssigt werden. In [24] werden alle Transformationen erldutert. Wir geben hier
lediglich ein Beispiel zum besseren Verstiandnis an.
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3 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Beispiel 3.11 (Beta-Verteilung)
Die Beta-Verteilung hat die Wahrscheinlichkeitsdichte

_ T(a+p)
A = oy @e e

€+ (1 -9
Die Jacobi-Polynome sind auf 2 = [—1, 1] definiert und besitzen die Gewichtsfunktion

pE) = (1-¢(1+¢).

In diesem Fall ist also p(§) # p(€). Da Konstanten keine Rolle spielen, miissen wir durch
geschickte Wahl von a und

E+1) (1= "in (1 -1 +¢)°
transformieren. Dazu setzen wir
B:a—lund&zﬂ—l.

Die transformierte Dichte ist schliefllich mit der angepassten Konstante

p(€) = IH2) ey P ey

¢

Da wir in den folgenden Kapiteln die PCE mit der MCM aus Abschnitt 2.5 vergleichen
wollen, missen die Trager der Verteilungen natiirlich gleich gewédhlt werden. Bei der
Uniformen Verteilung zieht man bei der MCM beispielsweise in MATLAB mit rand (1,M)
M uniform-verteilte Zufallszahlen auf dem Bereich Q = [0,1]. Da wir bei der PCE die

Uniforme Verteilung mit 2 = [—1, 1] verwenden, passen wir die Funktion g (siehe (2.9))
an:
b b
oE@) =at o+ Ve(w) (3.37)
wobei ¢ eine uniform-verteilte Zufallsvariable mit 0 = [—1,1] ist. Die restlichen An-

passungen konnen der MATLAB Funktion zv_pc.m entnommen werden. In diesem File
findet sind auch alle Drei-Term-Rekursionsgleichungen definiert.

Es sollte auch noch erwahnt werden, dass bei N > 1 die verschiedenen Zufallsvaria-
blen nicht die selbe Verteilung besitzen miissen. Eine Anpassung der multidimensiona-
len Dichte und der multidimensionalen OP ist aber notwendig. Die Art der Berechnung
verédndert sich im Vergleich zu der im vorherigen Abschnitt aufgezeigten Art nicht.
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3.4 Berechnung der Koeffizienten

Bisher haben wir uns nicht naher mit den Koeffizienten u; befasst und diese mehr oder
weniger als gegeben vorausgesetzt. Bei der Berechung des Erwartungswertes und der
Varianz haben wir aber bereits gesehen, dass diese ausschliellich von den OP und den
Koeffizienten abhéngen. Tatsachlich ist ihre Ermittlung auch der entscheidende und auf-
wandigste Schritt in der PCE.

Es gibt grundséatzlich zwei verschiedene Moglichkeiten, um die u; zu berechnen, namlich
die intrusive (Galerkin) Methode (im Folgenden abgekiirzt: IM) oder die nicht-intrusive
Methode (im Folgenden abgekiirzt: NIM). Bei der Galerkin Methode setzt man die PCE
direkt in das urspriingliche Modell ein und erhalt dadurch ein komplexeres Modell in
dem der stochastische Anteil entfernt werden kann. Dieses muss, um alle Koeffizienten
zu erhalten, nur einmal gelost werden. Bei der NIM werden die Koeffizienten hingegen
einzeln mittels numerischer Quadratur berechnet. Bei beiden Mdoglichkeiten gibt es Ab-
weichungen in der Art der Ausfithrung (siche [15]), wobei wir hier auf jeweils eine nidher
eingehen werden. Wie wir spater sehen werden, gibt es nicht eine Methode, welche in
samtlichen Fallen die bessere Wahl ist. Dazu aber in Kapitel 4 und 5 mehr.

3.4.1 Nicht-intrusive Methode

Bei der NIM verwenden wir die Folgerung (3.18) die besagt, dass wir fir fast jedes
Zufallsereignis eine eindeutige Losung erhalten. Wir haben in den vorherigen Abschnitten
gezeigt, dass fiir eine Zufallsvariable U € Ly(£2, P) die Darstellung

U Y usi(€) (3.38)

gilt. Der Vektor £ : @ — R besteht aus Zufallsvariablen mit der Dichte p¢(&) bzgl. des
Wahrscheinlichkeitsmafies P. Multiplizieren wir diese Gleichung mit den OP ¥,(§) fiir
[ =0,...,P, so erhalten wir wegen der Orthogonalitétseigenschaft

<U,\I/l> ~ U <\I/l,\lfl>, lZO,,P
Fir die Koeffizienten ergibt sich nach dem Umstellen:

(U, V) JqUE)Wi(8)p(€)dE ]

Uy = - )

(U, ;) Jo W7 (€)p(&)dE

Beispiel 3.12 (GauB-Verteilung mit N = 1)
Fiir ein Modell mit Dimension N = 1 und der Gauf3-Verteilung folgt fiir die u;:
() PO e e (e

(W, W) 25 Wi(€)? 5z exp (—562)d€

Wollen wir den Erwartungswert berechnen, so folgt mit Wy = 1 in diesem Fall:

U exp (36
[Soop (—1ede

=0,...,P (3.39)

L 1=0,...,P

E(U) = Ug
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¢

Da die Koeffizienten alle einzeln ermittelt werden, wird die Methode als nicht-intrusiv
bezeichnet. Aus (3.39) folgt sofort, dass man bei der Anwendung dieses Verfahrens 2(P+
1) Integrale ermitteln muss. Die Hauptschwierigkeit bei der NIM ist also die Berechung
von (uneigentlichen) ggf. mehrdimensionalen Integralen. Hierzu verwenden wir in dieser

Arbeit die Gaul-Quadratur:

w — (U, W) _ JoU©Wi)p()dS iy Ul;)Vil;)w;
(W, W) Jo Wi (&) p(&)dE 1 Vi (r))w;
Die Stiitzstellen z; und Gewichte w; mit j = 1,...,¢ berechnen wir im kontinuierli-
chen Fall mit dem Golub-Welsch Algorithmus, welchen wir hier kurz vorstellen. Falls die
Verteilung diskret gewéhlt wurde, sind die Gewichte ohnehin gegeben. Ausfithrlichere
Erlduterungen findet man in [17] .

L 1=0,...,P.  (3.40)

Wie wir bereits wissen, erfiillen alle OP, die wir benotigen, die Drei-Term-Rekursionsgleichung
(3.12)

(€)= (€ — )V 1(8) = BV 2(8) j=1,....q
mit ¥;(§) = 1 und ¥o(§) = 0. Die Rekursionskoeffizienten «; und j; koénnen mit der
Darbroux-Formel berechnet werden:

g\I]'— 7\Ij'— .

(W51, W) (3.41)
B: = M j=2-.q.
T (W, W) T

Den Wert (; erhalt man durch (¥y, ¥;). Da wir die Trager unserer Verteilungen alle
auf (—o0,00),[0,00) oder [—1, 1] transformieren konnen, reichen uns Koeffizienten der
Hermite-, Laguerre- und Legendre-Polynome aus. Diese konnen vorab berechnet werden.
Beim Golub-Welsch Algorithmus ermittelt man die Stiitzstellen und die Gewichte nun
wie folgt:

Algorithmus: Golub-Welsch Algorithmus

1. Berechne die Rekursionskoeffizienten o; und 3; fir j =1,--- ,q.

2. Stelle die Matrix

aq \/E
VB az B 0
\/E a3 \/E

0 | \/ﬁqi_l Oéq_.l \/6»,1
Vo e

(3.42)
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auf.

3. Berechne die Eigenwerte von J und sortiere diese. Sie sind zugleich die Stiitz-
stellen z; fir j =1,...,q.

4. Bestimme die erste Komponente f; ; des normalisierten Eigenvektors bzgl. des
Eigenwertes z;.

5. Berechne die Gewichte mittels w; = 8, f7; fir j =1,--- ¢

Wie schon erwédhnt wurde, benotigen wir fiir unsere Zwecke die Gaufl-Hermite, die Gauf3-
Legendre und die Gauf}-Laguerre Quadratur. Wir beschranken uns dabei auf die Stan-
dardverfahren. Bei der Gaufl-Hermite Quadratur verwenden wir beispielsweise die Ge-
wichtsfunktion w(€) = exp(—£?).

Beispiel 3.13 (GauB-Hermite Quadratur)
Bei der GauB-Hermite Quadratur mit w(§) = exp(—£?) erhalten wir:

25 UW(©)p()dE [ y(©)dE > i1 y(ag)wiexp(xs)
W) W(§)p(€)dE [, 2(6)ds iy 2(zj)wjerp(xy)’

uy =

[=0,... P. (3.43)

O

In den folgenden Kapiteln betrachten wir aber natiirlich die allgemeine PCE. Deshalb,
und zur einfacheren Schreibweise, geben wir den Extrafaktor (hier: exp(z?)) nicht mit
an. Bei den Berechnungen wird dieser direkt bei den Gewichten, d.h. w; = w;exp(x;)
mit berticksichtigt.

Im N-Dimensionalen Fall verwenden wir bei der Programmierung das Kronecker-Produkt.
Wie bei der theoretischen Herleitung kénnen die Verteilungen hier auch beliebig kombi-
niert werden. Es gilt fiir Beispiel 3.13:

q1 qN
ji=1""" ZjN:I y(mljlv s 7$N]‘N)wj1 <o Wiy

q1 aN :
j1:1 A Z]NZI Z(xljl, “ e ,SEN]N>'LU31 P w]N

w R (3.44)

Der Aufwand wéchst exponentiell bzgl. der Dimension an. Bei unseren spateren Betrach-
tung hinsichtlich der Black-Scholes Theorie bendtigen wir maximal zwei Zufallsvariablen,
weshalb dieser Punkt bei uns nicht so stark ins Gewicht fallt.

3.4.2 Intrusive Methode

Bei der Galerkin- oder intrusiven Methode werden die Koeffizienten nicht mehr einzeln,
sondern alle auf einmal berechnet. Die Gleichungen eines mathematisch Modells, wie
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z.B. gewohnlichen DGLen, partiellen DGLen oder Integralgleichungen werden demnach
abhéngig von p erweitert, sodass man ein neues, zum Teil wesentlich gréferes Modell,
erhélt. Der Losungsvektor beinhaltet ug, ..., up. Man muss deshalb die Ordnung p be-
reits zu Beginn festlegen. Falls man diese im nachhinein erhohen will, ist eine komplette
Neuberechnung notig. Wir nehmen an, dass das Modell eine stochastische, partielle DGL
ist, da dies bei uns ohnehin zutrifft.
Sei

M(U(§),§) =0 (3.45)

eine stochastische, partielle DGL mit der Zufallsvariablen U € Ly bzgl. des Wahrschein-
lichkeitsraumes (2, A, P). Ersetzen wir U(£) mit der Formel (3.22), so ergibt sich

M (g w(O (), s) _ (P.U), (3.46)

wobei €(P,U) der Fehler ist, der beim Kiirzen der unendlichen Summe auftritt. Dieser
kann nun wieder als Zufallsvariable aufgefasst werden, da er von der Zufallsvariablen U
abhédngt. Aufgrund der endlichen Varianz kann er auch durch

(P.U) = 3 r¥,(¢) (3.47)

dargestellt werden. Wir wenden nun das Galerkin-Verfahren, nachdem diese Methode
benannt ist, an. Dabei wird die sog. Fehlerorthogonalitiat verlangt, d.h. (P, U) ist or-
thogonal zu dem Raum, den die P + 1 OP aufspannen. Diese ist auch ungefahr erfiillt,
da

<M (z uiw),g) ,wl<§>> (U)W () = <§;wi<s>, mz<g>>
=0 =0 (3.48)

= (rv(£),Y,(&))~0, 1=0,...,P.

gilt. Wir erhalten dadurch ein System von (P+1) partiellen Differentialgleichungen. Die-
se sind nun deterministisch, weil man den ,,Zufall“ in die Basispolynome transferiert hat.
Dieses Verfahren wurde zunachst noch sehr allgemein beschrieben, in den nachsten bei-
den Kapiteln folgt aber die exakte Anwendung auf die Optionsbewertung mit zufélliger
Volatilitat und zufalligem Zinssatz fiir europédische und asiatischen Optionsscheine.
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Volatilitat

In diesem Kapitel gehen wir auf mehrere Aspekte ein. Zum einen wenden wir die PCE
sowohl intrusiv als auch nicht-intrusiv auf die Bewertung von européischen und asiati-
schen Optionen mit zufalliger Volatilitdt an. Nachdem wir die einzelnen Methoden fiir die
jeweilige Optionsart erlautert haben, zeigen wir mit Hilfe numerischer Untersuchungen
Vor- und Nachteile beider Verfahren auf. Als Vergleichsverfahren ziehen wir die MCM
aus Abschnitt 2.5 heran. Wir werden aber durch Versuchsreihen zeigen, dass es immer
mindestens ein Verfahren der PCE gibt, welches effizienter als die MCM ist. Am Ende
des Kapitels wird deutlich, dass es allgemein nicht eine , bessere® Methode der PCE gibt,
sondern dass beide Verfahren in gewissen Féllen vorteilhaft sein kénnen.

Um die zufallige Volatilitdt mit einbeziehen zu koénnen, stellen wir sie im gesamten
Kapitel als Zufallsvariable o : 2 — R bzgl. des Wahrscheinlichkeitraumes (€2, .4, P) mit
der Darstellung

o(w)=g(¢Ww)) =a+bf{(w)mit g: R — R (4.1)

dar, obwohl damit eigentlich (2.9) gemeint ist. Der Wert w € 2 ist eine Zufallszahl und
¢ : Q0 — R ist eine Zufallsvariable mit einer der in Kapitel 3 festgelegten Verteilungen.
Da die Volatilitat die einzige Zufallsvariable darstellt, benotigen wir ausschliellich die
PCE mit Dimension N = 1. In diesem speziellen Fall erhalten wir durch Anwendung
der Gleichung (3.30) fiir die Anzahl der Terme

|
pyi= @l
p!

=p+1,

also p = P, weshalb wir P in diesem Kapitel durch p ersetzen. Wir beschreiben die beiden
Methoden der PCE fiir kontinuierliche Verteilungen. Diese sind in der Regel schwieriger
zu approximieren, da durch die GauB-Quadratur zuséatzliche Fehler gemacht werden. Fiir
diskrete Verteilungen werden in den Algorithmen die Stiitzstellen nach den Eintrédgen
aus Tabelle 3.2 ermittelt und die Gewichte der Gaufl-Quadratur auf 1 gesetzt.

Als Auswertungsprogramm wurde MATLAB verwendet. Die wichtigsten Funktionen
werden hier, dhnlich wie bei der Losung von asiatischen Optionen und der MCM, kurz
erlautert.
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4.1 Europadische Optionen

Wir passen zunéchst die zwei moglichen Verfahren der PCE auf das Black-Scholes-Modell
fir den hiesigen Optionstyp an. Danach fithren wir eine Reihe von Untersuchungen
durch, mit derer Hilfe wir zeigen, welche Methode am schnellsten konvergiert und wie
die Ordnung p und die Anzahl der Stiitzstellen ¢ gewéahlt werden sollten.

Die meisten Eingabeparameter sind bei beiden Methoden gleich und werden folgend
aufgelistet:

e Sy: Basiswert zur Zeit t = 0
e K: Ausiibungspreis
e T': Laufzeit der Option

r: sicherer Zinssatz

a: Faktor aus ¢

b: Faktor aus g

Optionsart: Put oder Call

Verteilung: Eine der acht Verteilungen

p: Ordnung der PCE

q: Anzahl der Stitzstellen bei der Gaufl-Quadratur

e L: Anzahl der Linien bei der Linienmethode (nur bei IM)

Der eigentlich deterministische faire Optionswert V' (¢, S(t)) ist wegen der Zufallsvariable
o(w), die direkt in die Berechnung mit eingeht (siehe (2.36) bzw. (2.37)), natiirlich selbst
vom Zufall abhédngig und ist deshalb nun ein stochastischer Prozess mit

V[0, T] x RT x Q — R*. (4.2)

Das Symbol R steht fiir die Menge der reellen positiven Zahlen und 0. Um die PCE
anwenden zu konnen, muss V' € Ly gelten. Dies konnen wir bei der Optionsbewertung
ohne Einschrankung annehmen, da das Kapital auf den Finanzmérkten beschrankt ist.

Die PCE lésst sich demnach als

V(t,5(0).) = o ult. SO)V(E) (43)

=0

beschreiben, wobei v; die Koeffizienten der PCE und ¥, die eindimensionalen OP bzgl.
der ausgewihlten Verteilung sind. Grundsétzlich berechnen wir uns aber 0.B.d.A. den
Optionswert zur Zeit t = 0, d.h.

V(0,8 ) = ivim, So) Wi (). (4.4)
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Den fairen Optionspreis erhalten wir dann durch die Berechnung des Erwartungswertes
Vo = E(V(0,S0,")). Zudem ermitteln wir die Varianz Var(V(0, Sy, -)), da dieser Wert

uns ebenfalls zusatzliche Informationen liefert.

4.1.1 Anwendung der polynomiellen Chaosentwicklung
4.1.1.1 Nicht-intrusive Methode

Um den Optionswert Vy, = E(V(0, Sp,-)) und die Varianz Var(V (0, Sp,-)) zu berech-
nen, benétigen wir nach Satz (3.10) die Koeffizienten v; : [0,7] x RT — R der PCE
und die OP bzgl. der gewahlten Verteilung. Letztere konnen mittels der Drei-Term-

Rekursionsgleichung (3.12) numerisch berechnet werden. Die Koeffizienten werden bei

der NIM mit der Formel Vo
v; = <<\I/;, ‘I’Zz>> furi=0,...,p (4.5)

ermittelt. Ausfihrlich dargestellt gilt fiir die v; also

o L V0, S0,0) U(E()dP(w)
wil050) = ()2 P(w)

(4.6)
_ Juea V (0, So, w) Wi (§(w)) p(€(w) ) dE
Juea Vi(§(w))?p(§(w))dE

fir i = 0,...,p. Der Wert V(0, Sy, w) kann bei den européischen Optionen bekanntlich
analytisch berechnet werden. Die Formel dafiir findet man in Abschnitt 2.3.2. Dabei darf
man allerdings nicht vergessen, die Volatilitdt ¢ durch die Funktion o(w) = g(¢(w)) =
a + b&(w) fir jedes w € € zu ersetzen. Die Integrale werden nun mittels der Gauf$-
Quadratur abgeschétzt. Welche der drei angegebenen Moglichkeiten (Gauf-Hermite,
GauB-Legendre oder Gauf-Laguerre) man benoétigt, ist von der Verteilung und deren
Tréger abhdngig. Mit x; bezeichnen wir die Stiitzstellen und mit w; die dazugehorigen
Gewichte fir j =1,...,q. Fiir o(w) ergibt sich somit o; = g(z;) = a + bx; und fir den
deterministischen Optionswert mit o; gilt V; = V (0, Sy, 0;) fur j =1,...,q. Es folgt:

721 Vi) p(a))w;
10 i) p(ay)w;

Ui(07 SO) ~

=0,...,p. (4.7)
Wir fassen die soeben durchgefiithrte Herleitung in einem Algorithmus zusammen.

Algorithmus: NIM fiir europaische Optionen mit zufilliger Volatilitat

0. Eingabewerte: Sy, K, T, r, a, b, Optionsart, Verteilung, p, q.

1. Berechne die Stiitzstellen z; und die Gewichte w; bzgl. der ausgewahlten Vertei-
lung fir j =1, ..., q der Gau-Quadratur mit dem Golub-Welsch Algorithmus.
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2. Bestimme die Funktion o; = g(z;) = a + bx; und die Dichte p; = p(x;) fir
j=1...,q.

3. Ermittle die OP W;, = W,(z;) iiber die Drei-Term-Rekursionsgleichung fiir
t=0,...,pund j=1...,q.

4. Berechne mit den Loésungsformeln aus Abschnitt 2.3.2 ¢ Optionswerte V; =
V(0,S,0;) fir j=1...,q.
5. Approximiere die Koeffizienten durch
j=1 ViVi; pjw;

q 2
j=1 ‘Ijijpjwj

UV ~ , ZZO,,p (48)

6. Gib den approximierten Erwartungswert vy und die approximierte Varianz

p q
Var ~ va (Z \If?jpjwj) (4.9)
i=1

J=1

aus.

Bei genauerer Betrachtung des Algorithmus fallt auf, dass die Ordnung der PCE in
den Schritten 1, 2 und 4 nicht vorkommt. Zudem werden die Koeffizienten in Schritt
5 alle einzeln berechnet. Mochte man nun p auf p + 1 erhéhen um einen geringeren
Fehler bei der Varianz zu erhalten, miissen lediglich die Schritte 3, 5 und 6 fir p + 1
ausgefithrt werden, d.h. eine nachtragliche Erhohung der Ordnung der PCE ist relativ
schnell durchfithrbar. Der Parameter p hat hier keinen Einfluss auf den Erwartungswert,
da vy unabhingig von diesem berechnet wird (siehe Schritt 5). Deshalb ist die Anzahl
der Stiitzstellen ¢ der ausschlaggebende Faktor fiir die Genauigkeit des Optionswertes.
Bei der Varianz ist dies nicht so, da diese, wie in Schritt 6 deutlich wird, von p und ¢
abhangt. Bemerkenswert ist, dass selbst bei sehr hohen Werten von p und ¢ die Laufzeit
extrem gering ist.

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm ew_pc_ni.m numerisch
umgesetzt.

Beispiel 4.1

Wir verwenden folgende Daten:

So =100, K =80, T =1, r = 0.1, a = 0.3, b = 0.1, Optionsart: Call, Verteilung:
Uniform.

An den Laufzeiten aus Tabelle (4.1) wird deutlich, wie schnell die Methode tatsich-
lich ist. Wéhlt man die Anzahl der Stiitzstellen bei der Gaufl-Quadratur allerdings zu
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klein, kann dies speziell bei der Berechnung der Varianz schnell zu enorm groflien Feh-
lern fithren, wie man in den unteren beiden Féllen gut erkennen kann. Darauf gehen wir
spater aber noch genauer ein.

’ P, q H Vo \ Var \ Laufzeit (Sek.) ‘
10,100 || 30.472755 0.394276 0.012
5, 50 || 30.472755 0.394276 0.003
5, 20 | 30.472755 0.394276 0.001
9,9 30.472755 | 49.733549 0.001
3, 2 30.472703 | 929.293762 < 0.000

Tabelle 4.1: Laufzeit der NIM bei européischen Optionen in Abh. von p und ¢
¢

4.1.1.2 Intrusive Methode

Bei dieser Methode lassen wir die analytische Berechnung aufler Acht und betrachten
die Black-Scholes-Gleichung

8‘/

1,20V ov
—0°S S——rV =0
ot T27 7 95T T e T
mit den Endbedingungen (2.1) bzw. (2.2) in ihrer Ursprungsform. Auch hier ersetzen
wir o wieder durch o(w) = g(§{(w)) = a + b&(w). Damit erhalten wir
8V 1 520V ov
52— rS—— —rV =0. 4.10
o 277 a5 T as T (4.10)
Wie wir schon im Abschnitt 3.4.2 beschrieben haben, verwenden wir nun die verkiirzte
PCE

P
=0
um die Zufallsvariable V' zu approximieren. Setzen wir (4.11) in (4.10) ein, so ergibt sich
8212 5 o 0% 2 P
- v, U, = : 4.12

Jetzt wenden wir die Galerkin Methode an und verlangen somit die Fehlerorthogonalitét,
d.h. dass der Fehler ¢(p,V') orthogonal bzgl. des Raumes ist, der von den p + 1 OP
aufgespannt wird. Mathematisch ausgedriickt bedeutet das

(e(p, V)U,(€)) =0, L =0,...,p. (4.13)

Der Fehler kann also aus der partiellen DGL entfernt werden. Da fiir OP, die zur gleichen
Familie gehoren (¥;, ¥;) = 0 fiir ¢ # j gilt, erhalten wir ein System partieller DGLen:

((;1:< > SQZZ;QZ<2\I”I’1>+TS?;;< >_m}l<\1112>:0,l:0,...,p (4.14)

53



4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

oder

ovu 1 _o & 0%; (¢*0, 1)) o,
o T Xas wny s

0

—ryy=0,1=0,...,p. (4.15)

Die Besonderheit ist nun, dass sich der stochastische Anteil auf den zweiten Term be-
schrankt. Berechnet man sich die beiden inneren Produkte, so erhalt man determinis-
tische Werte und kann somit den ,Zufall“ entfernen. Fir das obige System partieller
DGLen gibt es aber keine bekannte analytische Losung, weswegen wir hier z.B. die Li-
nienmethode aus Abschnitt 2.4.2 heranziehen miissten. Die Anzahl der Gleichungen des
daraus resultierenden Systems gewohnlicher DGLen belduft sich dabei auf L-(p+1). In
dem Beispiel, dass wir bei der NIM angegeben haben, wurde bereits deutlich, wie schnell
diese Methode bei europaischen Optionen konvergiert und welch geringer Zeitaufwand
dafiir notig ist. Die Losung eines Systems gewohnlicher DGLen mit L - (p+ 1) Gleichun-
gen ist wesentlich komplizierter und nimmt mehr Zeit in Anspruch. Bei den asiatischen
Optionen werden wir die IM programmieren und ausfiihrlicher beschreiben. Die dort
erhaltenen Laufzeiten sind vergleichbar mit denen, die wir hier bekommen wiirden. Sie
betragen aber ein Vielfaches im Vergleich zu den Zeiten, die man mit der NIM erhalt.
Wir geben trotzdem das gleiche Beispiel wie bei der IM an. Allein daraus kann man
schon erkennen, wie ineffizient die NIM bei der Bewertung von européischen Optionen
ist. Bei den nachfolgenden numerischen Untersuchungen werden wir sie deshalb nicht
weiter berticksichtigen.

Beispiel 4.2

Wir verwenden folgende Daten:

So =100, K =80, T =1,r = 0.1, a = 0.3, b = 0.1, Optionsart: Call, Verteilung:
Uniform, ¢ = 50.

| p. L | Vo | Var | Laufzeit(Sck.) |
4, 300 || 30.461607 | 0.394802 11.22
4, 200 || 30.447378 | 0.395367 3.59
3, 200 || 30.447378 | 0.395367 1.90
2, 200 || 30.447378 | 0.395369 0.80

Tabelle 4.2: Laufzeit der IM bei européischen Optionen in Abh. von p und ¢

Die korrekten Werte, die uns die NIM geliefert hat, waren: V, = 30.472755, Var =
0.394276. In Tabelle 4.2 erkennt man, dass die IM gegen diese Werte konvergiert, aber
bei weitem nicht so effizient ist.
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4.1.2 Numerische Untersuchungen
4.1.2.1 Festlegungen

Aufgrund der zahlreichen Eingabeparameter, die wir bei beiden Methoden haben, wer-
den wir einige davon festsetzen. Die bevorstehenden Untersuchungen werden dement-
sprechend alle mit Sy = 1 durchgefiihrt. Die nachfolgenden Satze begriindet diese Ent-
scheidung.

Satz 4.3
Seien Vi und V5 europaische Optionen auf unterschiedliche Basiswerte mit derselben
Laufzeit und S = S(t). Die Gleichung

Vi(t, S, ) = SVa(t, 1, ) (4.16)
gilt, falls die Bedingung Ky = % erfillt ist. °

Beweis:
Die Schreibweise wurde aus 2.3.2 iibernommen. Sei Ky = % Fiir einen européischen
Call gilt:

Vi(t,S,) =SF(d)) — Kie """V F(dy) = SF(dy) — K,Se " TV F(dy)

4.17
=8 (F(d) — K2e 7" D F(dy)) = SVa(t, 1,-). (4.17)
Fiir einen europaischen Put gilt:
Vi(t,S,) =S(F(dy) — 1) — Kie "D (F(dy) — 1)
=S(F(dy) — 1) — K3Se "D (F(dy) — 1) (4.18)
=S ((F(dy) = 1) = Kae "0 (F(dp) — 1)) = SVa(t, 1,-).
@)
Satz 4.4
Fiir den Erwartungswert einer européaischen Option mit zufélliger Volatilitéit gilt
und fiir die Varianz gilt
Var(V(t,S,-)) = S*Var(V(t,1,-)). (4.20)
[

Beweis:
Erwartungswert:

BE(V(t,8,) = E(SV(t,1,-)) = SE(V(t,1,-)).
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4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

Varianz:

Var(V(t,S,-)) =E(V(t,S,-)*) — BE(V(t,S,))? = E(S*V(t,1,-)?) — E(SV(t,
=S’ E(V(t,1,-)%) = SPE(V(t,1,)* = $* (E(V(t,1,-)*) = E(V(t,1,-))*)
=S*Var(V(t,1,-))

Die Gleichungen gelten natiirlich auch fiir den Spezialfall ¢ = 0. Der relative Fehler
€re1, der durch die Verkiirzung der PCE auf p und durch die Abschitzung der Gauf-
Quadratur fiir den Erwartungswert und die Varianz entsteht, ist unabhéngig von Sp:

. ’UQ(O, SQ) — E(V(O, SQ, )) B S()U()(O, 1) — SQE(V(O, 1, ))
6rel<E) — —
E(V(O,S@,)) SOE(V(Ovlv'))
(4.21)
_ ,UO(Ov 1) - E(V(()? 17 ))
und
0o, 2 2\ .
Erez(VCW) _ Zi:l U1(07 SO) <‘Ijz> Var(V(O, SO? ))
Var(V (0,5, "))
(4.22)
2 wi(0,1)%(¥F) = Var(V(0,1, )
- 21 Var(V(0,1,-))
Den absoluten Fehler €, erhdlt man fiir den Erwartungswert mittels
€avs(E) = |vo(t, So) — E(V (¢, So,-))| = So|ve(t, 1) — E(V (¢, 1,-))] (4.23)
und bei der Varianz mittels
P
eavs(Var) = S5 > ui( —Var(V(t,1, ))| . (4.24)

1=1

Die Gleichungen beinhalten, dass der absolute Fehler bei dem Erwartungswert und bei
der Varianz mit der Hohe des Basiswertes wéchst. Hinsichtlich des Optionswertes ge-
niigt uns normalerweise eine Genauigkeit von €qs(E) = 1072, da in den meisten Fillen
auf diesem Niveau gehandelt wird. Bei einem hohen Kurs des Basiswertes (z.B. 10000)
miissen wir die Berechnungen exakter (107%) durchfiihren. Bei der Varianz wird die Un-
genauigkeit sogar noch verstérkt, da der Fehler mit S3 multipliziert wird. Hier ist es
allerdings nicht notig, eine Fehlergenauigkeit von €.,(Var) = 1072 vorauszusetzen, wes-
halb wir den relativen Fehler als Mafistab nehmen. In MATLAB rechnen wir mit einer
Genauigkeit von 10716, Die exakten Werte fiir die Varianz und den Erwartungswert er-
mitteln wir in diesem Abschnitt mit p = 10 und ¢ = 100. Der Fehler, der dabei entsteht
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4.1 EUROPAISCHE OPTIONEN

ist, wie wir noch sehen werden, kleiner als 10716, Deshalb kénnen wir diese Werte als
exakt annehmen.

Den Zinssatz belassen wir bei den européischen Optionen auf » = 0.1, da wir im nachsten
Kapitel darauf sowieso noch genauer eingehen werden. Ebenso konnen wir uns bei den
Berechnungen auf eine Optionsart festlegen. Uber die Put-Call Parititsgleichung (2.3)
kann der Wert fiir den nicht gewéhlten Typ alternativ schnell berechnet werden. Wir
verwenden in der Folge immer einen Call. Fiir die Laufzeit gilt zunéchst T' = 1.

Klar ist nun, dass der Ausiibungspreis K wegen Satz 4.3 angepasst werden muss. Das
Verhéltnis, in dem dieser zu dem Kurs des Basiswertes steht, ist generell nicht festgelegt.
Wir beschranken uns allerdings auf Félle, bei denen das Hinzuziehen der zufélligen Vo-
latilitdt und die damit verbundene Anwendung der PCE besonders sinnvoll ist. Hierzu
betrachten wir die Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.1: Optionswert von européischen Optionen in Abh. von ¢ und K

Bei K =1 ist der Verlauf des Graphen bereits ab einer Volatilitdt von ca. 0.1 fast linear.
Die Unterschiede in

EV(0,50,0(-))) = V(0, 5, E(a(-))) (4.25)

sind deshalb wahrscheinlich sehr gering. Fithren wir beispielsweise eine Berechnung mit
zufalliger Volatilitdt und Uniformer Verteilung mit dem Trager = [0, 1] auf einem
Intervall I = [0.2,0.4] (d.h. @ = 0.2 und b = 0.2) mit der NIM durch, so unterschei-
det sich der ermittelte Wert V5 kaum von dem, wesentlich einfacher zu berechnenden,
deterministischen Optionswert mit Volatilitat E(o(-)) = 0.3:
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4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

1. NIM Vo= 0.167531,

2. E(o(:)=03 :Vo= 0.167341,
Differenz : 0.000190,
rel. Differenz 1.13-1073.

Dies ist bei K = (0.8 anders, da hier zwischen 0.2 und 0.4 eine Kriimmung vorhanden
ist:

1. NIM Vo= 0.295523,

2. E(0()=03 :Vy= 0.204317,
Differenz : 0.001206
rel. Differenz 4.08 -1073.

Fiir unsere folgenden Untersuchungen verwenden wir deshalb, falls nicht anders fest-
gelegt, K = 0.8. Die Volatilitéit soll sich diesbeziiglich hauptséchlich auf dem Intervall
I =[0.2,0.4] befinden.

Wir legen noch zwei Standardbeispiele fest, an denen wir die Untersuchungen in diesem
Abschnitt hauptsachlich durchfithren werden:

1. S=1,K=08T=1,r=0.1,a = 0.2, b = 0.2, Optionsart: Call, Verteilung:
Uniform.

2.89=1,K=08T=1,r=0.1, a = 0.3, b = 0.05, Optionsart: Call, Verteilung:
Gau8.

Die Beispiele wurden dabei so gewéhlt, dass sich die Volatilitat hauptséichlich auf dem
Intervall I = [0.2,0.4] befindet. Dabei unterscheiden sich die Dichten der beiden Vertei-
lungen relativ stark voneinander, so dass wir die Laufzeitabhéngigkeit und die Fehler-
analyse abhéngig von der verwendeten Dichte besser untersuchen koénnen.

4.1.2.2 Laufzeitverhalten der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Da die Laufzeit bei der NIM sehr klein ist, wiirde eine Laufzeituntersuchung bzgl. der
Parameter p und ¢ an dieser Stelle grofle Messungenauigkeiten nach sich ziehen. Die er-
haltenen Ergebnisse wéren in den meisten Féllen stark verzerrt und hatten nur bedingte
Aussagekraft. Bei den asiatischen Optionen gehen wir auf diesen Sachverhalt genauer
ein, da die NIM und die IM dort konkurrenzfihig sind und die Laufzeit bedeutend hoher
ist und somit auch besser untersucht werden kann.

4.1.2.3 Konvergenz der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Wir gehen nun ausfithrlich auf die Konvergenz der PCE ein. Es gelten die Festlegun-
gen, die bereits getdtigt wurden. Grundsétzlich hingt die GroBle des Fehlers bei dem
Erwartungswert, wie man aus dem Algorithmus der NIM auslesen kann, nicht von der
Ordnung der PCE p ab. In Abbildung 4.2 wird dies veranschaulicht. Nun stellt sich aller-
dings noch die Frage, wie hoch ¢ in Abhangigkeit von der Verteilung oder der Grofle des
Intervalls gewahlt werden muss. Symbolisch verwenden wir bei unseren Untersuchungen
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die GauB3-Verteilung und die Uniforme Verteilung, da hier die Trager und die Dichten ex-
trem unterschiedlich sind und sich Unregelmafligkeiten somit schnell aufzeigen wiirden.
Fiir die beiden Standardbeispielen ergibt sich:

V‘J - GauB V0 - Uniform

Abbildung 4.2: Absoluter Fehler des Erwartungswertes fiir die Standardbeispiele in Abh.
von p und ¢

Erwartungswert:

| Verteilung/q | 2 | 3 | 5 | 10 |
€aps(E) - GauBl || 4.58-107% [ 2.12-107% | 3.72-107° | 2.69-107"
€aps(E) - Uniform || 7.21-107% [ 3.97-1077 | 2.12- 107 | 2.78 - 10716

Tabelle 4.3: Absoluter Fehler des Erwartungswertes fiir die Standardbeispiele

Man kann deutlich erkennen, dass der Erwartungswert bei der Uniformen Verteilung
wesentlich schneller konvergiert, obwohl sich bei beiden Verteilungen die zuféllige Vo-
latilitdt o(w) hauptsichlich auf dem selben Intervall befindet. In Abbildung 4.2 wird
der Optionswert bei der Uniformen Verteilung bei ¢ = 10 schon als exakt interpretiert.
Es liegt die Vermutung nahe, dass sowohl die Grofie des Intervalls als auch die Dichte
der Verteilung eine wichtige Rolle bei der Genauigkeit der Gaul-Quadratur spielen. Da-
fir betrachten wir die Abschéitzungsformel (vgl. [5]), die fur die GauB-Quadratur mit
feC* 2 und 7 € [y, ys) gilt:

q

[ 50 =3 = (Wi, Uyrr) ‘

L p (2q + 2)!

d?at2) f
dT(2Q+2)
(e}

(4.26)

Diese Gleichung impliziert, dass die GauB-Quadratur mit ¢ Stiitzstellen Polynome vom
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Grad< 2¢q + 1 exakt integriert. Approximieren wir den Nenner aus der Gleichung

(0, 50) — duco V0, S0, )WL) E(w) e
i Joca C(E()PplE))dE

so ist der Fehler, der bei der GauB-Quadratur fir die Uniforme Verteilung (p = %) ge-
macht wird, bereits bei ¢ = 1 gleich 0, da die Legendre-Polynome Ley = ¥, Grad 1
haben und der Grad von W2 auch 1 betragt. Bei der GauB-Verteilung geht % nie
exakt gegen 0, weil die Dichte die Exponentialfunktion enthélt und diese beim Differen-
zieren nicht verschwindet. Der Fehler ist folglich grofler. Im Zéhler gelten die gleichen
Argumente, jedoch ist da die Abschitzung wegen V und der damit verbundenen Nicht-
linearitat komplizierter. Aufgrund der eben aufgezdhlten Punkte bendtigen wir bei der
GauBl-Verteilung gegeniiber der Uniformen Verteilung mehr Stiitzstellen, um den glei-
chen absoluten Fehler beim Erwartungswert zu erhalten.

Bei der Varianz tragen beide Werte p und ¢ zur Genauigkeit bei. In den Abbildung 4.3
und 4.4 wird deutlich, dass man bei der Berechung der Varianz die beiden Parameter
nicht einfach beliebig hoch wéhlen darf.

Var — Gau3 Var - Uniform

10000~
80004

60004

rel

4000

20004. "

Abbildung 4.3: Relativer Fehler der Varianz fiir die Standardbeispiele in Abh. von p und
q
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Var - GauB Var - Uniform

Abbildung 4.4: Relativer Fehler der Varianz fiir die Standardbeispiele in Abh. von p und
¢ mit logarithmischer Skala

Problematisch wird es, speziell bei der Uniformen Verteilung, falls man p > ¢ setzt.
Die grofien Fehler resultieren daraus, dass die Gaufl-Quadratur lediglich Integrale tiber
Polynome mit Grad< 2¢+1 exakt integriert. Dazu blicken wir nochmal auf die Gleichung

o L V0, So,w) V(€ () pl€ ()
w0, So) = @) nEw)de

Aus dem vorherigen Kapitel wissen wir, dass der maximale Grad der Legendre-Polynome,
die bei der Uniformen Verteilung von der PCE verwendet werden, p ist. Da wir im
Nenner das Quadrat bilden und die Dichte p = % ist, hat das Polynom Grad 2p. Bei der
Uniformen Verteilung heifit das also, dass fiir eine exakte Berechung aller Koeffizienten
p < q gelten muss. Wir erhalten somit bei den selben Werten von ¢ fiir kleinere Werte
von p zum Teil bessere Approximationen, weil die hohen Koeffizienten sonst nicht mehr
korrekt abgeschatzt werden konnen. Bei der GaufB-Verteilung wird dieser Sachverhalt
durch die Dichte etwas relativiert. Nichtsdestotrotz halten wir hier auch p << ¢ in der
Folge ein.

Abbildung 4.5 zeigt nochmal die Konvergenz fiir besser gewdhlte Werte von p und ¢ auf.
Dabei kann man erkennen, dass auch die Varianz bei richtig gewahlten Werten bei der
Uniformen Verteilung schneller konvergiert, als bei der Gauf3-Verteilung.
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Var - GauB Var - Uniform

20 10 P q 20 10 P

Abbildung 4.5: Relativer Fehler der Varianz fiir die Standardbeispiele in Abh. von p und
q auf kleinerem Intervall

Jetzt untersuchen wir die Abhéngigkeit der Konvergenz von der Grofie des Intervalls 1.
Wir verwenden das Standardbeispiel 1 mit der Ordnung der PCE p = 4. Das Intervall
wird von I = [0.2,0.4] sukzessive auf I = [0.1,0.5] vergrofert. In Abbildung 4.6 kann
man gut erkennen, dass bei einer wachsenden Intervallgrofle mehr Stiitzstellen notig sind,
um die gleiche Genauigkeit zu erlangen.

VD - Uniform

Abbildung 4.6: Absoluter Fehler des Erwartungswertes in Abh. der Intervallgrofe
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Wir haben durch die bisherigen Versuche gezeigt, dass eine generelle Aussage iiber die
Anzahl der Stiitzstellen bei der GauB-Quadratur nicht moglich ist. Diese hangt im we-
sentlichen von der Verteilung, der Grofle des Intervalls und von der Hohe des Basiswertes
ab. In diesem Kapitel ist die Wahl von ¢ aufgrund der geringen Laufzeit eher unwichtig
und kann ohne Probleme geniigend hoch gewahlt werden. Bei den asiatischen Optionen
werden wir aber sehen, dass ¢ entscheidend zur Laufzeit beitragt.

Abschlieflend gehen wir auf das Konvergenzverhalten der Varianz in Abhangigkeit von
p ein. Dazu wahlen wir ¢ grofl genug, um die Koeffizienten v; mit ¢+ = 0, ..., p exakt zu
approximieren (¢ = 100). Um einen universelleren Eindruck zu erlangen, streichen wir
voriibergehend die Vorgaben K = 0.8 und T' = 1. Die restlichen Parameter wurden nach
Standardbeispiel 1 gewahlt.
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Abbildung 4.7: Koeffizienten der PCE fiir Standardbeispiel 1 in Abh. von K und T

Aus Abbildung 4.7 kann man die schnelle Konvergenz der PCE bereits vermuten. Auf
dem dargestellten Bereich sind die Maximalwerte der Koeffizienten und der Summanden
bei der Varianz:
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] Koeffizienten H V1 \ Vg \ V3 ‘
max [v;] 3.99-10721325-107° [ 1.64-10°*
max [v;]> (U2) || 5.29-107* [ 2.11-1075 | 3.86- 1077

Tabelle 4.4: Koeffizienten und Summanden fiir Standardbeispiel 1

Im schlechtesten Fall heifit das also, dass sich die Varianz bei einer Erhohung der Ord-
nung der PCE von p = 2 auf p = 3 nur noch im Bereich 10~ verindert, was fiir unserer
Berechnungen im Normalfall bereits ausreichend ist. Die Werte bei Standardbeispiel 2
sind dhnlich, weshalb diese hier nicht mehr explizit angegeben werden. An dieser Stelle
wurden mehrere Versuchsreihen durchgefiihrt, wobei auch die Parameter a und b veréin-
dert wurden. Die hohe Konvergenzrate der PCE anderte sich aber nur bedingt. In [24]
wird auf die Konvergenz mehrerer Verteilungen genauer eingegangen.

Nach diesen Untersuchungen wird deutlich, dass es im allgemeinen nicht leicht ist, die
perfekte Wahl fiir p und ¢ zu finden, da diese abhingig von der Verteilung, dem Ver-
héltnis von p zu ¢, der Intervallgréfe |7| und natiirlich der gewtinschten Genauigkeit ist.
Generell gilt aber, dass eine relative geringe Wahl der Ordnung (ca. p = 2 - p = 4) auf-
grund der exponentiellen Konvergenz bereits ausreicht, um hinreichend gute Ergebnisse
zu erhalten. Mit der richtigen Anzahl an Stiitzstellen (p << ¢) kénnen dann exzellente
Konvergenzraten erreicht werden.

4.1.2.4 Vergleich mit der Monte-Carlo Methode

Wie wir bereits gezeigt haben, konvergiert die NIM in kurzer Zeit. Um dies zu verdeutli-
chen, ziehen wir nun die MCM aus Kapitel 2 heran. Das Laufzeitverhalten bei der MCM
ist fiir geniigend grofle M fast linear. Betrachte dazu Tabelle 4.5.

M 103 10 10° 10° 2-10°
Laufzeit || 0.001 0.006 0.039 | 02150 | 0.4132
Losell 119.0-1077 [5.7-1077[3.9-107[21-1077[21-107"

Tabelle 4.5: Laufzeiten der MCM fiir Standardbeispiel 2

In Abbildung 2.6 haben wir gesehen, dass die MCM zwar gegen den korrekten Wert kon-
vergiert, dafiir aber fast immer sehr viele Zufallszahlen gezogen werden miissen. Abbil-
dung 4.8 zeigt den Optionswert und die Varianz des Standardbeispiels 2 fiir M = [1,10°].
Der exakte Wert wurde mit der PCE fiir ¢ = 20 und p = 4 ermittelt. Die Konvergenz der
MCM gegen diesen Wert ist klar zu erkennen. Die Laufzeit der NIM betrug in diesem
Fall ca. 0.001 Sekunden, d.h. bereits ab M = 10? ist die MCM langsamer, obwohl der
Fehler in den meisten Féllen erheblich grofler ist.

64



4.2 ASIATISCHE OPTIONEN

0.2958

0.2956

0.2954

> 0.2952

0.295

0.2948

0.2946
0

9.6

9.4

9.2

Var

8.8

8.6

8.4

8.2
0

5

Abbildung 4.8: MCM fiir Standardbeispiel 1

Generell kann man die MCM fiir europaische Optionen mit zufalliger Volatilitat aufgrund
der geringen Laufzeit auch in der Praxis anwenden. Dennoch ist die NIM im Regelfall
wesentlich effizienter und sollte deshalb bevorzugt verwendet werden. Bei den asiatischen
Optionen hingegen ist der Laufzeitunterschied im Vergleich zu den beiden Methoden der

PCE wesentlich grofler.

4.2 Asiatische Optionen

Grundsatzlich werden wir bei den asiatischen Optionen genauso vorgehen wie bei den
europaischen, d.h. wir beschreiben zuerst die zwei angegebenen Verfahren der PCE mit
Bezug auf die zufillige Volatilitdt und gehen danach ndher auf die Effizienz ein.

Als Eingabeparameter benotigen wir bei beiden Methoden:

e Sy: Basiswert zur Zeit t = 0

e T': Laufzeit der Option

e [: Anzahl der Linien bei der Linienmethode

r: sicherer Zins
a: Faktor aus g

b: Faktor aus g

p: Ordnung PCE

Verteilung: Eine der acht Verteilungen

q: Anzahl der Stitzstellen bei der Gaufl-Quadratur
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4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

Der urspriinglich deterministische Optionswert V (¢, 5(t), I(t)) ist, &hnlich wie bei den
européischen Optionen, wegen der Zufallsvariable o(w) natiirlich selbst vom Zufall ab-
héngig und ist deshalb ein stochastischer Prozess mit

V[0,T] x RY x R x Q — R*. (4.27)

In Abschnitt 2.4 haben wir aber bereits gezeigt, dass bei der Losung der partiellen DGL
die Transformation V' (t,S(t),I1(t)) = S(t)u(t,y(t)) vorteilhaft ist. Deshalb verwenden
wir den stochastischen Prozess

w:[0,T] x [0,C] x Q@ — R* (4.28)

auf dem bereits eingeschrankten Bereich fiir y (siehe Abschnitt 2.4.2). Auch hier setzen
wir wieder, um die PCE anwenden zu koénnen, endliche Varianz von wu, also u € Lo
voraus. Die PCE lésst sich als

u(t,y(t),) = D vilt, y(t) Wi(§) (4.29)
i=0
beschreiben, wobei v; die Koeffizienten der PCE und ¥; die OP bzgl. der ausgewahlten
Verteilung sind. Grundsétzlich berechnen wir 0.B.d.A. den Optionswert zur Zeit t = 0,
d.h.

[e.9]

u(0,9(0),-) = u(0,0,-) = Zvi(0,0)\I’i(f). (4.30)

=0
Der faire Optionspreis ergibt sich durch die Berechnung des Erwartungswertes

Vo = E(V(0,So,)) = SoE(u(0,0,-)). (4.31)
Fiir die Varianz folgt

Var = (Var(V(0,S,-))) = S5(Var(u(0,0,-))). (4.32)

4.2.1 Anwendung der polynomiellen Chaosentwicklung
4.2.1.1 Nicht-intrusive Methode

Fiir asiatische Optionen andert sich die NIM im Vergleich zu den européaischen von der
Art der Ausfithrung nur geringfiigig. Der Hauptunterschied liegt bei der Berechnung der
deterministischen Optionswerte V' bzw. u. Diese erhalt man bei den asiatische Wert-
papieren durch numerische Berechnung mit der Linienmethode (siche Abschnitt 2.4.2).
Deshalb bendtigen wir bei den Eingabeparametern noch zusétzlich die Anzahl der Linien
L, die entscheidenden Einfluss auf die Genauigkeit der Losung hat. Mit u; = u(0,0, 0;)
bezeichnen wir den Wert mit der Volatilitat o; = g(x;) = a+bz; fir j=1,...,¢.
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4.2 ASIATISCHE OPTIONEN

Algorithmus: NIM fiir asiatische Optionen mit zufilliger Volatilitit

0. Eingabewerte: Sy, T, 7, a, b, Optionsart, Verteilung, p, g, L.

1. Berechne die Stiitzstellen z; und die Gewichte w; bzgl. der ausgewéhlten Vertei-
lung fiir j = 1, ..., ¢ der Gaul-Quadratur mit dem Golub-Welsch Algorithmus.

2. Bestimme die Funktion o; = g(x;) = a + bx; und die Dichte p; = p(z;) fur
j=1...,q.

3. Ermittle die OP W¥;, = W,(z;) iiber die Drei-Term-Rekursionsgleichung fiir
1=0,...,pund j=1...,q.

4. Berechne mit der Linienmethode aus Abschnitt 2.4.2 q Werte u; = u(0,0,0;)
fuirj=1...,q.

5. Approximiere die Koeffizienten durch

q . p.ap-
o > =1 U Vi, pjw;
(i q 2
j=1 ‘I’ijpjwj

. i=0,...,p. (4.33)

6. Gib den approximierten Erwartungswert Syvg und die approximierte Varianz

p q
Var ~ S; (Z v? (Z \If?jpjwj)) (4.34)
j=1

i=1

aus.

Die Laufzeit der NIM ist bei den asiatischen Optionsscheinen wesentlich hoher als bei
den europaischen. Dies liegt natiirlich am 4. Schritt des Algorithmus, da dieser nun
nicht mehr analytisch berechnet werden kann. Es muss letztendlich ¢-Mal ein System
gewohnlicher DGLen mit L Gleichungen gelost werden. Der Zeitaufwand fiir die rest-
lichen Schritte kann, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, eher vernachlassigt
werden. Eine nachtréigliche Erhohung der Ordnung der PCE ist aber genauso schnell
durchfithrbar, wie bei den européischen Optionen, da sich die Schritte 3, 5 und 6 nicht
andern. Das Hauptproblem ist also die schnelle und effiziente Losung der DGLen. Dabei
spielen die Anzahl der Linien und die Fehlereinstellungen des Losers ode23s eine wich-
tige Rolle.

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm as pc ni.m numerisch
umgesetzt.
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4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

4.2.1.2 Intrusive Methode

Die Vorgehensweise bei der Galerkin-Methode fiir asiatische Optionen unterscheidet sich
nur geringfligig von dem bei europaischen Optionen. Bei dem hiesigen Optionstyp ist
die IM aber von der Laufzeit und vom Konvergenzverhalten im Vergleich zu der NIM
fiir asiatische Optionen konkurrenzfahig, weshalb wir sie ausfiihrlicher beschreiben.

Zur Erinnerung: Um asiatische Optionswerte effizient zu berechnen, mussten wir zuerst
die partielle DGL

ou ou 1 0%u
—+ 1=y + 50 =5=0, y>0,0<t<T 4.35
G H A=) S =0y >0, (1.3
mit der Endwert
uT,y) = (1—y/T)" (4.36)
l6sen. Der Optionswert ergibt sich dann aus
V' (0, Sp,0) = Sou(0,0). (4.37)

Wir ersetzen o durch g (siehe (2.9)). Zudem verwenden wir die verkiirzte PCE

p
~ > it y(1) W (8). (4.38)
i=0
Dadurch erhalten wir
avz 81}1 82112
Z o Vi +<1—7"y>2 oy v+ L Z ay 2970 = e(p, ). (4.39)

Nun wenden wir das Galerkin-Verfahren an und fordern die Fehlerorthogonalitét. Daraus
folgt die Gleichung

(e(p, ) W(E)) =0, 1=0,....p. (4.40)
Wegen der Orthogonalitatsbedingung der OP erhalten wir

c%l 2 81}1 2 y2 P 2 8 (4
&<wl>+(1—ry)ay<\yl>+2?:0:(9 W) —— G =0 ¥ 0 0<t<T (4.41)
oder
O ov  y* & (g2, 0) 0%,
—_— 1-— — + = - = t<T 4.42
8t+( ry)ay+2i§:() W oy 0, y>0,0<t< (4.42)

fir [ = 0,...,p. Der stochastische Anteil, der sich auf den letzten Term beschrankt,
verschwindet durch die Berechnung der inneren Produkte. Deswegen wird aus der sto-
chastischen partiellen DGL (4.39) ein System partieller DGLen. Die Koeffizienten, die
man erhélt, sind aber lediglich Approximationen, da man die exakten Werte nur durch
Einsetzen der unendliche Summe erhalten wiirde. Darauf gehen wir bei den numerischen
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Untersuchungen genauer ein. Wir fithren an dieser Stelle die Matrix B € R®+Dx@+1)
mit

(g*T:0;)
By = 55—~ (4.43)
(V)
fir=0,...,pund [ = 0,...,p ein. Sie kann fiir unsere festgelegten Verteilungen ana-

lytisch berechnet werden. Wir greifen aber trotzdem auf numerische Hilfsmittel (Gau8-
Quadratur) zurtick, da wir den Nenner aus (4.43) ohnehin bei der Ermittlung der Va-
rianz berechnen miissten. Somit ist der zuséitzliche Aufwand gering. Jetzt ist noch eine
Anpassung der Randbedingungen, dhnlich wie in Abschnitt 2.4 notig, da wir eine sto-
chastische partielle DGL in ein System partieller DGLen transformiert haben. Fiir y = 0
(siehe (2.51)) ergibt sich

ov ov
o (10) = = (£,0) & — - (=Bu(t o) + 4ui(t,g2) — ult ), £ € [0,T], 1=0,....p.
(4.44)
Ahnlich passen wir die zweite Randbedingung (2.52) an:
u(t,C)=0,tel[0,T],1=0,...,p. (4.45)

Bei der Auszahlungsfunktion ist aber Vorsicht geboten. Da diese sich lediglich auf den
Optionswert am Ende der Laufzeit bezieht, darf sie auch nur auf die dafiir notwendigen
Koeffizienten, in unserem Fall vy, angewendet werden:

w(T,y)=1-y/T)", wly =0, 1=1...p (4.46)
Fir die Losung dieses Systems verwenden wir die Linienmethode aus Abschnitt 2.4. Eine
Anpassung ist aber erforderlich. Wie bereits bekannt ist, wird bei der Linienmethode
eine partielle DGL in ein System gewohnlicher DGLen umgewandelt. Da wir bei der IM
fiir asiatische Optionen jedoch bereits ein System von p 4+ 1 partiellen DGLen haben,
erhalten wir letztendlich ein System gewdhnlicher DGL mit L(p + 1) Gleichungen. Um
dies mathematisch moglichst einfach definieren zu kénnen, fithren wir die Hilfsvariable
z 1[0, T] — RE®PFTD mit
2;(t) =wult,y;), t€[0,T],1=0,...,p, 7=0,...,L—1 (4.47)
ein. Wir legen fiir z die Anordnung
g = (ZO,Oa 21,05+ + -5 Zp,05 20,15 - + + y Bp,[—2; Zp7L—1) (448)
fest. Die Matrix A (siehe (2.57)) spalten wir in zwei Matrizen auf. Wir erstellen mit

a; =1—ry;, (4.49)

Bj =~y (4.50)
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4 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT

fir j =1,...,L — 1 bzgl. den beiden Differenzenquotienten (siehe (2.47) und (2.48)):

3 —4 1
a; 0 —o 0
1 Q2 0 —Ql9
A= — 4.51
= (4.51)
0 a9 0 —Qar_2
+ar_q 0
0 0 0
B =261 B 0
1 Bo =28y Do
Ay = — 4.52
7 op? - (4:52)
0 Br—2 —2BL—2 Br
Br-1  —200
Mit A;, As und z kénnen wir durch Anwendung des Kronecker-Produktes das System
d

aufstellen, welches unser Problem mit den gegebenen Endwerten (4.46) lost. Mit [ €
RP+DX(P+1) hezeichnen wir die Einheitsmatrix. Die Koeffizienten der PCE findet man

in z:

Ul<0, O) = Z1,0 (454)

fiar (=0, ,p.

Algorithmus: IM fiir asiatische Optionen mit zufalliger Volatilitat

. Eingabewerte: Sy, T', r, a, b, Verteilung, p, q, L.

. Berechne die Stiitzstellen z; und die Gewichte w; bzgl. der ausgewéhlten Vertei-
. Bestimme die Funktion g(x;) = a + bx; und die Dichte p; = p(z;) fir j =
. Ermittle die OP W¥;, = W;(z;) iiber die Drei-Term-Rekursionsgleichung fiir

. Berechne die Matrix B (4.43) mit der GauB-Quadratur.

. Bestimme die Matrizen A; (4.51) und A, (4.52).

lung fir 7 =1, ..., q der Gau-Quadratur mit dem Golub-Welsch Algorithmus.

1...,q.

t=0,...,pund j=1...,q.
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6. Verwende die Linienmethode um das System gewohnlicher DGLen
42 = (A1 ® 1+ Ay ® B)z mit dem Endwert (4.46) zu losen.

7. Lese die approximierten Koeffizienten mit Formel (4.54) aus.
8. Gib den approximierten Erwartungswert Syvy und die approximierte Varianz
p q
Var ~ S5 | > v [ > quj,?jpj (4.55)
i=1 j=1

aus.

Die Abspeicherung der Matrizen A; und As erfolgt in MATLAB erneut mit sparse und
diag. Den Loser ode23s konnen wir weiter verwenden. Dazu miissen wir das urspriing-
liche Endwertproblem wie in Abschnitt 2.4.2 in ein Anfgangswertproblem umwandeln.

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm eu_pc_i.m numerisch
umgesetzt.

4.2.2 Numerische Untersuchungen
4.2.2.1 Festlegungen

Wir beschranken die Wahl von Sy, aus den selben Griinden wie bei den européischen
Optionen, auf Sy = 1. Aus der Umformung der DGL wissen wir, dass

E(V(0,80,0), ) = E(Sou(0,0,-)) = SoE(u(0,0,-)) (4.56)

und

Var(V(0,5,0,-) = Var(Seu(0,0,-)) = S3Var(u(0,0,-)) (4.57)

gilt. Den Zinssatz belassen wir auf » = 0.1 und die Zeit T, falls nicht anders bestimmt,
bei T'= 1. Um die Wahl des Bereichs fiir die zufallige Volatilitat festzulegen, betrachten
wir Abbildung 4.9. Man kann fast auf dem kompletten Bereich eine leichte Kriitmmung
erkennen, weshalb die Differenz

E(V(0,5S0,0,0(-))) — V(0,S0,0, E(o(+))) (4.58)
nicht in der Nahe von 0 ist und man somit durch die PCE neue Informationen erhilt.

Wir verwenden in der Folge I = [0.3,0.5].
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Abbildung 4.9: Optionswert bei asiatischen Optionen in Abh. von o

Bei den Fehleruntersuchungen gehen wir genauso wie bei den européischen Optionen
vor, d.h. bei dem Erwartungswert betrachten wir den absoluten und bei der Varianz den
relativen Fehler. Wir haben bei den asiatischen Optionen drei Fehlerquellen:

1. Fehler, der durch Gauf}-Quadratur verursacht wird.
2. Fehler, der durch Verkiirzung der PCE entsteht.
3. Fehler, der bei der numerischen Losung der DGL entsteht.

Im Endeffekt interessiert uns natiirlich der Gesamtfehler. Deshalb ist es wichtig, alle
drei Fehler zu minimieren.
Wir definieren auch bei den asiatischen Optionsscheinen zwei Standardbeispiele:

1. So=1,r=0.1,T=1,a=0.3, b =0.2, Verteilung: Uniform.

2. 59=1,r=0.1,T=1,a=0.4, b=0.05, Verteilung: Gauf.
Bei beiden Beispielen wurden die Parameter a und b so gewéhlt, dass sich die Volatilitat
hauptsichlich auf dem Intervall I = [0.3,0.5] befindet.

4.2.2.2 Laufzeitverhalten der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Bevor wir uns ndher mit Fehleruntersuchungen befassen, gehen wir bei den asiatischen
Optionen auf einige essentielle Punkte genauer ein. Dies betrifft vor allem die Abhéan-
gigkeit der Laufzeit von den einzelnen Faktoren p, ¢ und L bei den Methoden der PCE.
Diesbeziiglich betrachten wir eine Versuchsreihe, die uns bei dem Grundverstandnis be-
hilflich sein wird und symbolisch fiir andere Eingabewerte aufgefasst werden kann. Dabei
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halten wir stets zwei der drei Eingabeparameter p, ¢ und L fest, verdndern den dritten
und vergleichen die Unterschiede in der Laufzeit. Es sollte aber erwdhnt werden, dass
die NIM und die IM unterschiedlich schnell konvergieren, d.h. falls man p, ¢ und L bei
beiden Methode gleich wéhlt, so ergeben sich durchaus unterschiedlich grofie Fehler.
Versuchsreihe:

Eingabewerte: Standardbeispiel 2.

1) p=4und L =200 :

| Methode/q | 5 | 10 | 15 | 50 |
NIM  [0.32]0.62 ] 0.97 | 6.50
IM 6.64 | 5.85 | 6.00 | 6.07

Tabelle 4.6: Laufzeitverhalten in Abh. von ¢

Man kann deutlich erkennen, dass die Anzahl der Stiitzstellen fast keine Auswirkung
auf die Laufzeit der IM hat, da die Hauptschwierigkeit in der Berechung des Systems
gewohnlicher DGLen mit L(p + 1) Gleichungen liegt. Die héhere Laufzeit bei ¢ = 5
resultiert aus der Ungenauigkeit der GauB-Quadratur bei der Berechnung der Matrix
B. Wir l6sen mit weniger Stiitzstellen praktisch ein anderes System, welches nicht zu
Vergleichszwecken herangezogen werden kann. Bei der NIM wird zunéchst ein linearer
Anstieg der Laufzeit deutlich, was auch zu erwarten war. Fiir sehr hohe Werte von ¢
ergibt sich aber ein progressiver Anstieg, welcher wahrscheinlich auf die Rechnerarchi-
tektur zuriickzufiihren ist.

2) ¢ =15 und L = 200:

| Methode/p| 1 | 2 | 3 [ 4 |
NIM 0.97 1097 | 0.97 | 0.97
IM 0.66 | 1.74 | 3.82 | 5.94

Tabelle 4.7: Laufzeitverhalten in Abh. von p

Bei der Abhéngigkeit der Laufzeit der einzelnen Methoden von der Ordnung der PCE p
ist im Vergleich zu der Abhangigkeit von ¢ genau das gegenteilige Verhalten zu sehen.
Auf die Laufzeit der NIM bei asiatischen Optionen hat p fast keine Auswirkungen. Die
IM wachst progressiv an.
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3) p=4und ¢ = 15:

| Methode/L | 100 | 200 | 300 | 400 |

NIM 0.35| 1.03 | 3.51 | 7.08
IM 1.04 | 6.37 | 19.65 | 41.90

Tabelle 4.8: Laufzeitverhalten in Abh. von L

Die Anzahl der Linien L wirkt sich auf die Laufzeit beider Methoden progressiv aus.
Sie sollte demnach nicht zu hoch gewéhlt werden. Wir verwenden in der Folge L = 200,
da man damit bereits relativ exakte Ergebnisse erhdlt (siche Abbildung 4.10). Falls wir
noch genauere Werte benotigen, erhohen wir die Fehlertoleranzen des Losers ode23s.
Dieses Vorgehen ist nach etlichen durchgefiihrten Versuchen, die nicht alle explizit an-
gegeben werden, effizienter.

In den néachsten Abschnitten, in denen wir die Methoden vergleichen, werden wir bei
der NIM die Ordnung der PCE und bei der IM die Anzahl der Stiitzstellen hinreichend
hoch wéhlen (p =4 bzw. ¢ = 50).

Abbildung 4.10: Hohe des Fehlers in Abh. von L
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4.2.2.3 Konvergenz der Koeffizienten bei der Intrusive Methode

Da wir keine numerischen Untersuchungen bei den européischen Optionen fiir die IM
durchgefiihrt haben, gehen wir auf diesen Sachverhalt nun etwas genauer ein. Wie schon
erwahnt, sind die berechneten Koeffizienten lediglich Approximationen. Deshalb kénnen
wir bei dieser Methode nicht einfach davon ausgehen, dass der Erwartungswert ,nur®
von der Anzahl der Stiitzstellen der Gau-Quadratur abhangt. Da ¢ aber ohnehin keinen
Einfluss auf die Zeit hat, untersuchen wir die Konvergenz der Koeffizienten in Abhén-
gigkeit von p.

Beispiel:
Eingabeparameter: Standardbeispiel 2 mit ¢ = 50 und L = 200.

L vi/p | ! 2| 3 4
vo | LO76572-10 1 | 1.076475-10 " | 1.076481-10 ' | L.076480-10 1
v | 8.390779-107% | 84674771073 | 84694191073 | 8.469457 - 10~

Vg - | —1.509408 - 10~* | —1.556041 - 10~* | —1.557403 - 10~*
U3 - - | —4.016654 - 1075 | —4.077846 - 1076
Uy - - - 9.079484 - 1077

Tabelle 4.9: Konvergenz der Koeffizienten bei der IM fiir Standardbeispiel 2

Man sieht, dass die Koeffizienten sehr schnell gegen ihre korrekten Werte konvergieren.
Um den Erwartungswert gut abschétzen zu konnen, sollte dennoch mindestens p = 2 ge-
wahlt werden. In [24] wird die Konvergenz der errechneten Werte fiir die IM fiir mehrere
Verteilungen untersucht. Dabei werden fiir alle Verteilungen exponentielle Konvergenz-
raten nachgewiesen.

4.2.2.4 Konvergenz der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Aus den Tabellen 4.6, 4.7 und 4.8 kann man ablesen, dass die NIM fiir die gleichen Ein-
gabewerte schneller als die IM ist. Zudem haben wir in Abschnitt 4.2.2.3 gezeigt, dass
die IM lediglich Approximationen der einzelnen Koeffizienten liefert. Daraus kénnte man
eine hohere Effizienz der NIM folgern. Diese Annahme wére aber, wie wir in der Folge
zeigen werden, generell nicht richtig.

Wir haben bei der Anwendung der PCE auf asiatischen Optionen mit zufilliger Vo-
latilitat drei Fehlerquellen. Die ersten beiden wurden im Abschnitt tiber européische
Optionen schon nédher analysiert. Wir haben gezeigt, dass diese Fehler bei geschick-
ter Wahl der Parameter p und ¢ sehr schnell gegen 0 konvergieren. In [19] wird dieses
Verhalten fiir asiatische Wertpapiere gezeigt, weshalb wir nicht weiter darauf eingehen.
Vielmehr beschaftigen wir uns mit dem zusétzliche Fehler, der durch die Losung des
Systems der DGLen entsteht. Dieser ist wiederum von der Anzahl der Linien und der
Fehlertoleranzen des Losers abhéngig. Um grofStmogliche Effizienz zu erreichen, miissen
wir also versuchen, alle drei Fehler im Vergleich zu der Laufzeit moglichst schnell zu
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minimieren. Da wir bei den Methoden der PCE jedoch unterschiedliche Systeme ge-
wohnlicher DLGen 16sen, muss der Fehler fiir die selben Werte von L und den gleichen
Fehlertoleranzen nicht identisch sein.

Versuchsreihe:

Eingabeparameter: Standardbeispiel 2.

Das exakte Ergebnis haben wir mit der NIM mit p = 6, ¢ = 50, L = 400 und einer nied-
rigeren Fehlertoleranz, namlich tol,; = 107> und toly,,s = 1078, berechnet. Fiir den Er-

wartungswert erhilt man dann V = 0.107684 und fiir die Varianz Var = 7.155087-10~°.

1) Fir die NIM verwenden wir L = 200 und p = 4:

y q \ 5 \ 10 \ 15 \ 20 \ 25
€ans(B) [ 1181077 [1.22-107* [ 1.24-107* [ 1.24-107* [ 1.23 - 1074
erqe(Var) | 1.94-10° [ 551-1073 [ 5.78-107% [ 5.75-107° [ 5.80- 1073

Tabelle 4.10: Fehler fir Standardbeispiel 2 mit der NIM

2) Fiir die IM verwenden wir L = 200 und ¢ = 25:

\ P \ 1 \ 2 \ 3 4
€aps(E) |3.02-107° [ 4.01-107° [ 3.94-107° | 3.95-10°°
ere(Var) | 1.60-1072 [ 2.70-107% | 3.20-107% | 3.20- 1073

Tabelle 4.11: Fehler fiir Standardbeispiel 2 mit der IM

Auch wenn man die Anzahl der Stiitzstellen erhéht, dndert sich bei der NIM bzgl. der
Genauigkeit fast nichts, da der Fehler der GauB-Quadratur bereits ab ¢ = 10 gegen
0 konvergiert. Dieses Verhalten ist keine Besonderheit, sondern wurde schon bei den
européaischen Optionen beobachtet. Der verbleibende Fehler resultiert demnach vor allem
aus der numerischen Approximation der DGL. Die IM weist ab p = 3 &hnliches Verhalten
auf. Der kleinste Fehler des Erwartungswertes tritt bei p = 1 auf, was womoglich daran
liegt, dass sich zwei der drei Fehler gegenseitig neutralisieren. Die Konvergenz von vy
ist jedoch eindeutig erkennbar. Die hervorgehobenen Losungen weisen auf gleiche Werte
von p, ¢ und L fiir beide Methoden hin. Die Fehler unterscheiden sich deutlich. Daran
kann man erkennen, dass bei der IM der Fehler, der durch die numerische Losung der
DGLen erfolgt, verkleinert wird. Die Griinde hierfiir liegen wahrscheinlich darin, dass
das System gewohnlicher DGLen grofler ist und somit genauer berechnet wird. Um
beide Methoden bzgl. der Laufzeit vergleichen zu kénnen, erhéhen wir deshalb bei der
NIM die Fehlertoleranzen um eine Potenz auf tol,.; = 107* und tolys = 10~7. Fiir
die Werte L = 200, p = 4 und ¢ = 25 ist der absolute Fehler beim Erwartungswert
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4.2 ASIATISCHE OPTIONEN

€aps(F) = 1.89 - 107° und der relative Fehler bei der Varianz €, (Var) = 2.15-1073. Die
Methoden sind dadurch bzgl. des Laufzeitverhaltens besser vergleichbar.

4.2.2.5 Laufzeitvergleich der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Wir vergleichen nun die Laufzeiten der NIM und der IM fiir die beiden Standardbeispie-
le. Bei den européischen Optionen haben wir gezeigt, dass die Anzahl der Stiitzstellen
geniigend grof3 gewédhlt werden sollte, da sonst die Fehler exponentiell wachsen. Wir
haben allerdings auch gesehen, dass das Konvergenzverhalten von der Wahl der Ver-
teilung abhangt. Bei der Uniformen Verteilung waren die Fehler im Vergleich zu der
GauB-Verteilung bei der gleichen Anzahl an Stiitzstellen geringer. Deshalb benotigen
wir fiir die Uniforme Verteilung weniger Stiitzstellen. Wir haben fiir das Standardbei-
spiel 1 ¢ = 10 und fiir das Standardbeispiel 2 ¢ = 15 gewahlt. Bei der NIM wurden die
niedrigeren Fehlertoleranzen berticksichtigt.

Standardbeispiel 1 - q=10, L=200

Abbildung 4.11: Laufzeit der NIM und der IM fiir Standardbeispiel 1

Zeit

[ e L T R ¥ B« R B vt

Standardbeispiel 2 - =15, L=200

H NI
i )
1 2 3 4
P

Abbildung 4.12: Laufzeit der NIM und der IM fiir Standardbeispiel 2

Zeit

[= I R L - B
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Die Diagramme zeigen, dass keines der Verfahren wirklich effizienter ist. Beide Methoden
besitzen aufgrund der unterschiedlichen Berechnungsvorginge Vorteile. Generell ist bei
der Uniformen Verteilung die NIM womoglich effizienter, weil die Anzahl der Stiitzstel-
len nicht so grofl gewédhlt werden muss. Bei der GauB-Verteilung ist eine hohere Wahl
von ¢ aufgrund der langsameren Konvergenz ratsam. Deshalb empfiehlt sich hier eine
Anwendung der IM, bei der die die Hohe von ¢ keine Auswirkungen auf die Laufzeit hat.

Aus den Diagrammen kann auflerdem noch eine weitere Besonderheit abgeleitet werden.
Die Laufzeiten hangen diesbeziiglich auch von der Art der Verteilung ab. Wir haben zu
Beginn gezeigt, dass die Laufzeit der IM nicht von ¢ abhéngig ist. Die Werte in bei-
den Diagrammen unterscheiden sich jedoch, was nur auf die unterschiedliche Wahl der
Verteilung zurtickgefithrt werden kann. Ebenso hiangt die Laufzeit beider Verfahren von
dem Verhéltnis der Parameter a und b ab, da dadurch die DGLen verandert werden
und die Losungsdauer somit schwankt. Die Verhaltnisse zwischen den Zeiten der NIM
und der IM dndern sich aber nur bedingt, weswegen die bis hierhin gemachten Aussagen
Bestand haben.

4.2.2.6 Vergleich mit der Monte-Carlo Methode

Bei den européischen Optionen konnte man die MCM noch als Alternative zu der NIM
betrachten. Fiir asiatische Optionen werden wir sehen, dass der Unterschied in Anbe-
tracht der Effizienz zwischen der MCM und den Methoden der PCE extrem grof ist. Die
Laufzeit der MCM bei Standardbeispiel 1 mit L = 200, tol,; = 1072 und toly,s = 1076
kann fiir verschiedene Werte von M aus Tabelle 4.12 entnommen werden. Der Anstieg
der Laufzeit ist, wie bereits zu vermuten war, linear.

M 10* 5- 107 10° 10
Laufzeit 5.95 30.10 58.3 601.42
La“szeit 5.95-1072 | 6.02-1072 | 5.83- 1072 | 6.01 - 1072

Tabelle 4.12: Laufzeiten der MCM fiir Standardbeispiel 2

In Kapitel 4.2.2.2 haben wir ebenso bei der NIM einen linearen Laufzeitanstieg in Ab-
hingigkeit von g beobachtet. Diese Methode benétigt mit L = 200, tol.q = 1073,
tolgps = 107¢ (d.h. die NIM und die MCM konvergieren gegen den selben Options-
wert), p = 3 und ¢ = 100 6.03 Sekunden, also ungefihr genauso lang wie die MCM mit
M = 100. Grundsatzlich reichen aber 20 Stiitzstellen fiir hinreichend kleine Fehler. Wéahlt
man bei der MCM M = 20, so erhélt man fast sicher fiir den approximierten Erwartungs-
wert und die approximierte Varianz sehr ungenaue Werte. Die exakten Werte werden
mit der NIM mit p = 3 und ¢ = 100 berechnet. In Tabelle 4.13 werden einige Beispiele
aufgezeigt. Bei ¢ = 20 liefert die NIM e,5(E) = 4.08 - 1077 und €,(Var) = 5.57 - 107°,
wobei der zusédtzlich gemachte Fehler durch die numerische Berechnung der DGL aus
Vergleichsgriinden aufler Acht gelassen wird.
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M 20 20 20 20
cabs(E) | 352-107% | 1.87-10° | 4.76-1073 | 2.70- 103
erel(Var) |[4.95-10°7 | 3.94-10° " | 885102 | 2.24- 10!

Tabelle 4.13: Fehler der MCM mit M = 20 fiir Standardbeispiel 2

Da die IM mit der NIM in Punkto Effizienz vergleichbar ist, kann man behaupten,
dass die Methoden der PCE fiir komplexere Modelle wesentlich schneller als die MCM
konvergieren und praktisch bevorzugt verwendet werden sollten.
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5 Optionsbewertung mit zufalliger
Volatilitat und Zins

Im letzten Kapitel haben wir angenommen, dass die Volatilitdt o der einzigen Parame-
ter ist, der bei der Optionsbewertung vom Zufall abhangt. Der sichere Zinssatz r» wurde
hingegen als bekannter Wert vorausgesetzt. Im allgemeinen ist dies aber nicht der Fall,
da sich wéhrend der Laufzeit einer Option r verdandern kann (siche Abbildung 2.4). Um
ein besseres Modell zur Berechnung von Optionen zu erhalten, werden wir deshalb in
der Folge den sicheren Zinssatz ebenfalls als Zufallsvariable r(w) : @ — R bzgl. eines
Wahrscheinlichkeitsraumes (2, A, P) auffassen. In unsere Berechnungen gehen ab jetzt
also zwei Zufallsvariablen, namlich r und o, mit ein. Diese miissen aber grundsatzlich
nicht zu dem selben Wahrscheinlichkeitsraum gehoren, da die Entwicklung des Zinssat-
zes nicht direkt mit der eines Basiswertes zusammenhéangt. Wir definieren demnach zwei
unabhéngige Zufallsvariablen auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen. Fir die
Beschreibung des Zufalls verwenden wir wieder die Darstellung (2.9). Fiur die Zufallsva-
riable o : ©; — R, die zu dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Ay, P;) gehort, gilt

o(wy) =q1(&(wr)) = a1 + 016 (wy) mit g : R - R (5.1)

und fir die Zufallsvariable r : Qy — R, die zu dem Wahrscheinlichkeitsraum (g, Az, P»)
gehort, gilt
r(wa) = g2(§2(w2)) = ag + ba&a(ws) mit go : R — R. (5.2)

Die Parameter w; € ; und ws € 2y sind Zufallszahlen, & : € — R und & : €25 — R
Zufallsvariablen mit einer der acht festgelegten Verteilungen. Mit {2 bezeichnen wir den
Raum

Q = Ql X QQ (53)

und £ = (&1,&) ist der Vektor, der die Zufallsvariablen beinhaltet. Die zugehérigen
Dichten werden mit p; bzgl. & fiir ¢ = 1,2 bezeichnet. Die multidimensionale Dichte
erhalten wir fiir die unabhangigen Zufallsvariablen durch

pé) = HPz(fz) = p1(&1) - p2(&2)- (5.4)

Die Vorgehensweise unterscheidet sich in diesem Kapitel im Vergleich zum vorherigen
kaum. Wir gehen wieder zuerst auf europaische Optionen ein und beschreiben die An-
wendung der NIM auf diesen Typ. Das intrusive Verfahren wird nicht erlautert, weil wir
schon im Kapitel zuvor gezeigt haben, dass es fiir diesen Typ zu ineffizient ist. Anschlie-
Bend flihren wir numerische Untersuchungen durch. Danach folgt das gleiche Vorgehen
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5 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT UND ZINS

fiir die asiatischen Optionsscheine.

In Kapitel 4 galt die Annahme p = P aufgrund der Tatsache, dass wir lediglich ei-
ne Zufallsvariable hatten und die Dimension der PCE deswegen N = 1 war. Da wir
nun zwei Zufallsvariablen haben und somit N = 2 gilt, ist die Annahme hinfillig. Im
zweidimensionalen Fall lasst sich P mit Formel (3.30) aber auch leicht berechnen:

5.5
p!2! 2p-...-2-1 2 (5:5)

=1

Die Beschreibung der beiden Methoden erfolgt fiir kontinuierlichen Verteilungen. Die
Griinde fiir diese Entscheidung wurden zu Beginn des vierten Kapitels genannt.

5.1 Europadische Optionen

5.1.1 Nicht-intrusive Methode

Im Grunde gelten alle Annahmen, die bereits im Abschnitt 4.1 gemacht wurden. Die
Eingabeparameter andern sich jedoch situationsbedingt:

o Sy: Basiswert zur Zeit t = 0

e K: Ausiibungspreis

e T Laufzeit der Option

e a: Faktor aus g; (Volatilitit)

e by: Faktor aus g, (Volatilitat)

e ¢;: Anzahl der Stiitzstellen bei der GauB-Quadratur (Volatilitét)
e Verteilung;: Eine der acht Verteilungen (Volatilitét)

e ay: Faktor aus go (Zinssatz)

e by: Faktor aus go (Zinssatz)

e ¢o: Anzahl der Stiitzstellen bei der GauB-Quadratur (Zinssatz)
e Verteilungy: Eine der acht Verteilungen (Zinssatz)

e Optionsart: Put oder Call

p: Ordnung der PCE
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Der urspriinglich deterministische Optionswert V' (¢, S(t)) ist in diesem Kapitel von zwei
Zufallsvariablen abhangig. Folglich wird er als stochastischer Prozess mit

Vi[0,T] x RY x Q) x Qy — R (5.6)

oder .
V[0,7] x Rt x O — RY (5.7)
aufgefasst. Auch hier nehmen wir wieder V € Ly(Q) an. Die PCE besitzt die Darstellung

V(t,S(t), ) =S ui(t, S()Ti(6r, &) = > wilt, S(1))Ti(E). (5.8)
1=0 1=0

Mit ¥; werden die 2-dimensionalen OP bezeichnet. Wie diese bestimmt werden, wurde
in Abschnitt 3.2.1 gezeigt. Der Vektor @ = (wi, woy) besteht aus zwei Zufallszahlen bzgl.
Q =0y x Qy. Damit folgt:

V(t, S(t), w1, ws) = V(t, S(t),@). (5.9)

Wir berechnen wieder 0.B.d.A. den Optionswert zur Zeit ¢t = 0, d.h.

V O 507 7' sz 0 SO gl 52) (510)
1=0

Zur Erinnerung: Um den Erwartungswert Vo = E(V(0, Sy, -, -)) und die Varianz
Var(V(0,Sp,-,-)) zu berechnen, benétigen wir die Koeffizienten der PCE, die bei der

NIM mit
(V, W)

<\Iji7 qjl) 7
ermittelt werden. Die Anzahl der zu berechnenden Koeffizienten steigt im Vergleich zum

1-dimensionalen polynomiellen Chaos von p + 1 auf % an. Fur die Gleichung
(5.11) gilt im 2-dimensionalen Fall:

Jorean Jumea, V (0, S0, w1, wa) Wi(&1 (wr), &a(w2))dP(wr)dP(ws)
Jonea Junean Yi(61(w1), Sa(w2))dP(wy)dP(w,)

v =

i=0,...,P (5.11)

Ui(07 SO) =

_ ey Junea, V(0,50 wi, wa) Wi(§1(wi), E2(wa)) p1 (§1(wi)) p2(2(w2) )€1 dE,
Jonea Junea, Vi (€1(w1), Ea(w2))p1(&1(wr)) pa(Ea(ws))dérdés

(5.12)

i=0,...,P. Wir approximieren (5.12) mit der Gaufl-Quadratur. Mit dem Golub-Welsch
Algorithmus berechnen wir die Stiitzstellen z; := (z1,,..., 21, ) und x5 == (z9,,...,73,,)
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und die dazugehérigen Gewichte w; 1= (wy,,...,wy, ) und wy 1= (ws,,...,wy, ) bzgl.
den beiden ausgewéhlten Verteilungen. Die diskreten Werte fiir o(w; ) ergeben sich durch
oj = g1(w1,) = ay +biwy, fir j =1,..., ¢ und fir r(wy) durch r, = go(29,) = ag + byxy,

fir k=1,...,q2. Mit 0 := (01,...,04) € R™% und r := (ry,...,r,) € R"*2 erhalten
wir durch Anwendung des Kronecker-Produktes:

G = (F1,. Oqqy) = 0 @ 1179 (5.13)
Fo= (Flyee o Fgpq) = 17 @1, (5.14)
W = ('lI}l,...,'lIJql.qQ) :w1®w2, (515)
pi=(P1;- - Parar) = Pr(71) @ pa(2). (5.16)
Die deterministischen Optionswerte definieren wir in Vektordarstellung:
‘7 :(V<Oa SO> 01, Tl)? V<Oa 507 01, 7ﬂ2>7 ey V(Oa SOa 01, TQ2)a V(07 SO) g2, Tl)a
., V(0,80,02,74,), -, V(0,S0,04,7q,)) (5.17)

= (V(0, S0,61,71), V(0, S0, 02,72), ..., V(0,50 041-qu> Ta1-qu ) ) -

Der Vektor V hat ¢; - ¢o Eintrage, wobei V., den m-ten Eintrag liefert, d.h. fiir m = 2
erhdlt man V, = V/(0, So, z1,, 2,) = V(0, Sy, 2, 72). Gleichung (5.12) wird somit durch

AL T V{0, So, w1, o, ) Vi1, o, ) p1 (1) pa (2, )W wo,

glzl Z2:1 \Ijg(xlj ) ka)pl (x1j>p2 (‘er)wlj Wa,,

’Ui(o, S) =~

(5.18)
mai U2 pmim

approximiert. Die 2-dimensionalen OP ergeben sich aus dem Kronecker-Produkt von
zwei 1-dimensionalen OP, welche wiederum durch die Drei-Term-Rekursionsgleichung
berechnet werden kénnen. Wie diese dabei kombiniert werden miissen, findet man in
Abschnitt 3.2.1.

Algorithmus: NIM bei europiischen Optionen mit zufilliger Volatilitdt und
zufilligem Zins

0. Eingabewerte: Sy, K, T, ay, by, q1, Verteilung, as, bs, qo, Verteilungs, Opti-
onsart, p.

1. Berechne die Stiitzstellen z;, und die Gewichte w;; bzgl. der Verteilung; fir j =
1,...,q und die Stiitzstellen z5, und die Gewichte wy, bzgl. der Verteilung,
fir k =1,..., ¢ mit dem Golub-Welsch Algorithmus.
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2. Bestimme die Funktion 0; = g1(21,) = a1 + b171, und die Dichte p;;, = pi(x1,)
firj=1,...,q.

3. Bestimme die Funktion 7, = ga(z2;) = ag + by, und die Dichte po, = pa(z2,)
firk=1,...,¢.

4. Berechne die Vektoren &, 7, w, p mit Hilfe des Kronecker-Produktes.

5. Ermittle die multidimensionalen OP ¥; firi=0,...,Pundm=1,...,q1-¢
mittels des Kronecker-Produktes der 1-dimensionalen OP, welche tiber die Drei-
Term-Rekursionsgleichung bestimmt werden.

6. Berechne mit den Losungsformeln aus Abschnitt 2.3.2 ¢; - g2 Optionswerte
Vin = V(0, S0, G, 7o) fir m=1,...,q1 - ¢o.

7. Approximiere die Koeffizienten durch
’Iqﬁzqi qujimﬁmwm ~

w.
q1°92 \[;2 & m»
m=1 \Ijzmpm

v; R i=0,...,p. (5.19)

8. Gib den approximierten Erwartungswert vg und die approximierte Varianz

p q1-92
Var = v (Z \Iffmﬁmwm> (5.20)

i=1 m=1

aus.

Eine nachtrigliche Erhéhung der Ordnung der PCE von p auf p 4+ 1 ist auch im 2-
dimensionalen Fall sehr schnell durchfiihrbar. Es miissen lediglich die Schritte 5, 7 und
8 fir P+1,..., P+ p+ 2 ausgefiihrt werden. Die Hohe des Parameters ¢ hat fir N = 2
ebenso wie fiir NV = 1 keinen Einfluss auf die Genauigkeit des Erwartungswertes. Die
Laufzeit ist zwar hoher, als die im 1-dimensionalen Fall, sie betrégt auf dem verwendeten
Rechner aber immer noch weit weniger als 1 Sekunde mit gentigend hohen Werten von
p und gq.

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm eu2 pc_ni.m numerisch

umgesetzt.

5.1.2 Numerische Untersuchungen
5.1.2.1 Festlegungen

Die Festlegungen, die in Abschnitt 4.1.2.1 gemacht wurden, haben auch im 2-dimensionalen
Fall Bestand. In der Folge werden wir die Untersuchungen deshalb mit den Werten
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So =1, K = 0.8 und T = 1 fiir einen Call durchfithren. Die Volatilitit wird dem-
nach hauptséchlich auf dem Intervall I; = [0.2,0.4] vermutet. Unklar ist aber noch, aus
welchem Bereich der Zinssatz gewahlt werden sollte, sodass die Untersuchungen hin-
sichtlich der Anwendung der PCE moglichst viele neue Informationen enthalten. Dafiir
betrachten wir Abbildung 5.1.

Abbildung 5.1: Optionswert von européischen Optionen mit K = 0.8 in Abh. von ¢ und
r

Im rechten Bild ist die lineare Abhéngigkeit des fairen Optionspreises von dem sicheren
Zinssatz fiir alle dargestellten Volatilitdtswerte gut zu erkennen. Die Unterschiede in

E(V(0,50,05,7())) = V (0,50, 05, E(r(-))) (5.21)

bzw.

EWV(0,50,0(-),7(-))) = E(V(0,5,0(-), E(r(-)))) (5.22)

sind deshalb eher marginal. Beispielhaft nehmen wir ¢ als uniform verteilte Zufallsva-
riable auf dem Bereich I; = [0.2,0.4] und den Zins als Gauf3-verteilte Zufallsvariable mit
as = 0.1 und by = 0.02 an, d.h. 7(w) befindet sich hauptsachlich auf I, = [0.06,0.14].
Fir den Erwartungswert von r gilt dann E(r(-)) = 0.1. Die berechneten Optionswerte
sind:

1. NIM-N=2 :Vy= 0.2955221,
2. NIM-N=1 :Vy= 0.2955225,
Differenz : 0.0000004
rel. Differenz 1.35-1076.
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Dieses Beispiel zeigt auf, dass eine Veranderung des sicheren Zinssatzes von einer als
bekannt vorausgesetzten Grofie in eine Zufallsvariable zwar durchaus Sinn macht (wie
bereits in Kapitel 2 erlautert wurde), der faire Optionswert aber effizienter iiber die
Berechnung des Erwartungswertes der Zufallsvariable r erhalten werden kann. Wo sich
allerdings Unterschiede ergeben, ist bei der Grofie der Varianz:

1. NIM-N=2 :Var= 25715645 1074,

2. NIM-N=1 :Var= 1.1324179-107%,
Differenz : 1.4391466 - 1074,
rel. Differenz 0.5596386.

Wir werden die PCE im 2-dimensionalen Fall folglich trotzdem naher untersuchen, da
durch die Unterschiede in der Varianz der Zufallsvariablen V' schneller Risiken erkannt
werden konnen. Bei anderen Optionstypen spielt der Zinssatz zudem eine wichtigere
Rolle (z.B. Zinsderivate, siche [11]), weshalb ein linearer Zusammenhang zwischen dem
fairen Optionswert und der Hohe der Zinsen nicht automatisch vorausgesetzt werden
kann.

Die Standardbeispiele sind in diesem Abschnitt:

1.S=1 K =08 T =1, ap = 0.2, by = 0.2, Verteilung;: Uniform, ay = 0.06,
by = 0.08, Verteilungsy: Uniform, Optionsart: Call.

2.89=1,K=08,T=1,a; =0.2, by = 0.2, Verteilung;: Uniform, ay = 0.1, by = 0.02,
Verteilungsy: Gaufl, Optionsart: Call.

5.1.2.2 Konvergenz der nicht-intrusiven Methode

Zu Beginn tiberpriifen wir im 2-dimensionalen Fall, wie das Verhéltnis von der Anzahl der
Stiitzstellen der Gau3-Quadratur ¢ - g2 zu der Ordnung der PCE p gewahlt werden sollte.
Wir setzen ¢; = ¢» voraus. In den Abbildungen 5.2 und 5.3 ist der Zusammenhang zum
1-dimensionalen Fall (siche Abbildungen 4.2 und 4.4) deutlich zu erkennen. Es empfiehlt
sich, um moglichst kleine Fehler zu erhalten,

p << qpund p << @9

zu setzen.
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V0 - GauB V0 — Uniform

0 15 9,=9,

Abbildung 5.2: Absoluter Fehler des Erwartungswertes fiir die Standardbeispiele in Abh.
von p und ¢; = ¢

Var - GauB Var — Uniform

Abbildung 5.3: Relativer Fehler der Varianz fiir die Standardbeispiele in Abh. von p und
q1 = g2
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Nun gehen wir, ahnlich wie bei der Optionsbewertung mit zufélliger Volatilitit, nochmals
auf die Konvergenz der Varianz in Abhangigkeit der Koeffizienten ein. Diese werden mit
p = 2 fiir Standardbeispiel 1 in Abbildung 5.4 dargestellt.

--;;is‘;Qi“({\‘

oo
5.l .
0.5 0
K 15 1 T
x10°° x 107

Abbildung 5.4: Koeffizienten der PCE fiir Standardbeispiel 1 in Abh. von K und T

’ Koeffizienten H V1 \ Vg \ U3 \ o \ Vs ‘
max |v;| 3.97-10721239-1072 | 3.23-10° | 3.14-107% | 5.32-10~*
max ]vi|2 (U2) || 5.26-107* | 1.90-107* | 2.08-107% | 1.10-107° | 5.68-10~®

Tabelle 5.1: Koeffizienten und Summanden fiir Standardbeispiel 1

Die Varianz konvergiert in Abhéngigkeit der Ordnung p im 2-dimensionalen Fall dhnlich
schnell wie im 1-dimensionalen Fall (siche Tabelle 4.4). Falls man fiir Standardbeispiel
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1 die Werte ay = 0.1 und by = 0 setzt, so erhalten wir die gleichen Koeffizienten wie in
Abbildung 4.7, jedoch sind diese nun verschoben. Die Werte v; und v3 sind in Abbildung
4.7 v; und vy. Die Koeffizienten vs, v4 und vs sind eigentlich alle gleich 0. In den Plots
treten aber minimale Rundungsfehler auf.

’
T 015 K

Abbildung 5.5: Koeffizienten der PCE fiir Standardbeispiel 1 in Abh. von K und T mit
ar =0.1und by =0

Grundsatzlich kann man die erzielten Ergebnisse des 1-dimensionalen Falls auf den 2-
dimensionalen iibertragen. Die Gesamtzahl der Stiitzstellen und die Anzahl der Sum-
manden der PCE miissen aber erhoht werden, um die gleiche Fehlergenauigkeiten zu
erhalten. Diese Tatsachen werden sich speziell bei den asiatischen Optionen im Laufzeit-
verhalten extrem widerspiegeln.
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5.1.2.3 Vergleich mit der Monte-Carlo Methode

Die Laufzeit der MCM fir zufallige Volatilitat und zuféalligem Zins &ndert sich im Ver-
gleich zum 1-dimensionalen Fall fast nicht. Jedoch sind die Fehler bei dem Erwartungs-
wert und bei der Varianz fiir die gleiche Anzahl an gezogenen Zufallszahlen M aufgrund
der héheren Varianz wahrscheinlich grofler, siehe Abbildung 5.6.

x 10
0.296 - ; - ; 2.68
266
0.2958
264
2.62 ]
0.2956 ]
=L 26 1
> 0.2954 . 8 258 .
W\««-\N’V
2.56 d
0.2952 ]
254 ]
252
0.295
25
0.2948
0 2 4 8 8 10 0 2 4 8 8 10

Abbildung 5.6: MCM fiir Standardbeispiel 1

Die NIM benotigt mit ¢ = g2 = 20 und p = 4 0.01 Sekunden. Bei der MCM erreicht
man diese Laufzeit bei M = 10000 Zufallszahlen. Dabei liefert die NIM aber fast sicher
exaktere Werte.

5.2 Asiatische Optionen

Wir beschreiben bei den asiatischen Optionen mit zufalliger Volatilitat und zufalligem
Zins beide Methoden.
Als Eingabeparameter benotigen wir:

e Sy: Basiswert zur Zeit t =0

e T': Laufzeit der Option

ar: Faktor aus ¢; (Volatilitét)

by: Faktor aus g; (Volatilitat)

¢1: Anzahl der Stitzstellen bei der GauB-Quadratur (Volatilitat)
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ay: Faktor aus go (Zinssatz)

by: Faktor aus gy (Zinssatz)

¢2: Anzahl der Stitzstellen bei der GauB-Quadratur (Zinssatz)
e Verteilung: Eine der acht Verteilungen

e p: Ordnung der PCE

e [: Anzahl der Linien bei der Linienmethode

Der Optionswert V' (t,.S(t), I(t)) ist von zwei Zufallsvariablen, ndmlich o(w;) und r(ws)
abhangig und wird deshalb selbst als stochastischer Prozess mit

V[0, 7] x RY x R x Q) x Oy - R (5.23)

aufgefasst. Nach der aus numerischer Sicht hilfreichen Transformation (siche Abschnitt
2.4) mit

V(t, S(t),1(t) = S(t)ult, y(t)) (5.24)
verwenden wir in der Folge den stochastischen Prozess auf dem eingeschrinkten Intervall
u:[0,T] x [0,C] x Q; x Qy — R, (5.25)

bzw. i
w:[0,T] x [0,C] x Q@ — R". (5.26)

Mit der Annahme V' € Ly lasst sich die PCE als
u(t,y(t), ") = ZW(@ S(t)W¥i(&1, &) (5.27)
=0

mit den 2-dimensionalen OP U, darstellen. Wir berechnen den fairen Optionswert 0.B.d.A.
zur Zeit t = 0, d.h.

u(0.0,.) = 3 00, 0)0,(61.&2). (5.25)

=0

5.2.1 Anwendung der polynomiellen Chaosentwicklung
5.2.1.1 Nicht-intrusive Methode

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dass sich die NIM fiir européische Optionen nur gering-
fiigig von der NIM fiir asiatischen Optionen unterscheidet. Dieser Sachverhalt &ndert sich
mit der Erhéhung der Dimension auf N = 2 nicht. Der einzige Unterschied tritt bei der
Berechnung der deterministischen Werte von V' bzw. u auf. Diese werden auch hier mit
der Linienmethode gelost. Mit @, = u(0,0, &,,, 7, ) bezeichnen wir die Werte fiir 4, und
Tm, M = 1,...,q1 - ¢2. Den Erwartungswert erhalten wir durch Vo = E(V(0, Sy, -, ")) =
SoE(u(0,0,+,+)) und die Varianz durch Var(V (0, Sy, -,-)) = SgVar(u(0,0,,-)).

92



5.2 ASIATISCHE OPTIONEN

Algorithmus: NIM bei asiatischen Optionen mit zufilliger Volatilitit und
zufalligem Zins

0. Eingabewerte: Sy, T', a1, by, q1, Verteilungy, as, bs, g2, Verteilungs, p, L.

1. Berechne die Stiitzstellen 1, und die Gewichte w;, bzgl. der Verteilung; fiir j =
1,...,q und die Stiitzstellen x5, und die Gewichte wy, bzgl. der Verteilung,
fuirk =1,..., g mit der GauB-Quadratur mit dem Golub-Welsch Algorithmus.

2. Bestimme die Funktion o; = g1(21,) = a1 + b171, und die Dichte p;; = pi(xy,)
firj=1,...,¢.

3. Bestimme die Funktion 7, = ga(z2;) = ag + by, und die Dichte pa, = pa(z2,)
firk=1,...,¢.

4. Berechne die Vektoren &, 7, w, p mit Hilfe des Kronecker-Produktes.

5. Ermittle die multidimensionalen OP ¥, firi=0,...,Pundm=1,...,¢1-¢
mittels des Kronecker-Produktes der eindimensionalen OP, welche iiber die
Drei-Term-Rekursionsgleichung bestimmt werden.

6. Berechne mit der Linienmethode aus Abschnitt 2.4.2 q, - ¢ Werte ,, =
(0,0, 0, Tm) firm=1,..., ¢ - ¢o.

7. Approximiere die Koeffizienten durch

q1°92 ;2 & ?
m=1 \Ilimpm

v; A i=0,...,p. (5.29)

8. Gib den approximierten Erwartungswert Syvy und die approximierte Varianz

p q1°q2
Var ~ S§ <Z vi( > \I/?mﬁmu?m)> (5.30)

i=1 m=1

aus.

Der Grofiteil der Laufzeit der NIM fiir zuféllige Volatilitat bei asiatischen Optionen re-
sultierte hauptsachlich aus der Berechnung der Werte u; fir ¢ = 1,...,¢. Um diese zu
erlangen, musste ¢ Mal ein System gewohnlicher DGLen mit L Linien gelost werden. Bei
der Anwendung der NIM auf asiatische Optionen mit zufélliger Volatilitdt und zufélli-
gem Zins treten zusatzliche Berechnungen, wie die Ermittlung der Werte w auf, fiir die
das Kronecker-Produkt benotigt wird. Diese fallen im Vergleich zur Gesamtlaufzeit aber

93



5 OPTIONSBEWERTUNG MIT ZUFALLIGER VOLATILITAT UND ZINS

sehr gering aus, was wir aus der NIM fiir europédische Optionen mit zufélliger Volatilitat
und zufélligem Zins erkennen kénnen. Dort wurden diese Berechnungen némlich eben-
falls durchgefithrt und die Gesamtlaufzeit betrug trotzdem weniger als 1 Sekunde. Bei
der in diesem Abschnitt geschilderten Methode erhoht sich die Laufzeit jedoch um ein
Vielfaches im Vergleich zu der mit N = 1. Man muss letztendlich anstatt ¢ Systeme mit
L gewohnlichen DGLen, ¢; - ¢o Systeme mit L gewohnlichen DGLen 16sen. Grundsétzlich
kann man davon ausgehen, dass bei gleicher Verteilung die Werte ¢ = ¢1 = ¢» gewéahlt
werden miissen, um die selbe Fehlergenauigkeit zu erreichen.

5.2.1.2 Intrusive Methode
Bei der IM ist der Ansatzpunkt des Verfahrens bei der partiellen DGL

ou ou 1 0%u
1 — 4 T 5220 0 t<T 31
8t+( ry)ay—i—Qayayz 0, y>0,0<t< (5.31)
mit der Endwert
w(T,y)=(1—-y/T)". (5.32)

gegeben. Die Gleichung (5.31) schreiben wir in diesem Kapitel zur einfacherer Erldute-
rung in
ou  Ou ou 1 , ,0%
E+a—y—rya—y+§ay a—yQ
um. Wir ersetzen die Zufallsvariablen o durch g; und r durch g,. Mit der verkiirzten

PCE

=0, y>0,0<t<T (5.33)

P
u(t (1), ) = 3wt y() Vi, &) (5.34)
=0
erhalten wir
P v, P v P Ou. 2 P o2,
Z\Iji “;[li — L \I]z g i 2\Ifi _ ’ £ 35
;at +Z§)8y yizo oy %2 +2§8y291 e(p, u) (5.35)

Mittels des Galerkin-Verfahrens (siehe (4.40)) ergibt sich fiir unser System

ov, Oy P ov; (U0 2 L 0% (gP0,0)
_ a AT T e t<T .
5 T By yzay @y T 223y2 @y =0 y>0 0<t< (5.36)

i=0 =0

fir [ =0,..., P. Die Zufallsvariablen werden durch die inneren Produkte in determinis-
tische Werte umgewandelt. Wir erhalten also ein Endwertproblem mit (P +1) partiellen
DGLen. Wir fithren zwei Hilfsmatrizen By € REHDX(P+H1) i

CAAD
By, = (5.37)
l (W?)
und B, € R(P+1)><(P+1)
(g2 ¥7)
B, = (5.38)
: (W7)
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firi=0,...,Pund [ = 0,..., P ein, welche in den Programmen numerisch berechnet
werden. An den Randbedingungen (4.44) und (4.45), die wir bei der IM fiir asiatische
Optionen mit zuféalliger Volatilitdt verwendet hatten, muss lediglich p durch P ersetzt
werden. Der Endwert gilt nur fir vy:

vw(T,y)=01-T/y)*, v(T,y)=01=1,...,P. (5.39)

Erneut wird die Linienmethode zum Losen des Systems partieller DGLen angewandst.
Wir miissen ein System gewohnlicher DGL mit L(P + 1) Gleichungen 16sen. Die Hilfs-
variablen z : [0, 7] — RY*+Y definieren wir in diesem Kapitel durch

2;(t) =wult,y;), t€[0,T],1=0,...,P, j=0,...,L—1 (5.40)
Die Anordnung fiir z ist:
2= (2005 21,05 - - s P05 20,15 + - s ZP.L—2, 2PL-1)- (5.41)

Die Matrix A (siehe (2.57)) spalten wir diesmal in drei Matrizen auf:

3 4 1
1 0 -1 0
1 1 0 -1
A = — 5.42
=5 (542)
0 1 0 -1
1 0
0 0 0
-1 0y 0
1 —y2 0 Y2
Ay — 5.43
=5 (5.43)
0 —YrL—2 0 Yr—2
—Yr—1 0
0 0 0
—y; 2y%2 —yQ% ) 0
1 —Y3 2Y5 Y3
Ay = — 5.44
s = 57 o | (5.44)
0 —y%—z 29%2—2 —CUQ%—2
—Yr-1 291

Mit Aq, A, A3 und z kénnen wir durch Anwendung des Kronecker-Produktes das System

d
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erstellen, welches unser Problem mit denm gegebenen Endwert (5.39) 16st. Die Koeffizi-
enten der PCE findet man in z:
Ui<07 O) = 2,0 (546)

fiir i =0, , P.

Algorithmus: IM bei asiatischen Optionen mit zufilliger Volatilitat und zu-
falligem Zins

0. Eingabewerte: Sy, T', ay, by, q1, Verteilung, as, ba, qo, Verteilungs, p, L.

1. Berechne die Stiitzstellen 1, und die Gewichte wy, bzgl. der Verteilung; fiir j =
1,...,q und die Stiitzstellen x5, und die Gewichte wy, bzgl. der Verteilung,
fuirk=1,..., ¢ mit der GauB-Quadratur mit dem Golub-Welsch Algorithmus.

2. Bestimme die Funktion o; = g1(21,) = a1 + b171, und die Dichte p; = pi(x1,)
fir g =1,...,q.

3. Bestimme die Funktion 7 = g2(22;) = ag + by, und die Dichte pa, = pa(z2,)
firk=1,...,¢.

4. Berechne die Vektoren &, 7, w, p mit Hilfe des Kronecker-Produktes..

5. Ermittle die multidimensionalen OP ¥, firi=0,...,Pundm=1,...,¢1 ¢
mittels des Kronecker-Produktes der eindimensionalen OP, welche tiber die
Drei-Term-Rekursionsgleichung bestimmt werden.

6. Berechne die Matrizen B; (5.37) und B, (5.38).
7. Bestimme die Matrizen A; (5.42), Ay (5.43) und Az (5.44).

8. Verwende die Linienmethode um das System gewohnlicher DGLen %z = (A®
I+ Ay ® By + A3 ® By)z mit dem Endwert (5.39) zu 16sen.

9. Lese die approximierten Koeffizienten mit Formel (5.46) aus.
10. Gib den approximierten Erwartungswert Syvy und die approximierte Varianz

p q1-92
Var ~ S; (Z vi( Y qfﬁmpmwm)> (5.47)

=1 m=1

aus.

Der Algorithmus ist auf der beiliegenden CD in dem Programm as pc i.m numerisch
umgesetzt.
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5.2.2 Numerische Untersuchungen
5.2.2.1 Festlegungen

Wir gehen abschliefend noch auf die Numerik von asiatischen Optionen mit zufalliger
Volatilitat und zufélligem Zinssatz ein. Die bereits bei den européischen Optionen er-
haltenen Ergebnisse hinsichtlich der Wahl von p und ¢ kénnen gréfitenteils tibernommen
werden. Die festgesetzten Werte bleiben gleich, d.h. Sy = 1 und 7' = 1. Fiir asiatische
Optionen ist ebenfalls eine lineare Entwicklung des Optionswertes in Abhédngigkeit des
Zinssatzes in Abbildung 5.7 zu erkennen. Wie bei den européischen Derivaten bereits
gezeigt wurde, konnte man alternativ den Erwartungswert F(r(-)) berechnen und mit-
tels der 1-dimensionalen PCE bzgl. der zufélligen Volatilitdt dhnliche gute Ergebnisse
erlangen.

0.25

Abbildung 5.7: Optionswert von asiatischen Optionen in Abh. ¢ und r

Bei asiatischen Optionen entsteht jedoch noch ein weiteres Problem. Da sich die Zufalls-
betrachtungen nur in sehr geringem Ausmaf} unterscheiden, missten wir um zusétzliche
Informationen zu erhalten, das System gewohnlicher DGLen auch auf diese Genauigkeit
losen. Bei europédischen Optionen, fiir die ohne Probleme exakte Ergebnisse berechnet
werden konnten, lag der Unterschied zwischen

E(V(0,80,0,05,7(-)) = V (0, S, 0,0, E(r(-))) (5.48)

bei 1077, d.h. wir miissten die Toleranzen des Losers und die Anzahl der Linien ex-
trem verbessern. Angesichts der kleinen Unterschiede ist dieses Vorgehen wenig sinnvoll.
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Trotzdem erhalten wir auch bei asiatischen Optionen hinsichtlich der Varianz Unter-
schiede. Als Beispiel nehmen wir ¢ als uniform verteilte Zufallsvariable auf dem Inter-
vall I; = [0.3,0.5] und r als GauB-verteilte Zufallsvariable mit ay = 0.1, by = 0.02 und
E(r(-)) =0.1 an:

1. NIM-N=2 :Var= 1.2046798-107%,
NIM-N=1 :Var= 9.5785377-1075,
Differenz : 2.4682603 - 10~°
rel. Differenz 0.20488948.

Die Standardbeispiele definieren wir in diesem Kapitel wie folgt:

1. a; = 0.3, by = 0.2, Verteilung;: Uniform, as = 0.06, by = 0.08 , Verteilungs:
Uniform.

2. a; = 0.3, by = 0.2, Verteilung;: Uniform, ay = 0.1, by = 0.02 , Verteilung,: GausB.

5.2.2.2 Konvergenz der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Wir gehen nicht mehr so ausfiihrlich auf die Konvergenz der einzelnen Methoden wie
im 1-dimensionalen Fall ein, da sich von den Grundaussagen nichts dndert. Wir zeigen
an Standardbeispiel 2, dass die bereits bekannten Erkenntnisse noch giiltig sind. Das
exakte Ergebnis wurde mit der NIM und ¢; = ¢, = 25, p = 4, L = 400, tol,, = 107
und toly,s = 1078 berechnet. Fiir den Erwartungswert erhélt man 1, = 0.107688 und fiir
die Varianz Var = 1.2044908 - 10~*:

1) Fir die NIM verwenden wir L = 200 und p = 4:

[a=¢ | 5 ] 10 [ 15 [ 20 [ 25
eabs(E) [1.22-107[1.20-107[1.20- 10~ [1.20-10~* [ 1.20 - 10~*
era(Var) | 1.16-10° [6.39-10~° [ 6.50-10~% | 6.49- 105 [ 6.48 - 103

Tabelle 5.2: Fehler fiir Standardbeispiel 2 mit der NIM

2) Fiir die IM verwenden wir L = 200 und ¢; = g9 = 25:

v | 1 [ 2 [ 3 | 14
€ars(E) | 1.75-107° [ 1.81-10° | 1.79-10° | 1.79 - 10~°
ere(Var) | 8861073 | 7.83-10° | 1.58-10~% | 1.59 - 104

Tabelle 5.3: Fehler fiir Standardbeispiel 2 mit der IM

Bei den hervorgehobenen Werten sind beide Parameter gleich. Erneut sind hohe Un-
terschiede bei den Fehlern zwischen den einzelnen Methoden ersichtlich. Wir erhohen
folglich die Toleranzen fiir die Laufzeituntersuchungen bei der NIM um eine Potenz.
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5.2.2.3 Laufzeitvergleich der Methoden der polynomiellen Chaosentwicklung

Wir setzen in diesem Abschnitt wieder ¢ = ¢ = ¢. Bevor wir ndher auf die Laufzeit
direkt eingehen, betrachten wir zwei Abbildungen:
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Abbildung 5.8: Anzahl der Stitzstellen der NIM
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Abbildung 5.9: Anzahl der Linien bei der IM

Die Laufzeit der NIM war fiir N = 1 linear von der Anzahl der Stiitzstellen abhéngig. In
Abbildung 5.8 ist dies grafisch veranschaulicht. Des weiteren kann man aber erkennen,
dass fir N = 2 die Anzahl der Stiitzstellen exponentiell anwéchst, was sich in dieser
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Form auch auf die Laufzeit auswirkt. Bei der IM ist ahnliches Verhalten fiir p abzulesen.
Da die Laufzeit aber ohnehin mit der Anzahl der Gleichungen exponentiell wéchst (siche
Kapitel 4) und nun auch noch die Anzahl der Gleichungen exponentiell von p abhéngt,
erhalten wir fiir hohe Ordnungen horrende Laufzeiten. In den Abbildungen 5.10 und
5.11 ist dieses Verhalten veranschaulicht.

Standardbeispiel 1 - q1=q2=10, L=200

" B

Zeit 30
NI

20 i

10

Abbildung 5.10: Laufzeit der NIM und der IM fiir Standardbeispiel 1

Standardbeispiel 2 - q1=q2=15, L=200

N _ B

Zeit 30
m NI

207 m

10

Abbildung 5.11: Laufzeit der NIM und der IM fiir Standardbeispiel 2

Man sollte also speziell bei der IM die Ordnung der PCE nicht zu hoch wahlen. Diese
ist im Normalfall aber auch nicht notig, da bereits bei p = 2 (siehe Tabelle 5.3) relativ
gute Ergebnisse erzielt werden.

5.2.2.4 Vergleich mit der Monte-Carlo Methode

Der Vergleich mit der MCM wird in diesem Abschnitt nicht mehr explizit durchgefiihrt.
Bereist in der Sektion 4.2.2.6 haben wir gezeigt, dass die Laufzeit der MCM mit M
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Zufallszahlen mit der, der NIM mit ¢ Stiitzstellen ungefahr tibereinstimmt. Nehmen wir
an, dass wir maximal 25 Stiitzstellen pro Integral verwenden, dann diirften wir bei der
MCM maximal 625 Zufallszahlen ziehen. Die Fehler sind dabei wieder wesentlich grofier.

5.3 Schlussfolgerungen

In der nachfolgenden Tabelle sind Vor- und Nachteile der beiden Methoden der PCE
nochmals tibersichtlich dargestellt:

’ H NIM ‘ IM

++ Schnelle Berechnung | ++ Fehler bei Berechnung
bei einfachen Modellen | der DGL werden reduziert
moglich

Vorteile || + Erhohung der Ordnung | + Laufzeit unabhéngig von
der PCE  nachtraglich | der Anzahl der Stiitzstellen
schnell durchfithrbar bei der GauB-Quadratur
+- Relativ schnelle Konver- | + Schnelle Konvergenz bei
genz bei komplexen Model- | komplexen Modellen
len
- Laufzeit wéachst im N- | — Laufzeit wéchst im N-
dimensionalen Fall abh. von | dimensionalen Fall abh. von
q exponentiell schnell an p exponentiell schnell an

Nachteile

- Fehler extrem von der
Anzahl der Stutzstellen der
GauB-Quadratur abhangig

- Bei einfachen Modellen
nicht immer effizient an-
wendbar

Tabelle 5.4: Ubersicht iiber Vor- und Nachteile der NIM und der IM
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde mit der PCE ein sehr effizientes Verfahren zur Berticksichti-
gung von Unsicherheiten in mathematischen Modellen erldutert. Angewendet wurde sie
schliellich auf die in Kapitel 2 beschriebenen européaischen und asiatischen Optionen, in-
dem die sonst als bekannt vorausgesetzten Eingabegrofien Volatilitat und sicherer Zins-
satz als Zufallsvariablen aufgefasst wurden. Durch diese Veranderung konnte eine der
realitdtsverzerrenden Annahmen, die im Black-Scholes-Modell gemacht wurden, abge-
schwicht werden. Besonders fiir die asiatischen Optionen wurden bei den Methoden der
PCE enorme Laufzeit- und Konvergenzvorteile gegeniiber der bekannteren MCM aufge-
zeigt. An dieser Stelle sollte noch angemerkt werden, dass bei sehr vielen Optionsarten,
die hier nicht ndher behandelt wurden, der faire Optionswert durch Losung einer DGL,
dahnlich wie bei den asiatischen Optionsscheinen, erhalten werden kann. Ein Beispiel fiir
solch ein Derivat wire durch eine Power-Option (siehe [11]) gegeben. In diesem Fall kon-
nen dhnlich signifikante Unterschiede zwischen der NIM bzw. IM und der MCM erwartet
werden.

Sowohl fiir europaische als auch fiir asiatische Optionen erwies sich speziell die Er-
weiterung der Modelle im Hinblick auf die zuféllige Volatilitdt als niitzlich, da man
dadurch neue Informationen bzgl. des fairen Optionswertes erhélt. In Kapitel 5 wurde
das 2-dimensionale Chaos mit Bezug auf die zuféllige Volatilitdt und dem zufalligem
Zinssatz erlautert. Dabei wurde bei den numerischen Untersuchungen deutlich, dass die
zuséatzlichen Informationen, die man durch die Erweiterung auf dem zufilligem Zins-
satz erhélt, nicht so weitreichend, wie die der Erweiterung auf die zufillige Volatilitét,
sind. Nichtsdestotrotz zeigten die numerischen Ergebnisse im mehrdimensionalen Fall
sogar noch groffere Unterschiede in der Lange der Laufzeit zwischen den Methoden der
PCE und der MCM auf. Bei anderen, komplexeren Optionstypen benotigt man ohne-
hin mehrere Zufallsvariablen. Die Basket-Optionen sind beispielsweise von nicht nur von
einem Basiswert abhingig, d.h. in die Berechnung gehen bereits mehrere verschiedene
Volatilitatskennzahlen ein, die folglich alle als Zufallsvariablen betrachtet werden kon-
nen. Speziell bei solchen Optionstypen ist die Anwendung des multidimensionale Chaos
sinnvoll.
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A Anhang

A.1 Inhalt der CD-ROM

Die beiliegende CD-ROM ist in sechs Verzeichnisse unterteilt, wobei darin die Diplom-
arbeit als PDF und die in dieser Arbeit erlauterten Algorithmen als MATLAB-Codes zu
finden sind. Zudem werden einige Programme, die zum erstellen der Grafiken verwendet
wurden, bereitgestellt.

] Ordner ‘ File ‘ Beschreibung ‘
Diplomarbeit | Diplomarbeit.pdf Komplette Ausfertigung der Di-
plomarbeit im PDF-Format
bs.m
eu_mc.m
- . Alle  notwendigen MATLAB-
eu_pc_ni.m )
. Codes zur Berechnung des fairen
Gausshermite.m . )
EU Optionswertes und der Varianz
Gausslaguerre.m . . .
fir européische Optionen mit
Gausslegendre.m - e
zufélliger Volatilitat
zZv_mc.m
Zv_pc.m
as_mc.m
as_pc_i.m
as_pc_ni.m Alle notwendigen MATLAB-
func.m Codes zur Berechnung des fairen
AS Gausshermite.m Optionswertes und der Varianz
Gausslaguerre.m fiir asiatische Optionen mit
Gausslegendre.m zufélliger Volatilitat
zZv_mc.m
ZvV_pc.m
bs.m
eu2 mc.m '
eu2 mc2.m Alle notwendigen MATLAB—
eu2 pc_ni.m Codgs zur Berechnung des fa}ren
EU2 Causshermite.m (?ptlonsw.e.z'rtes und . der Va.rlanz
Gausslaguerre.m flnlr .europalschfe nOpt10nen mlt Zu-
Gausslegendre.m fa'lhger Volatilitat und zufélligem
Zv_mc.m Zins
Zv_pc.m
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as2 mc.m

as2 _pc_i.m
as2_pc_ni.m
func.m

AS2 Gausshermite.m
Gausslaguerre.m
Gausslegendre.m

Alle notwendigen MATLAB-
Codes zur Berechnung des fairen
Optionswertes und der Varianz
fiir asiatische Optionen mit zu-
falliger Volatilitat und zufélligem

ZV_mc.m Zins

ZV_pc.m

koeffizienten.m

koeffizienten2.m

plot_eu_mc_pc_2.m Programme zur Erstellung einiger
Plot plot_eu2 mc_pc_2.m Grafiken. Zur Anwendung die ein-

plot_wiener.m gefligten Kommentare beachten

verteilung ew_var_fehler.m
verteilung? ew_var_fehler.m

Tabelle A.1: Uberblick iiber den Inhalt der CD-ROM

Die in der Arbeit erwdhnten M-Files sind die Ausgangsprogramme, in die die Daten
eingegeben werden. Die restlichen Funktionen sind Unterprogramme, die bei Bedarf auf-
gerufen werden.

Bemerkungen zu den M-Files:

e Der Anfang as bzw. eu weist auf die Optionsart hin.
e Die 2 dahinter impliziert zufallige Volatilitdt und zufalligem Zins.
e Nach  wir die Berechnungsweise angegeben: mc steht fiir MCM und pc fiir PCE

e Nach _ folgt bei der polynomielle Chaosentwicklung die Angabe der Methode: i
steht fiir intrusiv und ni fiir nicht-intrusiv.

e Die Files, die mit Gauss beginnen, liefern die Stiitzstellen und Gewichte der Gauf3-
Quadratur, mit der das File endet. Sie werden von der Funktion zv_pc.m aufge-
rufen.

e Die Funktion bs.m gibt den Black-Scholes Wert zurtick.
e func.m ist eine Hilfsfunktion fir den Loser ode23s.

e zv_mc.m berechnet Zufallszahlen und wird von den Files, die die MCM verwenden,
aufgerufen.

e Die Funktion zv_pc.m liefert die Stiitzstellen und die Gewichte der Gaufl-Quadratur,
die angepasste Dichte und die 1-dimensionalen OP fiir die Programme der PCE.

106



A.2 HINWEISE ZU DEN PROGRAMMEN

A.2 Hinweise zu den Programmen

1.

Die Ausgangsprogramme haben alle die gleiche Struktur. Sie sind in MATLAB
als Funktionen programmiert, die durch Aufruf im Command Window gestartet
werden. Den fairen Optionswert und die Varianz einer européischen Option mit
zufilliger Volatilitdt erhédlt man beispielsweise durch:

[VO,Var] = as_pc_ni(T,a,b,Verteilung,q,p,L)
Die Variablen sind wie in den zugehorigen Algorithmen definiert. Diejenigen, die

nicht im Funktionsaufruf direkt stehen, konnen in den Programmen selbst geédndert
werden:

17 S
18 r

Die Toleranzen des Losers miissen auch in den Programmen festgelegt werden:

53 options = odeset(’JConstant’,’on’, RelTol’ ,1e—3,’ AbsTol’ ,1e—6);

Bei europédischen Optionen kann man fiir die Variable Put_Call entweder 'Put’
oder ’Call’ eingeben.

Fir die Eingabe der Verteilung hat man folgende Wahlmoglichkeiten:

- 'Gaufl’ - 'Uniform’

- '‘Beta’ - 'Gamma’

- '‘Binomial’ - 'Poisson’

- 'Hypergeometrisch’ - 'Negativbinomial’

Zudem kann man durch einkommentieren, d.h. man loscht %, die Koeffizienten
ausgeben:

75 % display(v)

Die Parameter der Verteilungen sind in den Files zv_mc.m und zv_pc.m definiert.
Sie missen in beiden Files geandert werden. Fiir die Betaverteilung findet man sie
beispielsweise bei:

Zv_mc.m

20 alpha = 3;
21 bet = 1;

zZv_pc.m

59 alphad = 3;
60 Dbetad = 1;
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