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Kapitel 1

Einleitung

Die Arbeit beschéftigt sich mit der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen
(PDGL). Dafiir gibt es mehrere Verfahren. Hier wird auf das “Finite Differenzen”-Verfahren
im R? eingegangen. Wihrend diese Methode auf “einfachen” Gebieten — wie zum Beispiel
einem Rechteck — leicht zu implementieren ist, wird es bei “schwierigeren” Gebieten zu-
nehmend unangenehmer. Hier werden vorwiegend die “unangenehmen” Gebiete untersucht.
Praktisches Kernstiick dieser Arbeit ist ein “Gittergenerator”, der zunéchst ein Gitter auf
einem vorgegebenen Gebiet in R? erzeugt, auf dem die partielle DGL gelést werden soll und
anschliefend die notigen Differenzenapproximationen berechnet.

1.1 Problemstellung

PDGLn werden oft verwendet, um physikalische Vorgénge mathematisch zu modellieren. So
wird ein Diffusionsprozess einer Substanz in einem Medium, etwa die Warmeausbreitung in
einem Wiérmeleiter, durch die sogenannte Warmeleitungsgleichung beschrieben.

Definition 1.1 (Wairmeleitungsgleichung, Anfangs-/Randwert-Problem)
(a) Die d-dimensionale Wérmeleitungsgleichung lautet
Owu(t,x) — Au(t,z) = f(t,x) (1.1)

d
mit Opu = %, Au = % wobei u : [0, 00[xRY — R gesucht und f(t,z) vorgegeben.
=1 7%

(b) Sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit Rand I' =T'p Uy und T > 0. Iy sei so, dass
die vom Gebiet €2 ins Auflere zeigende Normalenrichtung v erkldrt werden kann. Ein
Anfangs-/Randwert-Problem (ARWP) einer Warmeleitungsgleichung ist definiert durch

Owu(t, ) — Au(t,x) = f(t,x), (t,z) €]0, T[xQ (1.2)
u(t,z) = gp(t,z), (t,x) €]0,T) x I'p  (Dirichlet-Randbedingung) (1.
ou

(1.3)
%(t, x) =gn(t,x),(t,z) €]0,T] x 'y (Neumann-Randbedingung) (1.4)
(1.5)

U= = h(x) (Anfangsdaten)
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wobei f:]0,T[xQ — R, gp :]0,T] xI'p = R, gn :]0,T] X'y — R, A Q — R wvorgegeben
sind und u : [0,T] x Q@ — R gesucht ist.

Bemerkung 1.2
Die Wirmeleitungsgleichung spielt in dieser Arbeit eine vorrangige Rolle. Doch es werden
auch PDGLn der Form

104U + €205, U + €30,,U + €40z 2, U + C50p0n,u + g = f (1.6)
)

mit ¢; € R,i € {1,...,6} behandelt. Zur besseren Ubersicht wurden die Argumente (t,x
diesmal ausgelassen. Dabei ist u(t,x) gesucht und f(t,z) vorgegeben, t € [0,00] und z =
(z1,79) € R?. Ein zugehdriges ARWP erhilt man, in dem man die Definition 1.1(b) im
Fall d = 2 betrachtet und anstelle der Gleichung in (1.2) (1.6) einsetzt. Beachte, dass die
2-dimensionale Wdrmeleitungsgleichung ein Spezialfall von (1.6) ist.

Definition und Bemerkung 1.3

% aus Definition 1.1(b) bezeichnet die Richtungsableitung von u in Richtung des nach aufen

gerichteten Normalenvektors v von I'y und heifit Normalenableitung. Diese existiert, wenn
der Rand 'y glatt ist.

Abbildung 1.1: Normalenvektor

Definition und Bemerkung 1.4
Neben der Dirichlet-Randbedingung (1.8) und der Neumann-Randbedingung (1.4) gibt es fiir
ein vorgegebenes o € R die Cauchy-Randbedingung

0
= (t,2) + au(t,2) = go(t, ),

eine Kombination von Dirichlet- und Neumann-Randbedingung. Cauchy-Randbedingungen
werden hier nicht beriicksichtigt, kénnen jedoch im Prinzip analog behandelt werden.

Fiir festes ¢ ist die Losung eine Funktion u : Q — R, das heifit die Losung ist ein Element
eines oo-dimensionalen Funktionenraums. Das Problem ist also oo-dimensional (vgl. [1]).
Um es mit numerischen Methoden auf dem Computer zu losen, muss das Problem auf eine
endlichdimensionale Approximation transformiert werden. Dafiir gibt es mehrere Ansitze.
Welchen Ansatz man wahlt, héingt stark vom Ortsgebiet €2 ab. In dieser Arbeit wird die
Methode der “Finiten Differenzen” im Fall d = 2 behandelt. Die theoretische Grundlage
dafiir, speziell fiir die Abschnitte 2.1 und 2.2, bildete das Vorlesungsskript [2].
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Finite Differenzen (2D)

Die Grundidee des “Finiten Differenzen”-Verfahrens ist wie folgt: Zunéchst wird das Gebiet
2 aus Definition 1.1(b) diskretisiert. In den Gitterpunkten werden dann die Ortsableitungen
durch sogenannte Differenzenapproximationen ersetzt. Daraus erhélt man ein grofles Sys-
tem gewoOhnlicher Differentialgleichungen, das die partielle Differentialgleichung annédhernd
wiedergibt und mit bekannten Algorithmen gelost werden kann. Da nur das Ortsgebiet dis-
kretisiert wird und die gewohnlichen Differentialgleichungen weiterhin kontinuierlich in der
Zeit sind, spricht man von einer “Semidiskretisierung”.

Das Gebiet €2 im Spezialfall d = 2 wird dabei wie folgt diskretisiert:
Definition 2.1

(a) Sei @ C R? wie in Def. 1.1(b). Dann ist die Menge der inneren Gitterpunkte mit
Schrittweiten h, in z-Richtung und h, in y-Richtung gegeben durch

G:=0n{(r,y) € R |z = 21hy,y = 20y, 21,2 € Z} (2.1)

(b) Analog ist mit

OG := 90N {(z,y) € R* | (x = 21hy V y = 20h), 21, 22 € Z} (2.2)

die Menge der Randpunkte des Gitters G aus (a) gegeben. Das Gitter lisst sich insge-
samt darstellen als

G :=GUIG (2.3)
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2.1 Differenzenapproximationen fiir innere Punkte

Ausgehend von einem inneren Punkt p. := (x,y) € G (c fiir “center”) eines Gitters G aus
Definition 2.1 erhélt man allgemein die folgenden vier Nachbarpunkte:

Pe = (z + he,y)
Pw = (T — Dy, y)
Pn = (2,9 + hy) (2.4)
ps = (z,y — hs)

Dabei legen he, hy, €]0, h;| und hy, hs €]0, h,] die “Richtung” (“east”, “west”, “north” und
“south”) fest.

o \
A\
@
Pw
&P @ &
Ps

Abbildung 2.1: Gitterpunkt mit vier Nachbarpunkten

Fiir festes t € R bezeichne u., ., uy, u, und u, die Losung u der PDGL in den entspre-
chenden Gitterpunkten, also zum Beispiel u. := u(t,p.) = u(p.). Fiir ein hinreichend oft
differenzierbares u, das in diesem Kapitel generell vorausgesetzt wird, ldsst sich nun die
Losung in den Gitterpunkten mit Hilfe einer Taylorentwicklung der Ordnung 2 von u um p,
in p. approximieren:

1
Ue = Uc + axu@c) (pe - pC)l + 535(1%)(1% - pC)% + O((pe - pC):l)))

= e+ Dyulpo)he + L32pINE + O(12) (25
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Man beachte, dass jeweils entweder x oder y fest ist und daher die eindimensionale Taylor-
Entwicklung ausreicht. Entsprechend bezeichnet (p. —p.); die erste Komponente des Vektors
Pe — Pe- Analog gilt fiir die anderen Nachbarpunkte:

ey = 1o — Dutu(pe) s + %ag(pc)hi) L o) (2.6)
1

Up, = U + Oyu(pe) oy + iaj(pc)hi + O(hi) (2.7)
1

us = ue. — Oyu(pe)hs + Eai(pc)hi + O(h?) (2.8)

Damit lassen sich nun verschiedene Ableitungen, zum Beispiel 92u und d2u, im Gitterpunkt
p. approximieren. Diese sollen sich als Linearkombination von ., t,, t,, us und u. bilden
lassen, d.h.

Qe + Uy + Qplly, + Qg + Qe (2.9)

wobei «; € R, i € {e,w,n,s,c}.

Einsetzen von (2.5)-(2.8) in (2.9) liefert unter Vernachldssigung der Restterme:

Qele + Qg Uy + Oy + AU + QelUe = (ae + Oy + Qap + Qg + ac)uc
+ (aehe - awhw)axu<pc)
+ (anhy — ashg)Oyu(pe)

—~

+ 5 (aeh? + ayhi,)dzu(pe)

+

[NCRIE NGNS

(anh? + ash?) 0 u(p.)

Nun lassen sich Bedingungen an die Koeffizienten «; herleiten, so dass die jeweils gewiinschte
Ableitung im Punkt p. approximiert wird. Exemplarisch wird das in Beispiel 2.2 gezeigt.
Doch zunéchst eine abkiirzende Schreibweise:

Notation
Zur Abkiirzung werden in diesem Abschnitt folgende Bezeichnungen verwendet:

a = (e, Ay Oy gy )T 0 1= (U, Uy Uy U, Ue) T
Beispiel 2.2
(a) Es soll 9*u(p.) approzimiert werden, d.h. folgende Bedingungsgleichungen sind zu erfiillen:

e+ +o, +tas+a. =0
(aehe — ayhy) =0
(anhy — ashs) =0

1
§(aeh§ + awhi}) =1

1
§(Oznhi + Olshg) =0
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In Matrizform umgeschrieben ist das

Aa=1b
mit b := (0,0,0,1,0)T und
1 1 1 1 1
he —hy O 0 0
A= 0 0 h, —h 0 (2.10)
th? Ihl 0 0 0
0 0 ih2 IR? 0

Als eindeutige Losung des LGS erhdlt man

T
2 2 2
- 0,0, ————
“ ((he+hw)he’ (he + ho)he hehw> ’
also mit h := max{he, h,} insgesamt

Pu(p.) =a’ v+ OR?) = al v

(b) Analog erhilt man fiir Au(p,) := 02u(pe) + O2u(p.) mit A aus (a) und b= (0,0,0,1,1)"

he + hw)he” (he + huw)ho” (B + his)hn” (hy + i)y’ hehahyhs

T
( 9 9 9 9 2(hehe + hyhs)
o =
(

(¢) Fir O,u(p.) erhdlt man im Falle h,, = he = h, gerade den zentralen Differenzenquoti-
enten
u(z + hye,y) —u(x

— hy, U
0.u(p:) = - Do)~

2h,

Bemerkung 2.3
(a) Beachte, dass die Matriz (2.10) wegen he, hy, €]0, hy] und hy,, hy €]0, hy| requldr ist.

(b) Gemischte Ableitungen zweiter Ordnung lassen sich mit diesem Ansatz nicht approzimie-
ren, da sie nicht in den Taylor-Approzimationen auftauchen. Damit gemischte Ableitun-
gen in der Taylorentwicklung auftreten, wird mindestens ein weiterer Punkt bendtigt,
der nicht ausschliefilich in x- oder y-Richtung liegt. Mit diesem weiteren Punkt ldsst
sich analog ein LGS aufstellen, um die nétigen 6 Koeffizienten zu berechnen.

(c) Die quadratische Ordnung des Restterms in Beispiel 2.2(a) erhdlt man, indem man die
Taylor-Entwicklung bis zur Ordnung 3 erweitert und ausnutzt, dass sich die Terme der
Ordnung 3 durch unterschiedliche Vorzeichen wegheben.
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2.2 Differenzenapproximationen fiir Randpunkte

In Definition 1.1(b) wurden die Dirichlet- und die Neumann-Randbedingung eingefiihrt.

Bemerkung 2.4
Dirichlet- Randpunkte sind leicht behandelbar, da dort die Losung u vorgegeben ist. Damait ist
in diesem Fall nichts weiter zu tun, insbesondere ist keine Differenzenapprorimation notig.

Die Neumann-Randpunkte p € 9GNTI y sind sowohl in der Theorie als auch in der Implemen-
tierung wesentlich schwieriger zu handhaben als innere Gitterpunkte. Prinzipiell muss man
die Normalenableitung aus der Neumann-Bedingung (1.4) ebenfalls durch Differenzenappro-
ximationen ersetzen. Die Vorgehensweise hier gleicht dabei dem Vorgehen im Vorlesungs-
skript [2], an dem sich diese Arbeit hauptséchlich orientiert: Die DGL (1.2) wird nicht nur
auf den inneren Gitterpunkten diskretisiert, sondern auch auf den Neumann-Randpunkten.
Die Idee der Fortsetzung wird auch in [3, S. 26ff] und [4, S. 50ff] verfolgt, um die Norma-
lenableitung auf einfachen Gebieten wie dem Einheitsquadrat mit einer héheren Ordnung zu
approximieren, ndmlich O(h?), wenn h die Schrittweite in z- und y-Richtung ist. Man kann
hoffen, dass diese Fortsetzung auch auf irreguléren Gittern zu guten Ergebnissen fiihrt.
Ziel ist es also, analog zum Abschnitt 2.1 Differenzenapproximationen fiir die partiellen
Ableitungen in (1.2) in Neumann-Randpunkten zu erhalten. Da die Nachbarpunkte eines
Randpunktes jedoch nicht zwangsweise nur in x- oder y-Richtung liegen, treten bei der
Taylor-Entwicklung im Allgemeinen gemischte Ableitungen auf. Damit werden nun sechs
statt nur fiinf Groflen benotigt, um eine eindeutige Linearkombination zur Approximation der
Ableitungen zu erhalten. Zu den vier Nachbarpunkten wird die Neumann-Randbedingung
(1.4) hinzugenommen. Die Normalenableitung lésst sich schreiben als

ou

5, (& ¥) = dzu(z, y) cos(¢) + dyu(z, y) sin(¢). (2.11)
In Abbildung 2.2 ist der am héufigsten auftretende Fall dargestellt: Ein Neumann-Randpunkt
pe liegt auf nur einer Gitterlinie und es lassen sich vier Nachbarpunkte in unmittelbarer
Umgebung finden.

Bemerkung 2.5

In Definition 1.1(b) wurde gefordert, dass der vom Gebiet Q0 ins Aufere zeigende Norma-
lenvektor v erklirt werden kann. In den Randpunkten, in denen keine eindeutige Normale
existiert, ist die Neumann-Randbedingung (1.4) nicht wohldefiniert und damit das Problem
nicht gut gestellt. Natiirlich kann in diesem Fall auch keine Approximation hergeleitet wer-
den. Ein solcher Fall sind die Punkte p. und p. in Abbildung 2.3.

Ausgehend von einem Neumann-Randpunkt p. := (x,y) € 0G N I'y erhdlt man nun die
folgenden vier Nachbarpunkte:

Pe = (Te, Ye) = (T — hew, Y — hey)

Pw = (T Yu) = (T = hwz, Y — huy)

Pn = (@, Yn) = (@ = ey Y — Py (2.12)
ps = (Ts5,Ys) = (T — hsz, ¥ — hsy)
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oy
A%

Pw

oy
AV
oy
AV
oy
AV

Abbildung 2.2: Randpunkt mit vier Nachbarpunkten

Vany
A\

Pw

N

Vany
A\
Vany
A\
Vany
A\

Abbildung 2.3: Normale im Randpunkt nicht eindeutig

Diesmal sind mit hey, hys, Png, hsy € [—2hg, 20y und hey, hyy, Bny, hsy € [—2hy, 2h,] die
“Richtungen” nicht a priori bekannt. Zu beachten ist, dass keine Punkte zusammenfallen
diirfen, d.h. gefordert ist ||p; — p;|l2 > 0 fiir 4,5 € {c,e,w,n, s} mit i # j.

Bemerkung 2.6

(a) Die Einschrinkung auf [—hy, hy] bzw. [—hy, by ist im Allgemeinen nicht moglich, vgl.
Abbildung 2.4. In diesem Fall ist der vierte Nachbarpunkt zwangsweise weiter entfernt
und ware unter der Voraussetzung hey, hyy, Bny, sy € [—hy, hy| nicht erreichbar.

(b) Abbildung 2.4 zeigt einen weiteren bedeutenden Unterschied zu inneren Punkten. Wéhrend
fiir innere Gitterpunkte schnell “kanonische” Nachbarpunkte gefunden werden konnten,
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kénnen und miissen die Nachbarpunkte von Neumann-Randpunkten gewdhit werden.

Pc
L 4
a o Y
\' %4 A\ %4 A\ %4

Abbildung 2.4: Weiter entfernte Nachbarpunkte

Dieses Mal wird die mehrdimensionale Taylor-Entwicklung bemiiht, um die gewiinschte Ab-
leitung in p. zu approximieren. Mit der aus Abschnitt 2.1 bekannten Schreibweise gilt unter
Vernachléssigung der Restterme:

1 1
Ue R Ue — Opti(pe) her — Oyu(pe)hey + Eag(pC)hgm + 585 (pc)hgy + 020y u(pe) heahey (2.13)
1 1
Uy R Ue — OpU(Pe) My — Oyu(pe) gy + 5&% (pe)h2, + 58; (pe) by, + OxOyt(pe) husahusy  (2.14)
1 1
Up, R Ue — OpU(Pe) P — Oyu(pe) hny + éﬁg(pc)hfm + §a§(pc)h3w + 0,0,u(pe) hnzhny — (2.15)

1 1
Us R Ue — OpU(Pe) sy — Oyu(pe) sy + §8§(pc)h§x + 585 (pe)hZ, + 020yu(pe)hsshsy, — (2.16)

Zusammen mit (2.11) soll nun die folgende Linearkombination fiir die Ndherung verwendet
werden:

0
ﬁeue + ﬁwuw + ﬁnun + Bsus + Bcuc + Bda_:j(pc) (217)

wobei f; € R,i € {e,w,n,s,c,d}

Wie im vorherigen Abschnitt lassen sich Bedingungsgleichungen fiir verschiedene Ableitun-
gen herleiten und die Koeffizienten 3; durch das Losen eines LGS erhalten. Analog zur Matrix
(2.10) leitet man die Matrix

1 1 1 1 1 0
_hem _hwm _hn:p _hsz 0 COS(¢)
—he, —h —hny  —hs, 0 sin(g)
B = Y wy ny Y (218)
3hey 3Py 3Py 2l O 0
hexhey hwxhwy hna:h'ny hsxh’sy 0 0
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her.

Bemerkung 2.7

Die Matriz (2.18) kann singulir werden. Fir eine eindeutige Losung muss die Regularitit
sichergestellt werden. Die Regularitit hingt von der Auswahl der Nachbarpunkte ab. In Ab-
bildung 2.5 ist eine Auswahl dargestellt, die zur Singularitit von (2.18) fihrt.

‘\\ //‘
& &
o & “%

Abbildung 2.5: Eine schlechte Wahl der Nachbarpunkte

Es ist also eine geschickte Auswahl der Nachbarpunkte fiir Neumann-Randpunkte nétig, die
e die Regularitat der Matrix (2.18) sicherstellt und
e den Fehler, den man durch das Vernachléssigen der Restterme in den Taylorentwicklun-
gen macht, moglichst klein halt. Dazu sind nahegelegene Nachbarpunkte wiinschenswert.

Details zu verschiedenen Auswahlverfahren folgen in Abschnitt 3.2.3. An dieser Stelle wird
angenommen, dass zumindest die Matrix (2.18) regulér ist. Zum Abschluss dieses Abschnitts
soll nun Awu(p.) approximiert werden.

Notation
Zur Abkiirzung werden in diesem Abschnitt folgende Bezeichnungen verwendet:
ou
5 = (ﬁea Bwa 5n7 ﬁsv ﬁca Bd)T> w = (u67 Ugyy Unpy Usg, U, %(pc»T

Beispiel 2.8
Es soll Au(p.) approzimiert werden. In Matrizform geschrieben ist das Bf = ¢ mit B aus
(2.18) und c := (0,0,0,1,1,0)T. Sofern B regulir ist, erhdlt man die Lésung* mit

N :=2det(B),

'Das Gleichungssystem wurde mit der Computersoftware “Maple” gelost. Ein entsprechendes “Maple-
Worksheet” findet sich auf der beigelegten CD-ROM.
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8. = —% (e $10(9) = Py 0(0)) (s (B2, = B2,) = hwhay (2, = B2,)]

+ (hna SIN(P) — Py c08(@)) [Pzhsy (hiy — Boyy) — huahuy (h2, — hZ,)]

(g0 $10(0) = Py €08(9) [Py (B2, = B2,) = by (h2, = 12,)] )
m:%wmm@—%mwwm%mgw@—%%WEWQ}
+ (A Sin(@) — hyy cos(@)) [hsxhsy (hgz — hgy) — heghey (hg373 — hiy)}

# (s Sin(0) =y €08(0) [eshey (Rg = 12y) = hachay (2, = 12,)] )

Bn = —% (U1 Sn(0) = oy c03(6)) [hewhey (2 = H2,) = Puswhuy (B2, = 12,)]
+ (heg SIN(@) — hey c08(9)) [huwshuwy (h2y — B2,) — hughsy (R, — h2,)]
+ (P SIN(B) — Py 0S(6)) [Pawhay (W2 — 2)) = heshey (B2, — h2)] )

1
65 = N ( (hnac Sln(¢) - hny COS(¢)) [hemhey (hi;g; - hi;y) - hwxhwy (hgz - hgy)}
+ (hex Sln(gb) - hey COS(¢)> [hwmhwy (hfm - hiy) - nwhny (h?uac - h?uy)}
cwhey (02, = 12,)] )

(s S0(0) — iy €08(9)) [ (W2, — I2,) —

ﬁc - _%<[h€xhey<h§y B h?:z:) - h31h5y<h’2 - h’2x)} [(hm” —h :c) Sln((b) B (hny N hwy) COS(¢)]

h
h

+ [hezhe (h‘121y — ) — hnmhny( )] [(hwx - )Sln(¢) (huwy = hs )COS(¢)]
+ [huwahwy(hZ, — h2) — heghgy(h o) [(ew = hing) SIN(@) — (hey — hny) cos(¢)]
+ [hwwhwy(h2 —hZ) — heghey(h } [(hm — hg,) sin(¢) — (hny — hygy) cos( }
+ [huwahwy(hy, — h2y) — hmhny( — h2 )] [(Psz — heg) sin() — (hyy )cos(gf))}
+ [hmhny(hiy — h2,) — hshgy(h o) [(hwe — hes sm( ) — (hw ) cos(¢)]
ﬁd h’2 - h’gx) [hwxhwy(heyhn:c - hexhny) + hn:chny(h'exhwy - hethx) + hexh’ey<hwxhny

—mmm+mf@MMmmmmm¢w+%%%mmmMm
+ heahey (Puyhse = Bushsy)] + (b2, = he,) [huwahuwy (Reshny = hoyPnz) + hng By (Payhus
— hhuy) + Baghoy(hnePuy — hayhue)] + (R, = hoe) [Psahsy (hnygher — Bughe,)
o hewhey(hahsy = Baghsa) + oy (Rsshey = hoyhes)] )
Im Spezialfall hyy = hey = hgy, hee = 0,6 = 5 (vgl. Abbildung 2.2) ergibt sich

sy

T
9 9 2(hechws + h32,) 2 2
/8 — (h — O — 7o v )

- hwm>hfem ’ (hex - hwm)hwx o hea: hwxhgy 7 hzy ’ hsy

also insgesamt
Au(p.) ~ BT -w
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2.3 Das System gewo6hnlicher Differentialgleichungen

In den Abschnitten 2.1 und 2.2 wurden jeweils die Koeffizienten fiir die Approximation in
einem Gitterpunkt hergeleitet. Dies wird nun fiir alle Punkte gemacht, in denen die Losung
u des ARWPs aus Definition 1.1(b) bzw. Bemerkung 1.2 unbekannt ist, also fiir die inneren
Gitterpunkte und die Neumann-Randpunkte.

Gegeben sei also ein Gitter G wie in Definition 2.1. Sei P; die Menge der inneren Punkte,
Pp die der Dirichlet-Randpunkte und Py die der Neumann-Randpunkte. Seien weiter

N] = |P[| ,NN = |PN|,ND = |PD| .

Die inneren Gitterpunkte py,...,pn, € P;, die Neumann-Randpunkte py,41,..., 05,48y €
Py und die Dirichlet-Randpunkte py,tny+1;-- -, PN,4+Nyv+N, € Pp seien jeweils von links
nach rechts und von unten nach oben nummeriert.! Jeder Gitterpunkt p; € P;U Py hat
die vier Nachbarpunkte p¢, p¥, p und p;. u; bezeichne die Losung in einem Punkt p;. Fir
p; € P sei o' der Koeffizientenvektor, der die gewiinschten partiellen Ableitungen (bis zu
zweiter Ordnung, allerdings keine gemischten Ableitungen) approximiert (vgl. Beispiel 2.2).
Analog S° fiir p; € Py (vgl. Beispiel 2.8).

Damit stehen alle benotigten Groen zur Verfiigung, um eine PDGL mit einem (N; 4+ Ny)-
dimensionalen System aus gewohnlichen Differentialgleichungen zu approximieren. Im Falle
von Bemerkung 1.2 ldsst sich die partielle Differentialgleichung

104U + 205, U + €305,U + €40y 2, U + C50p00,U + o = f
mit ausgelassenen Argumenten (vgl. (1.6)) in den Gitterpunkten approximieren mit
Clat’& + At =b& 018,5& = —Au+ b, (219)

wobei 4 € RM*VN ein Vektor (sog. “Zustandsvektor”) ist und die Ableitung nach der Zeit
komponentenweise zu verstehen ist. Die Anfangsdaten erhédlt man mit

aO = (h’(pl)v"'?h(pNI-‘rNN))T (220)

aus (1.5). Die Komponenten der Koeffizientenvektoren o’ und 3¢ lassen sich durch das Losen
eines LGS mit der Matrix (2.10) bzw. (2.18) und entsprechenden rechten Seiten errech-
nen, vgl. Beispiele 2.2 und 2.8.2 Sie treten — ggf. multipliziert mit den entsprechenden
Vorfaktoren c¢;,j = {2,...,6} — entweder in dem Vektor b € RM*T™~ oder in der Ma-
trix A € RWVIENN)X(NIHNN) auf je nach dem, ob der jeweilige Nachbarpunkt ein Dirichlet-
Randpunkt ist oder nicht. Die Bedingung an die Normalenableitung in den Neumannpunkten
flieft in den Vektor b ein, ebenso wie die rechte Seite f. Diese Vorgehensweise soll am fol-
genden Beispiel demonstriert werden:

'Die Nummerierung beeinflusst die Gestalt und damit einige Eigenschaften der Matrix A.
2In der Praxis wurden die Gleichungssysteme mit der Computersoftware “Maple” allgemein gelést und
die Losungsformeln fest im Gittergenerator implementiert.
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Beispiel 2.9
Man betrachte das Gebiet ) bzw. das Gitter G wie in der unteren Abbildung dargestellt und
das ARWP aus Definition 1.1(b), wobei I'p der duflere Rand des Rechtecks und I'y der

innere Rand des Kreises sei.

P20 Pt P22 P23 Paa

P1gif 1: P19
P1eif 13 P47
p'{{ 512 p13 F;14 515
Das Problem ldsst sich approrimieren mit

al 0 at 0 0 o 0 0 0 0 Uy
0 a2 0 a2 0 0 a4 0 0 0 Us
a2 0 a2 0 0 0 0 a2 0 0 Us
0 ozé‘ 0 ocﬁ 0O 0 O 0 ai, 0 Uy
o oo 0 0 g g 0 0 0|fu
gu=—Antb=="g o o o g & 0 g 0 0|]|u
0 g 0 0 B, 0 BI 0 p7 0 Uy
o 0 By 0 0 B 0 B 0 p2 ug
o 0 0 B 0 0 B 0 B B Ug
O O 51100 0 0 O 0 610 610 510 U0

f(t, ;1) — aggp(t, pis) — gD(t P12)

f(t,p2) — asgD(t Pra) — D(t p17)

f(t,p3) — a3 gp(t, p1s) — agp(t, pa1)

f(t,pa) — OéegD(t P1o) — ngD(taPQS)

n f(t,ps) — Bign(t,ps) — Bogp(t, p13) — Bogp(t, pi2)

f(t,pe) — BSgn(t,pe) — Bgp(t, p12)

f(t,p7) — Blgn(t,pr) — Blap(t, p13)

f(t,ps) — Bign(t, ps) — Bagp(t, pa)

f(t,po) — Blgn(t, po) — Bogp(t, pa2)

(

f(t,po) — BéogN t plo) 5 gD(t P22)

und Anfangsdaten g = (h(p1), ..., h(plo))T e R,
Beachte: Fiir Neumann-Randpunkte konnen andere Nachbarpunkte gewdhlt werden, solange
die Matriz (2.18) reguldr ist.
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Bemerkung 2.10
In den Dirichlet-Randpunkten p; € Pp geniigt es, die Funktionen h (firt =0) und gp (fir
t > 0) aus Definition 1.1(b) auszuwerten.

Bemerkung 2.11
Falls in (1.6)

01:0

gilt und die Funktionen f,gp und gy von t unabhdngig sind, muss man kein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen lésen. Es reicht, das lineare Gleichungssystem

Al =b (2.21)

einmalig zu losen.

Wenn man das Gitter aus Beispiel 2.9 verfeinert, ist die Struktur der Matrix besser erkenn-
bar. Abbildung 2.6 zeigt die Struktur einer zum Beispiel 2.9 gehérenden 526 x 526-Matrix.
Dunkle Stellen sind Nicht-Null-Eintrige, wihrend weile Flachen Null-Eintrdge darstellen.
Die Matrix ist sehr diinn besetzt: In der i-ten Zeile gibt es maximal fiinf Nicht-Null-Eintrége,
namlich die Koeffizienten 043- bzw. BJZ, je{e,w,n,s chie{l,... 526}.

Abbildung 2.6: Matrixstruktur

Bemerkung 2.12
Sei 'y = 0 und damit 0Q = T'p, d.h. es emistieren keine Neumann-Randpunkte. In die-
sem Fuall fallen die “Unregelmdfsigkeiten” in der Matrix unten und rechts weg. Nimmt man
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zusdtzich an, dass Q ein Rechteck ist, so erhdlt man eine sogenannte Bandmatriz, vgl. Ab-

bildung 2.7. Fir Bandmatrizen gibt es spezielle schnelle Algorithmen zum Losen linearer
Gleichungssysteme.

Abbildung 2.7: Bandmatrix

Bemerkung 2.13

Bei einer anderen Nummerierung der Gitterpunkte kann die Matrizstruktur erheblich ab-
weichen. In Abbildung 2.8 werden die inneren Gitterpunkte und die Neumann-Randpunkte
ebenfalls von links nach rechts und von unten nach oben nummeriert. Statt jedoch die inne-
ren Gitterpunkte zuerst zu nummerieren, werden Neumann-Randpunkte und innere Punkte
zeitgleich nach der Position im Gitter geordnet. Die daraus entstehende Matrizstruktur bei
einer zum Beispiel 2.9 gehdrenden 526 x 526-Matriz ist in Abbildung 2.9 dargestellt. Dabei
wurde ausschliefllich die Nummerierung verdndert, alle anderen Parameter sind gleich.

P20 Por P2 Pz Pas
P1gif 1 P1g
P16 11 P17

P11 P Pz P P

Abbildung 2.8: Alternative Gitterpunktnummerierung
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Abbildung 2.9: Matrixstruktur bei alternativer Nummerierung



Kapitel 3

Der Gittergenerator

Der Gittergenerator ist das praktische Herzstiick dieser Arbeit. Er diskretisiert ein be-
schriinktes Gebiet 0 C [0,00[? und approximiert in den Gitterpunkten die gewiinschten
partiellen Ableitungen (bis zu zweiter Ordnung, allerdings keine gemischten Ableitungen)
mit Hilfe der Finite-Differenzen-Methode. Damit lassen sich die Anfangs-/Randwertprobleme
aus Definition 1.1(b) und Bemerkung 1.2 behandeln. Das Programm schreibt die Informa-
tionen der Matrix A und des Vektors b aus Abschnitt 2.3 in Textdateien, die anschliefend
zum Beispiel in einen DGL-Loser eingelesen werden kénnen.

Weitere Textdateien werden erstellt, um dem Anwender die Visualisierung des Gebietes zu
ermoglichen. In Verbindung mit den enthaltenen .plt-Dateien léasst sich zum Beispiel im frei
verfiighbaren Programm “Gnuplot” nicht nur das Gebiet selbst visualisieren, sondern auch
die Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den einzelnen Punkten.

3.1 Funktionsweise im Uberblick

Bevor der Gittergenerator im Detail vorgestellt wird, ein kurzer Uberblick. Das Programm
erfiilllt im Wesentlichen zwei Aufgaben, ndmlich

1. die Diskretisierung eines Gebietes und
2. die Berechnung der Differenzenapproximationen in den Gitterpunkten.

Diese Aufgaben erledigt der Gittergenerator in je zwei Phasen, also insgesamt vier Phasen.
Ausgehend von einem vorgegebenen 2 C [0, oo[? wird im ersten Schritt ein Rechteck-Gitter
generiert, wobei das Rechteck ) enthélt. In Phase 2 wird das Rechteck-Gitter mit Hilfe
von Funktionen, die €2 beschreiben, “zurechtgeschnitten” und damit §2 diskretisiert. Dane-
ben wird fiir neu hinzugekommene Neumann-Randpunkte der Winkel ¢ der Normalenablei-
tung g—;‘ berechnet. Nun folgt die entscheidende Phase 3, in der fiir Neumann-Randpunkte
Nachbarn ausgewéhlt werden. Abschliefend werden in Phase 4 die gewiinschten partiellen
Ortsableitungen in den Gitterpunkten gemafl Kapitel 2 approximiert und alle bendttigten

Informationen in Textdateien geschrieben.
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Abbildung 3.1: Phase 1: Erzeugen des Rechteck-Gitters

Abbildung 3.2:

Phase 2: Zurechtschneiden des Gitters

@ < < < Q
¢ 5 S S
¢ S S
C, : S S )

Abbildung 3.3: Phase 3: Behandlung der Neumann-Randpunkte

(4).(b)..>

Abbildung 3.4: Phase 4: Differenzenapproximation und Dateiausgabe

txt
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Zum weiteren Verstéandnis sind einige Details zum Gittergenerator bzw. dessen Programmco-
de hilfreich. Dabei geht es um die Daten, die einen Gitterpunkt charakterisieren und, damit
zusammenhéngend, wie Gitterpunkte “von ihren Nachbarn wissen”, d.h. wie die Nachbarbe-
ziehungen zwischen den Punkten verwaltet werden. Dazu muss man wissen, dass die Punkte
in einem Vektor abgelegt werden. Der Zugriff auf die einzelnen Gitterpunkte erfolgt iiber eine
eindeutige Adresse, ndmlich ihre Position in diesem Vektor. Diese Adressen (oder Positionen)
werden wiederum in Listen gespeichert. Es gibt je eine Liste fiir

e (ip) innere Punkte,

(
(bpp) Dirichlet-Randpunkte,

e (bpy) Neumann-Randpunkte und

e (dp) Punkte, die aus dem Gitter entfernt wurden.

Wenn ein Punkt aus dem Gitter entfernt wird, gibt das Programm seine Position im Vektor
zum Uberschreiben frei, indem die Adresse zu der Liste (dp) hinzugefiigt wird und aus der
entsprechenden Liste (ip), (bpp) oder (bpy) geloscht wird. Fiigt man einen neuen Randpunkt
in das Gitter ein, so muss er in dem Vektor untergebracht werden. Das Programm priift dabei
zunéchst anhand der Liste (dp), ob im Vektor iiberschreibbarer Speicherplatz vorhanden ist.
Falls nicht, wird neuer Speicherplatz angefordert und der neue Punkt an das Ende des Vektors
gesetzt. In jedem Fall wird die Position des Randpunktes im Vektor in der entsprechenden
Liste (bpp) oder (bpy) gespeichert. Dieses Vorgehen ermdglicht es, den Speicherplatz effizient
zu nutzen.

Jeder Gitterpunkt kann nun die folgenden Daten speichern:

e Koordinaten des Punktes (z,y)

e Adressen der Nachbarpunkte (“east”, “west”, “north”, “south”)
e Punkttyp (“inner”, “boundary”)

e Randtyp (“none”, “Dirichlet”, “Neumann”) (fiir Randpunkte)
e Winkel ¢ (fiir Neumann-Randpunkte)

e Gitterpunktnummer

Die “Adressen der Nachbarpunkte” verweisen jeweils auf die Position des Nachbarpunktes in
dem Vektor. Nachbarbeziehungen werden also hergestellt, in dem die Adresse des Nachbar-
punktes im Gitterpunkt gespeichert wird. Entsprechend “kennt” ein Gitterpunkt immer nur
maximal vier andere Gitterpunkte. Der “Gitterpunktnummer” kommt erst bei der Matrix-
Generierung in Phase 4 eine Bedeutung zu, die in Abschnitt 3.2.4 néher betrachtet wird.
Damit stehen nun genug Informationen bereit, um die Funktionsweise des Gittergenerators
im Detail zu betrachten.
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3.2 Funktionsweise im Detail

3.2.1 Phase 1: Erzeugen des Rechteck-Gitters

Im ersten Schritt wird ein Rechteck-Gitter erzeugt. Dazu gibt der Anwender zwei Eckpunkte
i = (21, 0) (“lower right”) und py; := (0, y.) (“upper left”) sowie die Anzahl der Gitter-
punkte in z- und y-Richtung N, + 1 bzw. N, + 1 vor. Mit den Schrittweiten

Lip Yul
hx = E und hy = Fy (31)
wird dann das Rechteck-Gitter
G = {(x,y) € [valr] X [Ovyul] | r = nlhany = n2hy7n17 Nng € NO} (32)

generiert. Des Weiteren kann der Anwender fiir jede Kante des Rechtecks separat festlegen,
ob diese ein Dirichlet- oder ein Neumann-Rand sein soll. Fiir die Neumann-Randpunkte
wird der Winkel ¢ der Normalenableitung % ausnahmsweise bereits in Phase 1 berechnet,
da dies fiir das Rechteck sehr simpel ist: ¢ € {0, 3, , 37“} Jeder innere Gitterpunkt be-
kommt die “kanonischen” Nachbarpunkte aus Abschnitt 2.1 zugewiesen. Randpunkte haben
in dieser Phase weniger als vier Nachbarpunkte. Bei den Dirichlet-Randpunkten ist das kein
Problem: sie werden nicht benétigt, weil die Losung u bereits vorgegeben ist. Ein Neumann-
Randpunkt hingegen braucht nach Abschnitt 2.2 alle vier Nachbarpunkte; diese werden in

Phase 3 ausgewéhlt.
Bemerkung 3.1

(a) Gitter kénnen nur im ersten Quadranten erzeugt werden. Das mathematische Problem
muss qqf. transformiert werden.

(b) (0,0) ist immer vorgegeben als linke untere Ecke in Phase 1. Dies ist jedoch keine grofie
FEinschrdinkung, da das Gitter in Phase 2 ohnehin angepasst wird.

3.2.2 Phase 2: Zurechtschneiden des Gitters

Das aktuelle Gitter soll nun zurechtgeschnitten werden. Technisch realisiert wird dies durch
das Entfernen von Gitterpunkten und das Einfiigen von neuen Randpunkten in das beste-
hende Gitter. Dazu gibt der Anwender

e cine stetig differenzierbare Funktion F': R? — R, (x,y) — F(z,y),

e deren Ableitungen 2 2E ynd
or’ dy

e cinen Randtyp (Dirichlet oder Neumann)

an. In jedem Gitterpunkt (z,y) € G wird dann die Funktion F ausgewertet, wobei per
Konvention die Menge
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{(z,y) € G| F(z,y) <0}

aus dem bestehenden Gitter entfernt wird und die Menge

{(z,y) € G| F(z,y) = 0}

einen Rand bildet. Es gibt nun drei Fille, die bei dieser Iteration iiber die Gitterpunkte
auftreten konnen:

1. F(z,y) >0
In diesem Fall ist nichts zu tun, da diese Punkte per Konvention weiterhin im Gitter
enthalten sind.

2. F(z,y) =0
Diese Punkte bleiben ebenfalls im Gitter enthalten. Das weitere Vorgehen héngt jedoch
davon ab, ob (z,y) bisher ein innerer Gitterpunkt oder ein Randpunkt war.

(a) (x,y) sei ein innerer Gitterpunkt
Dann wird dieser zu einem Randpunkt mit dem Randtyp, den der Anwender
angegeben hat.

(b) (z,y) sei ein Randpunkt
Hier muss weiter differenziert werden.

i.

1i.

Der Randtyp des Randpunktes stimme mit dem Randtyp, den der Anwender
angegeben hat, iiberein.

Fiir Dirichlet-Randpunkte muss nichts getan werden.

Fiir Neumann-Randpunkte muss der Winkel ¢ der Normalenableitung % (x,y)
erneut berechnet werden.

Der Randtyp des Randpunktes stimme mit dem Randtyp, den der Anwender
angegeben hat, nicht iiberein.

In diesem Fall kann es zu Problemen bei der Differenzenapproximation kom-
men, da einige Fehlerabschatzungen ihre Giiltigkeit verlieren, wenn Dirichlet-
und Neumann-Randpunkte nahe beieinander sind. Der Dirichlet-Randpunkt
wird im Programm immer bevorzugt, d.h. falls der Randtyp des Randpunktes
“Neumann” ist, wird dieser auf “Dirichlet” geéndert und falls der Randtyp
des Randpunktes “Dirichlet” ist, bleibt dieser und wird nicht in “Neumann”
umgeéndert. In beiden Féllen wird dem Anwender eine entsprechende War-
nung ausgegeben.

3. F(z,y) <0
In diesem Fall wird der Gitterpunkt per Konvention entfernt und die Nachbarpunk-
te des zu loschenden Gitterpunktes untersucht. Dabei muss fiir jeden gespeicherten
Nachbarpunkt (z*,y*) eine weitere Fallunterscheidung gemacht werden:

(a) F(z*,y*) >0
Da alle Gitterpunkte auf mindestens einer Gitterlinie liegen, gilt entweder z* = x
oder y* =y.
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1.

ii.

r* = x; 0.E. seil y < y*, sonst vertausche die Intervallgrenzen.

= Ty €y, y*[: F(z*,9) = 0 nach Zwischenwertsatz. Diese Nullstelle kann nun
mit verschiedenen numerischen Verfahren approximiert werden. Im Gitterge-
nerator wird eine Kombination aus dem Newton- und dem Bisektionsver-
fahren angewendet. Beachte, dass die z-Komponente fest ist und man daher
diese Verfahren im eindimensionalen Fall verwenden kann. In diesem Fall
wird fiir das Newton-Verfahren die Ableitung %—I; benotigt. Sowohl Newton-
als auch Bisektionsverfahren werden als bekannt vorausgesetzt. Die Kombi-
nation dieser Verfahren soll jedoch kurz erldutert werden: Falls das Newton-
Verfahren nicht die “richtige” Nullstelle findet und aus dem Intervall |y, y*|
“herausspringt”, wird das Intervall geméfl dem Bisektionsverfahren halbiert.
Auf dem neuen Intervall wird dann ein Newton-Verfahren angewendet, wobei
der Startpunkt immer die Mitte des aktuellen Intervalls ist. Dies geschieht so
lange, bis eine giiltige Losung 4 €]y, y*[ genau genug approximiert wird oder
die maximale Anzahl an Intervallteilungen bzw. Newtoniterationen erreicht
ist. AnschlieBend wird der Verweis von (z*,y*) auf (z,y) als Nachbarpunkt
geloscht und eine gegenseitige Nachbarschaftsbeziehung zwischen (z*, y*) und
(z*, 3) hergestellt. Somit hat der neue Randpunkt (z*, ) genau einen bekann-
ten Nachbarn.

y* =y; 0.E. sei x < x*, sonst vertausche die Intervallgrenzen.
Analog mit 7.

(b) F(z*,y") =0

In diesem Fall muss keine Nullstelle gesucht werden, da sie bereits bekannt ist. Es
wird lediglich die Nachbarschaftsbeziehung von (z*,y*) zu (z,y) geloscht. Weitere
Mafinahmen werden an dieser Stelle nicht unternommen, da im Verlauf der Ite-
ration iiber alle Gitterpunkte der Punkt (z*,y*) ohnehin geméfl Fall 2 behandelt
wird bzw. wurde.

F(z*,y*) <0

In diesem Fall muss nichts gemacht werden. Aus Effizienzgriinden wird jedoch
die Nachbarschaftsbeziehung von (x*,y*) zu (z,y) geloscht. Wenn dann in der
Iteration iiber die Gitterpunkte der Punkt (z*,y*) behandelt wird und Fall 3
eintritt, ist (x,y) nicht mehr als dessen Nachbar gespeichert. Somit spart man
sich eine Auswertung F'(z,y).

Die Berechnung des Winkels ¢ fiir die Neumann-Randpunkte (z,y) erfolgt mittels

¢ = atan2 (—(Z—];(x,y), —g—i(x,y)) €| —m, 7,

einer Variante der Arkustangensfunktion. Sie hat gegeniiber dem Arkustangens den Vorteil,
den Winkel im korrekten Quadranten ermitteln zu kénnen, da sie die Vorzeichen beider
Komponenten beriicksichtigt.



3.2. FUNKTIONSWEISE IM DETAIL 23

Bemerkung 3.2

(a) Es ist mdéglich, mehrere Funktionen F hintereinander an ein vorhandenes Gitter zu
tibergeben und Phase 2 damit mehrfach hintereinander auszufihren. Das macht es leich-
ter, mit relativ einfachen Funktionen kompliziertere Gebiete zu erzeugen.

(b) Es gibt keine Mdoglichkeit, neue innere Gitterpunkte hinzuzufiigen. Damit bietet es sich
an, beir der Konstruktion von F den Blickwinkel zu wechseln: Anstelle zu beschreiben,
welche Gitterpunkte weiterhin enthalten sein sollen, setzt man an den Gitterpunkten an,
die entfernt werden sollen. So ist es beispielsweise leicht, aus einem vorhandenen Gitter
einen Kreis mit Mittelpunkt (mq, ma) und Radius \/r “auszuschneiden”:

F(z,y) == (x—m)*+ (y —ma)? —r

(¢) In die Funktion F koénnen zusdtzlich feste Parameter eingebaut werden, wie im obigen
Beispiel fiir den Kreis.

(d) Im obigen Fall 3a ist keine Aussage tiber die Eindeutigkeit der Nullstelle im Intervall
ly, y*[ bzw. |z, 2*[ gemacht worden. Die Eindeutigkeit muss aber gelten, damit das Gebiet
sinnvoll diskretisiert werden kann. Um die Findeutigkeit sicherzustellen, muss eine hin-
reichend feine Diskretisierung gewdhlt werden, der Grad der Feinheit ist a priori jedoch
nicht klar. Eine geeignete Wahl der Schrittweite bleibt dem Anwender tberlassen.

(e) Damit das Newton-Verfahren konvergiert, ist es hinreichend, dass F' in beiden Variablen
zwet mal stetig differenzierbar ist.

3.2.3 Phase 3: Behandlung der Neumann-Randpunkte

Ist das gewiinschte Gebiet diskretisiert, miissen nun die fiir die Differenzenapproximation
bendtigten Nachbarpunkte bestimmt werden. Am Ende der Phase 2 hat jeder innere Gitter-
punkt seine vier Nachbarn wie in Abschnitt 2.1. Bei den Dirichlet-Randpunkten spielen sie
keine Rolle und so bleiben noch die Neumann-Randpunke. Diese haben am Ende der Phase
2 meist nur einen bekannten Nachbarpunkt, die weiteren miissen erst “gefunden” werden.
Erschwerend kommt hinzu, dass nicht beliebige Nachbarpunkte in Frage kommen. Zum einen
muss die Regularitdt der Matrix (2.18) sichergestellt werden, zum anderen sollten die Nach-
barpunkte nicht zu weit weg sein, damit der Fehler, den man durch das Vernachldssigen
der Restterme in den Taylorentwicklungen (2.13) - (2.16) in Abschnitt 2.2 macht, moglichst
klein bleibt. Weiterhin sollten die Punkte auch nicht zu nah gew&hlt werden, denn je nédher
die Punkte liegen, umso grofler werden die Komponenten der Koeffizientenvektoren o und (8
im Betrag. Dies hat eine hohere Kondition der Matrix A zur Folge. Eine héhere Kondition
bedeutet, dass das Problem numerisch schwieriger zu handhaben ist. Die Ziele sind also, fiir
jeden Neumann-Randpunkt

1. Gitterpunkte in der Néhe zu finden und als Kandidaten zu markieren und

2. aus dieser Liste von Kandidaten vier “moglichst gute” Nachbarpunkte auszuwéhlen.
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Das erste Ziel wird mit einem etwas technischen Algorithmus erreicht, dessen Details nicht
sonderlich ausschlaggebend sind. Sicher gibt es andere Verfahren, die zum Ziel fithren. Aufler-
dem ist es kein mathematisches Problem. Doch die Beschreibung des Algorithmus hilft, die
Probleme und Grenzen des Gittergenerators weiter zu verstehen und soll dem interessierten
Leser nicht vorenthalten werden.

Ausgehend von dem Neumann-Randpunkt (xg, o) geht man zu einem vorhandenen Nach-
barpunkt (x1,y;). Von dort aus geht es weiter zu einem Nachbarpunkt (z,y2) von (x1, 1),
usw., wobei man nur credit € N mal in jede Richtung gehen kann, d.h. credit mal jeweils
den “east”-, “west”-, “north”- und “south”-Nachbarpunkt auswéihlen kann. Hat man seine
Ziige aufgebraucht, so geht es einen Schritt zuriick. Dabei wird in jedem “Riickwérts”-Schritt
keine Richtung “abgezogen”, sondern die entgegengesetzte Richtung “gutgeschrieben”. Geht
man also einen Schritt nach “north” zuriick, kénnte man wieder einen Schritt in Richtung
“south” tun. Um eine Endlosschleife zu verhindern, wird in jedem Schritt tiberpriift, ob der
zu besuchende Punkt bereits auf der Kandidatenliste steht. Falls ja, wird stattdessen eine
andere Richtung probiert, sofern man noch Ziige in diese Richtung {ibrig hat. Immer wenn
ein Punkt nicht besucht wird, entweder weil er bereits bekannt ist oder weil es keinen Nach-
barpunkt in dieser Richtung gibt, wird diese Richtung nicht “abgezogen”. Sind die Punkte
in allen Richtungen, in die man gehen kann, bekannt, so wird ein weiterer Riickwérts-Schritt
getan. Dies geschieht so lange, bis alle erreichbaren Punkte in der Umgebung bekannt sind.
Die Grofle der Umgebung wird durch die vom Anwender vorgegebene Zahl credit bestimmt.

Bemerkung 3.3

(a) Trifft man in der oben beschriebenen Vorgehensweise in einem Schritt auf einen Neumann-
Randpunkt, so wird dieser Punkt natiirlich in die Kandidatenliste aufgenommen. Aller-
dings muss man in diesem Fall einen Schritt zuriickgehen, auch wenn man noch in
andere Richtungen gehen kénnte. Der Grund dafiir ist, dass man ab Phase 3 a prio-
ri nicht weifs, auf welche Nachbarpunkte ein Neumann-Randpunkt verweist. Abhdngig
von der Auswahlstrategie konnen katastrophale Ergebnisse entstehen. Ein Beispiel fiir
ein ungliickliches Szenario ist in Abbildung 3.5 dargestellt: Sehr weit entfernte Punkte
werden als “Nachbarn” ausgewdhlt, was wiederum zu schlechten Resultaten fiihrt, da die
vernachlissigten Restterme in den Taylorentwicklungen grof$ werden.

(b) Es gibt Fdlle, in denen nicht geniigend Kandidaten gefunden werden. Sie treten bei-
spielsweise bei exotischen Gebieten und grofser Schrittweite auf, vgl. Abbildung 3.6. Das
Programm muss dabei beendet werden, weil man ohne die Nachbarpunkte nicht weiter-
kommt. Alternativ wire eine Lischung des Punktes denkbar, aber auch das wdre nicht
befriedigend.

(¢c) Man sollte n maglichst klein wdhlen, um nicht zu ferne Nachbarpunkte zu bekommen.
Allerdings reicht n = 1 nicht aus, vgl. Abbildung 2.4. Der Standard ist daher n = 2.

Damit wére das erste Ziel erreicht. Nun méchte man aus der Kandidatenliste eine méglichst
gute Nachbarpunktkombination auswihlen. “Moglichst gut” heifit dabei, dass das Ender-
gebnis, also die Losung des DGL-Systems, moglichst nah an der exakten Losung sein sollte.
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i

Abbildung 3.6: Suche nach Nachbarpunkten: Nicht geniigend Nachbarpunkte

Bis dahin flielen jedoch noch viele weitere Faktoren ein. Aus diesem Grund wurde das Pro-
blem heuristisch angegangen: Verschiedene Auswahlstrategien wurden entwickelt, die auf
verschiedene Aspekte Wert legen. Die Ansétze waren:

e Wiihle die (in der euklidischen Norm) néchstgelegenen vier Nachbarpunkte aus.

e Wihle diejenigen (in der euklidischen Norm) néchstgelegenen vier Nachbarpunkte aus,
die einen vorgegebenen Mindestabstand zum Neumann-Randpunkt haben.

e Wihle die Nachbarpunkte so aus, dass jeweils ein Punkt moglichst links, rechts, oben
oder unten liegt. Die Idee war, die Differenzenapproximation, die bei den inneren Punk-
ten verwendet wird, nachzubauen.

e Bevorzuge Randpunkte und wéhle dann die inneren Gitterpunkte mit dem kleinsten
Adresswert in dem Vektor, in dem alle Gitterpunkte hinterlegt sind.

e Wihle die Nachbarpunkte so, dass die Kondition cond.(B) minimal wird, wobei B
die Matrix (2.18) ist und die Kondition mit

condag (A) == [| Ao |[A™ |
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fiir reguldre Matrizen A definiert ist. Damit sollte untersucht werden, ob sich die Kondi-
tion der Matrix B positiv auf die Kondition der grofen Matrix A aus (2.19) auswirkt.!

e Wihle die Nachbarpunkte so, dass die gewichtete Kondition 7 - cond.,(B) minimal
wird, wobei B die Matrix (2.18) ist und v € R noch festgelegt wird.

e Bevorzuge sogenannte “Neumann-randnahe” Punkte. Das sind innere Gitterpunkte,
die auf mindestens einen Neumann-Randpunkt verweisen.

Zusétzlich konnen die beiden folgenden Tests durchgefiihrt werden.

Definition 3.4 (Tests)
Eine Menge aus vier Gitterpunkten besteht den

(a) Regularitétstest < (2.18) reguldr
(b) Betatest :< (; # 0,1 € {e,w,n,s,c,d}

Wenig iiberraschend ist die Forderung nach der Regularitidt der Matrix (2.18). Zu akademi-
schen Zwecken sind jedoch Strategien eingebaut, die auf den Regularitéitstest verzichten. Der
Betatest diirfte etwas verwundern, weil man auf den ersten Blick keine Notwendigkeit dafiir
sieht. Er hat sich jedoch in der Praxis bewéhrt: Je nach Gebiet und Auswahlstrategie kommt
es vor, dass einige Komponenten von § Null sind, d.h. 3i € {e,w,n,s,c,d} : 5; = 0. Dies
kann dazu fiithren, dass die Matrix A aus Abschnitt 2.3 singulér wird und somit das in Bemer-
kung 2.11 erwdhnte lineare Gleichungssystem nicht gelost werden kann und die Ergebnisse
unbrauchbar werden. Je hdufiger einzelne Komponenten von § Null sind, umso héher ist die
Gefahr, dass die Matrix singuléar wird. Allerdings weil man a priori nicht, welche Eintrége zu
einer Singularitét fithren. Daher werden alle Eintrége tiberpriift, einschlieflich 8, damit man
sicherstellen kann, dass die Neumann-Randbedingung erfiillt ist. Sollte es vorkommen, dass
es keine mogliche Auswahl an Nachbarpunkten aus der Auswahlliste gibt, die den Betatest
besteht, wird der Betatest fiir diesen Neumann-Randpunkt iibersprungen, um wenigstens
zu versuchen, ein brauchbares Ergebnis zu liefern. Der Anwender wird dariiber mit einer
Warnung informiert. Der Betatest kann nur von Strategien ausgefithrt werden, die auch den
Regularitétstest durchfithren. Der Anwender kann jedoch einstellen, ob der Betatest durch-
gefiihrt werden soll. Es gibt noch weitere Einstellungsmoglichkeiten, die im Laufe der Arbeit
entstanden sind und sich fiir manche Auswahlverfahren als hilfreich erwiesen haben. Diese
und bereits erwdhnte Optionen sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst. Sie spielen in den nun
kommenden Strategiebeschreibungen eine wichtige Rolle.

Bemerkung 3.5

(a) In den Strategien wird oft nach einem minimalen Element gesucht. Dazu werden die
Listen der potentiellen Nachbarpunkte nach dem entsprechenden Kriterium sortiert, z.B.
nach dem Abstand. Diese Aufgabe erledigt der “sort”-Befehl der “Standard Template
Library” fiir C++ fiir Listen, vgl. [5]. Der als Hilfsmittel benutzte Algorithmus regelt nach
eigenen Kriterien, wie er mit gleichen Werten verfahren soll. Daher wird an dieser Stelle
keine Aussage dariiber gemacht, welche Werte in diesem Fall bevorzugt werden.

'Numerische Experimente unterstiitzen diese Hoffnung, vgl. Kapitel 4.
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(b) Die Option “deleteOldNeighbours” hat nur Auswirkungen auf “non-validated”-Strategien.
Die “validated”-Strategien tiberschreiben immer die vorhandenen Nachbarpunkte.

Option Beschreibung

strategy Damit bestimmt der Anwender, welcher der oben ge-
nannten Ansétze verfolgt wird. Gleichzeitig legt er damit
fest, ob der Regularitétstest durchgefiithrt wird.

doBetatest Entscheidet dariiber, ob der Betatest durchgefiihrt wird.

hThresholdDelDistNeighbours Diese Zahl gibt an, welchen Wert die gréfite Schrittwei-
te max{h,, h,} haben darf, bis zu der weiter entfern-
te Punkte nicht von vornherein ausgeschlossen werden.
Weiter entfernte Punkte sind alle Kandidaten mit Ab-
stand > 2 max{h,, h,} zum Neumann-Randpunkt.

deleteOldNeighbours Diese Option legt fest, ob bereits vorhandene Verweise
auf Nachbarpunkte iiberschrieben werden sollen.

Tabelle 3.1: Einstellungsmoglichkeiten der Auswahlstrategien

Die Auswahlverfahren lassen sich unterteilen in jene, die den Regularitétstest durchfithren
(“validated”) und jene, die es nicht tun (“non-validated”). Betrachtet werden zunéchst letz-
tere, da sie eine einfachere Struktur haben. Es sind vier solcher Strategien implementiert.

Strategie 1: NV_.NEAREST

Verfiighbare Optionen: deleteOldNeighbours

Diese Strategie wéhlt die beziiglich der euklidischen Norm néchstgelegenen
Punkte aus. Die Hoffnung besteht darin, den Fehler, den man durch das Weg-
lassen der Restterme in den Taylorentwicklungen macht, moglichst gering zu
halten. Neben ihrer Einfachheit hat diese Strategie den Vorteil, dass durch das
Auswahlkriterium keine potentiellen Nachbarpunkte ausgeschlossen werden und
man somit nicht Gefahr lauft, zu viele Punkte auszuschlieflen.

Strategie 2: NV_.NEAREST _MIN_DIST

Verfiighbare Optionen: deleteOldNeighbours

Ahnlich zu Strategie 1 ist das Auswahlkriterium der euklidische Abstand. Al-

lerdings versucht diese Strategie, zu nahe gelegene Punkte als Nachbarpunkte

auszuschlieBen. Als Grenzwert hat sich in der Praxis § max{h,, h,} bewéhrt, wo-
bei h, und h, wie in (3.1) definiert sind. Es werden nur Punkte entfernt, wenn
noch mindestens so viele Punkte zur Auswahl stehen wie benotigt werden. Die
Punkte mit dem kleinsten Abstand werden zuerst entfernt. Im Wesentlichen ist
es eine Erweiterung von Strategie 1. Sie wurde entworfen, um eine weitere Feh-
lerquelle zu beriicksichtigen. Zwar wird der Fehler in den Taylorentwicklungen
durch die nahen Punkte moglicherweise reduziert, aber je ndher die Punkte lie-
gen, umso grofer wird die Kondition der Matrix A. Mit dieser Strategie wird

versucht, einen Mittelweg zu gehen.
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Strategie 3:

Strategie 4:

NV_OPTIMIZE _DIRECTION

Verfiighbare Optionen: deleteOldNeighbours

Diese Strategie wahlt die Nachbarpunkte so aus, dass jeweils ein Punkt moglichst
links, rechts, oben oder unten liegt. Dazu wird die Umgebung um den Nachbar-
punkt in vier Teilgebiete unterteilt, die die Richtungen “east”, “west”, “north”
und “south” annidhrend wiedergeben sollen, vgl. Abbildung 3.7. Gibt es in einem
Teilgebiet keine Punkte, so wird in dieser Richtung kein Nachbar zugewiesen.
Sollten am Ende des Durchlaufs Nachbarpunkte benotigt werden, wird fiir die
restlichen Punkte die Strategie 2 aufgerufen und eine entsprechende Meldung
an den Anwender ausgegeben. Die Idee dieser Strategie war, die Differenzen-
approximation, die bei den inneren Punkten verwendet wird, nachzubauen. Es
hat sich als schlechte Idee herausgestellt, da dadurch die Matrix (2.18) singulér
bzw. sehr schlecht konditioniert wird. Diese Strategie ist nicht empfehlenswert
und wurde nur als schlechtes Beispiel beibehalten.

NV_PREFER_BOUNDARY

Verfiighbare Optionen: deleteOldNeighbours

Mit diesem Verfahren werden Randpunkte bevorzugt ausgewéhlt. Sollten dann
noch Nachbarpunkte benotigt werden, werden sie mit inneren Gitterpunkten
aufgefiillt. In beiden Féllen wird der Punkt mit der niedrigsten Position in dem
Vektor, in dem alle Punkte gespeichert werden, ausgewihlt. Dies hat keinen be-
sonderen Grund, sondern sollte vielmehr eine technische Vereinfachung sein. Sie
hat jedoch Folgen. Dadurch werden bei den inneren Gitterpunkten tendenziell
diejenigen gewihlt, die sich links unten im Gitter befinden. Bei den Randpunk-
ten ldsst sich diesbeziiglich keine eindeutige Aussage machen, da Randpunkte an
beliebige Stellen in den Vektor eingefiigt werden kénnen, sofern der entsprechen-
de Platz zum Uberschreiben freigegeben ist. Besonders wichtig bei dieser Stra-
tegie ist die Grofe der Umgebung, die nach Nachbarpunkten abgesucht wird.
Ist der credit-Wert zu hoch und die Umgebung damit zu grof3, werden auch sehr
weit entfernte Punkte bevorzugt, wenn sie Randpunkte sind. Der Fehler, den
man durch das Weglassen der Restterme in den Taylorentwicklungen macht,
wird dabei gréfler und fiihrt oftmals zu schlechten Resultaten.

Die implementierten “validated”-Strategien sind technisch etwas aufwéndiger, da einige Si-
cherheitsmechanismen eingebaut werden mussten. So kénnen durch das Entfernen von zu
weit entfernten Nachbarn, durch den Betatest und durch das Auswahlkriterium jeweils so
viele Kandidaten geloscht werden, dass nicht mehr geniigend iibrig bleiben. Daher werden
an geeigneten Stellen Sicherheitskopien gemacht. Auch werden die Punkte etwas anders
gehandhabt. Durch den Regularitatstest werden jeweils vier Nachbarpunkte, die den Test
bestehen, zu einer Menge zusammengefasst. Anstelle jeden Nachbarpunkt nur einmal zu be-
trachten, betrachtet man jetzt diese Mengen, d.h. Kombinationen von jeweils vier Nachbar-
punkten. Folglich miissen die Auswahlkriterien an diese neue Form angepasst werden. Diese
etwas andere Formulierung kann, zusammen mit dem in Bemerkung 3.5 erwdhnten “sort”-
Algorithmus, trotz gleichem Ansatz zu unterschiedlichen Ergebnissen zwischen “validated”-
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Abbildung 3.7: Teilgebieteinteilung fiir Strategie 3

und “non-validated”-Strategien fithren, auch wenn beide Ergebnisse im Sinne des Regula-
ritatstests zuléssig wéren. Dieses Phdnomen tritt auf, wenn die Werte, nach denen sortiert
wird, gleich sind. Es kénnte durch Einfiigen eines weiteren, sicher eindeutigen Auswahlkrite-
riums beseitigt werden. Ein Beispiel hierfiir wére die Position, die ein Punkt in dem Vektor
hat, in dem alle Gitterpunkte gespeichert werden. Um die folgenden fiinf Strategien nicht
komplizierter zu machen als sie sind, wurde auf diese MaBinahme verzichtet.

Strategie 5:

Strategie 6:

V_NEAREST

Verfiighbare Optionen: doBetatest

Diese Strategie ist sehr dhnlich zu Strategie 1. Auch hier ist der euklidische Ab-
stand das Auswahlkriterium. Die wichtigen Unterschiede sind die Durchfiihrung
des Regularititstests und — auf Wunsch — die des Betatests. Technisch bedingt
wird hier das Minimum {iber die Summe der vier Absténde zu den Nachbar-
punkten gesucht, also

min Y, d;

ie{e,w,n,s}

wobei d; der euklidische Abstand vom aktuellen Neumann-Randpunkt zum
jeweiligen potentiellen Nachbarpunkt (“east”, “west”, “north”, “south”) sei.
Dieses Verfahren ist relativ einfach und l6scht, wie auch das “non-validated”-
Analogon, keine Kandidaten durch das Auswahlkriterium. Damit bietet sich
diese Strategie als Notfalllosung an, falls durch andere Kriterien alle giiltigen
Kandidaten herausgefiltert werden.

V_NEAREST_MIN_DIST
Verfiighare Optionen: doBetatest
Die “validated”-Variante der Strategie 2 geht genauso vor wie Strategie 5 mit
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Strategie 7:

Strategie 8:

Strategie 9:

dem einzigen Unterschied, eine im Sinne des Regularitétstests giiltige Nach-
barpunktkombination zu verwerfen, wenn mindestens ein Nachbarpunkt einen
Abstand < § max{h,, h,} zum aktuellen Neumann-Randpunkt hat.

V_COND

Verfiighbare Optionen: doBetatest, hThresholdDelDistNeighbours

Bisher haben die meisten vorgestellten Strategien einen geometrischen Ansatz.
Diese Strategie versucht eine andere Herangehensweise: Sicher ist, dass die Ma-
trix (2.18), im Folgenden mit B bezeichnet, bei der Auswahl der Nachbarpunkte
eine wichtige Rolle spielt. Sie darf beispielsweise nicht singuldr werden. Wenn
sie jedoch sehr schlecht konditioniert ist, hat das ebenso iible Auswirkungen.
Also wird hier versucht, diese Kondition zu minimieren, d.h.

min cond(B).

Die Hoffnung besteht, dass sich die Kondition der Matrix B positiv auf die
Kondition der grofien Matrix A aus (2.19) auswirkt und damit ein besseres
Endergebnis hervorbringt. Trotz des etwas anderen Ansatzes spielt auch hier die
Entfernung der Punkte vom Neumann-Randpunkt eine wichtige Rolle. Je néher
die Punkte, desto schlechter wird die Kondition. Daher neigt diese Strategie,
weiter entfernte Punkte zu bevorzugen, was wiederum im Konflikt mit dem
Wunsch steht, nidhere Punkte auszuwéhlen. Aus diesem Grund werden hier auf
Wunsch von vornherein weiter entfernte Punkte ausgeschlossen.

V_COND_W

Verfiighare Optionen: doBetatest, hThresholdDelDistNeighbours

Diese Erweiterung von Strategie 7 kniipft an der Problematik an, dass weiter
entfernte Punkte bevorzugt werden. Die Idee ist hier, den Wert der Kondition
mit dem Abstand zu gewichten. Das Gewicht, das hier gewéhlt wurde, ist der
maximale Abstand des Neumann-Randpunktes zu den vier Nachbarpunkten.
Insgesamt ergibt sich damit

mm[( max di> condoo(B)],

i€{e,w,n,s}

wobei d; der euklidische Abstand vom aktuellen Neumann-Randpunkt zum je-
weiligen Nachbarpunkt (“east”, “west”, “north”, “south”) sei. Diese Gewich-
tung kann sicherlich noch verbessert werden. Auch hier besteht die Moglichkeit,
weiter entfernte Punkte auszuschlieflen.

V_PREFER_INNER_NEAR_NEUMANN
Verfiighbare Optionen: doBetatest, hThresholdDelDistNeighbours
Die Idee fiir das letzte hier vorgestellte Verfahren entstand aus dem Wunsch,
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weiterhin den Kompromiss zwischen nahen Punkten und guter Kondition zu su-
chen und der Hoffnung, innere Gitterpunkte wiren bei der Auswahl “geeigneter”
als Neumann-Randpunkte. Die Hoffnung riihrt daher, dass inneren Gitterpunk-
ten “kanonische” Nachbarn zugewiesen werden kénnen und sie daher “robuster”
erscheinen. Wie der Name der Strategie suggeriert, werden hier innere Gitter-
punkte, die Neumann-Randpunkte als Nachbarn eingetragen haben, bevorzugt.
Technisch bedingt miissen auch hier immer Mengen von jeweils vier Nachbar-
punkten betrachtet werden. Die iiblichen Bezeichnungen “east”, “west”, “north”
und “south” seien hier durch die Buchstaben e, w,n und s ausgedriickt, damit
klar ist, was mit “Kandidat " im Folgenden gemeint ist. Es wird das Minimum

min >, fi,

ie{e,w,n,s}
gebildet, wobei

P {—1, falls Kandidat ¢ auf mind. einen Neumann-Randpunkt verweist

0, sonst

Auch bei diesem Verfahren lassen sich zu weit entfernte Nachbarpunkte von
vornherein ausschlieflen.

Nachdem die Auswahlkriterien in den Strategien vorgestellt wurden, soll zum Abschluss
der allgemeine technische Ablauf fiir die Verfahren 5 bis 9, insbesondere die Sicherheitsme-
chanismen, ndher erldutert werden. Da die Strategien 5 und 6 keine Option bieten, weiter
entfernte Kandidaten von vornherein auszuschliefien, sind sie etwas leichter zu handhaben
und werden daher zuerst préasentiert. Fiir alle potentiellen Nachbarpunktkonstellationen wird
zundchst der Regularitétstest durchgefithrt. Jede Konstellation, die den Test nicht besteht,
wird ausgeschlossen. Wird der Regularitétstest fiir keine Kombination von Nachbarpunkten
bestanden, muss mit einer Fehlermeldung an dieser Stelle abgebrochen werden. Ansonsten
fithrt der Gittergenerator fiir die verbleibenden Konstellationen den Betatest aus, sofern
gewiinscht. Auch hier wird jede Kombination von Nachbarpunkten, die den Test nicht be-
steht, ausgeschlossen. Falls danach keine potentiellen Nachbarn mehr vorhanden sind, muss
auf den Betatest verzichtet werden in der Hoffnung, trotzdem ein brauchbares Resultat zu
erhalten. In diesem Fall werden alle Nachbarpunktkonstellationen, die den Regularitatstest
bestanden haben, mit Hilfe einer Sicherheitskopie wieder in Betracht gezogen. Erst jetzt
kommt eines der obigen Auswahlkriterien zum Zuge. Dabei konnen im Allgemeinen weitere
giiltige Nachbarpunktkonstellationen gelscht werden. Sollte keine Konstellation mehr iibrig
bleiben, bieten sich hier zwei Moglichkeiten an:

1. Uberspringe den Betatest, sofern er durchgefiithrt und die Sicherheitskopie noch nicht
verwendet wurde oder

2. verwende ein anderes Auswahlkriterium.
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Implementiert wurde die zweite Losung mit der Intuition, dass der Betatest wichtiger sei
als das Auswahlkriterium. Es wird auf die Strategie 5 ausgewichen, da durch deren Aus-
wahlkriterium keine Kandidaten geloscht werden. Die Strategien 7 bis 9 laufen dhnlich ab
mit dem Unterschied, dass vor dem Regularitétstest ggf. zu weit entfernte Nachbarpunkte
geloscht werden. Sie werden nicht erst nach dem Regularititstest geloscht. Zwar geht man
damit das Risiko ein, schlimmstenfalls den Test erneut durchzufithren. In der Regel erhélt
man aber so ein schnelleres Ergebnis, da der Test nicht fiir alle Punkte durchgefiihrt wer-
den muss. Der darauffolgende Betatest hat eine hohe Prioritéit: Schlagt dieser fehl, wird
versucht, die weiter entfernten Punkte wieder hinzuzunehmen. Wird der Betatest erneut
nicht bestanden, muss darauf verzichtet werden. Wie zuvor wird auf ein anderes Auswahl-
kriterium zuriickgegriffen, falls durch das urspriingliche Auswahlkriterium alle moglichen
Konstellationen aussortiert wurden. Dies ist jedoch lediglich ein theoretisches Geriist fiir
mogliche zukiinftige Auswahlkriterien, denn die aktuellen Strategien 7 bis 9 verwerfen in
diesem Schritt keine Nachbarpunkte mehr. Abbildung 3.8 fasst die Abldufe zusammen.
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Abbildung 3.8: Grober Ablauf fiir die Strategien 5 und 6 (links) und 7 bis 9 (rechts)
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3.2.4 Phase 4: Differenzenapproximation und Dateiausgabe

Nachdem sichergestellt wurde, dass jeder innere Gitterpunkt und jeder Neumann-Randpunkt
vier Nachbarn hat, bleibt im letzten Schritt des Gittergenerators nur noch die Generierung
der Matrix A und des Vektors b aus Abschnitt 2.3. Die Hauptschwierigkeit besteht darin,
dies moglichst speichereffizient zu gestalten. Insbesondere sollte man die Diinnbesetztheit
der Matrix ausnutzen.

Zunéchst sollte man jedoch wissen, wo genau in der Matrix die Koeffizienten «; bzw. [;
fiir einen gegebenen Punkt auftauchen. Dies hingt von der Nummerierung der Gitterpunkte
ab. Fiir einen Menschen stellt es kein Problem dar, die aktuellen Gitterpunkte nach einem
vorgegebenen System zu nummerieren und daraufthin die Matrix aufzustellen. Der Com-
puter hingegen braucht etwas Hilfestellung, da er mit den vorhandenen Informationen aus
den verwendeten Datenstrukturen auskommen muss. Eine Information wire die eindeutige
Kennzeichnung der Punkte durch ihre Position in dem Vektor, in dem alle Punkte gespei-
chert sind. Diese Nummern kénnen jedoch nicht verwendet werden, weil in dem Vektor ggf.
Punkte enthalten sind, die nicht mehr im Gitter vorhanden sind. Das kann vorkommen, weil
diese Punkte gemafl Abschnitt 3.2.2 nicht aus dem Vektor entfernt werden, sondern lediglich
zum Uberschreiben freigegeben werden. Eine stéindige Anpassung des Vektors, so dass er
immer genauso lang ist wie die Anzahl der noch im Gitter enthaltenen Punkte, wire zu
aufwindig und ineffizient. Fiir eine effiziente Losung muss man also eine Méglichkeit finden,
nur die Punkte, die jetzt noch im Gitter enthalten sind, zu nummerieren. Die implementierte
Losung ermoglicht eine Dateiausgabe der Matrix, ohne speziell Speicherplatz dafiir zu reser-
vieren. Es wird lediglich Speicherplatz fiir die fiinf bzw. sechs Werte von «a bzw. [ bendtigt,
die immer wieder iiberschrieben werden konnen.

Der Trick besteht darin, die Positionen der Punkte in den Listen (ip) und (bpy) auszu-
nutzen. In diesen Listen sind nur die noch im Gitter enthaltenen Punkte vorhanden. Der
Gittergenerator beherrscht dabei die zwei in Abschnitt 2.3 vorgestellten? Moglichkeiten der
Gitterpunktnummerierung, die kurz wiederholt werden. Seien dazu P; die Menge der inneren
Punkte und Py die der Neumann-Randpunkte. Die beiden Ansétze sind:

1. Nummeriere die inneren Gitterpunkte und die Neumann-Randpunkte jeweils von links
nach rechts und von unten nach oben. Damit haben die inneren Gitterpunkte die
Nummern 1 bis | Py|, die Neumann-Randpunkte die Nummern |P;| + 1 bis |P;| + | Py].

2. Nummeriere die inneren Gitterpunkte und die Neumann-Randpunkte zusammen von
links nach rechts und von unten nach oben. Damit wird kein Unterschied mehr zwischen
inneren Gitterpunkten und Neumann-Randpunkten gemacht. Sie haben allgemein die
Nummern 1 bis |P;| + |Py].

Bemerkung 3.6

Beachte, dass die Dirichlet-Randpunkte in der Implementierung nicht speziell nummeriert
werden miissen, weil sie nicht in der Matrix A auftauchen. Es reicht, deren Position in dem
Vektor, in dem alle Punkte gespeichert werden, zu kennen.

2vgl. Beispiel 2.9 und Bemerkung 2.13
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Nun miissen also alle Punkte aus (ip) und (bpy) durchgegangen und nach deren Koordinaten
im Gitter sortiert werden. Im Fall 1 ist die Liste (ip) bereits richtig sortiert. Das liegt daran,
dass keine inneren Punkte hinzukommen kénnen und die Punkte in Phase 1 richtig sortiert
in die Liste (ip) eingetragen wurden. Im Fall 2 werden die Punkte aus (ip) und (bpy) aus
technischen Griinden in eine neue Liste (merged) zusammengelegt. Die Nummer des Punktes
wird in dem Wert “Gitterpunktnummer” abgelegt und sollte nicht mit dem Wert verwechselt
werden, der die Position in dem Vektor, in dem alle Punkte gespeichert werden, beschreibt.
Nachdem die Nummerierung abgeschlossen ist, iteriert der Gittergenerator nacheinander
tiber die Listen (ip) und (bpy) (Fall 1) bzw. iiber die Liste (merged) (Fall 2). In jeder Itera-
tion wird der Koeffizientenvektor a (innere Gitterpunkte) bzw. 5 (Neumann-Randpunkte)
berechnet. Da die Matrix A diinnbesetzt ist, lohnt es sich, nur die Nicht-Null-Eintréige der
Matrix in der Form

(Zeilennummer, Spaltennummer, Wert)

in eine Datei zu schreiben. Null-Eintrige werden nicht abgespeichert. Die Zeilen- und Spal-
tennummern ergeben sich aus der Gitterpunktnummer des aktuellen Punktes und den Git-
terpunktnummern der Nachbarpunkte. Die Koordinaten der Punkte werden in eine separate
Datei abgelegt. Die Ausgabe des Vektors b hangt davon ab, ob die Funktionen f, gp und gy
aus Def. 1.1(b) von t abhéngig sind oder nicht. Sofern sie von ¢ unabhéngig sind, 14sst sich der
Vektor b explizit ausrechnen und in Form eines Spaltenvektors ausgeben. Andernfalls wird
eine grofle Tabelle mit allen Daten ausgegeben, die man fiir die Berechnung des Vektors b in
einem externen Programm fiir jeden Zeitschritt ¢ braucht. Das wéren im einzelnen

e die Gitterpunktnummer,
e die Koordinaten des Gitterpunktes,
e die Komponenten des Koeffizientenvektors v bzw. 5 und

e die Koordinaten der Nachbarn “east”, “west”, “north” und “south”, sofern der ent-
sprechende Wert von «; bzw. §; fiir ein i € {e,w,n, s} ungleich Null ist.

Im externen Programm miissen dann nur noch die Funktionen f, gp und gy in jedem Zeit-
schritt ¢ ausgewertet und mit den entsprechenden Koeffizienten aus der Tabelle verrechnet
werden.

3.2.5 Einstellungen fiir den Anwender — ein Uberblick

Dieser Abschnitt soll lediglich eine Ubersicht der Parameter geben, auf die der Anwender
Einfluss nehmen kann. Alle wichtigen Einstellungen finden sich in der folgenden Tabelle.
Nicht aufgefiihrt sind die Funktionen F und deren partielle Ableitungen ?’)_i und %—Z aus
Phase 2, da sie nicht einfach durch Setzen eines Parameters konstruiert werden.
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Parameter Beschreibung

x, € Ry z-Koordinate des Eckpunktes (z;,,0)
yu € Ry y-Koordinate des Eckpunktes (0, ;)
N, eN Anzahl der Teilintervalle in z-Richtung
N, eN Anzahl der Teilintervalle in y-Richtung

boundDefault € {1,2}*
credit € N

strategy € {1,...,9}
doBetatest € {true, false}

hThresholdDelDistNeighbours € R

deleteOldNeighbours € {true, false}

useAltNumbering € {true, false}

timeDependent € {true, false}

Legt fiir jede Seite des Rechtecks in Phase 1 den
Randtyp (“Dirichlet” oder “Neumann”) fest
Dieser Wert gibt an, wie oft der Nachbarsuchalgo-
rithmus jeweils den “east”-, “west”-, “north”- und
“south”-Nachbarpunkt auswéhlen kann

Wahl der Strategie

Entscheidet dariiber, ob der Betatest durchgefiihrt
wird.

Diese Zahl gibt an, welchen Wert die grofite
Schrittweite max{h,, h,} haben darf, bis zu der
weiter entfernte Punkte nicht von vornherein aus-
geschlossen werden. Weiter entfernte Punkte sind
alle Kandidaten mit Abstand > 2max{h,,h,}
zum Neumann-Randpunkt.

Diese Option legt fest, ob bereits vorhandene Ver-
weise auf Nachbarpunkte iiberschrieben werden
sollen.

Damit bestimmt der Anwender, welche der beiden
in Abschnitt 3.2.4 erwidhnten Nummerierungs-
ansétze verwendet werden sollen.

Gibt an, ob mindestens eine der Funktionen f, gp
und gy von t abhéngig sind.

Tabelle 3.2: Einstellungsmoglichkeiten des Anwenders



Kapitel 4

Anwendungen und Bewertung

4.1 Anwendungsbeispiele

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Wahl von Gebieten, die iiber ein Rechteck oder
einen Kreis hinausgehen und einen Neumann-Rand besitzen. Auf allen ausgewihlten Gebie-
ten mussten sich die insgesamt neun Strategien auf verschieden feinen Gittern beweisen. In
den meisten Féllen lésst sich die Losung nur numerisch berechnen. Ohne das Vorhanden-
sein einer Referenzlosung lassen sich kaum préizise Aussagen iiber die Giite der errechneten
Losungen machen. Um dennoch zumindest heuristische Aussagen machen zu kénnen, wurden
im Vorfeld speziell das Beispiel 4.1 und Varianten davon (zum Beispiel andere Neumann-
Randbedingungen) sowohl mit dem Gittergenerator als auch mit dem kommerziellen “Finite
Elemente”-Loser “Comsol Multiphysics” behandelt und die Losungen anhand charakteristi-
scher Werte wie dem (absoluten) Maximum der Losung verglichen. Dabei wurde festgestellt,
dass die Losungen qualitativ iibereinstimmen. Je nach Gitterfeinheit und Wahl der Strategie
waren die Maximalwerte der Losungen auf einige Dezimalstellen genau identisch. Die iibrigen
im Folgenden aufgefiihrten Beispiele wurden nur mit dem Gittergenerator behandelt. Hier
wurden weitere Kriterien zur Hilfe genommen, die sich aus der grafischen Darstellung der
numerischen Losungen ergeben:

e Sieht die numerische Losung “glatt” aus, wie man es von der Losung der (stationéren)
Wairmeleitungsgleichung erwarten wiirde?

e Verhilt sich die Losung insbesondere am Neumann-Rand wie man es aus physikali-
schen Griinden erwarten wiirde? Beispielsweise bedeutet bei der (stationdren) Warme-
leitungsgleichung die homogene Neumann-Bedingung g—qlf = 0 auf I'y physikalisch, dass
'y “perfekt isoliert” ist, d.h. an dieser Stelle entweicht keine Warme und es kommt
auch keine von auflen hinzu.

Samtliche Beispiele wurden so gewéhlt, dass nach Bemerkung 2.11 nur ein lineares Glei-
chungssystem gelost werden muss. Zur Weiterverarbeitung der Textdateien des Gittergene-
rators, speziell zur Losung der linearen Gleichungssysteme und fiir die grafische Darstellung



38 Kapitel 4: Anwendungen und Bewertung

der numerischen Losung, wurde das Computeralgebrasystem “Maple” verwendet. Die ent-
sprechenden Worksheets sind auf der beigelegten CD-ROM gespeichert.

Relevante Parameter und Vergleichskriterien werden unter den Plots der numerischen Losung
auf dem jeweils vorgegebenen Gitter in der Form

(N, N, strategy, max u, conds (A))

angezeigt, wobei A die Matrix A aus (2.21) sei. Fiir die Schrittweiten gilt, sofern in den
Beispielen nicht anders angegeben:

128
e = (52:37)

Da die Nummerierung der Gitterpunkte keinen Einfluss auf die Losung des linearen Glei-
chungssystems hat, wurde stets die erste Nummerierungsmethode verwendet, vgl. Abschnitt
3.2.3. Sofern nicht anders erwiahnt, wurden weiterhin folgende Optionen verwendet:

credit =2
doBetatest = true
hThresholdDelDistNeighbours = 0
deleteOldNeighbours = false
timeDependent = false

Der Gittergenerator wurde auf einem Rechner mit Windows 7 Professional (32 bit) und der
IDE “CodeBlocks” in der Version 8.02 (mit “MinGW?”) programmiert und kompiliert. Die
vom Gittergenerator erstellten Textdateien konnen je nach Betriebssystem und Compiler
variieren, insbesondere konnten im Extremfall zum Beispiel aufgrund von Rechenungenau-
igkeiten andere Nachbarpunktkonstellationen ausgewéhlt werden oder es konnte in manchen
Féllen — je nach Compiler — “Infinity” ausgegeben werden.

4.1.1 Die 2-dim. Wirmeleitungsgleichung (stationir)

Man betrachte zunédchst die 2-dim. Warmeleitungsgleichung. Um kein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen 16sen zu miissen, wird hier der stationére Fall der Gleichung betrach-
tet. Damit reicht es laut Bemerkung 2.11, ein Gleichungssystem zu 16sen. Die Differential-
gleichung mit Randwerten sei fiir verschiedene Gebiete 2 C [0, oo[? mit Rand 9Q =T'p U T'y
definiert durch:

—Au =2 auf Q
u=0aufI'p (4.1)
ou
5 = 0 auf FN

Beispiel 4.1
Das erste Gebiet ist ein Querschnitt eines Behdlters, der eine Réhre mit Radius r = V3
enthdlt, vgl. Abbildung 4.1. Iy sei der Rand des inneren Kreises, I'p der duffere Rand.
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Abbildung 4.1: UnregelméBiges Gebiet Nr. 1: Behalterquerschnitt

Die folgenden Abbildungen stellen die numerische Losung auf dem jeweiligen Gitter grafisch
dar. Zum Vergleich: Der Finite-Elemente-Loser lieferte als Maximalwert der Losung

maxu = 9.526701

sowohl bei einer gréberen als auch bei einer recht feinen Diskretisierung.

10

12 O

Abbildung 4.2: Bsp. 4.1, (60, 40, NV_.NEAREST, 9.517956201, 6424.871609)
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10

12 O

Abbildung 4.3: Bsp. 4.1, (60, 40, NV_.NEAREST _MIN_DIST, 9.517708740, 6293.745710)

Abbildung 4.4: Bsp. 4.1, (60, 40, NV_PREFER_BOUNDARY, 181.8044281, 92552887.06)
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12 0

Abbildung 4.5: Bsp. 4.1, (60, 40, V.NEAREST, 9.531970857, 6440.016424)

12 0

Abbildung 4.6: Bsp. 4.1, (60, 40, V.NEAREST_MIN_DIST, 9.531720991, 6311.822052)

41
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10

12 0

Abbildung 4.7: Bsp. 4.1, (60, 40, V_COND, 9.544484642, 4348.894677)

10
12

Abbildung 4.8: Bsp. 4.1, (60, 40, V_.COND_W, 9.544659546, 4351.764360)
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12 O

Abbildung 4.9: Bsp. 4.1, (60, 40, V_.PREFER_INNER_NEAR_NEUMANN, 9.542473873,
11849.94285)

Man sieht, dass die meisten Plots éhnlich sind. Die Strategie “NV_PREFER_BOUNDARY”
erweist sich als untauglich; der zugehorige Plot wurde nach oben hin abgeschnitten. Die
Strategie “NV_OPTIMIZE DIRECTIONS” generierte nicht einmal eine giiltige Matrix A.
Dies war zu erwarten, da die Matrix (2.18) sehr wahrscheinlich in mehreren Punkten sin-
guldr wird. Die Strategien “V_COND” und “V_COND_W” weisen den niedrigsten Wert fiir
conde (A) auf. Moglicherweise hat die Kondition der Matrix (2.18) Auswirkungen darauf.

N,;,N,) dimA Strategie max u condy (A)
60, 40 1938  NV_NEAREST 9.517956201 6424.871609
60, 40 1938  NV_.NEAREST_MIN_DIST 9.517708740  6293.745710
60, 40 1938  NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a

60, 40 1938  NV_PREFER_BOUNDARY 181.8044281 92552887.06

1938
1938
1938

(

(60, 40)

(60, 40)

(60, 40)

(60, 40)

(60,40) 1938
(60, 40)

(60, 40)

(60, 40)

(60,40) 1938

V_NEAREST
V_NEAREST _MIN_DIST

V_COND
V_.COND_W

V_PREFER_INNER_NEAR_NEUMANN

9.531970857
9.531720991
9.544484642
9.544659546
9.542473873

6440.016424
6311.822052
4348.894677
4351.764360
11849.94285

n/a n/a

Finite- Elemente-Methode

9.526701

n/a

Tabelle 4.1: Zusammenfassung fiir Beispiel 4.1 mit (N,, N,) = (60, 40)
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Bei einer hoheren Auflosung von (N, N,) = (120, 80) zeichnet sich dasselbe Bild ab. Ab-
bildung 4.10 steht daher stellvertretend fiir diejenigen Strategien, die schon oben “gut”
abgeschnitten haben. Auch hier versagen die Strategien “NV_PREFER_BOUNDARY” und
“NV_OPTIMIZE_DIRECTIONS”. Tabelle 4.2 fasst die interessanten Werte zusammen.

(Ny, Ny) dim A Strategie max u condy (A)
(120,80) 7812  NV_NEAREST 9.526969713  97669.81714
(120,80) 7812 NV_NEAREST_MIN_DIST 9.521039332  97269.19649
(120,80) 7812  NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a
(120,80) 7812 NV_PREFER_BOUNDARY 141.7146415 6221070363
(120,80) 7812  V_NEAREST 9.529043814  97630.34926
(120,80) 7812  V.NEAREST_MIN _DIST 9.521615218  556446.7997
(120,80) 7812 V_COND 9.528178054 17332.22432
(120,80) 7812  V_.COND_-W 9.528194363 17332.25399
(120,80) 7812  V_PREFER_.INNER_NEAR_NEUMANN 9.527370855 102577.6441
n/a n/a Finite-Elemente-Methode 9.526701 n/a

Tabelle 4.2: Zusammenfassung fiir Beispiel 4.1 mit (N,, N,) = (120, 80)

Abbildung 4.10: Bsp. 4.1, (120, 80, V_.COND_W, 9.528194363, 17332.25399)
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Beispiel 4.2
Man betrachte weiterhin die stationdre Wdarmeleitungsgleichung (4.1), diesmal jedoch auf

1
75

dem Gebiet aus Abbildung 4.11 mit r =

Abbildung 4.11: Unregelméfiges Gebiet Nr. 2

Abbildung 4.12: Bsp. 4.2, (120, 80, NV_ PREFER_BOUNDARY, 1.810376454, 327261.9602)

Wiéhrend diesmal die Strategien “NV_NEAREST”, “NV_NEAREST_MIN_DIST” und “NV_
OPTIMIZE _DIRECTION” keine giiltigen Matrizen A liefern, iiberrascht “NV_PREFER._
BOUNDARY” mit einem brauchbaren Ergebnis. Alle anderen Strategien haben als Ergeb-
nis einen dhnlichen Plot wie Abbildung 4.12. Daher werden die interessanten Werte ledig-
lich in einer Tabelle abgetragen. In diesem Beispiel fiithren die Strategien “V_COND” und
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“V_COND_W?” nicht zu einer wesentlich niedrigen Kondition von A, verschlechtern sie aber
auch nicht. Interessant ist auch, dass die beiden Strategien “V_COND” und “V_COND_W”
gleiche Werte fiir max u und cond.,(A) liefern. Das kann darauf hindeuten, dass die Gewich-
tung noch nicht optimal ist, da sie — zumindest in diesem Fall — keinen wesentlichen Einfluss
hat.

(Ngy, Ny) dim A Strategie max u condy (A)
(120,80) 1729  NV_NEAREST n/a n/a
(120,80) 1729  NV_.NEAREST MIN_DIST n/a n/a
(120,80) 1729  NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a
(120,80) 1729 NV_PREFER_BOUNDARY 1.810376454  327261.9602
(120,80) 1729 V_NEAREST 1.812350050  238500.3293
(120,80) 1729 V_NEAREST _MIN _DIST 1.812350050  238629.3592
(120,80) 1729 V_COND 1.812581738  237231.5956
(120,80) 1729  V_.COND.W 1.812581738  237231.5956
(120,80) 1729 V_PREFER_INNER_NEAR_NEUMANN  1.812471828 236804.7422

Tabelle 4.3: Zusammenfassung fiir Beispiel 4.2 mit (N,, N,) = (120, 80)

Abbildung 4.13: Bsp. 4.2, (240, 160, NV_NEAREST_MIN_DIST, 1.807987533, 1721491.379)

Wieder wird das Gitter verfeinert, diesmal auf (N,, N,) = (240, 160). Die grafischen Ergeb-
nisse verdndern sich nicht wesentlich. Allerdings liefert diesmal “NV_NEAREST _MIN_DIST”
ein Ergebnis, vgl. Abb. 4.13. Es scheint sich langsam heraus zu kristallisieren, dass das Ab-
standskriterium an sich nicht schlecht ist, aber ohne den Regularitiatstest es Gliickssache ist,
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ob ein brauchbares Resultat herauskommt oder nicht. Ausnahmsweise liefert “V_COND” ei-
ne sehr hohe Kondition und das, obwohl sich die Werte fiir “V_COND” und “V_COND_W”
fir (N,, N,) = (120, 80) garnicht unterscheiden; es scheint ein Sonderfall zu sein.

(N, N,) dimA Strategie max u condy,(A)
(240,160) 6904 NV_NEAREST n/a n/a
(240,160) 6904 NV _NEAREST _MIN_DIST 1.807987533 1721491.379
(240,160) 6904 NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a
(240,160) 6904 NV_PREFER_BOUNDARY 1.813259854 1796413.254
(240,160) 6904 V_NEAREST 1.808174696 1719994.877
(240,160) 6904 V_NEAREST_MIN _DIST 1.807167248 1860965.304
(240,160) 6904  V_COND 1.807498105 2084663.071
(240,160) 6904 V_COND_-W 1.809328748  1582317.794
(240,160) 6904  V_PREFER_INNER.NEAR_NEUMANN 1.810058761 1556517.821

Tabelle 4.4: Zusammenfassung fiir Beispiel 4.2 mit (N, NV,)) = (240, 160)

Nun soll der Einfluss der Option “hThresholdDelDistNeighbours” untersucht werden. Bisher
wurden weiter entfernte Nachbarn immer geloscht, da der Wert auf Null gesetzt war. Zum
Vergleich wird dieser Wert nun so hoch gesetzt, dass Kandidaten nicht von vornherein wegen
ihrer Entfernung ausgeschlossen werden. Dabei werden nur die drei Strategien beriicksichtigt,
die diese Option bieten.

Abbildung 4.14: Bsp. 4.2, (120, 80, V_.COND, 2.4871065, 2089576.7)
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Man vergleiche die Abbildung 4.14 mit 4.12. Lasst man weiter entfernte Nachbarn zu, kann
es vor allem bei den Strategien “V_COND” und “V_COND_W” vorkommen, dass die Ergeb-
nisse merklich schlechter werden. Es liegt nahe, dass dieses Phdnomen vor allem bei groberen
Gittern auftritt. Bei feineren Gittern sind die Punkte so nahe beieinander, dass die Entfer-
nung keine Rolle mehr spielt. Es wére sogar méglich, dass es bei zunehmend feineren Gittern
empfehlenswert wire, das Ausschlieen von “weit entfernten” Nachbarn abzuschalten. In
Tabelle 4.5 sind weitere Werte zu finden. Eine “1” in der R-Spalte bedeutet, dass zu weit
entfernte Nachbarn geloscht werden und eine “0” entsprechend, dass sie erhalten bleiben.

(Ng,N,) dimA Strategie R maxu conda, (A)
(120,80) 1729  V_.COND 1 1.8125817 237231.59
(120,80) 1729  V_COND 0 2.4871065 2089576.7
(120,80) 1729 V_.COND_W 1 1.8125817 237231.59
(120,80) 1729 V_.COND_W 0 1.9560589 1214070.4
(120,80) 1729  V_PREFER_.INNER_NEAR_NEUMANN 1 1.8124718 236804.74
(120,80) 1729  V_.PREFER_INNER.NEAR_NEUMANN 0 1.8094723 263049.10
(240,160) 6904  V_COND 1 1.8074981 2084663.0
(240,160) 6904  V_COND 0 1.8153815 2209856.3
(240,160) 6904 V_COND_-W 1 1.8093287 1582317.7
(240,160) 6904 V_COND_-W 0 1.8143220 1572459.6
(240,160) 6904  V_PREFER.INNER.NEAR NEUMANN 1 1.8100587 1556517.8
(240,160) 6904 V_PREFERINNER.NEARNEUMANN 0 1.8092666 26813823

Tabelle 4.5: Auswirkungen von “hThresholdDelDistNeighbours” fiir Beispiel 4.2

Beispiel 4.3

Diesmal wird nicht nur ein weiteres Gebiet betrachtet (vgl. Abbildung 4.15; der Radius des
Kreises r ist \/Lfo)’ auch die rechten Seiten in (4.1) werden verdndert. Die neue Gleichung
lautet:

—Au =0 auf 2
u= % auf I'p (4.2)
ou
5 =1 aufFN

Versuchsweise wird die Option “doBetatest” ausgeschaltet. Das Resultat: Zwei der “validated”-
Strategien liefern nun eine singuldre Matrix. Der Betatest sollte also nach Moglichkeit im-
mer angeschaltet bleiben! Abbildung 4.16 ist qualitativ reprisentativ fiir alle Strategien,
die eine regulire Matrix A erzeugen. Erstaunlicherweise sieht das Ergebnis fiir “NV_PRE-
FER_BOUNDARY” trotz der sehr hohen Kondition noch relativ gut aus. Die Ergebnisse
der anderen Strategien deuten jedoch auf eine etwas abweichende Losung hin und liefern
vermutlich das bessere FErgebnis.
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(N, N,) dimA Strategie max u conda, (A)
(240,160) 4381 NV_NEAREST n/a n/a
(240,160) 4381 NV_NEAREST_MIN_DIST n/a n/a
(240,160) 4381 NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a
(240,160) 4381 NV_PREFER_BOUNDARY 3.355340028 0.271451el3
(240,160) 4381  V_NEAREST n/a n/a
(240,160) 4381  V_NEAREST_MIN_DIST 3.411945448  301834.0570
(240,160) 4381  V_COND 3.411691778  259630.9265
(240,160) 4381  V_.COND_-W 3.411500160 253473.6463
(240,160) 4381 V_PREFER_INNER_NEAR NEUMANN n/a n/a

Tabelle 4.6: Zusammenfassung fiir Beispiel 4.3 mit (N,, NV,) = (240, 160)

4.1.2 Die 1-dim. Warmeleitungsgleichung

Bisher wurde lediglich eine Ortsdiskretisierung durchgefiihrt. Jetzt soll versucht werden, die
1-dim. Warmeleitungsgleichung vollsténdig zu 16sen. Das hier betrachtete ARWP lautet:

Opu(x,t) — Ogzu(x,t) =0 firo<z<1l,0<t<1
u(0,t) =u(l,t) =0 fir0<t<1 (4.3)
u(z,0) = sin(rz) fiir 0 <z < 1.

Man kann zeigen, dass die exakte Losung
u(z,t) = exp ™ 'sin(mz) (4.4)

lautet. Damit ldsst sich nun die Giite der numerischen Losung (genauer) messen.

Fiir den Gittergenerator muss man das Problem etwas umformulieren. Dabei wird die t-
Komponente als weitere Ortskomponente in y-Richtung aufgefasst. Das ist auch der Grund
fiir die Schreibweise u(z,t) anstelle von u(t,z). Als Gebiet wihlt man Q =|0,1[2. Die An-
fangsbedingung kann in diesem Fall leicht in eine Dirichlet-Randbedingung umgeformt wer-
den. Fiir t = 1 und 0 < x < 1 wurden in (4.3) keine Werte vorgegeben. Der Gitterge-
nerator braucht jedoch an dieser Stelle einen Rand mit Randbedingung. Eine Dirichlet-
Randbedingung wire unsinnig. Die Idee ist hier, die homogene Neumann-Randbedingung

%(m,l):OfﬁrO<x<1
zu verwenden. Der Grund dafiir ist die physikalische Interpretation der Neumann-Randbe-
dingung bei der Wéarmeleitungsgleichung: Ist diese auf den Wert Null vorgeschrieben, so
ist der Rand “perfekt isoliert”, d.h. am Rand entweicht keine Warme und es kommt auch
keine von auflen hinzu. Die Normale zeigt hier in y-, also in ¢-Richtung. Folglich besteht
die Hoffnung, dass durch diese Neumann-Randbedingung die gleiche zeitliche Entwicklung
gewidhrleistet ist wie in (4.3), da keine Einfliissse von “aufilen” vorhanden sind. Insgesamt
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Abbildung 4.17: Einheitsquadrat

erhdlt man also das Gebiet wie in Abbildung 4.17 dargestellt, wobei die Punkte (0,1) und
(1,1) jeweils zum Dirichlet-Rand gehéren.
Das RWP lautet schlieflich:

Ot — Ogpt = 0 auf
u = sin(mz) auf I'p (4.5)
ou
% =0 auf FN

Die exakte Losung ist in Abbildung 4.18 dargestellt. Anstelle der numerischen Losungen, die
auch hier nach Bemerkung 2.11 durch das Losen eines LGS berechnet werden, wird nun der
Fehler im Betrag in den Gitterpunkten veranschaulicht, also

lu(z,t) — a(x,t)|, (z,t) € G,

wobei @(z,t) die numerische Approximation von u im Gitterpunkt (z,t) des Gitters G sei.
Fiir die Schrittweiten gilt hier: (hy, hy) = (&, =)

N’ Ny

(Ny, N,) dimA Strategie max |u — 4| conde(A)
(60,120) 7080  NV_NEAREST n/a n/a
(60,120) 7080 NV_NEAREST_MIN_DIST n/a n/a
(60,120) 7080 NV_OPTIMIZE_DIRECTION n/a n/a
(60,120) 7080 NV_PREFER_BOUNDARY n/a n/a
(60,120) 7080 V_NEAREST 0.000497482  1848.537408
(60,120) 7080 V_NEAREST_MIN_DIST 0.000497482  1848.550150
(60,120) 7080 V_COND 0.000497482 1827.303127
(60,120) 7080 V_COND_W 0.000497482  1827.372124
(60,120) 7080 V_PREFER_INNER_NEAR_NEUMANN 0.000497482 2442.143981

Tabelle 4.7: Zusammenfassung fiir 1-dim. Warmeleitungsgleichung
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Selbst bei diesem relativ einfachen Gebiet versagen alle “non-validated”-Strategien. Alle
anderen liefern praktisch identische Ergebnisse. Die Strategien liefern &hnliche Werte fiir
cond (A). Insgesamt ldsst sich die 1-dim. Warmeleitungsgleichung relativ gut approximie-
ren.

4.2 Abschlieflende Bewertung

Mit dieser Arbeit sollte untersucht werden, wie weit man in der Praxis mit der auf recht ein-
fachen Ideen basierenden Finite-Differenzen-Methode kommt. Normalerweise wird diese Me-
thode bei vergleichsweise angenehmen Problemstellungen angewendet, bei denen es zum Bei-
spiel gar keine Neumann-Randpunkte gibt. In diesem Fall gibt es theoretische Resultate, die
die Konvergenz der Finite-Differenzen-Methode unter gewissen Regularitdtsanforderungen
zeigen. Doch selbst hier wird es schnell komplizierter, sobald man auf unregelméflige Gebiete
stoB3t. Gerade diese sind aber in Anwendungen oftmals unabdingbar, genauso wie Neumann-
Randpunkte.

Diese Arbeit macht nochmal deutlich, dass eine Neumann-Randbedingung einen erhebli-
chen Mehraufwand produziert. An den obigen Beispielen hat man jedoch sehen koénnen,
dass das Finite-Differenzen-Verfahren selbst bei unregelméfiigen Gittern und Neumann-
Randbedingung relativ erfolgreich sein kann. Daher sollte diese Methode — zumindest aus
praktischer Sicht — nicht sofort verworfen werden, wenn die Problemstellung etwas komplexer
wird. Man hat allerdings auch gesehen, dass es eine Gratwanderung zwischen einer “guten”
und einer “katastrophalen” Losung ist. Der Schliissel fiir mogliche “gute” Losungen ist eine
geschickte Wahl der Nachbarpunkte in den Neumann-Randpunkten. Von den neun vorgestell-
ten Strategien zur Auswahl der Nachbarpunkte sind prinzipiell alle “validated”-Strategien,
also jene, die den Regularitétstest durchfithren, empfehlenswert. Man sollte darauf achten,
dass auch der Betatest durchgefiithrt wird; ohne ihn kénnen schnell Probleme auftreten.
Letztendlich liegt es aber am Anwender, die fiir ein konkretes Beispiel optimalen Strategien
inklusive Optionen auszuwéhlen. Genau das ist wohl aber auch das groite praktische Pro-
blem an diesem Gittergenerator bzw. an der Methode, die dahintersteht. Schliellich hitte
man gerne eine Anwendung, die ein gegebenes Problem sicher 16st.

Ein weiteres grofies Hindernis sind die aus der Theorie benotigten Anforderungen an die
Losung der partiellen Differentialgleichung, speziell die Glattheitsanforderungen. Wenn man
den Weg in Richtung mehr Realismus einschligt, stoBt man damit recht schnell an die
Grenzen der Finiten Differenzen. In diesem Fall miisste man einen ganz anderen theoretischen
Ansatz wiahlen und auf sogenannte “schwache Losungen” und beispielsweise die “Finite-
Elemente-Methode” zuriickgreifen. Die Stichworter werden hier nur erwéahnt und sollen zur
weiteren Recherche anregen. An dieser Stelle bleibt festzuhalten, dass man — zumindest
den praktischen Resultaten nach zu urteilen — den realistischen Anwendungen auch mit der
Finite-Differenzen-Methode ein Stiickchen nédher gekommen ist.
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Anhang A
Inhalt der CD-ROM

Die beiliegende CD-ROM ist in neun Verzeichnisse unterteilt. Zu finden sind neben der
Bachelorarbeit als PDF-Datei alle verwendeten Maple-Worksheets, der Quellcode des Git-
tergenerators, eine bereits kompilierte Version des Gittergenerators fiir Windows 7 (32 bit)
und Linux (openSuse 11.2, 64 bit), Skripte zum Aufruf des Gittergenerators fiir die Beispiele
aus Kapitel 4 und die .plt-Dateien fiir Gnuplot, um die vom Gittergenerator diskretisierten
Gebiete zu visualisieren. Als Referenz ist ein .zip-Archiv mit den fiir die Grafiken und Tabel-
len in Kapitel 4 verwendeten, vom Gittergenerator erstellten Textdateien vorhanden. Eine
Zusammenfassung findet sich in Tabelle A.1.

Bemerkungen zum Inhalt der CD-ROM:

e Beim Aufruf des Gittergenerators werden Dateien erstellt. Daher ist es wichtig, dass
bei Ausfithrung des Gittergenerators bzw. einer .cmd- oder .sh-Datei Schreibzugriff
besteht.

e Die Maple-Worksheets, die in den “example”-Ordnern zusammen mit den .cmd- bzw.
.sh-Dateien zu finden sind, sind darauf angewiesen, dass vorher die .cmd- bzw. .sh-
Datei ausgefiithrt worden ist, damit sich alle vom Gittergenerator erstellten Dateien in
den richtigen Ordnern befinden. Alternativ muss man in den Maple-Worksheets die
Verzeichnisse anpassen. Die Worksheets erstellen Dateien, so dass ein Schreibzugriff
notig ist.

e Die .plt-Dateien fiir Gnuplot miissen sich im gleichen Ordner befinden wie die vom Git-
tergenerator erstellten Textdateien, damit das Gebiet mit Gnuplot visualisiert werden
kann. Eventuell ist also ein Kopieren bzw. Verschieben der .plt-Dateien nétig.

e Die komprimierten Textdateien in dem .zip-Archiv sind alle mit Windows 7 (32 bit)
erstellt worden.
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Ordner Dateiname Beschreibung
bachelorarbeit bachelorarbeit.pdf Die Bachelorarbeit im PDF-Format
example_textfiles.zip Alle fiir die Beispiele aus Kapitel 4
erstellten Textdateien.
example_1 examplel laplace.cmd Skripte zum Aufruf des Gitterge-
examplel laplace_linux.sh nerators mit Parametern fiir das
plot_laplace_60x40.mw Beispiel 4.1 und zugehorige Maple-
plot_laplace_120x80.mw Worksheets zum Losen der linearen
Gleichungssysteme und fiir die gra-
fische Darstellung.
example_2 example2_laplace.cmd Analog zu example_1 fiir Beispiel
example2_laplace_linux.sh 4.2.
plot_laplace_120x80.mw
plot_laplace_240x160.mw
plot_laplace_noRemoval. mw
example_3 example3_laplace.cmd Analog zu example_1 fiir Beispiel
example3_laplace_linux.sh 4.3.
plot_laplace_noBeta_240x160.mw
example_4 exampled wlg_l1dim.cmd Analog zu example_1 fiir die 1-

exampled_wlg_1dim_linux.sh
plot_wlg_1dim_60x120.mw

dim. Wirmeleitungsgleichung aus
Abschnitt 4.1.2.

gittergen_binary

gittergen_v10.exe
gittergen_v10.out

vorkompilierter Gittergenerator fiir
Windows 7 (32 bit) und Linux
(openSuse 11.2, 64 bit)

gittergen_source

example_functions.cpp
example_functions.h

Quellcode des Gittergenerators,
aufgeteilt in alle wichtigen Funktio-

main.cpp nen und Beispielfunktionen F' fiir
die Gebietsbeschreibung und die
rechten Seiten f, gp und gy.
gnuplot pfeile.plt Dateien zur Visualisierung des be-
plot_dots.plt trachteten Gebiets inklusive Nach-
plot_normal.plt barschaftsbeziehungen in Gnuplot.
maple differenzenapprox_innen.mw Maple-Worksheets zur Herleitung

differenzenapprox_neumann.mw
plot.mw

der  Differenzenapproximationen,
Losen der Gleichungssysteme aus
Kapitel 2 und fiir die grafische
Darstellung.

Tabelle A.1: Uberblick iiber den Inhalt der CD-ROM
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