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Kapitel 1

Einleitung

Es ist nicht das Wissen, sondern das Lernen, nicht das Besitzen, sondern das Erwerben,
nicht das Dasein, sondern das Hinkommen, was den grofiten Genuf$ gewdhrt.

Carl Friedrich Gauf

Die Finanzmathematik ist ein Teilgebiet der angewandten Mathematik, das sich mit Fi-
nanzmérkten beschéftigt und das in den letzten Jahren verstérkte Aufmerksamkeit aus der
gesamten Gesellschaft erfahren hat. Spétestens mit dem Borsengang der Deutschen Tele-
kom 1996 als sog. ” Volksaktie“ war auch das Interesse der privaten Anleger in Deutschland
fiir den Aktienmarkt geweckt.

Neben dem Handel mit Wertpapieren ist aber auch die Bedeutung derivativer Finanzinstru-
mente gestiegen. Der Wert eines Derivats (von lat. derivare: ableiten) ist abhingig von der
Kursentwicklung des zugrunde liegenden Basiswertes, beispielsweise einer Aktie. Der Han-
del mit Derivaten kann aus verschiedenen Motivationen heraus erfolgen. Zum einen lockt
durch die gezielte Ubernahme von Risiken ein kurzfristiger Gewinn (” Spekulation®), oft ist
das Ziel jedoch auch die Absicherung der eigenen Position gegen Kursschwankungen des
Basiswertes (" Hedging ). Die Bewertung von Finanzinstrumenten und damit verbunden die
Modellierung von Kursverlaufen spielen also eine zentrale Rolle in der Finanzmathematik.

Ein grundlegender Baustein der Entwicklung der Finanzmathematik war das in den 70er
Jahren von Fischer Black und Myron Scholes veréffentlichte Black-Scholes Modell. Mit Hilfe
der daraus abgeleiteten Black-Scholes Formel kann der Preis fiir eine européische Option
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iiber den Zeitverlauf analytisch bestimmt werden. 1997 erhielten Scholes und Merton, der
ebenfalls zur Entwicklung des Modells beigetragen hatte, nach dem Tod von Black im Jahr
1995, den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften. Die zentrale Idee bei der Herleitung der
Formel beruht auf der Zusammenstellung und Umschichtung eines Portfolios, das aus der
Option, dem Basiswert und einem risikofreien Bond besteht. Die Umschichtungen haben
dabei das Ziel, das Risiko des Portfolios zu eliminieren. Diese Strategie der Absicherung
beim Handel mit Optionen wird Delta-Hedging genannt und soll spater wieder aufgegriffen
werden.

Werden andere Optionstypen als die européische Option oder kompliziertere Kursmodelle
als die geometrische Brownsche Bewegung, die dem Black-Scholes Modell zugrunde liegt,
betrachtet, ist eine analytische Bestimmung des Optionswertes meist nicht mehr moglich.
In diesem Fall stellt die Monte Carlo Simulation eine Alternative dar, um den gesuchten
Optionswert approximativ zu bestimmen oder die oben genannte Hedging-Strategie umzu-
setzen.

In dieser Arbeit wird untersucht, wie die Monte Carlo Simulation genutzt werden kann, um
den Wert einer Option und schliefflich auch eine Hedging-Strategie beim Optionshandel zu
bestimmen. Dazu werden zunéchst in Kapitel 2 die Grundlagen der Optionsbewertung am
Beispiel der leicht verstandlichen européischen Optionen (Plain Vanilla Optionen) erarbei-
tet. Mit Hilfe stochastischer Differentialgleichungen wird ein Kursmodell, die geometrische
Brownsche Bewegung, formuliert. Trotz der Einfachheit dieses Modells lassen sich damit
Kursverldaufe des Basiswertes, bspw. Aktienkurse, gut abbilden und Erkenntnisse gewinnen,
die im Lauf der Arbeit auf andere Situationen angewendet werden. Weiterhin wird die Her-
leitung der Black-Scholes Formel, die auf dem Kursmodell der geometrischen Brownschen
Bewegung basiert, sowie das daraus resultierende Verfahren zur Portfolio-Umschichtung
betrachtet. In diesem Zuge wird auch gezeigt, dass sich die Durchfithrung dieser Hedging-
Strategie auf die Berechnung zweier Optionswerte zuriickfithren lasst. Kapitel 2 basiert auf
den Arbeiten von L. Griine [7], M. Giinther und A. Jiingel [8], D. Higham [9] und R. Seydel
20].

In Kapitel 3 wird die Monte Carlo Simulation eingefiihrt und untersucht. Sie stellt das
zentrale Verfahren dar, auf dessen Basis die Optionsbewertung und damit auch die Risi-
koelimination durch Portfolio-Umschichtungen in dieser Arbeit realisiert werden. Da die
Monte Carlo Simulation einen sehr hohen Aufwand erfordert, um eine hohe Genauigkeit zu
erreichen, werden in diesem Kapitel neben der Standard Monte Carlo Methode auch einige
Moglichkeiten betrachtet, mit denen das Konvergenzverhalten verbessert werden kann. Ab-
schliefend wird die Monte Carlo Methode verwendet, um ein Portfolio basierend auf einer
européischen Option zu simulieren. Dieses Kapitel orientiert sich an den Arbeiten von L.
Griine [7], D. Higham [9] und P. Brandimarte [3].

Im folgenden Kapitel werden die restriktiven Annahmen, die in Kapitel 2 zur Herleitung des
Black-Scholes Modells auf Basis der geometrischen Brownschen Bewegung getroffen wurden,
gelockert. Die Modellierung der Volatilitit als im Betrachtungszeitraum konstanten Para-
meter wird aufgegeben. Stattdessen wird ein Modell stochastischer Volatilitdt betrachtet.
Dies bedeutet, dass nun nicht nur die Kursentwicklung des Basiswertes, sondern auch die
Volatilitat durch einen stochastischen Prozess dargestellt werden. Weiterhin wird ein Gleich-
gewichtsniveau fiir die Volatilitdt, das sog. Mean Reversion Level, eingefiihrt und durch eine



deterministische Differentialgleichung modelliert. Das betrachtete Mean Reverting Volati-
lity Modell wird in dieser bzw. dhnlicher Form von R. Seydel (|20, Example 1.15]) bzw.
L. Griine ([7, Kapitel 4.3]) vorgeschlagen. Es wird gezeigt, dass in diesem Kursmodell kein
perfektes Hedging mehr moglich ist, das bedeutet, dass das Risiko nicht vollsténdig elimi-
niert werden kann. Ein Vergleich der durchschnittlichen Portfolio-Abweichungen zeigt aber,
dass mit Hilfe der Monte Carlo Methode die Kenntnis iiber die Marktsituation genutzt wer-
den kann und somit bessere Ergebnisse als bei Verwendung der analytischen Black-Scholes
Formel erzielt werden.

Das fiinfte Kapitel befasst sich mit asiatischen Optionen. Diese gehoren zur Klasse der
pfadabhéngigen Optionen. Der Optionswert héngt demnach nicht, wie bei Plain Vanilla
Optionen, allein vom Kurs des Basiswertes im Endzeitpunkt ab, sondern vom Kursverlauf
iiber die ganze Laufzeit. Es wird gezeigt, dass fiir eine bestimmte Art asiatischer Optionen,
die geometrische asiatische Option, auch hier eine geschlossene Formel fiir den Optionswert
existiert. Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht zutreffend. Deshalb werden die Optionsbewer-
tung sowie die Portfolio-Umschichtungen mittels der Monte Carlo Methode durchgefiihrt
und die in Kapitel 3 betrachteten Methoden zur Verbesserung der Genauigkeit auf den
asiatischen Optionstyp iibertragen. Abschliefend erfolgt ein differenzierter Vergleich der
verschiedenen Verfahren zur Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit. Dieses Kapitel
orientiert sich an den Arbeiten von Y.K. Kwok [12] und P. Brandimarte [3].

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren und Algorithmen sind in MATLAB®
Version R2009b implementiert. Ebenso sind alle in dieser Arbeit verwendeten Graphiken
mit MATLAB® erzeugt worden. Falls absolute Rechenzeiten fiir die Durchfiihrung der
einzelnen Simulationen angegeben sind, beziehen sich diese auf das verwendetet System
(Intel® Core "2 Duo T9550 @ 2.66GHz, 4GB DDR3 RAM unter Windows 7 64bit) und
konnen auf anderen Systemen abweichen.

Bayreuth, im Oktober 2011
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Européiische Optionen

Eine Option ist ein bedingtes Termingeschéft. Sie verleiht dem Inhaber der Option (dem
Optionskaufer) das Recht (jedoch nicht die Pflicht), einen bestimmten Basiswert S (under-
lying asset) zu einem spéteren Zeitpunkt zu einem vorher festgelegten Austibungspreis K
(strike price) zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen ( Put-Option). In der Praxis erfolgt
bei Ausiibung der Option meist kein Handel des Basiswertes, sondern eine Glattstellung
durch ein kompensierendes Geldgeschéft.

Man unterscheidet zwischen verschiedenen Typen von Optionen. Zu Beginn wird die eu-
ropdische Option, auch Plain Vanilla Option genannt, ndher betrachtet. Die daraus gewon-
nen Einsichten werden dann auf andere Modelle iibertragen.

Eine européische Option zeichnet sich dadurch aus, dass ihre Ausiibung nur im Féllig-
keitszeitpunkt 7" moglich ist (im Gegensatz zu amerikanischen Optionen, deren Ausiibung
jederzeit bis zum Laufzeitende moglich ist). Der Wert der européischen Option héngt dabei
vom Kurs des Basiswertes im Félligkeitszeitpunkt S(7") sowie vom Ausiibungspreis K ab.

Definition 2.1 (Auszahlungsfunktion européischer Optionen).
Die Auszahlungsfunktion A(S(T')) (der Payoff) einer européischen Option (und damit auch
der Optionswert im Falligkeitszeitpunkt) ist gegeben durch

(S(T) — K)*, fiir eine Call-Option

2.1
(K — S(T))*, fiir eine Put-Option, (2.1)

V(T.S(T)) = A(S(T)) = {

wobei (S(T') — K)* := max{S(T) — K,0} bzw. (K — S(T))" := max{K — S(T),0}. o
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Abbildung 2.1 stellt den Optionswert einer européischen Call- und Put-Option im Féllig-
keitszeitpunkt graphisch dar. Es lasst sich gut erkennen, dass fiir Kurswerte des Basiswertes
S(T) < K im Fall einer Call-Option bzw. S(T) > K im Fall einer Put-Option keine
Ausiibung stattfindet. In diesem Fall ist es fiir den Inhaber der Option vorteilhaft, diese
verfallen zu lassen und den Basiswert stattdessen zum Kurswert zu handeln. In diesem Fall
ergibt sich fiir den Optionswert also Vo (7, S(7)) = 0 (Call-Option) bzw. Vp(T,S(T)) = 0
(Put-Option). Diese Diagramme nennt man aufgrund der Form der Graphen Hockeystick-
Diagramme.

Optionswert einer europ. Call-Option in t=T Optionswert einer europ. Put—Option in t=T
20 20
15 1 15
£ S
» 10 »n 10
>’ >
5 5
0 v - 0 - -
80 90 100 110 120 80 90 100 110 120
S(T) S(T)

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung der Auszahlungsfunktionen européischer Call- und
Put-Optionen im Filligkeitszeitpunkt in Abhéngigkeit des Kurswerts S(7')
des Basiswertes in ¢t = T fiir S(T) € [80,120] und K = 100

2.2 Optionsbewertung

Das Ziel ist nun, den Optionswert nicht erst zum Laufzeitende T', sondern schon zu einem
Zeitpunkt ¢t € [0,7T") zu betrachten. Wie in (2.1) gesehen, ist der Optionswert in ¢t = T
vom Kurs des Basiswertes abhéingig. Da dieser jedoch zu fritheren Zeitpunkten ¢ < 7' nicht
bekannt ist, wird er durch eine Zufallsvariable auf Basis eines stochastischen Kursmodells
modelliert. Damit lédsst sich ausgehend vom aktuellen Kurswert der Kurs des Basiswertes
im Falligkeitszeitpunkt der Option simulieren. Dadurch ist es moglich, mittels (2.1) den
Wert der Option im Endzeitpunkt zu berechnen.

SchlieBllich wird der Optionswert zum aktuellen Zeitpunkt ermittelt, indem der Erwartungs-
wert des Optionswertes bei Filligkeit mit dem risikofreien Zinssatz abgezinst wird. Dieses
Vorgehen nennt man risikoneutrale Bewertung. Der Anleger erhélt hier keine Vergiitung
fiir ibernommenes Risiko, sondern es wird eine Rendite in Hohe des risikofreien Zinssatzes
erwartet (d.h. man setzt u = r). Der Optionspreis, der unter diesen Annahmen errechnet
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wird, ist allerdings auch in der Realitét (bei risikoaversen oder risikofreudigen Anlegern)
zutreffend.t

Das Vorgehen bei der Optionsbewertung lésst sich durch den folgenden Algorithmus be-
schreiben.

Algorithmus 2.2 (Algorithmus zur Optionsbewertung?).
(1) Bestimme eine Formel fiir den Optionswert V (7, S(7T)) zum Laufzeitende in Ab-
héngigkeit von S(7T')

(2) Bestimme den Kurswert zum Endzeitpunkt S(7") ausgehend von S(t) zum Zeitpunkt
t < T anhand des gewédhlten Kursmodells

(3) Berechne den Optionswert im Zeitpunkt ¢ durch Abzinsen des Erwartungswertes

V(t,S(t) = "D E(V(T, S(T)))

2.3 Stochastische Differentialgleichungen

Um in Algorithmus 2.2 den Optionswert in Schritt (3) zu bestimmen, muss zuerst in Schritt
(2) eine mathematische Beschreibung des Kursverlaufs des zugrunde liegenden Basiswertes
gefunden werden. Dies soll mit Hilfe stochastischer Differentialgleichungen geschehen.

Abbildung 2.2 zeigt — beispielhaft fiir eine Kursentwicklung, wie sie in der Realitéit auf-
tritt — die Entwicklung des DAX Performance-Index (der dem reinen DAX Kurs-Index
gegeniiber gebriuchlichere Wert) iiber den Zeitraum von Januar 1960 bis Mai 2011 (die Da-
ten stammen von http://www.bundesbank.de/statistik/statistik_zeitreihen.php?
func=row&tr=wWU3141, Stand: 01.06.2011).

2.3.1 Stochastische Grundlagen

Zunichst werden einige Grundbegriffe aus der Stochastik eingefiihrt (siche dazu auch [1],
2], (18], [19]; [21]).

Definition 2.3 (o-Algebra).
Sei 2 eine nichtleere Menge und P(£2) ihre Potenzmenge. Ein System von Mengen A C P(£2)
heifit o-Algebra genau dann, wenn gilt:

i) e A
(i) Ac A= A=Q\Aec A

Isiehe [10, Kapitel 11.2]
2aus [7, Kapitel 2.2]
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Entwicklung des DAX von Januar 1960 bis Mai 2011
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Abbildung 2.2: Entwicklung des DAX Performance-Index von Januar 1960 bis Mai 2011

(i) A, e A,neN= |J A, € A o

neN

Definition 2.4 (Wahrscheinlichkeitsmaf).
Sei A C P(£2) eine o-Algebra.
Eine Abbildung P : A — [0, 1] mit den Eigenschaften

i) P(Q) =1
(ii) Fir A, € A,;n € Nmit A;NA; =0, # j gilt:
P (U An> => P(4)
neN neN

heiit Wahrscheinlichkeitsmaf. o

Definition 2.5 (Wahrscheinlichkeitsraum).
Sei €2 eine nichtleere Menge, A eine o-Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Das Tripel (2,4, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum. o

Nun lésst sich auch der Begriff der Zufallsvariablen konkretisieren.
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Definition 2.6 (Zufallsvariable).

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Eine Abbildung X : 2 — R, die messbar bzgl. der zugrunde liegenden o-Algebra ist, heifit
(reelle) Zufallsvariable. o

Die Voraussetzung der Messbarkeit dient dazu, sicherzustellen, dass das Urbild jeder Bo-
relschen Menge bzgl. der Abbildung in A enthalten ist, also jedem Element der o-Algebra
eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann.

Eine Zufallsvariable ordnet demzufolge einem Ereignis des Wahrscheinlichkeitsraums w € €2
eine sog. Realisierung X (w) zu. Sie stellt den mathematischen Zusammenhang zwischen
einem Zufallsexperiment und seinem Ausgang dar.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen lésst sich durch ihre Verteilungs-
funktion beschreiben.

Definition 2.7 (Verteilungsfunktion und Dichtefunktion).
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable.

(1) Die Verteilungsfunktion F von X ist fiir x € R gegeben durch
Fx(r)=P(X <z)=P{weQ: X(w) <z}) (2.2)

(2) Eine Funktion f: R — R heifit Dichtefunktion der Zufallsvariablen X falls gilt
Fla) = / F(s)ds. (2.3)

o

Nun lassen sich noch einige Eigenschaften von Zufallsvariablen betrachten. Der Erwartungs-
wert einer Zufallsvariablen bezeichnet den Wert, der sich bei wiederholter Durchfithrung
des Zufallsexperiments als Mittelwert der Realisierungen ergibt. Formal ist er als Integral
bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafles definiert. Die Varianz gibt ein Ma$ fiir die Streuung der
realisierten Werte der Zufallsvariablen an.

Definition 2.8 (Eigenschaften von Zufallsvariablen).
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable.

(1) Ist X eine kontinuierliche Zufallsvariable, so ist ihr Erwartungswert (falls das Integral
tiber X existiert) gegeben durch

E(X) = /Q XdP = /Q X (w)dP(w). (2.4)

Ist X eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte (z;);c; annimmt, dann ist ihr Er-
wartungswert gegeben durch

E(X):=) xP(X =u;). (2.5)

el
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Sei Y eine weitere Zufallsvariable, die unabhéngig von X ist, dann gilt

E(XY) = E(X)E(Y). (2.6)

(2) Die Varianz der Zufallsvariablen X ist definiert als

var(X) := E (X — E(X))?) . (2.7)

(3) Die Standardabweichung ist gegeben durch
ox =/ var(X) (2.8)
und somit gilt 0% = var(X).

(4) Sei Y :  — R eine weitere Zufallsvariable. Dann ist die Kovarianz der Zufallsvaria-
blen X und Y definiert als

cov(X,Y):=E (X —E(X))(Y —E(Y))). (2.9)
Die Zufallsvariablen X und Y nennt man unkorreliert, falls cov(X,Y’) = 0.

Sei Y eine weitere Zufallsvariable, die unabhéngig von X ist, dann folgt
cov(X,Y)=E(XY) -E(X)E(Y), (2.10)

denn

E((X —E(X))(Y —E(Y))) = E(XY - XE(Y) — Y E(X) + E(X)E(Y))
E(XY) = 2E(X) E(Y) + E(X) E(Y) (2.11)
E

(XY) - E(X) E(Y),

da E(X) bzw. E(Y') Konstanten sind. Nach (2.6) gilt dann weiterhin

cov(X,Y) = 0. (2.12)

Die Kovarianz gibt den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen an. Bei positiver Kovari-
anz besteht zwischen ihnen ein tendenziell positiver linearer Zusammenhang. Umgekehrt
bedeutet eine negative Kovarianz tendenziell einen gegenléufig linearen Zusammenhang.

Im Folgenden wird vor allem ein bestimmter Typ von Zufallsvariablen verwendet, die sog.
normalverteilte Zufallsvariable. Sie ist wie folgt charakterisiert.
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Definition 2.9 (Normalverteilung).
Eine stetige Zufallsvariable X mit Dichtefunktion

Fla) = — eXp(—M) (2.13)

oV 2w 202

heiflt (u, 0?)-normalverteilt (kurz: X ~ N(u,0?)), d.h. sie ist normalverteilt mit Erwar-
tungswert E(X) = g und Varianz var(X) = o2. Die durch Transformation erzeugte Zufalls-
variable

X —p

o

hat Erwartungswert E(Z) = 0 und Varianz var(Z) = 1, also Z ~ N(0,1). Eine solche
Zufallsvariable heift standard-normalverteilt. Die Dichtefunktion der Standard-Normalver-
teilung ¢(z) lautet also

7 =

(2.14)

o 1 —x2/2
o(z) = \/%e . (2.15)

Ihre Verteilungsfunktion bezeichnet man meist mit ¢ und es gilt

O(z) = \/LQ_T(‘ /_x e ds. (2.16)

Abbildung 2.3 illustriert die Eigenschaften der Standard-Normalverteilung graphisch.

2.3.2 Der Wiener Prozess

Um den Kursverlauf des Basiswertes in Algorithmus 2.2 mathematisch zu beschreiben, soll
der Kurswert als Zufallsvariable modelliert werden. Ausgehend vom Kurs Sy zum Zeit-
punkt ¢, = 0 ist eine zeitkontinuierliche Darstellung des Kursverlaufs das Ziel. Um dies
umzusetzen, verwendet man einen stochastischen Prozess.

Definition 2.10 (Stochastischer Prozess).
Ein stetiger stochastischer Prozess Xy, t € [0,T], ist eine Familie von Zufallsvariablen
X;: Q= Rt €[0,T], also eine Funktion

X:Qx[0,T] =R, (w,t)— X(w,t)=X¢(w) (2.17)

wobei t — X (t,w) stetig ist fiir alle w € Q. o

Fiir festes t ist X (¢, ) also eine Zufallsvariable. Betrachtet man hingegen die Abbildung fiir
festes w € €, ergibt sich die (stetige) reelle Abbildung X (-,w) : [0,7] — R, t — X (t,w).
Diese Abbildungen werden Pfade des stochastischen Prozesses bzw. Realisierungen genannt.

Ein spezieller zeitstetiger stochastischer Prozess ist der Wiener Prozess. Dieser wird nor-
malerweise mit W, bezeichnet.
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Dichtefunktion

f(x)

Verteilungsfunktion
1 T T T T T T

051 i

F(x)

Abbildung 2.3: Graphische Darstellung der Dichtefunktion und der Verteilungsfunktion der
Standard-Normalverteilung

Definition 2.11 (Wiener Prozess).
Ein stochastischer Prozess W, heifit Wiener Prozess, wenn er die folgenden Bedingungen
erfiillt:

(i) Wy = 0 mit Wahrscheinlichkeit P({w € 2 : Wy(w) = 0}) = 1.

(il) Wy ~ N(0,t) Vt > 0, d.h. W, ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit E(W;) = 0
und var(W;) = t.

(iii) Fiir 3 >ty > 0 sind die Inkremente W;; — W, ebenfalls normalverteilte Zufallsvaria-
blen mit E(th - WtO) =0 und Var(th — WtO) = tl — to.

(iv) Fiir s; > 59 > t; > tp > 0 sind die Inkremente W;; — Wy und Wy, — W unabhéngige
Zufallsvariablen.

Der Wiener Prozess wird auch als Brownsche Bewegung bezeichnet.

Abbildung 2.4 zeigt den Pfad eines Wiener Prozesses mit ¢ € [0, 1], ausgewertet in M = 2000
diskreten Zeitpunkten.

Vergleicht man diesen Verlauf mit dem von Abbildung 2.2, so sieht man, dass der Wiener
Prozess alleine noch nicht ausreicht, einen sinnvollen Kursverlauf zu modellieren. Zum einen
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muss sichergestellt werden, dass der Kurswert nicht negativ wird und zum anderen mochte
man bestimmte Parameter vorgeben konnen, die den Kursverlauf beeinflussen, bspw. das
durchschnittliche Kurswachstum.

Realisierung eines Wiener Prozesses
1.5 T T T T T T T T T

_l.'— | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
t

Abbildung 2.4: Realisierung eines Wiener Prozesses fiir 0 <t <1

2.3.3 Stochastische Differentialgleichungen

Mit Hilfe stochastischer Prozesse im Allgemeinen bzw. des Wiener Prozesses im Speziellen
ist es nun moglich, eine besondere Form der Differentialgleichungen néaher zu untersuchen.
Viele natiirliche, technische und 6konomische Vorgédnge kénnen durch Differentialgleichun-
gen ausgedriickt werden. Daher werden sie oft zur mathematischen Modellierung benutzt.
Der Ansatz, das Kursmodell ebenfalls durch eine Differentialgleichung darzustellen, liegt
also nahe.

Eine Differentialgleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen dem aktuellen Wert der
Funktion und ihrer Anderung. Im Fall des Kursmodells soll diese Anderung jedoch auch
eine Zufallskomponente beinhalten. Aus diesem Grund werden fiir finanzmathematische
Kursmodelle normalerweise stochastische Differentialgleichungen verwendet. Bevor diese
exakt definiert werden kénnen, wird zunéchst der stochastische Integralbegriff benétigt.

Man nimmt zunéchst vereinfachend an, die Kursentwicklung eines Gutes liefle sich durch
einen Wiener Prozess W; beschreiben und f(t) gebe die gehaltene Menge an diesem Gut an.
Weiterhin setzt man voraus, dass ein Handel nur zu diskreten dquidistanten Zeitpunkten
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t; = to+ 1At moglich ist, d.h. die Funktion f(t) ist stiickweise konstant fiir t; <t < t;41, Vi.
Damit ergibt sich fiir ein solches Portfolio die Wertentwicklung

Z f) W (tigr) = W(t)) = Z ft) AW (L) (2.18)

mit M :=T/At.

Verallgemeinert man diese Formel fiir den kontinuierlichen Fall, d.h. fithrt man den Grenz-
iibergang At — 0, also M — oo, durch, so erhédlt man das Integral

/0 f(t)%W(t)dt. (2.19)

Da der Wiener Prozess jedoch an keiner Stelle differenzierbar ist und demnach die Ableitung
%W(t) nicht existiert, ist dieses Integral als Riemann- oder Lebesgue-Integral nicht defi-
niert. Es muss also eine sinnvolle Definition des Integrals gefunden werden, obwohl %W(t)
nicht existiert. Dies ist Kiyoshi [to Mitte des letzten Jahrhunderts gelungen.

Definition 2.12 (Ito-Integral).

Sei X, ein stochastischer Prozess und t; € [0, ¢] eine Folge, sodass 0 =ty < t; < -+ - <t, =1
mit max{|t;; —t;|:i=0,...,n— 1} =3 0 gilt.

Das Ito-Integral mit Integrator W; ist definiert durch

t n—1
/ XodW, o= lim Y Xy (Wigyy — Wiy). (2.20)
0 n—oo o

Damit ist das Ito-Integral auch wieder ein stochastischer Prozess. Eine ausfiihrliche Be-
handlung des Ito-Integrals findet sich in [14], [16] und [8].

Mit Hilfe des Ito-Integrals kann nun auch der Begriff der stochastischen Differentialgleichung
konkretisiert werden. Diese stellen eine Kombination aus einem deterministischen und einem
stochastischen Anteil dar.

Definition 2.13 (Stochastische Differentialgleichung).

Seien a,b : R x RT™ — R zwei Funktionen, X, ein stochastischer Prozess und W; ein Wiener
Prozess.

Fiir die stochastische Integralgleichung

t t
X =Xo+ / a(t, X;)dr —I—/ b(r, X, )dW. (2.21)
0 0

fithrt man die symbolische Kurzschreibweise

ein. Eine Gleichung der Form (2.22) heifit (Ito-)stochastische Differentialgleichung. Ein sto-
chastischer Prozess X;, der (2.21) erfiillt, heifit Ito-Prozess, den deterministischen Term
a(t, X;) in (2.22) nennt man Drift, den stochastischen Einfluss b(t, X;) Diffusion. o
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Das erste Integral in (2.21) ist ein Lebesque- oder Riemann-Integral, das zweite jedoch ist
das oben genannte [to-Integral.

Bemerkung 2.14. Mit a(t, X;) = 0 und b(t, X;) = 1 folgt wegen

t
Xt:X0+/ dWT:X0+Wt—W0:X0+Wt,
0

dass auch der Wiener Prozess ein Ito-Prozess ist. o

Grundlegend fiir die stochastische Analysis ist das [to-Lemma. Es stellt das stochastische
Aquivalent zur Kettenregel aus der Differentialrechnung dar. Mit Hilfe des [to-Lemmas lasst
sich auch die Black-Scholes Gleichung ableiten, wie wir spéter sehen werden.

Lemma 2.15 (Ito-Lemma).
Sei X; ein Ito-Prozess und ¢ : R x R — R zweimal stetig differenzierbar, also g € C*(R x R).
Dann ist auch Y; = g(¢, X(t)) ein Ito-Prozess und es gilt

2y (1) = (%(t,X(t)) " %(t,x(t))a(t,)((t)) + %%(t,X(t))b(t,X(t))Q) dt (229
N %(t, X (1))b(t, X () AW,

Ein Beweis zu Lemma 2.15 findet sich in [6] und [17]. Die Gleichung (2.23) wird auch
Ito-Formel genannt.

2.3.4 Diskretisierung stochastischer Differentialgleichungen

Nun werden wir ein Verfahren zur Diskretisierung stochastischer Differentialgleichungen
betrachten. Wahrend man bei der Bewertung européischer Plain Vanilla Optionen oft noch
ohne die Simulation eines kompletten Pfades des Basiswertes auskommt, da der Options-
preis nur vom Kurs des Basiswertes zum Laufzeitende abhéngt, ist es bei der Bewertung
komplexerer Derivate unerlasslich, Kursverlaufspfade des Basiswertes bzw. zumindest die
Kurswerte auf einem Zeitgitter zu generieren. Dies trifft insbesondere bei pfadabhéngigen
Optionen zu und stellt einen Grundbaustein der Monte Carlo Methode dar.

Das hier betrachtete Verfahren heifit Euler-Verfahren oder auch FEuler-Maruyama-Ver-
fahren. Es ist das einfachste Verfahren zur Diskretisierung stochastischer Differentialglei-
chungen. Dementsprechend liefert es aber auch eine weniger exakte Approximation im Ver-
gleich zu komplexeren Verfahren. Dennoch ist es fiir unsere Zwecke vollkommen ausreichend,
da es aufgrund seiner Einfachheit einen sehr geringen Aufwand hat. Somit lédsst sich die
Ungenauigkeit durch eine kleine Schrittweite im Zeitgitter kompensieren.
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Definition 2.16 (Euler-Verfahren zur Diskretisierung stochastischer Differentialgleichun-
gen?).

Sei X (t) ein stochastischer Prozess, der die stochastische Differentialgleichung (2.22) erfiillt,
Xy ein vorgegebener Startwert und (¢;)¥, ein Gitter von M + 1 dquidistanten Zeitpunkten
mit Zeitschrittweite At, d.h. t; = iAt.

Das Euler-Verfahren zur Diskretisierung stochastischer Differentialgleichungen ist durch

A~

mit X (to) := Xo und M +1 unabhéngigen standard-normalverteilten Zufallsvariablen Z; ~
N (0, 1) gegeben. Die Werte X (¢;) sind die zeitdiskreten Approximationen des stochastischen
Prozesses X (t) zu den Zeitpunkten ¢;. o

2.4 Die geometrische Brownsche Bewegung

Nun haben wir alle Werkzeuge die wir brauchen, um ein einfaches Kursmodell zu betrachten.
Aus Definition 2.11 geht hervor, dass der Wiener Prozess durchaus auch negativ werden
kann. Da der Kurs des Basiswertes aber nur nichtnegative Werte annimmt, verwendet man
in Anlehnung an Verzinsungsmodelle den Logarithmus bzw. die Exponentialfunktion und
wéhlt

lnSt = IHSO +€t+0'Wt (225)

Mit & = pu — %0'2 und durch Anwendung der Exponentialfunktion ergibt sich daraus die
geometrische Brownsche Bewegung.

Definition 2.17 (Geometrische Brownsche Bewegung).
Sei W, ein Wiener Prozess, d.h. eine Brownsche Bewegung.
Die geometrische Brownsche Bewegung ist gegeben durch

1
S; = Spexp ((u — 502) t+ UWt) ) (2.26)

Mit Hilfe des Ito-Lemmas 2.15 ldsst sich die zugehorige stochastische Differentialgleichung
berechnen.? Sei dazu X (t) = W (t) (dies ist zuléissig, da nach Bemerkung 2.14 der Wiener
Prozess ein It6-Prozess ist, und es folgt auch @ = 0 und b = 1) und betrachte Y (t) =
g(t, X (t)), wobei

g(t,r) = Spexp ((u - %02) t+ 093) : (2.27)

3vgl. [5, Kapitel 6.1.1]
4vgl. [7, Kapitel 4.2.2]
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Dann folgt
20 (4,2) =(u — 5o)g(t,)
9 (1,2) =og(t,2)
%(t,x) =o?g(t,x).
Mit Y (t) = g(t, X (t)) = S(t) ergibt sich durch Einsetzen in (2.23)
1, 1,
dS(t) =dY(t) = ((,u — 50 )S(t) + 39 S(t)) dt + oS(t)dW (t) (2.98)
=uS(t)dt + o S(t)dW (t).

Die stochastische Differentialgleichung der geometrischen Brownschen Bewegung lautet also
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (t) (2.29)

bzw. in Integralform

S(t) =5(0) + /t wS(T)dr + /t aS(r)dW,. (2.30)

In (2.29) stellt uS(t) den Drift dar, also den deterministischen Anteil der stochastischen
Differentialgleichung. Fiir u > 0 erwartet man somit im Mittel ein Wachstum, wihrend man
fiir 4 < 0 tendenziell ein Fallen von S(t) erwartet. o5(t) ist der Diffusions-Term von (2.29),
durch o wird also der stochastische Einfluss gesteuert. Fiir ¢ = 0 wiirde der stochastische
Einfluss wegfallen und man erhielte eine deterministische Differentialgleichung.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz des Kurses im Zeitpunkt ¢ erhilt man®

E(S(t)) = Spe

5 2t/ ot (2.31)
var(S(t)) =Sge* (e7 " —1).

Der Erwartungswert entspricht dem einer festverzinslichen Anleihe, der erwartete Kursver-
lauf verhélt sich demnach wie eine festverzinsliche Anleihe mit Zinsatz r = pu.

Um die numerischen Methoden der folgenden Kapitel anzuwenden, betrachten wir nun,
wie sich der Verlauf der geometrischen Brownschen Bewegung approximieren léasst. Dazu
wird das in Kapitel 2.3.4 vorgestellte Euler-Verfahren verwendet (vgl. Definition 2.16). Der
folgende Algorithmus beschreibt die Simulation eines Pfades der geometrischen Brownschen
Bewegung zu M diskreten dquidistanten Zeitpunkten.

Algorithmus 2.18 (Simulation eines Kurspfades auf Basis der geometrischen Brownschen
Bewegung).
Input: Sy, T, p, o, M

Ssiehe [7] und [16]
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(1) Setze S(0) := Sy, At :=T/M
(2) Simuliere M standard-normalverteilte Zufallsvariablen Z; ~ N(0,1)
(3) fori:=0to M —1do

S(i+1) := S(i) + uS(i)At + oS (i)VALZ;
endfor

Output: S € RM (Vektor, der den Kursverlauf enthélt)

Geometrische Brownsche Bewegung
170 T T T T T T T T T

160

150

140

)

130

120

110

100

90 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

Abbildung 2.5: Kursverlauf auf Basis der geometrischen Bownschen Bewegung mit Sy =
100, p = 0.06, 0 = 0.3 und T" = 1 ausgewertet an M = 1000 diskreten
Zeitpunkten

Ein moglicher Kursverlauf auf Basis der geometrischen Brownschen Bewegung wird in Ab-
bildung 2.5 dargestellt. Dieser wirkt nun schon sehr realitdtsnah (vgl. auch Abbildungen
2.2 und 2.4). Tatséchlich wird die geometrische Brownsche Bewegung héufig verwendet,
um bspw. Aktienkurse zu modellieren oder allgemein den Kursverlauf des Basiswertes einer
Option zu simulieren. Die Vorteile dabei liegen auf der Hand. Einerseits ist das Modell sehr
einfach und demzufolge gut numerisch umsetzbar, andererseits kann durch geeignete Wahl
der Parameter 1 und o kurz- bis mittelfristig dennoch ein Verlauf modelliert werden, wie
er in der Realitét oft anzutreffen ist. Aus diesem Grund ist das durch Gleichung (2.29)
gegebene Modell immer noch das am weitesten verbreitete Modell zur Beschreibung der
Entwicklung von Aktienkursen.®

bvgl. [10, Kapitel 12.3]
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In (2.31) haben wir gesehen, dass der Parameter pu dem erwarteten durchschnittlichen
Wachstum entspricht, d.h. fiir 4 > 0 wéchst S(¢) in Erwartung.

Der Parameter o hingegen stellt den Einfluss des stochastischen Anteils, d.h. des Zufalls
auf den Kursverlauf dar und wird als Volatilitdt (durchschnittliche Kursschwankung) be-
zeichnet. Die Volatilitit von Aktien liegt meist zwischen 15% und 60%. In der Praxis kann
eine Schitzung der Volatilitdt bspw. aus vergangenen Kursdaten abgeleitet werden, dies ist
die sog. historische Volatilitidt. Es ist auch moglich, die Volatilitéat als zufalligen Parameter
zu modellieren, wie wir spéter sehen werden.

Komponenten der Geometrische Brownsche Bewegung
5 T T T T T T T T T

S(0)
a(t,S(t)
4t b(t,S(1)) .

b

S
N

Abbildung 2.6: Geometrische Brownsche Bewegung und ihre Komponenten fiir die Para-
meter So =1, u=0.15, 0 =03 und 7' = 10

Nach (2.22) und (2.29) setzt sich S(t) aus dem Drift a(¢,S(¢)) = ©S(¢) und der Diffusion
b(t,S(t)) = oS(t) zusammen. In Abbildung 2.6 werden die einzelnen Komponenten der
geometrischen Brownschen Bewegung separat visualisiert.

Der Verlauf, der durch die stochastische Differentialgleichung db(t, S(t)) = oS (t)dW; gege-
ben ist, ist in rot, die fiir den deterministischen Anteil durch da(t, S(t)) = pS(t)dt gegebene
Funktion ist in griin und der resultierende Pfad der geometrischen Brownschen Bewegung
dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dW; ist in blau dargestellt. Es ldsst sich gut erkennen, dass der
stochastische Anteil durch den Faktor S(¢) dennoch Einfluss auf den Verlauf der deter-
ministischen Differentialgleichung nimmt. Durch diese Verflechtung ist auch die Funktion
a(t,S(t)) den Schwankungen des Wiener Prozesses unterworfen. Ist der Wiener Prozess dW,;
negativ und somit auch b(¢, S(t)) < 0, resultiert daraus auch eine geringere Steigung von

a(t, S(t)).
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Mit der geometrischen Brownschen Bewegung steht uns nun ein geeignetes Kursmodell zur
Verfiigung, mit dem wir Schritt (2) des Algorithmus 2.2 durchfithren kénnen. Um den Op-
tionswert in Schritt (3) schlielich tatséchlich ausrechnen zu kénnen, benétigen wir noch ein
Verfahren zur Berechnung des Erwartungswertes. Ein solches wird in Kapitel 3 betrachtet.

2.5 Das Black-Scholes Modell

Das von Fischer Black und Myron Scholes in Zusammenarbeit mit Robert Merton ent-
wickelte und 1973 verdffentlichte Black-Scholes Modell ist ein Modell zur Bewertung von
Optionen. Aus diesem Modell lésst sich eine geschlossene Formel fiir den Wert européischer
Call- und Put-Optionen ableiten. Das Modell gilt als einer der Grundsteine in der Options-
bewertung. Scholes und Merton erhielten dafiir 1997 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissen-
schaften, Black war leider zwei Jahre zuvor verstorben. Auch heute erfreut sich das Modell
noch grofler Beliebtheit beim Handel mit Optionen.

Als Grundlage fiir das Modell werden folgende Annahmen an den Finanzmarkt getroffen:

e Der Kurs des Basiswertes S(t) ldsst sich durch (2.29) beschreiben, d.h. durch eine
geometrische Brownsche Bewegung mit konstanten Parametern p und o.

e Es herrscht ein vollkommener und vollstéindiger Kapitalmarkt, das bedeutet u.a.:”

— Es existieren keine Steuern oder Transaktionskosten.

— Sollzinssatz und Habenzinssatz sind identisch und gleich dem (konstanten) risi-
kolosen Zinssatz r > 0.

— Der Markt ist arbitragefrei, d.h. es sind keine risikolosen Gewinne moglich.

— Der Handel mit dem Basiswert ist kontinuierlich moglich und der Basiswert ist
beliebig teilbar.

— Leerverkaufe, d.h. der Verkauf von Anteilen, iiber die man zum Verkaufszeit-
punkt noch nicht verfiigt, sind zuléssig.

e Es erfolgen keine Dividendenzahlungen.

Es ist auch moglich, die Annahmen weniger restriktiv zu postulieren, was allerdings zu
komplizierteren Resultaten fiihrt.

Nun kann die formale Herleitung der Black-Scholes Gleichung betrachtet werden.® Diese
ist insbesondere deshalb interessant, da sich aus dem Vorgehen weitere Schliisse ableiten
lassen.

Sei dazu V (t, S(t)) der Optionswert zum Zeitpunkt ¢. Man betrachte ein Portfolio I1(t) be-
stehend aus §(t) Anteilen eines Bonds B(t), i.e. eine festverzinsliche Anleihe, A(t) Anteilen

Tsiehe [22, Kapite 3.4.2]
8vgl. [7] und [8]
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des Basiswertes S(¢) und einer ausgegebenen Option V' (¢, S(t)) (deshalb geht diese negativ
in die Gleichung ein)

TI(t) = B(t)B(t) + A()S(t) — V(t, S(t)). (2.32)

Da der Kurswert S(¢) durch die geometrische Brownsche Bewegung (2.29) beschrieben

wird und demnach ein Ito-Prozess ist, ldsst sich unter der Annahme V' (¢, S(t)) € C*(R x R)

das Ito-Lemma 2.15 anwenden und mit @ = pS und b = oS erfilllt V' die stochastische
Differentialgleichung

ov av 1 0?V ov

dV = | = +pS— + =0*S*— | dt + 0.S——dW. 2.33

(at+“ 95 27 352> MY (2:33)

Fiir die festverzinsliche Anleihe B(t) gilt aufgrund der konstanten Verzinsung mit dem
risikofreien Zinssatz r

dB(t) = rB(t)dt. (2.34)

Setzt man voraus, dass das Portfolio selbstfinanzierend sein soll, d.h., dass wahrend der

Laufzeit weder Geld entnommen noch eingelegt werden darf, ergibt sich bei Umschichtung
zu diskreten Zeitpunkten bei Betrachtung des Zeitpunktes ¢; die Bedingung

B(ti-1)B(t:) + A(ti-1)S(t:) = V(E:, S(t:)) = B(t) B(t:) + A(t)S(t:) — V(ti, S(t:)),
da der Wert des Portfolios unmittelbar vor der Umschichtung gleich dem Wert des Portfolios
unmittelbar nach der Umschichtung sein muss.
Es folgt
B(ti—1)B(t:) + A(ti—1)S(t:) = B(t:)B(t:) + A(t:) S (). (2.35)
Betrachtung von II(¢;) unmittelbar vor der Umschichtung und den Portfolios der zwei vor-
hergehenden Zeitpunkte ¢;_; und ¢;_» liefert

I0(t;) =A(ti—1)S(t;) + B(ti—1)B(t;) — V (i, S(t:))
+ [A(tio2)S(ti1) + B(ti2) B(tim1)] — [A(ti-1)S(tim1) + B(ti—1) B(ti1)]

—0 wegen (2.35) (2.36)
+I(ti—2) — [A(ti2)S(tia) + B(ti2) B(ti2) = V(ti—2, S(ti—2))]

J

-~

=II(t;—2)
und nach Umsortieren von (2.36) ergibt sich
(t;) =11(ti—a) + V(tima, S(ti—2)) — V(t;, S(t:))
+ Ati2) (S(tim1) — S(tiz2)) + A(tim1)(S(t:) — S(ti-1)) (2.37)
+ B(ti2)(B(ti1) — B(ti-2)) + B(ti1)(B(ti) — B(ti1)).

Erweitert man die Betrachtung auf M + 1 Zeitpunkte t;, j = 0,..., M, erhdlt man als
Selbstfinanzierungsbedingung

(tar) =(to) + V(to, S(to)) — V(tar, S(tar))

M-—1 M-—1 238
- Z A(t:) (S(tipr) — S(t:)) + Z B(t;) (B(tiy1) — B(t:)) (238)
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und im Grenziibergang (¢;11 — t;) — 0

T(t) = [I(to) + V(to, S(to)) — V (£, S()) + /tA 7)dS(r

to

+ /ttB(T)dB(T), (2.39)

wobei die Integrale Ito-Integrale sind. Fasst man (2.39) als stochastische Differentialglei-
chung in Integralform (2.21) auf und iiberfiihrt sie in die zugehorige Differentialgleichung
(2.22), so ergibt sich

dll(t) = —dV (t,S(t)) + A(t)dS(t) + B(t)dB(t). (2.40)
Einsetzen von (2.29), (2.33) und (2.34) in (2.40) liefert

2
aaxt/ s 12S28 V)}dt

dH:[AuS—i-ﬂrB—( 53 5352

(2.41)
<AJS — Usg—g) dW.
Setzen wir nun oV
A(t) = 55 —(t,5(1)), (2.42)

so konnen wir den stochastischen Einfluss in (2.41) eliminieren.

Weiterhin fordert man, dass sich das Portfolio wie eine risikofreie Anleihe entwickelt, sich
also, da Arbitragefreiheit angenommen wurde, mit dem Marktzinssatz r verzinst. Somit
erhélt man die Bedingung

dIl = rlldt. (2.43)
Setzt man nun noch (2.32) und (2.41) in (2.43) ein und verwendet (2.42), ergibt sich
ov 1 0*V ov
B—— —-0°5? B == — dt 2.44
(rﬂ 5 " 5 S 532 ) (7“6 +rS 53 TV> (2.44)
und durch Umformung erhélt man schlieflich
8V 1 2 282 ov
— — = 0. 2.4
5 T S 52 +rS 53 rV =0 (2.45)

Diese partielle Differentialgleichung wird Black-Scholes Gleichung genannt.

Korollar 2.19.
Die Anteile A(t) des Basiswertes S(¢) und die Anteile §(t) der festverzinslichen Anleihe
B(t) am Portfolio sind wegen (2.42) und (2.32) gegeben durch

oV
At) = 55 —(t,S(t)) (2.46)
und )
B(t) = %(H(t) + V(t,5(t) — A(t)S(t)). (2.47)



2.5 Das Black-Scholes Modell 23

Bemerkung 2.20. Neben dem A, der partiellen Ableitung des Optionswertes nach dem
Kurs des Basiswertes, lassen sich noch weitere partielle Ableitungen nach anderen Parame-
tern betrachten. Diese Kennzahlen bezeichnet man als Griechen. Sie geben die Sensitivitéat
des Optionspreises bzgl. der entsprechenden Parameter an und lauten:

2
Delta: A = Z_‘S/ Gamma: ' = %
Vega oder Kappa: k = 5’_V Theta: e = (9_‘/
do ot
ov
ho: = —
Rho p o o

Fiir europiische Optionen besitzt die Black-Scholes Gleichung (2.45) eine explizite Losung.”
Der Optionswert einer européischen Call-Option lautet

Veo(t, S() = S(t)®(a) — Ke " T=9d(b), (2.48a)
fiir eine européische Put-Option erhélt man
Vpe(t,S(t)) = S(t)(®(a) — 1) — Ke " T=D(d(b) — 1). (2.48b)

Dabei bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung (vgl. (2.16))
und fiir @ und b gilt

a= T —t (2.48¢)

Wir koénnen also nun den Optionswert européischer Optionen fiir beliebige Zeitpunkte
t € [0,7] direkt mittels (2.48) ausrechnen. Es fillt auf, dass dabei die erwartete Rendite
1 des Basiswertes nicht mit in die Berechnung eingeht. Die einzigen unbekannten Para-
meter sind der risikofreie Zinssatz r und die Volatilitdt o des Basiswertes. In der Praxis
ist die Bestimmung von r normalerweise unproblematisch. Fiir die Wahl von o existieren
verschiedene Ansitze, wie schon zu Ende von Kapitel 2.4 gesehen.

In Abbildung 2.7 sind die Verlaufe einer européischen Call- und Put-Option in Abhéngigkeit
vom aktuellen Kurs des Basiswertes dargestellt. Betrachtet wurden dabei die Zeitpunkte
t=0,t=0.5und t =1 ="T. Bei Laufzeitende der Option, also in ¢ = T', entsprechen die
Verldufe den Hockeystick-Diagrammen aus Abbildung 2.1.

Es fallt auf, dass im Fall einer Call-Option fiir ¢ < T die Optionswerte unabhéngig von S(t)
immer grofler sind als im Endzeitpunkt 7', wohingegen es im Fall einer Put-Option einen

9siehe [7, Kapitel 8] und [8, Kapitel 4.2.3]
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Vc(t,S(t)) in Abhangigkeit von S(t) fur versch. t VP(t,S(t)) in Abhangigkeit von S(t) fur versch. t
: 50 :
—t=0
=05
401 t=1
= = 301
o 7
NG =
> > ool
101
0
50 100 150 50 100 15!

S S

Abbildung 2.7: Optionswert in Abhéngigkeit von S(t) nach Black-Scholes Formel fiir ¢ €
{0;0,5; 1} mit S € [50,150], 7 = 0.06, ¢ = 0.3 und T = 1

Wert S(t) gibt, ab dem fiir Kurswerte S(t) < S(t) der zugehérige Optionswert Vp, (¢, S(t)) <
Vpe(T, S(T)) ist.

Betrachtet man also die partielle Ableitung des Optionswertes nach der Zeit © = %—‘; (vel.

Bemerkung 2.20), so gilt!? fiir eine europiische Call-Option

_ So9(a)

—rKe "TYd(p 2.49
ST 5 The (b) (2.49)

O¢ =

mit a und b wie in (2.48c) sowie ¢ und ¢ die Dichtefunktion und die Verteilungsfunktion
der Standard-Normalverteilung (vgl. Definition 2.9).

Da gilt ®(x), ¢(x) > 0 Vz, und alle anderen Variablen von (2.49) ebenso positiv sind, folgt
B¢ <0, (250)

der Optionswert V¢ . einer européischen Call Option sinkt ceteris paribus, d.h. bei konstan-
ten iibrigen Werten, also im Zeitverlauf.

Hingegen gilt fiir eine européische Put-Option

Op = _Sodla) +rKe "T0d(—b). (2.51)

2T —t
Da auch hier alle auftretenden Variablen positiv sind, lédsst sich aufgrund der verschiedenen
Vorzeichen der Terme nun keine generelle Aussage mehr iiber das Vorzeichen von O p treffen.
Es zeigt sich, dass auch ©p meist negativ ist, auler wenn der Kurswert des Basiswertes
S(t) viel niedriger ist als der Ausiibungspreis K.

0vel. [8], [9], [10]
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Wert einer europaischen Call-Option V(t,S(t)) Wert einer europaischen Put-Option V(t,S(t))

A \\\ \\\
50+ \\ \
\

V(S

150

Abbildung 2.8: Dreidimensionale Darstellung des Optionswertes einer européischen Call-
und Put-Option als Fldche in Abhéngigkeit von ¢ und S(t) nach Black-
Scholes Formel fiir ¢t € [0, 1] mit S(t) € [50,150], r = 0.06, 0 = 0.3 und
eines moglichen Verlaufs des Optionswertes als Linie

Abschlieflend lassen sich die Ergebnisse der bisherigen Kapitel visualisieren. Dazu wird in
Abbildung 2.8 der Wert Ve (¢, S(t)) einer européischen Call-Option (links) und der Wert
Vp(t,S(t)) einer européischen Put-Option (rechts) dreidimensional als Flache in Abhén-
gigkeit von ¢ € [0,1] und S(t) € [50,150] dargestellt. Dies entspricht der kontinuierlichen
Darstellung von Abbildung 2.7. Weiterhin wurde ein Pfad fiir die Kursentwicklung des
Basiswertes mittels der geometrischen Brownschen Bewegung simuliert und auf Basis dieses
Pfades die Entwicklung des zugehorigen Optionswertes mit Hilfe der Black-Scholes-Formel
berechnet und beispielhaft auf die Oberfliche der méglichen Optionswerte gelegt.

Es lésst sich erkennen, dass der Optionswert V (¢,.5) eine glatte Funktion in ¢ und S ist, ein
Pfad eines Optionswertes im Allgemeinen jedoch nicht differenzierbar ist.

2.6 Hedging

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, wie zur Herleitung der Black-Scholes
Gleichung ein Portfolio zusammengestellt wurde und dabei durch geschickte Wahl der Pa-
rameter eine Entwicklung entsprechend einer risikofreien Anlage erreicht wurde. Das Vor-
gehen, die Zusammensetzung des Portfolios anzupassen, um das Risiko zu eliminieren, wird
Hedging genannt.

Die Umschichtungen sind durch die Parameter § und A charakterisiert. Der Wert von
resultiert aus der Bedingung, dass sich das Portfolio selbst finanzieren soll. Zur Berechnung
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konnen wir nach Korollar 2.19 die Formel (2.47) verwenden.

Von zentraler Bedeutung fiir die aus der Herleitung der Black-Scholes Formel resultierenden
Hedging-Strategie ist das Delta

A = Se6,5(),

die partielle Ableitung des Optionswertes nach dem Kurs des Basiswertes (vgl. (2.46)).
Durch diese Wahl wird eine Elimination des stochastischen Einflusses erreicht, und damit
auch das Risiko des Portfolios eliminiert. Deshalb nennt man diese Strategie auch Delta-
Hedging.

Fiir européische Optionen lésst sich eine Formel zur Berechnung von A angeben.

Satz 2.21. Fiir A¢ einer européischen Call-Option bzw. Ap einer européischen Put-Option
gilt

Bclt, (1) = (¢, 5(1)) = B(a)
o (2.52)
AP(tv S(t)) = 856<t7s(t)) = (I)((l) -1

mit a (bzw. b) wie in (2.48¢) und ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
wie in Definition 2.9.

Beweis. Zunéchst stellt man fest, dass gilt

0.2
da 0 In(S) In(K) N r—l—;)
S 0S\ovT—t ovT—t oVT—t
1 1 (2.53)
 SoVT —t
B ob
98
und weiterhin
1 1,
¢(a) SN
_ 1 e—%(b2+2bam+02(T—t))
N
Ly VT—t—102(T—t)
e 2 a 20 2.54
N (2.54)
_ 1 e—%b2 eln %—T(T—t)

Ve
_ E —r(T—t)
=¢(b) 5e .
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Durch Anwendung von Produkt- und Kettenregel erhédlt man mit (2.48a)

8VC@ aa —r(T—t) 8b
= = — — " — 2.55
B =2 - w(a) 1 So(a) 0t — KeT (1) o (2.55)
und durch Einsetzen von (2.53) und (2.54) in (2.55) schlielich
K da Ja
_ P ¢ ) B —r(T—t) el
Ac =P(a) + So(b) ok 53 Ke o (D) 53 (2.56)
=®(a).
Mit (2.48b) ergibt sich fiir Ap dann
_OVp. 0 IRET P _
Ap = 55— BS (S(@(a) — 1) — Ke (®(b) — 1))
0
_ . —r(T—t)
=5g(Vee =5+ Ke ) (2.57)
=Ac—1
=®(a) — 1.
[l

Bemerkung 2.22. Aufgrund der Eigenschaften der Verteilungsfunktion folgt sofort, dass
gilt
Ac € [0, 1]

Ap € [-1,0]. (2:58)

Bemerkung 2.23. Fiir Ag, das Delta einer européischen Call-Option, gilt im Ausiibungs-
zeitpunkt t =T

1, fir S(T)>K
lim Ac(t,S(t) =43, fir S(T)=K (2.59)
0, firS(T)< K

und nach Satz 2.21 gilt analog fiir eine européische Put-Option
Ap(t,S(t) = Acl(t, S(t) — 1. (2.60)
Die Werte ergeben sich direkt aus Satz 2.21, Gleichung (2.48c) und den Eigenschaften der

Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung. o

Abbildung 2.9 visualisiert analog zu Abbildung 2.8 die moglichen Werte von Aq(t, S(t))
(links) und Ap(t,S(t)) (rechts) in Abhéngigkeit der Zeit ¢t € [0,1] und des Kurses des
Basiswertes S(t) € [50,150] mit K = 100, r = 0.06 und o = 0.3. Auf der Fléche ist der
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A(t,S) einer européischen Call-Option A(t,S) einer europdaischen Put-Option

B,(S)

150 150

Abbildung 2.9: Dreidimensionale Darstellung des A einer europiischen Call- und Put-
Option als Fldche in Abhéngigkeit von ¢ und S(¢) nach Black-Scholes-Formel
fur ¢ € [0,1] mit S(¢) € [50,150], K = 100 r = 0.06, ¢ = 0.3 und Verlauf
des zu dem Pfad von Abbildung 2.8 gehorenden A als Linie

Verlauf von A(t), der zu dem in Abbildung 2.8 dargestellten Optionspfad gehort, als Linie
zu sehen.

Ebenso lasst sich das in Bemerkung 2.23 festgestellte Verhalten des A zum Laufzeitende in
der Graphik verifizieren. In ¢ = 7' = 1 wird in Abhéngigkeit von S(7) das Maximum, das
Minimum oder j:% angenomimen.

In der Praxis ist es natiirlich nicht mdoglich, das Portfolio kontinuierlich umzuschichten.
Deshalb nimmt man an, dass Umschichtungen zu M diskreten Zeitpunkten vorgenommen
werden. Das Verfahren zur Absicherung gegen Risiko bei Optionsgeschéften, das sich aus der
Herleitung der Black-Scholes Gleichung ergibt, lédsst sich durch den folgenden Algorithmus
beschreiben.

Algorithmus 2.24 (Zeitdiskretes Hedging auf Basis des Black-Scholes Modells'!).

(1) Berechnung der Kurswerte S(t;) zu diskreten Zeitpunkten ¢;,¢ € {0,.., M}, wobei
S(tg) := Sp; dies erfolgt abhéngig vom verwendeten Kursmodell, bei européischen
Optionen mittels der geometrischen Brownschen Bewegung

(2) Berechnung von V (t;, S(t;)), A(t;, S(t;)) und B(t;) = "™ By fiir i € {0, .., M}

Hsiehe [7, Kapitel 9.1]



2.6 Hedging 29

(3) Ausgehend von

B(to) == Bo
T{ty) = —V'(to, S(to)) + Alto, S(to))S(te) + Blte) B(to)

induktive Berechnung des Portfolios fiir ¢ € {1,.., M }:

(t;) := =V (t;, S(ti)) + A(ti—1, S(ti=1))S(t:) + B(ti—1) B(ts)
() + VI(#, S(t) — A, S())S ()
B(t;)

Durch die aus der Black-Scholes Gleichung resultierenden Parameter A(t) und [5(t) lésst
sich somit die Zusammensetzung des Portfolios II(¢) in jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] angeben.
Abbildung 2.10 stellt den Verlauf eines derartigen Portfolios fiir M = 25 Umschichtungen
(links) und M = 1000 Umschichtungen (rechts) graphisch dar (die iibrigen Parameter sind
wie in den vorhergehenden Beispielen gewahlt: Sy = 100, r = 0.06, c = 0.3, T =1, K = 95,
By =100, By = 1). Der erwartete Verlauf, d.h. der aufgezinste Wert I1(¢,) des Portfolios in
to = 0, ist als gestrichelte Linie zum Vergleich skizziert.

Schichtet man das Portfolio weniger oft um, beobachtet man gréflere Abweichungen vom
erwarteten Verlauf. Die Zusammensetzung des Portolios wird seltener angepasst, dadurch
gelingt es nicht mehr, den stochastischen Einfluss durch die Wahl von A dauerhaft zu
eliminieren und es ergeben sich starke Schwankungen im Wert des Portfolios.

Bei einer hohen Anzahl von Umschichtungen hingegen erhélt man eine gute Néherung
der angestrebten Wertentwicklung. Die Zeitrdume, in denen das A zu ungenau ist, um
den stochastischen Term zu eliminieren, werden minimiert und die Wertschwankungen des
Portfolios lassen sich fast vollstédndig vermeiden.

In (2.58) haben wir gesehen, dass A immer einen Wert zwischen 0 und 1 im Fall einer Call-
Option bzw. zwischen 0 und -1 bei Put-Optionen annimmt. Auf Grundlage der Definition
von A als partielle Ableitung des Optionswertes nach dem Kurs des Basiswertes lésst sich die
praktische Bedeutung dieser Werte betrachten. A = 0 impliziert, dass eine kleine Anderung
des Aktienkurses keine Auswirkung auf den Optionswert hat. Im Gegensatz dazu bedeuten
A =1 bzw. A = —1, dass sich der Wert der Option und der Aktienkurs im gleichen Maf}
analog bzw. gegenldufig entwickeln. Das A gibt somit prozentual die Anteile am Basiswert
an, die der Option entsprechen, d.h. welcher Anteil am Basiswert notig ist, um das Verhalten
der Option nachzubauen.
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Entwicklung des Portfolios bei 25 Umschichtungen
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Entwicklung des Portfolio bei 1000 Umschichtungen
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Abbildung 2.10: Portfolio-Entwicklung auf Basis der Black-Scholes Formel bei M = 25 bzw
M = 1000 Umschichtungen
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Monte Carlo Simulation

Fiir den Wert européischer Optionen auf Basis des Kursmodells der geometrischen Brown-
schen Bewegung existiert nach dem Black-Scholes Modell eine analytische Formel. Verwen-
det man jedoch komplexere Kursmodelle oder betrachtet man andere Optionen, existiert
im Allgemeinen keine geschlossene Formel mehr, um den Optionswert direkt ausrechnen
zu konnen. In diesen Féllen léasst sich der Optionswert dennoch mit Hilfe der Monte Carlo
Methode numerisch berechnen.

3.1 Theoretischer Hintergrund

In Kapitel 2.2 haben wir gesehen, dass sich der Optionswert auch mittels des abgezinsten
Erwartungswertes der Auszahlungsfunktion berechnen lédsst. Die Grundidee der Monte Car-
lo Simulation beruht darauf, durch computergenerierte Pseudo-Zufallszahlen Stichproben
einer Zufallsvariablen zu ziehen und auszuwerten. Dadurch ist es moglich, ihren Erwar-
tungswert zu schétzen, indem eine grofle Anzahl von Realisierungen simuliert und dariiber
der Mittelwert gebildet wird.

Die Grundlage fiir die Monte Carlo Simulation bildet der zentrale Grenzwertsatz der Sta-

tistik.

Satz 3.1 (Zentraler Grenzwertsatz).
Sei (X;)ien eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit Mittelwert
p = E(X;) und Varianz ¢* = var(X;).
Betrachtet man die Partialsumme der ersten n Folgenglieder S,, = >~ | X;, so gilt fiir jedes

zeR
Im P| ———— < = — —= . 1
s (a\/ﬁ —Z) \/g/eXp( 5 )W (3:1)

31
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Fiir n — oo gilt demnach (vgl. Def. 2.9) (S;;\/%“) ~ N(0,1), d.h. die Zufallsvariable (SZ\_/%“)

ist standard-normalverteilt. o

Fiir einen Beweis siehe [4, Kapitel VIIL.4], [11, Kapitel 5].

Satz 3.1 impliziert, dass S,, fiir ausreichend grofie n approximativ normalverteilt ist mit
Erwartungswert E(S,,) = nu und Varianz var(S,) = no?, also S,, ~ N (nu, no?).

Bemerkung 3.2. In Satz 3.1 wurde keine Forderung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Zufallsvariablen X; gemacht. Insbesondere wurde nicht vorausgesetzt, dass sie normal-
verteilt sind. o

Wollen wir also den unbekannten Erwartungswert p einer Zufallsvariablen X, von der wir
Stichproben X; ~ X generieren kénnen, bestimmen, so kénnen wir dies mittels des (Monte
Carlo) Schatzers

1 N
N; (32)

realisieren. Das durch (3.2) gegebene Verfahren stellt die Grundidee der Monte Carlo Simu-
lation formal da, den Erwartungswert durch wiederholtes Generieren und Auswerten von
Zufallszahlen zu approximieren. Dabei ist die Approximation umso genauer, je grofler die
Anzahl N der ausgewerteten Zufallszahlen ist.

Interessanterweise ist anzumerken, dass, da nach Satz 3.1

N N
. 1 1
E(X)=E (ﬁ ZXi> =D _E(X) =E(X) =y (3.3)
i=1 i=1
gilt, die Zufallsvariablen X und X den gleichen Erwartungswert haben.

Bemerkung 3.3. Man nennt X in (3.2) einen erwartungstreuen Schitzer von p = E(X),

~

da E(X) = lL. o

Im Folgenden wollen wir den Fehler bei der Approximation des Erwartungswertes durch die
Monte Carlo Methode untersuchen. Dieser wird in Form bestimmter Intervalle angegeben,
deren GroBe von der Varianz var(X) abhéngt. Diese ist im Allgemeinen zwar nicht bekannt,
lasst sich aber im Zuge der Monte Carlo Simulation schétzen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.4. Sei X eine Zufallsvariable mit g = E(X) und 0? = var(X). Seien (X;)i<i<n
unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ X, d.h. mit Erwartungswert
E(X;) =pu, Vi € {1,..., N} und Varianz var(X;) = o2, Vi€ {1,...,N}.

Dann ist die korrigierte Stichprobenvarianz

N

67 = —— ) (X; - X)? (3.4)

i=1

: ” D9 N
ein erwartungstreuer Schéitzer von o2 = var(X), wobei X = + > .0, Xi.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass gilt E(6?) = o2

Dazu stellt man zunéchst fest, dass gilt

N N
A 1 1 o
var(X) = var (N g Xi) =2 E var(X;) = -
i=1 i—1

[\

Nun folgt

~E ﬁfj (0~ —2(x, —u)(X—u)+(X—u)2)]

—E ﬁ (f;oa )= 2% ) i(xz )+ f(x —p)?
—E _ﬁ(ém—uf (% — ) (Zx—iu) FN(K - p)?
=E ﬁ (i(){z — 1) = 2N(X = p)* + N(X —u)2>]

—E ﬁ (i(x )~ N(X - m?)

B () - ()

und damit die Behauptung.

Um den Fehler der Monte Carlo Methode genauer zu untersuchen, betrachtet man nun das

sog. p-Konfidenzintervall.
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Definition 3.5 (p-Konfidenzintervall).
Sei p € [0,1], N € N und X = % Zf\il X, der Monte Carlo Schétzer des Erwartungswertes
w=E(X).
Ein Intervall der Form
I=p—epte

heifit p-Konfidenzintervall von X , wenn

gilt. o

Nun lisst sich das 95%-Konfidenzintervall von X bestimmen.
Nach Satz 3.1 ist X fiir grofe N approximativ normalverteilt. Betrachtet man die durch

~

Transformation standardisierte Zufallsvariable Z (vgl. (2.14)), ergibt sich mit std(X) =

\/var(X) = 0/VN
X —
z=2"F
o/vVN
und nach Definition 2.9 ist Z standard-normalverteilt. Aufgrund der Eigenschaften der
Standard-Normalverteilung existiert nun ein Wert £, sodass gilt

(3.7)

P(—k<Z<k)=1—-a=0095 (3.8)
und mit o
O(k)=P(Z<k)=1- 5= 0.975 (3.9)
folgt'?
k=®1(0.975) = 1.96 (3.10)
und somit

P(—k < Z <k)=P(-1.96 < Z < 1.96)

%
—p (—1.96 < e 1.96)

g

VN (3.11)
A 1.96 0 N 1.96 0
=P(X - <pu< X+
( JN o F VN )
=0.95.
Nach Definition 3.5 lautet das 95%-Konfidenzintervall also!'?
N 1.960 - 1.96 0
[=|x- 2279 x4 =29 3.12
R (312)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass der gesuchte Erwartungswert p = E(X) im Intervall [
liegt betrigt 95%.

12MATLAB Befehl: norminv(0.975)
3siehe auch [9, Kapitel 15.2]
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Bemerkung 3.6. Mdéchte man die Konfidenzintervalle berechnen, verwendet man dazu
normalerweise die mittels (3.4) geschétzte korrigierte Stichprobenvarianz &, da der exakte
Wert o unbekannt ist.!* Dann ist die standardisierte Zufallsvariable

_ X
&/vVN

(siehe (3.7)) nicht mehr standard-normalverteilt, sondern folgt der sog. studentschen t-Ver-
teilung mit N — 1 Freiheitsgraden.

Zy (3.13)

In diesem Fall berechnet sich der Parameter k;, sodass

gilt, mittels der Umkehrfunktion der studentschen t-Verteilung,'® also

kt:t‘l(l—%,]\f—l). (3.15)

Das p-Konfidenzintervall fiir p = 1 — « lautet dann

o o

VN VN

Ist aber N ausreichend gro$,' gilt nach Satz 3.1 approximativ X ~ N (u, cr/\/ﬁ), d.h. die
Zufallsvariable Z aus (3.7) ist approximativ standard-normalverteilt und somit ldsst sich
(3.12) zur Berechnung des 95%-Konfidenzintervalls verwenden. o

I=|X—k——,X+k (3.16)

Bemerkung 3.7. Die Form des Konfidenzintervalls der Monte Carlo Methode (3.12) im-
pliziert, dass der Fehler von der Ordnung O(1/+/N) ist, d.h. er ist umgekehrt proportional
zu /N (fiir eine ausfithrlichere Betrachtung siehe Bemerkung 3.10). Das bedeutet, dass die
Anzahl N der Stichproben um den Faktor 100 erhoht werden muss, um eine Verbesserung
der Genauigkeit um eine Dezimalstelle zu erreichen. Dies ist die Ursache der langsamen
Konvergenz des Verfahrens. Eine sehr hohe Genauigkeit zu erreichen, ist daher mit extrem
hohen Rechenaufwand verbunden. o

Andererseits bedeutet (3.12) jedoch auch, dass der Fehler von Monte Carlo ebenso durch die
Standardabweichung der Zufallsvariablen o = (/var(X) beeinflusst wird. Dies eroffnet die
Moéglichkeit, durch Transformation die Varianz der betrachteten Zufallsvariablen zu senken.
Diesen Ansatz werden wir in Kapitel 3.4 betrachten.

Ysiehe [15]
I5MATLAB Befehl: tinv(1-a/2,N-1)
16a]ls Faustregel kann N > 40 verwendet werden, vgl [15]
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3.2 Monte Carlo zur Optionsbewertung

Optionsbewertung mit der Monte Carlo Methode beruht im Allgemeinen darauf, konkrete
Pfade des Kurses des Basiswertes zu simulieren. Fiir européische (Plain Vanilla) Optionen
bedeutet dies, dass eine grole Anzahl von Realisierungen des Wiener Prozesses auf Basis
von Pseudo-Zufallszahlen erzeugt wird und damit die zugehorigen Kursverlaufe berechnet
werden. Schliellich kann fiir jeden so erhaltenen Kurspfad durch die Auszahlungsfunk-
tion ein Optionswert V(7' S(T)) im Endzeitpunk 7" bestimmt werden. Simuliert man eine
ausreichend grofile Anzahl an Optionswerten im Endzeitpunkt, ldsst sich nach Satz 3.1 der
Erwartungswert E(V (T, S(7T'))) berechnen. Dies ist das Vorgehen der Monte Carlo Methode
(siehe auch Algorithmus 2.2).

Um mit Hilfe von Satz 3.1 und (3.2) den Erwartungswert des Optionswertes in ¢t = T' zu
approximieren, betrachtet man die Zufallsvariable

X = A(S(T)), (3.17)

vgl. (2.1). Im Fall einer européischen Call-Option auf Basis der geometrischen Brownschen
Bewegung ergibt sich mit (2.26)

X=A <SO exp ((y, — %O'Z)T + O'WT)) ) mit Wr ~ N(0,T). (3.18)

Bemerkung 3.8. Nach (2.14) gilt fiir eine Zufallsvariable Y ~ N(0,T), dass Y ~ v/TZ,
wobei Z ~ N (0, 1). o

Damit erhalt man

X=A (50 exp ((u - %JQ)T + aﬁz)> . mit Z ~N(0,1). (3.19)

Dies hat den Vorteil, dass standard-normalverteilte Zufallszahlen einfach mit dem Computer
zu erzeugen sind.

Wir konnen nun keine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X treffen, es
ist jedoch méglich, mit Hilfe von Pseudo-Zufallszahlen Z; ~ A(0,1) Stichproben von X
zu erhalten. Somit lasst sich mittels der Monte Carlo Methode der Erwartungswert von X
und damit auch der Optionswert in ¢ = T" approximieren durch

V(T,S(T)) = E(X) ~ % i <A (so exp ((u - %ﬁ)T + a\/TZZ))) (3.20)

i=1
fiir ausreichend grofie N.

Der Optionswert zu einem beliebigen Zeitpunk ¢ € [0, 7] ergibt sich durch Abzinsen von
V(T,S(T)) auf den Zeitpunkt ¢ zu

V(t,5(t) ~ e T [% i (A (SO exp ((u - %O'Q)T + aﬁz)))] . (3.21)

i=1
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In Abbildung 3.1 sind die Ergebnisse einer Optionsbewertung mit Hilfe der Monte Carlo
Methode dargestellt. Dabei wird die européische Call-Option mit den Parametern wie vor-
her betrachtet (Sp = 100, K =95, T' =1, r = 0.06, 0 = 0.3). Fiir verschiedene Anzahlen
N von ausgewerteten Stichproben sind die resultierenden Optionswerte und zugehorigen
Konfidenzintervalle dargestellt. Die Berechnung der Intervalle erfolgt anhand von (3.12),
d.h. die Intervallgrenzen sind durch V +1.966 / VN gegeben, wobei & die korrigierte Stich-
probenvarianz nach (3.4) bezeichnet. Man sieht in der Graphik auch, dass es vorkommt,
dass der exakte Wert auflerhalb des Konfidenzintervalls liegt.

Monte Carlo Simulation zur Optionsbewertung eines europ. Call
351
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Anzahl der Stichproben fur Monte Carlo Approximation

Abbildung 3.1: Approximation des Wertes einer européischen Call-Option, die approximier-
ten Optionswerte sind durch ein Kreuz markiert, die zugeh. Konfidenzinter-
valle werden durch vertikale Linien dargestellt, der exakte Wert ist durch
eine horizontale Linie angezeigt

Auflerdem zeigt die Abbildung auch Probleme der Monte Carlo Simulation auf. Es ist eine
hohe Anzahl von ausgewerteten Stichproben, also Simulationen, notwendig, um eine gute
Approximation des Optionswertes zu erhalten. Beachte, dass in Abbildung 3.1 die x-Achse
in logarithmischer Skala dargestellt ist. Der durch Monte Carlo approximierte Optionswert
bei einer Stichprobenanzahl von N = 219 ~ 5.0 - 10° betriigt V = 17.2695, das berechnete
95%-Konfidenzintervall ist [17.2040, 17.3350], der exakte Wert nach Black-Scholes lautet
V = 17.3236. Dies ergibt einen relativen Fehler von [V — V|/V = 0.31%.
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3.3 Hedging mit Monte Carlo

In Kapitel 2.6 haben wir gesehen, dass sich aus der Herleitung der Black-Scholes Formel
ein Verfahren zur Risikoabsicherung bei Optionsgeschéften ergibt. Der zentrale Parameter
zur Umsetzung dieser Strategie ist

_ v,
- 0S8

wodurch der Anteil des Basiswertes am Portfolio bestimmt wird. Damit ist es moglich, die
Umschichtungen zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, T] durchzufiihren. Bisher haben wir
den Parameter A dazu nach Satz 2.21 basierend auf dem Black-Scholes Modell bestimmt.

A(t) t,S(t)),

Oft ldsst sich aber keine analytische Formel fiir A angeben, z.B. bei Verwendung kom-
plexerer Kursmodelle oder bei der Betrachtung anderer Optionen. In diesen Féllen ist es
trotzdem moglich, das Delta mit der Monte Carlo Simulation numerisch zu approximieren.

Nach Definition der partiellen Ableitung gilt

ov V(@ S(t) 4+ h) =V (¢t S(1))
g 1:S() = Jim N -
Somit kann A(¢, S(¢)) fiir kleines h mittels der Finite-Differenzen-Methode durch den Vor-

wiartsdifferenzenquotienten

(3.22)

Ay ~ VSO + h})L ~V(1,5(t) 3.23)

approximiert werden.

Dies bedeutet, dass wir das zum Hedging benotigte Delta mit Hilfe zweier Optionswerte
berechnen kénnen, die sich nur geringfiigig im S-Argument unterscheiden. Da die Options-
werte mit Monte Carlo berechnet werden konnen, ist es demnach auch moglich, das Delta
mit Monte Carlo zu berechnen.

Jedoch ist auch hierbei die Konvergenz des Verfahrens nicht unproblematisch. In Kapitel 3.1
haben wir gesehen, dass der Fehler der Monte Carlo Methode bei der Approximation von
Optionswerten von der Ordnung O(1/+/N) ist. Durch Bildung der Differenz und Division
durch h ergibt sich daraus ein Fehler der Ordnung O(1/(hv/N)) bei der Approximation des
Delta, d.h. der Fehler wird durch den Faktor 1/h verstérkt. Dies ist vor allem deshalb nach-
teilig, da h moglichst klein zu wihlen ist, um eine gute Ndherung der partiellen Ableitung
in (3.23) zu erhalten. Eine Moglichkeit, dem entgegenzuwirken, werden wir im folgenden
Kapitel betrachten.

3.4 Varianzreduktion

Wie in Kapitel 3.1 (vgl. Bemerkung 3.7) gesehen, ist bei der Approximation des Erwar-
tungswertes E(X) mittels Monte Carlo Simulation eine hohe Genauigkeit mit hohen Wer-
ten von N, also mit einer hohen Anzahl von Simulationen und somit auch mit erhéhtem
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Rechenaufwand verbunden, da der Fehler der Monte Carlo Methode proportional zu 1/v/N
ist.

Der Fehler bei der Approximation von E(X) durch die Monte Carlo Methode héngt nicht
nur von der Anzahl N der Simulationen ab, sondern er ist auch proportional zur Varianz
der betrachteten Zufallsvariablen X. Die Verringerung der Varianz der zugrunde liegenden
Zufallsvariablen kann die Konvergenzgeschwindigkeit der Monte Carlo Simulation unter
geeigneten Umstdnden signifikant verbessern. Voraussetzung dafiir ist, dass der zusétzliche
Rechenaufwand nicht grofler ist als die dadurch entstehenden Einsparungen.

Im Folgenden werden wir zwei Methoden betrachten, die Varianz der zugrunde liegenden
Zufallsvariablen zu reduzieren, um eine Verbesserung der Konvergenz der Monte Carlo
Simulation zu erreichen.

3.4.1 Antithetische Zufallsvariablen

Bisher wurden ausschlieSlich unabhéngige Zufallsvariablen betrachtet, um den Erwartungs-
wert

E(X) =E(f(2)) (3.24)

Zu approximieren, mit
1
f(Z)=A (SO exp ((u — QUZ)T + O’ﬁZ)) , (3.25)

falls die geometrische Brownsche Bewegung als Kursmodell verwendet wird (vgl. (3.19)).

Neben der urspriinglichen Zufallsvariablen Z kann man zusétzlich die zu Z antithetische
Zufallsvariable Z~ := —Z in die Betrachtung mit einbeziehen. Statt den Erwartungswert
E(X) =E(f(Z)) durch die Standard Monte Carlo Simulation mit

E(X)~ X = — Z F(Z), mit Z; ~ N(0,1) (3.26)

zu approximieren (vgl. (3.20)), wird dies bei der Methode der antithetischen Zufallsvariablen
durch

N _
Ky = %Z () Zf(zi ) it Z ~ N(0,1) (3.27)
=1

realisiert. Dabei macht man sich den Zusammenhang von Z und Z~ zunutze, die einzelnen
Paare der Realisierungen sind jedoch weiterhin unabhéngig.

Dieses Vorgehen ist in Abbildung 3.2 am Beispiel eines Pfades (d.h. N = 1) der geome-
trischen Brownschen Bewegung illustriert. Bezeichnet man die dann in (3.27) statt f zu
verwendende Funktion mit f, ist diese nach (2.26) gegeben durch

f(Z) = Syexp ((u — %(72) t+ a\/z_fZ) . (3.28)
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Geometrische Brownsche Bewegung und antithetischer Pfad
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Abbildung 3.2: Simulierter Pfad der geometrischen Brownschen Bewegung mit zugehorigem
antithetischem Pfad, resultierendem Pfad und erwartetem Pfad
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Fiir eine Menge standard-normalverteilter Zufallsvariablen Z; ~ N(0,1) erhélt man den
urspriinglichen simulierten Pfad mittels f(Z;) und den dazu antithetischen Pfad durch
f(=2y).

In Abbildung 3.2 sind zwei Simulationen eines Pfades der geometrischen Brownschen Be-
wegung (blau) mit den Parametern Sy = 100, K = 95, 7' = 1, r = 0.06 und ¢ = 0.3
bei M = 1000 Zeitschritten dargestellt, in rot sind die dazu antithetischen Pfade einge-
zeichnet. Die resultierenden Pfade entsprechen X4y nach (3.27) mit N = 1 und sind durch
eine schwarze Linie dargestellt, der erwartete Verlauf der Pfade (gegeben durch Spe”* nach
(2.31)) durch eine griine Linie. Man erkennt, dass der resultierende Pfad weniger Schwan-
kungen unterliegt als der urspriingliche Pfad und sich ndher am erwarteten Pfad entwickelt.

Dabei ist allerdings zu beachten, dass dies implizit einer Beriicksichtung von zwei Zufalls-

variablen entspricht, d.h. der Durchfithrung der Standard Monte Carlo Methode fiir N = 2,
und ebenso eine zweimalige Auswertung der Funktion f notwendig ist.

Betrachtet man nun allgemein den Erwartunsgwert des urspriinglichen Pfades und den des
antithetischen Pfades, so gilt zunéchst E(Z) = E(Z7), da Z standard-normalverteilt ist.
Es folgt E(f(Z)) =E(f(Z7)) und mit

(3.29)

ist sichergestellt, dass das Verfahren zum richtigen Ergebnis fithrt. Wir kénnen die Monte
Carlo Methode also dquivalent auf die antithetische Form (3.27) anwenden, um den gesuch-
ten Erwartungswert E(X) zu approximieren.

Um die Varianz zu untersuchen, stellt man zunéchst fest, dass die folgende Ungleichung
gilt.

Lemma 3.9. Seien f und g zwei Funktionen, mit f monoton steigend und ¢ monoton
fallend oder umgekehrt und sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt

cov(f(X), (X)) <0. (3.30)

Beweis. Eine Funktion f ist genau dann monoton steigend, wenn gilt x <y = f(x) < f(y)
bzw. monoton fallend, wenn gilt x <y = f(x) > f(y).
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Seien f und g zwei Funktionen mit umgekehrter Monotonitét, d.h. f monoton steigend und
g monoton fallend oder umgekehrt. Fiir den Term (f(x) — f(y))(g(x) — g(y)) liefert dann
eine einfache Fallbetrachtung

(f (@) = f(y)(g(x) — 9(y)) <0,
fir x <y, f steigend, g fallend: f(x) — f(y) < 0 und g(x) g(y) >0
fir x <y, f fallend, g steigend: f(z) — f(y) > 0 und g(z) — g(y) <0
fir x >y, f steigend, g fallend: f(z) — f(y) > 0 und g(z) — g(y) <0
fir x >y, f fallend, g steigend: f(z) — f(y) <0 und g(z) — g(y) > 0.

Betrachtet man nun zwei unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen X und Y,
dann gilt fiir den Erwartungswert

0> E[(f(X) = fY)(9(X) = g(Y))]
= E(f(X)g(X)) = E(f(X)g(Y)) = E(f(Y)g(X)) + E(f(Y)g(Y)).

Da X und Y unabhingig und identisch verteilt sind, gilt nach (2.6)

(3.31)

und zusammen mit X ~ Y, E(
0> E( (X)g(X)) —E(f(X)g(Y)) —E(f(Y)g(X)) + E(f(Y)g(Y))
E(f(X)g(X)) —E(f(X))E(9(Y)) — E(f(Y)) E(¢(X)) + E(f(X)g(X)) (3.32)
( (f(X)g(X)) — E(f(X))E(9(X))) '
—2cov( (X),g(X)
und somit die Behauptung. O

Nach der Wahl der Funktion wie in (3.25) ist f monoton, da die Auszahlungsfunktion
monoton ist, und es ldsst sich Lemma 3.9 verwenden, um die Varianz von X4y aus (3.27)
zu untersuchen. Es gilt weiterhin var(f(Z)) = var(f(Z~)) und somit

war (LA DY 2 (can(7(2) 4+ var( 1)+ 2cov(7(2). £27)
= & (var(£(2) + cov (£(2), £(27)) (333
< 3 var(/(2)
Da nach (3.5)
() - U+ FZ)D i

gilt, folgt also
. 1 Z; 1 .
var(Xay) < 5 w = 5 var(X). (3.35)
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Die Varianz bei der Approximation wird also mindestens halbiert, dabei ist allerdings an-
zumerken, dass dies mit erhohtem Rechenaufwand verbunden ist, da f nun fiir Z und Z~
ausgewertet werden muss.

Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf das Hedging mittels der Monte Carlo Simulation
iibertragen. Wie wir in Kapitel 3.3 gesehen haben, lédsst sich der Parameter A durch die
Berechnung zweier Optionswerte approximieren. In Tabelle 3.1 werden die Ergebnisse der
Approximation des Delta mit Hilfe der Standard Monte Carlo Methode und mit denen
auf Basis antithetischer Zufallsvariablen verglichen. Dabei betrachten wir wieder einen eu-
ropéischen Call mit den Parametern Sy = 100, K = 95, T = 1, r = 0.06 und o = 0.3
zum Zeitpunkt t, = 0. Die Differenz im S-Argument zur Approximation des Delta be-
tragt h = 0.0001. Es werden dafiir die GroBen der 95%-Konfidenzintervalle fiir verschiedene
Stichprobengréfien von N = 100 bis N = 107 dargestellt. Es ist zu beachten, dass bei
Verwendung antithetischer Zufallsvariablen dabei implizit die doppelte Stichprobengrofie
zugrunde gelegt wird und die Auszahlungsfunktion doppelt so oft ausgewertet werden muss.
Dies schligt sich auch in der Rechenintensitiit nieder. Die Auswertung von 2.5-107 Stichpro-
ben mit dem Standard Monte Carlo Verfahren dauert auf dem Test-System 2.91 Sekunden,
die Auswertung von ebensovielen antithetischen Paaren von Stichproben mit der Metho-
de der antithetischen Zufallsvariablen dauert 4.96 Sekunden, ist also um den Faktor 1.7
langsamer.

N | Standard Monte Carlo Antithetische ZV Verhéltnis

10% | [-50037.85,60015.06] [—25853.95,41920.82]  1.62380

103 | [-16105.11,25644.31]  [—5154.70,16257.01]  1.94984
10* | [=8960.50,4611.09]  [—3867.20,2879.05]  2.01172
10° | [—3125.94,1124.56] [-539.21,1588.15]  1.99801
105 | [=740.01,603.27) [—683.22, —13.30] 2.00531
107 | [~178.02,246.84] [—232.08, —20.30] 2.00611

Tabelle 3.1: Vergleich der Groflen der 95%-Konfidenzintervalle von Standard Monte Carlo
Methode mit Monte Carlo bei Verwendung antithetischer Zufallsvariablen fiir
verschiedene Anzahlen N von Stichproben

Ein Blick auf die Grofle der Konfidenzintervalle bestétigt auch die Vermutung aus Kapitel
3.3, dass der Fehler bei der Approximation des Delta sehr grof§ sein wird. Selbst bei einer
Stichprobenzahl von N = 107 lassen sich noch keine zufriedenstellenden Ergebnisse erzielen.

Zur besseren Vergleichbarkeit verwenden wir fiir die Methode der antithetischen Zufalls-
variablen nun nur die halbe Stichprobenanzahl der Standard Monte Carlo Methode. Die
zugehorigen Ergebnisse bei gleichen Parametern wie im vorherigen Beispiel sind in Tabel-
le 3.2 dargestellt. Auch unter diesen Umsténden zeigt sich noch eine bessere Konvergenz
bei Verwendung antithetischer Zufallsvariablen. Vergleicht man die Laufzeiten, so ergibt
sich auf dem Test-System nun eine Laufzeit von 2.83 Sekunden bei 1.25 - 107 ausgewerte-
ten Stichprobenpaaren, also eine etwas kiirzere Laufzeit als bei der Standard Monte Carlo
Methode.
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N | Standard Monte Carlo Antithetische ZV Verhéltnis

10% | [—128244.82,1806.67) [—56447.99,36881.03]  1.39347

103 | [—1024.62,42427.16] [—27314.25,2015.23] 1.48151
10* | [-11083.37,2551.11] [—5927.35, 3317.83] 1.47477
10° [—3114.10, 1136.69] [—2226.22,775.02] 1.41635
10° [—955.25, 388.10] [—559.09, 387.50] 1.41913
107 [—328.75,96.02] [—134.05,165.51] 1.41798

Tabelle 3.2: Vergleich der Gréfien der 95%-Konfidenzintervalle von Standard Monte Car-
lo Methode mit Monte Carlo bei Verwendung antithetischer Zufallsvariablen
wobei fiir letztere nur die halbe Anzahl der Stichproben, d.h. N/2, verwendet
wurde

Bemerkung 3.10. Vergleicht man die Intervallgrofien von Tabelle 3.1 und Tabelle 3.2, fillt
auf, dass die Verhéltnisse bei N Simulationen gegen 2 zu konvergieren scheinen, wiahrend sie
bei Verwendung von N/2, der halben Anzahl von Simulationen, gegen v/2 zu konvergieren
scheinen. Nach (3.12) ist das 95%-Konfidenzintervall der Monte Carlo Methode von der

Form 1.96 1.96
N . g -~ . g

Iy=|X =22 x4 229
N { VN \/N}

und somit fiir N/2 analog

Inja = [X— 1960 o 1.960]

VN2 VN2 (3.36)
. 1.960 1.960
= [X— ﬁW,X+\/§W] :

Bezeichnet man die untere Grenze des 95%-Konfidenzintervalls mit I* und die obere Grenze
mit IV, so gilt fiir die Groe des Intervalls bei N Simulationen

. 1960 . 1960
I — Ik = (X+—) - <X——)
o VN VN (3.37)
_ o196 '
VN

und bei N/2 Simulationen entsprechend
. 1.96 o A 1.96 0
I§, — I% :<X+\/§ )—(X—\@ )
NN VN VN

1960
=2V2 :
VN

(3.38)

es gilt also
I8 — I = V2 (1IN - If) . (3.39)
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Betrachtet man nun das Verhéltnis der Intervallgroflen der Standard Monte Carlo Methode
und der Methode der antithetischen Zufallsvariablen

U L U L
]Std — IStd _ ]Std — IStd

u o _JL T
Lavy = Divw (IXV,N/Q - [£V,N/2) V2

_ \/§ ( Igsd B Igtd >

(3.40)

U — 7L
]AV7N/2 IAV7N/2

zeigt sich, dass das Verhiltnis der IntervallgréBen bei N/2 Simulationen um den Faktor v/2
grofler ist, als das bei der Durchfiihrung von N Simulationen. Mit

]U o ]L IU o ]L
92— UStd itd — \/5 - Std itd — \/52 (341)
[AV,N - ]AV,N IAV,N/2 - IAV,N/z

bestétigt sich also obige Beobachtung und es stellt sich in der Praxis tatsdchlich die in
Bemerkung 3.7 erkléarte Verkleinerung des Konfidenzintervalls bei Verdoppelung der Anzahl

der Simulationen ein. o

In diesem Zusammenhang betrachten wir zudem die Rechenzeit des Verfahrens der antithe-
tischen Zufallsvariablen bei den verschiedenen Anzahlen von Simulationen. Bei N = 2- 107
Durchléufen der Monte Carlo Methode dauert die Berechnung des Delta (bei Verwendung
obiger Parameter) 4.14 Sekunden, fiir N/2 (also 107) Simulationen werden 2.08 Sekun-
den benotigt. Eine Verdopplung von N bringt also neben einer Verkleinerung des 95%-
Konfidenzintervalls um den Faktor v/2 auch eine Verdopplung der Rechenzeit mit sich.

3.4.2 Control Variates

Zur Varianzreduktion mit Hilfe antithetischer Zufallsvariablen hat man sich die Tatsache
zunutze gemacht, dass man einfach eine zur urspriinglichen Zufallsvariablen antikorrelierte
Zufallsvariable finden konnte. Nun werden wir einen Ansatz untersuchen, bei dem man
versucht, Zufallsvariablen mit bekannten Eigenschaften zu finden.

Das Ziel ist wiederum, den Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X mittels Monte
Carlo Simulation durch

E(X) ~ % Z X; (3.42)

zu approximieren. Dazu betrachtet man nun eine weitere Zufallsvariable Y, deren Erwar-
tungswert E(Y") bekannt ist bzw. sich berechnen lisst. Diese neue Zufallsvariable nennt man
Control Variate, da sie einen Kontrollterm fiir die urspriingliche Zufallsvariable darstellt.
Wahlt man die Zufallsvariable Y derart, dass sie sich ausreichend dhnlich zu X verhélt, ist
auch der Fehler der Monte-Carlo-Simulation bei der Approximation der Erwartungswerte
E(X) und E(Y) dhnlich. Bzgl. der neuen Zufallsvariablen Y lasst sich der Fehler darstellen
durch

Y —E(Y). (3.43)
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Dieser Wert kann berechnet werden, denn die Kenntnis des Erwartungswertes E(Y') wur-
de vorausgesetzt. Da nach Annahme die beiden Fehler @hnlich sind, kann der Wert der
urspriinglichen Approximation um diesen Fehler korrigiert werden und man erhélt

Xey = X =Y +E(Y). (3.44)

Falls die Entwicklungen der Zufallsvariablen ausreichend &hnlich sind, ergibt sich eine stark
positive Korrelation. Dann folgt

0~ var(X —Y) = var(X) + var(Y) — 2cov(X,Y)
und somit

A 1 A 1 A
cov(X,Y) ~ 3 var(X) + 5 var(Y).

Unter der Bedingung, dass die Entwicklungen der beiden Zufallsvariablen nahe genug bei-

A ~

einander liegen, ergibt sich wegen var(X) > 0 und var(Y’) > 0

o 1 .
cov(X,Y) > ivar(Y). (3.45)

Betrachtet man den Erwartungswert E(Xy) erhilt man mit (3.44)
E(fov) = B(X) — B(V) + E(Y)

und mit E(Y) = E(Y) folgt schlieBlich

E(Xcy) = E(X). (3.46)

Um E(X) zu berechnen, kénnen wir also analog E(Xoy) durch Monte Carlo Simulation
approximieren.

Fiir den Fehler bei der Approximation von Xev ergibt sich

var(Xey) = var(X — Y + E(Y))
— var(X —Y)

A~ ~ ~ ~

= var(X) + var(Y) — 2cov(X,Y)

und mit (3.45) folgt

~

var(Xey) < var(X) + var(Y) — var(Y),

also
var(Xcy) < var(X). (3.47)

Es lasst sich demnach eine Verbesserung erzielen, wenn sich die Zufallsvariablen dhnlich
genug entwickeln bzw. cov(X,Y) > 1 var(Y) gilt.
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Bemerkung 3.11. Das Verfahren eignet sich in dieser Form vor allem zur Optionsbewer-
tung. In diesem Fall ist es oft sinnvoll, die Definition in (3.44) zu ergénzen. Dazu definiert
man die Zufallsvariable als

~

Xp=X—-0(Y —E(Y)), 60eR

Es gilt weiterhin R R X R
E(Xp) =E(X)—-0EY)+0E(Y) =E(X),
demnach ist auch X, ein erwartungstreuer Schétzer von E(X) und wir konnen die Monte

Carlo Simulation auf X, anwenden.

Betrachung der Varianz var(X) zeigt

A~

var(Xy) = var(X — 0Y)
= var(X) — 20 cov(X,Y) + 0% var(Y).

A

Um die Varianz var(Xy) zu minimieren, ergibt sich die Bedingung

min (92 var(Y) — 26 cov(X, }A/))

feR

und somit X o
20var(Y) —2cov(X,Y) = 0.

Das bedeutet, dass eine minimale Varianz von X, durch

A

cov ( iY)
var(Y)

emin =

erreicht wird.

Im Allgemeinen ist die Kovarianz cov(X,Y) unbekannt. Man kann diese aber wihrend
der Monte Carlo Simulation schétzen. Dazu fithrt man einige vorbereitende Simulationen
durch.

Um beispielsweise den Wert einer européischen Call-Option durch Monte Carlo Simulati-
on mit Hilfe von Control Variates zu approximieren, kann der Kurswert des Basiswertes
als Kontrollvariable Y verwendet werden, da der Erwartungswert E(Y) = Spe™ und die
Varianz var(Y) = S2e*T(e”*T — 1) bekannt sind (siche (2.31)). o

Die Idee der Control Variates kann in leicht abgewandelter Form auch zum Hedging mittels

Monte Carlo, d.h. zur Approximation des Delta, verwendet werden. Dazu wird die Ndherung

E(V(t, S(t) +h)) —EV(E, 5(¢)))
h

A(t,S(t)) ~ (3.48)

verwendet (vgl. (3.23)).

In (3.48) kann nun der eine Erwartungswert als Kontrollterm des anderen Erwartungswer-
tes aufgefasst werden. Die Bedingung, dass sich die beiden Zufallsvariablen ausreichend
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dghnlich entwickeln, setzen wir um, indem wir zur Approximation beider Erwartungswerte
in jedem Durchlauf die gleiche Realisierung des Wiener Prozesses zur Simulation der Pfade
verwenden:

At 5(1). ) ~ BV (SO + h,wi)li —E(V(t, 5(t),w) (3.49)

Damit konnen wir unterstellen, dass der Fehler bei beiden Approximationen der Opti-
onswerte annidhernd gleich ist. Bezeichnet man den Fehler bei der Approximation von

~

E(V(t,S(t) + h)) = V(t,S(t) + h) mit é bzw. den Fehler bei der Approximation von

A

E(V(t,S(t))) = V(t,S(t)) mit é, so erhdlt man mit é; ~ é

AL, S(t),w;) = (V(t,S(t) + h,w;) + €1})L — (V(t, S(t), wi) + &)

VS +hyw) = V(E S(8),w)
) .

(3.50)

Die beiden Approximationen (3.48) und (3.49) haben den gleichen Erwartungswert. Be-
trachtet man die Varianz von (3.48) ergibt sich

var(V (£, S(t) + h) — V(t, S(t))) =var(V (t, S(t) + h)) + var(V (¢, S(£)))—

= 2cov(V(t, S(1) + 1), V(£ S(1))) (3.51)

=var(V(t, S(t) + h)) + var(V(t, S(1))),

da die beiden Zufallsvariablen V' (¢,S(t) + h) und V (¢, S(t)) hier unkorreliert sind.
Fiir das aus (3.49) resultierende Verfahren ergibt sich mit (3.45) fiir den Fehler
var(V (¢, S(t) + h) =V (t,S(t))) =var(V (¢, S(t) + h)) + var(V (¢, S(t)))—
—2cov(V(t,S(t)+ h),V(t,S(t)))

>0

<var(V(t, S(t) + h)) + var(V (¢, S(t))),

(3.52)

also eine Verbesserung gegeniiber der vorherigen Methode.

Zur Illustration der Verbesserung im Konvergenzverhalten, die durch Verwendung des Con-
trol Variates Ansatzes erzielt werden kann, betrachten wir wieder einen européischen Call
mit den Parametern Sy = 100, K =95, T =1, r = 0.06 und ¢ = 0.3 im Zeitpunkt to = 0
und der Differenz im S-Argument zur Approximation des Delta h = 0.0001. In Tabelle 3.3
werden analog zum vorhergehenden Kapitel die Grofien der 95%-Konfidenzintervalle fiir
verschiedene Stichprobengréfien von N = 100 bis N = 107 bei der Standard Monte Carlo
Methode und bei Verwendung des Control Variates Ansatzes dargestellt.

Es zeigt sich, dass sich dadurch eine bemerkenswerte Verbesserung der Resultate erreichen
lasst.

In Abbildung 3.3 ist der Vergleich der Standard Monte Carlo Methode mit dem Control Va-
riates Ansatz zur Approximation des Delta graphisch dargestellt. Dabei ist insbesondere die
Skalierung der Achsen der linken und rechten Graphik zu beachten. Es wurden die gleichen
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N | Standard Monte Carlo Control Variates

Verhaltnis

10 | [—74085.10, 55355.85]
103 | [—41294.07,1706.10]
104 | [-4223.90,9435.14]
10° | [—2919.73,1307.39)]
106 | [—469.04, 876.69)]
107 [—18.27,406.75]

0.5541,0.7884
0.6552,0.7337
0.6919,0.7161
0.6951,0.7027
0.6977,0.7002
0.6984, 0.6992

— — — —— —— ——
iU U PR

552554
247977
564125
952165
556701
955698

Tabelle 3.3: Vergleich der Gréfien der 95%-Konfidenzintervalle von Standard Monte Carlo
Methode und Control Variates Ansatz fiir verschiedene Stichprobengréfien N

Monte Carlo Simulation zur Approximation vonA Monte Carlo Simulation zur Approximation vonA
X 10° Verwendung der Standard Monte Carlo Methode N Verwendung des Control Variate Ansatzes
250 r
Al
0.9r
15F
0.8
< 1r <
§ §
> 05F >
5 5§07+ —x- -1- *)\(***Y*%X*X*%X*X*
=1 1 - _ v R o ‘a
_g 0 % * * XK X X =% XX £
§ 0.5 § 0.6
e ;
T 05t
15
0.4
wa
oy \ \ \ | R R R Y
10* 10° 10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10" 10° 10°

Stichprobenanzahl

Stichprobenanzahl

Abbildung 3.3: Graphischer Vergleich von Standard Monte Carlo Methode und Control
Variates Ansatz zur Approximation des Delta, dabei ist vor allem der Un-
terschied in der Skalierung der x-Achsen der beiden Graphiken zu beachten

(links Faktor 10°)

Parameter wie in den vorherigen Beispielen gewéhlt. Der approximierte Wert des Delta
ist fiir jede Stichprobenanzahl N mit einem Kreuz markiert, die zugehorigen Konfidenzin-
tervalle sind durch eine vertikale Linie dargestellt, der exakte Wert aus der Black-Scholes

Gleichung ist durch eine gestrichelte Linie angezeigt.
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3.5 Simulation der Entwicklung eines Portfolios

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich nun verwenden, um die Entwicklung eines Portfolios
zu simulieren. Dabei werden die fiir die Umschichtungen relevanten Werte A(t;) zu den
M diskreten Zeitpunkten ¢;,i € {1,..., M} durch Monte Carlo Simulation approximiert.
Zur Berechnung des Delta wird der Control Variates Ansatz aus dem vorherigen Abschnitt
verwendet.

Betrachtet wird ein Portfolio bestehend aus Anteilen am Basiswert, der festverzinslichen
Anleihe und einer ausgegebenen européischen Call-Option mit den Parametern S, = 100,
K =95 r =006, 0 = 03und 7" = 1, also t € [0,1]. Die Umschichtung erfolgt zu
M = 250 Zeitpunkten, die Werte werden bei Verwendung der Monte Carlo Methode durch
N = 100000 Simulationen approximiert.

Abbildung 3.4 stellt den Verlauf der durch Monte Carlo approximierten Optionswerte V' (t)
und der Werte A(t) in rot dar, die mit Hilfe der Black-Scholes Formel berechneten ex-
akten Werte sind in blau dargestellt. Es lasst sich erkennen, dass die mit Monte Carlo
approximierten Werte fast genau mit den exakten Werten iibereinstimmen.

Optionswert nach Monte Carlo und Black-Scholes

40 T T T T T T T
V(t) nach MC
V(t) nach Black—Scholes

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

A nach Monte Carlo und Black-Scholes
T T T T

T
— A(t) nach MC
A(t) nach Black-Schole|

0.8

A

0.6

0.4

0.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3.4: Verlauf von V (¢) und A(¢) nach Monte Carlo und Black-Scholes

Mit Hilfe dieser Werte wird nun die Entwicklung des simulierten Portfolios in Abbildung
3.5 graphisch dargestellt. Die sich aus den mit der Monte Carlo Simulation approximierten
Werten ergebende Entwicklung ist wiederum in rot skizziert, der Verlauf nach Black-Scholes
in blau. Der erwartete Verlauf, also die Entwicklung einer festverzinslichen Anleihe mit
gleichem Startkapital, ist als gestrichelte schwarze Linie dargestellt.
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Simulierte Entwicklung des Portfolios

162 I I I T T T T
— M(t) nach MC y
161H — M(t) nach Black-Scholes 7 i
- — - ¢e'no)

160

159

158

157

rn(),e"n(o)

156

155

154

153F

152 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Abbildung 3.5: Entwicklung des Portfolios nach Monte Carlo und Black-Scholes

Wie man nach dem Verlauf der Werte A(t) erwartet, sind die Entwicklung des Monte Carlo
Portfolios und die des Black-Scholes Portfolios sehr dhnlich. Die Anzahl der Zeitschritte
M und die Anzahl der Monte Carlo Simulationen N in jedem Zeitschritt wurden hier so
gewahlt, dass ein guter Kompromiss aus Genauigkeit und Rechenzeit erzielt wird. Durch
Erhéhung der beiden Werte lassen sich noch genauere Ergebnisse erreichen.

Abschlieflend erfolgt eine Betrachtung der Rechenzeit, die zur Simulation des obigen Portfo-
lios benostigt wurde. Auf dem verwendeten System (Intel® Core' 2 Duo T9550 @ 2.66GHz,
4GB DDR3 RAM unter Windows 7 64bit) dauert die Simulation zur Erzeugung der Abbil-
dungen 3.4 und 3.5 bei N = 10°> Monte Carlo Durchliufen in jedem der M = 250 Zeitschrit-
te 3.32 Sekunden. Erhoht man die Anzahl der Monte Carlo Simulationen auf N =5 - 10,
werden bei gleichbleibendem M 17.05 Sekunden und fiir N = 10° 32.64 Sekunden benétigt.

Betrachtet man eine Erhchung der Anzahl der Zeitschritte, so ergibt sich fiir M = 500
Zeitschritte bei N = 10° Simulationen pro Zeitschritt eine Rechenzeit von 6.37 Sekunden.
Fithrt man nun auch N = 10° Simulationen in jedem Zeitschritt durch, so werden 63.31
Sekunden zur Durchfithrung der notwendigen Rechnungen und Erzeugung der zugehérigen
Abbildungen benotigt.
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Kapitel 4
Stochastische Volatilitat

Bisher wurde eine Modellierung des Kursverlaufs des Basiswertes anhand der geometri-
schen Brownschen Bewegung (2.29) vorgenommen. Dabei ist die Volatilitdt als konstant
vorausgesetzt worden. Von dieser Pramisse soll nun Abstand genommen werden, indem die
Volatilitidt ebenfalls durch einen stochastischen Prozess dargestellt wird. Dazu betrachten
wir das folgende stochastische Volatilitdtsmodell.

Definition 4.1 (Stochastisches Volatilitédtsmodell).
Das Modell einer stochastischen Volatilitit ldsst sich durch das Gleichungssystem

dS(t) = a(t, S(t))dt + b(t, S(t), o (t))dWS(t) "
do(t) = a(t,o(t))dt + b(t, o(t))dWe (t) (1)

beschreiben, wobei dW?®(t) und dW?(t) unabhingige, eindimensionale Wiener Prozesse
sind. o

4.1 Mean Reverting Volatility

Nun ldsst sich das stochastische Volatilitdtsmodell (4.1) noch erweitern. Dazu schlagt Sey-
del'” das Mean Reversion Verfahren zur Modellierung der stochastischen Volatilitit vor.

Definition 4.2 (Mean Reversion Modell).
Das Mean Reversion Modell ist durch die stochastische Differentialgleichung

dX(t) = n(¢ = X(8))dt + X (H)dW(t), 7,72,¢ =0 (4.2)

charakterisiert. o

siehe [20, Kapitel 1.7]

53
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Untersuchung von (4.2) zeigt:

e Der deterministische Anteil (Drift) v1(¢ — X (t)) ist positiv falls X (¢) < ¢, in diesem
Fall ist also eine positive Entwicklung zu erwarten. Fiir X (¢) > ¢ ist umgekehrt der
Erwartungswert negativ, man erwartet eine negative Entwicklung von X (¢). Langfris-
tig wird sich X (¢) demzufolge auf ¢ hinzubewegen. Deshalb nennt man den Parameter
¢ das Gleichgewichtsniveau (Mean Reversion Level). Der Parameter v; (Mean Rever-
sion Speed) bestimmt die Stirke der Regulierung und somit die Geschwindigkeit mit
der sich X (t) gegen ¢ bewegt.

e Der stochastische Anteil (Diffusion) 2 X (t) beeinflusst die Schwankung des resultie-
renden stochastischen Prozesses X ().

Diese Uberlegungen lassen sich verwenden, um sowohl die Volatilitiit als auch ihr Gleich-
gewichtsniveau als stochastischen Prozess mittels (4.2) zu modellieren, wihrend der Kurs
des Basiswertes weiterhin durch die geometrische Brownsche Bewegung dargestellt wird.

Definition 4.3 (Mean Reverting Volatility).
Das Mean Reverting Volatility Modell ist durch das System stochastischer Differentialglei-
chungen

dS(t) = pS(t)dt + o (t)S(t)dW?(t)
do(t) = (C(t) — o(t))dt + ao(t)dWe () (4.3)
d¢(t) = B(o(t) — ¢(t))dt

mit den Parametern «, 3 > 0 gegeben, wobei dW?9(t) und dW?(t) unabhiingige, eindimen-
sionale Wiener Prozesse sind. o

Nun gilt:

(i) Die erste stochastische Differentialgleichung entspricht der geometrischen Brownschen
Bewegung (2.29), einziger Unterschied ist die Modellierung der Volatilitdt o(t) als
stochastischen Prozess.

(ii) Fiir die Volatilitat o(t) wird das Mean Reversion Modell (4.2) mit v, := 1 und 72 1= «
verwendet. Das Gleichgewichtsniveau ((t) ist hier ebenfalls durch eine Differentialglei-
chung gegeben. Die Volatilitdt bewegt sich in Erwartung auf ((¢) zu. Der Parameter «
im Diffusions-Term ist hier die “Volatilitdt der Volatilitéit”, er bestimmt die Varianz
der Volatilitit des Basiswertes. Grofle Werte von « resultieren in starken Schwankun-
gen, fiir a = 0 wiirde o(t) gegen ((t) konvergieren.

(iii) ¢(t) stellt die durchschnittliche Volatilitdt dar. Die zugehorige Differentialgleichung
ldsst sich auch als Mean Reversion Modell (4.2) mit v; := § und 72 := 0 auffassen,
also ohne stochastischen Einfluss. Hier ist nun o () das Gleichgewichtsniveau fiir ().
In der Folge entwickelt sich ((t) stets in Richtung o(¢) und der Parameter 8 bestimmt
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die Geschwindigkeit dieser Entwicklung. Als Losung der Differentialgleichung fiir ()
erhélt man fiir eine Realisierung eines Pfades o(t,w) die Gleichung

t
(1) = e Gy + / Be~ o (r)dr, (4.4)
0

also die gewichtete durchschnittliche Volatilitdt. Die Gewichtung durch den Faktor
BePU=7) hewirkt dabei, dass weiter zuriickliegende Werte viel weniger beriicksichtigt
werden als zeitlich sehr nahe Werte.

Die stochastische Volatilitét o(t) entwickelt sich somit in Richtung der modifizierten durch-
schnittlichen Volatilitat ((¢), wird dabei jedoch durch den Wiener Prozess W7(t) gestort.
Genauso bewegt sich auch die durchschnittliche Volatilitéit ((¢) in Richtung der momenta-
nen Volatilitéit o(¢). Die beiden Variablen regulieren sich gegenseitig, es tritt ein beidseitiger
Mean Reversion Effekt auf.

4.2 Numerische Simulation

Dieses System stochastischer Differentialgleichungen l&sst sich mittels der Monte Carlo
Methode simulieren. In Abbildung 4.1 wird zunéchst die Entwicklung der einflieBenden
Faktoren o(t) und ((t) fiir g = (o = 0.3, « = 0.3 und § = 7.5 dargestellt.

Volatilitat und Zeta fura=0.3 und f=7.5
034 T T T T

o)
a®
0.32f R

o3 il M -

0.28} o .

a(t), L)

0.26 - L ¥

0.24} ‘ -

0.22 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Abbildung 4.1: Simulation der Entwicklung der Werte o (¢) und ¢(¢) fiir « = 0.3 und g = 7.5

Es lassen sich hier gut die vorher festgestellten Entwicklungen beobachten. Ebenso wie
sich der gewichtete Mittelwert der Volatilitéit nach der momentanen Volatilitdat entwickelt,
bewegt sich o(t) immer wieder auf ((t) zu.
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In Abbildung 4.2 sind beispielhafte Entwicklungen fiir die Kombinationen der Werte o €
{0.3,0.8} und 8 € {1,7.5} mit o9 = 0.3 und ¢, = 0.5 dargestellt. Analog zu Abbildung 4.1
sind die Graphen von o(t) als rote Linie und die Graphen von ((t) als schwarze gestrichelte
Linie dargestellt. Die Graphiken verdeutlichen die erwarteten Eigenschaften. Fiir eine Vari-
anz der Volatilitdt o = 0.3 beobachtet man kleinere Schwankungen der Volatilitat o(t), fiir
a = 0.8 fallen sie stédrker aus. Ein kleinerer Wert von S im Modell hat zur Folge, dass das
Gleichgewichtsniveau weniger stark von der momentanen Volatilitat o(t) beeinflusst wird
und sich ((¢) somit langsamer auf o(t) zubewegt.

Volatilitat und Zeta fir a=0.3 und f=7.5 Volatilitat und Zeta fur a=0.8 und =7.5
0.5 057

045}

0.4

o(t), {(t)
o(t), {(t)

0.35

0.3

0.25

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 i
t t

Volatilitat und Zeta fur a=0.3 und =1 Volatilitat und Zeta fur a=0.8 und =1
0.5— 0.7

0.45

0.4

o(t), {(t)
o(t), {(t)

0.35

0.3

0.25 : : : : 0.2 : : : :
0 02 04 06 08 1 0O 02 04 06 08 1

t t

Abbildung 4.2: Simulation der Entwicklung der Werte o (t) und ((¢) fir verschiedene Werte
von o und [

SchlieBlich ldsst sich auch die durchschnittliche Entwicklung der Volatilitdt o(¢) und des
Gleichgewichtsniveaus ((t) fiir eine grofe Anzahl an Simulationen betrachten. In den Abbil-
dungen 4.3 und 4.4 ist der Mittelwert von o(t) und ((¢) tiber 10000 Simulationen graphisch
dargestellt.

Abbildung 4.3 zeigt, dass fiir 0p = (o = 0.3 im Durchschnitt sowohl die Volatilitidt o(t)
als auch das Gleichgewichtsniveau ((t) ebenfalls diesen Wert annehmen. Beachtet man die
Skalierung der Ordinate, erkennt man, dass der Durchschnitt der beiden Werte nur noch
sehr geringen Schwankungen unterliegt.

In Abbildung 4.4 wird der Zusammenhang von o(t), ((¢f) und § verdeutlicht. Dazu ist
oo = 0.3, {, = 0.5 und a = 0.3 gewdhlt. Fiir § = 7.5 bewegt sich das Mean Reversion
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Durchschnitt von Volatilitat und Zeta fira=0.3 und =7.5 bei 10000 Simulationen
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M 1

0.302

0.301

O T il TN i TN

0.2991 1

a(t), ()

0.298

0.297 I I I I I I I I I

Abbildung 4.3: Durchschnittliche Entwicklung von o(¢) und ¢(¢) bei 10000 Simulationen
mit opg = go =0.3

Level ((t) ziemlich schnell auf die momentane Volatilitat o(t) zu, bei einem Wert von 8 = 1

erfolgt eine gleichméfige Bewegung der beiden Werte aufeinander zu.

Durchschnitt von Volatilitat und Zeta fiira=0.3 und $=7.5 bei 10000 Simulationen
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Durchschnitt von Volatilitdt und Zeta fura=0.3 und =1 bei 10000 Simulationen
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Abbildung 4.4: Durchschnittliche Entwicklung von o(t) und ¢(¢) bei 10000 Simulationen
mit 0p = 0.3 und (;, =05 fir f=75und g =1

4.3 Hedging im Mean Reverting Volatility Modell

Nun sollen die vorangegangenen Uberlegungen bzgl. der stochastischen Volatilitdt auf das
Hedging eines Portfolios {ibertragen werden. Dazu wird angenommen, dass sich die Ent-
wicklung des Basiswertes durch das Mean Reverting Volatility Modell (4.3) beschreiben
lasst. Wir geben also die Préamisse einer iiber den betrachteten Zeitraum konstanten Vo-
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latilitdt o wie im Black-Scholes Modell auf und gehen stattdessen von einer Volatilitat in
Form eines stochastischen Prozesses aus.

Zur Umschichtung des Portfolios verwenden wir wieder das aus den Kapiteln 2.6 und 3.3
bekannte Verfahren. Der Hedging Parameter Delta wird durch Monte Carlo Simulation
approximiert. Die Monte Carlo Simulation wird nun jedoch auf Basis des Mean Rever-
ting Volatility Modells durchgefiihrt. Dazu werden, wie zuvor, zwei Kursverlaufe fiir die
Ausgangswerte Sy und Sy + h simuliert und Delta aus den resultierenden Optionswerten
berechnet. Durch N-fache Wiederholung und Bildung des Durchschnitts ergibt sich die
Approximation des Delta in jedem Zeitschritt. Die Losung der stochastischen Differential-
gleichungen erfolgt mittels des in Kapitel 2.3.4 vorgestellten Euler-Maruyama-Verfahrens.'8

Das Vorgehen entspricht Algorithmus 2.24, mit dem Unterschied, dass nun zur Berechnung
der Optionswerte V' (¢;,S(t;)) und der Werte A(t;, S(t;)) das Mean Reverting Volatility
Modell verwendet wird.

Zur Untersuchung des Hedging-Parameters Delta fithren wir eine analoge Betrachtung wie
im Black-Scholes Modell in Kapitel 2.5 durch. Dazu benétigen wir zunéchst zwei Aussagen
iiber zweidimensionale stochastische Prozesse, denen zwei unabhéingige Wiener Prozesse
zugrunde liegen.!?

Satz 4.4 (Zweidimensionale Ito-Doeblin Formel).

Sei f(t,z,y) eine Funktion, die in der ersten Komponente einmal und in der zweiten und
dritten Komponente zweimal stetig differenzierbar ist. Seien X (¢) und Y (¢) Ito-Prozesse.
Dann gilt

af of

=S (X (1), Y ()dt + S (t, X (1), Y (£)dX (¢)
T g—i(t, X(1),Y()dY (1) + %%
+ %%{(t, X (), Y (£))dY ()dY ().

df(t, X (t), Y (t))

(. X (1), Y (£))dX ()dX (t)
(4.5)
(£, X (1), Y (£))dX (£)dY (¢)

Satz 4.5.
Seien X (t) und Y (¢) Ito-Prozesse von der Form

AX(t) =ay(t, X (1), Y (£))dt + byy (¢, X (£), Y (£))dW1(£) + bra(t, X (1), Y (£))dWa(t)
dY (t) = aq(t, X (t), Y (t))dt + boy (t, X (1), Y (£))dW1 (t) + bao(t, X (t), Y (t))dWo(2).

18Fs ist ebenso moglich, genauere Verfahren, bspw. das Milstein-Verfahren, zu verwenden. Aufgrund des
mehrdimensionalen Systems stochastischer Differentialgleichungen (4.3) ergibt sich dabei jedoch ein
iiberproportional héherer Rechenaufwand, sodass es zwar moglich ist, mit einer kleineren Anzahl M von
Zeitschritten eine bessere Approximation zu erzielen, der héhere Aufwand in jedem einzelnen Zeitschritt
fithrt letzlich aber zu einem ungenaueren Ergebnis in gleicher Rechenzeit im Vergleich zum Euler-
Maruyama-Verfahren.

Ysiehe [21, Kapitel 4.6.2]
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Dann gilt

b2, (t, X (1), Y (t)))dt
by (t, X (1), Y (t)))dt
21(t, X (1), Y (t))

+ bia(t, X (1), Y (1))boa(t, X (1), Y (1)) ) dt.

Man geht nun analog zur Herleitung der Black-Scholes Formel vor und verwendet statt der
geometrischen Brownschen Bewegung das Mean Reverting Volatility Modell. Dazu wird der
Einfachheit halber ein konstantes Gleichgewichtsniveau ¢ angenommen, d.h.

dS(t) = uS(t)dt + o (t)S(t)dW?>(t)

do(t) = (¢ —o(t))dt + ac(t)dWe(t).
Dann lésst sich (analog zu (2.33)) unter Verwendung von Satz 4.4 die stochastische Dif-
ferentialgleichung des Optionswertes V' (¢, S(t),o(t)) im Mean Reverting Volatility Modell

betrachten. Lisst man noch die Argumente fiir eine iibersichtlichere Darstellung weg, so
erhélt man

8V ov 8V 10%V 0V 62

Nach Satz 4.5 und (4.7) gilt nun mit by; = 08, bys = @ und byy = by = 0
dS = pSdt + o SdWw?
do = (( — o)dt + acdW?’
dSdS = o*S*dt (4.9)
dodo = o’c?dt
dSdo = 0.

Setzt man das in (4.8) ein, ergibt sich

oV oV oV oV oV
dV = —dt ——dt —dW?® + (¢ — 0)—dt —dw°
Vv 5 +uSaS +0585 W=+ (¢ )8 +« 060 %74
1, ,0%V 1, 2821/
—|—205 552 —dt + — a 802dt

(v v oV 12282 1, L0
_( TSGg TGy T 57 g T g )

(4.7)

(4.10)

Damit erhélt man analog zu (2.41) die Portfolio-Gleichung des Mean Reverting Volatility
Modells

dll =

oV
- {Au5+57~3— (8t +

oV OV 1 400V 1, 0V
s TG, T30 g5 T30 LONPREY

m5g 952 727 92

oV S oV "
(AJS - 05%> dW» — OéO'%dW



60 Kapitel 4 Stochastische Volatilitét

Um den stochastischen Einfluss des Wiener Prozesses W* zu eliminieren, setzen wir also
wie im Black-Scholes Modell

oV (
K
Es zeigt sich in (4.11) jedoch, dass sich der zweite stochastische Term aag—‘;dW” nicht

ausgleichen liasst. Das bedeutet, dass auch bei optimalem Hedging, d.h. bei kontinuierlicher
Umschichtung, Schwankungen im Wert des Portfolios zu erwarten sind.

A(t) t,5(),o(t)). (4.12)

Ein exemplarisches Ergebnis der numerischen Simulation ist in Abbildung 4.5 dargestellt.
Dabei wurden die Parameter Sy = 100, » = 0.06, T' =1, K = 95, 09 = 0.3, {, = 0.5,
ayry = 0.3 und Byry = 5 gewidhlt, das Portfolio wurde zu M = 150 &quidistanten
Zeitpunkten umgeschichtet, die benotigten Werte in jedem Zeitpunkt wurden durch N =
5000 Durchléufe der Monte Carlo Simulation approximiert.

Abbildung 4.6 stellt den Verlauf von o(t) und ((t), ¢t € [0,7] dar, der sich im Zuge der
Simulation von Abbildung 4.5 ergibt.

Simulierte Entwicklung des Portfolios
(0,=0.3,2,=050=0.3,=5.0)

161 T T T T T T
— M1(t) mit MC nach MRV e
160} M(t) nach Black-Scholep 7 7
- — - ertn 0
159 © -

158

157

156

n(),e"no)

155

154

153

152

151 ! ! ! ! ! ! ! !
0 . . . . . .

Abbildung 4.5: Entwicklung eines Portfolios im Mean Reverting Volatility Modell mit den
Parametern So = 100, » = 0.06, T' = 1, K = 95, 09 = 0.3, {(; = 0.5,
ayry = 0.3 und By ry = 5 bei M = 150 Umschichtungen und N = 5000
Monte Carlo Simulationen in jedem Zeitschritt

Zum Vergleich ist in Abbildung 4.5 als blaue Linie ebenfalls die Portfolio-Entwicklung skiz-
ziert, die sich durch Umschichtungen auf Basis des Black-Scholes Modells ergeben wiirde.
Dabei wird fiir die im Black-Scholes Modell konstante Volatilitat der Wert o = oy verwen-
det.
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Volatilitat und Zeta
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Abbildung 4.6: Verlauf der Parameter o(¢) und ((¢) des Portfolios aus Abbildung 4.5

Wie nach der analytischen Betrachtung zu Beginn dieses Abschnitts erwartet, ist es im
Mean Reverting Volatility Modell nicht mehr moglich, das Risiko vollsténdig zu eliminieren.
Dieses Ergebnis bestétigt sich auch im Portfolio-Verlauf, der nun sichtbaren Schwankungen
unterworfen ist.

Analog zu Abbildungen 4.5 und 4.6 ist in Abbildung 4.7 ein Portfolio mit den gleichen
Parametern wie vorher (Sy = 100, » = 0.06, 7' = 1, K = 95, apyry = 0.3 und Syry = 5)
simuliert und mit zugehorigem Verlauf der Volatilitiat o(t) und ihres Gleichgewichtsniveaus
¢(t) dargestellt. Jedoch wird nun als Volatilitat im Zeitpunkt ¢ty = 0 der Wert oy = 0.5 und
als Gleichgewichtsniveau im Zeitpunkt ¢y = 0 der Wert (, = 0.25 gewéhlt und es erfolgt eine
Umschichtung zu M = 250 diskreten Zeitpunkten. Als Konsequenz ist zu erkennen, dass
der Wert des Portfolios bzw. des erwarteten Portfolios im Laufzeitende T" etwas niedriger ist
als bei Verwendung der vorherigen Parameter. Auflerdem ergibt sich durch die Erhéhung
der Anzahl der Zeitpunkte zur Umschichtung ein Verlauf, der stéirker gezackt ist.

In Abbildung 4.8 wird wiederum ein Portfolio mit den Ausgangsparametern (S; = 100,
r=0.06T=1, K =95 09 = 0.3, (, = 0.5) beit M = 250 Umschichtungen betrachtet,
diesmal wird aber oy py = 0.7 und Syry = 10 gesetzt. Die hohere Volatilitédt der Volatilitét
aprry und eine schnellere Mean Reversion Geschwindigkeit 53,z schlagen sich im Verlauf
der Werte o(t) und ((t) nieder und es lassen sich somit in der Entwicklung des Portfolios
starkere Ausschlige erkennen.

Nun soll der Aufwand, der zur Simulation eines solchen Portfolios benétigt wird, betrachtet
werden. Die Rechenzeiten, die sich fiir verschiedene Kombinationen der Anzahl der diskreten



62

Kapitel 4 Stochastische Volatilitét
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Abbildung 4.7: Simulierte Entwicklung eines Portfolios im Mean Reverting Volatility Mo-
dell mit den Parametern Sy = 100, r = 0.06, T =1, K = 95, 09 = 0.5,
Co = 0.25, aprpy = 0.3 und Byry = 5 bei M = 250 Umschichtungen
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Simulierte Entwicklung des Portfolios
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Abbildung 4.8: Simulierte Entwicklung eines Portfolios im Mean Reverting Volatility Mo-
dell mit den Parametern Sy = 100, r = 0.06, T' =1, K = 95, g9 = 0.3,
Co = 0.5, ayry = 0.7 und By ry = 10 bei M = 250 Umschichtungen
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Zeitpunkte M € {150, 250,500} und der Anzahl der Monte Carlo Simulationen in jedem
Zeitschritt N € {1000, 5000, 10000} ergeben, sind in Tabelle 4.1 dargestellt.

M N Rechenzeit (Sek.)

150 1000 1.0184
150 5000 5.0219
150 10000 9.9681
250 1000 2.8844
250 5000 13.7959
250 10000 27.3232
500 1000 11.6602
500 5000 54.5530
500 10000 108.7439

Tabelle 4.1: Rechenzeiten zur Simulation eines Portfolios im Mean Reverting Volatility Mo-
dell fiir verschiedene Anzahlen M von Zeitschritten und N von Monte Carlo
Simulationen

Ein Vergleich der verschiedenen Abbildungen lasst vermuten, dass, obwohl das Risiko selbst
bei kontinuierlichem Umschichten, also bei zeitkontinuierlichem Hedging, nicht vollstdndig
eliminiert werden kann, eine Verwendung des Mean Reverting Volatility Kursmodells zur
Berechnung der benotigten Werte zu besseren Ergebnissen fiihrt als das Black-Scholes Mo-
dell. Da die Graphiken jedoch immer nur das Resultat einer einzelnen Simulation sind und
deshalb nur exemplarischen Charakter besitzen, werden wir nun den relativen Fehler der
beiden Methoden fiir eine sehr grofle Anzahl n von Portfolio-Simulationen untersuchen. Da-
zu wird zu jedem simulierten Portfolio die relative Abweichung des Portfolio-Wertes mittels

L IL(T) — e"1;(0)
0= = 0mm,0)

bestimmt und anschlieBend fiir beide Verfahren der Mittelwert der relativen Abweichungen
durch

(4.13)

(4.14)

berechnet. Dies geschieht in Form des quadratischen Mittels, um héhere Abweichungen
starker zu gewichten. In Tabelle 4.2 sind die durchschnittlichen Quadratmittelabweichungen
fiir n = 10000 Portfolio-Simulationen bei ap;gry = 0.3 und By ry = 5 bzw aprry = 0.7 und
Burv = 10, also fiir eine hohere Volatilitét der Volatilitdt und Geschwindigkeit () — o(t),
dargestellt.

Es bestétigt sich nun die vorherige Vermutung. Werden die Berechnungen, die zur Simula-
tion des Portfolios notwendig sind, auf Basis des Mean Reverting Volatility Modells durch-
gefithrt, so wird im Durchschnitt eine Verringerung der relativen Abweichung um etwa 10%
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Verfahren €
Black-Scholes Modell bei « = 0.3 und § =5 1.6982%
Mean Reverting Volatility Modell bei « = 0.3 und =5  1.5499%
Black-Scholes Modell bei o = 0.7 und 8 = 10 3.6239%

Mean Reverting Volatility Modell bei o = 0.7 und g =10 3.2328%

Tabelle 4.2: Durchschnittliche relative Quadratmittelabweichung bei Simulation auf Basis
des Black-Scholes Modells und Mean Reverting Volatility Modells bei n =
10000 Portfolio-Simulationen

bei appy = 0.3 und Byry = 5 erzielt, bei aygy = 0.7 und Sy gy = 10 liefert das Mean
Reverting Volatility Modell sogar eine um etwa 12% geringere Abweichung als das Black-
Scholes Modell. Weiterhin zeigt sich auch, dass bei Anstieg der Parameter apgy und Sagry
gleichzeitig die durchschnittliche Abweichung des Portfolio-Wertes zunimmt.
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Kapitel 5

Asiatische Optionen

Exotische Optionen sind Optionen, die von den Standard-Optionen (européische oder ame-
rikanische Plain Vanilla Optionen) abgeleitet sind und eine kompliziertere Auszahlungs-
struktur als diese besitzen. Haufig sind exotische Optionen auch pfadabhéngig. Das bedeu-
tet, ihr Auszahlungswert hangt nicht nur vom Kurswert im Endzeitpunkt ab, sondern auch
vom vorhergehenden Kursverlauf.

Die asiatische Option ist eine besondere Form einer exotischen Option. Bei ihr wird die
Auszahlungsfunktion mit Hilfe des Mittelwertes des Kursverlaufs des Basiswertes gebildet.
Deshalb eignet sie sich insbesondere zur Absicherung gegen Kursschwankungen am Lauf-
zeitende oder aber, um bspw. Wechselkursrisiken zu minimieren, wenn ein Produkt zu
einem festgelegten Zeitpunkt verkauft werden soll, die Produktionskosten jedoch iiber einen
Zeitraum verteilt vorher anfallen und vom aktuellen Wechselkurs abhéngen.

5.1 Grundlagen
Man unterscheidet asiatische Optionen nach verschiedenen Kriterien:

e Asiatische Optionen kénnen vom europdischen oder vom amerikanischen Typ sein. Im
Normalfall sind sie aber vom européischen Typ, da eine asiatische Option vom ameri-
kanischen Typ, die vor Laufzeitende ausgeiibt wird, den Vorteil der Mittelwertbildung
iiber die gesamte Laufzeit verliert.

e Der Mittelwert S kann auf Basis von Kurswerten S (t;) diskreter Zeitpunkte t; oder
auf Basis des kontinuierlichen Kursverlaufs gebildet werden.

e Die Bildung des Mittelwertes kann geometrisch oder arithmetisch erfolgen.

67



68 Kapitel 5 Asiatische Optionen

e Je nach Auszahlungsfunktion unterscheidet man zwischen zwei Klassen asiatischer
Optionen, die average rate option (auch average value option) mit der Auszahlungs-
funktion (S — K)* (im Fall einer Call-Option) bzw. (K — S)* (im Fall einer Put-
Option) und die average strike option mit der Auszahlungsfunktion (S(T) — S)*
(Call) bzw. (S — S(T))* (Put).

In diesem Kapitel werden die verbreiteteren average rate asian options genauer betrachtet.
Sie sind der Einfachheit halber im Folgenden mit der abgekiirzten Bezeichnung asiatische
Option referenziert.

Nun lassen sich konkrete Formeln fiir den Mittelwert S angeben, um die Auszahlungsfunk-
tion auswerten zu konnen. Der diskrete geometrische Mittelwert ist durch

n 1/n
S = <H S(ti)> (5.1)
i=1
und der diskrete arithmetische Mittelwert durch
A 1
S=-Y S(t) (5.2)

gegeben, wobei S(t;) die Kurswerte in den diskreten Zeitpunkten ¢;, i = 1,...,n sind.

Den Mittelwert auf Basis des kontinuierlichen Kursverlaufs erhélt man durch den Grenz-
ibergang n — oo, bei dquidistanten Zeitpunkten t; = iAt, i = 1,...,n, At = T/n. Fiir
den geometrischen Mittelwert ergibt sich somit nach Logarithmieren und Anwendung der
Exponentialfunktion

T
R 1 & o0 1
S =exp (Ezlln S(tﬂ) % exp T /ln S(tydt |, (5.3)
= 0
der kontinuierliche arithmetische Mittelwert lautet
T

T

A N—>00 1

S5 / S(t)dt. (5.4)
0

Die gebrauchlichste Art der asiatischen Option ist die discrete arithmetic average rate op-
tion. Im Fall eines Calls ist die Auszahlungsfunktion dann also durch

A{S(t;),i=1,...,n}) = (% Z S(t;) — K) (5.5)

gegeben. Diese Form asiatischer Optionen werden wir spéter noch genauer untersuchen.
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5.2 Bewertung asiatischer Optionen

Da die Optionsbewertung die Grundlage fiir das Hedging mittels der Monte Carlo Methode
eines auf der Option basierenden Portfolios ist, untersuchen wir zuerst die Bewertung asia-
tischer Optionen. Dabei werden wir die Betrachtung auf zwei Arten asiatischer Optionen
beschréinken, die discrete arithmetic average rate option, da sie die gebrauchlichste Versi-
on ist, und die geometric average rate option, da sie einen Sonderfall darstellt und deren
Ergebnisse dann zur Betrachtung der arithmetischen asiatischen Option weiterverwendet
werden kénnen.

5.2.1 Geometric average rate option

Zunéchst betrachten wir also die geometrische asiatische Option. Da die Aktienkurse auf
Basis der geometrischen Brownschen Bewegung logarithmisch normalverteilt sind, gilt dies
ebenso fiir ihr Produkt (nicht jedoch fiir ihre Summe). Deshalb ist es moglich, bei geome-
trischer Durchschnittsbildung, im Gegensatz zur Verwendung des arithmetischen Durch-
schnitts, eine analytische Formel fiir den Optionswert anzugeben.?”

Betrachtung diskreter Zeitpunkte

Als Ausgangspunkt wiahlt man die diskrete Betrachtung zu n dquidistanten Zeitpunkten,
also t; = 1 At, i = 1,...,n, At = T/n, wobei Sy = S(ty) den Kurs des Basiswertes bei
Ausgabe der Option bezeichnet. Dieser wird jedoch bei der Berechnung des Mittelwertes
nach (5.1) nicht beriicksichtigt, da er bereits bekannt ist und somit keinem stochastischen
Einfluss unterliegt.

Definiert man
S(t;)

Ri = oo,
S(ti1)

=1,...,n, (5.6)

so ist R; nach Definition 2.17 eine geometrische Brownsche Bewegung und es gilt

) 2
InR; =1In S<tz> - (1” - %) At +ov AtZia Zi ~ N(O7 1)' (5'7)

(s05) @gi) - (5) 3] : (8)
1/n

= (R, R, ... R} S})"".

2siehe [12, Kapitel 6.3.4] und [23, Kapitel 3.2]
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Nun gilt

5 (Rn R:. ... Rr sg) v

In— =1
nS0 n S
2 n Qn
:lln (Ran—1 ... Ry So) (5.9)
n Sy
1
:—<lan—|—21an1+--~+nlnR1>
n

und mit (5.7) und Re-Indizierung der Zufallsvariablen Z; durch Z; := Z,_;,, zwecks einfa-
cherer Notation folgt

S 1 o? o?
IHS—:ﬁ T—E At+0VAtZl+2 7"—7 At+20’VAtZg
0

2
L.an (T _ %) At + nU\/Ath] (5.10)

i=1

Mit der Gauflschen Summenformel

vereinfacht sich der Ausdruck zu

S n+1 o? VAL [N .
lnS_o = — <r - ?> At + (Zl ZZ@) . (5.11)

Betrachtet man die Zufallsvariable

ovVAL [ <&
Y = 7 it 7. ~ 1 12
. (;z Z) mit Z; ~ N (0, 1), (5.12)

so ist diese als Summe unabhéngiger normalverteilter Zufallsvariablen wiederum normal-
verteilt mit Erwartungswert E(Y') = 0 und Varianz

vy = T (Z 2,2) _ (n+1)(2n+1)0%At (513

n? , 6n ’
=1

wobei die letzte Gleichheit aus der Eigenschaft der Potenzsumme

zn:iQ _ n(n + 1)6(2n +1)

i=1
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folgt. Es gilt also

1)(2 oAt
YNN(O, (nt 1)@n+ Lo ) (5.14)
6n
und durch Transformation erhalt man
1)(2 At = _
a\/("+ >(6”+ ALz oy mit Z~N(0,1), (5.15)
n
wobei demnach die neue Zufallsvariable Z wieder standard-normalverteilt ist.
Einsetzen in (5.11) und At = T'/n liefert
S n+1 1 oVAL [ <&
In— = — —0? | At 7
n S, 5 (r 20 ) + " (;2 )
_ntlf o1, At+0\/(n+1)(2n+l)AtZ (5.16)
2 2 6n
n+1 1, \/(n+1)(2n—|—1) _
= — = T A
on (r 27 ) e 6n?
Definiert man nun
1)(2 1
- ::J\/(n+ é(2n+ )
n (5.17)
. n+1 1, 1,
r= r——o |+ =07,
2n 2 2

wobei sich die Wahl von 7 aus der Forderung

B 1_2 Ln"—l 1 2
(r 50)— 5 <7“ 20) (5.18)

ergibt, so erhélt man
1 _
In— = <F — 55—2) T+aVTZ (5.19)

und somit gilt

S = Syexp Kr — 02> T+ a\/TZ] . Z~N(0,1). (5.20)

Dies ist nach Definition 2.17 wiederum eine geometrische Brownsche Bewegung. Man kann
S also als Kurswert S(T") fiir einen Basiswert mit Drift-Parameter ¢ = 7 und Volatilitit &
auffassen.
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Nun betrachten wir den Optionswert der geometrischen asiatischen Call-Option im Zeit-
punkt o = 0. Er ergibt sich durch Abzinsen des Erwartungswertes der Auszahlungsfunktion

VE(0,5) =¢ T E (S - K)*)

_ TR ((Soexp Kf - %2> T + 5—@2} — K>+>
_ T T ((So exp |:<f — ?) T + 5\/TZ} — K) +>

N

(5.21)

-~

:VC,e(OysO)

Demzufolge enthélt der Term den abgezinsten Erwartungswert der Auszahlungsfunktion
einer europaischen Call-Option mit den Parametern 7 und ¢ und gleichem Kurs des Basis-
wertes in to. Der Wert dieser Option Vg .(0,Sp) ldsst sich nach Black-Scholes mit (2.48a)
und (2.48c) analytisch berechnen und durch Einsetzen erhélt man schliellich

Ve (0,8) =" (Sp®(a) — Ke T ®(b))

_ 5.22a
=e " (Soe" ®(a) — KO(b)) ( )
mit der Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ® und
In (52) + (F+ 262 T
a =
oT
b=a—aVT
_ \/(n +1)(2n+1) (5.22b)
g=0
6n?2
- n+1 I 5 n 1,
r=— 7350 50

Analoge Betrachtung des Wertes einer geometrischen asiatischen Put-Option mit Auszah-
lungsfunktion A = (K — S)" ergibt

Vgem (0, Sy) =e TR ((K - S)+)

+
e e <K — Spexp {(f — %52) T+ 6\/?21) ), (5.23)

(. J

:Vp,e (0750)

wobei auch hier wieder Vp. (0, Sp), der Wert einer europiischen Put-Option mit den Para-
metern 7 und &, im Term enthalten ist und dieser sich nach (2.48b) berechnen lésst. Damit
erhélt man

Vim0, So) = e (S (P(a) — 1) — K (®(b) — 1)) (5.24)
mit a, b, 7 und & wie in (5.22b).

Es ist somit also moglich, aus der Black-Scholes Gleichung eine geschlossene Formel fiir den
Wert geometrischer asiatischer Optionen bei Betrachtung diskreter Zeitpunkte herzuleiten.
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Kontinuierliche Betrachtung

Nun werden wir den kontinuierlichen Fall betrachten. Dazu fithren wir den Grenziibergang
n — oo durch. Man erhélt fiir & und 7

1
( 2) + ~o? (5.25)
Dann vereinfacht sich der Optionswert (5.22a) der geometrischen asiatischen Call-Option
7Zu

Vgm0, Sp) =T (soe%(“%*)%(a) - ch(b))

S (5.26a)
= Spe 2 (50 )T<I>(a) — Ke " ®(b)
bzw. der Wert der Put-Option nach (5.24) analog zu
VEeom(0, So) = Soe 257 (@(a) — 1) — Ke T (@(b) — 1) (5.26b)
und fiir die Parameter a und b aus (5.22b) erhilt man
() (bt £ )T
o\/%
_ (%) +5(0+50)7T (5.26¢)
o\/%
T
b=a—oy]—.
a—oy/3

Simulation einer geometric average rate option

Die Werte einer geometrischen asiatischen Call- und Put-Option in Abhéngigkeit der An-
zahl der Betrachtungszeitpunkte sind in Tabelle 5.1 dargestellt. Der Eintrag der letzten
Zeile ("00”) entspricht dem Wert bei Berechnung mittels der Formel fiir kontinuierliche
Betrachtung. Fiir die Parameter wurde wieder die Beispiel-Option der vorherigen Kapitel
verwendet (Sop = 100, K = 95, T"' =1, r = 0.06, 0 = 0.3). Es zeigt sich, dass schon bei
einer geringen Anzahl von zur Durchschnittsbildung beriicksichtigten Zeitpunkten ein Wert
relativ nahe dem kontinuierlichen Wert erzielt wird.

Nun koénnen wir diese Ergebnisse graphisch visualisieren. Dies erfolgt im Folgenden auf
Basis der kontinuierlichen Betrachtung.
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n  geom. asiatischer Call geom. asiatischer Put

1 17.3236 6.7912
5 11.7049 4.2444
10 11.0517 3.9032
20 10.7287 3.7305
100 10.4721 3.5913
1000 10.4145 3.5598
00 10.4082 3.5563

Tabelle 5.1: Vergleich der berechneten Werte einer geometrischen asiatischen Call- und
Put-Option fiir verschiedene Anzahlen von Betrachtungszeitpunkten n zur

Durchschnittsbildung
ngom(t,S(t)) in Abh&ngigkeit von S(t) fir versch. t Vlf:"m(t,S(t)) in Abh&ngigkeit von S(t) fir versch. t
60 50
t=0
50 t=0.5
40 t=1
= 40 =
5 5 10
£ 30 £
o o 20
> 20 >
10 10
0 0
50 100 150 50 100 150

S S

Abbildung 5.1: Wert einer geometrischen asiatischen Call- und Put-Option in Abhéngigkeit
von S(t) fur t € {0,0.5,T = 1}
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In Abbildung 5.1 ist der Optionswert einer asiatischen Call-Option (links) und Put-Option
(rechts) bei geometrischer Durchschnittsbildung mit den Parametern S € [50,150], t €
{0,0.5,1 = T}, K = 100, r = 0.06 und o = 0.3 dargestellt. Es zeigt sich ein dhnlicher
Verlauf wie bei der européischen Plain Vanilla Option (vgl. Abbildung 2.7).

Einen genaueren Vergleich liefert Abbildung 5.2. Hier sind der Wert einer geometrischen
asiatischen Option und der einer européischen Option im direkten Vergleich dargestellt. Es
werden die gleichen Parameter wie bei der vorherigen Betrachtung verwendet, die Restlauf-
zeit betrigt nun T = 1. Dabei fillt auf, dass der Wert der asiatischen Option im Allgemeinen
niedriger ist als der Wert einer Plain Vanilla Option unter gleichen Bedingungen (Ausnah-
me ist hier wieder die Situation, wenn die Put-Option deep in the money, also weit im
Geld ist, d.h. wenn der Kurswert viel kleiner ist als der Ausiibungspreis: S(t) < K). Der
Grund fiir den geringeren Wert der asiatischen Option gegeniiber der Plain Vanilla Option
liegt darin, dass durch die Durchschnittsbildung iiber den Kursverlauf die Volatilitdt der
Option vermindert wird und somit das Risiko aber auch der Wert sinken. Dies wird auch
durch (5.25) verdeutlicht. Die Volatilitdt einer geometrischen asiatischen Option betrigt
nur o/1/3, wenn o die Volatilitit des Plain Vanilla Aquivalents ist.

Call-Optionswert in Abh&angigkeit von S Put-Optionswert in Abhangigkeit von S,
60 50
Geom. Asiatische Option Geom. Asiatische Option
50 Europ. Option 40 Europ. Option
40
30
Oy Oy
0 =
20
20
10 10
0 : 0 .
50 100 150 50 100 150
So So

Abbildung 5.2: Vergleich der Werte einer geometrischen asiatischen und einer européischen
Call- und Put-Option in Abhéngigkeit von Sy mit T =1

Abschliefilend sind in Abbildung 5.3 (analog zu Abbildung 2.8) der Wert der geometri-
schen asiatischen Call- und Put-Option als dreidimensionale Flache fur S(t) € [50, 150] und
t € [0,1] dargestellt (r = 0.06, 0 = 0.3). Auf der Fliche ist exemplarisch eine mogliche
Entwicklung des Optionswertes als Linie eingezeichnet, die aus einem zuféllig simulierten
Verlauf des Basiswertes resultiert. Dabei wurde der Pfad der Optionswerte in beiden Féllen
auf Basis des gleichen Kursverlaufs des Basiswertes berechnet.
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Wert einer geom. asiatischen Call-Option Wert einer geom. asiatischen Put—Option

50

40

(S

Geom
VP,a

150

Abbildung 5.3: Dreidimensionale Darstellung des Wertes einer geometrischen asiatischen
Call- und Put-Option als Fléche in Abhéngigkeit von ¢ und S(¢) fir ¢ € [0, 1]
und S(t) € [50,150] mit » = 0.06, o = 0.3 und eines moglichen Verlauf des
Optionswertes als aufgelegte Linie

5.2.2 Discrete arithmetic average rate option

Da im Gegensatz zur geometrischen asiatischen Option fiir arithmetische asiatische Optio-
nen keine analytische Formel existiert, werden wir nun die Bewertung asiatischer Optionen
mittels der Monte Carlo Methode betrachten. Wie zu Beginn des Kapitels gesehen, ist das
Auszahlungsprofil einer arithmetischen asiatischen Option bei diskreter Durchschnittsbil-
dung zum Laufzeitende T durch (5.5) gegeben. Betrachtet man den Wert zum Zeitpunkt
to = 0, so erhdlt man nach Algorithmus 2.2 (3) den Optionswert als abgezinsten Erwartungs-
wert der Auszahlungsfunktion in Abhéngigkeit der Zufallsvariablen S, des arithmetischen
Durchschnitts iiber den (zukiinftigen) Kursverlauf, als

; A . +
VAT (0, S(to)) = e T E <A(S)> =T (]E(S) - K> (5.27a)
im Fall eines Calls, bzw.
; A\t
Ve ™0, S(ty)) = e (K - IE(S)) (5.27b)

im Fall einer Put-Option.

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen S ldsst sich nun durch die Monte Carlo Methode
approximieren. Bei Plain Vanilla Optionen hat es ausgereicht, eine grofie Anzahl von Kurs-
werten im Endzeitpunkt zu simulieren, um dann den Durchschnitt iiber die Auszahlungs-
funktion zu bilden. Die asiatische Option gehort jedoch zu den pfadabhéngigen Optionen,
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denn der Wert der Auszahlungsfunktion wird nicht nur vom Kurs im Endzeitpunkt, sondern
vom Kursverlauf iiber die gesamte Laufzeit bestimmt. Das Vorgehen ldsst sich durch den
folgenden Algorithmus beschreiben.

Algorithmus 5.1 (Bewertung einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit Monte
Carlo).
Input: So, K, T, r, 0, M, N

(1) Simuliere N Pfade S; der geometrischen Brownschen Bewegung zu M Zeitpunkten
(vgl. Algorithmus 2.18)

(2) for i :=1to N do
LM
=725
j=1

Vo(i) := e max(S; — K,0)

endfor

(3) VArzth 0 SO

IIMZ

Output: VZ7#(0, Sp)

Dies entspricht einer Approximation des Erwartungswertes
V(0,5(0)) = E (e—rT(S - K)+) (5.28)

durch Monte Carlo.

Analog geht man zur Bewertung einer Put-Option vor und verwendet in Schritt (2) die
entsprechende Auszahlungsfunktion, d.h. man setzt

Vo(i) := e 7T max(K — S;,0) (5.29)

fiir die Berechnung des Optionswertes.

Nun lésst sich die Approximation des Optionswertes graphisch darstellen. Abbildung 5.4
zeigt den Optionswert einer arithmetischen asiatischen Call-Option (links) und Put-Option
(rechts) fiir S(t) € [50,150] und ¢ € {0,0.5,1} mit K = 100, T =1, r = 0.06 und ¢ = 0.3,
wobei die Approximation durch N = 35000 Monte Carlo Simulationen erfolgt ist. Auch
hier beobachtet man, ebenso wie bei der geometrischen asiatischen Option (Abbildung 5.1)
und der européischen Option (Abbildung 2.7), dass der Optionswert im Zeitverlauf im
Allgemeinen abnimmt (Ausnahme ist wiederum die Put-Option fiir S < K).

Nach der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel (Cauchy, 1821) ist be-
kannt, dass der arithmetische Durchschnitt einer Menge nicht-negativer Zahlen mindestens
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VA (t,S(1) in Abhangigkeit von S(t) fiir versch. t  VAT(t,S(t)) in Abhangigkeit von S(t) fiir versch. t

60 50
t=0
t=05

S0 40 t=1

) £ 30
0 0
£ 30 <
z8 EN
> >t 20
20
10
10
0 0
50 100 150 50 100 150

S(t) S

Abbildung 5.4: Wert einer arithmetischen asiatischen Call- und Put-Option in Abhéngig-
keit von S(t) fiir t € {0,0.5,7 = 1}

genauso grof ist, wie ihr geometrischer Durchschnitt. In Zusammenhang mit der Auszah-
lungsfunktion der asiatischen Call-Option A¢ = (S — K)* bzw. der Auszahlungsfunktion
der Put-Option Ap = (K — S)T gilt deshalb fiir den Wert asiatischer Call-Optionen

Vit > vgiem (5.30)
und fiir den Wert asiatischer Put-Optionen
Vit < Vg, (5.31)

Dies wird auch durch numerische Simulation bestétigt. Abbildung 5.5 vergleicht den Wert
einer arithmetischen und einer geometrischen asiatischen Call- bzw. Put-Option bei iden-
tischen Parametern (Sp € [50,150], K = 100, "= 1, » = 0.06 und ¢ = 0.3 mit N = 35000
Durchlaufen der Monte Carlo Simulation zur Approximation des arithmetischen Options-
wertes). Es zeigt sich auch hier das Verhalten geméf den Ungleichungen (5.30) und (5.31).
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Call-Optionswert in Abh&ngigkeit von S Put-Optionswert in Abhangigkeit von S,
60 ; 50 ;
Arith. asiat. Option Arith. asiat. Option
Geom. asiat. Option Geom. asiat. Option
50
40
40
30
o o
> >+
20
20
10 10
0 : 0 :
50 100 150 50 100 150
S S

Abbildung 5.5: Vergleich der Werte einer arithmetischen und geometrischen asiatischen
Call- und Put-Option in Abhéngigkeit von Sy mit T =1

5.3 Varianzreduktion

Im vorhergehenden Kapitel wurden N = 35000 Durchldufe der Monte Carlo Simulation
durchgefiihrt, um in den Abbildungen 5.4 und 5.5 eine “glatte” Kurve, d.h. eine ausreichend
genaue Approximation, zu erreichen. Deshalb werden wir nun die Techniken aus Kapitel
3.4 verwenden, um eine bessere Konvergenz zu erzielen.

5.3.1 Antithetische Zufallsvariablen

Zunéchst betrachten wir die Verwendung antithetischer Zufallsvariablen. Dazu simulieren
wir in Schritt (1) von Algorithmus 5.1 nun N/2 Kurspfade S;, i = 1,..., N/2, und eben-
soviele Kurspfade S;” (dies dient einer besseren Vergleichbarkeit der Methoden, da so auch
N Zufallsvariablen zur Approximation verwendet werden), wobei fiir die Pfade S; statt
der Zufallsvariablen Z; ~ N (0,1) die dazu antithetischen Zufallsvariablen —Z; ~ N(0,1)
eingehen. Damit lasst sich in Schritt (2) neben V(i) zusétzlich

Vi (i) = e max(S; — K, 0) (5.32)

berechnen und wir erhalten in Schritt (3) fir den Optionswert statt

VAmth O SO Z‘/O
nun N
1 Vo(i) + Vi (4)
Amth o 0 0
VER"™(0,8) =+ z_: — (5.33)

i=1
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Die Verbesserung, die sich durch Verwendung antithetischer Zufallsvariablen erzielen ldsst,
ist in Abbildung 5.6 graphisch dargestellt. Der Wert der arithmetischen asiatischen Call-
Option bei Approximation auf Basis der Standard Monte Carlo Methode (links) und bei
Verwendung antithetischer Zufallsvariablen (rechts) ist fiir Stichprobengréfien N = 2¢, i =
4,...,19 als Kreuz markiert, die zugehorigen 95%-Konfidenzintervalle sind als vertikale
Linie eingezeichnet. Dabei wurde fiir die Achsen der linken und rechten Graphik die gleiche
Skalierung gewéhlt. So stellt man fest, dass sich eine leichte Verbesserung eingestellt hat.
Ein genauerer Vergleich erfolgt in Abschnitt 5.3.3.

Monte Carlo Simulation zur Approximation von Vg”;h Monte Carlo Simulation zur Approximation von Vg”;h
Verwendung der Standard Monte Carlo Methode Verwendung antithetischer Zufallsvariablen
22 22
20 20
[9] [%]
e 18t e 18t
[} [}
= =
2 16 2 161
3= 2
S 3
O 14r O 14;
[%] [%]
Q [}
© ©
5 12r % 5 12r
= 4.4.4 ok KX X %% = -+ %*x%xxxxxxx
E 10f £ 107
x X
o o
g o g o
61 6
4 ‘2 ‘3 . ‘6 4 - ‘3 . ‘6
10" 10 10 10* 10° 10 10" 10 10 10° 10° 10
Stichprobenanzahl N Stichprobenanzahl N

Abbildung 5.6: Vergleich der Approximation der Optionswerte und der zugehorigen 95%-
Konfidenzintervalle einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit Stan-
dard Monte Carlo Methode und bei Verwendung antithetischer Zufallsva-
riablen fiir verschiedene Stichprobengréfien N

5.3.2 Control Variates

Die zweite Variante zur Varianzreduktion und somit zur Verbesserung der Konvergenzge-
schwindigkeit, die untersucht wurde, ist der Control Variates Ansatz (vgl. Kapitel 3.4.2).
Fiir die arithmetische asiatische Option bieten sich nun verschiedene Moglichkeiten zur
Wahl der Control Variate Y an.?! Im Folgenden wollen wir zwei davon genauer betrachten:

e Die Summe der Kurswerte des Basiswertes

e Der Wert einer geometrischen asiatischen Option mit gleichen Parametern

2lsiehe auch [3, Kapitel 8.4.1]
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Summe der Kurswerte des Basiswertes

Wihlt man die Summe der Kurswerte des Basiswertes als Control Variate Y, so ergibt sich
bei dquidistanter Beriicksichtigung von M + 1 Kurswerten zu den Zeitpunkten ¢; = iAt,
i=0,...,M, At =T/M fiir die Control Variate

Y = i S(ts). (5.34)

Um nun den Control Variates Ansatz mittels (3.44) umzusetzen und den Optionswert 1 A7ith

durch o . N
Cé&zth — VAmth -Y 4 E(Y) (535)

zu approximieren, muss man zunéchst den Erwartungswert E(Y) der Summe der Kurswerte
bestimmen. Es gilt

u (5.36)
=) E(S(iAt))
1=0
und mit E(S(t)) = Spe™ (nach (2.31)) folgt
M
]E(Y) _ Z SoeriAt
i=0
" | (5.37)
= SO Z (erAt)Z .
i=0
Diese Summe entspricht der M-ten Partialsumme der geometrischen Reihe
Mo M 1
ao;q = aoq——l (538)
und somit erhélt man
GTAt M+1 1
E(Y) = SO( er)At -1
(5.39)

er(M—H)At -1

- SO e'rAt -1 ’

sodass eine Approximation des Optionswertes VA" nach (5.35) méoglich ist.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens weiter zu verbessern, setzen wir auch
die in Bemerkung 3.11 vorgeschlagene Ergdnzung um. Statt (5.35) verwenden wir demnach

Vrith _ {ravith _ gy R (y)) (5.40)
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mit L
B COV(VA”th,Y)

~ Y

var(Y)

um die Varianz von VA7 zu minimieren. Dazu ist es nun notwendig, einige Monte Carlo
Simulationen vor der tatsédchlichen Approximation des Optionswertes durchzufithren, um
var(Y), die Varianz der Control Variate und cov(VA"#" V), die Kovarianz von Optionswert
und Control Variate zu schétzen.

Bemerkung 5.2. L’Ecuyer und Buist schlagen in [13] vor, fiir die Berechnung des Parame-
ters 0 eigene Realisierungen der benotigten Zufallsvariablen zu verwenden, die unabhéngig
von denen sind, die in der tatsdchlichen Approximation verwendet werden, um eine Verzer-
rung des Schétzers zu vermeiden. Sie stellen aber auch fest, dass diese Verzerrung fiir eine
sehr grofle Anzahl N von Simulationen vernachléssigbar ist. o

Das resultierende Vorgehen wird durch den folgenden Algorithmus beschrieben. Dabei wer-
den 1/10 der N Monte Carlo Simulationen dazu verwendet, die Vorausberechnungen zur
Bestimmung von 6 durchzufiihren.

Algorithmus 5.3 (Bewertung einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit Monte
Carlo und der Summe der Kurswerte des Basiswertes als Control Variate).
Input: So, K, T, r, 0, M, N

(1) Setze NFPreCalc . — |N/10], NMC .= N — NPreCae At .— T/M

(2) Simuliere NP7e¢ale Pfade SFrecale der geometrischen Brownschen Bewegung zu M
Zeitpunkten (vgl. Algorithmus 2.18)

(3) for i:=1to NFreCale do

Berechne zu Pfad ¢ den Optionswert

M
1
PreCalcy -\ . —rT PreCalcy :
Vo (i) == e max (— E S; (y) — K, O)

j=1
und die Summe der Kurswerte entlang des Pfades

M
SumSPreCalc(i) — Z SiPreCalc(j)
=0
endfor

(4) Berechne var(SumSFrecale)  cov(Vrecale SymSFrecale) yund
0 COV(‘/OPTECGZC, SumsPreCalc)
’ Var(sumSPreCalc)

r(M+1)At __ 1
(5) Berechne den Erwartungswert E(SumS) := Soeerm—_l
(6) Simuliere N¥¢ Pfade SM¢ der geometrischen Brownschen Bewegung zu M Zeitpunk-
ten
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(7) for i :== 1 to N do
Berechne zu Pfad ¢ den Optionswert

M
1
MCr:N . _—rT MC -
V' Y(i) :=e max(—g S; (j)—K,O)

j=1
und die Summe der Kurswerte entlang des Pfades

M
SumSM(i) == " SM(j)
j=0

endfor
1 N]MC
(8) VErith(0, Sp) = i > (Voli) — 0 (SumSMC (i) — E(SumS)))
=1

Output: VZ7#(0, Sp)

o

Hierbei entsprechen die Schritte (2) bis (5) den Vorausberechnungen zur Ermittlung des
Faktors 6 und des Erwartungswertes der Control Variate, um in Schritt (8) die Varianz bei
der Approximation des Optionswertes zu minimieren.

Zur Berechnung des Wertes einer arithmetischen asiatischen Put-Option dndert man Al-
gorithmus 5.3 ab, indem man in den Schritten (3) und (7) die Auszahlungsfunktion der
Put-Option verwendet, d.h. die entsprechenden Optionswerte mittels

Vo(i) = e~ max (K _ % >80 0> (5.41)

berechnet.

Abbildung 5.7 veranschaulicht die Verbesserung der Approximation, die sich bei Verwen-
dung der Summe der Kurswerte des Basiswertes als Control Variate ergibt. Betrachtet wird
die Approximation des Wertes einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit den Para-
metern Sy = 100, K =95, T =1, r = 0.06, 0 = 0.3, M = 100 bei N = 2, i = 4,...,19
Monte Carlo Simulationen unter Verwendung der Standard Monte Carlo Methode (links)
bzw. der Summe der Kurswerte des Basiswertes als Control Variate (rechts). Die approxi-
mierten Werte fiir jedes IV sind als Kreuz markiert, die zugehorigen 95%-Konfidenzintervalle
durch eine vertikale Linie, der Wert der letzten Approximation (bei der hochsten Anzahl
von Monte Carlo Durchldufen) ist zum besseren Vergleich als horizontale gestrichelte Linie
eingezeichnet.

Fiir die Achsen der linken und rechten Graphik wurde wiederum die gleiche Skalierung
gewdhlt (entsprechend Abbildung 5.6). Hier ldsst sich nun sofort eine signifikante Verbes-
serung der Ergebnisse beobachten. Schon fiir eine geringe Anzahl von Monte Carlo Si-
mulationen wird eine deutlich bessere Approximation des Optionswertes erzielt und auch
die 95%-Konfidenzintervalle schrumpfen schnell. Ein genauerer Vergleich der verschiedenen
Methoden erfolgt in Abschnitt 5.3.3.
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Monte Carlo Simulation zur Approximation von V(a:r:‘h Monte Carlo Simulation zur Approximation von V(a:";h
Verwendung der Standard Monte Carlo Methode Verwendung der Kurswerte als Control Variate
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Abbildung 5.7: Vergleich der Approximation der Optionswerte und der zugehorigen 95%-
Konfidenzintervalle einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit Stan-
dard Monte Carlo Methode und bei Verwendung der Summe der Kurswerte
als Control Variate fiir verschiedene Stichprobengrofien N

Geometrische asiatische Option

Nun wéahlen wir als Control Variate den Wert der geometrischen asiatischen Option mit
gleichen Parametern wie die betrachtete arithmetische asiatische Option. In Kapitel 5.2.1
haben wir gesehen, dass sich hierfiir eine analytische Formel angeben lasst. Somit ist es
moglich, den Erwartungswert der Control Variate zu berechnen, was die Voraussetzung zur
Anwendung des Control Variates Ansatzes ist. In der Notation von (3.44) ist dann

Yy = yGeom (5.42)

die Control Variate und der Erwartungswert E(Y') lasst sich nach (5.26) bestimmen. Dann
wird die neue Zufallsvariable

ACA‘;ith — VAm'th .y (VGeom _ E(vGeom)) (543)

zur Approximation des Wertes der arithmetischen asiatischen Option verwendet.

Die Optionsbewertung erfolgt nun analog zu Algorithmus 5.3, einzig die Berechnung der
Control Variate und ihres Erwartungswertes muss angepasst werden. Dazu ersetzt man in
Schritt (3) und (7) die Berechnung der Summe der Kurswerte entlang der Pfade durch
die Berechnung des Wertes der geometrischen asiatischen Option auf Basis der Pfade der
Vorkalkulation SFreCale hzw. auf Basis der Pfade fiir die tatsichliche Approximation SM¢.
Fiir eine Call-Option verwendet man demnach

M
VGeom(i) — o~ max (% H Si(j) — K, ()> (5.44a)
j=1
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bzw. fiir eine Put-Option

M
1
veemn(i) = et K——]]5)0]. 5.44b
()= e mw< il m,) (5.441)
In Schritt (4) berechnet man var(VZreCele)  cov(Vrecale yFreCaley yund erhélt
VPreCalc vPreCalc
9 e COV( 0 5 7CG;eom ) (545)
var (Vg )

Der Erwartungswert der Control Variate in Schritt (5) lautet nach (5.26a) fiir eine Call-
Option
yGeom .= Spem2 (57" ) TP (a) — Ke T D(b) (5.46a)
bzw. bei Betrachtung einer Put-Option (nach (5.26b))
yGeom .= Sy~ (57 )T (9(a) — 1) — Ke T (D(b) — 1) (5.46b)

mit jeweils

a =
T
U\/; (5.46¢)
b:=a—0 Z
3

und schlieflich lasst sich in Schritt (8) der Wert der arithmetischen asiatischen Call- oder
Put-Option durch

NMC

] 1 . eom (: eom
Véfpa(0,80) = spg > (Vold) = 0 (Vi) = Vg™om) (5.47)
=1

angeben.

Eine Visualisierung der Ergebnisse des Verfahrens am Beispiel einer arithmetischen asia-
tischen Call-Option mit den Parametern Sy = 100, K = 95, T =1, r = 0.06, ¢ = 0.3,
M = 100 bei N = 2¢, i = 4,...,19, Monte Carlo Simulationen ist in Abbildung 5.8 dar-
gestellt. Die linke Graphik wurde unter Verwendung der Standard Monte Carlo Methode
erzeugt, die rechte Graphik mittels Verwendung der geometrischen asiatischen Call-Option
mit gleichen Parametern als Control Variate. Fiir jedes IV ist die entsprechende Approxima-
tion des Optionswertes durch ein Kreuz und das 95%-Konfidenzintervall als vertikale Linie
dargestellt. Die horizontale gestrichelte Linie entspricht dem fiir N = 2! approximierten
Optionswert und dient der Vergleichbarkeit.

Eine gleiche Skalierung der x-Achsen der linken und rechten Graphik, wie in den Abbildun-
gen 5.6 und 5.7 ist nun nicht mehr moglich, da die 95%-Konfidenzintervalle bei Verwendung
der geometrischen Option als Control Variate dann nicht mehr erkennbar sind. Dies ver-
deutlicht insbesondere die Beobachtung, dass sich durch den Control Variates Ansatz und
das Ausnutzen der starken Korrelation zwischen arithmetischem und geometrischem Opti-
onswert bedeutende Verbesserungen hinsichtlich des Konvergenzverhaltens ergeben.
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Monte Carlo Simulation zur Approximation von Vg”;h Monte Carlo Simulation zur Approximation von Vé”;h
Verwendung der Standard Monte Carlo Methode Verwendung der geom. Option als Control Variate
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Abbildung 5.8: Vergleich der Approximation der Optionswerte und der zugehorigen 95%-
Konfidenzintervalle einer arithmetischen asiatischen Call-Option mit Stan-
dard Monte Carlo Methode und bei Verwendung der geometrischen asiati-
schen Option als Control Variate fiir verschiedene Stichprobengréfien N

5.3.3 Vergleich der Methoden

Nun werden wir die drei betrachteten Verfahren und die Standard Monte Carlo Methode
differenzierter vergleichen. Dazu wird der Wert einer arithmetischen asiatischen Call-Option
(So =100, K =95, T =1, r = 0.06, 0 = 0.3, M = 100) fiir verschiedene Anzahlen N
von Monte Carlo Simulationen auf Basis aller vier Verfahren approximiert und die Re-
sultate hinsichtlich der Grofle der 95%-Konfidenzintervalle und der benétigten Rechenzeit
verglichen.

Zur besseren Vergleichbarkeit werden die folgenden systematischen Vorgaben gemacht:

e Fiir die Approximation mittels antithetischer Zufallsvariablen werden N/2 (statt N)
Monte Carlo Simulationen durchgefiihrt, da jede Simulation der Verwendung zweier
Zufallsvariablen entspricht.

e Bei Approximation mittels des Control Variates Ansatzes werden 10% der Simulatio-
nen (also N/10 Simulationen) fiir die notwendigen Vorausberechnungen und 90% der
Simulationen fiir die tatséichliche Berechnung des Optionswertes verwendet.

Zunéchst sind in Tabelle 5.2 die approximierten Optionswerte, die mittels der vier Verfahren
berechnet wurden, dargestellt. Es wird erkennbar, dass die Standard Monte Carlo Methode
sehr langsam konvergiert, wohingegen bei Verwendung von Control Variates, inbesondere
der geometrischen Option, sehr schnell ein genaues Ergebnis erzielt wird.

Tabelle 5.3 liefert einen Vergleich der zu den Optionswerten aus Tabelle 5.2 gehorenden
95%-Konfidenzintervalle. Hier zeichnen sich dhnliche Resultate beziiglich der Genauigkeit
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N | Standard Antithet. ZV CV (Kurswerte) CV (Geom. Option)
10% | 11.793718 12.456686 11.232375 10.936640
103 | 11.016802 10.996657 10.885316 10.986471
10* | 11.101332 10.975217 11.000644 10.988585
10° | 10.919673 10.982372 10.999900 10.980579
106 | 10.993574 10.975306 10.984065 10.982928

Tabelle 5.2: Vergleich der Optionswerte nach den vier Verfahren fiir verschiedene Stichpro-
bengréfien N

ab. Fiir N = 10° wird bei Verwendung der geometrischen Option als Control Variate eine
Genauigeit von vier Stellen erreicht.

N Standard ~ Antithet. ZV CV (Kurswerte) CV (Geom. Option)
102 | [8.52,15.07] [10.91, 14.00]  [10.07, 12.39] [10.84, 11.03]
10° | [10.17, 11.86] [10.48, 11.51]  [10.61, 11.16] 10.95, 11.02]
10* | [10.84, 11.37] [10.81, 11.14]  [10.92, 11.09] [10.977, 11.000]
10° | [10.84, 11.00] [10.93, 11.03]  [10.97, 11.03] [10.977, 10.984]
106 | [10.97, 11.02]  [10.96, 10.99]  [10.976, 10.993]  [10.9818, 10.9840]

Tabelle 5.3: Vergleich der Grofien der 95%-Konfidenzintervalle nach den vier Verfahren fiir
verschiedene Stichprobengréfien N

Nun ldsst sich auch die Verkleinerung der 95%-Konfidenzintervalle im Vergleich zur Stan-
dard Monte Carlo Methode betrachten. Sie ldsst sich berechnen, indem die Differenz der
Intervallgrofien von Standard Monte Carlo und der betrachteten Methode durch die Inter-
vallgroBie bei Verwendung der Standard Monte Carlo Methode geteilt wird. Hier beobachtet
man relativ konstante Werte fiir alle IV, bei Verwendung antithetischer Zufallsvariablen ver-
kleinert sich das 95%-Konfidenzintervall um ungefihr 38%, die Summe der Kurswerte als
Control Variate fiihrt zu einer Verkleinerung um ca. 68%, verwendet man die geometrische
Option als Control Variate schrumpft das Konfidenzintervall sogar auf durchschnittlich 4%
der urspriinglichen Gréfe.

Neben der erzielten Genauigkeit ist jedoch auch zu beriicksichtigen, wieviel Rechenzeit auf-
gewendet werden muss, um diese zu erreichen. Tabelle 5.5 listet die relativen Rechenzeiten
der drei Verfahren zur Varianzreduktion auf, d.h. es wird der Quotient aus der benotigten
Rechenzeit des Verfahrens und der Rechenzeit der Standard Monte Carlo Methode gebildet.
Es zeigt sich, dass die Verwendung antithetischer Zufallsvariablen sehr aufwendig ist und
etwa das Vierfache an Rechenzeit beansprucht, wohingegen der Aufwand bei Verwendung
der Summe der Kurswerte als Control Variate fast nicht steigt, da alle benétigten Wer-
te ohnehin zur Verfiigung stehen und auch mit minimalem Aufwand ausgewertet werden
konnen. Der Control Variates Ansatz mit Verwendung der geometrischen Option liegt hier
mit einer knappen Verdopplung der Rechenzeit zwischen den beiden anderen Verfahren.
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N | Antithet. ZV  CV (Kurswerte) CV (Geom. Option)
102 52.8% 64.6% 97.0%
103 38.5% 67.5% 96.0%
10 37.0% 68.1% 95.7%
10° 37.5% 68.0% 96.0%
106 37.8% 68.1% 96.0%

Tabelle 5.4: Vergleich der Verkleinerung des 95%-Konfidenzintervalls bei Verwendung anti-
thetischer Zufallsvariablen und dem Control Variates Ansatz fiir verschiedene
Stichprobengréflen NV relativ zur Standard Monte Carlo Methode

N | Antithet. ZV CV (Kurswerte) CV (Geom. Option)
102 1.93 1.40 2.34
103 2.86 1.13 2.18
10* 4.23 1.05 1.93
10° 4.72 1.05 1.99
106 4.15 1.09 1.92

Tabelle 5.5: Vergleich der relativen Rechenzeit bei Verwendung antithetischer Zufallsvaria-
blen und dem Control Variates Ansatz fiir verschiedene Stichprobengréfien N

Zusammenfassend ist festzustellen, dass sich durch das Ausnutzen des starken Zusammen-
hangs zwischen der arithmetischen und der geometrischen asiatischen Option bei Verwen-
dung der geometrischen Option als Control Variate fiir das arithmetische Pendant die
besten Ergebnisse erzielen lassen. Die Verkleinerung des 95%-Konfidenzintervalls auf 4%
der urspriinglichen Groéfle wird durch Verdopplung der Rechenzeit erkauft. Vergleichba-
re Verbesserungen lassen sich durch keine der anderen Methoden realisieren. Verwendet
man die Summe der Kursverldufe des Basiswertes als Control Variate, lasst sich das 95%-
Konfidenzintervall auf ein Drittel der urspriinglichen Grofie verkleinern, fast ohne Einbuflen
beim Aufwand hinnehmen zu miissen.

5.4 Hedging

Mochte man nun auf Basis von Algorithmus 2.24 ein Portfolio, das eine arithmetische asia-
tische Option enthélt, zusammenstellen und umschichten, so ist es notwendig, neben dem
Optionswert auch das Delta zu berechnen. Dazu verwendet man, wie in Kapitel 3.3 be-
schrieben, die Finite-Differenzen-Methode. Somit kann das Delta durch Berechnung zweier
Optionswerte approximiert werden. Fiir die Approximation des Wertes der arithmetischen
asiatischen Option im Rahmen des Hedging-Verfahrens sind neben dem Plain Monte Carlo
Verfahren entsprechend dem vorhergehenden Kapitel zur Varianzreduktion die dortgenann-
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ten Methoden denkbar. Hier werden wir die beiden Control Variates Verfahren genauer
betrachten.

5.4.1 Summe der Kurswerte als Control Variate

Die Verwendung der Summe der Kurswerte des Basiswertes als Control Variate zur Ver-
besserung der Konvergenz bei der Approximation der Optionswerte, die fiir die Umschich-
tungen in jedem Zeitschritt benotigt werden, ist problemlos mdéglich. Der Erwartungswert
der Summe der Kurswerte im Endzeitpunkt 7' setzt sich bei Betrachtung in ¢ > 0 aus
der Summe der bisher realisierten Kurswerte und des Erwartunsgwertes geméf (5.39) zu-
sammen, wobei fiir die Berechnung des Erwartungswertes der aktuelle Kurswert S(t) als
Startkurswert und die Restlaufzeit der Option als Betrachtungszeitraum verwendet werden.

5.4.2 Geometrische asiatische Option als Control Variate

In Abschnitt 5.2.1 wurde mit (5.22) bzw. (5.26) eine Formel fiir den exakten Wert der
geometrischen asiatischen Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 erarbeitet. Zur Durchfithrung des
Hedgings sind jedoch Umschichtungen zu Zeitpunkten ¢; > 0 notwendig. Soll die geometri-
sche asiatische Option als Control Variate beim Hedging des Portfolios verwendet werden,
muss somit ihr Erwartungswert fiir £ > 0 bestimmt werden.??

Die Herleitung der analytischen Formel fiir Zeitpunkte ¢t > 0 erfolgt analog zum Fall t = 0
(vgl. Kapitel 5.2.1). Ein Teil des fiir die Bewertung relevanten Kursverlaufs ist nun aber
schon bekannt. Die bekannten Werte S(t;) werden deshalb zusammengefasst zu S (siche
(5.49)) und es erfolgt eine Betrachtung der Zufallsvariablen R; fiir zukiinftige Zeitpunkte
t;. Dann lassen sich Umformungen analog zur Herleitung im Fall ¢ = 0 durchfithren und
schliellich kann der Erwartungswert des Optionswertes wieder auf den einer européischen
Option mit bestimmten Parametern zuriickgefiithrt werden.

Dazu betrachten wir den Optionswert der geometrischen asiatischen Option bei diskreter
Mittelwertbildung im Zeitpunkt ¢, = kAt > to =0, 1 < k < n — 1 wobei T' = nAt. Nun
gilt:

(1) S(t;) ist bekannt fiir ¢ < k.

t,

(2) R; = Sft( Z)) ist eine logarithmisch normalverteilte Zufallsvariable fir £k +1 <1 <n
i—1
(vel. (5.7)).

Dann gilt fiir den diskreten geometrischen Mittelwert nach (5.1)

(5.48)

22giehe [12, Kapitel 4.3.5]
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Sei 3 B
S =(S(t1)... St St
so gilt (vgl. (5.9) bis (5.11))
S 1
ln§ :ﬁ(lan —|—21an_1 + -4 (n — ]{f)lan+1)

_% an_k z) <r ~ 302) At + oV At (ik z’ZniH)

i=1

(n—k)(n—Fk+1) 1, oAt (X
= o r—§0 At + " ZZZn—iH )

i=1

Betrachtet man hier die Zufallsvariable

oAt [
n (; ZZni+l> )

Y =

so gilt fiir ihre Varianz

n? 6m2

var(y) = 7 At <ZZ2> _ (n=k)(n—k+1)(2n =2k + )o®At

Analog zu (5.15) fiihrt man eine Transformation

U\/(n —K)(n—k+1)(2n =2k + )AL,

63 ~Y  mit Z~N(0,1)
n

durch und mit
T — iy,

T—ty=(Mn—kAt — At= —

erhalt man

S (n—k>(n—k+1)< 1 2>At

IT: -_— -
. m "R
— —k+1)(2n — 2k + 1)At -
M\/m k)(n k+6)2(n k+ DAL,
n

_n—k+1 (T_%Uz) (T_tk)+0\/(n—k+1)(2n—2k+1)(T_tk)Z_

2n 6n2

Definiert man

_ ::U\/(n—k+1)(2n—2k+1)

6m2

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)
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ergibt sich

2) (T —ty) + /T —t:Z (5.57)

=3
%Y

I
VR

=3

|
DO | —

Ql

und somit
N ~ 1 _ _
S = Sexp [(T— 502> (T —ty)+0 T—th} , Z ~N(0,1). (5.58)

Betrachtet man nun den Optionswert einer geometrischen asiatischen Call-Option im Zeit-
punkt ¢ > 0

VE (1, §) = e TIE (S - K)*)

_ _ . 1 _ +
:e(r—r)(T—tk) e—r(T—tk) E <(S exp |:(T . 50.2> (T . tk) +aT — th:| _ K) )7 (5.59)

(& J/
-~

:VC,e(tkvs)

stellt man auch hier fest, dass dieser den Wert Vi (¢, S ) einer europdischen Plain Vanilla
Call-Option mit Drift p = 7, Volatilitit & und Ausgangskurswert Sy = S entélt und somit
eine analytische Losung mittels der Black-Scholes Formel moglich ist.

Somit ergibt sich schliellich fiir den Wert einer geometrischen asiatischen Call-Option im
Zeitpunkt t; nach (2.48a)

VGeom (ty, §) = et (SeﬂT—tk)@(a) . K(I)(b)) (5.60a)
und analog fiir die geometrische asiatische Put-Option nach (2.48b)

Vlg,;om(tk? §) = @t (SGF(T—tk)(q)(a) —1) — K(®(b) — 1)) (5.60Db)

jeweils mit

(H S(m)) ()

S’:
JZO\/(n—k—i—l)(Qn—Zk—i-l)
6n?
Rt SR N (R U U g (5.60c)
2n 2 2
I (£) + (7 +30%) (T — 1)
a =

ovT —t
bza—&vT—tk.
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Bei kontinuierlicher Betrachtung, d.h. im Grenziibergang n — oo, ergeben sich die Para-
meter S (siehe dazu (5.3)), 6 und 7 im Bewertungszeitpunkt ¢t = ¢, zu

t
§ = exp % / I S(r)dr | St
0
Tt 1 (5.61)

Tt Lo LTt
T = oT T 20’ 30' T .

Es bietet sich nun also die Mdéglichkeit, eine bereits emittierte geometrische asiatische Op-
tion auf Basis des bisher realisierten Kursverlaufs des Basiswertes zu bewerten. Somit kann
die geometrische asiatische Option als Control Variate fiir ihr arithmetisches Pendant bei
den Portfolio-Umschichtungen verwendet werden.

5.4.3 Numerische Simulation

Wir betrachten ein Portfolio bestehend aus Anteilen am Basiswert, der festverzinslichen
Anleihe und einer ausgegebenen arithmetischen asiatischen Call-Option mit den Parametern
So = 100, K =95, r = 0.06, 0 = 0.3 und T" = 1 unter Verwendung der drei behandelten
Methoden. Die Umschichtungen erfolgen in der ersten Simulation zu M = 100 dquidistanten
Zeitpunkten, wobei in jedem Zeitschritt die bendtigten Werte durch N = 1000 Simulationen
approximiert werden. In der zweiten Simulation werden die Werte M = 200 und N = 10000
verwendet. Der Hedging-Parameter A(¢) wird durch die Finite-Differenzen-Methode mit
h = 0.0001 bestimmt.

Die folgenden Abbildungen stellen den Verlauf des Kurses des Basiswertes S(t), des dar-
auf basierenden Optionswertes V' (t), A(t) sowie die daraus resultierende Entwicklung des
Portfolios jeweils als rote Linie dar. Als Vergleich ist der erwartete Verlauf des Portfolios
durch eine schwarz gestrichelte Linie markiert.

Fiir die Berechnung der benotigten Werte der ersten beiden Abbildungen wird die Standard
Monte Carlo Methode verwendet. Dabei werden in Abbildung 5.9 M = 100 Umschichtungen
bei N = 1000 Monte Carlo Simulationen durchgefiihrt. In Abbildung 5.10 werden diese
Parameter auf M = 200 und N = 10000 erhoht.

Der Verlauf des Basiswertes S(t), des Optionswertes V' (t), des Hedging-Parameters A(t) und
des Portfolio-Wertes I1(¢) unter Verwendung der Summe der Kurswerte als Control Variate
(sowohl bei der Berechnung des eigentlichen Optionswertes, als auch bei dem hilfsweise
benétigten Optionswert zur Approximation des Delta) ist in Abbildung 5.11 (fiir M = 100
und N = 1000) bzw. in Abbildung 5.12 (fiir M = 200 und N = 10000) dargestellt.

Die iibrigen beiden Graphiken illustrieren die Verwendung der geometrischen asiatischen
Option als Control Variate (wiederum sowohl bei der Approximation des Optionswertes
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als auch des Delta). Ein Verlauf des Portfolios und der zugrunde liegenden Parameter bei
M = 100 Zeitschritten und N = 1000 Monte Carlo Simulationen je Zeitschritt ist in
Abbildung 5.13 visualisiert. Entsprechend stellt Abbildung 5.14 einen Verlauf fiir M = 200
Umschichtungen und N = 10000 Monte Carlo Simulationen dar.

Es lésst sich in den Abbildungen erkennen, dass im Allgemeinen eine gute Approximation er-
zielt wurde und eine Risikoelimination bei einem Portfolio basierend auf der arithmetischen
asiatischen Option gut durchfithrbar ist. Weiterhin zeigt sich, dass durch eine Erhohung der
Anzahl M der Zeitpunkte der Portfolio-Umschichtung oder der Anzahl N der Simulationen
weitere Verbesserungen des Ergebnisses erzielt werden konnen.

Vergleicht man diese Graphiken, so liegt die Vermutung nahe, dass sich durch die Techni-
ken zur Varianzreduktion die Effizienz der Monte Carlo Methode — in Form eines exakteren
Portfolio-Verlaufs — steigern lidsst. Da aber alle Abbildungen nur das Ergebnis einer ein-
zelnen Simulation darstellen, wollen wir die Qualitéit der einzelnen Methoden hinsichtlich
ihrer Eignung zum Hedging eines Portfolios nochmals ndher untersuchen.

Dazu verwenden wir wieder obiges Portfolio basierend auf einer arithmetischen asiatischen
Call-Option (mit Sy = 100, K = 95, r = 0.06, 0 = 0.3 und T" = 1) bei M = 100
Umschichtungen und jeweils N = 1000 Monte Carlo Simulationen. Dieses Portfolio wird
nun n = 10000 mal mittels der Verfahren

(i) Standard Monte Carlo Methode

)
(ii) Verwendung der Summe der Kurswerte als Control Variate fiir den Optionswert
(iii) Verwendung der Summe der Kurswerte als Control Variate fiir Optionswert und Delta
)

(iv) Verwendung der geometrischen asiatischen Option als Control Variate fiir den Opti-
onswert

(v) Verwendung der geometrischen asiatischen Option als Control Variate fiir Optionswert
und Delta

simuliert und fiir jeden simulierten Portfolio-Verlauf wird die relative Abweichung des End-
wertes des Portfolios I1(T) vom erwarteten Wert e"7I1(0)

. IL(T) — &TI1,(0)
() = =m0

(5.62)

ermittelt. Um die durchschnittliche Abweichung der Verfahren zu bestimmen, wird der
Mittelwert {iber die Fehler der einzelnen Simulationen in Form des quadratischen Mittels

(5.63)

gebildet. Dabei wurde das quadratische Mittel gewahlt, da dies — im Gegensatz zum arith-
metischen Mittel — zu einer stédrkeren Gewichtung von hoheren Abweichungen fiihrt. Die
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Abbildung 5.9: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung von Plain
Monte Carlo mit M = 100 und N = 1000
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Abbildung 5.10: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung von Plain
Monte Carlo mit M = 200 und N = 10000
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Abbildung 5.11: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung der Summe
der Kurswerte als Control Variate mit M = 100 und N = 1000
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Abbildung 5.12: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung der Summe
der Kurswerte als Control Variate mit M = 200 und N = 10000
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Abbildung 5.13: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung der geo-
metrischen Option als Control Variate mit M = 100 und N = 1000
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Abbildung 5.14: Entwicklung des Portfolios und der Parameter bei Verwendung der geo-
metrischen Option als Control Variate mit M = 200 und N = 10000



100 Kapitel 5 Asiatische Optionen

Verfahren €
Standard Monte Carlo 0.53%
Control Variates (Summe der Kurswerte) fiir V' 0.46%
Control Variates (Summe der Kurswerte) fiir V und A 0.45%
Control Variates (geom. Option) fir V 0.44%
Control Variates (geom. Option) fiir V und A 0.40%*

Tabelle 5.6: Durchschnittliche relative Quadratmittelabweichung der Approximationsver-
fahren bei n = 10000 Portfolio-Simulationen

relative Quadratmittelabweichung der verschiedenen Methoden bei n = 10000 Portfolio-
Simulationen ist in Tabelle 5.6 dargestellt.

Es zeigt sich, dass ein Einsatz der Methoden zur Varianzreduktion auch beim Hedging
sinnvoll ist. Wie bei der Approximation des Optionswertes fithrt auch hier die Verwendung
von Control Variates zu den besseren Ergebnissen. Im Vergleich zur Standard Monte Carlo
Methode lésst sich eine Verbesserung der durchschnittlichen relativen Abweichung von iiber
15% erzielen.

Zu beachten bei den angegeben durchschnittlichen relativen Abweichungen aus Tabelle 5.6
ist, dass bei Verwendung der geometrischen asiatischen Option als Control Variate fiir V'
und A (in der Tabelle durch * gekennzeichnet) selbst bei n = 10000 simulierten Portfolios
(die Simulation von 10000 Portfolios benotigt auf dem verwendeten System bei diesem
Verfahren iiber 2.5 Stunden) noch Schwankungen auftreten. Die Ursache dafiir ist, dass bei
diesem Verfahren in sehr seltenen Fillen eine sehr hohe Portfolio-Abweichung auftritt, die
sich aufgrund der Quadratmittelbildung stark auf die durchschnittliche relative Abweichung
auswirkt. Dies fiihrt dazu, dass man bei Berechnung der durchschnittlichen Abweichung fiir
dieses Verfahren auch Werte im einstelligen Prozentbereich erhalten kann.

Abschlieend betrachten wir in Tabelle 5.7 die benétigte Rechenzeit der fiinf Verfahren fiir
verschiedene Werte von M und N. Dafiir werden mit Hilfe der verschiedenen Verfahren
Portolios berechnet und fiir M € {100,200} und N € {1000,10000} die dafiir bendotigte
Zeit gemessen.

Hier stellt man fest, dass sich die Rechenzeit bei Verwendung der Summe der Kurswerte des
Basiswertes als Control Variate nur wenig erhoht. Verwendet man hingegen die geometrische
asiatische Option als Control Variate, so fiihrt dies zu mehr als einer Verdopplung der
Rechenzeit. Dies liegt daran, dass die meisten Daten, die zur Berechnung der Summe der
Kurswerte benotigt werden, ohnehin zur Verfiigung stehen und auch leicht ausgewertet
werden konnen. Im Gegensatz dazu wird die Berechnung des Wertes der geometrischen
asiatischen Option fiir ¢ > 0 nochmals aufwendiger, da anstelle von Sy in (5.22a) nun S
nach (5.60) verwendet wird.



5.4 Hedging 101
Verfahren M N Rechenzeit (Sek.)
Standard Monte Carlo 100 1000 0.3013
Standard Monte Carlo 100 10000 4.5718
Standard Monte Carlo 200 1000 1.7764
Standard Monte Carlo 200 10000 17.9858
CV (Summe der Kurswerte) fiir V 100 1000 0.3438
CV (Summe der Kurswerte) fiir V 100 10000 4.5528
CV (Summe der Kurswerte) fiir V 200 1000 1.8144
CV (Summe der Kurswerte) fiir V 200 10000 18.1155
CV (Summe der Kurswerte) fir V- und A 100 1000 0.3639
CV (Summe der Kurswerte) fiir V und A 100 10000 4.6886
CV (Summe der Kurswerte) fir V und A 200 1000 1.8272
CV (Summe der Kurswerte) fiir V- und A 200 10000 18.5583
CV (geom. Option) fiir V' 100 1000 0.6659
CV (geom. Option) fiir V' 100 10000 8.3019
CV (geom. Option) fir V 200 1000 3.3016
CV (geom. Option) fiir V' 200 10000 33.1425
CV (geom. Option) fir V und A 100 1000 0.9515
CV (geom. Option) fiir V und A 100 10000 11.7656
CV (geom. Option) fir V und A 200 1000 4.7638
CV (geom. Option) fiir V und A 200 10000 47.2153

Tabelle 5.7: Rechenzeiten der Approximationsverfahren fiir verschiedene Anzahlen M von

Zeitschritten und N von Monte Carlo Simulationen
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Es hat sich gezeigt, dass die Monte Carlo Simulation ein méchtiges Instrument in der fi-
nanzmathematischen Praxis darstellt. Mit ihrer Hilfe kénnen sowohl Optionswerte als auch
die benotigten Parameter zur Durchfithrung des Delta-Hedgings berechnet werden. Insbe-
sondere wenn eine analytische Losung nicht moglich ist, da komplexe Kursmodelle (wie in
Kapitel 4 das Mean Reverting Volatility Modell) betrachtet werden oder Finanzderivate mit
einer komplizierteren Auszahlungsstruktur (wie bspw. die arithmetische asiatische Option)
gehandelt werden, ldsst sich die Monte Carlo Methode aufgrund ihrer Flexibilitdt anwenden,
um den Optionswert und den Hedging-Parameter Delta numerisch zu approximieren.

Die Analyse des Mean Reverting Volatility Modells hat ergeben, dass sich durch die Bertick-
sichtigung der zusétzlichen Informationen mittels der Monte Carlo Methode durchschnitt-
lich eine Verbesserung in der Wertentwicklung des Portfolios gegeniiber der analytischen
Losung nach der Black-Scholes Gleichung eingestellt hat.

Weiterhin wurde gezeigt, dass der Einsatz der Techniken zur Varianzreduktion, also die
Verwendung antithetischer Zufallsvariablen und vor allem der Control Variates Ansatz, sig-
nifikante Verbesserungen hinsichtlich des Konvergenzverhaltens der Monte Carlo Methode
ermoglicht. Sowohl bei der Approximation von Optionswert und Delta von Plain Vanilla
Optionen als auch von asiatischen Optionen fiithrten diese Verfahren zu einer bedeutenden
Steigerung der Genauigkeit. Es haben sich aber auch die Grenzen der Monte Carlo Methode
gezeigt. Aufgrund des quadratischen Zusammenhangs von Genauigkeit und Aufwand, ist
es im Allgemeinen nicht moglich, eine beliebig genaue Approximation zu erreichen.

Zusammenfassend stellt man fest, dass die Monte Carlo Methode aufgrund ihrer Anpas-
sungsfiahigkeit ein vielseitiges Werkzeug ist, das sich auf viele Fragestellungen der Options-
und Portfoliobewertung verallgemeinern lasst und inbesondere dann ein wertvolles Mittel
darstellt, wenn keine analytische Losung zur Verfiigung steht.
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Anhang A
Inhalt der beiliegenden CD

Auf der beiliegenden CD sind alle Programme, die in diese Arbeit eingegangen sind, ent-
halten. Dies sind zum einen die Implementierungen in MATLAB® der in dieser Arbeit
diskutierten Verfahren und zum anderen die Programme, mit denen die dargestellten Gra-

phiken erzeugt wurden. Weiterhin liegt auch eine digitale Version der Diplomarbeit als
PDF-Dokument vor.

Der Inhalt der CD gliedert sich in zwei Verzeichnisse:

Diplomarbeit
Die vorliegende Ausarbeitung in digitaler Form als PDF-Dokument.

Programme
Dieses Verzeichnis enthélt entsprechend der Gliederung der Arbeit die Unterverzeichnisse
Kapitel 2, Kapitel 3, Kapitel 4 und Kapitel 5. In den Unterverzeichnissen befinden sich die
MATLAB®-Codes der Programme, die zu den einzelnen Kapiteln gehoren. Falls zutreffend
sind die Dateinamen mit Préfixen versehen, um ihre Zugehérigkeit zu verdeutlichen. Dabei
werden folgende Unterscheidungen verwendet:

e Prifix fiir das zugrunde liegende Verfahren
— BS fiir Berechnungen auf Basis des Black-Scholes Modells

— MC zeigt an, dass die Werte durch Monte Carlo Simulation ermittelt werden

e Prifix fiir den betrachteten Optionstyp
— EU fiir européische Optionen

— AS fiir asiatische Optionen

e Priifix zur Unterscheidung des zugrunde liegenden Kursmodells
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— GBB fiir die geometrische Brownsche Bewegung

— MRYV fiir Berechnungen im Mean Reverting Volatility Modell

Die Programme sind im Allgemeinen als Hauptprogramme implementiert, d.h. sie enthalten
alle notwendigen Parameter und kénnen direkt ausgefithrt werden. Eine Anderung der Para-
meter kann direkt im Programmkopf vorgenommen werden. Ausnahmen sind Hilfsroutinen,
die von diesen Programmen aufgerufen werden. Diese sind als Funktionen implementiert und
bendtigen eine Parameteriibergabe. Die Beschreibung der notwendigen Eingabeparameter
und der Riickgabewerte ist in jeder Funktion als Kommentar vor dem Code enthalten.

Im Folgenden ist eine Liste aller Programme und ihrer Beschreibung aufgefiihrt.

Dateiname Beschreibung

Verzeichnis: Kapitel 2

EU_PutCallPayoff.m

DAX_chart.m
DAXKursindex.txt
DAXPerformanceindex.txt

StdNormalverteilung.m

WienerProzess.m

GeomBrownBew.m

KompGeomBrownBew.m

BS_EU_OptValCallPut_t.m

BS_EU_VDeltaCPSurface.m

BS_EU_SimPort.m

BS_VDelta.m

Graphische Darstellung der Auszahlungsfunktionen eu-
ropéischer Optionen (Abb. 2.1)

Entwicklung des DAX Kursindex und des DAX Perfor-
manceindex (Abb. 2.2), Daten werden aus *.txt-Dateien
eingelesen

Graphische Darstellung der Verteilungsfunktion und
Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung (Abb.
2.3)

Realisierung eines Wiener Prozesses (Abb. 2.4)

Visualisierung eines Pfades der geometrischen Brown-
schen Bewegung (Abb. 2.5)

Graphische Darstellung der Komponenten der geometri-
schen Brownschen Bewegung (Abb. 2.6)

Optionswert in Abhéngigkeit von S(t) nach Black-
Scholes fiir verschiedene ¢ (Abb. 2.7)

Dreidimensionale Darstellung des Optionswertes und

des Delta europiischer Optionen mit aufgelegtem bei-
spielhaftem Verlauf (Abb. 2.8 und 2.9)

Simulation eines Portfolios nach Black-Scholes (Abb.
2.10)

Funktion zur Berechnung des Optionswertes und des
Delta nach Black-Scholes

Verzeichnis: Kapitel 3

MC_EU_OptVal.m

Optionsbewertung mit Monte Carlo (Abb. 3.1)
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Dateiname

Beschreibung

GBBAntithetPaths.m

MC_CmpClDelta_StdAV.m

MC_CmpClDelta_StdCV.m

MC_CmpClDelta_StdCV_G.m

MC_EU_SimPort.m

MC_ClIDelta_Std.m
MC_CIDelta_AV.m
MC_CIDelta_CV.m

BS_VDelta.m
MC_VDelta.m

Visualisierung des antithetischen Pfades der geometri-
schen Brownschen Bewegung (Abb. 3.2)

Vergleich der Konfidenzintervalle bei Approximation des
Delta nach Standard Monte Carlo und mit Verwendung
antithetischer Zufallsvariablen (Tab. 3.1 und 3.2)

Vergleich der Konfidenzintervalle bei Approximation des
Delta nach Standard Monte Carlo und Control Variates
Ansatz (Tab. 3.3)

Graphischer Vergleich der Konfidenzintervalle bei Ap-
proximation des Delta nach Standard Monte Carlo und
Control Variates Ansatz (Abb. 3.3)

Simulation eines Portfolios nach Monte Carlo (Abb. 3.4
und 3.5)

Funktionen zur Berechnung des Delta und der Konfi-
denzintervalle nach Standard Monte Carlo, mit antithe-
tischen Zufallsvariablen und Control Variates Ansatz

Funktionen zur Berechnung von Optionswert und Delta
nach Black-Scholes und Monte Carlo

Verzeichnis: Kapitel 4

MRV _SigmaZeta_Graph.m
MRV _SigmaZetaM _Graph.m

MRV _SimPort.m

MRV _PortfolioError.m

MRV _CalcSigmaZeta.m

BS_GBB_VDelta.m

MC_MRV_VDelta.m

MRV _CalcPortError.m

Entwicklung von o(t) und ((¢) (Abb. 4.1 und 4.2)

Durchschnittliche Entwicklung von o (¢) und ((¢) (Abb.
4.3 und 4.4)

Simulation eines Portfolios im Mean Reverting Volatility
Modell (Abb. 4.5, 4.6, 4.7 und 4.8)

Portfolioabweichung im Mean Reverting Volatility Mo-
dell nach Black-Scholes und Monte Carlo (Tab. 4.2)

Funktion zur Berechnung von ¢ und ¢

Funktion zur Berechnung von Optionswert und Delta

auf Basis der geometrischen Brownschen Bewegung nach
Black-Scholes

Funktion zur Berechnung von Optionswert und Delta im
Mean Reverting Volatility Modell nach Monte Carlo

Funktion zur Berechnung der Portfolioabweichung einer
Simulation
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Dateiname

Beschreibung

MC_MRV _VDelta_Milstein.m

Funktion zur Berechnung von Optionswert und Delta
im Mean Reverting Volatility Modell mittels Milstein-
Verfahren (vgl. FuBnote 18)

Verzeichnis: Kapitel 5

BS_AS_VGeomCP.m

BS_AS_VGeomCP_CmpEU.m

BS_AS _ VGeomCPSurface.m

MC_AS _VArithCP_CmpVGeo.m

MC_AS_VCI_Arith_CmpAV.m
MC_AS_VCI_Arith_CmpCVS.m
MC_AS_VCI_Arith_CmpCVG.m

MC_AS_CmpVR.m

MC_AS_SimPort.m

BS_AS_VGeom.m

MC_AS_VArith.m

MC_AS_VCI_Arith_Plain.m
MC_AS_VCI_Arith_AV.m
MC_AS_VCI_Arith_CVS.m
MC_AS_VCI_Arith_.CVGeom.m

Berechnung des Wertes einer geometrischen asiatischen
Option nach Black-Scholes fiir verschiedene ¢ (Abb. 5.1)

Vergleich des Wertes einer geometrischen asiatischen
Option und einer européischen Option nach Black-
Scholes (Abb. 5.2)

Dreidimensionale Darstellung des Wertes einer geome-
trischen asiatischen Option nach Black-Scholes mit auf-
gelegtem beispielhaftem Verlauf (Abb. 5.3)

Berechnung des Wertes einer arithmetischen asiatischen
Option nach Monte Carlo fiir verschiedene ¢ und Ver-
gleich mit geometrischem Optionswert (Abb. 5.4 und
5.5)

Vergleich der Approximation des Optionswertes und der
Konfidenzintervalle der Standard Monte Carlo Metho-
de mit Methode antithetischer Zufallsvariablen, Control
Variates (Summe der Kurswerte) und Control Variates
(geometrische asiatische Option) (Abb. 5.6, 5.7 und 5.8)

Vergleich der Methoden zur Varianzreduktion (Tab. 5.2,
5.3, 5.4 und 5.5)

Simulation eines Portfolios basierend auf einer arithme-
tischen asiatischen Option nach Monte Carlo (Abb. 5.9,
5.10, 5.11, 5.12, 5.13 und 5.14)

Funktion zur Berechnung des Wertes einer geometri-
schen asiatischen Option nach Black-Scholes (diskrete
und kontinuierliche Formel)

Funktion zur Berechnung des Wertes einer arithmeti-
schen asiatischen Option nach Monte Carlo

Funktionen zur Berechnung des Optionswertes und Kon-
fidenzintervalls einer arithmetischen asiatischen Option
nach Plain Monte Carlo und den drei Methoden zur Va-
rianzreduktion
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Dateiname

Beschreibung

BS_VDelta.m

MC_AS_VDelta.m

AS_CalcPortError.m
AS_PortfolioError.m

Funktion zur Berechnung von Optionswert und Delta
einer européischen Option nach Black-Scholes

Funktion zur Berechnung von Optionswert und Delta ei-
ner arithmetischen asiatischen Option (Wahl der Metho-
de durch Eingabeparameter: Plain Monte Carlo, Summe
der Kurswerte als Control Variate fiir V bzw. V und A,
geometrische asiatische Option als Control Variate fiir
V bzw. V und A)

Funktion zur Berechnung der Portfolioabweichung

Funktion zum Vergleich der Portfolioabweichungen der
verschiedenen Methoden, Ergebnisse werden ausgegeben
und zusétzlich (wegen langer Laufzeit) in einer Textdatei
im Unterverzeichnis data gespeichert (Tab. 5.6)
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