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Einleitung

Heutige Rechner sind zwar wesentlich stérker, basieren aber immer noch auf
den gleichen Prinzipien wie die zu Beginn des 19. Jahrhunderts eingefiihrten
Rechenmaschinen.

1982 veréffentlichte Richard Feynman Uberlegungen dariiber, dass quanten-
mechanische Systeme effizient simuliert werden konnen, indem man einen
,, Quantensimulator” nutzt, welcher selbst auf einem quantenmechanischem
System aufbaut. David Deutsch, der als einer der Véter des Quantencompu-
ters gilt, fithrte diese Idee weiter und modellierte 1985 eine Quantenturing-
maschine - die Idee zum Quantencomputer war geboren (vgl. [13] Kapitel
10.6).

In den darauf folgenden Jahren wurden einige interessante Algorithmen fiir
Quantencomputer vorgestellt, wie z.B. ein Zufallsgenerator, der echte Zu-
fallszahlen erzeugen kann, es wurde jedoch angezweifelt, ob Quantencompu-
ter jemals einen praktischen Nutzen liefern wiirden.

Dies énderte sich schlagartig, als Peter Shor 1994 einen Algorithmus vorstell-
te, mit dessen Hilfe man natiirliche Zahlen durch den Einsatz eines Quan-
tencomputers effizient faktorisieren kann. Da z.B. die Sicherheit des RSA-
Verschliisselungsverfahrens darauf beruht, dass die Faktorisierung grofier
Zahlen nur mit groem Aufwand durchfithrbar ist, hat der Algorithmus von
Shor den Quantencomputer als Forschungsgebiet wieder attraktiver wer-
den lassen. In der gleichen Arbeit zeigt Shor auch noch eine Moglichkeit
durch den Einsatz eines Quantencomputers den diskreten Logarithmus zu
berechnen, was bis zu diesem Zeitpunkt ebenfalls als ,,kompliziert” galt und
ebenfalls die Sicherheit eines beliebten Kryptosystems (Elgamal) gefihrdet.
Weiter kann man zeigen, dass Quantenalgorithmen nicht nur zur Faktorisie-
rung oder Berechnung des diskreten Logarithmus verwendet werden kénnen,
sondern auch bei anderen Problemen, wie z.B. bei der Suche in Datenban-
ken Vorteile bietet. Ein sehr prominentes Beispiel hierfiir ist der von Lov K.
Grover vorgestellte Algorithmus zur effizienten Suche in einer nicht sortier-
ten Datenbank (siehe [12]). Die Grundidee hinter diesem Algorithmus ist die
sogenannte Amplitudenverstirkung (englisch: amplitude amplification):
Man startet mit einem Zustand in dem bei einer Messung alle Datenbankein-
trége mit gleicher Wahrscheinlichkeit gemessen werden. Danach wird mittels
eines iterativen Verfahrens der Zustand so geéndert, dass die Wahrschein-
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lichkeit der ,,richtigen” Losung sukzessive vergroflert wird und die Wahr-
scheinlichkeit der ,,falschen” Losungen gegen 0 geht. Nach einer gewissen
Anzahl an Iterationen wurde der Zustand so modifiziert, dass nur noch das
richtige Ergebnis gemessen werden kann.

FEin weiteres interessantes Einsatzgebiet fiir Quantencomputer kénnte auch
in der Computergrafik zu finden sein. Einige bekannte klassische Verfahren
konnen auf ein Suchproblem zuriickgefiihrt werden, welches mit Varianten
von Grovers Algorithmus gelost werden kann (vgl. [16] Kapitel 4.2):

e /-Buffering: Die grundlegende Idee hinter diesem Renderingverfahren
ist, dass fiir jeden zu zeichnenden Pixel iiber die zu zeichnenden Ob-
jekte iteriert wird und der Abstand zu diesem Pixel berechnet wird.
Findet man in diesem Schritt heraus, dass das Objekt niher am Schirm
liegt als alle bisher Gefundenen wird die Farbe des Objektes fiir den
aktuellen Pixel verwendet. Mittels eines Quantencomputers konnte das
néheste Objekt ermittelt werden, womit man sich die Iteration iiber
alle Objekte sparen kann.

e Raytracing: Ein weiteres sehr spannendes Verfahren zur Erzeugung
von Computergrafiken ist das sogenannte Raytracing. Die Idee hinter
diesem Verfahren ist, dass man ,,Sehstrahlen” von einem virtuellen
Kamerapunkt aus in Richtung des Schirms schickt und berechnet wel-
ches Objekt in welcher Entfernung von diesem Strahl getroffen wird
und hiermit die Farbe des zugehorigen Pixels berechnet. Mit diesem
Verfahren konnen Effekte wie Reflektion, Brechung und Schattenwurf
von Objekten sehr leicht durch rekursive Strahlverfolgung realisiert
werden. Auch hier kann man mittels eines Quantenalgorithmus die
Suche nach dem am nédhesten liegenden Objekt durchfiihren.

e Radiosity: Hierbei handelt es sich um ein Verfahren, welches gut ge-
eignet ist um indirekte Beleuchtung in einer Szene darzustellen. Die
Grundidee basiert hier auf der Energieerhaltung, d.h. man berechnet
die Lichtintensitat als Summe des vom Objekt selbst emittierten Lichts
und des Lichts, welches von den anderen Objekten der Szene auftrifft.
Realisiert werden kann dieses Verfahren durch eine Erweiterung des
Raytracers. Daher kann auch dieses Verfahren beschleunigt werden,
indem man die Suche nach dem n#hesten Objekt in einen Quantenal-
gorithmus auslagert.

In dieser Arbeit werden wir betrachten, wie der Faktorisierungsalgorithmus
von Shor auf einem Quantencomputer realisiert werden kann und welche
Hilfsmittel wir hierbei benéGtigen.

Im ersten Kapitel werden wir einige Grundbegriffe der Quantenmechanik
einfithren, die zum Verstindnis der Vorginge in einem Quantencomputer
bendétigt werden.
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Im zweiten Kapitel fithren wir Quantenbits und Quantenregister ein. Oben-
drein betrachten wir, wie wir Operationen auf Quantenbits durchfithren
kénnen und wie wir mit einem Quantencomputer interagieren kénnen. Zum
Abschluss dieses Kapitels stellen wir schliellich einige Grundregeln zusam-
men, die wir bei der Konstruktion von Quantenalgorithmen beachten miissen.
Im dritten Kapitel betrachten wir zuerst zwei einfachere Algorithmen (ein
Zufallsgenerator und der Algorithmus von Deutsch) und danach, wie wir
mit Hilfe von Quantengattern arithmetische Operationen und die Quanten-
fouriertransformation realisieren kénnen.

Das vierte Kapitel ist dann ganz dem Algorithmus von Shor gewidmet. Wir
fithren hier zunichst einige wichtige Hilfmittel aus der Zahlentheorie/Al-
gebra ein (euklidischer Algorithmus, Kettenbruchapproximation) und ana-
lysieren danach zuerst den klassischen Teil des Faktorisierungsalgorithmus
und dann den Quantenteil. Am Schluss dieses Kapitels betrachten wir die
Komplexitéit des Quantenalgorithmus.

Das fiinfte Kapitel gibt einen Einblick, wie man Quantenregister auf einem
klassischen Rechner simulieren kann und wir betrachten einige klassische
Algorithmen, die wir zur Durchfiihrung des klassischen Teils des Algorithmus
von Shor benétigen (schnelles Potenzieren, Primzahltest und Test ob eine
Zahl eine Primzahlpotenz ist). In diesem Kapitel finden sich zudem noch
einige Beispielmessungen, die mit Hilfe des Begleitprogramms zur Arbeit
erstellt wurden.

Als sehr hilfreich fiir den Einstieg in die Welt der Quantencomputer hat
sich das Buch ,,Quantum Computing verstehen” von Matthias Homeister
erwiesen. Der Autor verlangt nur sehr wenige Vorkenntnisse und fithrt den
Leser auf anschauliche Art und Weise durch die Grundlagen des Quanten-
computers und gibt eine Einfiihrung in Quantenalgorithmen wie den Grover-
Algorithmus und auch den Algorithmus von Shor und erleichtert daher auch
das Verstandnis weiterfithrender Artikel. Obendrein bietet das Buch auch
noch einen Einblick in das mit Quantencomputern sehr stark verwandte
Thema der Quantenkryptographie.
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Kapitel 1

Grundprinzipien der
Quantenmechanik
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In diesem Kapitel behandeln wir die zur Beschreibung eines Quantencompu-
ters benétigten Grundprinzipien der Quantenmechanik. Zuerst werden wir
eine weit verbreitete Schreibweise zur Kennzeichnung quantenmechanischer
Zusténde kennenlernen. Danach werden wir die die Begriffe Superposition
und Verschrinkung ndher betrachten. Dieses Kapitel orientiert sich zum
groBiten Teil an [10] und [13].

1.1 Dirac Schreibweise

In der Quantenmechanik wird ein physikalisches System mit folgenden drei
Bausteinen beschrieben:

e Observable: Messbare GroBen eines Systems (z.B. Energie, Ort, Im-
puls)

e Zustand: Der Systemzustand wird durch eine sogenannte Wellenfunk-
tion beschrieben. Diese Funktion legt fest, wie sich das System verhélt
und mit welcher Wahrscheinlichkeit welche Observable gemesen wird.

o Dynamik: Die zeitliche Entwicklung eines Systems. Diese wird durch
Operatoren (z.B. Hamiltonoperator) festgelegt.

1
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Die Wellenfunktion, die den Zustand des Systems charakterisiert, kann als
Vektor in einem Hilbertraum aufgefasst werden. Als Basis betrachten wir Ei-
genfunktionen von geeigneten hermiteschen Operatoren (z.B. Hamiltonope-
rator in der Energiedarstellung, Ortsoperator in der Ortsdarstellung, Impuls-
operator in der Impulsdarstellung). Wollen wir einen Zustand 1) unabhéngig
von seiner Darstellung angeben, so bezeichnen wir diesen mit |¢). Diese No-
tation ist unter dem Namen Dirac Notation (bzw. Bra-Ket-Notation) be-
kannt und in der Quantenmechanik weit verbreitet.

Zustandsvektoren werden hierbei immer in der Form [¢)) geschrieben, wih-
rend man die adjungierten Vektoren mit (1| bezeichnet.

Die Multiplikation von (a| mit |b) ergibt das Skalarprodukt der beiden Vek-
toren a und b, welches meist mit (a|b) bezeichnet wird. Nach dem englischen
Wort bracket bezeichnet man deshalb die Zustandsvektoren als Ket und
die dazu adjungierten Vektoren als Bra.

1.2 Superposition

Grundlegend fiir einen Quantencomputer ist die Tatsache, dass ein Teilchen
welches den Gesetzen der Quantenmechanik folgt sich in einem sogenannten
Superpositionszustand befinden kann.

Zur Veranschaulichung dieses Phénomens gibt es ein vom Physiker Erwin
Schrodinger (1887-1961) vorgeschlagenes Gedankenexperiment, welches un-
ter dem Namen ,,Schrodingers Katze” grofle Bekanntschaft erlangt hat:

In einer verschlossenen Kiste befindet sich ein instabiler Atomkern, der in-
nerhalb einer gewissen Zeit mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zerféllt.
Sollte dies eintreten, registriert ein Geigerzihler den Zerfall und es stromt
Giftgas aus, welches eine Katze totet die sich ebenfalls im Raum aufhélt. Da
die Kiste jedoch verschlossen ist, wissen wir nicht genau ob die Katze noch
lebt. Wir kénnen nur sagen, dass die Katze mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit tot oder lebendig ist. Bestimmen kénnen wir den genauen Zustand
erst, wenn wir die Kiste 6fflnen und nachsehen.

Eine gewissermaflen halbtote-halblebendige Katze ist schwer vorstellbar, je-
doch ist dies in quantenmechanischen Systemen nicht ungewohnlich. So
konnen Elektronen z.B. sowohl als Welle als auch als Teilchen aufgefasst
werden, Atome kénnen mehrere Energieniveaus annehmen oder ein Photon
kann beim Auftreffen auf eine Glasplatte transmittiert oder reflektiert wer-
den. Diese Zusténde treten, solange man das System nicht beobachtet, alle
gleichzeitig mit entsprechenden Wahrscheinlichkeiten auf. Beobachtet man
nun aber das System erkennt man nur eine eindeutige Messgréfie und beein-
flusst somit den Ablauf des Versuchs. Wir diirfen bei Schrodingers Katze also
- bildlich gesprochen - nicht einen Glaskasten verwenden, den wir stindig
beobachten kénnen, da wir sonst zu jedem Zeitpunkt erkennen kénnen, ob
die Katze noch lebt. Eine Superposition kann sich somit nicht ausbilden.
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1.3 Verschrinkung

Ein weiteres fiir Quantencomputer wichtiges Phdnomen ist die Verschrdin-
kung. Es handelt sich hierbei um die Eigenschaft, dass sich in einem quan-
tenmechanischen System Teilchen gegenseitig beeinflussen kénnen, obwohl
sie rdumlich voneinander getrennt sind. Wir werden z.B. sehen, dass die
Messung eines Teilchens zur Folge hat, dass bei anderen Teilchen manche
Zusténde nicht mehr moglich sind. Dieser Effekt kann dazu benutzt werden
um Quantenalgorithmen so zu konstruieren, dass am Schluss ein ,,reiner
Zustand” (d.h. keine Superposition) entsteht. Die Messung dieses Zustands
erlaubt uns dann mit Gewissheit Aussagen iiber ein oder mehrere Teilchen
zu treffen (siehe z.B. Algorithmus 3.2.2).

Eine prominente Anwendung fiir verschriankte Zustinde ist die sogenannte
Quantenteleportation (siehe hierzu z.B.: [19] und [15]).
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In diesem Kapitel definieren wir Quantenberechnungen als abstraktes ma-
thematisches Konzept, ohne auf physikalische Realisierbarkeit einzugehen.
Wir werden die Grundregeln kennenlernen, die man bei jedem Quantenal-
gorithmus zu beachten hat und uns mit einigen ausgewéhlten Operationen
beschéftigen. Dieses Kapitel richtet sich zum gréfiten Teil nach [13] und [16].

2.1 Das Quantenbit

Um ein Bit in einem klassischen Rechner zu realisieren benétigt man zwei

sauber definierte Zustédnde, die mit 0 und 1 bezeichnet werden.

In der TTL (Transistor Transistor Logik) sind dies typischerweise Span-
nungsbereiche von 50mV - 200mV (interpretiert als ,,0”) und 3,5V - 5V

(interpretiert als ,,17) (vgl. [14] S. 572).

)
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Wir fithren Quantenbits als Erweiterung der klassischen Bits ein.

Zur Realisierung von Quantenbits benétigen wir ein den Gesetzen der Quan-
tenmechanik folgendes System, bei dem man zwei verschiedene und klar
voneinander trennbare (und vor allem messbare) Zusténde festlegen kann.
Diese werden als |0) und |1) bezeichnet (vergleiche auch Kapitel 1.1).

Ein Qubit |z) kann entweder eindeutig in einem reinem Zustand |z) = |i)
mit ¢ € {0,1} sein (dies entspricht dann einem klassischen Bit), oder als
Superposition dieser Zusténde vorliegen, z.B.

Allgemein gilt:

Definition 2.1.1. Fin Quantenbit (oder kurz: Qubit) |x) kann einen Zu-
stand |z) = a - |0) + - |1) annehmen, wobei o, 5 € C mit

jaf? + (8> = 1.

Analog zum Gedankenexperiment von Schrodingers Katze kann der Super-
positionszustand nur bestehen, solange das Bit von der Auflenwelt abge-
schottet ist. Um Berechnungen anstellen zu kénnen und Ergebnisse zu be-
kommen miissen wir jedoch auf das Quantenbit zugreifen kénnen. Hierzu
betrachten wir, was bei der Messung eines Quantenbits geschieht.

Befindet sich |z) vor der Messung in der Superposition |z) = «-|0) + (- [1),
dann zerstort die Messung die Superposition und man erhélt

e mit Wahrscheinlichkeit |a|? den Zustand |0),

e mit Wahrscheinlichkeit |3|? den Zustand |1).

|0) und |1) koénnen als Basisvektoren eines zweidimensionalen Vektorraums
aufgefasst werden, womit man festlegen kann:

0= ().

Somit ist:
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2.2 Vom Qubit zum Quantenregister

Wie wir spéter sehen werden bendtigen wir fiir die meisten Quantenalgo-
rithmen mehr als nur ein einziges Quantenbit. Wir definieren in diesem Ab-
schnitt was ein Quantenregister ist und wie es sich darstellen lasst.
Zuerst betrachten wir jedoch ein klassisches Register. Es handelt sich hierbei
um eine Folge von Bits die jeweils die Zusténde 0 und 1 annehmen kénnen.
In einem klassischen 2-Bit Register sind beispielsweise die Zustédnde 00, 01,
10 und 11 moglich. Diese Zustdnde kann man als Bindrdarstellung ganzer
Zahlen auffassen, in unserem Beispiel also 0, 1, 2 und 3.
Es ist somit moglich auf diese Weise mit einem n-Bit Register die Zahlen
0,1,...,2" — 1 darzustellen.
Wie wir bereits gesehen haben kann sich ein Quantenbit im Gegensatz zu
einem klassischen Bit in einer Uberlagerung der beiden Zustéinde befinden.
Betrachten wir nun beispielsweise ein Register mit zwei voneinander un-
abhéngigen Quantenbits

|R) := [x1)]z0),

wobel

lz0) = 70[0) +711),
|z1) = Bol0) + B11).

Das komplette Register konnen wir als Kroneckerprodukt (auch bekannt als
Ternsorprodukt) der beiden Zustinde des Quantenbits definieren.

|R) = |z1)|20) =
= (B0l0) + B1[1)) - (70]0) +m[1)) =
= B070(0)[0) + Bor1(0)[1) + B1vo1)[0) + Biva|1)[1) =:
=: a00]00> + 0401‘01> + Oé10|10> + 0111|11>

Interpretieren wir die Indizes als Binédrdarstellung ganzer Zahlen, so kénnen
wir ein Quantenregister wie folgt definieren:

Definition 2.2.1. Ein n-Bit Quantenregister |R) ist eine Hintereinander-
schaltung von n Quantenbits und kann sich in Zustinden der Form

2" —1

B =3 aii)

=0
befinden, wobei a; € C und

2" —1

D i =1.
=0

Eine Messung des Registers ergibt mit Wahrscheinlichkeit |o;|? den reinen
Zustand |i).
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Analog zu Quantenbits konnen wir die Zusténde eines Quantenregisters mit
n Bits als 2"-dimensionalen Vektor auffassen. Die Basis bilden hierbei wieder
die reinen Zusténde [0...0),]0...01),...,[1...1).

Es gilt die Zuordnung:

[an}

0...0) =: eCc?”,

oo o ---

e C?,

.= |ec

—_— O

Wie bereits in Abschnitt 1.3 angedeutet, konnen quantenmechanische Teil-
chen verschrankt sein. Diesen Effekt nutzt man hiufig aus um spezielle
Zustdnde im Quantenregister zu erzeugen. Es existiert z.B. die Moglichkeit
ein 2-Bit Quantenregister auf die Form |R) = %(\O@ + |11)) zu bringen.
Misst man nun eines der beiden Quantenbits, so bricht der Superpositionszu-
stand zusammen und man weify ohne weitere Messung, dass sich das zweite
Bit im gleichen Zustand befindet. Wir nennen das Quantenregister in diesem
Fall verschrinkt (engl.: entangled).

Verschriinkte Quantenregister konnen nicht als Kroneckerprodukt mehrerer
Quantenbits geschrieben werden, da die Quantenbits nach der Verschrankung
nicht mehr voneinander unabhéngig sind.

2.3 Operationen auf Qubits und Quantenregistern

In diesem Abschnitt werden wir uns mit zwei Klassen von Operationen auf
Quantenregistern befassen.

Der erste Unterabschnitt befasst sich mit unitdren Matrizen, mit denen man
Operationen auf Quantenregistern beschreiben kann.

Im zweiten Unterabschnitt behandeln wir die erste Klasse von Operationen,
die sich dadurch auszeichnen, dass sie nur auf einzelne Qubits wirken.
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Im dritten Unterabschnitt lernen wir die Klasse der kontrollierten Operatio-
nen kennen. Dies sind Operationen, die nur auf ein Quantenbit wirken, wenn
ein oder mehrere andere Quantenbits (sogenannte Kontrollbits) im Zustand
|1) sind.

2.3.1 Unitare Matrizen

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben kénnen wir uns den Zustand
eines n-Bit Quantenregisters als Einheitsvektor in C2" vorstellen. Um Quan-
tenalgorithmen zu konstruieren miissen wir jedoch auch eine Mdglichkeit
haben den Zustand eines Registers &ndern zu kénnen.

Wir stellen an eine Operation auf einem Quantenregister folgende Forderun-
gen:

1. Ein zul&ssiger Zustand soll wieder ein zuléssiger Zustand werden. Wir
miissen also ein Einheitsvektor wieder auf einen Einheitsvektor abbil-
den (Ldngenerhaltung).

2. Das Skalarprodukt zweier Zusténde soll nicht veréindert werden, damit
die Bilder orthogonaler Vektoren wieder orthogonal sind ( Winkelerhal-
tung).

Diese Forderungen fithren uns zwangsldufig auf unitéire Abbildungen.

Definition 2.3.1. Fine Operation auf n Quantenbits ist eine unitire Ab-
bildung U : C*" — C?".

2.3.2 Operationen auf einem Qubit

Diese Klasse von Operationen kann man sich am besten in der Matrix-
schreibweise vorstellen. Es handelt sich hierbei um eine Multiplikation einer
unitiren Matrix mit dem Zustandsvektor des Quantenbits.

Ein wichtiger Vertreter dieser Klasse ist die Hadamardtransformation, wel-
che ein Quantenbit von einem reinen Zustand |0) oder |1) in eine Superpo-
sition beider Zusténde tiberfithrt und umgekehrt.

Sie wird durch folgende Vorschrift definiert:

0) = —=(10)+ 1),
1
2510 = 1),

In Matrixdarstellung kann die Hadamardtransformation definiert werden als

-l )

) =
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Lemma 2.3.2. Die Hadamardtransformation ist eine unitire Abbildung.
Beweis. Da H nur reelle Eintréige besitzt und symmetrisch ist, gilt
H'=d" =H.

Damit folgt:

H' H=H" H=H -H=

G- G9-60)

N =

Weitere wichtige Operationen auf Quantenregistern sind durch die Pauli-

x=(03).
v (U0,
o)

2.3.3 Kontrollierte Operationen

Matrizen gegeben:

Z

Bei der zweiten Klasse von Operationen handelt es sich um die kontrollierten
Operationen. Ein typisches Einsatzgebiet dieser Operationen ist die Nach-
bildung klassischer Bitoperatoren auf einem Quantencomputer. Betrachten
wir das klassische exklusive Oder (kurz XOR), dargestellt durch die in Ta-
belle 2.1 angegebene Rechenvorschrift, sehen wir, dass diese Abbildung nicht
umkehrbar ist, da 04 0=0=141und 160=1=041.

=) =)
O

53]
0
1
Tabelle 2.1: Rechenvorschrift fiir das ,,exklusive Oder”.
Da aber, wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, Operationen auf Quantenregistern
umkehrbar sein miissen, ersetzen wir diese Abbildung durch eine umkehrbare

Version, indem wir uns zusétzlich zum Ergebnis der Operation den ersten
Operanden merken.
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Lemma 2.3.3. Eine unitire Version des ,,exklusiven Oder”, auch bekannt
als kontrolliertes exklusives Oder bzw. CNOT, ist durch die Abbildung

[2)|y) = |z)ly ® )
gegeben.

Beweis. Fiir die Abbildung gilt:
10)]0) = 10)|0 & 0) = |0)[0),

0)1) = 10)|1 ® 0) = [0)]1),

) =
[10) = [HI0@ 1) = [1)]1),
) =

D) = DL @ 1) = [1)]0).

Die Abbildung vertauscht demnach [1)|0) mit |1)|1) und ldsst die anderen
beiden Zustéinde unverdndert. Die Bilder der Abbildung bleiben unterscheid-
bar. Erneutes Anwenden der Abbildung tauscht die Komponenten wieder
zuriick, weshalb in diesem Fall die Abbildung mit ihrer Umkehrabbildung
iibereinstimmt. Da die Abbildung obendrein mit einer symmetrischen, reell-
wertigen Matrix dargestellt werden kann, ist sie unitér. O

Eine wichtige Eigenschaft kontrollierter Operationen ist, dass sie nur wir-
ken, falls das Kontrollbit im Zustand |1) ist. Im obigen Fall wirkt also die
Pauli-Matrix X auf das zweite Quantenbit, wenn das erste Bit im Zustand
|1) ist. Falls das Kontrollbit |0) ist, wird das Register nicht gedndert. Mit
kontrollierten Operationen kdnnen somit, wie wir spater noch sehen werden,
Bedingungen in Quantenalgorithmen formuliert werden.

) * )

ly) X ly © )

Abbildung 2.1: Symbol fiir das kontrollierte XOR.

Eine weitere wichtige Operation fiir Quantencomputer stellt das Toffoligat-
ter dar, da dies, wie z.B. das NAND-Gatter bei klassischen Computern, ein
universelles Gatter ist.

Mit Hilfe dieser Operation ist es moglich klassische Schaltungen auf einem
Quantencomputer umzusetzen. Wir werden aber spéter noch sehen, dass
dieses Gatter auch sehr wichtig ist um arithmetische Operationen auf Quan-
tencomputern durchfithren zu kénnen.
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8
S~
'

&

>

— [z ® (zAy))

Abbildung 2.2: Symbol fiir das Toffoligatter.

Lemma 2.3.4. (Toffoligatter) Das Toffoligatter beschreibt eine unitire Ab-
bildung.

Beweis. Der Beweis hierfiir funktioniert analog zum Beweis von Lemma
2.3.3. O

2.4 Einfache Rechenschritte

Nachdem wir einige Operationen kennengelernt haben stellt sich die Frage
wie der Aufwand von Quantenalgorithmen abgeschitzt werden kann. Hierzu
miissen wir definieren was einfache Rechenschritte auf einem Quantencom-
puter sind.

Wir werden sehen, dass wir unsere Quantenalgorithmen mit Hilfe von Gat-
tern konstruieren kénnen bei denen hochstens 3 Quantenbits beteiligt sind,
weshalb wir einen einfachen Rechenschritt wie folgt definieren:

Definition 2.4.1. Fin einfacher Rechenschritt auf einem Quantencomputer
ist eine unitdre Transformation an der hichstens drei Bits beteiligt sind.

Um den Aufwand einer Registeroperation abzuschitzen, muss man diese
also in Drei-Bit-Transformationen zerlegen.

2.5 Interaktion mit Quantencomputern

Bisher haben wir uns nur damit beschéftigt, wie wir Daten in einem Quan-
tencomputer speichern kénnen und wie wir sie manipulieren kénnen. In die-
sem Kapitel betrachten wir, wie wir mit einem Quantencomputer interagie-
ren kénnen, das heifit primér: Wie konnen wir Daten eingeben und ausgeben.
Zu beachten ist immer, dass jegliche Interaktion mit einem Quantencompu-
ter damit verbunden ist, dass wir das quantenmechanische System verédndern.
Wir diirfen also nur an gewissen Stellen in die Algorithmen eingreifen und
miissen uns der Folgen fiir den Algorithmus stets bewusst sein.
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2.5.1 Eingabe von Daten

Um Daten in den Quantencomputer einzugeben haben wir mehrere Mog-
lichkeiten. Eine davon ist, dass wir den Zustand des Quantenregisters zu
Beginn des Algorithmus steuern kénnen.

Nehmen wir an wir betrachten den Kernspin als Quantenbit (siehe auch
Anhang C.3), so kénnen wir durch eine Messung des Spins vor dem eigent-
lichen Algorithmus sicherstellen, dass das Teilchen im Zustand |1) oder [{)
ist. Lassen wir den Algorithmus ablaufen, starten wir mit genau einer dieser
beiden Moglichkeiten, da eine Superposition beider Zustdnde aufgrund der
Messung nicht mehr moglich ist.

Eine zweite Moglichkeit die Eingabe des Algorithmus zu steuern stellt der
Versuchsaufbau an sich dar. Wie wir sehen werden, kénnen manche Schritte
eines Quantenalgorithmus auf klassische Rechner ausgelagert werden. Die
dort erhaltenen Resultate steuern den Ablauf des Quantenalgorithmus, in-
dem man die Schaltung passend zu diesem Ergebnis konstruiert.

Eine weitere Moglichkeit zur Steuerung des Algorithmus und der Eingabe
von Daten besteht darin, dass man an gewissen Stellen im Algorithmus das
Register - oder zumindest Teile davon - misst. Das Ergebnis ist in vielen
Féllen ohne weitere Bedeutung, jedoch bewirkt dies, dass ein Superpositi-
onszustand soweit zusammenfillt, dass er dem Messergebnis entspricht.
Das letzte Mittel bietet eventuell eine gute Moglichkeit um eine gewisse Feh-
lerkorrektur im Algorithmus durchzufiihren. Wir werden bei der Konstruk-
tion arithmetischer Operationen auf einem Quantencomputer Stellen sehen,
an der man eine Messung einbauen konnte deren Ergebnis scheinbar nicht
weiter von Bedeutung ist. Jedoch wissen wir dort, dass ein Teil des Registers
in einem bestimmten Zustand sein sollte. Finden wir nun bei der Messung
einen anderen Wert, wissen wir, dass ein Fehler im Algorithmus aufgetreten
sein muss und kénnen abbrechen (siehe hierzu Bemerkung 3.3.2). Falls wir
den wahren Wert gemessen haben wissen wir zumindest, dass die bisherigen
Schritte plausibel waren und erreichen aber, dass Zustédnde, die nicht zu dem
Ergebnis passen, zerstort werden.

2.5.2 Ausgabe von Daten

Die Datenausgabe in einem Quantencomputer erfolgt grundsétzlich iiber
Messungen. Bei einer Messung erhalten wir immer genau einen der Zusténde
in denen sich das Quantenregister zur Zeit befindet. Eine Superposition ist
nicht erkennbar.

Ziel von Quantenalgorithmen ist es das Quantenregister in einen Zustand zu
versetzen, so dass bestenfalls am Schluss nur ein eindeutiges Ergebnis ent-
steht (vgl. Algorithmus 3.2.2) oder man zumindest mit hoher Wahrschein-
lichkeit mit dem Messergebnis den gewiinschten Wert ermitteln kann.
Mathematisch gesehen stellt eine Messung die Projektion des Zustandsvek-
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tors auf einen Unterraum dar. Wir fassen den Zustand eines n-Bit Quan-
tenregisters als Vektor im C2" auf. Dieser wird von den Basisvektoren |0),
1), ..., |2" — 1) aufgespannt. Messen wir nun m Quantenbits im Register,
so sind deren Zusténde festgelegt und das Quantenregister befindet sich in
dem zum gemessenen Zustand passenden 2"~ ™-dimensionalen Unterraum.

Beispiel 2.5.1. Messen eines Quantenbits im Quantenregister
1
|[B) = |wo)z1) = 5(]00) +01) +[10) + [11))

liefert folgende mdglichen Fille:

2.6 Grundregeln fiir Quantenalgorithmen

Zusammenfassend stellen wir einige Grundregeln auf, die Quantenalgorith-
men beriicksichtigen miissen (vgl. auch [16] Kap. 1.2).

Grundregel 2.6.1. Fin Quantenbit ist die kleinste Informationseinheit in
einem Quantenregister. Klassische Bits sind ein Spezialfall von Quantenbits.

Grundregel 2.6.2. Quantenalgorithmen sind probabilistisch.

Grundregel 2.6.3. Messungen zerstiren eine Superposition quantenme-
chanischer Zustinde.

Grundregel 2.6.4. In einem n-Bit Quantenregister konnen wir mit 2™ ver-
schiedenen Zustinden rechnen. Der nutzbare Bereich ist daher exponentiell
grofier als der eines klassischen Rechners.

Grundregel 2.6.5. Operationen auf einem Quantencomputer miissen um-
kehrbar sein um eine Superposition nicht zu zerstéren.

Grundregel 2.6.6. Quantencomputer ermdglichen massive Parallelisierung.
FEin Rechenschritt auf einem n-Bit Register kann gleichzeitig 2" Werte dndern.

Grundregel 2.6.7. Quanteninformation kann nicht kopiert werden ohne
den Ausgangszustand zu verdndern (no-cloning-theorem ).

Grundregel 2.6.8. Quantenregister sind immer im Zustand |0) initiali-
siert. Wollen wir einen Quantenalgorithmus mit einem Register starten, das
sich in einem anderen Zustand befindet, miissen wir Diesen zuerst mit pas-
senden Quantenoperation erzeugen.
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In diesem Kapitel widmen wir uns ersten Quantenalgorithmen. Zuerst be-
trachten wir einen Zufallsgenerator, mit dessen Hilfe wir die Wirkung von
Hadamardgattern und der Messung betrachten und danach den Algorithmus
von Deutsch. Hier werden wir sehen, wie wir aus einer klassischen Funktion
einen Quantenalgorithmus bauen kénnen und wie man durch Quantenparal-
lelismus Vorteile gegeniiber klassischen Verfahren hat. Danach betrachten
wir, wie wir mit den in den vorherigen Kapiteln angesprochenen Quanten-
gattern arithmetische Operationen wie Addition, Multiplikation und Ezpo-
nentiation durchfithren kénnen. Am Schluss widmen wir uns der Quanten-
fouriertransformation, die wir im Algorithmus von Shor benétigen.

3.1 Ein Zufallsgenerator

Algorithmus 3.1.1. Zufallsgenerator
Eingabe: n € N (Anzahl der Bits).
Ausgabe: Eine zufillige Zahl zwischen 0 und 2" — 1

15
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1. Lege ein n-Bit Quantenregister |R) im Zustand |0...0) an.

n

2. Wende die Hadamardtransformation auf alle Quantenbits an.

3. Miss das Register |R) und gib das Ergebis aus.

Im ersten Schritt wird das Quantenregister in den reinen Zustand |0) ver-
setzt. Wendet man auf jedes Bit des Registers die Hadamardtransformation
an wird es in eine Superposition aller méglichen Zustdnde versetzt, also
ausgeschrieben:

Ho|R) = <\}§>n.2§1|¢>.

Misst man dieses Register erhélt man eine Zahl zwischen 0 und 2™ — 1.

Anzumerken ist, dass es sich hier um einen echten Zufallsgenerator handelt
und keinen Pseudozufallsgenerator wie bei klassischen Rechnern.

3.2 Algorithmus von Deutsch

Als zweites Beispiel betrachten wir den Algorithmus von Deutsch (vgl. [13]
Kapitel 2.6 und [8] Abschnitt 3).

Es handelt sich hierbei um einen Algorithmus mit dem man untersuchen
kann, ob eine Funktion f : {0,1} — {0, 1} konstant ist oder nicht. Auf einem
klassischen Computer miissen wir f(0) und f(1) berechnen um eine Aussage
dariiber treffen zu koénnen. Mit Hilfe eines Quantencomputers kénnen wir
dies entscheiden, indem wir nur eine Messung durchfiihren.

Das Ziel ist eine unitére Operation zu finden, mit deren Hilfe wir die gege-
bene Funktion auswerten konnen.

Um zu gewéhrleisten, dass die Operation umkehrbar ist, fithren wir (dhnlich
wie bei CNOT) ein Kontrollbit ein. Wir definieren uns somit eine Abbildung:

Uy [z)|y) — [z)|y & f(z)).
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Fiir die Funktion f existieren vier verschiedene Moglichkeiten:

fm:{g . 0
f(w)—{(l) . (11)
f(w)={(1) . (11
f(w)={1 . ()

Diese vier Fille setzen wir nun in Quantenalgorithmen um.
@) [x)]y) — [x)]y @ 0) = [)|y),

m {ro>ry> — [0y & 0) = 0)]y)
Dly) — W)y & 1),

) {|o>|y> — [0y @ 1)
[Dly) — W)y &0) = [1)]y),

(IV) [2)]y) — [z)ly & 1).
Somit ergibt sich:

Lemma 3.2.1. FEine Funktion f :{0,1} — {0,1} kann als Quantenversion
dargestellt werden durch

fle)y) — Uy - |2)ly)

wobei:
1000
010 0

MDUr=1g 01 0|
000 1
1000
010 0

MUr=10 090 1l
00 10
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0100
1000
M) Ur= |5 o 1 ol
0001
0100
1000
(IV) Uy := 000 1
0010

Algorithmus 3.2.2. Algorithmus von Deutsch

Eingabe: FEine Funktion f : {0,1} — {0,1}, die als Quantenversion (vgl.
Lemma 3.2.1 ) vorliegt.

Awusgabe: Die Funktion ist konstant, falls Messung den Wert 1 ergibt. Die
Funktion ist nicht konstant, falls Messung den Wert 3 ergibt.

1. Lege ein Quantenregister mit 2 Bit im Zustand |0)|1) an.

2. Wende die Hadamardtransformation auf beide Bits an.

3. Werte die Funktion f aus.

4. Wende die Hadamardtransformation erneut auf beide Bits an.

5. Messen des Registers und Ausgabe des Ergebnisses.

Bevor wir zur Analyse des Algorithmus kommen, betrachten wir eine Idee
des Algorithmus noch néher, die uns auch im Algorithmus von Shor begeg-
nen wird.

Die Anwendung der Hadamardtransformation kann als Basiswechsel aufge-
fasst werden

0) = [+) = = (10) + 1)),

1) = =) == = (10} - 1)

5

In dieser neuen Basis werten wir die Funktion aus und fithren anschlieend
wieder einen Basiswechsel zur urspriinglichen Basis durch. Damit erhalten
wir ein Ergebnis, welches unsere Funktion charakterisiert.

Wir analysieren nun die einzelnen Schritte des Algorithmus:

1. Wir starten mit einem Quantenregister im Grundzustand |0)|0). An-
wenden des Pauli-X-Gatters (vgl. Abschnitt 2.3.2) auf das zweite Quan-
tenbit erzeugt den gewiinschten Anfangszustand.
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2. Die Hadamardtransformation fiihrt den bereits angesprochenen Basis-
wechsel durch:

Ho|0)[1) = |+)[-) = %(I0>I0> = [0)|1) + [1)]0) = [1)|1)).

3. Anwenden der Funktion f : |z)|y) — |x)|y @ f(x)) erzeugt den Zu-

stand
Upl+l-) = 5 (010 7(0)) ~ (01 & FO)+
+Injoe £(1)) - |1>|169f( ) =
= 2(0)1F(0) — [0)1® £(0)) + VL)) — N1 & F(1)) =
= 2 (100 (1) ~ [T £(0) + 1) - (1) - 1@ F1))))-
Es gilt

@) = 1 f(z)) = (=1)/)- (o) - |1))

und daraus ergibt sich

((=1)7@0) + (=1 D)) - (j0) = [1).

N

Usl+)|=) =
Man erkennt:
e Mit f(0) = f(1) = « gilt

Us[+)|=) = (=1)%-

o Mit £(0) # f(1) gilt

= Usl+)|-) = (-=1)/ %(I0> [1)(0) = 1) =

4. Nun wenden wir die Hadamardtransformation erneut an, was dazu
fiihrt, dass der Basiswechsel wieder riickgéngig gemacht wird, d.h.

+) —10),
=) = 1)
e Ist f konstant, versetzen wir das Quantenregister in den Zustand
+[0)[1).
e Ist f nicht konstant, so erhalten wir den Zustand +[1)[1).
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5. Da das Register in beiden Fillen in einem reinen Zustand ist, kénnen
wir anhand des Messergebnisses bestimmen welcher Fall vorliegt. den
Zustand |0)|1) fassen wir als Messergebnis 1 auf, den Zustand |1)|1)
als Messergebnis 3.

Bemerkung 3.2.3. Bei der Interpretation des Messergebnisses wurde die
Reihenfolge der Quantenbits so festgelegt, dass sie der Lesereihenfolge ei-
ner Zahl in Bindrdarstellung entsprechen wobei das niedrigste Quantenbit
hier links steht. Im Begleitprogramm zu dieser Arbeit ist die Reihenfolge der
Quantenbits jedoch vertauscht, d.h. das niedrigste Quantenbit steht rechts.
Daher ist das Register zum Schluss im Zustand |2), falls die Funktion kon-
stant war.

3.3 Arithmetische Operationen

Wie wir bereits in Kapitel 2 gesehen haben, kann sich ein Quantenregister
in einer Superposition mehrerer Zustdnde befinden. Ziel in den folgenden
Abschnitten ist die Konstruktion eines Algorithmus, der diesen Zustand
zur parallelen Berechnung von Potenzen z* (mod n) nutzen kann, wobei
z,n € Nund k € {0,1,...,2" — 1} ist.

Wir werden im Folgenden, aufgrund der Komplexitéit des Verfahrens, nur
die Grundideen zur Realisierung arithmetischer Operationen auf Quanten-
registern - soweit diese fiir den Algorithmus von Shor nétig sind - nidher
behandeln. Eine ausfiihrlichere Behandlung aller Schritte und die Analyse
der verwendeten Quantengatter findet man in [4], [3] und [25].

3.3.1 Grundlegende Algorithmen

Wie bereits in der Einleitung zu diesem Abschnitt angedeutet, ist das Ziel
dieses Abschnitts die Konstruktion eines Algorithmus zur Berechnung der
Potenzen z° (mod n),z! (mod n),z? (mod n),...,z?"~! (mod n), wobei wir
die Parallelisierung ausnutzen wollen, die uns ein Quantencomputer bieten
kann.

Wie auch auf einem klassischen Rechner fithren wir diese Operation nicht
direkt durch, sondern fiihren sie auf die Multiplikation und Addition zuriick.
Die Grundoperation die wir durchfithren miissen ist die Addition modulo
n. Wollen wir eine klassische Zahl y < n zu einer Quantenzahl b addieren,
d.h. b entspricht allen Zahlen die in der Superposition des Quantenregisters
auftreten, so konnen wir dies als eine Funktion f auffassen mit

fly) = b+y fallsn —y > b
b+ (y—n) fallsn—y <b.

Eine offensichtliche Schwierigkeit ist, dass wir eine klassische Zahl mit einer
Quantenzahl vergleichen miissen, d.h. wir miissen im Quantenalgorithmus
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entscheiden, welche der beiden Additionen durchzufiihren ist. Ein weiteres
Problem ist, dass wir sicherstellen miissen, dass die Operation umkehrbar
ist um sie auf einem Quantencomputer durchfithren zu kénnen. Diesen Pro-
blemen widmen wir uns in Abschnitt 3.3.2.

Die Addition kénnen wir noch zuséitzlich mit einem Kontrollbit ausstatten
(vgl. Abschnitt 2.3.3) und somit die Multiplikation mittels folgender Idee
realisieren:

Sei
K-1 ‘
= Z b; - 2" mit b; € {0,1},

dann konnen wir schreiben:

=

—1
b-y (modn)= bi-(2°-y (mod n)).

i

I
=)

y und n sind hierbei klassische Zahlen, die bereits vor Beginn des Quan-
tenalgorithmus festgelegt sind.
Definieren wir ¢; := y - 2! (mod n), so kénnen wir das Produkt berechnen

K-1
b-y (mod n) Zb -¢;  (mod n) Zc, (mod n)

=0
7,:1

@‘

Auf dhnliche Weise, wie wir die Multiplikation auf die Addition zuriickgefiihrt
haben, kénnen wir auch das Potenzieren auf die Multiplikation zuriickfiithren.
Hierzu benutzen wir die bindre Exponentiation (engl. repeated squaring oder
square-and-multiply, vergleiche auch Algorithmus 5.2.1).

Sei
-1 ‘
k= k-2 mit k € {0,1},
i=0
dann ist
. L—1 -1
gk = gXilo k2" — H( ) Hw
i=0 kz:_O

Auch hier kénnen wir, da x eine klassische Zahl ist, wieder Vorbereitungen
treffen und definieren d; := 22 (mod n).
Somit erhalten wir

T
i}

k

z¥ (mod n) = d; (mod n).

[

=

K
I
—
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3.3.2 Umsetzung auf einem Quantencomputer

Nachdem wir in Abschnitt 3.3.1 eine Strategie entwickelt haben, wie wir
den Algorithmus umsetzen kénnen, wenden wir uns in diesem Kapitel der
Implementierung auf einem Quantencomputer zu.

Als erstes Hilfsmittel miissen wir einen Volladdierer konstruieren, welcher
aus drei Eingabebits a, b und ¢ die Summe s und ein Ubertragsbit ¢/ berech-
net.

s=a®bdc, (3.1)
d=(anb)V(cA(aVh)).
Da bei unserer Addition immer ein klassisches Bit a beteiligt ist, konstru-

ieren wir zwei Operationen in Abhéngigkeit von a. Hierzu benétigen wir
zusétzlich zu |b) und |c) noch ein weiteres Quantenbit:

FA(a=0): [b)[e)]0) —s [B)]b@ c)b A c),
FA(a=1): [b)]e)]0) — |B)|b @ c® 1)[bV c).

Um die Multiplikation effizient durchfithren zu kénnen konstruieren wir
einen Volladdierer, der zwei klassische Bits entgegennimmt und anhand eines
Kontrollbits entscheidet, welches der Beiden verwendet wird. Diese Opera-
tion hat die Gestalt

FA(a,a’) : [[)[b)|c)]0) — [D)[b)|s)]c),
wobei s und ¢ wie in (3.1), (3.2) berechnet werden mit

a fallsl=0
a =
a fallsl=1.

Zusétzlich zum Volladdierer benétigen wir einen Halbaddierer. Dieser un-
terscheidet sich vom Volladdierer nur dadurch, dass das Ubertragsbit nicht

berechnet wird,
HA(a,d) : [)[b)]e) — [1)[b)]s).

Haben wir Halb- und Volladdierer implementiert, konnen wir sie zu einem
Addierer zusammensetzen, indem wir K — 1 Volladdierer und einen Halb-
addierer miteinander verketten, wobei K die Anzahl der Quantenbits im
Register ist, aus dem die Quantenzahl gelesen wird. Wir erhalten

MADD(a,d’) : [b)|0)[1) — [b)|5)[1),

wobei a,a’,b Zahlen mit K-Bits sind und

a fallsl=1
—b d 2.
s {a falls 1 — 0 (04 27)
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Der hier vorgestellte Addierer kann mittels Toffoligattern, kontrollierten
XOR und Pauli-X-Gattern gebaut werden (siehe hierzu [4] S. 24 ff.). Wir
spendieren unserer Schaltung obendrein noch ein zweites Kontrollbit \l~>, da
wir den Addierer bei Bedarf auch deaktivieren kénnen wollen.

Wir konstruieren zuerst die Quantenschaltkreise der Halb- und Volladdie-
rer, die zu den vier moglichen Eingaben passen. Die folgenden Diagramme
sind von links nach rechts zu lesen, wobei wir, um Ubersicht bewahren zu
konnen, nach jedem Gatter den neuen Zustand des Quantenregisters ange-
ben werden:

ea=ad =0
Beide Eingabebits sind gleich, weshalb wir nur eine Schaltung konstru-
ieren miissen, welche 0 zur aktuellen Eingabe addiert.

1) [0 )

() () [B)
|e) ) X b c)
|0) X 0@ (bAc)) [bAc)

Abbildung 3.1: Volladdierer im Fall a = a’ = 0.

b ——————1b)

)

X —Jbde)

Abbildung 3.2: Halbaddierer im Fall a = a’ = 0.

ea=a=1

Auch hier sind die beiden Bits gleich, wir miissen allerdings sicherstel-

len, dass 1 addiert wird, falls |I) gesetzt ist und 0, falls |/) nicht gesetzt
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ist. Da es sich hier um eine etwas aufwendigere operation handelt,
definieren wir:

cr:=(cAD)@((c®l)AD)

() [B) [b) [B) [b)
[c) |e) X e@ly —a e@l) — X lcal®b)
[0y — X leAl) ——cAl) — X |e1) ——————— a1)

Abbildung 3.3: Volladdierer im Fall a = o’ = 1.

Falls |I) = 0 ist, erhalten wir wie gewiinscht

1D)[7)[b)|e)]s) — [D)[1)[b)|b & 0 @ c)|er) =
D)[1)[b)|b @ €)]0 B (c ® 0) Ab) =
NI

1) |b)[b @ c)|e Ab).

Ist ]l~> =1, so wird das Register folgendermaflen veréndert:

b
=!>\l>|b>|b@c€9 >I(CA1)@( HAb) =
= DBBIB® A1) ® (~enb) 2
= [DIDID)b® (e A1)V (1AD) =
= [DIDIB)[b @ (e A (1V )V (LAD)).

Die Identitét in (x) lasst sich durch einsetzen aller vier méglichen Kom-
binationen nachpriifen.

Den Halbaddierer realisieren wir mit folgendem Schaltkreis:
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1b)

le)

1)

leal)

[6)

le® @ b)

Abbildung 3.4: Halbaddierer im Fall a = a’ = 1.

e a=0,d=1

25

Diese Schaltung gestaltet sich etwas komplizierter als die bisherigen
Falle, da wir hier beide Kontrollbits beachten miissen. Wir geben
im Volladdierer daher nur die Operationen an und diskutieren die
Anderungen anschlieBend.

1)

1.

2.

3.

4.

5. 6.

Abbildung 3.5: Volladdierer im Fall a = 0,a’ = 1.

Der Zustand des Registers entwickelt sich wihrend des Algorithmus

wie folgt:
Loy = ba(IAD)
2. 10) = 0@ (b (IAD) A
3. pe(nD)) = ba(nD)a
4. I(b@(?M){ c) = |((be (
5. l¢) = e (IAT1)

o)) =@ (IAL)Ac)

(IAD)) = |b)

IAND)YAC)® (bAcC))

=:8)
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6. 13) = |50 (A (c® (IAD)))
7. e (IAND) = |ed (A @b

Zuerst halten wir fest, dass wir wie gewiinscht |b’) = |b) erhalten.

Ist =0 folgt

) = lb@c),
) =1bAc)@(bAe) =10),
|s"Y = [bAc).

Sei nun [ = 1. Dann ist

Iy =|bDl®c),
5) =[((b@ ) Ne) @ (bAC))

und daher

_ |0) furl=0
3) = -
le) fir I = 1.

Weiterhin gilt
s =15D (A (cd)))
und deshalb

) |b A c) fir i =0
S =
lc® (bA—c)) firl=1.

Durch Einsetzen der vier moglichen Kombinationen kénnen wir wieder
zeigen, dass

c®(bA-c)=(1AD)V(cA(1VD)).
Unser Volladdierer berechnet also das gewiinschte Ergebnis.

Den Halbaddierer kénnen wir mittels folgender Schaltung realisieren.

Ii) 1) )

) X le® I AD) X EENED)

Abbildung 3.6: Halbaddierer im Fall a = 0,a’ = 1.
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ea=1,d=0

Diesen Fall kénnen wir auf den Fall a = 0,a’ = 1 zuriickfithren, indem
wir zuerst das Kontrollbit [ mit einem Pauli-X-Gatter negieren, danach
die Schaltungen von Oben anwenden und zum Schluss das Kontrollbit
mit einem weiteren Pauli-X-Gatter zuriickstellen.

Als n#chstes miissen wir ein Verfahren finden, wie wir eine klassische Zahl
a mit einer Quantenzahl b vergleichen kénnen. Wir konstruieren diese Ope-
ration so, dass wir ein Quantenbit auf |1) setzen, falls @ > b. Dieses konnen
wir als Kontrollbit fiir unseren Addierer verwenden.

Die Idee unseres Algorithmus besteht darin, dass wir das Bitmuster der
Zahlen a und b von links nach rechts lesen, bis sich beide Zahlen an einer
Stelle unterscheiden.

Wir erhalten damit den Algorithmus:

Algorithmus 3.3.1. (Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen
Zahl)

Eingabe: a € N, |R) = |b)[1)|0...0) und K die Anzahl der Quantenbits im
Register |b).

Ausgabe: |V)|)|*..x) mitl =1< b < a.

Sei
E-1
a:= Z a;2"
i=0
und
E-1
b:= b;2"
1=0

mit a;,b; € {0,1}.
1. Fir alle 1 von K — 1 bis 1:

e Fulls: a; = b;: Setze i := 1+ 1 und gehe zu 1.
e Falls: a; =0 und b; = 1: Setze |I) = |0) und gehe zu 2.
e Fualls: a; =1 und b; = 0: Setze |l) = |1) und gehe zu 2.

2. Ende der Schleife.

Zur Illustration der einzelnen Schritte geben wir auch hier die verwendeten
Schaltkreise an:
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1. i = K — 1: Ist a; = 0 flihren wir folgende Operationen aus:

bi) —— X = |=bi) ————|=bi)
1) = 10) 10) 0)
|si) = |0) ————1[0) — X = [|7bi)

Abbildung 3.7: Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen Zahl bei
aK_1 = 0.

Mit dieser Schaltung erhalten wir:

b; = 1:|s;) — |0) und [I) — |0),
b; = 0:|s;) — |1) und [I) — |0).

Ist a; = 1 nutzen wir diesen Schaltkreis:

|b3) * bi) — X |7bi) ——e—— |=b;)
1) = |0) 10) 0) — X = [=bi)
si) =10) — X — |bi) |bi) |bi)

Abbildung 3.8: Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen Zahl bei
aK_1 — 1.

Mit dieser Schaltung erhalten wir:
bi = 1:|s;) — |1) und |I) — |0),

b; =0 :|s;) — |0) und |I) — |1).

In beiden Féllen haben wir sichergestellt, dass |s;) = |1) ist, falls beide
Bits gleich sind und |s;) = |0), falls wir |I) bereits bestimmen konnten.
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2. ie[l,K—1):

In diesen Schritten verwenden wir jeweils |s;11) aus der vorangegan-
genen Stufe als Kontrollbit, da wir den Vergleich nur durchfithren
miissen, wenn |l) noch nicht bestimmt werden konnte. An einer Stelle
werden wir von der in [4] angegebenen Schaltung abweichen, da man
an einer Stelle mit CNOT, statt einem Pauli-X-Gatter arbeiten muss.

Sei a; = 0:

|Si+1) |Si+1) . |Sit1)

1) 1) 1)

bi) —— X — [bi ® siv1) ® |bi D sit1)

si) = 10) 0) X [sit1 A (siv1 @ bi))

Abbildung 3.9: Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen Zahl bei a; = 0.

Sei s;41 = 0. Wie man leicht sieht, gilt in diesem Fall:

bi@SH_l :bi@O:bi,
Sit1 A (bi @ si+1) = 0A (b @ si+1) = 0.

Wie gewiinscht verdndern wir also den Zustand unseres Quantenregis-
ters nicht, da das Kontrollbit nur gesetzt wird, falls der Vergleich im
vorherigen Schritt kein Ergebnis geliefert hat.

Ist s;4+1 = 1 erhalten wir:

bi ® siv1 =b; &1 = —b;,
1 fallsb; =0

i1 N\ (b; D s; =1A-b; =
st A (b @ si) {o falls by = 1.

Da wir sichergehen kénnen, dass das Kontrollbit nur gesetzt ist, falls
|I) = |0) erreichen wir in diesem Fall:

b =1 :|s;) — |0) und |I) — |0),
bi = 0:]s;) — |1) und [I) — |0).
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Sei a; = 1:
[si+1) [si+1) [si+1) [sit+1)
) [) [1) X [le @ Asit1)
[b)) ———————— b)) —— X i1 D b;) |sip1 @ bi) =: |b')
ls) =10) —— X F—[0AD) 0) |0)

Abbildung 3.10: Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen Zahl bei
a; = 1.

Fiir s;41 = 0 gilt:

bi N sit1 =0,
b; ® siy1 = b,
(' A0)=1.
Wir erhalten die Identitét.
Sei nun s;41 = 1:
1®b; = -bn
1AD; =
0 fir bi = 0,

L (o A1) = o1 =l fallsb; =0
‘ S lle0=1 fallsb; = 1.

Da wir nun bereits wissen, dass das Bit |I) ungleich |1) ist, falls das
Kontrollbit gesetzt wurde, schlieflen wir:

b =1:|s;) — |1) und |I) — |0),
b; =0 :|s;) — |0) und |I) — |1).

3.1=0

Hier miissen wir nur einen Vergleich durchfiihren, falls ag = 1 ist, da
sonst, falls wir diesen Schritt auswerten miissen, auf alle Félle a < b
ist.
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|s1) * |s1) T |s1)

1) 1) X ——l®(siAb))

|bo) X [ |bo @ s1) i |bo ® s1) =t [b')

Abbildung 3.11: Vergleich einer Quantenzahl mit einer klassischen Zahl bei
ag = 1.

Auch hier wirken die Operationen nur, falls das Kontrollbit s; gesetzt
wurde.

Mittels der angegebenen Schaltung kénnen wir testen, ob eine klassische
Zahl a grofer ist als eine Quantenzahl b und setzen in diesem Fall ein Quan-
tenbit auf 1. Jedoch haben wir um den Vergleich durchzufithren noch weitere
Hilfsbits benétigt:

LT :|b)|2)]0...0) — [b)|z © y)|g(b))),

wobel

_J1 fallsb <a,
Yo fallsb>a

und ¢ eine nicht weiter bestimmte Funktion (g fiir garbage). Dass die Hilfs-
bits nicht notwendigerweise ungleich 0 sind stért uns jedoch, weshalb wir
eine Operation der Form

LT(a) : |b)|2)]0...0) — |b)]z & )]0...0)

konstruieren werden. Dazu wenden wir einen kleinen Trick an:

Die Umkehrabbildung von LT” kann leicht berechnet werden, da sie nur aus
selbstinversen Operationen zusammengesetzt ist. Wir miissen den Vergleich
daher nur riickwérts ausfithren um unerwiinschte Zusténde zu entfernen.
Wenden wir die Umkehrabbildung jedoch sofort an, verlieren wir auch unser
,, Vergleichsbit” wieder. Verwenden wir noch ein zusétzliches temporéres Bit,
kénnen wir das Ergebnis in ein anderes Bit kopieren und erhalten somit:

1. Gegeben ist ein Register |R) = [b)|z)[0)[0...0).
2. Berechne LT'(|b)[0)]0...0)) = |b)|y)|g(b))) und lasse |z) unveréndert.
3. Wende ein kontrolliertes exklusives Oder an:

CNOT(ly)|x)) = [y)|z ® y).
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4. Berechne LT'71(|b)|y)]g(b))) = |b)]0)]0...0)

Wir benétigen also zur Durchfithrung des Vergleichs K 41 zusétzliche Quan-
tenbits, die am Schluss der Operation wieder auf 0 gesetzt sind und deshalb
wieder fiir andere Teilalgorithmen genutzt werden kénnen.

Bemerkung 3.3.2. Die tempordiren Quantenbits sind nach diesem Schritt
im Zustand |0). Messen wir diese und erhalten ein anderes Ergebnis liegt ein
Fehler im Algorithmus vor und wir kénnen nicht mehr gewdhrleisten, dass
der restliche Algorithmus korrekt ablduft.

Messen wir jedoch |0) zerstort die Messung alle ,,falschen” Ergebnisse. Mit-
tels dieser Idee konnte man eventuell eine Fehlerkorrektur in Quantenalgo-
rithmen durchfihren (vgl. [23] S. 12).

Da wir nun alle ben6tigten Bausteine besitzen kénnen wir unseren Addierer
ADD, zusammenbauen:

1. Vergleiche mittels der Abbildung LT die klassische Zahl n — a mit der
Quantenzahl b. Damit wird |l) auf 1 gesetzt, falls a + b < n.

2. MADD addiert nun a, falls a +b < n oder 2K 4 g — N fallsa+b > n,
wobei im zweiten Fall das letzte Ubertragsbit nicht mehr berechnet
wird und diese Addition somit duquivalent zur Addition von a —n ist.

Auf diese Weise kann ein Addierer mit Hilfe von K + 1 temporiren Quan-
tenbits realisiert werden.

Mit einem #dhnlichen Trick wie vorhin konstruieren wir ein Verfahren, mit
dem wir auch hier den Arbeitsbereich wieder l6schen.

Wir nutzen dazu aus, dass f(b) := a+b (mod n) eine umkehrbare Abbildung
ist,daa+b+n—a=>b+n=> (mod n).

Wir kénnen also eine Quantenoperation konstruieren mit

F 2 |£(5))[0) — | £ (b)) [b).
Die Umkehrabbildung hierzu berechnet
F= [ f(0)[b) — |£(6))]0).

Auch in diesem Fall ist die Umkehrabbildung leicht konstruierbar, indem
wir den Algorithmus riickwérts durchlaufen.

Wir kénnen also einen Addierer zusammensetzen, der |b) mit dem Ergebnis
von |a+ b (mod n)) iiberschreibt (fiir weitere Details siehe [4] Kapitel V.
D.):

1. Starte mit einem Register |R) = |b)|0)|0)
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2. Berechne
ADD,(15)[0)[0)) = [B)[)]a+b  (mod n))

mit I =1A(b+a<n).
3. Drehe das Kontrollbit [ um:

1A (a+b<N))—|1A(a+b>N)).

4. Berechne

ADD! (la+b (mod n))|-0)|b)) = |a+b (mod n))|0)]0).

Der Addierer benétigt fiir das Zwischenergebnis K und fiir die Vergleiche
noch einmal K + 1 temporére Bits.

Achtung: Wir miissen beim Anwenden von ADD, ' die beiden Teilregis-
ter vertauschen. Dies konnen wir entweder klassisch durch Umbenennen der
Quantenbits realisieren, oder wie wir auch bei der Quantenfouriertransfor-
mation sehen werden mit 3K CNOT-Gattern.

Mit Hilfe des soeben konstruierten Addierers konnen wir nun auch einen
Multiplizierer konstruieren, indem wir K Addierer hintereinanderschalten.

Um auch hier eine ,,iiberschreibende” Operation zu konstruieren nutzen wir
aus, dass ggT'(a,n) = 1 und die Multiplikation daher invertierbar ist. Wir
konnen mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus a~! (mod n)
effizient auf einem klassischen Rechner berechnen und deshalb mit einem
dhnlichen Trick wie im Addierer einen Multiplizierer aus mehreren Ad-
dierern zusammensetzen, welcher die Eingabe iiberschreibt und alle tem-
pordren Quantenbits wieder auf |0) setzt. Um diese Operation zu realisieren
benstigen wir noch ein weiteres temporéres Bit, weshalb wir mittlerweile bei
2K + 2 temporiren Quantenbits angelangt sind.

Mit Hilfe des Multiplizieres kénnen wir Potenzen berechnen (vergleiche Ka-
pitel 3.3.1). Hierbei miissen wir uns aber nicht mehr darum kiimmern, dass
die Eingabe {iberschrieben wird, da wir das Ergebnis der Rechnung in einem
seperaten Teilregister abspeichern. In diesem Schritt werden keine weiteren
temporaren Bits benotigt.

Zum Abschluss halten wir noch kurz das Resultat dieses Kapitels fest:

Satz 3.3.3. Sei K die Anzahl der Quantenbits im Register. Dann kénnen
wir mit O ((logn)*) Quantengattern und O(logn) zusitzlichen Quantenbits
Potenzen berechnen.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass wir 2K + 2 zusétzliche Quantenbits
bendtigen. Durch Abzéhlen aller nétigen Operationen kann man zeigen, dass
wir mit O ((log n)?’) Quantengattern Potenzen auf einem Quantencomputer
berechnen konnen (siehe hierzu auch [4] Kapitel VI B. und die Implemen-
tierung des Algorithmus im Begleitprogramm zu dieser Arbeit.). O
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3.3.3 Bedeutung fiir die Praxis

Wir haben nun Mdoglichkeiten gesehen, wie wir einige Grundrechenarten auf
Quantencomputern ausfithren kénnen. Eine schone Eigenschaft daran war
die parallele Berechnung der Ergebnisse. Wie wir auch gesehen haben, ist die
Anzahl paralleler Berechnungen nur durch die Grofle des Quantenregisters
begrenzt und geschieht automatisch. Leider erhélt man bei einer Messung
des Registers nur ein Ergebnis der Berechnung und zerstért gleichzeitig auch
die anderen Berechnungen, weshalb diese Algorithmen nicht dazu geeignet
sind klassische Verfahren massiv zu beschleunigen. Wie wir jedoch sehen
werden ist der Algorithmus von Shor mit einer gewissen Nachbearbeitung in
der Lage diese Parallelitéit gewinnbringend einzusetzen, indem nicht sofort
nach der Anwendung der Operation gemessen wird, sondern eine gewisse
Nachbereitung stattfindet.

3.4 Die Quantenfouriertransformation

Die Fouriertransformation ist ein sehr wichtiges Hilfmittel fiir Mathemati-
ker, Physiker und Ingenieure. Angewendet wird sie z.B. in der Optik, Akus-
tik, Signalanalyse, Bildbearbeitung und Computeralgebra.

Eine effiziente Moglichkeit zur Berechnung der Fouriertransformation kann
somit den Aufwand fiir eine Vielzahl von Anwendungen senken. Wie wir in
Kapitel 4 noch sehen werden, ist auch fiir den Algorithmus von Shor die
Fouriertransformation wichtig.

Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Quantenalgorithmus zur Durchfithrung
der Fouriertransformation zu finden. Eine detailliertere Behandlung des The-
mas findet sich in [16] S.73-82.

3.4.1 Die klassische Fouriertransformation

Bevor wir uns mit der Quantenfouriertransformation beschéftigen, gehen
wir kurz auf die klassische diskrete Fouriertransformation ein. Diese ist wie
folgt definiert:

Definition 3.4.1. (diskrete Fouriertransformation) Gegeben seien N Daten
(xo,...,xN—-1), dann ist die diskrete Fouriertransformation definiert als die
Abbildung

(330’ "'733]\/—1) — (yOa "'7yN—1)a
wobei
wi-jk/ ).

1 N—-1

2

= —— (&
Yk ~ ]z;

Da jede der N Komponenten des Ergebnisses aus einer Summe mit N Sum-
manden besteht, kann der Aufwand der Fouriertransformation mit O(N?)
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abgeschétzt werden. Benutzen wir n = [logy, N | Bits zur Darstellung von
N, bekommen wir also eine Komplexitit von O(2P°%(")), Setzt man die so-
genannte Fast Fourier Transformation ein, kann man den Aufwand noch
auf Groflenordnung O(N log N) erniedrigen, verglichen mit der Anzahl der
zur Darstellung von N benétigten Bits bleibt der Aufwand jedoch weiterhin
exponentiell (vgl. hierzu [7] S.222).

3.4.2 Quantenfouriertransformation

Die Quantenfouriertransformation wird dhnlich zur klassischen Fouriertrans-
formation konstruiert.

Definition 3.4.2. (Quantenfouriertransformation) Gegeben sei ein Quan-
tenregister mit n Quantenbits. Sei |k) € {|0),...,|N — 1)}. Dann ist

QFT“{ Z 2m]l~c/N‘J

Wenden wir diese Operation auf ein Quantenregister an, das sich im Zustand
|R) = Z;V;()l xj|j) befindet, erhalten wir:

N-1 N—-1
QFT Y aylk) = > z,QFT|k) =
k=0 k=0
N-1 =
— Tk eQm]k/N’j
k=0 N 7=0
N1< 1 Nl
. omi-jk/N ) N
= =€ x| 17) =
7=0 \/N k=0
N—-1
= ) _yjld)
§=0

Die Quantenfouriertransformation einer Superposition ist somit gleich der
Superposition mit fouriertransformierten Amplituden.
Die Fouriertransformation kann durch folgende Matrix beschrieben werden
(Der Exponent wird hierbei als Produkt von Zeilen- und Spaltenindex ge-
schrieben um die Struktur besser sichtbar zu machen):
00 W01 . W0 (N=1)
- 1 w10 Wil . Wl (N=1)
VN : : : : ’

W(N=1)0  (N-1)1

2mi/N

wobel w :=¢ eine N-te Einheitswurzel ist.
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Satz 3.4.3. Die Quantenfouriertransformation ist eine unitdre Abbildung.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass eine Matrix (und daher auch die
zugehorige Abbildung) unitér ist, wenn die adjungierte Matrix gleich der
Inversen ist. Daher reicht es zu zeigen, dass

1 Nl
N Z W™ = g,
k=0
Fall1: I =m
N—-1 N-1
1 Ik, ~lk _ N
k=0 k=0

Fall 2: I #m

1 Nl 1 Nl

N wlkw—mk N Z w(l m)k
k=0 k=0
N—-1
_ 1§ eri-mr/N
N k=0
N—-1
_ 1 (627ri(lfm)/N>k'
N k=0 \—
=k
Behauptung:
N—-1
k=0
Beweis:

Wir nutzen hierbei aus, dass w eine N-te Einheitswurzel ist, also:
N_q

Damit folgt sofort, dass auch @ eine N-te Einheitswurzel ist, denn
N _
N = <wl*m) = (wN)l B L}

Obendrein gilt w # 1, da | # m.
Somit folgt:

0=aV-1=@-1)- - @'+ 2 +..+1) =

N—-1
@-1->
T k=0
N-1
~k
= w 0
k=0
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3.4.3 Aufwand der Quantenfouriertransformation

Um den Aufwand der Quantenfouriertransformation zu Berechnen, zerle-
gen wir die Operation in einzelne Quantengatter. Hierfiir nutzen wir die
Bin#rdarstellung einer ganzen Zahl (my,...,my € {0,1})

n—1
mims..my = mj - V-1 4 ms - oN=2 4 . + Jo - 20 = ZQj “MN_j,
7=0

bzw. fiir Briiche:

my M2 my

O.mlmQ...mN = ? 22 2N

In dieser Notation gilt

mimeo.. My = 2V 0.mimsa...mpy.

Anwenden der Quantenfouriertransformation auf einen Zustand |j) in einem
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n-Bit Quantenregister ergibt demnach (mit N := 2")

=2

QFTIj) = e2miak/IN | k)

1
Ll

e27rijk1...kn/N|k> —

b
Il
o

- o 5

N
3
|

—

2mij0.k1...kn ’k‘> —

- on/2 €

il
=)

n

[\
—_

1
= 57

o2 S kr/2m ’k> _

[}
>
Il
o

n

[\
—_

n
H e27rzgk,~/27 |k7

r=1

~FE Y- 5 (H i ) k) —

ksnfo

:23/2; 5 <H ’”) ).} =

’VL*O

1
3 ([l
i _0 —
2n/2 H Z 2T 2 |y ) =

r=1k,=0
- 2:/2 H (10 + ey ).
r=1

In unserer Schreibweise gilt

N

2n/

b
=l
o

o2 /2" — 2mi-(f1g2-n—r+0Jn_(r—1)-dn) —

_ ( 27ri)j1j2---jn7T - 200G (o 1)-din —

{rc

=1
— 627T7;'0.jn_(7._1)...jn .

Daher erhalten wir

Ein wichtiges Bauteil fiir die Konstruktion der Quantenfouriertransformati-
on stellt das sogenannte Rj-Gatter dar, welches wie folgt definiert ist:
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Definition 3.4.4. Das Rj-Gatter ist ein Quantengatter, das durch folgende
Matriz definiert ist:

_ (10 o 2mi)2k
Ry = (O €>, mit ( :==e

Da ¢ - ¢ = 1 handelt es sich auch hier um eine unitire Abbildung und
unser Gatter ist eine zuléssige Quantenoperation. Mit kontrollierten Rg-
Gattern und Hadamardgattern konnen wir uns einen Quantenschaltkreis
konstruieren, der die in Formel 3.3 angegebene Abbildung realisiert.

Satz 3.4.5. Die Quantenfouriertransformation auf n Quantenbits kann mit
O(n?) Quantengattern realisiert werden.

Beweis. Wir haben die Quantenfouriertransformation bereits so weit zer-
legt, dass wir die elementaren Operationen ablesen kénnen, die wir zur Im-
plementierung benétigen.

Wie bereits in Formel 3.3 gezeigt wurde kénnen wir die Fouriertransforma-
tion realisieren, indem wir eine Hadamardtransformation je Quantenbit an-
wenden (dies erzeugt auch den nétigen Normierungsfaktor) und anschliefend
noch mittels kontrollierten Rj-Gattern die Amplitude von |1) anpassen.
Man kann nun leicht sehen:

e Beim ersten Quantenbit bendtigt man eine Hadamardtransformation.

e Beim zweiten Quantenbit bendtigt man eine Hadamardtransformation
und ein Rji-Gatter.

e Beim dritten Quantenbit ben6tigt man eine Hadamardtransformation
und zwei Rj-Gatter.

® USW.

Insgesamt brauchen wir also

= 1
Zz’zi-n-(rH—l)
=1

Operationen.

Abbildung 3.12 zeigt am Beispiel eines 4-Bit Registers den Aufbau der Quan-
tenfouriertransformation.

Zu beachten ist, dass der hier vorgestellte Schaltkreis die Reichenfolge der
Bits vertauscht, was auch im Schaltbild durch die Indizes der Quantenbits
angedeutet ist. Wir miissen also nach Anwendung der Fouriertransformation
die Quantenbits wieder zuriicktauschen. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten:
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[74)

1)

|73) [j2)

Abbildung 3.12: Quantenfouriertransformation mit 4 Quantenbits, die den Zu-
stand |j) nach |j) tiberfiihrt.

|72)

e Wir konstruieren einen Quantenschaltkreis mit dessen Hilfe wir je zwei
Quantenbits vertauschen konnen (dies kann durch anwenden von je
drei CNOT-Gattern erreicht werden, weshalb wir noch L% -n] Quan-
tengatter zusétzlich bendtigen).

e Man vertauscht die Quantenbits rein klassisch, indem man nach der
Operation das Quantenregister riickwérts liest.

Der Aufwand die Quantenbits zu vertauschen ist also linear in n, weshalb
wir fiir den Gesamtaufwand der Fouriertransformation O(n?) erhalten. [

Bemerkung 3.4.6. Peter Shor nutzt in seiner Arbeit aus, dass bei den kon-
trollierten Ry-Gattern das Kontroll- und Zielbit vertauscht werden kénnen
ohne etwas an der Wirkung der Operationen zu dndern. Der dort angege-
bene Schaltkreis weicht also von dem hier verwendeten ab, obwohl er zum
gleichen Resultat fiihrt.
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Nachdem wir in den vorherigen Kapiteln gesehen haben, was ein Quanten-
computer ist und anhand kleinerer Algorithmen die Vorziige von Quantenal-
gorithmen studiert haben, widmen wir uns nun dem eigentlichen Thema der
Arbeit, dem Algorithmus von Shor.

Problemstellung: Wir haben eine ungerade Zahl n € N und wissen, dass
es sich hierbei um eine zusammengesetzte Zahl handelt. Wir mochten nun
einen Faktor z € N finden, so dass n = z - k fiir ein geeignetes k € N.
Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, fithren wir noch wichtige Hilfs-
mittel ein, die im Algorithmus benétigt werden.

4.1 Der euklidische Algorithmus

Fiir den Quantenalgorithmus bendtigen wir eine zur Eingabe n teilerfremde
Zahl, somit miissen wir uns ein Hilfsmittel beschaffen um nachzupriifen, ob
zwei Zahlen teilerfremd sind.

Mit dem euklidischen Algorithmus haben wir die Moglichkeit zu ermitteln,
wie grofl der grifite gemeinsame Teiler (kurz: ggT) zweier ganzer Zahlen
ist. Wir definieren:

Definition 4.1.1. (Teilbarkeit) Seien a,b € N. Wir nennen a einen Teiler
von b (Kurzschreibweise alb), wenn es ein ¢ € N gibt mit b= c - a.

41
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Definition 4.1.2. Seien x,y € N. Die Zahl z € N wird definiert als ggT'(z,y),
wenn gilt:

1. z teilt x und z teilt y

2. Jedes Element zZ das x und y teilt, teilt auch z.
Mit dieser Defninition erhalten wir (vgl. auch [18] S.15):

Satz 4.1.3. (Euklidischer Algorithmus) Seien ag,a; € N. Sei a;4+1 rekursiv
definiert durch die Vorschrift
a;—1 = qiy10; + aiy1 mit ¢iy1 € N mazimal,

solange agy1 # 0 fiir ein k € N.
Dann ist ggT (ap,a1) = ay.

Beweis. Um das Resultat zeigen zu konnen, benotigt man einige kleinere
Hilfsaussagen (siehe auch [18] Lemma 3.2).
Seien a, b, ¢ € Z, dann gilt

1. g9T(a,0) = a,

2. 99T (a,b) = ggT'(b,a),

3. g9T(a,ab) = a,

4. ggT(a,b) = ggT(a,b+ ca).

Damit erhalten wir

99T (a;-1,a;) = 99T (qiv10; + ait1,a;) = g1 (aiy1,a:) = 99T (a;, aiq1)

und deshalb ist

99T (a0, a1) = 99T (a1, a2) = ... = ggT (ak, ax+1) = a.
—~—
=0
Wir miissen nur noch zeigen, dass es ein k € N gibt mit ax+; = 0.

Nach unserer Rechenvorschrift gilt fiir a; # 0, dass a;+1 < a;. Denn wéire
ai+1 > a; gibe es ¢,¢ € N mit a;41 = ¢- a; + ¢ und somit

Ai—1 = Qi+10; +ca; + ¢ = (q@'+1 + C)CL@' + c.

Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von ¢;41.
Da nun zuséitzlich a; > 0 fiir alle i+ € N ist, muss ein Index k mit der
Eigenschaft a; # 0 und ag4; = 0 existieren. O
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Zur Laufzeitanalyse des Algorithmus formulieren wir die Vorschrift aus Satz
4.1.3 zu folgendem Algorithmus um.

Algorithmus 4.1.4. (Euklidischer Algorithmus)
FEingabe: a,b € N
Awusgabe: ggT(a, b).

1. So lange b # 0:

2. Setze t :=b
Setze b:=a mod b
Setze a ==t

3. Ende der Schleife.
4. Ausgabe: a.

Nun bleibt uns nur noch zu zeigen, dass der euklidische Algorithmus effizient
arbeitet (siehe hierzu auch [2] Kapitel 2.5.1).

Satz 4.1.5. Sein a,b € N mit b < a, dann hat Algorithmus 4.1./ eine
Laufzeit von O((loga)?).

Beweis. Zuerst betrachten wir das Schleifeninnere:

Am meisten Aufwand bereitet hier die Berechnung von ¢ mod b. Diese Ope-
ration kann mit O(log a-log b) berechnet werden (vgl. [2] Proposition 2.4.1).
Da aber b < a vorausgesetzt wurde kénnen wir das Innere mit Aufwand
O ((log a)?) abschétzen.

Nun miissen wir uns noch {iberlegen, wie oft die Schleife maximal durchlau-
fen wird, bevor der Algorithmus terminiert.

e Behauptung: Sei f,, die n-te Fibonacci-Zahl. Dann wird die Schleife bei
Berechnung von gg7'(fn+1, fn) genau n — 1 mal durchlaufen.
Beweis:

Nach Definition der Fibonacci-Zahlen erhalten wir

fn-‘,—l = fn + fn—lv

fn = fn—l + fn—27
fa= f3+ fa,
f3=/f2-2+0,

wobei die letzte Zeile gilt, da fi = fo = 1.

Wir erhalten also nach n — 1 Schritten:

99T (frs1, fn) = fo =1
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n—2
e Behauptung: f,, > (%) fir n > 3.

Beweis: Induktion nach n:

1. n=3:
fa=fo+fi=1+1=2,
1
+\/5%1,6<2.
2
2. n=4
fa=f3+ fa =3,
2
1
( +2\/5> ~ 2,6 < 3.

3. Induktionsschritt:

1+\/5>n_3 <1+\/5>n_4

fn:fn—1+fn_2 > < 5 + 5 =
() ()
2 2
{115\ 3B
=15 e
{148\ 64245
=5 R
(148" 142 VB4
-5 e
(15T (145
-5 (=5 _
B 1+\/5 n—2
B 2

e Behauptung: Sei d := ggT'(a,b). Bricht der euklidische Algorithmus
nach n Schritten ab, dann gilt

GZ d'fn+27
bZ d'fnJrl-

Beweis: Induktion nach n.
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1. n = 1: Bricht der Algorithmus bereits im ersten Schritt ab ist
a=q-b+0.
Wir wissen also, dass b ein Teiler von a ist, und daher gilt
99T (a,b)=b=b-1=10" f.

Obendrein ist
a=qgb>2-b= f3-b.
2. ,n—1—=>n":
Bricht der Algorithmus nach n Schritten ab erhalten wir

a = le + T,
b=riga + 12,
sowie
T = Tip1Qive + T2 fiir i € {1,...,n — 3},
und

Tn—2 = Tn—1qn + 0.
Wir wissen, dass
d:= ggT(b,r1) = g9T(a,b)
und erhalten nach Induktionsannahme

b>d- fuy1,
1 den

Damit folgt
a=r1+bg 211 +b>d- (foy1+ fo) =d- faro
und unsere Behauptung ist bewiesen.

e Behauptung: Die Anzahl der Schleifendurchliufe ist O(logb).

Beweis: Wie wir in den vorangegangenen Schritten schon gesehen ha-
ben kénnen wir die Anzahl der bendtigten Schritte mit Hilfe der Fi-
bonaccizahlen abschétzen.

So bendtigen wir maximal n Schritte, falls a > b > f,+1. Wie wir
bereits gezeigt haben ist

n—1
1+\/5>
2

ben+1><



46 KAPITEL 4. ALGORITHMUS VON SHOR

und man kann leicht nachrechnen, dass

145 1
log1g +2f ~ 0,200 > .

Daraus folgern wir

-1
145 _n-1
2 5

logyp b > log, (

und
n < 1+5log;ob=0O(logb).

Wir haben gesehen, dass wir O(log b) Scheifendurchldufe benétigen und jeder
Durchlauf die Komplexitidt O ((log a)2) hat. Da a > b ist loga > logb. Die
Gesamtlaufzeit des Algorithmus kann daher mit O ((loga)?®) abgeschétzt
werden. O

Korollar 4.1.6. Seien a,b € N und g :== ggT'(a,b). Dann ezistieren x,y € Z
mat
a-xr+b-y=g

Beweis. Um diese Aussage zu beweisen miissen wir den euklidischen Al-
gorithmus erweitern, dass ein passendes Paar (x,y) berechnet wird (siehe
hierzu [2] 1.3.3 und [18] Satz 3.9). O

4.2 Kettenbruchapproximation

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel, das wir bereitstellen miissen, ist ein Ver-
fahren um Ndherungsbriiche bestimmen zu konnen. Hierzu bietet sich die
Kettenbruchapprozimation an (vgl. [18] Kapitel 10). Unter einem Ketten-
bruch (engl.: continued fraction) versteht man einen Ausdruck der Form

N 1

a —_—.

ai + ;1
a2+a3+...

In unserem Fall kénnen wir uns auf ayp € Z und a; € N fiir alle i € N
beschranken.

Da diese Notation sehr uniibersichtlich werden kann fithren wir eine Kurz-
schreibweise fiir Kettenbriiche ein.

Definition 4.2.1. Seien ag € Z und a; € N fiir alle i € N. Dann ist:

1
[(Io, ai,as,as, .. ] ‘= ag + —T

a
e
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Bevor wir uns damit beschéftigen, wie wir mit diesem Hilfsmittel Naher-
ungsbriiche berechnen kénnen, betrachten wir zunéchst ein Verfahren, wie
man eine reelle Zahl in einen Kettenbruch umwandeln kann.

Algorithmus 4.2.2. Der Kettenbruchalgorithmus
FEingabe: x € R
Ausgabe: ¥’ = [ag,a1,az,...] mit z =2

1. Setze ag := |x] und ty := x — agp
2. Solange t, # 0:

o Setze &, := %
e Setze ant1 = |&n]

o Setze tpy1 =& — Gna

Satz 4.2.3. Algorithmus 4.2.2 wandelt eine reelle Zahl in den zugehdrigen
Kettenbruch um.

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen weichen wir leicht von unserer Notation
ab und erlauben in der letzten Komponente des Kettenbruchs eine reelle
Zahl. Wir miissen damit nur noch zeigen, dass:

x = lag,ay,...,an, &) fir alle n € N,

wobei ag € Z, a; € Nfirallei =1,...,n und &, € R. Durch Induktion nach
n erhalten wir:

en=>0

1
z = [z] = [ao + to] = [ao + } = [ao, &o]-

€o

e . n — n+17: Nach Induktionsvoraussetzung ist

T = [a07 e 7an7€n]-
Weiterhin gilt
an+1 + tnt1 = ant1 + §n — ant1 = &n,

womit wir folgern kdnnen, dass

r = [a0> cevy Oy Qg1 + tn—i—l] =
1
= a(),...,an,(ln+1+ ==
fn—i—l

- [CLO, cooy Qpy Gn41, £n+l]-
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Hiermit haben wir gezeigt, dass wir beim Durchfithren eines Schritts den
Wert des Kettenbruchs nicht d&ndern. O

Wir sehen in diesem Algorithmus, dass das Abbruchkriterium nicht immer
erfiillt sein muss, weswegen wir ein Kriterium angeben, welches uns garan-
tiert, dass der Algorithmus terminiert und wir ihn somit fiir unsere Zwecke
einsetzen koénnen.

Lemma 4.2.4. Algorithmus 4.2.2 liefert genau dann einen endlichen Ket-
tenbruch [ag, a1, ... ,a,] mit ag € Z,a; €N firi=1,...,n, wenn x € Q.

Beweis. (Vergleiche [18] S. 68/69)

g H:>”:

Der Kettenbruchalgorithmus bricht ab, wenn ¢, = 0 fiir ein n € N.
Nach Satz 4.2.3 wissen wir, dass

r = [CLO,. . 'aanflvgnfl] =
= [a07"-aanflaan+tn] =
= lag,...,n_1, apn).

Bricht der Algorithmus ab, erhalten wir einen endlichen Kettenbruch.
Damit muss = € Q gelten.

o &
Sei nun x € Q. Wir miissen in diesem Fall zeigen, dass unser Algorith-

mus abbricht.

Hierbei nutzen wir aus, dass der Kettenbruchalgorithmus nur eine Um-
formulierung des euklidischen Algorithmus darstellt. Da wir schon ge-
zeigt haben, dass der euklidische Algorithmus nur endlich viele Schrit-
te n € N benétigt, bricht der Kettenbruchalgorithmus ebenfalls nach
endlich vielen Schritten ab.

Sei also z := g mit p,q € Z. Wir definieren nun mit Hilfe des euklidi-

schen Algorithmus

To ‘= (g,
p:agl-ro+r1

mit 0 < r; < 7,
/
Ti—2 = Qj—1 *Ti—1+ 7T

mit0<r, <r_qundi=2,...,n—1und

/
Tp—1=ap Ty + 0,
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womit wir erhalten:

p_p ;T p 1
qg 70 To =
mit - € [0, 1), sowie
71
Ti—1 / 1
. =ai + T
Ti Tit1

mit —— € [0,1) fiir alled =1,...,n — 1 und

Tit1
Tn—1 /
=ay .
T'n
Definieren wir nun a; := a;/ fiir ¢ = 1,...,n und § := TZI fir
3
i =1,...,n — 1 erhalten wir die Rechenvorschrift aus unserem Ket-

tenbruchalgorithmus.
O

Wir haben gerade gesehen, dass wir mit Hilfe des Kettenbruchalgorithmus
eine rationale Zahl in einen endlichen Kettenbruch umwandeln kénnen. Die
Kettenbruchdarstellung einer Zahl kénnen wir nun gewinnbringend einset-
zen, indem wir uns ein Verfahren konstruieren mit dessen Hilfe wir Néher-
ungsbriiche berechnen. Wir betrachten hierzu ein Verfahren, welches eigent-
lich zur Anndherung von Zahlen z € R\ Q, wie z.B. e oder 7, genutzt wird.
Wir werden das Verfahren jedoch auf rationale Zahlen anwenden.

Hierzu definieren wir (vgl. [18] S. 70/71):

p—2 = 07 b-1:= 17 q—2 = 17 q-1 = 07
und

pi = a;-pi—1 +pi—2 firi €N,
Qi = a; - qi—1 +qi—2 firieN.

Man kann nun zeigen (siehe [18] S. 72, Satz 10.9), dass fiir ¢ > 1

1 1
< <— (4.1)
¢iGi+1 ~ - (i+1)

bi
x_i

qi

ist.
Die Idee hinter unserem Algorithmus ist, dass wir eine gegebene Zahl z in
einen Kettenbruch umwandeln und gleichzeitig % berechnen, bis der Ab-

stand )x — %‘ kleiner als eine vorgegebene Schranke ist. Die Ungleichung

(4.1) stellt hierbei sicher, dass die Ndherungsbriiche gegen das exakte Er-
gebnis konvergieren.
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Algorithmus 4.2.5. (Kettenbruchapprozimation)
Eingabe: x e R, £ >0

Awusgabe: p,q € 7 mit |x — g’ <e

1. Setze £ ==z, pp:=0, qo:=1, p1 :=1 und g1 :=0.
2. Berechne
p=a-p1+po
und
g =a-q1+q
mit a := |£]. Setze anschlieflend t := £ —a, po := p1, p1:= D, Qo ‘= q1,
Q1 ::(jundf::%

3. Falls ‘:c —
a1

> € gehe zu 2.

4. Ausgabe: p1,q1

Satz 4.2.6. Sei x = % und a := max{p,q}. Dann kann die Kettenbruch-
approximation mit Aufwand O ((log a)?’) durchgefiihrt werden.

Beweis. Wie wir im Beweis zu Lemma 4.2.4 bereits gesehen haben ist der
Kettenbruchalgorithmus eng verwandt mit dem euklidischen Algorithmus.
Daher kénnen wir auch hier zeigen (siehe Beweis zu Satz 4.1.5), dass wir
O(log a) Schleifendurchldufe bendtigen. Im Inneren der Schleife miissen wir
zwei Multiplikationen und eine Division (je O ((log a)?)) und zusétzlich noch
eine Subtraktion und zwei Additionen (je O (loga)) ausfiihren.

Der Aufwand im Inneren ist somit

30 ((loga)?) + 30(loga) = O ((loga)?).

4.3 Algorithmus von Shor

Bisher wurde noch kein effizientes Verfahren zur Faktorisierung natirlicher
Zahlen mittels klassischen Computern gefunden. Der Algorithmus von Shor
profitiert jedoch von den Vorteilen eines Quantencomputers und kann mit
polynomialen Aufwand Faktoren einer Zahl finden.

Ziel dieses Abschnitts ist es den Algorithmus zu konstruieren und zu ana-
lysieren. Das Kapitel hélt sich groBtenteils an [23], [21] und [13]. Da es sich
nicht um einen reinen Quantenalgorithmus handelt, werden wir zuerst den
klassischen Teil und im Anschluss daran den Quantenalgorithmus behan-
deln.
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4.3.1 Klassischer Teil
Definition 4.3.1. Sein € N. Wir definieren

o 7y = 17/nz,
o 7} :={2€Z,: 271 € Z,}, die Einheitengruppe von Z,,

e ord,(z) :=r € N mit 2" = 1 (mod n) und z* # 1 (mod n) fiir alle
0 < k <r. Wir nennen r in diesem Fall die Ordnung von x.

Wir werden ein Kriterium herleiten, wie wir feststellen kénnen, ob eine Zahl
in der Einheitengruppe Z; liegt. Dafiir miissen wir kurz einen Blick zu den
sogenannten linearen diophantischen Gleichungen werfen (vgl. [2] Abschnitt
1.3.4 und [18] Satz 5.10).

Satz 4.3.2. Seien a,b,c € Z mit a,b #£ 0.
Dann gibt es genau dann x,y € Z mit

ar + by = ¢,

wenn
99T (a,b)|c.

Beweis. Siehe hierzu auch [2] Proposition 1.3.11.

e Seien x,y € Z mit ax + by = ¢ und g := ggT(a,b).
Da gla und g|b gilt auch g|(az + by) und somit g|c

e Sei g := ggT(a,b). Gilt nun g|c, dann finden wir ein h € Z mit ¢ = g-h.
Mit Hilfe von Korollar 4.1.6 finden wir 2,y € Z mit

g =azx + by

Multipliziert man diese Gleichung nun mit h erhalten wir

ahZ + bhy = hg = c.

Nun miissen wir nur noch x := hz und y := hy setzen.

Satz 4.3.3. Sein € N. Dann ist

Z), ={a € Zy, : g9T(a,n) = 1}.
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Beweis. Sei a € Z}. Dann existiert ein z € Z,, mit
a-z=1 (mod n).
Das heifit, es gibt ein y € Z mit
a-r=14+y - nsSa-z—y-n=1

Wie wir bereits in Satz 4.3.2 gesehen haben ist diese Gleichung genau dann
lésbar, wenn ggT'(a,n)|1. Daraus folgt aber sofort ggT(a,n) = 1. O

Shor’s Algorithmus baut auf der Idee auf eine Zahl n zu faktorisieren indem
man die Ordnung eines Elements = € Z;, bestimmt.
Die zentrale Idee hierzu liefert der folgende Satz:

Satz 4.3.4. Sein € N und x € Z;, mit ord,(z) = r. Dann liefert
g9T(z2 +1,n)
einen nicht trivialen Teiler von n, falls v gerade und
22 #—1 (mod n).

Beweis. Es gilt
ord,(z) =,

weswegen
2" =1 (mod n)

und
2" —=1=0 (mod n).

Da r gerade ist, erhalten wir
(wg - 1) : (m% + 1) =0 (mod n)

und

wobel k € Z.

e Behauptung: n teilt nicht 23— 1

Annahme: n teilt 22 — 1. Dann ist

T

22 —1=0 (mod n)

und daher
2 =1 (mod n),

was einen Widerspruch zur Minimalitédt von r darstellt.
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e Behauptung: n teilt nicht z2 + 1

Annahme: n teilt z% + 1. Dies ist genau dann der Fall, wenn
22 =—1 (mod n),
und wir haben einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist

ggT(mg +1,n) #n.

Es folgt auch sofort, dass ggT(x2 +1,n) # 1, denn wire ggT(z2 +1,n) = 1
dann miisste n ein Teiler von 27 — 1 sein. Analog miisste n| (.7}% — 1) gelten,

falls ggT'(z2 —1,n) = 1. O

Wir withlen also eine zufillige Zahl x aus der Menge {2, ...,n — 1}. Danach
bestimmen wir den grofiten gemeinsamen Teiler von z und n um sicherzu-
stellen, dass z € Z*. Ist ggT'(x,n) # 1 haben wir einen Teiler von n gefunden
und koénnen abbrechen. Sind jedoch z und n teilerfremd kénnen wir einen
Teiler ermitteln indem wir ord,(x) bestimmen und {iberpriifen, ob die Be-
dingungen aus Satz 4.3.4 erfiillt sind. Abbildung Abbildung 4.1 zeigt den
Ablauf des Algorithmus auf.

Wie wir spéter sehen werden liefert der Quantenalgorithmus nur zu einer
gewissen Wahrscheinlichkeit die Ordnung zuriick. Wir haben also eine ge-
wisse Unsicherheit im Algorithmus. Um die Wahrscheinlichkeit zu erhthen,
einen Teiler zu finden, stellen wir noch gewisse Anforderungen an die zu zer-
legende Zahl n, welche wir jedoch mit polynomiellen Aufwand iiberpriifen
konnen.

Dies wiren:

e n darf keine Primzahl sein, da sonst der Algorithmus von Shor nicht
terminiert (in polynomieller Zeit nachpriifbar z.B. deterministisch mit-
tels AKS-Test [1]).

e n darf keine Primzahlpotenz sein (in polynomieller Zeit nachpriifbar,
siehe [2] S. 288, Proposition 6.3.7).

Ein weiteres Problem des Algorithmus ist, dass man nur einen Teiler ermit-
teln kann, wenn die gefundene Ordnung gerade ist. Findet man heraus, dass
die Elementordnung ungerade ist, muss man den Algorithmus abbrechen.
Mit folgendem Satz konnen wir die Fehlerquote des Algorithmus abschétzen.

Satz 4.3.5. Sei n € N eine ungerade und aus mindestens 2 wverschiede-
nen Primzahlen zusammengesetzte Zahl. Sei weiterhin x € [2,n — 1] zufillig
gewdhlt. Dann betrigt die Wahrscheinlichkeit einen Teiler zu finden mindes-
tens 1 — 2,%1, wobei k die Anzahl der verschiedenen ungeraden Primteiler
von n bezeichnet.
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(Wahle v € {2,...,n— 1})

[Berechne = ggT(x,n)]

{Ermittle = ordn(w)J

Nein

r gerade?

Ja

[Berechne z = ggT(x2 — l,n)]

Nein

z =17

Ja

[Berechne z = ggT(z2 + 1,n)]

z =n?

Nein

Ausgab@

Abbildung 4.1: Flufidiagramm zum Algorithmus von Shor.
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Die FErfolgswahrscheinlichkeit des Algorithmus kann also mit mindestens
50% abgeschitzt werden.

Zum Beweis dieser Aussage benttigen wir noch einige Hilfsmittel.

Lemma 4.3.6. (Chinesischer Restsatz)
Seien m,n € N teilerfremd. Dann ist die Abbildung

D Zpm —> Lip X Ly,
r+nmZ — (z+nZ,x+ mZ)
ein Isomorphismus.

Beweis. Siehe [18] Satz 5.5. O

Lemma 4.3.7. Sein = p® mit p ungerade Primzahl und o € N. Dann ist Z;,
eine zyklische Gruppe, d.h. es gibt ein g € Z,, mit Z}, = {g°, g', ¢%,...,g" "'},
wobei r = p(n).

Beweis. Siehe [18] Satz 7.7. O

Lemma 4.3.8. Sei n € N eine Primzahlpotenz. Dann gibt es genau ein
Element der Ordnung 2 in Z;,.

Beweis. Sei x =1, dann ist ord,(z) =1 < 2.
Sei also = # 1 aus Z! mit 2> = 1. Somit gilt

22 —1=0 (mod n),
genau dann, wenn
(x—1)-(x+1)=0 (mod n).
Da Z7 eine zyklische Gruppe ist, ist diese auch nullteilerfrei, d.h.
a-b=0 (mod n)
genau dann, wenn
a=0 (modn)oderb=0 (modn).

Wir wissen, dass
x#1 (mod n)

und daher ist
r—1#0 (mod n).

Der zweite Faktor muss also 0 sein und deshalb ist
z+1=0 (mod n),

was dquivalent ist zu
x=-1 (mod n)
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Beweis von Satz 4.3.5. Wir betrachten die Primfaktorzerlegung von n. Da
n ungerade und keine Primzahlpotenz ist, gilt

k
n= Hpio‘i mit p; ungerade.
i=1

Sei r; = ordp,ei (z). Die Ordnung von x (mod n) ist dann
r=kgV(riy,..,m%).
Sei nun ¢; € Ny die grofite Zahl, so dass 2% |r; fiir alle i = 1, ..., k.

1. ¢, =0firallei=1,... k:

In diesem Fall sind alle r; ungerade, weshalb auch r ungerade ist. Der
Algorithmus liefert kein Ergebnis.

2. gg=q>0firallet=1,...,k:
Hier gilt (mit Lemma 4.3.8)

z2 = -1 (mod p)
und anwenden des chinesischen Restsatzes liefert
22 =—1 (mod p* .- p*) = —1 (mod n).
Somit erhalten wir auch in diesem Fall keine Losung.

3. ¢; # ¢; fiir mindestens ein ¢ # j: In diesem Fall funktioniert unser
Algorithmus, da einerseits r gerade ist und mindestens ein Index p
existiert mit

22 # -1 (mod ).

Nach dem chinesischem Restsatz ist somit auch

22 #—1 (mod n).

Ein zufilliges x € Z; zu ziehen ist dquivalent dazu, dass man fiir alle
i€{l,....k} ein @; € Z,o: zieht. Nach Lemma 4.3.7 existiert ein Erzeu-

ger g; mit x; = g;* (mod pJ*).
Wir wissen bereits, dass

Ordp?i (gi) = 0 (p;") = P?i_l(pi — 1) =: 2™io; mit o; ungerade.

Siehe hierzu auch [18] Lemma 5.14.
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Man kann nun zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit P(q; = j) < % fir
ie{l,..,k} und j €{0,...,m;} (siehe [9] Anhang B).
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle ¢; gleich sind, ist folglich

k
IS

1

1

2k—1"

s
Il
-
N =

O]

Wie wir nun gesehen haben ist die Wahrscheinlichkeit keinen Teiler zu finden
immer < 50%. Durch Einfiihrung eines weiteren Tests konnte man die Feh-
lerwahrscheinlichkeit noch auf < 25% erniedrigen (siehe hierzu auch [17]).

Satz 4.3.9. Sein = p-q mit p,q zwei verschiedene, ungerade Primzahlen.
Sei x € 7}, zufillig gewdhlt und (%) = —1, wobei (%) das sogenannte Jacobi
Symbol ist (vgl. [18] Definition 8.10).

Dann ist die Wahrscheinlichkeit mindestens %, dass ord,(z) =: r gerade ist
und /2 # —1 (mod n).

Beweis. Siehe [17] Theorem 4. O

4.3.2 Quantenmechanischer Teil

In diesem Abschnitt widmen wir uns nun dem Teil des Algorithmus, der ihn
effizient werden lédsst. Die Grundidee hierbei ist sehr dhnlich zum Algorith-
mus von Deutsch (Siehe Algorithmus 3.2.2) und profitiert wie dieser von der
gleichzeitigen Auswertung einer Funktion an mehreren Stellen.

Zur Bestimmung der Ordnung eines zufillig gewédhlten x € Z} arbeiten wir
mit einem Quantenregister der Linge L, wobei L so gewéhlt wird, dass
n? < 2L < 2. n? und einem zusitzlichen Register der Linge % Wie wir in
Abschnitt 3.3 gesehen haben bendtigen wir obendrein noch L + 2 temporére
Quantenbits, die jedoch die meiste Zeit im Zustand |0) sind. Wir geben
daher im Folgenden nur noch die beiden Arbeitsregister an.

Der Quantenteil des Algorithmus besteht somit aus den folgenden Schritten

(siehe: [23] S. 16/17 und [13] S. 224 ff.):

Algorithmus 4.3.10. (Quantenalgorithmus zur Bestimmung der Ordnung)
Eingabe: n € Z, x € {2,....,n — 1} mit ggT (z,n) =1

1. R=la)|b) +10...0)]0...0)
2. Hadamard Transformation auf das Register |a) anwenden.

3. Berechne |b) = z!® (mod n) mittels der in Kapitel 3.3 vorgestellten
Methode.

4. Messen von |b).
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QFT

EE)
I )

a
o—o—o0—o
||

Abbildung 4.2: Schaltkreis zum Quantenalgorithmus mit 8 Quantenbits. Das ers-
te Register wurde hier kleiner als nétig gewéhlt, damit der Schalt-
kreis iibersichtlicher bleibt.

5. Anwenden der Quantenfouriertransformation auf |a).

6. Messen von |a).

7. Berechne aus dem Messwert die Ordnung r von x (mod n) und gib
das Ergebnis aus, falls v gerade ist und z3 # —1 (mod n).

Wir definieren ¢ := 2%, In Schritt 2 des Algorithmus bringen wir unser
Quantenregister in die Form

1
— 2 _1a)|0).
i
Schritt 3 versetzt das Register dann in den Zustand

1
— a)|lz®  (mod n)).
ﬂ;)' IE )

Die weitere Analyse des Algorithmus teilen wir auf und behandeln zuerst
einen etwas einfacheren Fall.

1. q ist ein Vielfaches von r

Durch die Messung des zweiten Registers in Schritt 4 erhalten wir
einen Wert ¥ (mod n). Da durch die Operation in Schritt 3 die beiden
Register verschrinkt wurden beeinflusst sie auch das Register |a) mit
und wir erhalten eine Superposition aller méglichen Urbilder unseres
Messergebnisses:

>~QT>
—

R)= = Y lkdr (mod g)la* (mod ),

<
Il
o
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wobei ¢ = 7.
Die Fouriertransformation in Schritt 5 bewirkt
1

q—
Zw k+jr) y|y>

yO

g

|k + jr) — —

mit w := exp (2?).
Wir erhalten nach Anwendung der Fouriertransformation

ZZ O+ g)la (mod n))

j:O =0
Gg—1
Ty)a®  (mod n)).
0

1

= i i

= — w w
1 =0 J=
q—1

Die Wahrscheinlichkeit 4 zu messen ist
. 2
TR
§=0

'Q>

2

Da nach unserer Annahme ¢ ein Vielfaches von r ist, folgern wir
2mijy ;
()<

Ity — exp (27TZ]Ty> _
und somit
N
P(y) = —|> "
Ga | =

e Sei y =14 < q mit [ € Ng. Dann gilt
9mid
m]y> = exp (2mijl)

77 = exp <

und die Wahrscheinlichkeit y zu messen ist
2
1

e Sei 0 < y < ¢ kein Vielfaches von ¢. Dann ist
P(y) =0

(Siehe hierzu auch Beweis von Satz 3.4.3.)
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Die Messung in Schritt 6 liefert uns demnach mit Sicherheit ein ganz-
zahliges Vielfaches von ¢ = 1.

Beispiel 4.3.11. Zur Illustration betrachten wir, wie der Quantenal-
gorithmus funktioniert, wenn wir x =7 und n = 15 wdhlen. Wir wer-
den jedoch im ersten Register nur 4 Quantenbits verwenden um den
Zustand etwas iibersichtlicher angeben zu kénnen. Somit ist ¢ = 2* = 16
(vgl. [13] Beispiel 8.6).

(a) Nach der Hadamardtransformation erhalten wir ein Register der

Form
15

1
Z'ZW’O)-

a=0

(b) Wir berechnen jetzt x* (mod n) und bringen das Register in den
Zustand

T
1 Z la)|z® (mod n)).
a=0

(¢) Wie man leicht nachrechnen kann ist ordi5(7) = 4. Damit er-
halten wir nach der Messung des zweiten Registers einen der

Zustdnde
By = 5 - (10) + 14) + 18) + [12)) - 1),
[RB)o = 5 - (11) +I5) + 19) + [13)) - 7),
R)s = 5+ (12) +16) +110) + [14)) - ]4),
[R)a= 5 (3)+17) +111) + 15)) - [13).

(d) Wenden wir nun die Fouriertransformation auf das erste Teilre-
gister an erhalten wir

QFT(|R)1) = % ~(10) + 14) + [8) +[12)) - [1),
QFT(|R)2) = % ~(10) +i[4) = [8) —i[12)) - |7),
QFT(|R)3) = % ~(10) = 14) +8) = [12)) - [4),
QFT(|R)4) = % ~(10) —dl4) = [8) +4[12)) - [13).
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Dies gqilt, da in unserem Fall

w=-exp| —=1
16

P(y) =0 fir y # {0,4,8,12}.

Obendrein wissen wir, dass

ist und

15 3
1 .
FT(|R)) = WY T W y)z®  (mod n)),
QFTUR)) = g Dot o il (uod )
sowne
o _ g 211 _
wi=exp|Joa)=

o
= exp (17T62 (e mod 16)) =

w(a mod 16).
Dary=4-1-4=1-16 gqilt
3 .

> wy) = Aly),

=0
und

1

QFT(IR)) = 5 (10) +w[4) +w*|8) +w'?12) ) [a*  (mod n))

Tabelle 4.1 gibt die Koeffizienten der einzelnen Zustinde an und
Abbildung 4.8 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mess-
werte, nach Anwenden der Fouriertransformation.

k w(Ok mod 16) w(4k mod 16) w(Bk mod 16) w(12k mod 16)
0 Ww=1 Ww=1 Ww=1 Ww=1
1 WwO=1 wt =1 wd=-1 w? = —i
2 WO=1 Wt =-1 WO=1 Wt =—1
3 WO=1 w? = —§ wd=—1 wl=1

Tabelle 4.1: Koeffizienten nach der Fouriertransformation in Abhéngikeit von k.
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x=7, n=15

0.30 T T T T

0.20 .
0.15 .
0.00 0.0 4.0 8.0 12.0 1

6.0

=]
M
wu

Wahrscheinlichkkeit den Wert zu messen
(=]
=
(=]

o
o
(9]

Mogliche Werte im Register

Abbildung 4.3: Visualisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messwer-
te nach Anwenden der Fouriertransformation. Gewé#hlt wurde
q = 16. Die Ordnung teilt in diesem Fall ¢ weshalb wir nur diese
vier Werte messen kénnen.
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2. q ist kein Vielfaches von r

Auch in diesem Fall befindet sich das Register nach der Messung im
Zustand

R) =

N

jedoch konnen wir hier nicht mehr angeben, wie grof3 ¢ genau ist. Es
lisst sich allerdings zeigen, dass ¢ € { {%J, P—‘ } (siehe [13] S.229).

r

1 =
Q'Z!’er?" (mod g))[z*  (mod n)),
j=0

Wie im vorher behandelten Fall befindet sich das Register nach An-
wenden der Fouriertransformation im Zustand

1 qg—1 qg—1 .
|R) = T D WMy W)t (mod n))
9 y=0 j=0

und die Wahrscheinlichkeit einen Wert y zu messen betragt

. 2
1|t
Ply)=—- |3 wm
d¢ |=

Ab hier unterscheiden sich die beiden Fille. Da wir im vorherigen
Fall genau wussten wie grof ¢ ist konnten wir die Wahrscheinlichkeit
explizit berechnen. Wie wir jedoch gleich noch sehen werden kann diese
Summe abgeschétzt werden.

Zuerst stellen wir fest, dass es sich um eine Partialsumme der geome-
trischen Reihe handelt, und wir daher

-1 ! S iy —q

Wi =3 @y =
e

schreiben kénnen, wobei auch hier
(27m'>
w:=exp|—].
q

1 |wiv — 1|7

Ply) = — |[——
W=l ov—1

(o () 1) o (0) 1)
" on() 1) (o () )
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Wir nutzen aus, dass

(exp(ia) — 1) (exp(—ia) — 1) = 1 — exp(ia) — exp(—ia) + 1 =
= 2 — (exp(ia) + exp(—ia)) =
=2 —2cos(a)

und erhalten
1 2—2cos (2%%)

Py) =

49 92 _9cos (2%%) .

Ist % € Z, dann ist dieser Bruch unbestimmt, da Zahler und Nenner
gleich 0 sind. Wir kénnen trotzdem den Wert dieses Bruchs angeben.
Dazu setzen wir im Folgenden

2mry
z = .
q

Mittels Taylorentwicklung (siehe [5] S. 433) in z = 2y erhalten wir

cos(G-z) =cos(G- z0) —sin(G-z0) - G- (2 — 20)—
— 5 e0s(d-20) - (= = 20) + O((z — 0)°)

und
cos(z) = cos(zg) — sin(zp) - (z — 29)—

— %cos(zo) (2= 20)° + O((z — 20)%).

Ist zo =m -2 -7, mit m € Z, dann gilt

und deshalb

lim M = lim %QQ(Z —20)* + O((2 — =0)%) _ 22
%0 T—cos(z) =0 1(z = 20)° + O((z — 20)°)

Wir erhalten als Wahrscheinlichkeit diesen Wert zu messen daher

i 11
Py =L =2~ g1l -1<4<
q

! 411
qq T q T T
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Da ¢ mit steigendem n wéchst und r nicht direkt von n abhéngt,
konnen wir folgern (vgl. auch [23] S. 17/18, [9] Abschnitt VII. und [20]
S. 300), dass

1
P(y) ~ - fiir ein ausreichend grofles n.

Sei nun %y ¢ 7. Dann ist cos (277%) # 1 und der Nenner # 0. Be-
trachten wir deshalb, was mit dem Z&hler des Bruchs geschehen kann:

e ryq ist ein ganzzahliges Vielfaches von g. Unter dieser Vorausset-
zung ist =1 = a € Z und cos(27ra) = 1. Daher ist

P(y) = 0.

e 1y ist kein ganzzahlig Vielfaches von ¢. Dann ist

1 — cos <27r@>
1 q
Py) = —- .
49 1 —cos (277%)

Sei z := ry mod ¢, dann gibt es ein k € Z mit ry + k¢ = z und

wir erhalten
cos (27rzq) = cos <27r(ry + k:q)q) =
q q
= cos <27rk(j + 27r7’yq> =
q

= COS <2ﬂryq> .
q

Die Wahrscheinlichkeit dafiir ein y in der Nihe eines ganzzahligen
Vielfachen von % zu messen kénnen wir wie folgt abschétzen.

Sei |[ry mod ¢| < §, dann gibt es ein d € Z mit der Eigenschaft

r q
!ryquléiﬁly*dflé
T

| =

Wir erhalten

2mry |2 (da Ly 2w fdg LN

q q T 2 q T 2

= [27rd— W,QWd—i—W}
q q
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und

2ryq [2777“(} (dq 1) 27rq (dq 1)]
€ — =5/ — T35 =
q q r 2 q r 2
::[ZWdQ——qu,Qﬂdd+—ﬂrq}.
q q

Da der Kosinus eine Periode von 27 hat, konnen wir die ganz-
zahligen Vielfachen von 27 in den obigen Intervallen ignorieren.
Wir definieren

2
=Y it o < ™

0 :

Daraus folgt

1 1- COS(QAQ) Taylorentwicklung
P —_—_— —_— =
() g 1—cos(f)
0?¢* — §6°¢°sin(¢)
q 62— L03sin(k)
1-— %0(} sin(§) S
— 30sin(k) —
— %0(} sin(&) S
L+g% =

‘}_.Q>

vV
QI QIR

1 wgr

6 ¢
1+ 5%
6qg — mqr
6q + mr

v
Qs

QR

_ mgr

q
6q + mr’

Il
Q>

Nun nutzen wir wieder aus, dass
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und folgern

6—m q mr
_ 1, >
q 6q—+mr —
——
=R
6 —
Z(g—l)'iﬂ.—]h:
T 6q + pir
q 6—m 6 —m
r 6qg+mar 6q+7r
—— N——
=:P =:Ra

Betrachten wir diese drei Terme seperat, kénnen wir R;, Rs und
P abschétzen:

q T 4<g 7T T
Rlz—- < <i.7

q 6q—+ mr 6q + mr q
Ry — 6—m S6—7r 1

6q + 7r 6 q
p_1 6—m S 6—m

;.6r+77§ ~6r2+mr2
66— 2 1

(6+m)r2 = 10,2 52

Satz 4.3.12. Sein € N die mit Hilfe des Algorithmus zu zerle-
gende Zahl und q,r wie oben definiert. Sei y € Z ein mdglicher
Messwert des Quantenalgorithmus, mit |ry mod ¢| < §. Dann
15t
1 1
P(y) > +(’)<).

512 n

Gilt zusdtzlich noch n > 1012, so erhalten wir

1
P > .
(v) = 1072

Beweis. Wie wir bereits gesehen haben ist

1
P(y)Zﬁ—Rl—R%

wobei R, Ro wie oben definiert sind. Wir miissen somit nur noch
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1

zeigen, dass Ry + Ry < TorZ

Ri+ Ry <

IN

wobei die letzte Abschétzung mit der Voraussetzung n > 1072
gilt. O

Bemerkung 4.3.13. Wihlen wir n € N groff genug, kinnen
wir den Term O (%) vernachldssigen und die Wahrscheinlichkeit
mit P(y) > ﬁ abschditzen. In der Literatur zum Algorithmus
von Shor finden sich noch weitere Strategien zur Schdtzung dieser
Wahrscheinlichkeit.

Peter Shor selbst verzichtet auf die Messung vor der Quanten-
fouriertransformation und schditzt die Wahrscheinlichkeit einen
Wert nahe & zu messen ab, indem er die Summe mit einem In-
tegral abschitzt (siehe [23] S. 16-18).

Er kann dadurch ermitteln, dass

1 1 1
Ply) > — -~ —.
(v) = 3r2 +0 <q> 3r2

John Preskill arbeitet in seinem Beweis (siehe [20] S. 300) auch
mit der geometrischen Reihe und erhdlt die Abschdtzung
41
P > —-—.
v) = -
Auch Artur Ekert und Richard Jozsa erhalten mit einer dhnlichen

Herangehensweise in ihrem Beweis diese Grenze (siehe [9] Ab-
schnitt VIL.).

Beispiel 4.3.14. Wie wir leicht nachrechnen konnen erhalten wir
den hier analysierten Fall, wenn wir ordy7(13) bestimmen wollen, da
10 = ordqs7(13) keine Zweierpotenz ist und somit nicht ¢ = 2L teilt.
Fiihren wir alle Schritte im Quantenalgorithmus durch, erhalten wir
die in Abbildung 4.4 und 4.5 angegebene Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung. Man kann gut erkennen, dass die Verteilung in der Nihe ganz-
zahliger Vielfacher von 1 Peaks hat und somit die Wahrscheinlichkeit
einen derartigen Wert zu messen relativ hoch ist. Angegeben ist ein
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x=13, n=77

=

-

=}
L

0.08 .

0.06 8

0.04 |

Wahrscheinlichkkeit den Wert zu messen

o

=]

N
L

0'0%.0 12.8 256 384 51.2 64.0 76.8 89.6 102.4 115.2 128.0
Mogliche Werte im Register

Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeit gewisse Werte nach Anwenden der Fourier-
transformation zu messen. Gew#hlt wurde ¢ = 128 (d.h. Anzahl
der Bits < log, 77?) damit man die Struktur der Wahrschein-
lichkeitsverteilung besser erkennen kann. Die Ordnung r = 10
teilt in diesem Fall ¢ nicht, weshalb wir auch mit geringer Wahr-
scheinlichkeit Werte messen, die etwas weiter von Z entfernt sein
konnen. Die Markierungen an der x-Achse zeigen die ganzzahli-
gen Vielfachen von £ in diesem Bereich.

Diagramm bei dem wieder nur eine geringere Anzahl an Quantenbits
gewdhlt wurde, uwm die Feinstruktur der Verteilung besser sichtbar zu
machen (Abbildung 4.4), und ein Diagramm, welches die Verteilung
angibt, wenn man q wie gefordert wihlt (Abbildung 4.5).

Zum Abschluss fassen wir kurz die Resulate unserer Analyse zusammen:

Satz 4.3.15. Die Wahrscheinlichkeit einen Werty € Z zu messen, der nahe
eines ganzzahligen Vielfachen von % liegt ist

P(y) > —.
Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass wir einige Sonderfille seperat be-
handeln kénnen und die Wahrscheinlichkeit P(y) ~ 1 > L erhalten, falls

r 5r2
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x=13, n=77

0.10

o

.06

o

.04

Wahrscheinlichkkeit den Wert zu messen

0.02

L L
00935 1638.4 3276.8 2915.2 6553.6 8192.0 9830.4 114688 131072 147456  16384.0
Mégliche Werte im Register

Abbildung 4.5: Wahrscheinlichkeitsverteilung nach Anwenden der Fouriertrans-
formation, wenn wir ¢ so wéhlen, wie vom Algorithmus vorge-
schrieben. Man kann hier gut erkennen, dass die einzelnen Maxi-
ma der Verteilung in scharfen Peaks um die ganzzahligen Vielfa-
chen von £ verteilt liegen.

n ausreichend grofl gewihlt wurde und somit O (%) vernachléssigt werden

kann.
In diesem Fall konnten wir aber auch aulerhalb der Sonderfiille P(y) nach
unten mit 5% abschétzen. O

4.3.3 Klassische Nachbereitung

Wie wir bereits im vorherigen Schritt gesehen haben, erhalten wir bei der
Messung mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Wert, der in der Nihe eines
ganzzahligen Vielfachen von I liegt.

Nehmen wir nun an

—% <ry (modgq) < g,

dann exisitiert ein d € Z mit

T do < T
—— <ry-— -,
g =TT =5
Dies konnen wir umformen zu
1.y 1
2 " q r T 2q
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Sei nun g #* g so gewahlt, dass
oy d b
2 7 q T 29
dann ist ~
d d 1
el
oo q
Andererseits gilt
d d| |dr—id 1 11
———|= = Zl=|>—= =,
T rr T n? ~ q

unsere Annahme, es kénnte noch ein weiterer Bruch innerhalb dieses In-
tervalls liegen ist somit falsch. Wir kénnen daher durch Berechnung des
Né&herungsbruchs aus % die Ordnung von x abschitzen, da wir sichergestellt
haben, dass nur ein einziger komplett gekiirzter Bruch innerhalb dieses In-
tervalls liegt.

Bemerkung 4.3.16. In der Simulation zeigt sich, dass es bei kleinen Ein-
gaben reicht die Anzahl der Bits so zu wdihlen, dass n < 2F < 2. n.

Mit Hilfe der Kettenbruchapproximation berechnen wir einen Naherungs-
bruch zu % aus unserem Messergebnis und erhalten aus dem Nenner dieses
Bruchs die Ordnung r, falls d und r teilerfremd waren. Es gibt genau ¢(r)
teilerfremde Zahlen 1 < d < r. Jeder Bruch g ist nahe bei einem Bruch ¥
mit oben angegebener Eigenschaft. Obendrein gibt es r verschiedene Werte
fiir z¥ (mod n), da r die Ordnung von x ist. Insgesamt gibt es also 7 - o(r)
,,gute” Werte und die Wahrscheinlichkeit einen solchen zu messen ist jeweils
> =15 (siehe Satz 4.3.15).

Die Wahrscheinlichkeit r mit Hilfe dieses Algorithmus bestimmen zu kénnen
ist daher mindestens ‘pé:) > 51§gr (siehe hierzu [9] Anhang A.3). Wiederholt
man den Quantenalgorithmus also O(logr)-mal, findet man die Ordnung
mit Wahrscheinlichkeit O(1).

Tritt der Fall ein, dass d und r nicht teilerfremd sind, so scheitert unser
Algorithmus. Man kann dieses Problem jedoch umgehen, indem man nicht
nur iiberpriift, ob r die Ordnung von z ist, sondern auch 2-r,3-r,... testet.
Es lédsst sich zeigen, dass man mit diesem Schritt die Erfolgsquote eines
einzigen Durchlaufs des Quantenalgorithmus auf O(1) bringen kann, wenn
man die ersten O((logn)'*¢) Vielfachen von 7 testet (sieche [23] S. 19).

Beispiel 4.3.17. (Fortfihrung von Beispiel 4.3.11.)
Messen wir nach der Fouriertransformation y = 8, erhalten wir

y_8 _1
qg 16 2
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Somit schitzen wir als Ordnung 7 = 2 und unser Algorithmus wiirde fehl-
schlagen. Testen wir zusdtzlich noch 2 -7 = 4 haben wir auch in diesem Fall
die Ordnung ermitteln kinnen.

Eine weitere Moglichkeit die Trefferquote des Algorithmus zu verbessern
besteht darin nicht nur den im Quantenalgorithmus gemessenen Wert y zu
testen, sondern auch y £ 1,y + 2, ..., da auch diese Werte noch eine gewisse
Wabhrscheinlichkeit besitzen in der Nihe von 2 zu liegen (vergleiche z.B.
Abbildung 4.4).

4.4 Laufzeitanalyse

Unter gewissen Bedingungen kénnen wir mit hoher Wahrscheinlichkeit die
Ordnung eines Elementes mit Hilfe eines Quantencomputers berechnen. Sei
nun im Folgenden K := log, n.

Wir haben bereits gesehen, dass wir zur Durchfiihrung des Algorithmus
insgesamt 3K + 2K + 2 Quantenbits benttigen, der Platzbedarf ist somit
O(logn) und steigt daher nur polynomiell an.

Betrachten wir die einzelnen Schritte im Algorithmus:

e Hadamardtransformation des ersten Registers erfordert 2K Hadamard-
gatter.

e 2% (mod n) ist durchfiihrbar mit O ((logn)?) Quantengattern (siche
Satz 3.3.3).

o Messung des zweiten Registers benotigt K-Messungen.

e Quantenfouriertransformation ist realisierbar mit O ((log n)2) Quan-
tengattern (siehe Satz 3.4.5).

o Messung des ersten Registers benotigt 2K Messungen.

Der gesamte Quantenalgorithmus ist daher mit O ((logn)?) Schritten durch-
fithrbar. Da auch alle Schritte im klassichen Teil mit polynomieller Laufzeit
realisierbar sind haben wir einen effizienten Faktorisierungsalgorithmus ge-
funden.
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In diesem Kapitel gehen wir kurz darauf ein, wie man den Algorithmus
von Shor auf einem klassischen Rechner umsetzen kann, um iiberpriifen zu
konnen, wie gut das Verfahren funktioniert.

Zuerst betrachten wir, wie man ein Quantenregister abspeichern kann da-
mit wir alle notwendigen Operationen auf Quantenregistern durchfithren
konnen. Danach stellen wir einige klassische Algorithmen vor, die wir zur
klassischen Vor- und Nachbereitung des Algorithmus von Shor bendtigen.
Am Ende des Kapitels findet sich eine Kurzbeschreibung des Begleitpro-
gramms zur Arbeit (siehe hierzu auch die dem Programm beiliegende Do-
kumentation) und wir betrachten einige Testdurchldufe dieses Programms,
um einen Eindruck zu gewinnen wie erfolgreich der Algorithmus ist.

5.1 Das Quantenregister

Wie wir bereits in Kapitel 2.2 gesehen haben kénnen wir ein n-Bit Quanten-
register als Hintereinanderschaltung von Quantenbits auffassen. Man kénnte
also versuchen das Quantenregister als Array von Quantenbits zu implemen-
tieren. Offensichtliche Vorteile dieser Version wéren

73
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e Einfaches Anwenden von Operationen auf einzelne Quantenbits (z.B.
Hadamardtransformation).

e Einfaches Messen einzelner Quantenbits und anschliefende Transfor-
mation auf zuléssige Werte.

Jedoch stofit man mit diesem Ansatz relativ schnell auf Probleme. Quan-
tenbits kénnen verschriankt sein und ein Register mit verschrinkten Quan-
tenbits kann man auf diese Art nicht mehr darstellen. Das Anwenden kon-
trollierter Operationen wére daher auch nicht mehr durchzufiihren.

Eine bessere Art der Darstellung ist es, das Quantenregister als Vektor des
C?" auffassen. Der Zustand des Quantenregisters ist eindeutig bestimmt
durch

2n—1
|R) = ali) mit a; € C,

=0

wobei wir, wie in Kapitel 2.2 angegeben, die |i) mit den Basisvektoren des
C?" auffassen. Wollen wir also den Zustand des Registers angeben geniigt
es die Paare (a;, 1) zu speichern.

Vorteile:

e Ist a; = 0 miissen wir das Paar (a;,4) nicht mit abspeichern. Daher
ist der Bedarf an Arbeitsspeicher bei diinnbesetztem Register nicht
besonders hoch.

e Kontrollierte Operationen wirken meist nicht auf die Amplituden a;
sondern auf den Zustandsvektor |i). Getrenntes Abspeichern erméglicht
uns also nur den entsprechenden Teil zu bearbeiten.

Ein Nachteil dieser Darstellung ist, dass es nun aufwendiger wird Operatio-
nen auf einzelnen Quantenbits durchzufiihren. Konzeptionelle Schwierigkei-
ten erhalten wir mit dieser Darstellung jedoch nicht mehr.

5.2 Klassischer Teil des Algorithmus

Wie bereits erwdhnt besteht der Algorithmus von Shor aus einem Quan-
tenteil zur Berechnung der Ordnung einer Zahl und einem klassischen Teil
mit dessen Hilfe wir sicherstellen, dass der Algorithmus durchgefiihrt werden
kann.

Wichtig ist hierbei, dass die eingesetzten Algorithmen effizient durchfiihrbar
sein miissen, damit die durch den Quantenalgorithmus gewonnene Laufzeit
nicht durch einen exponentiellen klassischen Anteil zerstort wird.
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5.2.1 Schnelles Potenzieren

Zum schnellen Potenzieren benutzen wir die gleiche Idee, die wir schon
verwendet haben um Potenzen mit einem Quantencomputer zu berechnen.
Wir wandeln den Algorithmus allerdings in eine fiir klassische Rechner giins-
tigere Form ab (vgl. [6] S. 38/39).

Algorithmus 5.2.1. (square-and-multiply)
Eingabe: x € Z,n e NN € N
Ausgabe: " (mod N)

1. Setzee:=1
2. Solange n > 0:

e Falls n ungerade: Setze e :=e-x (mod N)
e Setze x := x? (mod N)

o Setzen = L%J
3. Ausgabe: e

Satz 5.2.2. Algorithmus 5.2.1 ist in polynomieller Zeit durchfiihrbar und
berechnet das gewiinschte Ergebnis.

Beweis. Wir betrachten zunachst das Innere der Schleife. n := {%J konnen

wir mit einem Bitshift realisieren und diesen Schritt daher bei der Analyse
vernachlissigen. Es bleiben zwei Multiplikationen iibrig, die wir jeweils mit
Aufwand O ((log N)?) abschétzen kénnen, da = und e stets kleiner als N
sind (vgl. [2] Proposition 2.4.1).

Wir benétigen O(logn) Schleifendurchldufe und da in unserem Fall auch n
kleiner als N gew#hlt wurde, erhalten wir somit fiir den kompletten Algo-
rithmus eine Laufzeit von O ((log N)?). O

5.2.2 Primzahltest

Das néchste Problem, das zu losen ist, ist die Priifung der Eingabe auf
Primalitdt, da ein Faktorisierungsalgorithmus in diesem Fall keinen Sinn
macht und nur unnétige Rechenzeit vergeudet.

Es sind jedoch effiziente Algorithmen bekannt um zu testen, ob eine Zahl
prim ist, weshalb wir uns diesen Schritt erlauben kénnen.

Ein deterministischer Primzahltest mit polynomieller Laufzeit wire der AKS-
Test (benannt nach den Findern M. Agrawal, N. Kayal und N. Saxena). Der
Algorithmus basiert auf folgender Idee:

Satz 5.2.3. Seia € Z undn € N mit n > 2 und ggT(a,n) = 1. Dann ist n
genau dann prim, wenn

(x+a)"=2"4+a (modn).
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Beweis. Siehe [2] Proposition 6.3.1. O

Diese Gleichung zu verifizieren wére jedoch noch zu aufwendig, weshalb
man einen Reduktionsschritt einbauen muss um den Algorithmus effizient
durchfiihren zu kénnen (siehe hierzu [2] Proposition 6.3.6 oder [1] Abschnitt
4.). Setzt man dies in einen Algorithmus um, sieht man, dass der Test zwar
in polynomieller Zeit durchfithrbar ist (O ((logn)?'/2) vgl. [1] Theorem 5.1),
der Grundaufwand des Algorithmus ist jedoch so hoch, dass sich der Einsatz
in der Praxis nicht lohnt.

Wir werden nun einen weiteren Algorithmus ansprechen, mit dem wir fest-
stellen konnen, ob eine Zahl zusammengesetzt ist (vgl. hierzu auch [6] Kapi-
tel 8.4). Es handelt sich hier jedoch um einen probabilistischen Algorithmus,
daher gilt:

e Gibt der Algorithmus zusammengesetzt aus, dann ist die Eingabe eine
zusammengesetzte Zahl.

e Gibt der Algorithmus prim zuriick, dann koénnte die Eingabe prim
sein, konnte aber auch zusammengesetzt sein.

Der Algorithmus bietet aber eine Moglichkeit die Wahrscheinlichkeit dafiir
abzuschétzen, dass eine zusammengesetzte Zahl als prim erkannt wird, wes-
halb man durch mehrere unabhéngige Durchldufe die Falsch-Positiv Wahr-
scheinlichkeit sehr klein machen kann.

Lemma 5.2.4. Sein € N eine Primzahl > 2. Weiter seien
s :=max{r € N:2" teilt n — 1}

und

n—1
d:= TR
sowie a € N mit
99T (a,n) = 1.
Dann gilt entweder
a® =1 (mod n) (5.1)

oder es gibt einr € {0,1,...,s — 1} mit
a?d=—-1 (mod n) (5.2)
Beweis. Siehe [6] S. 127, Theorem 8.4.1. O

Ist n eine Primzahl, dann muss entweder (5.1) oder (5.2) erfiillt sein. Finden
wir ein a, bei dem dies nicht der Fall sein sollte, haben wir sichergestellt,
dass n keine Primzahl sein kann. Wir nennen a in diesem Fall einen Zeugen
gegen die Primalitdt von n.
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Lemma 5.2.5. Ist n > 2 eine ungerade, zusammengesetzte Zahl. Dann gibt
es in der Menge {1,2,...,n— 1} hichstens "Tfl Zahlen, die zu n teilerfremd
und keine Zeugen gegen die Primalitit von n sind.

Beweis. Siehe [6] S. 127, Theorem 8.4.3. O

Algorithmus 5.2.6. (Miller-Rabin-Test)
Eingabe: n € N mit n > 3 ungerade und t € N die Anzahl der Durchliufe.
Awusgabe: ,,zusammengesetzt” oder ,,mit Wahrscheinlichkeit 1 — % prim”

1. Setze Zdihlervariable ¢ :== 0
2. Ziehe eine zufillige Zahl a € {1,...,n — 1}
3. Teste die in Lemma 5.2.4 angegebenen Bedingungen

e Falls(5.1) und (5.2) nicht erfillt sind:

Ausgabe: ,,zusammengesetzt”

e sonst setze c:=c—+ 1.
4. Falls ¢ < t: Gehe zu 2.

5. Ausgabe: ,,wahrscheinlich prim”

Im Begleitprogramm zur Arbeit wurde der Miller-Rabin-Test mit ¢ = 25
verwendet. Die Falsch-Positiv Wahrscheinlichkeit ist demnach kleiner als

1 —16
250 8.9-107".

5.2.3 Primzahlpotenzen

Als letztes miissen wir noch einen Algorithmus bereitstellen mit dessen Hilfe
wir feststellen konnen, ob eine Zahl n € N mit n > 1 eine Primzahlpotenz
ist.

Wie wir sehen werden, miissen wir uns nicht darauf beschrinken Primzahl-
potenzen zu finden, sondern kénnen einen effizienten Algorithmus zum Fin-
den von allgemeinen Potenzen angeben (siehe auch [2] Proposition 6.3.7).
Dass wir damit zwar einige Eingaben mehr herausfiltern als eigentlich ge-
wollt macht in diesem Fall nichts aus, da wir aus der Darstellung als Potenz
die Faktorisierung einer Zahl ablesen kénnen und somit nicht das Ergebnis
des restlichen probabilistischen Algorithmus abwarten miissen.

Nehmen wir an n wire in der Form n = m*. Dann gilt

k =log,, n <logyn.
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Die Idee hinter unserem Algorithmus ist nun, dass wir suchen, ob die Funk-
tion

flz):=2"—n

fiir ein k € {2,...,logygn} eine ganzzahlige Nullstelle in (0,n) besitzt. Wir
verwenden hierzu eine modifizierte Form des Bisektionsverfahrens (vgl. auch
[22] Kap. 4.2.1 und [11] Kap. 5.7).

Da k> 1und n > 1, gilt

f(0)=0—n=-n<0

und
f(ny=n*—n=n-@"1t1=-1)>0.

Die Funktion f, aufgefasst als Abbildung von R — R, ist stetig und streng
monoton wachsend. Deshalb gibt es genau eine Nullstelle zwischen 0 und n.
Wir berechnen als néchstes m := f ([£]) und erhalten somit 3 mdgliche
Falle:

e 7 < 0: Die Nullstelle liegt im Intervall (%], n)
e m = 0: [§] ist die gesuchte Nullstelle.

e /m > 0: Die Nullstelle liegt im Intervall (0, %])

Wenden wir diesen Test sukzessive auf das jeweils neue Intervall an werden
wir entweder eine ganzzahlige Nullstelle finden oder wir finden heraus, dass
die Nullstelle in einem Intervall I, = (k, k + 1) zu finden ist. In diesem Fall
haben wir sichergestellt, dass die Nullstelle der Funktion keine ganze Zahl
sein kann und kénnen den néchsten Exponenten testen oder den Algorithmus
mit der Meldung n # m”* abbrechen, falls bereits alle méglichen Exponenten
getestet wurden.

In der Realisierung wurden die Randpunkte jeweils dem Intervall hinzu-
gefiigt, obwohl sie keine Losungen sein kénnen. Als Abbruchbedingung be-
trachten wir daher den Fall, dass #I < 3.

Algorithmus 5.2.7. (Modifiziertes Bisektionsverfahren)
FEingabe: n € N mitn > 1
Ausgabe: m, k mit n =mF falls n eine ganzzahlige Potenz ist.

1. Fir k von 2 bis |logyn]:

e Setze a := 0.
e Setze b:=n.
e Setze I :=[a,b] C Z.
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o Setze l := #1.
e So lange | > 3:
(a) Setze m :=a+ |5].
(b) Setze m :=mF —n.
(¢) Falls m = 0:
Ausgabe: n = mF.
(d) Falls m < 0: Setze

a:=m, I:=]a,b], | :=+#I.

(e) Falls m > 0: Setze

b:=m, I:=[a,b], | :=#I.

e Fuallsl = 3:

(a) Setze m :=a+ 1.
(b) Falls m* = n:
Ausgabe: n = mF.

2. Ausgabe: n # mF.

5.3 Struktur des Begleitprogramms zur Arbeit
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Ein Teil der Arbeit war, den Quantenalgorithmus auf einem klassischen

Rechner zu simulieren. Die hierzu nétigen Hilfsmittel sind:

e Ein Zufallsgenerator, da wir bei der Messung von Quantenbits ein

Zufallsexperiment durchfithren miissen.

Der Zufallsgenerator wurde in eine Hilfsklasse Random gekapselt (zu
finden im Modul __random.py), die in den anderen Klassen verwendet
wird. Dies hat den Vorteil, dass der zugrundeliegende Zufallsgenerator
ausgetauscht werden kann (z.B. kann auf das Statistikprogramm R!
umgestellt werden), ohne dass man an anderen Stellen den Generator

austauschen muss.

e Ein Primzahltest im Modul millerRabin.py.

e Das Modul classicAlgorithms.py enthélt eine Sammlung benotigter
klassischer Algorithmen (euklidischer Algorithmus, schnelles Potenzie-
ren, Kettenbruchapproximation, etc.). Mehr hierzu findet man in Ab-

schnitt 5.2.

Thttp://www.r-project.org/
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Fiir Quantenalgorithmen steht die Klasse Quantumregister zur Verfiigung,
welche im Modul quantum register.py zu finden ist. Diese Klasse ver-
waltet die Zusténde im Register und realisiert Operationen mit konstantem
Aufwand (z.B. Hadamard-Transformation auf einem Bit, CNOT- und Toffo-
ligatter). Die Anzahl der Quantenbits wird hier nur durch den verfiigbaren
Arbeitsspeichers begrenzt und es wird nicht kontrolliert, ob man auf ein
,,glltiges Bit” zugreift.

Fiir den praktischen Einsatz gedacht ist die im Modul quantum_computer. py
enthaltene Klasse Quantumcomputer. Diese Klasse erlaubt einerseits, dass
man das Register in verschiedene Teilregister aufspaltet, welche dann auch
iibersichtlicher ausgegeben werden kénnen, andererseits ist auch eine Spei-
cherverwaltung realisiert worden. So wird z.B. darauf geachtet, dass nicht
mehr temporére Bits verwendet werden, als dem Algorithmus erlaubt wur-
den, dass Keines doppelt verwendet wird und dass sie wieder ordnungsgeméf
freigegeben werden. Obendrein enthélt diese Klasse auch aufwendigere Ope-
rationen wie die Quantenfouriertransformation und arithmetische Operatio-
nen. Strukturell entspricht dies somit dem Aufbau dieser Arbeit, da wir
auch hier aufwendigere Quantenoperationen von einfachen Registeropera-
tionen getrennt hatten.

Zusétzlich existieren noch einige kleinere Anwendungsprogramme, mit denen
man die in der Arbeit angegebenen Grafiken erzeugen kann:

e probabilities.py: Dieses Programm fiihrt den Quantenalgorithmus
durch. Nach der Quantenfouriertransformation wird das Register je-
doch nicht mehr gemessen sondern es werden die Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Messwerte geplottet.

e classicshor.py: Dieses Programm ist eine rein klassische Version
des Algorithmus von Shor. Die Ordnung wird hier nicht mit Hilfe
des Quantenalgorithmus bestimmt, sondern mittels eines klassischen
Verfahrens (exponentieller Aufwand). Das Programm dient dazu Refe-
renzgrafiken zu erstellen, damit man die Erfolgsquote des Quantenal-
gorithmus einschétzen kann.

e generate_plots.py: Dieses Programm startet den Algorithmus von
Shor (wahlweise die rein klassiche Version oder die Version mit Quan-
tenalgorithmus) fiir alle Zahlen n € {0,...,99} und gibt am Schluss
ein Diagramm aus, welches die Fehlerquoten visualisiert. Man kann
sich mit Hilfe dieses Diagramms einen groben Uberblick iiber die Er-
folgsaussichten verschaffen. Zusétzlich diente dieses Programm auch
dazu ,,gutartige” und ,,bosartige” Werte zu finden, welche dann als
Beispielmessungen in dieser Arbeit verwendet wurden.

e shor.py: In diesem Programm ist der Algorithmus von Shor (inkl. si-
muliertem Quantenalgorithmus) realisiert. Die klassische Nachbearbei-
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tung zur Ermittlung der Ordnung wurde hierbei in eine eigene Funk-
tion ausgelagert, damit man leichter sehen kann ab welcher Stelle der
klassische Rechner wieder die Arbeit iibernehmen muss. In diesem Pro-
gramm wurde eine Zeitmessung eingebaut, mit deren Hilfe die durch-
schnittliche Rechenzeit der einzelnen Quantenoperationen gemessen
wird.

Man sollte beachten, dass der Quantenalgorithmus nur mit exponentiellem
Aufwand auf einen klassischen Rechner umgesetzt werden konnte. Als grobe
Richtlinie lésst sich sagen, dass bei jedem zusétzlich verwendetem Quanten-
bit der bendtigte Arbeitsspeicher verdoppelt wird und daher auch moderne
Rechner sehr schnell an ihre Grenzen stoflen. Auch die Rechenzeit wéchst
sehr schnell an, wobei man in der Simulation sieht, dass die arithmetischen
Operationen mit Abstand die meiste Rechenzeit benotigen.

5.4 Testmessungen

Wir haben in Kapitel 4 bereits gesehen, dass der Algorithmus aus einem
Quantenteil besteht, mit dessen Hilfe man die Ordnung eines Elements be-
stimmt und aus einem klassischen Teil, der moglicherweise aus dieser Ord-
nung einen Teiler ermitteln kann. Der Speicherbedarf verdoppelt sich jedoch
mit jedem zusétzlichen Quantenbit in etwa und auch die Rechenzeit zur
Durchfithrung des Algorithmus wird immer grofler, daher kénnen nur kleine
Eingaben getestet werden. Da es sich obendrein um einen probabilistischen
Algorithmus handelt, kénnen wir nicht aus einer einzigen Messung auf den
Gesamterfolg des Algorithmus schliefen. Um die Erfolgswahrscheinlichkei-
ten abschétzen zu konnen muss man deshalb immer mehrere Messungen
durchfiithren. Es hat sich gezeigt, dass sich die Erfolgsquote des Algorithmus
bei 10 000 Durchléufen relativ gut stabilisiert, weshalb diese Grenze fiir die
folgenden Messungen gewihlt wurde.

AuBlerdem konnten wir feststellen, dass sowohl im klassischen Teil eine ge-
wisse Unsicherheit besteht ein Ergebnis zu erhalten, z.B wenn die Ordnung
des zufillig gezogenen Elements ungerade ist, als auch im Quantenteil.

Um die Erfolgsquote des Quantenteils zu schitzen, ersetzen wir diesen durch
ein deterministisches Verfahren zur Bestimmung der Ordnung und verglei-
chen die Ergebnisse dieses Verfahrens mit denen unseres simulierten Quan-
tenalgorithmus.

Abbildungen 5.1, 5.3, 5.5 und 5.7 sind die Diagramme zu unserer determi-
nistischen Referenzmessung, wihrend in den Abbildungen 5.2, 5.4, 5.6 und
5.8 Messungen dargestellt sind, die mit Hilfe des simulierten Quantenalgo-
rithmus durchgefiihrt wurden. Die beiden Diagramme 5.9 und 5.10 zeigen
die Fehlerhdufigkeiten des Algorithmus fiir alle Zahlen kleiner als 100 auf,
wobei man einerseits sehr gut sehen kann, dass der Quantenalgorithmus eine
sehr hohe Trefferquote hat, da kein Unterschied zu den Ergebnissen aus der
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Referenzmessung erkennbar ist und andererseits auch insgesamt die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit einen Faktor zu finden wesentlich besser ist, als die in der
Abschitzung in Satz 4.3.5 angegebenen 50%.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (49.5%)

mit Ordnung ermittelt (50.5%)

99T (a,n)

3 (3304 mal) 5 (1646 mal)

99T (2% —1,n)

3 (4229 mal) (821 mal)

3 (821 mal) 5 (4229 mal)

Abbildung 5.1: Referenzmessung zur Zerlegung von n = 15.

Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (50.5%)

mit Ordnung ermittelt (49.5%)

99T (x,n)

3 (3401 mal) 5 (1650 mal)

90T (2% —1,n)

3 (4100 mal)

99T (a5 + 1,n)

3 (849 mal) 5 (4100 mal)

Abbildung 5.2: Messung zur Zerlegung von n = 15.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (20.6%) mit Ordnung ermittelt (41.1%) kein Teiler gefunden (38.2%)

99T (1)

7 (1270 mal) 11/(790 mal)

goT (2 —1,m)

2500

2000
1500

1000

500

! 7 (1992 mal) 11 (2123 mal)

9aT (2% +1,m)

2500
2000
1500
1000

500

7 (2123 mal) 11/(1992 mal)

Abbildung 5.3: Referenzmessung zur Zerlegung von n = 77.

Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (21.8%) mit Ordnung ermittelt (40.5%) ein Teiler gefunden (37.7%)

99T (.n)

1400
1200
1000
00
600
100
200

7 (1352 mal) 11 (831 mal)

99T (&% —1,n)

2500
2000
1500
1000

500

0

7 (2033 mal) (2017 mal)

99T (2% +1,n)

11 (2033 mal)

7 (2017 mal)

Abbildung 5.4: Messung zur Zerlegung von n = 77.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (54.3%) ‘mit Ordnung ermittelt (41.5%) kein Teiler gefunden (4.2%)
99T (,n)
2000
1500
1000
500
O3 (2281 ma) 5 (1204 mal) 7 (797 mal) 15 (585 mal) 21 (388 mal) 35 (178 mal)
99T (2% —1,n)
3000
2500
2000
1500
1000
500
3 (321 mal) 5 7 (315 mal) 15 (304 mal) 21 (2667 mal) 35 (267 mal)

99T (% +1.n)
3000

2500
2000

1500
1000
500
0

3 (267 mal) 5 (2667 mal) 7 (304 mal) 15 (315 mal) 21 (278 mal) 35 (321 mal)

Abbildung 5.5: Referenzmessung zur Zerlegung von n = 105.

Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (55.0%) ‘mit Ordnung ermittelt (40.8%) ein Teiler gefunden (4.2%)

9T (.m)
2500

2000
1500

1000

3 (2340 mal) 5 (1216 mal) 7 (799 mal) 15 (570 mal) 21(382 mal) 35 (193 mal)

90T (2% —1,n)

3 (314 mal) 5 (287 mal) 7 (270 mal) 15 (274 mal) 21 (2647 mal) 35 (291 mal)

99T (a5 + 1,n)
3000

2500
2000
1500
1000

500

3 (291 mal) 5 (2647 mal) 7 (274 mal) 15 (270 mal) 21 (287 mal) 35 (314 mal)

Abbildung 5.6: Messung zur Zerlegung von n = 105.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Ralen (22.6%)

mit Ordnung ermittelt (49.5%) kein Teiler gefunden (28.0%)

99T (1)

5 (1979 mal) 29 (277 mal)

2500

2000
1500

1000

500

" 5 (2459 mal) 29 (2487 mal)

9aT (2% +1,m)
2500
2000
1500
1000

500

5 (2487 mal) 29 (2459 mal)

Abbildung 5.7: Referenzmessung zur Zerlegung von n = 145.

Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (22.7%) mit Ordnung ermittelt (47.2%) ein Teiler gefunden (30.1%)

99T (.n)

2000
1500
1000

500
5 (1964 mal) 29 (302 mal)

99T (&% —1,n)
2500

2000

1500

1000

500

0

5 (2358 mal) 29 (2366 mal)

99T (2% +1,n)

5 (2366 mal)

29 (2358 mal)

Abbildung 5.8: Messung zur Zerlegung von n = 145.
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Fehlerquote der verschiedenen Eingaben bei je 10000 Durchlaufen

Zehnerstelle

Einerstelle

L
20%

Abbildung 5.9: Visualisierung der Fehlerhdufigkeit des Algorithmus bei der Zer-
legung aller Zahlen zwischen 0 und 99. Verwendet wurde hier der
Algorithmus mit deterministischer Berechnung der Ordnung.

Fehlerquote der verschiedenen Eingaben bei je 10000 Durchlaufen

Zehnerstelle

Einerstelle

.
20%

Abbildung 5.10: Visualisierung der Fehlerhdufigkeit des Algorithmus bei der Zer-
legung aller Zahlen zwischen 0 und 99. Verwendet wurde hier
der Quantenalgorithmus inklusive klassischer Nachbearbeitung
zur Verbesserung der Trefferwahrscheinlichkeit.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (50.0%) mit Ordnung ermittelt (24.7%) Kein Teiler gefunden (25.3%)

99T (x,n)

3 (3327 mal) 5 (1675 mal)

99T (25 —1,m)

3 (2069 mal) 5 (403 mal)

99T (% +1,n)

3 (403 mal)

5 (2069 mal)

Abbildung 5.11: Messung zur Zerlegung von n = 15 ohne Nachbearbeitung des
Ergebnisses.

Wir haben obendrein noch festgestellt, dass eine gewisse klassische Nachbe-
arbeitung fiir unseren Quantenalgorithmus nétig ist, damit wir mit hoher
Wahrscheinlichkeit die Ordnung bestimmen zu kénnen. Mittels unserer Si-
mulation kénnen wir illustrieren, dass dieser Nachbearbeitungsschritt eine
sinnvolle Investition darstellt, obwohl noch einige Rechenzeit beansprucht
wird.

Fiithren wir eine Messung ohne die klassische Nachbearbeitung durch er-
halten wir beispielsweise das in Abbildung 5.11 gezeigte Resultat. Vergli-
chen mit dem Durchlauf in Abbildung 5.2, welcher die Nachbearbeitung
enthalt, sieht man, dass die Erfolgsquote des Quantenalgorithmus hier sehr
viel schlechter ausfillt. Dies liegt aber auch daran, dass der Quantenalgo-
rithmus nur einmal durchlaufen wird und nicht O(log r)-mal, was eigentlich
notig wire um eine hohe Erfolgswahrscheinlichkeit garantieren zu kénnen.
Zuletzt wollen wir noch kurz die in Satz 4.3.9 angegebene Verbesserung des
klassischen Teils betrachten.

Wir haben bereits gesehen, dass unser Algorithmus bei n = 77 eine sehr
hohe Fehlerquote aufweist (ca. 38%, siche auch Abbildung 5.4). Bauen wir
jedoch noch diesen zusédtzlichen Test mit ein erhalten wir das in Abbildung
5.12 angegebene Bild und sehen, dass sich der Algorithmus durch diesen
Trick deutlich verbessert hat.
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Anzahl durchgefiihrter Messungen: 10000

Raten (35.9%)

mit Ordnung ermittelt (57.5%)

99T (z,n)

Kein Teiler gefunden (6.7%)

2000

1500

1000
500

! 7 (2287 mal)

99T (% — 1,m)

7 (2827 mal)

\i-

3000
2500
2000
1500
1000

500

7 (2919 mal)

99T (2% +1.n)

11 (1298 mal)

11 (2919 mal)

11 (2827 mal)

89

Abbildung 5.12: Messung zur Zerlegung von n = 77 mit Auswahlregel nach Satz

4.3.9.
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Anhang A

Python als
Programmiersprache

Zur Simulation des Quantencomputers wurde Python als Programmierspra-
che gewihlt, da eine grofle Anzahl niitzlicher Bibliotheken zur Umsetzung
des Problems existiert.

Wichtig waren hierbei einerseits die Numerikbibliothek Numpy!, die einige
wichtige mathematische Funktionen und den Zufallsgenerator bereitstellt,
andererseits die Plotbibliothek Matplotlib?, mit deren Hilfe die Diagramme
in den Anwendungsprogrammen erzeugt werden.

Da Python eine interpretierte Sprache ist, ist das Programm zwar nicht
sonderlich schnell, Python bietet jedoch die Moglichkeit Teile des Codes in
,,schnellere” Sprachen (z.B. C/C++ oder Fortran) auszulagern. Um platt-
formunabhéngig zu bleiben wurde jedoch hierauf verzichtet.

"http://numpy.scipy.org/
http://matplotlib.sourceforge.net /

91



92

ANHANG A. PYTHON ALS PROGRAMMIERSPRACHE



Anhang B

libquantum

Statt eine Eigenentwicklung zur Simulation des Quantenalgorithmus zu nut-
zen hitten wir auch auf die von Bjorn Butscher und Hendrik Weimer entwi-
ckelte C-Bibliothek libquantum® zuriickgreifen kénnen, bei der unter Ande-
rem bereits alle nétigen Quantengatter und auch der Algorithmus von Shor
bereits implementiert sind.

Es handelt sich hier jedoch um eine sehr ausfiihrliche Bibliothek, die eini-
ges mehr behandelt, als eigentlich zur Durchfithrung des Algorithmus von
Shor notwendig ist. Beispielsweise ignoriere ich in meiner Simulation De-
kohérenzeffekte und nehme an, dass Quantenbits nicht ohne Weiteres den
Zustand dndern, wohingegen dies in libquantum beriicksichtig werden kann.
Will man den Algorithmus von Shor auch mit gréfleren Eingaben testen
wére es ratsam die Testprogramme auf diese Bibliothek zu portieren oder
zumindest Teile des Programmes nach C, C++ oder Fortran auslagern.

Thttp://www.libquantum.de/
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Anhang C

Technische Umsetzung

Bisher haben wir immer nur angegeben, dass die Schritte im Quantencom-
puter alle durchfiithrbar sind, haben aber noch nicht klar gestellt, ob es sich
hierbei womoglich nur um ein theoretisches Konstrukt handelt. Der folgen-
den Abschnitt soll nun einen kleinen Einblick in die technische Realisierung
von Quantencomputern und speziell in die Umsetzung von Quantenbits ge-
ben.

C.1 Photonen als Quantenbit

In diesem Abschnitt betrachten wir, wie wir mit Hilfe von Photonen einen
kleinen Quantencomputer bauen und den in Algorithmus 3.1.1 angegebenen
Zufallsgenerator realisieren kénnen.

Die hier zugrundeliegende Idee ist, dass man Photonen, die mit Hilfe einer
FEinzelphotonenquelle erzeugt worden sind, auf einen Strahlteiler schickt. De-
tektoren messen, ob das Photon am Strahlteiler transmittiert (interpretiert
als |0)) oder reflektiert (interpretiert als |1)) wurde.

Der Strahlteiler entspricht in diesem Versuch unserem Hadamardgatter.

Dieser Versuchsaufbau kann auch als Schiilerexperiment! realisiert werden,
wie der Lehrstuhl ,,Didaktik der Physik” an der ,,Friedrich-Alexander-Uni-
versitéit Erlangen-Niirnberg” demonstriert. Die Abbildung C.1, C.2 und C.3
stammen aus der Versuchsanleitung dieses Schiilerversuchs

!siehe: http://www.didaktik.physik.uni-erlangen.de/quantumlab/index.html
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Reflektiert:
ar: 1

Transmittiert:

Trigger
Binar: 0 99

Detektor

Strahlteiler

Abbildung C.1: Versuchsaufbau zur Realisierung eines Quantenzufallsgenerators.
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Abbildung C.2: Versuchsaufbau zur Realisierung einer Einzelphotonenquelle. Der
Detektor links dient zur Triggerung der beiden Detektoren im
Quantenzufallsgenerator (siche Abbildung C.3).
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Abbildung C.3: Versuchsaufbau zur Realisierung des Quantenzufallsgenerators
mit eingezeichnetem Strahlengang. Auf der Homepage zu die-
sem Versuch kann der Ablauf des Zufallsgenerators mittels einer
Flashanimation betrachtet werden.

C.2 Ionenfallen

FEine weitere Moglichkeit Quantenbits zu realisieren ist, dass man lonen in
sogenannten lonenfallen einsperrt. Die Ionen kénnen in diesem Fall gewisse
Energieniveaus einnehmen. Der Grundzustand entspricht dann z.B. |0) und
ein angeregter Zustand entspricht |1).

Nachteile dieses Ansatzes sind, dass die Ionen sehr stark gekiihlt werden
miissen, damit keine Dekohérenz auftritt. Operationen auf Quantenbits kén-
nen jedoch mit Hilfe von Laserpulsen ausgefiihrt werden, weshalb dieser
Ansatz ein moglicher Kandidat fiir die Realisierung grofierer Quantenrech-
ner sein konnte. In [4] Kapitel VI. wird die Anzahl der notigen Laserpulse
zur Durchfithrung arithmetischer Operationen analysiert und zum Abschluss
noch gezeigt, dass der Quantenalgorithmus fiir n = 15 mit 38 Laserpulsen
durchfiithrbar ist.

C.3 Kernspinresonanz

Als letztes werden wir noch Kernspinresonanz (engl.: nuclear magnetic reso-
nance) zur Realisierung von Quantencomputer betrachten, da dieses Verfah-
ren eingesetzt wurde, um den ersten offiziell bestéitigten Quantencomputer
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zu bauen, der den Algorithmus von Shor erfolgreich ausfithren konnte?.
Hierbei wurde mit Hilfe von 7 Quantenbits die Zahl 15 zerlegt, indem ei-
ne leicht modifizierte Variante des Algorithmus von Shor verwendet wurde

(siehe hierzu [24]).

IBM Research Division (2001, December 20). IBM’s Test-Tube Quan-
tum  Computer Makes History; First Demonstration Of Shor’s Histo-
ric Factoring Algorithm. ScienceDaily. Retrieved March 23, 2011, from
http://www.sciencedaily.com/releases/2001/12/011220081620.htm
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