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Kapitel 1

Einleitung

Vor der mathematischen Einfithrung ein kleines Beispiel, das das Ziel dieser Arbeit motiviert.

1.1 Beispiel

Abbildung 1.1 stellt eine schwingende Saite zum Startzeitpunkt dar. Die Auslenkung der
Saite ist hierbei abhéngig von der Ortsvariablen x. Schwingt die Saite nun, so &ndert sich die
Auslenkung der Saite am Ort x mit fortlaufender Zeit - die Saite ist also ebenfalls von der
Zeit t abhéingig. Insgesamt wird die Saite durch eine Funktion (¢, z), die von x und t abhéngt
beschrieben. Sie ist zudem abhéngig davon, wie sich die Saite an den Enden verhélt. Ist die
Saite eingespannt, d.h. der Wert von y am Rand ist fest gegeben, so spricht man von einer
Dirichlet-Randbedingung. Ist hingegen die Ableitung von y nach x gegeben, so spricht man
von einer Neumann-Randbedingung. Desweiteren ist die Saite abhéngig von der Auslenkung
zum Startzeitpunkt sowie deren Ableitung beziiglich des Ortes - den Anfangsbedingungen.

Geht man davon aus, dass keine Reibung auftritt, so schwingt die Saite unendlich lange.
Wir wollen nun die rechte Seite durch eine sogenannte Steuerung u(t) so beeinflussen, dass
sich die Saite nach endlicher Zeit in der Ruhelage befindet. Dazu hilft ein Maf}, das Kosten
genannt wird, das besagt, wie nahe man bereits am Ziel - der Ruhelage ist. Hierbei wird oft
die Energie benutzt - in diesem Fall die Summe aus Lageenergie und Bewegungsenergie. Die
Steuerung wird nun so gewahlt, dass die Energie in den néchsten N Zeitschritten maximal
abnimmt - N wird Horizont genannt. [teriert man dieses Verfahren - man berechnet also eine
optimale Steuerung, wendet diese an, berechnet eine neue optimale Steuerung usw., so wird
das Verfahren MPC genannt.

Die Frage ist nun ob man nach endlicher Zeit die Ruhelage erreichen kann - man spricht
dann davon, dass die Saite kontrollierbar ist und vor allem wie weit man fiir die Berechnung
der Steuerung in die Zukunft schauen muss. Die erste Frage wird direkt durch meine Arbeit
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Abbildung 1.1: Schwingende Saite zum Startzeitpunkt

beantwortet, fiir die zweite Frage berechne ich zwei Konstanten anhand derer man den Hori-
zont N - also die Anzahl an Schritten, die in die Zukunft geschaut werden muss, abschitzen
kann.

1.2 Problemstellung

In dieser Arbeit geht es um Kontrollierbarkeitsabschétzungen der Wellengleichung. Daher
werde ich zunéchst die Wellengleichung und Kontrollierbarkeit definieren.

Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung, d.h. eine Gleichung in der Ab-
leitungen nach mehreren Variablen vorkommen. In der Wellengleichung und vielen anderen
partiellen Differentialgleichungen teilt man diese Variablen auf in Zeitvariablen und Ortsva-
riablen. In der Regel gibt es nur eine Zeitvariable, daher spricht man fiir n Ortsvariablen von
der n-dimensionalen Wellengleichung. In Beispiel 1.1 wird die schwingende Saite durch die
Funktion y(¢, x) beschrieben - diese ist die Losung der 1-dimensionalen Wellengleichung.

Die Wellengleichung ist gegeben durch yy; = c*y,,. Die Konstante ¢ wird hierbei die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Wellengleichung genannt. Abbildung 1.2 zeigt die Losung der
Wellengleichung im Verlauf der Zeit. Zur Startzeit ¢ = 0 ist eine Funktion gegeben, diese
breitet sich im Laufe der Zeit nach links und rechts aus. Je grofier die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ¢, desto schneller breitet sich die anfangs gegebene Funktion aus. Die Abkiirzung v,
und analog y; (¢, z) in der Wellengleichung entspricht der zweimaligen Ableitung von y(¢, x)
nach x bzw. t, d.h. y..(f,x) = dd—;gy(t,x) bzw. yu(t,x) = j—;y(t,x).
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Abbildung 1.2: Losung der Wellengleichung fiir u(t) = 0

Betrachtet man die schwingende Saite aus Beispiel 1.1, so hatte diese zwei Enden, die Orts-
variable x ist also beschréinkt. Daher gehen wir im Folgenden davon aus, dass = € [0, L] := Q
- die Enden der Saite befinden sich also in x = 0 und x = L. Wie im Beispiel erwihnt
schwingt die Saite ohne Einwirkung unendlich lange. Daher beginnen wir bei der Startzeit
t = 0 und lassen die Saite unendlich lange schwingen, d.h. ¢ € [0, co].

Damit die Wellengleichung eine eindeutige Losung besitzt, miissen - wie in Bespiel 1.1 ein-
gefiihrt - Anfangsbedingungen und Randbedingungen gestellt werden. Als Anfangsbedingung
benétigt man hierbei den Zustand der Losung sowie der Ableitung der Losung zum Start-
zeitpunkt, d.h. t = 0. Als Randbedingung betrachten wir in dieser Arbeit am linken Rand
die homogene (d.h. identisch der Nullfunktion) Dirichlet-Randbedingung y(¢,0) = 0 sowie
die inhomogene Neuman-Randbedingung v, (t, L) = u(t). Insgesamt ergibt sich also folgende
Problemstellung (vgl. Abbildung 1.3 links) :

Definition 1.1 (ARWP der 1-dim. Wellengleichung).
Seien f(x),g(z) sowie u(t) vorgegeben und L > 0. Dann heiffen folgende Gleichungen An-
fangsrandwertproblem (kurz ARWP) der 1-dimensionalen Wellengleichung :

Yit = Yo auf [0, co[x €2 (1.1)
y(0,2) = f(x) w(0,z) = g(x) auf
y(t,0) =0 y(t, L) = wu(t) auf [0,00]

Fiir die numerischen Rechnungen sowie die analytischen Beweise ist das Intervall [0, oo
sehr unpraktisch - man hétte gerne ein beschrénktes Intervall. Daher diskretisiert man das
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Abbildung 1.3: Kontinuierliche (links) und diskrete (rechts) Problemstellung des ARWP der
Wellengleichung

Zeitintervall obiger Gleichung, d.h. man betrachtet obiges Problem auf den beschrankten
Intervallen [(i — 1)T,4¢T|. T > 0 wird hierbei die Zeitschrittweite genannt. Das rechte Bild in
Abbildung 1.3 zeigt hierbei die Aufteilung des Zeitintervalls. Im ersten Schritt 16st man fiir
i =1also (1.1) - (1.3) auf dem Zeitintervall [0, T]. Fiir die Anfangsbedingungen des zweiten
Schrittes wird nun die berechnete Losung des ersten Schrittes zur Zeit T genommen. Iteriert
man dies nun weiter, so erhédlt man fiir ¢ — oo die Losung des oben angegebenen Anfangs-
randwerproblemes. Grund hierfiir ist, dass die Wellengleichung ein dynamisches System ist,
d.h. die Losung ist nicht abhéngig von der Anfangszeit sondern nur den Anfangsbedingungen
- damit entspricht also die Losung der Teilintervalle der Lésung der zeitlich unbeschrankten
Wellengleichung auf diesem Teilintervall.

In Beispiel 1.1 sowie als Neumann-Randbedingung am rechten Rand tritt die sogenannte
Steuerung wu(t) auf. Im Beispiel hilft diese, die Saite in ihre Ruhelage zu steuern, d.h. die
Saite lésst sich kontrollieren. Bevor man allerdings den Begriff Kontrollierbarkeit allgemein
definieren kann, benotigt man ein sogenanntes Kontrollsystem - im Beispiel die Saite, das
man kontrollieren will. Dort wurde anhand der Steuerung und dem Zustand der Saite im
letzten Zeitschritt der neue Zeitschritt berechnet. Dies lasst sich fiir diskrete Systeme ver-
allgemeinern. Nach [4] sind Kontrollsysteme dynamische Systeme in kontinuierlicher oder
diskreter Zeit, die von einem Parameter u abhéngen, der sich abhéngig von der Zeit oder
dem Zustand des Systems verdndern kann. Damit ergibt sich folgende an [1] orientierte
Definition :

Definition 1.2 (Diskretes Kontrollsystem).
Seien Z und U Funktionenrdume sowie F : Y x U — Y. Dann ist ein diskretes Kontrollsys-
tem gegeben durch ein dynamisches System :

y(n+1) = F(y(n),u(n))
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Fiir die diskrete Wellengleichung entspricht y(n) := y(nT,z), wobei y hierbei die Losung
des kontinuierlichen Problems ist. Desweiteren entspricht F' der Losung des Anfangsrand-
wertproblemes der Wellengleichung.

Zusétzlich zu einem Kontrollsystem, benttigen wir wie in Beispiel 1.1 erklart eine Art Mafl
oder Giitefunktion, das besagt, wie nahe man bereits am erklarten Ziel ist. Diese Funktion
wird Stufenkosten genannt. Anschaulich wird iiber eine Funktion p die zeitliche und &rtliche
Anderung der Welle gemessen. Am Beispiel der Saite befinden wir uns in der Ruhelage, wenn
die zeitliche und 6rtliche Anderung Null ist. Dies liegt daran, dass wir uns am linken Rand
bereits in der Ruhelage befinden - ohne eine Anderung ist damit auch der Rest der Welle in
der Ruhelage. Wir definieren die Stufenkosten also folgendermafien :

Definition 1.3 (Diskrete Stufenkosten).
Die diskreten Stufenkosten | :Y x U — R{ sind definiert durch :

yu(n), u(n)) = / pze(n), yi(n))dz + A / u(n)?

N

-~

=1 (yu(n),u(n))

Fiir p bietet sich z.B. die Energie (vgl. [8, Kapitel 9.1]) oder die gewichtete Energie an, auf
die ich spéter in dieser Arbeit eingehen werde. Anschaulich bedeutet (exponentielle) Kon-
trollierbarkeit fiir ein diskretes System, dass fiir alle Problemfille eine Steuerung existiert,
sodass die Stufenkosten exponentiell fallend sind. Fiir die schwingende Saite in Beispiel 1.1
bedeutet dies, dass fiir alle Anfangsauslenkungen eine Steuerung existiert, sodass sich mit
dieser Steuerung die Saite in die Ruhelage steuern lasst. Mit Hilfe des Kontrollsystems und
den Stufenkosten ldsst sich die Kontrollierbarkeit also definieren durch :

Definition 1.4 (Exponentielle Kontrollierbarkeit).
Ein System ist exponentiell kontrollierbar beziiglich den Stufenkosten l(y,(n),u(n)) <=

3C>1,0€]0,1]: VyeY JuelU: ["(y,(n),u(n)) <Co"l*(y)

Die fiir diese Arbeit benotigten Grundlagen sind hiermit definiert. Im folgenden Abschnitt
werde ich nun diese Arbeit motivieren.

1.3 Motivation

Wie in Beispiel 1.1 erwéhnt, lassen sich Konstanten, die man fiir die Kontrollierbarkeits-
abschétzung braucht dazu benutzen um den Horizon in einem MPC-Verfahren abzuschétzen.
Daher werde ich kurz das MPC-Verfahren einfiihren.
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Abbildung 1.4: Ungesteuerte (links) und gesteuerte (rechts) Losung der Wellengleichung fiir
f(z) = sin(2rx) und g(z) =0

Man betrachte das diskrete Kontrollsystem aus Definition 1.2. Das Ziel ist es, eine Steuerung
zu berechnen, sodass die Stufenkosten minimiert werden. Da das Zeitintervall unendlich lan-
ge ist, hat das diskrete System unendlich viele Schritte - es ist daher schwierig fiir das ganze
Intervall eine Steuerung zu bestimmen. Daher wird der Horizont N eingefiihrt, der die Anzahl
an Schritten angibt, die zur Berechnung der Steuerung benutzt werden. Es wird also fiir die
néchsten N Schritte eine Steuerung iiber ein Optimierungsverfahren berechnet. Davon wird
nun die erste Steuerung implementiert, d.h. die erste Steuerung wird angewendet und ein
neuer Zustand des Systemes wird berechnet. Dort wird nun wiederum die Steuerung fiir die
néchsten N Schritte berechnet. Iterative Anwendung deses Verfahrens wird Modelprédiktive
Regelung (auf englisch : model predictive control - kurz MPC) genannt.

In [5, Theorem 5.3] wurden sogenannte Suboptimalitétsabschitzungen fiir MPC bewiesen.
Anhand dieser kann man iiber den Horizont N sowie C' und ¢ aus der Kontrollierbarkeits-
abschitzung abschéitzen, ob das MPC-Verfahren stabilisieren wird oder nicht. Ist der Sub-
optimalitatsgrad a > 0, so wird das Kontrollsystem stabilisiert. Fiir den Horizont N = 2 ist
a gegeben durch :

a=1-(C(l + o) — 1) (1.4)

Die Kontrollierbarkeit der Wellengleichung in endlicher Zeit wurde bereits in [6] gezeigt. Dort
wurde allerdings ein Horizont von £ benétigt. In [1] wurde anhand von (1.4) gezeigt, dass
N = 2 ausreichend ist - solange bestlmmte Anforderungen an T gestellt sind. Abbildung 1.4
zeigt die ungesteuerte und die gesteuerte Losung der Wellengleichung - wie man sehen kann
entspricht die gesteuerte Losung nach einiger Zeit der Nullfunktion.



1.4. AUFBAU 7

Lésungsformel der Wellengleichung
Theorem 3.1

Vereinfachung der Ableitungen
Proposition 4.1
]

Energieerhaltung MKOntrollierbarkeit

Theorem 4.3 Theorem 5.2

Kapitel 2

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung des Aufbaus dieser Arbeit

Das Ziel in zukiinftigen Arbeiten soll nun sein, &hnliche Abschéitzungen fiir die mehrdimen-
sionale Wellengleichung zu zeigen. In [1] wurde zur Losung des ARWP der Wellengleichung
die D’Alembert-Formel sowie die Methode der Reflektion (vgl. [8, Kapitel 3.2]) benutzt. Die-
se lasst sich allerdings nicht auf mehrere Dimensionen iibertragen. Daher verwende ich in
dieser Arbeit den Ansatz iiber Fourierreihen um die Kontrollierbarkeit der Wellengleichung
zu zeigen. Der Vorteil hierbei ist, dass sich zumindest das homogene ARWP der Wellenglei-
chung mit u(¢) = 0 im Mehrdimensionalen iiber Fourierreihen l6sen lésst.

1.4 Awufbau

Diese Arbeit besteht aus 6 weiteren Kapiteln. In dieser Arbeit treten einige Theoreme sowie
eine Proposition auf - den Zusammenhang veranschaulicht Abbildung 1.5.

In Kapitel 2 werde ich Fourierreihen einfithren und erkléaren, wieso sich viele Funktionen als
Fourierreihen entwickeln lassen. Zudem werde ich ein paar grundlegende Eigenschaften, wie
die gliedweise Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit sowie die Quadratur und Multiplika-
tion zeigen.

Anhand dieses Kapitels kann in Kapitel 3 iiber Fourierreihen eine Losungsformel (Theorem
3.1) fir das ARWP der Wellengleichung hergeleitet werden. Dort werde ich auch zeigen,
dass die Losungsformel unter geeigneten Voraussetzungen gegen die Losung konvergiert. In
der Losungsformel tritt eine gewohnliche Differentialgleichung auf, diese werde ich in diesem
Kapitel ebenfalls 16sen.

In Kapitel 4 werde ich dann iiber die Losungsformel zuerst in der Lage sein, y,(t,z) und
y+(t, x) iiber Fourierreihen darzustellen und zu vereinfachen (Proposition 4.1). AnschlieBend
zeige ich mit diesen Vereinfachungen die sogenannte Energieabnahme der Wellengleichung
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(Theorem 4.3).

Im darauffolgenden Kapitel werde ich die sogenannte gewichtete Energie motivieren. Mit
Hilfe dieser lésst sich nun die Kontrollierbarkeitsabschéatzung durchfithren (Theorem 5.2).

In den beiden anschlieBenden Kapiteln werde ich diese Arbeit kurz zusammenfassen sowie
einen kleinen Ausblick liefern.



Kapitel 2

Fourierreihen

Um eine Losungsformel fiir das Anfangs-Randwertproblem aufzustellen, werden zuerst grund-
legende Sétze benotigt um die Korrektheit der Formel zeigen zu kénnen.

Im ersten Abschnitt werde ich Fourierreihen einfithren. Danach untersuche ich, dass Fou-
rierreihen gegen die urspriingliche Funktion konvergieren. Anschliefend zeige ich, wann zwei
Fourierreihen identisch sind. Im letzten Abschnitt werde ich die gliedweise Differentation von
Fourierreihen betrachten und deren Ableitung angeben.

In diesem Kapitel sei generell € :=]0, L[ und damit Q = [0, ]

2.1 Fourierreihen

In diesem Abschnitt werde ich Fourierreihen kurz einfithren. Quelle hierbei ist [7, Seite
127]. Zuerst werde ich allerdings einen Funktionenraum bendétigen, in dem Fourierreihen
wohldefiniert sind :

Definition 2.1 (L?).

L£3(Q) = {f Q—=C| f messbar,/ |f(z)|?dz < oo} (2.1)
Q
L*(Q) = L%(Q) ] ~ mit f~g e f=g fi. (2.2)
Hierbei ist f ~ g eine Augivalenzrelation, der L? dementsprechend ein Faktorraum.
Mit Hilfe dieses Funktionenraums kann man nun Fourierreihen definieren :

Definition 2.2 (Fourierreihen).
Sei f € L*(Q). Dann ist die Fourierreihe von f definiert als :

S fubnla)  mit fy = < flahonl@) > = ¢ [ @onr @3
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Hierbei wird f,, Fourierkoeffizient und ¢,, Fourierbasis genannt. < -,- > bezeichnet das Ska-
larprodukt.

Bemerkung 2.3.

a) Die Fourierkoeffizienten sind nicht unendlich, d.h. das Integral ist endlich, da f € L*(Q)
b) Fourierreihen lassen sich auch fiir mehrere (Orts-)Dimensionen definieren.

¢) Falls f von Ort und Zeit abhingig ist, d.h. f(t,x) so ist die Fourierreihe gegeben durch :

e 9]

S aonle)  mit o) = < St on@) > = 7 [ e @4

n=1
Die Fourierkoeffizienten sind also zeitabhdngig.

Bemerkung 2.4 (Gerade und ungerade Fourierreihen).
a) Falls pp(x) = cos(Bpx) mit B, € R, so wird die Fourierreihe gerade genannt.
b) Falls ¢p(x) = sin(B,z) mit B, € R, so wird die Fourierreihe ungerade genannt.

Zum Abschluss zitiere ich eine wichtige Eigenschaft von Fourierbasen aus [8, Kapitel 5.1]

Lemma 2.5 (Fourierbasen sind Orthonormalsysteme).

Sei die Fourierbasis (¢n(x))nen gerade oder ungerade, d.h. ¢p(x) = sin(B,z) bzw. ¢, (x) =
cos(B,x) Vn € N . Dann ist die Fourierbasis beziiglich der L*-Norm ein Orthonormalsystem,
d.h. es gilt :

< ¢i(x), Pi(x) > = %/0 di(x)pj(x)dr = 0y (2.5)

2.2 Konvergenz der Fourierreihen

Der folgende Abschnitt orientiert sich mit leichten Anderungen an [8, Kapitel 5.4]. Mein
erstes Ziel ist es zu zeigen, dass man Funktionen unter gewissen Voraussetzungen durch ihre
Fourierreihen entwickeln kann. Dazu wird gezeigt, dass die Fourierreihe beziiglich verschie-
dener bekannter Konvergenzbegriffe gegen die Funktion konvergiert.

Im folgenden betrachte ich drei aus der Analysis bekannte Konvergenzbegriffe :

Definition 2.6 (Konvergenz).
Die unendliche Reihe Y7 | fn(x) konvergiert
a) punktweise gegen f(z) in Q &

N
Vo €la,b: [f(z) — Y falz)| — 0 fiir N — oo (2.6)
n=1
b) gleichmdipig gegen f(x) in Q &
N
max |f(z) — an(x) — 0 fur N — o0 (2.7)
z €Q =1
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c¢) im quadratischen Mittel (oder bzgl. der L* — Norm) gegen f(z) in Q :&

/

Die folgenden drei Sétze geben nun Vorausetzungen an, damit Fourierreihen beziiglich der
drei Konvergenzbegriffe gegen die Funktion konvergieren.

2
dr — 0 fir N — oo (2.8)

N

flx) = Y fal@)

Theorem 2.7 (Punktweise Konvergenz).
Sei f(x) auf Q stetig und f'(x) auf Q stickweise stetig. Dann konvergiert die Fourierreihe
der Funktion f(x) punktweise gegen f(x).

Theorem 2.8 (GleichmiBige Konvergenz).
Sei f € C*(Q) und f erfiille Dirichlet-, Neumann- oder Robin-Randbedingungen (vgl. Kapitel
1). Dann konvergiert die Fourierreihe von f(x) gleichmdfig gegen f(x).

Theorem 2.9 (L? Konvergenz).
Die Fourierreihe konvergiert auf 2 gegen f(z) < f € L*(Q), d.h. fOL |f(z)|?dz < oo

Bemerkung 2.10.
Theorem 2.7 und 2.8 bendtigen mindestens stetige Funktionen, Theorem 2.9 hingegen ist
auch auf nicht stetige Funktionen anwendbar.

Aufgrund obiger Sétze lasst es sich also rechtfertigen, Funktionen mit bestimmten Eigen-
schaften durch ihre Fourierreihen zu ersetzen.

Im Folgenden werde ich fiir Gleichheit, d.h.
f@) = andn(z) (2.9)
n=1

die L?-Konvergenz fordern. Grund hierfiir ist, dass die Voraussetzungen in Theorem 2.9 am
schwiichsten sind und der L? bereits fiir die Wohldefiniertheit der Fourierreihen benétigt
wird - d.h. im Folgenden wird fiir die Gleichheit von Fourierreihe und Funktion nur die
quadratische Integrierbarkeit der Funktion gefordert.

2.3 Vergleich von Reihen
Im folgenden Abschnitt und im néchsten Kapitel werden Fourierreihen verglichen. Daher

wird in diesem Abschnitt iiberpriift, wie sich Fourierreihen mit gleicher Fourierbasis und die
dazugehorigen Fourierkoeffizienten verhalten.
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Lemma 2.11 (Vergleich von Reihen).
Seien Y7 an(t)pn(x) und 307 by(t)pn(x) zwei Fourierreihen auf Q x [0,T]. Dann gilt :

[e.9]

> an(t)u(x Zb & a(t) = by(t) YneN (2.10)

n=1

Bewezs.

Zan )on(x Zb
& Zan ) Zb =0

A ]\}l_rgo Zan(t)¢n($) - an(t)¢n<x> =0
& lim ) an(t) — bu(t)] gulz) = 0

& Y fan(t) = ba()] gu(z) = 0

¢n(x) ist ein Orthonormalsystem nach Lemma 2.5, d.h. es gilt :
n=1

Damit ergibt sich :

2.4 Differenzierbarkeit von Fourierreihen

Im folgenden Kapitel werde ich Fourierreihen gliedweise differenzieren. Da gliedweises Diffe-
renzieren in vielen Féllen zu Fehlern fithrt, werde ich im Folgenden zwei Sétze beweisen, um
die Korrektheit des gliedweisen Differenzierens zeigen. Dieser Abschnitt orientiert sich an
der Idee in [7, Kapitel 6.3], da ich allerdings Spezialfille betrachte werde ich diese beweisen.
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Lemma 2.12 (Zweimaliges gliedweises Differenzieren beziiglich t).
Sei z € C¥*(Q x [0,T]) und Y707 bu(t)u(x) die zugehdrige Fourierreihe.
Dann gilt auf Q2 x [0,T) :

zu(t, ) Zb” )b (2 (2.11)

Beweis. z € C%%(Q x [0,00]) = z4(t,2) eindeutig bestimmt.

2y ist quadratisch integrierbar, da zy stetig auf einem abgeschlossenen Intervall ist. Daraus
folgt, dass die Fourierreihe existiert und gegen die Funktion konvergiert.

Es reicht also zu zeigen, dass die Fourierreihe von zy (¢, z) mit der zweimal gliedweise diffe-
renzierten Fourierreihe von z(¢, x) iibereinstimmt.

zu(t,x) = ch(t)gbn(x) mit ¢, (t) = %/0 2 (t, ) (z)dx

n=1

Es bleibt nach Theorem 2.11 zu zeigen, das b(t) = c¢,(t)

bl(t) = %%/0 2(t, ) pp(z)dx = %/o 2 (t, )P (z)dr = ¢, (1)

Hierbei wurde der Satz iiber parameterabhéingige Integrale verwendet (vgl. [3, Kapitel 9 Satz
2]). Laut diesem gilt fiir eine stetige Funktion :

d (* Ld

[
Lemma 2.13 (Zweimaliges gliedweises Differenzieren beziiglich x).
Sei z € C*(Q x [0,T]) und Y o by(t)pn(2) die zugehirige Fourierreihe mit :
2(t,0) =0,  z(@,L) =0, 90 =0, ¢(L) =0,
$n(z) = —Bdn(w)
Dann gilt auf Q x [0,T) :
Zaa(t, ) = Zb VB2 b (z (2.12)

Beweis. z € C?°(Q x [0,T]) = 2z4(t, ) eindeutig bestimmt.

Zz 18t quadratisch integrierbar, da z,, stetig auf einem abgeschlossenen Intervall ist. Daraus
folgt, dass die Fourierreihe existiert und gegen die Funktion konvergiert.

Es reicht also wie in dem vorherigen Beweis zu zeigen, dass die Fourierreihe von z,, (¢, x) mit
der zweimal gliedweise differenzierten Fourierreihe von z(¢, x) iibereinstimmt.

Za(t,7) = Y ca(t)dn(z)  mit ey (t) = % /0 Zwa (b, ) (@) da

n=1
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Es bleibt nach Lemma 2.11 zu zeigen, dass —32b,(t) = c,(t). Hierbei kann nicht wie im
vorherigen Beweis der Satz iiber parameterabhéngige Integrale verwendet werden, da Inte-
grationsvariable und Differentationsvariable {ibereinstimmen. Stattdessen werde ich zweimal
partiell integrieren :

/0 u(x)v"(z)dr = /0 u"(x)v(x)de + [u'(a:)v(x)—u(:r:)v’(x)]g

Damit ergibt sich fiir u(z) = z(t,z) sowie v(z) = ¢(x) :

(0 = 7 [ o)t e
= ¢n(@)
= 7| @i + o) — sonEl
= alt) + 2t L)ou(L) = 6D (L) — %(t.0)gul0) + 2(t.0)¢,0)
. =0 =0 =0 =0

Hierbei wurden im letzten bzw. vorletzen Schritt die Voraussetzungen eingesetzt.

Lemma 2.14 (Einmaliges gliedweises Differenzieren beziiglich t).
Sei z € CON(Q x [0,T]) und Y7 bu(t)pu(x) die zugehdrige Fourierreihe.
Dann gilt auf 2 x [0,T]:

alt,r) = ) U, (H)én(w) (2.13)

Beweis. analog Beweis zu Lemma 2.12 O

Lemma 2.15 (Einmaliges gliedweises Differenzieren beziiglich x).
Sei z € CYO(Q x [0,T]) und Y o by(t)pn(2) die zugehdrige Fourierreihe mit :

At,0) = 0, H(L) =0
¢n(x) = —Badn(z)

Zudem sei % ebenfalls Fourierbasis.
Dann gilt auf Q x [0,T):

2(tw) = ) ba(t)d(2) (2.14)

Bemerkung 2.16. Fiir die Fourierbasis ¢,(x) = sin(Baz) ist 2% = cos(B,2) ebenfalls

) ) Bn
Fourierbasis.
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Beweis. Dieser Beweis lésst sich leider nicht analog zu Lemma 2.13 durchfiihren, da hier die
erste Ableitung von ¢, auftritt - und nicht die zweite Ableitung wie in Lemma 2.13. Das
Problem dabei ist, dass fiir die zweite Ableitung die Formel ¢ (z) = —32¢,(x) gilt - fiir
die erste Ableitung gibt es allerdings keine analoge Formel.

Wie in Lemma 2.13 will ich zeigen, dass die Ableitung der Fourierreihe gleich der Fou-
rierreihe der Ableitung ist. Aufgrund der ersten Ableitung von ¢, hilft es einem nicht, die
Fourierreihe der Ableitung beziiglich ¢,, zu bilden. Stattdessen benutze ich (@) a1s Fourier-
basis - das laut Vorraussetzung eine Fourierbasis ist. Daher ergibt sich aus Bem 2.3 folgende

Fourierreihendarstellung der Ableitung :

- Ooc 121G B} LZ NACIEN
altir) = 3 el ten(t) = L/o ()

n=1

Also bleibt zu zeigen :

Dazu wird ¢, (t) partiell integriert :

) L
alt) = g5 [ #lta) gils) do 4 s(ta)s @) 1
Lﬁn 0 S~
= —BZ¢n(z)

2 L / /

= Bnr | 2(tx)on(z)de + 2(£0) ¢,(0) + 2(t L) ¢, (L)
b = =

Bnbn ()
Hierbei wurden im letzten bzw. vorletzen Schritt die Voraussetzungen eingesetzt. [

2.5 Fourierreihendarstellung von Funktionen

Im folgenden Kapitel wird es oft niitzlich sein, Fourierreihen zuriick in die urspriinglichen
Funktionen zu transformieren. Zur Erinnerung die Definition der Fourierreihe von f :

N . 2 [t

Damit ergibt sich direkt folgendes Lemma :

Lemma 2.17. Sei f € L*(Q) sowie ¢, Fourierbasis.
Dann gilt : Die Fourierreihe

00 5 L

konvergiert beziiglich der L*-Norm gegen die Funktion f.
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Analog konvergiert die Ableitung der Fourierreihe gegen die Ableitung der Funktion :

Lemma 2.18. Sei f € L*(Q) sowie ¢,, und éqﬁ% Fourierbasen und es gelte :

f0) =0 L) =0 ¢ia) = —Brodu(z)

Dann gilt : Die Fourierreihe

konvergiert beziiglich der L*-Norm gegen die Funktion f'.

Beweis. Falls wir gliedweise differenzieren kénnen, wiirde die Aussage nach Definition der
Fourierreihen direkt folgen. Daher werde ich im Folgenden zeigen, dass gliedweise differenziert
werden darf, d.h. das die Fourierreihe der Ableitung gleich der Ableitung der Fourierreihe
ist.

fo = 2 [ swoinir = -2 [ s
B N N DR B
= i) rwe IO - L060)

Es ergibt sich also :
/ L /
§ 1,75 2 i g = 2 [ ot

Da % Fourierbasis ist, entspricht dies der Fourierreihe der Ableitung.

2.6 Gliedweise Integration

In diesem Abschnitt werde ich Fourierreihen unter Integralen genauer betrachten. Zuerst
benotige ich Theorem 45 aus [7, Seite 207]), das besagt, wann Fourierreihen gliedweise inte-
griert werden diirfen :

Theorem 2.19 (Gliedweise Integration).
Sei f stickweise stetig auf [0, L]. Dann kann die Fourierreihe von f gliedweise integriert
werden und das Ergebnis konvergiert gegen das Integral der Funktion f auf [0, L].
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Grundlage fiir die ndchsten beiden Lemmata ist obiges Theorem sowie die Eigenschaft, dass
Fourierbasen Orthonormalsysteme (Lemma 2.5) sind, d.h, es gilt :

< 64(x), 6, () / o)y (2)dw = (2.15)

Lemma 2.20 (Quadratur).
Sei ¢, ein Orthonormalsystem und die Funktionen, gegen die die Fourierreihen konvergieren
seien stiickweise stetig. Dann qilt :

/OL (nio:l ancbn(x))zdx = /OL (nio; aigbn(x)Q) da

/OL @; a”¢"(x)> w - /OL S st () ()

n=1m=1

Beweis.

Die Funktionen, gegen die die Fourierreihen konvergieren sind mindestens stiickweise stetig,
d.h. es darf gliedweise integriert werden (vgl. Theorem 2.19) :

=S / )0

n=1m=1

Es fallen also alle Terme mit m # n heraus und es erglbt sich :

= /OL (i aigbn(x)Q) dx

]

Lemma 2.21 (Multiplikation).
Sei ¢, Orthonormalsystem und die Funktion, gegen die die Fourierreihe konvergiert sei stiick-
weise stetig. Dann gilt :

/ Zanb &, (z)2dx = /0 " (i an@n(x)) (nf; bnq>n(x)) dz

n=1
Beweis. Der Beweis funktioniert analog vorherigem Lemma :

L oo 00

/OL (g an@n(x)> <g b,ﬂ)n(x)> = / Z Z gy @, (2) P ()

n=1 m=1

= /Zaan) de

Im letzten Schritt darf analog dem vorherigen Beweis gliedweise integriert werden. Damit
fallen aufgrund der Orthogonalitit die Summanden mit m # n weg. m
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Lemma 2.22 (Fourierbasentransformation).
Sei ¢ (x) Fourierbasis mit :

60) = 0 ¢(L) =0 oder 0) =0 (L) = 0

bl (x)? t
i Bg dr = /o bn(x)dx
L 1 L
N 2d . N // d
/0 On(x)*dx / On(2) o) (z)dx

Dann gilt :

Beweis.

- / (@ — lon(L (L)~ 0640



Kapitel 3

Losung der Wellengleichung als
Fourierreihe

Im folgenden betrachten wir das in Kapitel 1 gegebene Problem :

Yu(t, 1) = ya(t, ) auf [0, co[x 2 (3.1)
y(ov l’) = f(ZL') yt(07 SL’) = g(l’) auf :
y(t,0) =0 y(t, L) = u(t) auf [0, 00| (3.3)

Gesucht ist eine Losungsformel fiir obiges Problem. Fiir ein unbeschrinktes Anfangswert-
problem, d.h. (3.1)-(3.2) gibt es mit der D’Alembertformel eine explizite Formel um aus den
Anfangsbedingungen eine Losung auszurechnen. Durch die Randbedingungen wird das Pro-
blem allerdings deutlich komplizierter, da an den Réndern Reflektionen auftreten konnen. Ein
Losungsansatz, den ich im folgenden darstellen werde, ist die Verwendung von Fourierreihen.

Die Idee hierbei ist, die homogene Wellengleichung mit inhomogenen Randbedingungen in
ein inhomogenes Problem mit homogenden Randbedingungen umzuwandeln, dieses dann zu
16sen und durch Riicktransformation eine Losung des urspriinglichen Problems zu erhalten.

Zur Losung des homogenen Problems wird die Funktion durch ihre Fourierreihe ersetzt. Die
Fourierreihe muss die Wellengleichung mit Anfangs-Randbedingungen ebenfalls erfiillen, d.h.
es entstehen Bedingungen an die Fourierkoeffizienten - um genauer zu sein entsteht eine Dif-
ferentialgleichung, die die Fourierkoeffizienten erfiillen miissen.

Im ersten Abschnitt werde ich die Losungsformel formal herleiten ohne mich um die Vor-
aussetzungen zu kiitmmern. Im Abschnitt danach werde ich beweisen, dass die hergeleitete
Losungsformel unter bestimmten Voraussetzungen die Wellengleichung erfiillt und somit die
Fourierreihe gleich der Losungsfunktion ist.

19
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3.1 Ansatz

Das folgende Kapitel orientiert sich an [7, Kapitel 7.3.2]. Dort wurde die Rechnung fiir in-
homogene, von der Zeit abhéngige Randbedingungen anhand der Wéarmeleitungsgleichung
durchgefiihrt. Die grundliegende Idee ldsst sich fiir die Wellengleichung verwenden - durch
die homogene Dirichletrandbedingung wird ein Teil der Rechnung auch etwas leichter.

In der folgenden Rechnung wird auf die Vorraussetztungen nicht eingegangen - im zweiten
Teil dieses Abschnittes werde ich die Voraussetzungen angeben und zeigen, dass die hier
berechnete Formel obiges Problem unter diesen Voraussetzungen auch 16st.

Ziel ist es eine geeignete Funktion r(¢, x) zu finden, so dass eine inhomogene Wellengleichung
z(t,x) = y(t,z) — r(t, ) mit homogenen Randbedingungen z(¢,0) = 0 und z,(¢,L) = 0
entsteht. Dazu gehe ich von folgendem Ansatz aus :

r(t,x) = zu(t) also  z(t,x) = y(t,x) — zu(t)

= 2(t,0) = y(t,0) — 0 =0 2:(t, L) = y.(t, L) — u(t) = 0
Damit ergibt sich folgende neue Problemstellung :

2y = Yp — 2U'(t) = Pype — 2U"(t) = F2pp — 2U(1) (3.4)

Hierbei wurde u(t) zweimal differenziert - wir werden also spiter u € C?%([0,T]) fordern

miissen.

Diese Gleichung wollen wir iiber Fourierreihen darstellen. Im vorherigen Kapitel wurde ge-
zeigt, dass Funktionen durch ihre Fourierreihen dargestellt werden konnen (vgl. Theorem
2.7-2.9). Daher folgender Ansatz fiir z(t, ) :

z(t,x) = Z by (t) () mit ¢, (z) = Acos(a,z) + Bsin(f,x)

¢n(x) wird hierbei so gewéhlt, dass die Randbedingungen von z(¢, x) erfiillt sind :

2(£,0) = i::lbn(t)%(o) — 0 %L = but)g,(L) = 0

=  ¢,(00= A =0
(2n — 1)m

= ¢/ (L) = Bpcos(f,L) = 0 also fp, = I neN

Hierbei wurde benutzt, dass cos((%%)ﬂ) = 0. B kann hier frei gewahlt werden - um die

folgenden Rechnungen zu vereinfachen wéhlen wir B = 1. Damit ergibt sich also fiir die
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Fourierbasis ¢, (z) = sin(8,z).

Die Fourierkoeffizienten b,,(¢) nicht bisher noch nicht bestimmt. Die Definition der Koeffizi-
enten hilft hierbei nicht weiter, da die Funktion y(¢, ), d.h. die Losung der Wellengleichung,
unbekannt ist - es soll mit diesem Ansatz eine Formel hergeleitet werden. Die Bedingungen
an die Koeffizienten bekommt man durch die Tatsache, dass die Fourierreihe die Wellenglei-
chung erfiillen muss.

In der Wellengleichung treten Ableitungen auf - die Fourierreihe muss also differenziert wer-

den. Dazu bieten sich Lemmata 2.12 und 2.13 an. Die Vorraussetzungen sind erfiillt - ich
werde sie im néchsten Abschnitt zeigen. Es ergibt sich also :

2 (t, ) Zb" Y (x Zea(t, ) ZBQb

Weiterhin wird die Foumerrelhendarstellung von zu'(t) benotlgt (vgl. Def 2.2) :

- ;an@)%(x) mit  a,(t) = % /0 zu” (t)pn () dz

Obige Terme sind wohldefiniert, falls zu” stetig und damit auf [0, L] integrierbar ist, d.h.
die Fourierreihe wiirde existieren und konvergieren. Damit ergibt sich zusammengesetzt aus

(3.4):
ZbZ(t>¢n<x> = _CQZBibn@)an(I) - Zan(t)¢n(x)

Diese Gleichung muss erfiillt sein, damit z(¢, z) die Gleichung (3.4) erfiillt. Nach Lemma 2.11
muss daher gelten :

VI(t) = —c2B2b,(t) — an(t) (3.5)
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die zwei Anfangsbedingungen
bendtigt werden. Diese erhidlt man aus den Anfangsbedingungen der Wellengleichung :

fl@) = y(0,2) = 2(0,2) + zu(0) = Y ba(0)n(x) + zu(0)

> Y b0)6u@) = fl@) — zu(0)

Diese Gleichung ist aufgrund der Definition von Fourierreihen erfiillt, falls gilt :

() = 7 [ 1) = au0)] o, (@)

Analog ergibt sich :

g(@) = 9:(0,x) = 2(0,2) + 2u'(0) = D ¥,(0)¢n(x) + xu/(0)
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2

Ao B (0) = - / l9() — 20/(0)] bu(z)dz

Diese gewohnliche Differentialgleichung hat keine explizite Losung (da sie inhomogen ist
und die Funktion u(t) unbekannt ist). Man kann allerdings bei bekannten Anfangsdaten und
bekanntem u(t) die Losung z.B. per Maple berechnen lassen, vgl. dazu die Abbildungen in
Kapitel 1.

Damit wurde nun eine Formel fiir z(¢, z) aufgestellt. Dadurch ergibt sich fiir y(¢, x) folgende
Formel :

y(t.z) = z(t,x) + zu(t) = Y bu(t)gu(x) + zult) (3.6)

Im néchsten Kapitel werde ich nun zeigen, das diese Losungsformel die Wellengleichung
erfiillt und daher gegen die Losung konvergiert.

3.2 Uberpriifung der Losungsformel

Folgendes Theorem besagt, wann die Fourierreihe, die man iiber die Losungsformel erhélt,
gegen die Losung konvergiert.

Da die Voraussetzungen moglichst schwach sein sollen, werde ich kurz zwei Funktionenrdume
einfithren die ermdoglichen, dass man von den Anfangsdaten nur die Existenz von schwachen
Ableitungen fordern muss.

H*(Q) = {y € L*(Q) : D% € L*(Q), |a| <m}
H(2) := Abschluss von C5°(Q) in H'()
Damit kann nun folgendes Theorem formuliert werden :

Theorem 3.1 (Losungsformel der Wellengleichung).
Sei y schwache Liosung des anfangs gegebenen Anfangs-Randwertproblem (2.1)-(2.3) mit
u e C*[0,T]) und f € H}(Q) N H2(Q) sowie g € HL(Q)

Dann gilt :

N—oo

y(t,z) = lim Y bu(O)gn(x) + zult) (3.7)

Die Gleichheit bedeutet, dass die rechte Seite (punktweise, gleichmdfig und beziiglich der L*-
Norm) gegen die linke Seite konvergiert. Hierbei ist b,(t) Liésung der Differentialgleichung

V() = —PB2a() — anlt) (3.8)
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Lésungsformel der Wellengleichung Literatur : V. Barbu
Theorem 3.1 PDE and boundary value problems

1) Existenz einer eindeutigen Lésung

\

Differenzierbarkeit von Fourierreihen

2) Losungsformel erfiillt Wellengleichung Lemma 2.12 - 2.15
3) Losungsformel erfiillt Anfangsbedingungen Vergleich von Reihen
Lemma 2.11

4) Losungsformel erfillt Randbedingungen

Konvergenz von Fourierreihen /
Lemma 2.7 - 2.9 1

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Beweises von Theorem 3.7

Entwicklung als Fourierreihen
Lemma 2.17 , 2.18

mit Anfangsbedingungen :

b(0) = 7 [ @) = wu(0)] oy (a)ds (39
40 = 7 [ o) = e 0)]6, @) (3.10)
und 5 L
wit) = = /0 2 (£) 6 (x)da (3.11)
on(t) = sin(But) it B, = W n=1,.. (3.12)

Beweis. Zuerst muss festgestellt werden, dass fiir das obige Problem auch eine Losung exis-
tiert und diese eindeutig ist. Die Fourierreihe der Losungsformel konvergiert gegen eine ein-
deutige Funktion und erfiillt obiges Problem, daher muss sie gegen die eindeutige Losung
konvergieren. Abbildung 3.1 stellt den Aufbau des Beweises schematisch dar.

1) Es existiert eindeutige Losung obigen Problems :
Nach [2, Theorem 5.2.1] gilt mit dem zweiten Teil :

Sei f € Hy(Q) N H*(Q) sowie g € Hj(2). Dann gilt :
y € CY[0,T); HL(Q)) N C?([0,T); L*(Q)) N C[0, T|; HX(2) N H?(Q)) existiert und ist eindeu-
tige Losung des Anfangsrandwertproblems.

Hierbei beachte man, dass die Losungs in Ortsrichtung nur schwach differenzierbar ist. Da
wir die Konvergenz immer nur {iber die L2-Norm betrachten - also das Integral von Funktion



24KAPITEL 3. LOSUNG DER WELLENGLEICHUNG ALS FOURIERREIHE

minus Fourierreihe konvergiert gegen Null (vgl. Kapitel 2) ist die schwache Differenzierbar-
keit ausreichend.

Es muss zudem gezeigt werden, dass die Gleichung sowie die Anfangs- und die Randdaten
erfiillt werden.

2) Die Losungsformel erfillt Wellengleichung :
y, r und u sind zweimal differenzierbar und die Ableitungen quadratisch integrierbar, daher
gilt nach Lemma 2.12 :

yu(t,x) = Zb" (t)pn(x) + zu"(t)

Hierbei ist zu beachten, dass fiir klassisches Differenzieren die Vorraussetzung u zweimal
differenzierbar notig ist. Auf dem abgeschlossenen Intervall [0, L] ist u zweimal stetig diffe-
renzierbar ,insbesondere ist also «” auf [0, L] integrierbar und kann daher zu”(¢) nach Satz
2.9 als Fourierreihe entwickelt werden. Die Fourierkoeffizienten entsprechen dabei a,,(t) :
ytt(tax) = _Zb” n _I' Zan ¢n
n=1

b!(t) 16st die Differentialgleichung (3.8), daher kann man es durch —c?$2b,(t) — a,(t)
ersetzen :

ytt(t,x) = —i [5721bn(t) —+ CLn n + ian
n=1

n=1

= = Bht)dn(x) — D an(t)du( +Zan ) (@
n=1

n=1

Nach Lemma 2.11 ist die zweite und dritte Reihe identisch und hebt sich daher weg. Nach
Lemma 2.13 entspricht der erste Term y,.(¢,z), da zu(t) bei der Differentation wegfillt -
falls die Voraussetzungen erfiillt sind. Dies ist der Fall, da die Bedingungen an ¢ aufgrund
der Definition von ¢ und die an z(¢, z) aufgrund der Randbedingungen der Wellengleichung
gegeben sind. y und u sind zweimal differenzierbar und die Ableitungen integrierbar, daher
muss auch z, d.h. die erste Fourierreihe zweimal differenzierbar und die Ableitung integrier-
bar sein.

Damit wurde also gezeigt, dass die Wellengleichung erfiillt ist.

3) Die Lésungsformel erfillt die Anfangsbedingungen :

Z b (0),(z) + zu(0)
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b,(0) war hierbei eine Anfangsbedingung der zu losenden Differentialgleichung (vgl. (3.9))
und entspricht dem Fourierkoeffizienten von f(x) — xu(0) (vgl. Def. 2.2). Da f(z) — zu(0)
integrierbar ist, konvergiert die Fourierreihe gegen f(x) — zu(0). Es ergibt sich :

y(0,2) = f(z) — 2u(0) + 2u(0) = f(z)

Fiir die Berechnung der Ableitung nach t benutze ich Lemma 2.14. Die Voraussetzungen
sind hierbei wieder analog obiger Argumentation erfiillt.

o0

y(0,2) = > ,(0)¢n(x) + 2u/(0)

n=1

bl (0) war analog der ersten Anfangsbedingung der Fourierkoeffizient von g(z) — zu/(0) (vgl.
(3.10)). Es ergibt sich also :

y(0.2) = gla) — @ (0) + xw'(0) = gla)

Damit wurde gezeigt, dass die Anfangsbedingungen der Wellengleichung erfiillt sind.

4) Die Liosungsformel erfillt die Randbedingungen :

y(t,0) = > bu(t) $a(0) + Ou(t) = 0
n=1 -0
Fiir die Ableitung nach z wird Lemma 2.15 benutzt. Die Voraussetzungen sind auch hier

wieder analog der Argumentation fiir y,, erfiillt.

bt L) = S ba(0) ¢ (L) + u(t) = 0

Damit wurde gezeigt, dass die Randbedingungen erfiillt sind. [

Im néchsten Abschnitt werde ich die Losung der in Theorem 3.1 gegebenen Differentialglei-
chung angeben.

3.3 Lo6sung der gewodhnlichen Differentialgleichung aus
der Losungsformel

Die unten angegebene Losung 16st die Differentialgleichung. Diese wurde hierbei mit Maple
berechnet - sie lasst sich allerdings auch analytisch herleiten.

Lemma 3.2 (Losung der Differentialgleichung).
Gegeben sei folgende Differentialgleichung :

b(t) = _5721bn(t) — an(t)
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Mit Anfangsbedingungen :

() = 7 [ @) = w6, (e
40 = 7 [ o) = au0)]6, @)

sowie mit :

$n(z) = —Brdn(w) —@Qﬁ ()? = ¢alt)” = 1

¢n(0) = 0 Ecb%(o) =1

Dann besitzt diese DGL folgende Losung :

balt) = ;¢<>b'<o> n W“ .(0)

(/(b s)an(s ds)qﬁn +—(/¢n S)an(s ds) ' (t)
Bemerkung 3.3. Die Bedingungen an ¢, sind fir ¢,(x) = sin(B,z) erfillt.

Beweis. Zuerst werde ich die erste Anfangsbedingung zeigen :

balt = 0) = é_f:() Ob'<o> " w 2 (0)
(o ([ i)
= b(

Fiir die zweite Anfangsbedingung wird zunéchst die Ableitung von b,, benotigt :

/ _ i "
b,(t) = ﬁn¢ R(Ob(0) + 5 %%Z( )bn(O)
- 3 </ ol (s)an(s)ds | ¢l (t) + 7 ( i qbn(s)an(s)ds) ] %;?( |
1 / i a /
- p_g¢"(t)a”(t) On(t) + Bz%(t) n(t)sbn(ti

=0



3.3. LOSUNG DER GEWOHNLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG AUS DER LOSUNGSFOR

Damit ergibt sich :

1
b(t=0) = 5 —4,(0) B,0) + 5 &0 0a(0)
—%3(6_—/1 " szn(O) =0

- 3([omm)en s ([ omirs)c

Als letztes muss gezeigt werden, dass die Differentialgleichung erfiillt ist. Dazu betrachtet
man die zweite Ableitung :

1
by(t) = a ¢Z(t) b,(0) — B, (t)bn(0)

n S~
= —ﬂn%

1

! e oyl

1
= [~ %02 - 6.002]an®) = a0

= _ﬁzbn(t) — an(t)
Die Differentialgleichung ist also erfiillt. O

Wir haben in diesem Kapitel also eine Losungsformel fiir das Anfangsrandwertproblem der
Wellengleichung aufgestellt. Im nichsten Kapitel werden wir diese nutzen, um fiir eine be-
stimmte Steuerung wu(t) die Ableitungen y, und y; der Losung ausrechnen zu kénnen.
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Kapitel 4

Energieabnahme der Wellengleichung

Zur Vereinfachung wird in den folgenden Kapiteln die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1
gesetzt.

In diesem Kapitel werde ich zeigen, dass fiir die Wellengleichung unter einer bestimmten
Steuerung die Energie abnimmt. Es muss also gezeigt werden :

Fly+1) < o Fp6)  mit o€ 0,1]
Hierbei war {*(y(n)) nach Definition 1.3 gegeben durch :

L
Pl uw) = [ plua(nT ), (T, 2))da
0
Die Energie ist gegeben durch :

p(yx(t,x),yt(t,x)) = y:r<tvx)2 + yt(tvx)Q

Ich werde im Folgenden den ersten Schritt, d.h. i = 0 fiir die normale Energie zeigen. Dazu
miissen [*(y(0)) und [*(y(1)) betrachtet werden. Diese entsprechen den Kosten zur Startzeit
t = 0 sowie zur Endzeit ¢ = T des ersten Intervalls, das durch die Diskretisierung des
Zeitintervalls (vgl. Kapitel 1) entstanden ist.

I (y(0)) = / 00,2 + (0, 2)%dr = / F@)? + gla)tde

F(y(1) = / u(T.2)? + (T, 2)2ds

Wie oben bereits berechnet héingt {*(y(0)) nur von f und g ab. Daher werde ich im ersten
Schritt v, (T, x) bzw. y;(T, x) so umformen, dass sie nur noch von f und g abhéngig sind. Im
zweiten Schritt werde ich dann die Ungleichung zeigen.

Man beachte hierbei, dass fiir die Kontrollierbarkeit der Wellengleichung o < 1 benotigt wird.



30 KAPITEL 4. ENERGIEABNAHME DER WELLENGLEICHUNG

4.1 Entwicklung der Ableitungen der Losung als Fou-
rierreihen

Die Vereinfachung von y, und y, ist als folgende Proposition zusammengefasst. Die hierbei
auftretende Steuerung u(t) wurde so gewéhlt, dass am rechten Rand keine Reflektionen
auftreten (vgl. [1]).

Proposition 4.1 (Vereinfachung y,. (¢, z) und (¢, x)).
Seien die Voraussetzungen aus Theorem 3.1 erfullt und u gegeben durch :

u(t) = 5 (f(L—1t) — g(L—1))

N | —

Dann gilt :
Uat,7) = Ziwn(wq(w + d(Bealt)) ()

n=1

yilt,z) = Zéw;(t)cmt) © #(0)ea(t)) bula)

mit ¢, und co definiert als :

at) = g+ 7 [ o511 — golde
12 M1,
ot) = f = 57 [ @31 - gw)ds

Wobei f, bzw. g, die Fourierkoeffizienten von f bzw. g sind.

Bemerkung 4.2.

1) Firt = 0 entsprechen y, bzw. y, hier wie zu erwarten den Funktionen f' bzw. g.

2) Die Steuerung entspricht der spdter auftretenden Steuerung (5.1) fir n = 0 und einge-
setzten Anfangsbedingungen der Wellengleichung.

Beweis. Der Beweis untergliedert sich in sechs Schritte. Im ersten Schritt werde ich die
Losung als Fourierreihe darstellen. Die Fourierkoeffizienten sind hierbei durch eine Differen-
tialgleichung gegeben die ich im néchsten Schritt 16sen und vereinfachen werde. Die Losung
der Differentialgleichung enthilt die Steuerung, daher werde ich diese im dritten Schritt um-
formen. Im darauffolgenden Schritt werde ich die umgeformte Steuerung einsetzen und die
Fourierkoeffizienten vereinfachen. Im fiinften Schritt werde ich die Fourierkoeffizienten in y,
und y; einsetzen und mit den inhomogenen Termen zusammenfassen. Im letzten Schritt wer-
de ich die in y, und y; auftretende Terme (genauer ¢; und ¢y) in die gewiinschte Darstellung
umformen. Abbildung 4.1 stellt den Aufbau des Beweises als Flussdiagramm dar.
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Vereinfachung der Ableitungen Lésungsformel der Wellengleichung
Proposition 4.1 Theorem 3.1

1) Darstellung tber Fourierreihen

Differenzierbarkeit von Fourierreihen

2) Berechnung der Fourierkoeffizienten Lemma 2.12 - 2.15

3) Einsetzen der Steuerung Losung der Differentialgleichung

Lemma 3.3

4) Vereinfachung der Fourierkoeffizienten

. . Partielle Integration
5) Vereinfachung der Ableitungen

6) Vereinfachung von c1 und c2 Trigonometrische Formeln

AT

Entwicklung als Fourierreihen
Lemma 2.17 , 2.18

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Beweises von Proposition 4.1

1) Darstellung iber Fourierreihen :
Die Voraussetzungen an Theorem 3.1 sind erfiillt, d.h. die Lésung kann iiber die in Theorem
3.1 angegebene Fourierreihe berechnet werden :

Zb on(z) + 2U(t)

Dies Reihe durfte hierbei nach Kapitel 2 gliedweise differenziert werden, es ergibt sich also :

= Y ba()dr(x) + ult) (4.1)

= > H(H)a(z) + 2ud(t) (4.2)

Hierbei war b, (t) und b/,(t) die Losung einer Differentialgleichung (vgl. Theorem 3.1). Daher
werde ich die Differentialgleichung l6sen und weiter vereinfachen.

2) Berechnung der Fourierkoeffizienten :
Nach Lemma 3.2 ist die Losung der Differentialgleichung gegeben durch :

bat) = éfbn(t)b%(o) + W ()b (0) (4.3)

- @ig < /O t ¢;L(s)an(s)d8> (1) e < / Pn(s)an(s > n(t)
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Dabei waren b,(0) und b/,(0) gegeben durch :

() = 7 [ @) = su0)] o, @)
0O = 7 [ o) = a0, (2)ds

b, (0) bzw. b/,(0) sind also von f und u(0) bzw. g und u/(0) abhéngig - diese Funktionen sind
jeweils bekannt. Daher werde ich im Folgenden aus (4.3) die beiden Integralterme genauer
untersuchen. Dazu zur Erinnerung :

an(t) = % /0 o (8 (2)dn = u”(t)% /0 2on(@)dz — (1)

In (4.3) miissen also die folgenden beiden Terme berechnet werden :

[ entsristsnts [ oo

Hierbei ist die Funktion w(¢) storend - iiber u,(t) wissen wir mehr. Daher integriere ich
zweimal partiell :

/0 bul(s)l(s5)ds = / G ()(5)ds + at)s(t) — 6u(0) ul(0) (4.4)

=0
_ / Onls) wn(s)ds + a0 (1) = G (n(t) + ¢,(0)un(0)
——
= _5 ¢n ) = 6”

—B; /0 Pn(s)un(s)ds + Pn(t)up(t) — &n(t)un(t) + Buun(0)

sowie analog fiir den zweiten Term :

/ ¢ (sl (s)ds = / dhls) W )ds + G000 — GOu© (15
’ _ prens) = B
. / S ua()ds + FE(Gn(Eunlt) — $n(0) 1 (0)

=0

+ G (t)u (1) — B, (0)

Die bei der partiellen Integration aufgetretenden Randterme schauen hier etwas storend aus
- es wird sich aber herausstellen, dass sie spéter sehr niitzlich sein werden.
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In (4.4) bzw. (4.5) kommen weiterhin Integrale vor die ich nun durch eine explizit angege-
bene Steuerung weiter vereinfachen werde.

3) Einsetzen der Steuerung :
Ich setze nun als Steuerung folgende Funktion ein :

(f'(L—=t) = g(L-1)

N | —

u(t) =
Damit ergibt sich also fiir u,, :

1 2

w(®) = L= = oL=0)] [ w0,y

Das Integral kann hierbei mit Hilfe partieller Integration direkt berechnet werden :

%/OLxgbn(x)dx _ BQL/ (2

= —Ez[m( ) +@Z/¢

12
12

Im Folgenden werde ich nun folgende Integrale aus (4.4) bzw. (4.5) anhand oben angegebener
Steuerung weiter vereinfachen :

[ ésrmsnts [ onsunsyis

Dabei werde ich eine Koordinatentransformation durchfithren und es werden die Terme
¢ (L—x) bzw. ¢,(L — x) entstehen. Diese lassen sich - wie folgende Rechnung zeigen wird -
durch trigonometrische Formeln ebenfalls vereinfachen. Es gelten folgende trigonometrische
Formel :
cos(x — y) = cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y) (4.6)
sin(rx — y) = sin(x)cos(y) — cos(x)sin(y) (4.7)

Aus (4.6) folgt daher fiur ¢/, (L — x) = B,cos(fn(L — x)) :

(ﬁ;(L—:IZ') = Bucos(Bu(L — x)) = Bucos(BuL)cos(Bur) + Busin(B,L)sin(Buz)
= Bu@n(L) () + Budn(L)dn(z)
N

= Bubu(L)bn(a)
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Analog folgt aus (4.7) fir ¢, (L — x) = sin(S,(L — x)) :

6L = ) = S.(L) (4.9
Damit ergibt sich mit Koordinatentransformation sowie (4.8) :
¢ ¢
[ sl = 5 7onm) [ doputis (19
0 5nL 0
1 2 ! / !
= 5—%3%( ) i Ouls)5 (f'(L—1t) — g(L —1t))ds
_ 1z L Ty L Ly d
= 5—%5%( ) L_tdﬁn( —2)5 (f(2) - g(z))dz
_ 12, L 1, p
= Engn( ) L7t¢n($)2(f (z) — g(x))dx

Hierbei wurde verwendet, dass ¢, (L)? = 1. Es ergibt sich insgesamt also :

[t = 22 [* s@lir@ — gw)a
n(S)up(s)ds = —— W)= [f'(x) — g(x)]dx
0 Bn L L—t 2
Analog ergibt sich fiir das zweite Integral mit Koordinatentransformation und (4.8) :
¢ 12 (1,
On(s)un(s)ds = —=— [ op(x)s [f'(z) — g(x)]dw (4.10)
0 ﬁn L L—t 2

Damit sind beide Integrale nur noch von f und g abhéngig und damit bekannt. Daher werde
ich im Folgenden die Zwischenergebnisse einsetzen und weiter vereinfachen.

4) Vereinfachung der Fourierkoeffizienten :
Setzt man in (4.3) nun (4.4) und (4.5) sowie (4.9) und (4.10) ein, so erhélt man fiir b, () :

bM)zgmwmww+i%@m®
—é(ﬁ%IJ%m;ﬂ@—mmm+ﬁmm%m+¢M%@—5@@0%@
1/ 12 (=, 1., ) ) ,
+@(ﬁilﬁ%myﬂm—mMM+¢mmw—¢wmm+5wm0%m

Hierbei lasst sich folgendes vereinfachen :

Un (8) [0 (1), (8) = Pu(t)@,(1)] = O

-
-~

=0
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un(t) [Bron(t)” + ¢, ()°] = Brun(t)

- ’
Klammert man ¢,(t) und ¢/ (t) aus, so ergibt sich :
1 2 [ 1
i) = goon® (100 + 0 + 7 [ o) gt ir)
::;(t)
1, 12 b, 1,
30 (50 w0~ 52 [ A@FIFE - g@ldr) - w0
n n L—t |
::;;(t)
Man erhalt also : ) .
by(t) = ﬁ—%(t)ﬁ(t) + 6—¢;L(t)02<t> — up(t) (4.11)

Damit kénnen wir nun y, (¢, z) berechnen. Fiir 4 (¢, x) benttigen wir b!,. Dazu leite ich b,, ab
und erhalte folgendes Ergebnis :

bu(t) = ﬁi%(t)cl(t) £ el — d) (4.12)
Hierbei kiirzen sich die Ableitungen beziiglich ¢; und ¢y heraus, da :
1 d 1 ,,.d
Egbn(t)acl(t) + Egb"(t)ECQ(t)
1 d2 [* 1 1 d2 " 1
= 0057 | e [r@ - g@lde - S GT [ @3l - o) de

Dabei wurde benutzt, dass die jeweils ersten beiden Terme von ¢; und ¢y konstant sind, d.h.
sie fallen bei der Differentiation weg. Nach der Rechnung vor (4.9) bzw. (4.10) lasst sich das
zuriicktransformieren in :

= ol [ s = 603 [ ol
= a6, (DunlO)ds — 6, (Hon(Ounlt)ds = 0

Nun haben wir eine Darstellung von b, und ¥/, die nur von f und g abhédngt. Daher werde
ich im Folgenden die erhaltenen Formeln einsetzen und weiter vereinfachen.

5) Vereinfachung von y, und y; :
Setzt man nun b,(¢) (d.h. (4.11)) und b/,(t) (d.h. (4.12)) in y; bzw. y, ein, so erhilt man :

valt,r) = Y ba(®)d,(z) + ult)

On(t)ea(t) — un(t)| &, (x) + u(T)

n

S | 1
::Zﬂg%wmw+g—
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wlt,x) = Y U (Odu(r) + wu(t)

= > {é%(t)cl(i) + indi(t)@(t) - u;(t)} dn(z) + z0d(2)

n=1

Nach Lemma 2.18 und 2.17 entsprechen die Fourierreihen
S w @i mit w() = ;[ wu(o. s
n=1 0

;u;m%(x) mit W (t) = % /0 ol (816 ()

den Funktionen wu(t) bzw. xu/'(t) und kiirzen sich damit. Die Bedingung an zu(t) in Lemma
2.18 ist hierbei erfiillt, da f(0) = 0.

Damit haben wir nun fiir y, und y; die gewiinschte Form. Die beiden Terme ¢; und ¢, kénnen
allerdings ebenfalls vereinfacht werden.

6) Vereinfachung von ¢, und ¢y :
Zur Erinnerung :

al) = 00) + 00 + 3 [ s@ilre - gl
o) = 00 + @) — 52 [ S@3 ) — gl
wobei b, (0) sowie ¥/, (0) gegeben waren durch :
00 = 2 [ o)~ s O
00) = 2 [ @)~ 0o

Damit ergibt sich :

9() — 2/ (0)] du(a)dr + > / o (1) (2)da

,(0) + 1,(0) = -
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sowie analog :
Mm+w®::%Awm—wMM@wm+%Axwmmm
2 L

- 1| f@o@as = 1,

Damit erhélt man nun die in der Proposition angegebene Formel. O

4.2 Energieabnahme

Mit den Vereinfachungen von y, und y; kann man nun folgende Abschétzung zeigen :

Theorem 4.3 (Energieabschétzung).
Seien die Voraussetzungen aus Theorem 3.1 sowie Proposition 4.1 erfillt. Sei I* definiert

durch : .
zwmmw»:AyNMr+mmV
Dann gilt :
Fly(1) < F(y(0)

Die Energieabnahme ist hierbei gegeben durch :

3] @ — g as

=T

Beweis. Der Beweis untergliedert sich in vier Schritte. Auch hier werde ich im ersten Schritt
durch vorherige Proposition die Funktionen durch ihre Fourierreihen ersetzen. Danach rechne
ich das Quadrat von y, und y; aus und vereinfache weiter. Im dritten Schritt wandel ich die
auftretenden Fourierreihen zuriick in ihre Funktionen. Damit ldsst sich im letzten Schritt die
Abschatzung zeigen. Abbildung 4.2 stellt den Aufbau des Beweises als Flussdiagramm dar.

1)Darstellung tiber Fourierreihen :
Wie am Anfang des Abschnittes betrachten wir wieder {*(y(1)). Dieses ist gegeben durch :

l*<y(1)) = /0 yz(T,$)2 + yt<T,l’)2dl’

Nach Proposition 4.1 lasst sich dies iiber Fourierreihen schreiben als :
L 00 2
re) = [ (4 @at + doa0)ow) (4.13)
~ 2
+( £ 4 @na + doa0)o.@m) d
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Energieerhaltung Vereinfachung der Ableitungen

Theorem 4.3 / Proposition 4.1

1) Entwicklung Uber Fourierreihen

Quadratur von Fourierreihen
2) Vereinfachung der Kosten Lemma 2.20

3) Rucktransformation in Funktionen Gliedw. Intbarkeit von Fourierreihen
Theorem 2.19

4) Abschatzung der Energie

Fourierbasentransformation

Lemma 2.22
Entwicklung als Fourierreihen Multiplikation von Fourierreihen
Lemma 2.17 , 2.18 Lemma 2.21

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des Beweises von Theorem 4.3

Hierbei sind allerdings die Terme ¢,,(7") und ¢/, (T) storend, da sie abhéngig von n fiir festes
T unterschiedliche Werte annehmen. Daher werde ich im Folgenden die Quadrate der Fou-
rierreihen ausrechnen - man wird sehen, dass ¢, (1) = sin(B,7) und ¢/,(T") = Bhcos(5,T)
dann aufgrund der Eigenschaft sin(3,T7)? + cos(8,T)* = 1 wegfallen werden.

2) Vereinfachung der Kosten :

Dabei gilt nach Lemma 2.20 fiir bel. Fourierbasen, dass die Quadratur der Fourierreihe gleich
der Quadratur der Fourierkoeffizienten und der Fourierbasis entspricht - dies liegt daran, das
Fourierbasen eine Orthornomalbasis sind. Es gilt also :

/OL<§:an(a;)¢n(a;)>2d /(Zan bn )

n=1

Es kann also das Quadrat in die Reihe hineingezogen werden. Damit ergibt sich aus (4.13)

Fly(m) = /0 21%:)2[01@)2%(02 b oea(TREL(1)? + 261 (T)es(T)n ()6, (1)) (4.14)
2l (e (T)2¢),(1)° + ca(T2G()? + 261(T)ea(T)ed, (1)@l (1)) da

Hierbei konnen ¢, (x) oder ¢,,(7") bzw. ihre Ableitungen noch nicht ausgeklammert werden.
Allerdings kénnen wir nach Theorem 2.19 gliedweise integrieren und nach Lemma 2.22 gilt :

L 2 L
/o ¢nﬁ(§) dr = /o bn(x)?dx

Betrachtet man nun die jeweils von ¢?, ¢2 und c;cy abhéngigen Terme, so ldsst sich in (4.14)
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folgendes zusammenfassen :

9 1
Cl(T) (bn( ) ¢n( ) 62

= szn(ﬁn )2 + cos(ﬁQT) =1

W1 = a(T)én(x)’

ca(T)*¢n()” | (1) + ¢,(T)° | = Bica(T) du(x)’
N——

= —Bon(T)

= B2(sin(BaT)? + cos(BnT)2) = 2

52

1 /!

261 (T)ea(T)n(x)? | Gn(T) 0, (T) + 72 W(T) 60 (T) | =0
" = —B26n(T)

=0
Damit sind die storenden Terme weggefallen und es bleibt aus (4.14) ein deutlich kiirzerer
Term :

(1) = / (TP + Bes(T))on(x)dn

n=1

In dem zweiten Teil wird nun mit Lemma 2.22 die Fourierbasis wieder zuriickverwandelt :
I*(y / Z c1(T) dn( + o(T)*¢ (x)*dx

Dieser Term lésst sich nicht weiter vereinfachen, daher quadriere ich ¢; und ¢y und erhalte :

L e
P = [ Tl + 2o + TP @)
+ ot (2)? = 25 fada(T) ¢y, (2)? + 3rda(T)?¢),(2)*dx
Wobei d; und dy definiert sind durch :

a1) = 7 [ ol@zlf@ — glolda
WT)= 7 [ h@51@ — o)

Hierbei treten in (4.15) nur noch bekannte Fourierkoeffizienten auf. Daher werde ich die
einzelnen Fourierreihen betrachten und zuriick in ihre Funktionen umformen.

3) Riicktransformation in Funktionen :
In (4.18) treten dabei folgende Funktionen auf :
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[e'¢) L
Zgnqﬁn(:c) mit g, = %/ 9(x)pp(x)dz
n=1

n=1

Zdl(T)qﬁn(x) mit  dy(T) = Z A T¢"( )1 o) — g(e)]de
: 2 L / 1 ’
Z 5. B, mit do(T) = 17 L,T(bn(@é[f () — g(x)]dz

Nach 2.17 entspricht die erste Reihe hierbei der Funktion g sowie dile letzten beiden der
Funktion f" — g auf dem Intervall [L — T, L], da sowohl ¢,, als auch Z—Z Fourierbasen sind.

Die zweite entspricht nach Lemma 2.18 der Funktion f’, da f(0) = 0 erfillt ist.
Dabei gilt nach Lemma 2.21 fiir beliebige Fourierbasen (®,,) :

/OL ianbnﬂbn(x)?dx _ /OL (2 an%(%’)> <g bnén(x)> dx

Daher kann anstatt der Multiplikation von zwei Fourierkoeffizienten auch die beiden Fou-
rierreihen multipliziert werden - und diese kénnen wiederrum in ihre Funktionen zuriickver-
wandelt werden. Damit vereinfachen sich aus (4.15) folgende Terme :

Y 200y (T)n(2)* — Bgfndz( Jo(x)* = 2% (g(x) — f(2) (f'(z) — g(x))
= —(f'(x) = g(x))”

Zdl 6@ + SBTPGE? = (@) — o@) + (@) ~ o)’

(f'(@) = g(x))’

N | —

Hierbei ist zu beachten, dass obige Funktionen nur auf dem Intervall [L — T', L] definiert sind
- auf dem Intervall [0, L — T sind die Funktionen durch die Nullfunktion fortgesetzt.

Insgesamt ergibt sich aus (4.15) also :

/ PP+ o) Gl () — o)’ds

Hierbei entspricht 1jz_r ) der n Funktion des Intervalls [L — T, L]. Dies lésst sich nicht wei-
ter vereinfachen - die Kosten sind nur noch von f und g abhéngig. Damit kénnen wir im
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Folgenden [*(y(1)) mit I*(y(0)) vergleichen.

4) Abschitzung der Energie :
Zur Erinnerung, I*(y(0)) war gegeben durch :

"(y(0)) = /0 fl(2)* + g(x)’dx

Damit lasst sich {*(y(1)) vereinfachen zu :

PO) = FOO) = Flenn [ (@) — s@)ds < F0)

Die im Theorem angegebene Abschéitzung wurde also gezeigt und die Energieabnahme folgt
ebenfalls aus obiger Gleichung.

Man beachte hierbei, dass in obiger Abschétzung fiir f' = g auf [L— T, L] Gleichheit auftritt.
]

Wie im Beweis bereits erwihnt tritt fir f* = g auf [L — T, L] Gleichheit der Kosten auf, d.h.
I*(y(0)) = I*(y(1)). Damit ist fiir diesen Sonderfall ¢ = 1 und damit die Wellengleichung fiir
T < L nicht kontrollierbar. Unser Ziel ist es nun, dieses Problem zu beseitigen.

Da die Steuerung nur am Rand die Wellengleichung beeinflusst und die Ausbreitungsge-
schwindigkeit endlich ist, kann innerhalb des Gebietes die Steuerung erst nach einer gewis-
sen Zeit (abhéngig von der Entfernung zum rechten Rand) eine Verdnderung verursachen.
Daher gibt es Punkte an dem die Steuerung die Energie nicht beinflusst und somit bleibt die
Energie dort konstant. Um dieses Problem so beheben wird die Energie mit ihrer Entfernung
zum rechten Rand gewichtet, d.h. das Gewicht ist abhéngig von der Entfernung zum rechten
Rand an dem die Steuerung eingreifen kann. Im néchsten Kapitel werde ich zeigen, dass der
Beweis damit funktioniert.
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KAPITEL 4. ENERGIEABNAHME DER WELLENGLEICHUNG



Kapitel 5

Kontrollierbarkeitsabschitzung mit
gewichteter Energienorm

In diesem Kapitel werde ich zeigen, dass die Wellengleichung im 1D-Fall kontrollierbar ist.
Dazu werde ich den Begriff Kontrollierbarkeit definieren und danach zeigen, das die Wellen-
gleichung diese Bedingung erfiillt. Dazu miissen zwei Konstanten abgeschéitzt werden kénnen.
Anhand dem vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass die gewohnliche Energie fiir den Beweis
nicht ausreichend ist und man eine gewichtete Energie benotigt. Dieses Kapitel orientiert
sich sehr grob an der Beweisidee von [1].

Zur Vereinfachung wird in diesem Kapitel die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt -
dadurch werden die Rechnung deutlich einfacher. Zur Erinnerung aus Kapitel 1 :

Definition 5.1 (Exponentielle Kontrollierbarkeit).
Ein System ist exponentiell kontrollierbar <=

3C>1,0€]0,1[: VyeY JueU: I"(yu(n),u(n)) <Co"l*(y) (5.1)

Hierbei sind Y und U allgemeine Funktionenrdume. Fiir unser in Kapitel 1 gegebenes Pro-
blem sind diese durch die Voraussetzungen in Theorem 3.1 festgelegt. Zudem betrachten wir
ein beziiglich der Zeit diskretisiertes Problem, wobei f(n) dem Wert der Funktion zur Zeit
nI" entspricht.

Im folgenden werden wir fiir die Wellengleichung C' und ¢ berechnen um somit exponentielle
Kontrollierbarkeit nachzuweisen. Dazu benotigen wir eine Kostenfunktion :

*(y(n),u(n)) = Z_/o p(ye(nT, z), y(nT, x)) de + )\/0 u(t)® dt (5.2)

Im ersten Abschnitt werde ich fiir p folgende allgemeinere, gewichtete Energie betrachten :

p(ya(nT) 4, nT)) = wi()lyo(nT) + p( D) + wo()[ya(-,nT) — we(,nT)]* (5.3)
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wobei an w; und wy folgende Bedingungen gestellt werden :
wi(z) > 1 wa(x) > 1 Vael0,L] (5.4)

Fiir wy = ws = 1 erhélt man hierbei die gewthnliche Energie.

5.1 Berechnung von C

Fiir die Abschiatzung von C' berechnen wir die Auswirkung der Steuerung auf die Energie.
In diesem Abschnitt werde ich die verallgemeinerte Energie (5.3) benutzen - die gewichtete
Energie ist hiervon ein Sonderfall.

Hierbei benétigen wir die diskrete Darstellung der Steuerung, vel. [1] :

u(n,t) = Slue(L—t;nT) — y(L ~t,nT)/d]

Die Steuerung wurde so gewéhlt, dass am rechten Rand keine Reflektionen auftreten. Damit
ergibt sich fiir T'< L :

)\/OTu(n,t)2 it — E/OT[yx(L—T,nT) (L — t,nT) /2 dt
= 2 ) ey de < [ o)) da
< 2 (nT))
= llyl)u() < (1 + D) PyT) = OF((aT)

Wobei C':=1+ % Hier wurde benutzt, das wy,ws > 1.

5.2 Berechnung von o

Die Beweisidee orientiert sich an [1] und ab Beweisschritt 4) ist die Rechnung identisch. Die
Rechnungen davor unterschieden sich allerdings durch die Verwendung der Fourierreihen
deutlich.

Fiir die noch fehlende Berechnung von ¢ muss man zeigen, das die Kosten streng monoton
fallend sind. Wahlt man wie im vorherhigen Kapitel die Energie als Kosten, so sind die
Kosten nur monoton fallend. Daher werde ich in diesem Abschnitt eine neue Kostenfunktion
verwenden - die die gewichtete Energie verwendet und anhand dieser zeigen, dass die Kosten
damit streng monoton fallend sind. Dieses Ergebnis ist als folgendes Theorem formuliert :
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Kontrollierbarkeitsabschatzung Vereinfachung der Ableitungen

Theorem 5.2 / Proposition 4.1

1) Entwicklung uber Fourierreihen

Trigonometrische Formeln
2) Vereinfachung der Fourierreihen /

. Co . Entwicklung als Fourierreihen
3) Rucktransformation in Funktionen - Lemma 2.17 , 2.18

4) Abschatzung der Kontrollierbarkeit

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des Beweises von Theorem 5.2

Theorem 5.2 (Energieabschitzung).
Seien die Voraussetzungen aus Theorem 3.1 sowie Proposition 4.1 erfillt. Sei I* definiert
durch :

Fly(ta)u(t) = /Dm(:c)[yz(t,x) © ot o)

+ wo(2) [y (t, ) — y(t, x))2da (5.5)
mit wy(z):= 1+ L+ux (5.6)
wo(z):= 1+ L—=x (5.7)
Dann gilt fir o :=1— H%

F(y(1)) < ol*(y(0))

Die Energieabnahme durch die Steuerung entspricht hierbei :

/L Wz +T) [f(2) — g(@)] da

-T

Beweis. Der Beweis besteht aus vier Schritten. Im ersten Schritt benutze ich die in Kapitel 4
hergeleiteten Vereinfachungen an y, und y; und stelle damit die Funktionen als Fourierreihen
dar. Danach werde ich die Reihen soweit moglich vereinfachen und umformen. Anschliefend
transformiere ich die Fourierreihen zuriick in die Funktionen und vereinfache sie. Im letzten
Schritt werde ich dann die im Theorem formulierte Abschiatzung zeigen. Abbildung 5.1 stellt
den Aufbau des Beweises als Flussdiagramm dar.

1) Darstellung iiber Fourierreihen :
Zuerst bendtigen wir eine Darstellung von y, und y; als Fourierreihen. Dazu hilft Proposition
4.1 aus vorherigem Kapitel, die besagt :
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Ya( Zﬁ_ Pu(t)er(t) + ¢, (t)ea(t)) ¢y, (2)

at) = 9.+ 7 [ @3 1F@) ~ o)) do
12 (1,
alt) = fu = 57 [ @516 — o)

In (5.5) treten die Summe sowie die Differenz von y, und y; auf, daher berechne ich diese :

v(t:w) + wilt,x) = Y Flet) (Gu()d(x) + ¢,()n(x))
+ a(t) (9 (D)) (x) + & (t)¢n(2))] (5-8)

NE

yx(t7x> - yt(tvx) =

g le1(t) (en(t))(x) — &, (H)en(2))
+ () (@) () — @ ()on(2))] (5.9)

Das Ziel wird es nun sein, (5.8) und (5.9) so umzuformen, dass sie wieder zuriick in Fourier-
reihen transformiert werden koénnen. Hierbei stort ¢, (t) bzw. ¢/, (t), das wir im Folgenden
durch eine Verschiebung der Integralgrenzen in den Kosten wegtransformieren kénnen.

3
Il
—

2) Vereinfachung der Fourierreihen :

Zuerst werde ich allerdings (5.8) und (5.9) mit Hilfe von folgenden trigonometrischen Formeln
vereinfachen :

cos(x + y) = cos(x)cos(y) F sin(z)sin(y)
sin(r + y) = sin(z)cos(y) £ cos(z)sin(y)
Fiir die Terme aus (5.8) ergibt sich damit :
an(t)gb;(x) + ¢;z(t)¢n<x) = 5n¢n(t+x>
OO0 (x) + p(t)on(r) = Budly(t + )

sowie fiir die Terme aus (5.9) :

¢n<t)¢;z(x) - ¢/n(t)¢n(x) = ﬂn¢n(t_x>
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G0 () — n()dn(x) = Budp(t — )

(5.8) vereinfacht sich also zu :

WE

yo(t, ) + melt,x) = ) at)en(t+1) + (b)), (t +x)

i
I

Analog vereinfacht sich (5.9) zu

yalt,x) — wilt,z) = Y ai(t)pult — ) + ()], (t —2)

Yo(t,x) — wilt,z) = ZCQ(t)Gb;(x—t) — a(t)gnlz —1)

Hierbei wurde fiir (5.12) benutzt, dass cos(—z) = cos(z) sowie sin(—z) =

Umformung werden wir im néchsten Schritt benotigen.

47

(5.10)

(5.11)

(5.12)

—sin(x). Diese

(5.10) - (5.12) konnen aufgrund ihrer Verschiebung (d.h. £¢) noch nicht in Funktionen um-
gewandelt werden. Daher werde ich nun das Integral iiber x so transformieren, dass diese

Verschiebungen wegfallen werden. Aus dem Integral iiber (5.10) ergibt sich :

L
wi () [y (t,x) + yt(t,x)]2 dx

2
dx

L

S— S

e lzcl Joult +2) + ex(t) (¢ + )

Il
=~

' 1(z—1) [ZCl )on(z) + ca(t)gy (@ )] dx

(5.13)
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Analog ergibt sich aus (5.11) und (5.12) :

/0 (@) [ys(t2) — wilt, 2)] da
- / wal@) [ys(t,2) — wi(t, )2 da
n / wal2) [y (t,2) — we(t, )2 da

- [t [

—l—/t wa(x) ch n(z—1) — cl(t)¢n(x—t)] dx

o0

()t —2) + ()t - az)] dz

n=

— /sz(t—m) ch Yon(x) + ca(t)d), (SL’)] dx

L—t
+/ x—i—t
0

Hierbei wurde im Gegensatz zu (5.13) das Integral aufgeteilt. Grund hierfiir ist, dass t—z > 0
fiir x € [0,t] sowie x —t > 0 fiir x € [t, L].

Z - Cl(t)cbn(-r)] dx (5.14)

Damit konnen im folgenden Schritt die Fourierreihen nun in ihre Funktionen umgewandelt
werden.

3) Riicktransformation in Funktionen :
Fiir die Riicktransformation betrachte ich zunéchst die in (5.13) und (5.14) auftretenden
Fourierreihen einzeln :

Sain) = 3 |a+ 3 [ olylr@ - sldfo@ 61

n=1 L-t

Diese Fourierreihe entspricht wie schon in Kapitel 5 gezeigt g(x) + 11— [ f'(x) — g(x)].

Sado) = 3|6 - 57 [ azlre - swld]ae G

n=1 n=1

Diese Fourierreihe entspricht der Funktion f'(z) + 1ip—¢ rj[g(x) — f'()].
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Aus (5.15) und (5.16) ergibt sich damit :
12

S at)on() + a®)d@)| = [f@) + g@)f auf [0.L]

72

Y e @) — abdu@)| = [f(z) — g@)]* auf [0,L -1

Setzt man dies in (5.13) ein, so ergibt sich :

/0 w1 () [t 2) + ot )P de = / Ve - D) + g@)de
_ /twl(x—t) F(2) + g@)Pde  (5.17)

Im letzten Schritt wurde hierbei benutzt, dass die Funktionen f bzw. g aufierhalb von [0, L]
nicht definiert sind, d.h. sie kénnen dort o.E. Null gesetzt werden. Analog ergibt sich aus

(5.14) :

/0 @) [t 7) — ot 2 de = /0 wolt —2) [f(2) + (@) da
+ /O_ wolx + 1) [f(x) — g@))’de  (5.18)

Insgesamt konnen wir die Kosten (vgl. (5.5)) also tiber den Umweg der Fourierreihen auf die
Summe von (5.17) und (5.18) vereinfachen. Im néchsten Schritt werde ich damit nun die im
Theorem aufgestellte Abschidtzung zeigen.

4) Abschitzung :
Die Kosten (5.5) haben sich durch den vorherigen Schritt vereinfacht zu :

F(y(1) = / (e — 1) [f'@) + g@)de
* /ot%(t “ ) (0) + glo)de
+ /0 ) wo(z+t) [f'(x) — g(m)]Qd:p (5.19)

Es gilt wo(t —2) = 1+ L—t+2x = wi(zr —t). Damit konnen in (5.19) die ersten beiden
Integrale zusammengefasst werden und es ergibt sich :

Fy(1) = /0 (x=T)[f'(x) + g(z)]’ dw + /0 @D (@) — g(@)f dr (5.20)
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Das Ziel ist folgende Abschétzung : [*(y(1)) < ol*(y(0)). Fiir die Berechnung von *(y(0))
greife ich wieder auf Kapitel 4 zuriick. Dort hatten wir berechnet, das y,(0,z) = f'(x) sowie
y:(0, ) = g(z) ist. Damit ergibt sich fiir I*(y(0)) :

I (y(0) = / (@) [f(2) + g@)Pde + / w(@) (@) — g@)Pde  (5.21)

Um (5.20) nach (5.21) abschétzen zu kéennen, miissen wir also zeigen, das wy (z—T") < ow;(z)
und we(x + T') < owy(z). Dazu eine kleine Hilfsrechnung :

wig(z) = 1+ Lt < 1420 Vrel0,L]

Insbesondere gilt also :
! >
WLQ(JZ) -1 + 2L

Durch diese kleine Nebenrechnung ergeben sich die Abschétzungen :

Vr € [0, L]

wi(x—T) = 14+L+a2-T = wl(x)—TLwl(x) < (1— I )wl(x)

wi(z)

1 T
wolr+T) = 1+L—a—-T = wg(a:)—Tw2(w)w2(x) < (1— )wg(x)

Damit ergibt sich aus (5.20) fiir o :=1 — H%:

Fly(1) = /0 (= T)[f'(x) + g(@)de + /0 wr(x +T)[f'(x) = g(x)) do

—_——
< owi(z) < owa(z)
- [ ale+ D) - g da
< AWO) - [ @b+ T — g

< al*(y(0))

Die Energieabnahme ist hierbei gegeben durch :

/L wa(e + T) /() — glo)da

-T

]

Erinnert man sich an den Anfang dieses Kapitels, so wollten wir die Kontrollierbarkeit der
Wellengleichung zeigen. Dazu mussten wir zwei Konstanten, C' und o berechnen. C' lief§
sich dabei fiir einen sehr allgemeinen Fall, der auch obige gewichtete Energie beinhaltet,
berechnen. Durch Theorem 5.2 haben wir nun auch einen Wert fiir o. Damit wurde also
gezeigt, dass das in dieser Arbeit behandelte Anfangs-Randwerproblem der Wellengleichung
kontrollierbar ist.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In diesem Kapitel werde ich diese Arbeit kurz zusammenfassen. Ziel war es, {iber die ge-
wichtete Energie als Stufenkosten die Kontrollierbarkeitsabschitzung der Wellengleichung
zu zeigen. Dazu musste gezeigt werden, dass die Stufenkosten nach einer Zeit T mit Hil-
fe einer Steuerung abgenommen haben, d.h. es wurde gezeigt, dass die gewichtete Energie
zur Zeit t = T kleiner ist als die gewichtete Energie zur Zeit ¢ = 0. Zur Berechnung der
gewichteten Energie zur Zeit t = T" wurde dabei die Losung der Wellengleichung zur Zeit
t = T benotigt. Um die Losung zu berechnen verwende ich den Ansatz iiber Fourierreihen.
Durch den Ansatz iiber Fourierreihen muss man statt einer partiellen Differentialgleichung
nur noch eine inhomogene gewohnliche Differentialgleichung beziiglich der Zeit 16sen.

In Kapitel 2 fithre ich daher in Fourierreihen ein und zeige, dass diese unter geeineten Vor-
aussetzungen gegen die entwickelte Funktionen konvergieren. Zusatzlich zeige ich, dass Fou-
rierreihen gliedweise differenziert und integriert werden konnen und wann zwei Fourierreihen
identisch sind.

Mit Hilfe dieser Aussagen kann ich in Kapitel 3 nun eine Losungsformel herleiten. Zuerst muss
hierbei gezeigt werden, dass eine eindeutige Losung existiert, die wir im Folgenden berechnen
wollen. Diese unbekannte Losung entwickle ich als Fourierreihe - in der Hoffnung das sich
die Fourierreihe ausrechnen lésst. Damit die Fourierreihe gegen die Losung konvergiert, muss
sie die Wellengleichung sowie die Anfangs- und Randbedingungen erfiillen. Aufgrund dieser
bekommt man Bedingungen an die Fourierkoeffizienten und die Fourierbasis. Die Fourierko-
effizienten sind hierbei durch eine inhomogene gewohnliche Differentialgleichung beziiglich
der Zeit gegeben und die Fourierbasis kann man explizit angeben. Lost man nun diese Dif-
ferentialgleichung - was in diesem Kapitel ebenfalls gemacht wurde, so ist die Fourierreihe
explizit gegeben und konvergiert gegen die Losung der Wellengleichung.

In Kapitel 4 zeige ich, dass fiir eine bestimmte Steuerung die Energie abnimmt, d.h. die
Energie zur Zeit t = T ist kleiner oder gleich der Energie zur Zeit t = 0. Dazu leite ich
zuerst iiber Fourierreihen eine moéglichst einfache Darstellung der in der Energie enthaltenen
Ableitungen der Losung zur Zeit ¢ = T her. Dabei wird die Losung der Wellengleichung
als Fourierreihe entwickelt. Wie in Kapitel 3 berechnet, sind die Fourierkoeffizienten hierbei



52 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG

durch eine gewOhnliche Differentialgleichung gegeben. Setzt man die Steuerung in die Losung
der Differentialgleichung ein, leitet die Fourierreihen ab und wandelt sie zuriick in ihre Funk-
tionen, so erhélt man eine explizite Formel fiir die Ableitungen der Losung. Anhand dieser
lasst sich nun die Energie zur Zeit t = T beziiglich der Energie zur Zeit t = 0 abschétzen
und damit die Energieabnahme zeigen.

In Kapitel 4 konnte nur gezeigt werden, dass die Energie monoton fallend ist. Das Ziel war es
aber, eine streng monotone Stufenkostenabnahme zu zeigen. Das Problem in Kapitel 4 war,
dass die Steuerung nur am Rand Einfluss auf die Losung der Wellengleichung nehmen kann
und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellengleichung endlich ist - es gibt also Punkte,
die die Steuerung erst nach einer gewissen Zeit beeinflussen kann. Daher fiihre ich in Kapitel
5 fiir die Energie Gewichte ein, die den Abstand zum rechten Rand - den die Steuerung
beeinflusst - messen. Damit lésst sich nun zeigen, das die Stufenkosten abnehmen und damit
die Wellengleichung beziiglich der gewichteten Energie kontrollierbar ist.

In der Literatur [7, 1] wurden die in meiner Arbeit auftretenden Beweise an anderen Bei-
spielen bzw. iiber andere Wege gerechnet - meine Leistung war es also anhand der im Buch
erkldrten Idee die Beweise durchzufiihren. Vor allem in Kapitel 4 und 5 waren hierbei fiir
die Beweise deutlich lingere Rechnungen und neue Ansétze - wie z.B. die Verwendung tri-
gonometrischer Funktionen - notig.



Kapitel 7

Ausblick

In dieser Arbeit wurden fiir die eindimensionale Wellengleichung Kontrollierbarkeitsabschétzun-
gen iiber Fourierreihen gezeigt. Anhand dieses Beweisverfahrens soll nun fiir die zwei- und
dreidimensionale Wellengleichung ebenfalls die Kontrollierbarkeit gezeigt werden. Hierbei
werden einige Probleme auftreten, auf die ich kurz eingehen will :

1) Verallgemeinerung der Lésungsformel :

Die Losungsformel der Wellengleichung wird in dieser Arbeit aufgestellt, indem man das
urspriingliche inhomogene Problem in ein homogenes Problem transformiert und dieses 16st.
Nach [8, Kapitel 10] ldsst sich die Fourierreihenmethode auch auf homogene, mehrdimensio-
nale Probleme erweitern. Findet man also eine Transformation um das inhomogene, mehr-
dimensionale Problem auf ein homogenes Problem zu transformieren, so kann man mit der
in dieser Arbeit vorgestellten Methode eine Losungsformel aufstellen.

2) Wahl des Gebietes :

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die Kosten streng monoton fallend sind. Daraus folgt,
dass die Ableitungen v, (¢, z) und (¢, z) gegen die Nullfunktion konvergieren. Um zu errei-
chen, dass die Losung der Wellengleichung gegen die Nullfunktion konvergiert, ben6tigt man
also eine Dirichletrandbedingung die Null am Rand fordert (Fiir y(¢,0) = 1 konvergiert die
Losung der Wellengleichung gegen die Funktion = 1). Fiir die mehrdimensionale Wellenglei-
chung stellt sich damit die Frage, wie die Randbedingungen gew&hlt werden miissen.

3) Wahl der Steuerung :

erhalten Die Steuerung in dieser Arbeit wurde aus [1] ibernommen. Diese wurde dort so
gewahlt, dass am rechten Rand keine Reflektionen auftreten. Es stellt sich also die Frage wie
die Reflektionen im mehrdimensionalen Fall ausschauen und wie man daher die Steuerung
wéhlen muss.

Trotz der vorhandenen Grundlagen mit dieser Arbeit sowie der Moglichkeit, die homoge-
ne, mehrdimensionale Wellengleichung iiber Fourierreihen zu 16sen treten also noch einige
Probleme auf, die ich in weiteren Arbeiten bearbeiten werde.



Anhang A
MAPLE—Quelltexte

A.1 Losungsformel der Wellengleichung

Mit diesem Skript wurden die Bilder der Losung der Wellengleichung erstellt. Fiir die stiick-
weise definierte Funktion funktioniert die Steuerung nicht - Maple hat damit anscheinend
Probleme.



_> restart,;

# Konstanten der Wellengleichung

T:=2;
L :=T/2;
c :=1;

# Anfangsdaten der Wellengleichung

f 1= x-> sin(Pi*x);

#f .= x-> piecewise(x < 0.4 or x >= 0.6, 0, x >> 0.4 and x < 0.5, 4*x
- 1.6, x >> 0.5 and x < 0.6, 2.4-4*Xx);

g := x->0;

# Randdaten bzw. Steuerung

#u =1t -> piecewise(t < L/c, 1/2*(D(f)(L - c*t) - g(L - c*t)), t >=
L/c, 1/2*(D(f)(c*t - L) + g(c*t - L)));

u:=1t ->0;

# Konstanten der Approximation
M := 100;

# Interne Variablen
betan := (2*n - 1) * Pi / (2 * L):
phin := x -> sin(betan * x):

an :=t ->2/ L *int( x* (D1, 1](u))(t) * phin(x), x =0 .. L):
bnO :=2 7/ L * int( (f(x) - x * u(0)) * phin(x), x =0 .. L):
bnsO := 2/ L * int( (g(x) - x * (D(u))(0)) * phin(x), x =0 .. L):

> # Losen der Differentialgleichung

ode :=diff(bn(s), s, s) = - ¢c*2 * betan®2 * bn(s) - an(s):
ics := bn(0) = bn0, (D(bn))(0) = bnsO:
I sg := dsol ve({ics, ode}):

# Erstellen der Fourierreihe
yn := (t,x) -> eval(rhs(lsg), s =t) * phin(x):
y := (t,x) ->sunmyn(t,x), n=1.. M + x * u(t):

> # Plot
plot3d(y(t,x), t =0..T, x = 0..L, axes=frame, |abel font=[ HELVETI CA,
BOLD, 20], labels=["t","x"," y(t,x)"], grid =[50,50], orientation=
[-135,45]);
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