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Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit beschiftigt sich damit, den Diskretisierungsfehler bei der optima-
len Steuerung der linearen Warmeleitungsgleichung im stationédren Fall fiir beschrinkte Gebiete
Q c RN, N < 3. Zur Diskretisierung wird die Finiten-Elemente-Methode gew:hlt. Das sich dar-
aus ergebende Modellproblem der optimalen Temperaturquelle besitzt ein lineares quadratisches
Zielfunktional und fiihrt mit linearen Steuerbeschriankungen auf ein konvexes Optimierungspro-
blem in L2-Réiumen. Fiir dieses wird, wie zunichst auch fiir die lineare Wirmleitgleichung, die
Existenz, bzw. im strikt konvexen Fall die Eindeutigkeit einer globalen Losung gezeigt.

Des weiteren werden hinreichende und notwendige Optimalititsbedingungen zur Charakterisie-
rung der eindeutigen optimalen Steuerung hergeleitet. Diese werden benutzt um den Diskreti-
sierungsfehler zu bestimmen. Zur Diskretisierung wird die Finite Elemente Methode auf einer
simplizialen Zerlegung von Q2 mit dem diskreten Ansatzraum der stetigen und stiickweise linea-
ren bzw. stiickweise konstanten Funktionen benutzt.

Neben dem Diskretisierungsfehler fiir die lineare Wirmeleitungsgleichung wird schlussendlich
auch der Diskretisierungsfehler fiir das Modellproblem der optimalen Temperaturquelle in der
L?(Q)-Norm abgeschitzt. Es wird gezeigt, dass sich dieser bei Verzicht einer Steuerungsdiskre-
tisierung im Vergleich zur Voll-Diskretisierung um eine h-Potenz giinstiger gestalten lédsst. Der
Diskretisierungsfehler der variationellen Diskretisierung hat somit keine schlechtere Ordnung
als der, der durch Diskretisierung der linearen Warmeleitungsgleichung entsteht.
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| EinfuUhrung und Motivation

In Naturwissenschaften und Technik werden zahlreiche praktisch relevante Prozesse durch par-
tielle Differentialgleichungen (PDEs) beschrieben. Als Anwendungsgebiete seien etwa die Stro-
mungsmechanik, Mikroelektronik, Kristallziichtung, GefidBchirurgie, Herzmedizin, das Verhal-
ten quantenphysikalischer Teilchen und die fiir diese Arbeit in den Vordergrund geriickte Wir-
meausbreitung genannt. Da Computer tendenziell immer leistungsstiarker werden, erweitert sich
das Anwendungsgebiet in der Praxis kontinuierlich.

Zusitzlich zur numerischen Simulation zur Vorhersage oben genannter Prozesse, ist man et-
wa unter dkonomischen Gesichtspunkten an deren Optimierung interessiert, was folglich zu
Optimierungsaufgaben mit PDEs fiihrt. Stellt die dabei gesuchte Optimierungsgrofe eine orts-
und/oder zeitabhingige Funktion dar, die man im Prozess frei oder unter Einhaltung gewisser
Grenzen wihlen kann, so spricht man von einer Aufgabe der optimalen Steuerung.

Wie bereits angedeutet werden wir uns in dieser Arbeit vorrangig mit der Wirmeleitungsglei-
chung in stationirer, also zeitunabhingiger Form beschiftigen. Es handelt sich dabei um eine
linear-elliptische PDE, was zu einem linear-quadratischen elliptischen Optimalsteuerungspro-
blem fithren wird. Auch der Grofteil der theoretischen Vorbereitung wird sich darauf beziehen.
Fiir die numerische Losung solcher Aufgaben ist eine Diskretisierung der Gleichungen und
eventuell auch der Steuerung notwendig. Das endgiiltige Anliegen dieser Arbeit wird es sein,
bei einer speziellen Diskretisierung, der Finiten-Elemente-Methode, den Diskretisierungsfehler
abzuschitzen, womit man in der Praxis etwa die Moglichkeit schaftt, a priori Diskretisierungen
festzulegen, mit denen sich wiederum ein Optimalsteuerungsproblem mit vorgegebener Genau-
igkeit 16sen ldsst.

Auf dem Weg zur Approximationsfehleranalyse wird es einer der Hauptanliegen dieser Arbeit
sein, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die optimale Losung einer solchen Pro-
blemstellung herzuleiten, die dann in den theoretischen Uberlegungen rund um den Diskretisie-
rungsfehler berticksichtigt werden.

Beziiglich der fiir diese Arbeit verwendeten Literatur, seien besonders [Tr609], [Alt02], [Eval0]
und [Bra07] herausgestellt. Der Aufbau dieser Arbeit spiegelt in groen Teilen die Vorgehens-
weise wieder, die sich in der aktuellen Forschungsliteratur, vgl. etwa [M*08], und in den hier
herangezogenen Vorlesungsskripten, vgl. etwa [Mey11], [Her12], [Her11], [Ohl08], findet.



I Einfiihrung und Motivation

§1 Die lineare Warmeleitungsgleichung als Modellproblem

Wir folgen bei der Vorstellung unseres Modellproblems im Groben [Tro09, 1.2], sowie [Mey11,
§1] und [Her12, §1.1].

Wir betrachten einen Korper, der durch eine Punktmenge Q ¢ R? beschrieben wird. Zur Ver-
einfachung treffen wir folgende Annahmen: Das Material ist isotrop und homogen, der Warme-
leitkoeffizient, eine temperaturabhiingige Materialkonstante, sei k = 1, zudem betrachten wir den
stationéren Fall.

Dann lautet die Gleichung der Wirmeleitung im linearen Fall:

—Ay(x) =u(x) VxeQ (1.1)

. def 3, &
mit Ay(x) < > 27%, dem sogenannten Laplace-Operator.
i=1 i

y(x) bezeichne die Temperatur, u(x) die Warmeleitungsdichte an der Stelle x. Allgemein ist die
Wirmeleitungsgleichung eine Folgerung aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik. !

I. A. hat eine solche Problemstellung unendlich viele Losungen. Um die Temperatur im Korper
aber eindeutig beschreiben zu kdnnen, bendtigt man sogenannte Randbedingungen.

I =9Q =Q\int(Q) sei der Rand von Q. Die Bedingungen fiir die Temperatur auf I" hiingen von
diversen physikalischen Gegebenheiten ab.

Fiir das weitere Vorgehen nehmen wir an, dass der Rand, etwa durch Eiswasser, konstant auf
0°C gehalten wird, also dass gilt:

y(x)=0Vxel. (1.2)

Man spricht hier von einer homogenen Dirichlet-Randbedingung.

Zur Beschreibung andersartiger physikalischer Umstdnde sind auch Randbedingungen anderer
Form denkbar. Es seien etwa die Neumann- oder Robin-Randbedingung genannt. Auch eine
Kombination verschiedener Randbedingungen ist maglich.?

Wir beschrianken uns in dieser Arbeit aber auf die Randbedingung (1.2) und erhalten zusammen
mit (1.1) die sogenannte Poissongleichung.

Ist u bekannt, so kann die Temperaturverteilung im Korper fiir gewohnlich numerisch anhand
von (1.1) und (1.2) berechnet werden. Wir sind i. A. auf numerische Verfahren, die Approxi-
mationen der exakten Losung liefern, angewiesen, da es oft schwierig oder gar unmoglich ist,
Losungen solcher partieller Differentialgleichungen analytisch in geschlossener Form anzuge-
ben.

In der Praxis ist es jedoch so, dass u innerhalb gewisser Grenzen gewihlt werden kann, um
den Prozess zu steuern. Dies geschieht etwa durch Mikrowellenstrahler oder Heizkorper. u wird
daher als Steuerung des Problems bezeichnet. y, als Losung von (1.1) und (1.2), ist eine von

ISiehe [Mes04, 5.2.3 und 5.4].
2Siche dazu z. B. [Gro94, 2.1].



§1 Die lineare Wirmeleitungsgleichung als Modellproblem

u abhingige GroBe und wird als Zustand bezeichnet. Demzufolge nennt man die PDE selbst
Zustandsgleichung.

Abbildung 1: Beispiel fiir ein zweidimensionales Gebiet Q mit Rand T', verteilter Steuerung « und
Normalenvektor 7.3

Fiir die Giite einer Wahl von u ist eine Bewertung der Steuerung und der dadurch erzeugten
Temperaturverteilung y notig. Diese geschieht durch ein Zielfunktional, wobei es in der Praxis
iblich ist, dass kleinere Werte fiir eine bessere Steuerung stehen. Ein Beispiel fiir ein solches
Zielfunktional wére etwa

1
JO.uw) =3 fg | y(x) = ya(x) |* dx. (1.3)

yq steht fiir die gewiinschte Temperaturverteilung, an die moglichst nahe herangefiihrt werden
soll.

Die Abweichung | y—y, | wird quadriert, weil wir im Folgenden nur differenzierbare Funktionale
betrachten werden. Der Faktor % kompensiert den Faktor 2, der spéter bei der Ableitung entste-
hen wird. Ein Zielfunktional der Form (1.3) geniigt ohne weitere Bedingungen i. A. nicht um
eine wohlgestellte Aufgabe zu erhalten. Man konnte bei (1.3) das vorgegebene Temperaturprofil
yq umso besser anndhern, je grolere Ausschlige die Steuerung u besitzt. Eine optimale Steue-
rung wiirde hier also unendlich grof3e (sowohl positive als auch negative) Werte annehmen. Fiir
(1.3) wiirde also keine optimale Steuerung existieren, sondern nur eine unbeschrinkte Folge von
Steuerungen {u,}, deren Zielfunktionswerte J(y,,u,) lediglich gegen das Infimum aller mogli-
chen Zielfunktionswerte konvergieren. Optimale Steuerungen sind i. A. also nicht beschrénkt.
Wir miissen also dafiir sorgen, dass dies in einer geeigneten Norm der Fall ist. Dazu fithren wir
zunéchst eine punktweise Steuerbeschriankung ein. u(x) muss folgendes erfiillen:

uz(x) < u(x) < up(x) Yx e Q.

3Vagl. [Trs09, S.4].



I Einfiihrung und Motivation

Dies wird etwa durch die Leistungsdichte von Mikrowellenstrahlern, oder die Moglichkeit nur
bis zu einer bestimmten Temperatur zu heizen oder zu kiihlen, motiviert.

Ebenso ist die Steuerung mit gewissen Kosten, etwa dem Verbrauch elektrischer Energie, ver-
bunden. Daher wird das Zielfunktional um einen sogenannten Kontrollkostenterm erweitert:

1 A
J(y,u)=§f9|y(X)—yd(X) Ide+§j§;Iu(X) ? dx. (1.4)

A > 0 nennt man den Kontrollkostenparameter. Er beschreibt eine relative Gewichtung der bei-
den Anteile im Zielfunktional. Wie wir noch sehen werden, fiihrt das Funktional fiir A > 0 auf
ein wohl gestelltes Problem.

Die gesamten Voriiberlegungen fithren uns nun zu einer Optimalsteuerungsaufgabe, unserem
Modellproblem der optimalen Temperaturquelle:

Minimiere J(y,u) = [ |y(x) = ya(x) > dx+4 [, | u(x) * dx

—Ay(x)
unter { y(x)

ux) ¥xeQ
0 Vxel

(1.5)

und  u,(x) < u(x) < up(x) Yx e Q.

Bei (1.5) spricht man von einer Aufgabe mit verteilter Steuerung, da u(x) auf ganz Q wirkt.

Um eine Aufgabenstellung wie (1.5) zu 16sen und auch diverse Grundlagen zur Optimalsteue-
rung von PDEs zu erldutern und herzuleiten, gehen wir folgendermalen vor:

- Diskussion der Zustandsgleichung im schwachen Sinne (siehe Kapitel II).

- Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Losung bzw. Steuerung (siche
Kapitel III).

- Herleitung von notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen (siehe Kapitel
V).

- Methoden zur numerischen Lésung und Diskretisierung des Problems, sowie der Bestim-
mung des Diskretisierungsfehlers fiir die spezielle Diskretisierungsmethode der Finiten-
Elemente-Methode (siehe Kapitel V).

Wie bereits angedeutet, beschiftigt sich diese Arbeit im GroBen und Ganzen nur mit linearen
elliptischen PDEs. Zahlreiche physikalische Prozesse sind nicht stationir und fithren zu parabo-
lischen oder hyperbolischen, oft auch nichtlinearen (etwa semi- oder quasiliniearen) PDEs. Es
treten auch Fille auf, in denen die Steuerung nicht als verteilte Inhomogenitit wie in (1.5) auf-
tritt, sondern in den Randbedingungen oder als Koeffizienten im Differentialoperator. Manchmal



§1 Die lineare Wirmeleitungsgleichung als Modellproblem

tritt sogar Q selbst als Steuerung, wie etwa bei der Konstruktion von Flugzeugfliigeln, auf. Dies
fiihrt zu sogenannten Shape- oder Formoptimierungsproblemen, welche sehr viel aufwéndiger
zu 16sen sind. Viele Ergebnisse die wir im Laufe der Arbeit erhalten werden, sind auf solche
Probleme nicht anwendbar, hierfiir sei etwa auf [Tro09] und [HY09] sowie fiir theoretische Hin-
tergriinde auf [Lue69] hingewiesen.

Wir fassen also zusammen: Unser Modellproblem sowie das gesamte Vorgehen beruhen darauf,
dass wir lineare elliptische PDEs betrachten. Das Zielfunktional ist quadratisch, die Steuerung
ist auf dem ganzen Gebiet definiert. Dies fiithrt wie im Falle (1.5) auf ein linear-quadratisches
elliptisches Optimalsteuerungsproblem mit verteilter Steuerung.



Il Schwache Losungen linearer elliptischer
PDEs

Wir beschrinken uns zunichst bei der Diskussion von (1.5) auf die Zustandsgleichung, also die
PDE (1.1) und (1.2). Wir beginnen mit einer Vorstellung von funktionalanalytischen Grundla-
gen, die im Folgenden nétig sind. Auch in den folgenden Kapiteln werden wir so verfahren. In
diesem Kapitel werden wir im Groben [Tr609, 2.1 bis 2.4] und der dort genannten Literatur,
sowie [Mey11, §3 bis §6], [Her12, §3 bis §5] und [Her11, §1 bis §4] folgen.

Alle betrachteten Rdume seien von nun an iiber R definiert.

§2 Normierte lineare Raume

Definition 2.1
Es sei X ein linearer Raum iiber R. Eine Abbildung ||.|| : X — R hei3t Norm in X, wenn folgende
Eigenschaften Vx, y € X und VA € R erfiillt sind:

(1) |||l =0und [|x]| =0 < x=0.
@{i) |lx+yll < llxll + 1yl (Dreiecksungleichung).
@iii) ||Ax|| = |4 |lx]| (positive Homogenitit).
Ist ||.|| eine Norm in X, dann heif3t {X,||.||} (reeller) normierter linearer Raum. o

Definition 2.2
Eine Folge {x,} ”, von Elementen eines normierten Raumes {X, ||.|[} heit konvergent, wenn ein
Grenzelement x € X existiert, s.d.

lim ||x, — x|| = 0.

n—00

Sie heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl N = N(¢g) gibt mit
X, —xpll £ & Yn,m > N(g).

Ein normierter linearer Raum {X, ||.||} heif3t vollstdndig, wenn in X jede Cauchyfolge konvergiert,
also ein Grenzelement in X besitzt. Einen solchen Raum nennt man Banachraum. o

4Im Folgenden schreiben wir zur Vereinfachung auch oft lim x, = x oder x, — x.
n—oo



§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

Bemerkung:
Beachte zum letzten Teil obiger Def. 2.2, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchyfolge
ist, die Umkehrung gilt i. A. natiirlich nicht.’

Definition 2.3
Ein linearer Raum H iiber R heifit Innenproduktraum oder Préa-Hilbertraum, wenn eine Abbil-
dung H X H 5 (u,v) = (u4,v)y € R mit folgenden Eigenschaften existiert:

(1) (u,u)g >20VYue Hund (u,u)y =0 u=0.
(i) (u,v)g =,u)g Yu,ve H.
(i) (u1 +u2,v)g = (u1,v)g + (uz,v)g Yuyr,uz,v € H.
1v) (Au,v)g = A(u,v)y Yu,ve H, YA €R.

Eine solche Abbildung bezeichnet man als Skalarprodukt. Sie erzeugt mittels

T @1

eine Norm auf H. Wir werden von nun an stets diese Norm auf einem Innenproduktraum ver-
wenden. Ebenso gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, welche einen Spezialfall der Hol-
der’schen Ungleichung aus noch folgendem Satz 3.1 darstellt:

|, V)a| < lull- VIl Yu,v e H.

Beziiglich der letzten beiden Aussagen, betrachte etwa [Alt02, 0.2].
Ein Innenproduktraum heifit Hilbertraum, wenn er vollstindig beziiglich der Norm (2.1) ist. 4

Bemerkung:

Im Folgenden werden wir den Index H weglassen, wenn klar ist in welchem Raum wir uns
befinden. Ebenso werden wir einige wichtige Beispiele fiir normierte lineare Riume, Banach-
und Hilberrdume genauer betrachten.

§3 Lebesgue- und Sobolewraume

Nun werden noch Grundbegriffe aus der Theorie der Rdume integrierbarer Funktionen und So-
bolewridume bereitgestellt.

Von nun an sei E C RV eine nichtleere, beschrinkte und Lebesgue-messbare Menge, also mit
|E| < oo beziiglich des N-dimensionalen Lebesgue-MaBes.°

SBetrachte dazu den Satz von Bolzano-Weierstral3 [K6n04, 1.1].
6Siehe dazu etwa [Alt02, 1.7, 1.8 und A 1.2] und [Ada75, 1.32 bis 1.39].



II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

§3.1 Lebesgueraume

Definition 3.1
Unter dem Lebesgueraum LP(E),1 < p < oo versteht man den Raum aller (Aquivalenzklassen
von) messbaren Funktionen y : E — R mit der Eigenschaft

f | y(x) P dx < 0.
E

LP(E) wird versehen mit der Norm

def 1/p
IVllzrEy = (f | y(x) [P dx) -
E

LP(E) beschreibt also den Raum aller Aquivalenzklassen von Funktionen, s.d. ein beliebiger Re-
prisentant der Aquivalenzklasse zur p-ten Potenz integrierbar ist. Zwei Funktionen, die im Sinne
des Lebesgue-MaBes auf E fast iiberall gleich sind, liegen in der gleichen Aquivalenzklasse.”

Definition 3.2

Mit dem Lebesgueraum L®(E) wird der Raum aller (Aquivalenzklassen von) fast iiberall gleich-
maiBig beschrinken und messbaren Funktionen y : E — R bezeichnet. Er wird versehen mit der
Norm

]

def def .
IVllze)y = ess sup|y(x)] = inf ( sup |y(x)]).
xeE IFI=0 yeE\F o

ess sup beschreibt also das essentielle bzw. wirkliche Supremum einer Funktion. Es werden et-
wa Maxima ausgeschlossen, die sich bereits durch Loschung einzelner, isolierter Punkte dndern
und damit unwesentlich sind.

Als Beispiel betrachte man etwa die Funktion y : [0,1] — R, die auf [0, 1]\ {0} den Wert O und
im Nullpunkt den Wert 1 annimmt. Thr Maximum betrégt 1, ihr ess sup ist O.

Fiir LP-Riume, sowie unsere weiteren theoretischen Uberlegungen, spielt die bereits erwihn-

te Holder’sche Ungleichung eine ausgezeichnete Rolle:

Satz 3.1 (Holder’sche Ungleichung)
Es sei f € LP(E) und g € L1(E), wobei p und q konjugierte Exponenten® sind, d.h. 1 < p,q < oo
und % + é = 1. Dann ist das Produkt fg € L'(E) und es gilt:

1/p 1/q
fE |fg|dxs( fE Ifl”dx) ( fE |g|qu)

oder gemdf} unserer Normdefinition aus Def. 3.1: || fgll gy < | fllr)llgllLeE). o

7Siehe dazu [Alt02, 1.12].
8Im Grenzfall p=cound ¢ = 1 ist % als Null zu verstehen.



§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

Beweris Siehe [Alt02, 1.14]. -

Bemerkung:

Die Rdume LP(E) sind Banachrdume fiir 1 < p < co. Siehe dazu [Alt02, 1.13] und den Satz von
Fischer-Riesz ([Alt02, 1.17]). Der Beweis dazu ist allerdings nicht sehr einfach und erfordert die
Anwendung diverser funktionalanalytischer Grundlagen wie etwa die Holder’sche Ungleichung
(3.1), das Majoranten-Kriterium und die Minkowski-Ungleichung.’

Das Skalarprodukt

(u,v)12E) =4 L u(x)v(x)dx

erzeugt auf L*(E) die oben definierte Norm, weshalb L(E) sogar ein Hilbertraum nach Def. 2.3
ist.

Wie man bereits erahnen kann, wird uns obige Normdefinition noch niitzlich sein, um das Mo-
dellproblem der optimalen Temeperaturquelle (1.5) kompakter zu schreiben.

Im weiteren Verlauf sei Q c RV, N > 1 eine beschrénkte offene zusammenhéngende Menge.
Wir sagen dazu beschrinktes Gebiet. Q sei der Abschluss, I' = 0Q = Q\ int(€2) der Rand von Q.

Definition 3.3 def

Die Menge supp v = {x € Q: v(x) # 0} heifit Trager, oder auch patch von v.

C'(;(Q), 0 < k < oo ist die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen v : Q — R mit
kompaktem Tréger in Q. o

Fiir uns wird im Folgenden der Fall k = co, d.h. die Menge C7(Q2), von besonderem Interesse
sein. Funktionen aus C°(€2) haben auf I den Wert 0, s.d. die Randintegrale bei partieller Integra-
tion verschwinden. Dass sie zusitzlich nach Belieben differenzierbar sind, werden wir spéter bei
der Einfithrung von Sobolevriumen benutzen. Mit C¥(Q) bezeichnen wir von nun an die Menge
der k-mal in Q stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen. Wir benutzen hier den Begriff
"Menge’ statt ’'Raum’ da wir an Topologisierungen nicht interessiert sind.

Definition 3.4
Einen Vektor nichtnegativer Zahlen

@=(a,...,ay) € NU{ODY

wird als Multiindex bezeichnet. Im Symbol D* geben die Koordinaten von « an, wie oft nach

welcher Raumkoordinate differenziert wird. Da wir lediglich hinreichend glatte Funktionen be-

trachten, ist die Reihenfolge der Differentiation nach dem Satz von Schwarz!? unwichtig. Die
def

N
Ordnung von a wird als |a| = )] a; definiert. Insbesondere gilt DO Oy = y. o
i=1

9Siehe [Alt02, 1.14 bis 1.16].
10Siehe [K6n04, 2.3].



II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Definition 3.5

Q e RY sei beschriinkt. C(Q) sei der lineare Raum aller auf Q stetigen reellwertigen Funktionen,
Ck(ﬁ), k € N, der lineare Raum aller Funktionen aus C¥(Q), die mit ihren partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung k stetig auf Q fortgesetzt werden konnen.

Werden beide versehen mit den Normen

def def
Mle@ = max ool und Il = D I1ID"Mleay
xXeQ

lal<k

so sind dies Banachriume.!! o
Mit den hier eingefiihrten Raumen kénnen wir nun das sogenannte Fundamentallemma der Va-
riationsrechnung, welches wir spiter noch bendtigen werden, betrachten:

Lemma 3.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei Q c RN wie beschrieben, g€ LI(Q), dann gilt:

fgv dx=0VYveCy(Q) & g(x) =0 fast iiberall in Q.
Q

Beweis Siehe [Alt02, 2.21]. Der Beweis erfordert Kenntnis iiber die Faltung von Funktionen'?

sowie Dirac-Folgen'?. -

§3.2 Regulare Gebiete

Eine Diskussion von PDEs wie wir sie vornehmen, erfordert Ortsgebiete ) mit hinreichend
glattem Rand. Wir betrachten dazu folgende Definition und verweisen auf [Alt02, A 6.2], [Gri85,
2.1] und v.a. [Wlo82, 2] fiir eine ausfiihrliche Betrachtung dieser Klasse von Gebieten. Fiir
unsere Zwecke geniigt uns allerdings:

Definition 3.6
Es sei Q c RN, N > 2, ein beschriinktes Gebiet mit Rand I'. Das Gebiet Q bzw. der Rand I" geho-
ren zur Klasse Ck!, k e NU{0}, wenn endlich viele Koordinatensysteme S 1,...,S y, Funktionen

hi,...,hy, sowie Konstanten a, b > 0 existieren, s.d. folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(1) Alle h; sind auf dem (N — 1)-dimensionalen abgeschlossenen Wiirfel
On1 ==t oyn-1) il <@ i=1,...,N-1}

k-mal differenzierbar mit Lipschitz-stetigen Ableitungen der Ordnung k. '4

!Siehe [Alt02, 1.5].

12Siche dazu [Alt02, 2.12].

3Siche dazu [Alt02, 2.13 und 2.14].

4zur Lipschitz-Stetigkeit siehe [Alt02, 1.6] und [W1082, 1.1]. Es werden die Begriffe der Metrik und metrischer
Riume bendtigt, siehe dazu [Alt02, 0.6]. Der Ubersicht halber wird hier darauf verzichtet.
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§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

(i) VPeTI' die(l,...,M} s.d. P im Koordinatensystem §; die Darstellung P = (y, h;(y)),
y € On-1 hat.

(i) In S; gilt: .
0.yM€EQ o yEQOy_ 1, hi(y) <yn <hi(y)+b
IV EQ & yeOy_1, hi(y)—b<yy <h(y). g

Abbildung 2: Grafische Darstellung der Idee lokaler Koordinatensysteme. '

Gebiete bzw. Rinder der Klasse C%! heiBen Lipschitz- oder regulires Gebiet bzw. Lipschitz-
rand. Diese werden in unserem weiteren Vorgehen geniigen. Fiir N = 1 ist Q C R notwendiger
Weise ein offenes Intervall, s.d. sich die Frage der Glattheit hier gar nicht stellt.

Wir nehmen also mit:

- I" kann in endlich viele Stiicke I'; zerlegt werden, s.d. jedes I'; der Graph einer stetigen
Funktion 4; in einem lokalen Koordinatensystem S ; ist.

- Die Ableitungen der /; sind einschlieBlich zur Ordnung k Lipschitz-stetig.

- Das Gebiet liegt lokal nur auf einer Seite des Randes.

3vgl. [Meyll, S.21].
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Zur Veranschaulichung betrachten wir folgende Beispiele:

Lipschitzgebiete sind:

(50

Abbildung 3: Beispiele fiir Lipschitzgebiete.'®

Dagegen sind keine Lipschitzgebiete:

OO

Abbildung 4: Beispiele fiir die Verletzung von Lipschitzgebietseigenschaften.!”

Bemerkung:

Dadurch, dass man die I'; mit Graphen einer Funktion identifiziert, ergibt sich in natiirlicher
Weise das (N — 1)-dimensionale Lebesgue-Mal} auf dem Rand. Im Folgenden werden wir die
Integration beziiglich des Randmafies zur Verdeutlichung mit ds statt dx bezeichnen.

16ygl. [Herl2, S.24].
17Vgl. [Her12, S.24].
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§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

§3.3 Schwache Ableitung und Sobolewraume

Nun geht es darum, den Begriff der schwachen Differenzierbarkeit von Funktionen, sowie geeig-
nete Funktionenrdume fiir die Losungen von PDEs einzufiihren, die schwichere Losungen als
die klassischen erlauben. Diese besitzen dann eine geringere Regularitéit. Der Raum, indem man
die Losung sucht, wird dadurch, ebenso wie die Chance sie zu finden, bedeutend grofer. Dies
geschieht durch die Vervollstindigung klassischer Funktionenriume, in unserem Fall L?(Q), be-
ziiglich von Integralnormen. Es handelt sich dabei um die sogenannten Sobolewrdume.

In beschridnkten Lipschitzgebieten Q kann der Satz von GauB'® angewendet werden. Als direkte
Folgerung daraus gilt fiir y,v € C!'(Q) die Formel der partiellen Integration'®:

[ veopaas= [ vesemeods— [ b G.)
Q r Q
wobei gilt:

e n;(x) ist die i-te Komponente des nach aullen gerichteten Normaleneinheitsvekors n(x) in
x €T (siehe auch Abbildung 1)

e D, = % = D%0.1.0-0 (it 1 an der i-ten Stelle)

Bemerkung:
Wie bereits angedeutet ist das Integral {iber I' als Weg- bzw. Oberfldchenintegral zu verstehen.

AuBerdem existiert n(x) fiir Lipschitzgebiete fast liberall, da Lipschitz-stetige Funktionen fast
iiberall differenzierbar sind.?’

Fiir v = 0 auf I folgt aus (3.1) sofort

f v(x)Diy(x)dx = — f y(xX)Div(x)dx,
Q Q

Der Randterm verschwindet also.
Allgemeiner ergibt sich fiir y € CK(Q),ve CS(Q) sowie Multiindizes & mit |a| < k nach mehrma-
liger partieller Integration

f Y(xX)Dv(x)dx = (=1) f v(x)Dy(x)dx. (3.2)
Q

Q
Wir verallgemeinern nun den Ableitungsbegrift auf eine sehr gro3e Funktionenklasse:
Im Folgenden bezeichne L}OC(Q) die Menge der Funkionen v : Q — R, die fiir jede kompakte
Teilmenge K C Q Lebesgue-integrierbar sind.?!

18Siehe [Alt02, A 6.8].

19Djese wird in der Literatur auch oft als Green’sche Formel bezeichnet.
20Satz von Rademacher, siche [Eval0O, 5.8 Theorem 6].

21Es gilt also v € L'(K).
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Definition 3.7
Esseiye L}OC(Q), « ein Multiindex. Existiert ein w € L}OC(Q) mit der Eigenschaft

f Y(x)DW(x)dx = (=1)l! f vOw(x)dx Vv e C(Q), (3.3)
Q

Q
so heifit w schwache Ableitung oder Ableitung im Distributionensinn der Ordnung « von y. Man

schreibt w = D%y.
Beide Integrale existieren, da v € C°(Q2). v und D haben also kompakte Tréger in €. o

. A

Abbildung 5: Stiickweise lineare Funktion und ihre schwache Ableitung.??

Der Vergleich von (3.3) und (3.2) macht deutlich, dass w also die schwache Ableitung von y ist,
wenn w an der Stelle der klassischen Ableitung D%y die Formel der partiellen Ableitung erfiillt.
Zur Veranschaulichung unseres neuerworbenen Ableitungsbegriffes betrachten wir ein einfaches
Beispel:?®

Beispiel 3.1
y(x) = |x| in Q = (-1, 1) (Lipschitzgebiet nach Def.3.6) besitzt mit

-1 -1
y'(x):w(x):{ 1 ziigo f)O)

eine schwache Ableitung erster Ordnung, jedoch keine der Ordnung 2 in L! (Q). o

loc

22V gl. [Bas08, S.24].
23Siehe auch [Trd09, S.22] oder [Mey11, Beispiel 4.9].
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§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

Bewers Seive CP(—1,1) beliebig. Mittels partieller Integration auf (—1,0) bzw (0, 1) erhélt man

1
Joy@vxdx =[x (x)dx
-1

0 1
f (=) (x)dx + f XV (x)dx
-1 0
0 1
f —v(x)dx + f v(x)dx
0

-1
- fgw(x)v(x)dx.

w erfiillt also (3.3) und es gilt w € L}oc(—l, 1), eigentlich sogar w € L*(—1,1). Der erste Teil des

Beispiels ist also bewiesen. Integriert man erneut partiell beziiglich (—1,0) bzw. (0, 1), so ergibt
sich

0 1
Jyweovdx = [(=Dv(x)dx+ [v(x)dx
-1 0
= v(=1)=v(0)-v(0)+v(1)
= -2v(0),
da v kompakten Triger besitzt. Es ist also nicht moglich eine Funktion zu finden, s.d. (3.3) mit
w anstatt y erfiillt ist. Die Betragsfunktion ist also nicht zweimal schwach differenzierbar. -

Obiges Beispiel hat also gezeigt, dass eine L}(}C—Funktion (in unserem Falle y") keine schwa-
che Ableitung besitzen muss, andererseits aber eine schwache Ableitung auch “handlicheren’
Riumen angehoren kann als L}”C(Q) (in unserem Fall y’ € L*(Q)).**

Definition 3.8
Seien 1 < p < oo und k € NU{0}. Wir definieren

WhrQ) Yy e 17(Q) - Dy € LP(Q) Y]a] < k).

Fiir 1 < p < oo versehen wir WkP(Q) mit der Norm

1/p l/p
Z f(; | Day(x) |p dx] = (Z ||Dflfy||€p(g)) .

la|<k l|<k

def
lly ||Wk,p(g) =

Fiir p = oo definieren wir die Norm
def o
oy = max||D ®(Q)-
IVl e (o) max 1Dyl ()

Diese Rdume werden als Sobolewrdume bezeichnet und spielen in unseren weiteren theoreti-
schen Uberlegungen eine entscheidende Rolle. Dass die Menge W*P(Q) ein Vektorraum ist,

24Siehe auch [Mey11, S.23] oder [Herl1, S.11].
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

folgt sofort aus der Vektorraumeigenschaft von LP(€2), welche durch die Minkowski-Ungleichung
gewihrleistet ist und der Linearitit der Ableitungsoperatoren D®. Beachte, dass WOP(Q) = LP(Q)
gilt. AuBlerdem sind alle Sobolewrdume Wk (Q) Banachriume.? o

Im weiteren Verlauf wird fiir uns der Fall p = 2 von besonderem Interesse sein. In diesem Fall
setzen wir

HYQ) Y Wk @),
Der von nun an vorrangig benutzte Raum H'(Q) wird also definiert durch
1oy 4/ 200 - 2 :
H(Q) = {yeL«(Q):DiyeL“(Q),i=1,...,N}

und wird versehen mit der Norm

wmmf(fW+wwm)
Q

mit |V y|2 =(D; y)2 +...+ (DNy)z. Den Anteil ||V y||;2(q)v bezeichnet man auch als H I_Seminorm
Durch die Einfithrung des Skalarprodukts

1/2 12
2 2
= (V1720 + 11731200

26

(u,v)H1(Q)=fuv dx+fVu-Vv dx 3.4
Q Q

wird H'(Q) zu einem Hilbertraum.?’

Die Frage nach Randwerten von Funktionen in Sobolewrdumen ist durchaus nicht trivial. Der
Rand ist eine Menge vom MaB Null und Funktionen in Sobolewrdumen sind auf Nullmengen
nach Definition im Sinne von L?(Q) nicht unterscheidbar.

Definition 3.9

Wg’p (€2) bezeichne den Abschluss der Menge C°(Q) beziiglich der Norm von WkP(Q). Insbe-
sondere setzen wir Hg(Q) = Wg’Z(Q). o
Anmerkung 3.1

Damit ist Wg’p (Q2) ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes WkP(Q), also selbst ein
Banachraum mit der gleichen Norm. H(l)(Q) ist demzufolge ein Hilbertraum mit dem Skalarpro-

dukt (3.4). Zudem ist C’(€2) dicht in jedem W(];’p Q). o

Z3Siehe [Alt02, 1.23] und [Ada75, 3.2].

26Der einzige Unterschied zu einer Norm ist das Fehlen der Eigenschaft |[y|| = 0 = y = 0. Da konstante Funktionen
y = c allerdings zu H'(Q) gehéren und fiir diese Ve = 0 gilt, ist dies hier aber der Fall.

2TDjes gilt bei obigem Vorgehen VHX(Q). Siehe dazu [Ada75, 3.5].
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§3 Lebesgue- und Sobolewrdume

Funktionen aus Wg’p (Q) konnen also als solche angesehen werden, bei denen die Randwerte
aller Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 verschwinden. Inhomogene Randwerte definiert man
durch die sogenannte Spur von Funktionen aus W*?(Q) auf dem Rand.”® Dazu der folgende
Satz:

Satz 3.2 (Spursatz)
Q sei ein beschriinktes Lipschitzgebiet und 1 < p < co. Dann existiert eine lineare und stetige

Abbildung T : WhP(Q) — LP(D), die fiir alle y € W'P(Q) N C(Q) die Eigenschaft (ty)(x) = y(x)
fast iiberall auf T besitzt. o

Beweis Siehe [Alt02, A 6.6]. n

Fiir stetige Funktionen féllt die Spurabbildung 7y also mit den Randwerten y|r zusammen. Der
sobolew’sche Einbettungssatz 4.3 wird fiir p > N zeigen, dass Funktionen aus WP(Q) mit Funk-
tionen aus C(Q) identifiziert werden kénnen. Daher ist 7 in diesem Fall stetig von W'P(Q) nach
cI).?

Definition 3.10
Das Element 1y hei3t Spur von y auf I', T bezeichnet man auch als Spuroperator. o

Anmerkung 3.2
Die Stetigkeit des Spuroperators ist dquivalent zu seiner Beschrinktheit, also zur Existenz einer
Konstanten ¢; = ¢;(Q, p), s.d. gilt:30

| llrm) < eellyllwiogy Yy € WH(Q).
Fiir beschrinkte Lipschitzgebiete gilt:

Hy(Q) ={ye H'(Q) : y|. =0}

1/2
def
|Mwmi(waw)

eine Norm ein, die zur oben genannten in H Q) dquivalent ist. Mit ¢y, ¢ > 0 gilt also:
clllyIIHé(Q) <IWllgiq) < czllyIIHé(Q) Vye€ Hé(Q), siehe auch den Beweis zu Satz 5.1.32

In H(l) () fiithrt man durch

28Siehe auch [Trd09, S.23].

29Siehe auch [Trd09, Satz 7.1] und [Ada75, V1.

30Siehe auch [Tro09, S.24].

31Sjehe [EvalO, 5.5 Theorem 2].

328pezieller den Beweis zur V-Elliptizitit unter Einbezug der Poincaré-Friedrich-Ungleichung aus Lemma 5.3.
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

§4 Stetige Lineare Operatoren und Funktionale

Nun stellen wir eine Ubersicht iiber die letzten funktionalanalytischen Grundlagen zusammen,
die wir als Riistzeug bendtigen, um die Frage nach der (eindeutigen) Losbarkeit der Poisson-
gleichung zu diskutieren. Wie wir sehen werden, wird dies auch in einem allgemeineren Sinne
geschehen.

U und V seien von nun an lineare normierte Rdume iiber R.

Definition 4.1
Eine Abbildung A : U — V heilt linearer Operator (oder auch linear) wenn A(u+v) = A(u) + A(v)
und A(Au) = AA(u) Yu,v € U, YA € R gilt. o
Definition 4.2

Ein linearer Operator A : U — V heif3t beschriinkt, wenn ein ¢ € R existiert, s.d.
Aully < cllully Yue U

gilt. Die Zahl

def def llAully
IAIZ Al 2wy = sup [lAully = sup
llully =1 uz0 ullu

fiir gegebene Normen auf U und V heift die OperatorNorm von A. o
Satz 4.1
Ein linearer Operator ist beschrdnkt, genau dann wenn er stetig ist, d.h. wenn gilt: u, - u =
Au, — Au. O
Beweis Siehe [Alt02, 3.1]. n
Definition 4.3

L(U,V) bezeichnet den Raum aller linearen und stetigen Operatoren von U nach V, versehen
mit der obigen Operatornorm ||.|| L(U,V).33
Es gilt, dass L(U, V) ein Banachraum ist, wenn V einer ist.3 N

Zu den bisher eingefiihrten Begriffen betrachten wir nun ein Beispiel:*>

Beispiel 4.1
Seize H'(Q) und A : H'(Q) — R definiert durch

Ay=fVZ-Vydx.
Q

33Im Fall U = V schreiben wir im Folgenden auch £(U).
34Siehe [ALt02, 3.3].
35Siehe auch [Mey11, Beispiel 5.5¢)] oder [Her12, Beispiel 4.2c¢)].
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§4 Stetige Lineare Operatoren und Funktionale

A ist beschrinkt und es gilt:

|Ay|

N )
UQVz-Vydx| = ‘Zlfgg—;%dx‘
i=

N
< El’ J;z %%dx| (Dreiecksungleichung)

N / . .
< E,l 66—; 2@ % 20 (Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung in L?(Q))

Nl IR 1/2 /5 o IP 12 . ) - N
< Oz o i . : .
< (El e Lz(g)) (El 7 LZ(Q)) (Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung in R")

= Ivalp@nllVyllzy

< MV all@pll V¥l @)

1/2
dﬂm:Hvﬂh%mNSHVympm)=(MM@@D+HVﬂﬁ%mN)
Aus Def. 4.2 folgt also [|All < ||V zll 2y -

Definition 4.4
Ein linearer Operator A : U — R heif3t lineares Funktional. Der Raum der beschrénkten, also
stetigen Funktionale auf U heilit der Dualraum von U und wird mit U* = L(U,R) definiert.
Durch

Ifllo- = sup |f ()

lluly=1

wird auf U* eine Norm definiert. Da R vollstindig ist, ist U* stets ein Banachraum?.

Fiir die Anwendung eines linearen stetigen Funktionals ' € U* auf ein u € U schreibt man
def
(Fuyy-u = Fu).
Man bezeichnet dies als sogenannte duale Paarung. o

Dies fiihrt uns zu folgendem wichtigen Satz, der aussagt, dass in Hilbertrdumen der Dualraum
isomorph zum Raum selbst ist:

36Siehe Def. 4.3.
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Satz 4.2 (Riesz’scher Darstellungssatz)
Sei H Hilbertraum, dann kann jedes F € H* eindeutig durch ein f € H dargestellt werden, s.d.
gilt:

FO)={Fv)gug=(f,v)HVveEH.
Die Zuordnung H* > F — [ € H heifit Riesz-Isomorphismus. Es gilt ||F||g- = ||fl|lg. Umgekehrt
definiert (f,v)y VY f € H ein stetiges lineares Funktional F mit ||F||g- = ||f|lg, s.d. wir H und H*
(isometrisch) identifizieren konnen. o

Beweis Siehe [Alt02, 4.1]. -

Zur Veranschaulichung der Aussage betrachten wir nun ein Beispiel:?’

Beispiel 4.2

Es sei F € L>(Q)*. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es genau ein f € L*(Q), s.d.
die Anwendung von F auf ein beliebiges Element v € L*(Q) als Skalarprodukt mit f dargestellt
werden kann:

F(v) ={F,v)12qp 2@ = Lf(x)v(x)dx Vv e LX(Q).

Die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung liefert fiir die Norm von f:

1 1
i = o [ feldx <sup ) [ s = 1
1A Jo w20 IV
s.d. ||F|| = || fll, was die Aussage des Riesz’schen Darstellungssatzes bestitigt. N

Bemerkung:3®
Fiir den normierten linearen Raum U betrachte man zu u € U

U fo Fu(h < ek,
F, ist eine lineare und stetige Abbildung von U™ nach R, denn:

IFu(Ol = 1f @l < llullullflly-.

D.h. jedes u € U erzeugt ein sogenanntes Doppeldual F,, € U**. Die Identifikation von u mit F,
heif3t die kanonische Einbettung U c U**.

Definition 4.5

Ein normierter linearer Raum heif3t reflexiv, wenn obige kanonische Einbettung surjektiv ist,
also wenn gilt: U = U**. Ein reflexiver Raum ist nach Definition stets ein Banachraum. Aus dem
Riesz’schen Darstellungsssatz folgt direkt, dass alle Hilbertriaume reflexiv sind.* o

37Siehe auch [Her12, Beispiel 4.11] oder [Mey11, Beispiel 5.9¢)].
38Siehe auch [Tr509, S.34].
39Siehe dazu auch [Alt02, 6.10].
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§4 Stetige Lineare Operatoren und Funktionale

Beziiglich der Reflexitit gelten fiir L”-Ridume folgende Eigenschaften:

Beispiel 4.3

Fiir 1 < p < oo sind L?(E) reflexiv, so auch etwa LP(€Q) und L?(I"). Der Dualraum zu L”(E) kann
mit LI(E) (isometrisch) identifiziert werden, wobei g der zu p konjugierte Exponent ist. D.h. zu
jedem F € LP(E)* existiert genau ein f € L1(F) s.d. gilt:

F(v)=ffvdx Yve LP(E)
E

sowie ||Fllrr@) = IIflla) gilt. Die Stetigkeit von F folgt aus der Holder’schen Ungleichung
3.1

Im Spezialfall p = 1 bzw. p = co gilt zwar L' (E)* = L*(E), der Dualraum von L*(E) ist aber
grofer als LY(E).*° Beide Riume sind also nicht reflexiv. o

Beweris Siehe [Alt02, 4.12]. -

Zum Abschluss unserer theoretischen Uberlegungen in diesem Kapitel gehen wir noch auf den
bereits erwihnten Sobolew’schen Einbettungssatz ein, welcher im Laufe der Arbeit noch mehr-
mals benotigt wird. Eine zentrale Aussage aus diesen Uberlegungen ist etwa, dass Funktionen
aus W*P(Q) fiir hinreichend groBe k, p sogar klassisch differenzierbar sind. Hierzu zuniichst
folgende Definition:

Definition 4.6
Es seien U, V normierte lineare Rdume mit U C V, U heif3t stetig eingebettet in V, wenn
i:U>3umveVstetigist, d.h. wenn eine Konstante ¢ existiert mit

llully < cllully Yu € U.

Man schreibt U — V. o

Satz 4.3 (Sobolew’scher Einbettungssatz)
Es sei Q c RN beschrinktes Lipschitzgebiet, 1 < p < co sowie k eine nichtnegative ganze Zahl.
Dann sind folgende stetigen Einbettungen existent:

- falls kp < N : WeP(Q) — LUQ), falls | < q < 74,
- falls kp = N : WoP(Q) < LI(Q), falls 1 < g < oo,
- falls kp > N : WkP(Q) — C(Q).
Also gilt in Q c R?: H'(Q) — LI(Q) V1 < g < oo und fiir QcR3: H'(Q) — LI(Q) V1 < g <64

Der Beweis hierfiir ist sehr umfangreich. Fiir eine sehr ausfiihrliche Version sei auf
[Ada75, 5.6 bis 5.19] verwiesen.

401 (E)* enthilt zusitzlich sogenannte endlich additive Mafle
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

§5 Schwache Losungen der Poissongleichung

Nun haben wir alles zusammen um den ersten Schritt zur Losung des Optimalsteuerungspro-
blems (1.5) zu machen. Wir diskutieren nun die Frage nach der Existenz und Losbarkeit der
Modell-PDE (1.1) und (1.2).

Von nun an sei Q ¢ RV, N > 2 ein beschriinktes Lipschitzgebiet.

Unsere Modell-PDE, die Poissongleichung, hatte folgende Struktur:

Ay = f inQ

y 0 auf’ CRY

mit gegebenen f € L*(Q).

Ein Problem das sich darstellt ist, dass eine solche Funktion ohne weitere Bedingungen sehr
irreguldr sein kann. Man denke an die sogenannte Schachbrettfunktion auf dem schachbrettartig
unterteilten Einheitsquadrat Q € R. Die dort definierte Funktion hat auf den schwarzen Feldern
den Wert 1, ansonsten den Wert 0. Die Werte auf den inneren Réndern spielen keine Rolle da
diese das MaB 0 haben und Funktionen aus L2(Q) dort nicht unterscheidbar sind. Man erkennt
sofort, dass man fiir eine solche Funktion keine klassische Losung y € c’(Q)ncC (5) erwarten
kann.*! An deren Stelle suchen wir nun die sogenannte schwache Losung von (5.1) in Hé Q).

Zunichst nehmen wir an, dass f hinreichend glatt und y € C%(Q) eine klassische Losung ist.
Wir multiplizieren (5.1) mit einer beliebigen aber festen Testfunktion v € C” und integrieren

iiber Q. Wir erhalten also:
—fAyv dx = ffv dx. 5.2)
Q Q

Durch anschlieBende partieller Integration erhalten wir daraus:

0
ny-Vvdx—f—yvds:ffvdx.
Q oon Q

Die partielle Integration auf jeden Summanden der linken Seite von (5.2) ist zuldssig, da D;y,v €
Ccl(Q) gilt.
Da v € C7(€2) und somit v(x) =0 Vx € T gilt, folgt:

ny-Vvdx:ffvdx Yve Cy(Q) (5.3)
Q Q

4ISiehe auch [Tr609, S.24 £.].
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§5 Schwache Losungen der Poissongleichung

Nun gilt es noch Folgendes zu zeigen:

Lemma 5.1
Seien f € L*(Q) und y € Hé(Q). Falls (5.3) Vv € C(°)°(Q) gilt, so gilt die Gleichung auch Vv €
H\(Q).

0 [m]

Bewers +? Fiirv e Hcl) (Q) definieren wir folgendermalflen eine lineare Abbildung nach R:

l(v)dgfny-Vvdx—ffvdx.
Q Q

Analog zu Bsp. 4.1 gilt:

N
dy v
[ < AN gV +
) < gl 7% [l 20 175 | 20 1/ 1122 @)lVl2()
< NV Yllez@ml Vvl + 1z vlizg)
2 2 1/2
< (1952 + 12 (19 W2 g + M) = eVl ).

def =
éj{)<00 “V”HI(Q)

Somit ist [ eine stetige lineare Abbildung auf H(l)(Q) beziiglich der H'-Norm nach R.** Nach
Voraussetzung ist [(v) = 0 Yv € C;’(Q). Zu zeigen ist noch: [(v) =0 Vv € Hé(Q):

Seialsov e H(l)(Q) gegeben. Nach Def. 3.9 liegt C°(Q) dicht in Hé (Q), daher gibt es eine Folge
{vn} € CF(Q), s.d. ||v—v,,||H(1)(Q) — 0. Zudem gilt nach Voraussetzung /(v,) = 0 Vn € N. Aus der
Stetigkeit von [ folgt somit /(v) = 0. -

Unsere gesamten Voriiberlegungen fiihren uns zu folgender Definition:

Definition 5.1
ye Hé(Q) heifit schwache Losung von (5.1), wenn die sogenannte schwache Formulierung (im
Folgenden auch Variationsformulierung)

ny-Vvdx:ffvdx Vv e H)(Q) (5.4)
Q Q

erfiillt ist. Dabei ist y’r = 0 bereits durch die Wahl von H(l) (Q) als Losungsraum enthalten (dies
wird als wesentliche Randbedingung bezeichnet). o

42Siehe auch [Mey11, Lemma 6.1] und [H*09, Lemma 7.1].
43Siche Def. 4.2 und Satz 4.1.
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Dies macht den bereits erwédhnten Vorteil einer schwachen Losung deutlich:

Anmerkung 5.1

Man sieht, dass die schwache Losung also nur Ableitungen erster Ordnung im schwachen Sin-
ne besitzt. Dies ist durchaus bemerkenswert, da es sich urspriinglich doch um eine Gleichung
zweiter Ordnung handelte. o

Anmerkung 5.2

Aus Lemma 5.1 erhalten wir zudem, dass die Definition der schwachen Losung dquivalent dazu
ist, (5.4) lediglich ¥v € C°(Q) zu fordern.**

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit beziehen wir uns nur noch auf die schwache Formulierung
(5.4) bzw. deren Losung in Hé (Q). Die urspriingliche ’starke’ Formulierung (5.1) ist daher nur
noch als formal anzusehen. o

Fiir eine handlichere Darstellung, auch fiir allgemeinere Problemstellungen, fithren wir nun den
Raum

V=H)Q)
sowie die Bilinearform
def
a:VxV >R, aly,v] = ny-Vvdx (5.5
Q

und ein lineares Funktional

F:V->R, F(v)défffvdx
Q
ein. Dadurch nimmt die Variationsformulierung folgende Form an:

aly,v]=F() YveV. (5.6)

In dieser Form gilt: F € V*, denn es gilt:*

Lfvdx

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von elliptischen Randwertproblemen ist fol-
gender Satz von erheblicher Bedeutung. Er stellt eine Folgerung des Riesz’schen Darstellungs-
satzes dar:

|[F(v)| = < A l2lVllz @) < 1 2@Vl ) (5.7

und damit [|Flly+ <||fll;2q)-

#4Siehe auch [Mey11, Bemerkung 6.3].
43Siehe auch [Her12, S.30] oder [H*09, Lemma 7.1].
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§5 Schwache Losungen der Poissongleichung

Lemma 5.2 (Lemma von Lax-Milgram)
V sei Hilbertraum und a : VXV — R eine Bilinearform mit den folgenden Eigenschaften: Es
existieren Konstanten « (Stetigkeitskonstante), By (Koerzitivititskonstante) > 0 s.d.

laly,v]| < aollyllviIvily (Beschrianktheit) (5.8)
aly,y] = Bollyll?, (V-Elliptizitit/Koerzivitit) (5.9)

erfiillt sind.
Dann hat die Variationsformulierung (5.6) YF € V* genau eine Losung y € V und es gilt die a
priori Abschdtzung

1
Iylly < —IIF]ly-. (5.10)
Bo

m]
Beweis Siehe [Alt02, 4.2]. -

Die Losungsabbildung V* 5 F — y € V ist aufgrund der Linearitit der PDE ebenfalls linear und
(5.10) liefert ihre Stetigkeit. In Kapitel III werden wir noch sehen, dass fiir den Fall dass f die
Steuerung ist, wir so einen stetigen Steuerungs-Zustands-Operator bekommen.*®

Wir benétigen fiir die Anwendung von Lemma 5.2 auf homogene Dirichlet-Randbedingungen
wie in (5.1) noch folgendes Lemma:

Lemma 5.3 (Poincaré-Friedrich-Ungleichung*7)
Q sei ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann existiert eine von £ abhdingige Konstante ¢ = cq,
s.d. gilt:

f |y|2dx < ch | Vylzdx Yy e Hé(Q).
Q Q

Beweis Siehe [Alt02, 4.7]. -
Mit den Lemmata 5.2 und 5.3 ist es uns nun moglich die Existenz und Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung der Poissongleichung zu zeigen:

Satz 5.1 (Satz von Friedrich)
Ist Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet, so besitzt (5.1) fiir alle f € L*(Q) genau eine schwache
Losung y € Hé (Q). Es existiert zudem eine von f unabhdngige Konstante c, s.d. gilt:

Iylly < cllfllz2 - O

46Siehe auch [Meyl1, S.31].
4TFiir die allgemeine Version sei auf [Alt02, 6.15] verwiesen.
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II Schwache Losungen linearer elliptischer PDEs

Bewers “® Da H(l)(Q) nach Anmerkung 3.1 ein Hilbertraum ist, wenden wir das Lemma von
Lax-Milgram mit V = Hé (Q2) an. Dazu miissen noch (5.8) und (5.9) nachgewiesen werden:
Die Beschrinktheit folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung aus folgender Ab-

schitzung:
f Vy-vvdx
Q

vgl. auch den Beweis von Lemma 5.1. Beachte, dass Hé (Q) Teilraum von H'(Q) ist. Daher ist
es legitim mit der H'-Norm zu arbeiten.
Die V-Elliptizitit foglt aus der Abschitzung:

1 1
aw»d=t[WVdex=-1fWVdex+—Lf|vﬂ%u
Q 2Jo 2 Jo

1 1
> = f |Vy|2dx+— f |y|2dx (Poincaré-Friedrich-Ungleichung)
2Ja 2¢cq Ja

laly,v]l = <NVl V VIl < VI @)Vl @)

1 . 1 > .. 1
> 2 min{1, £}||y|| @ (Definition H -Norm).
Die Beschrénktheit von F (F € V™), also ||F|ly+ < || fll;2q), folgte bereits aus (5.7). Die Existenz
von ¢ mit ||yl|g1q) < cllFllv- < cllfll2q folgt sofort aus dem Lemma von Lax-Milgram. -

Wir haben also das Ziel des Kapitels erreicht. Abschliefend kann man u. a. aus obigem Satz
noch weitere Schliisse ziehen und das Vorgehen dieses Paragraphen genauer beleuchten:*

Anmerkung 5.3
Aus dem obigen Beweis kann man ersehen, dass die Poissongleichung auch eine eindeutige

schwache Losung in H}(Q) besitzt, wenn F € H™'(Q) aef H)(©)* gilt®® Der Raum H™'(Q)
umfasst im Gegensatz zu L*>(Q) auch sogenannte Linienmafe:

nwifAWWMi
N

wobei I'* eine hinreichend glatte Kurve in Q, g € L*(I'™*) und ds* das Lebesgue-MaB auf I'* ist.
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und dem Spursatz 3.2 zeigt man analog zu
(5.7),dass F € Hé (Q)* gilt. Auch darauf kann dann Lemma 5.2 angewendet werden.

Durch §3.3, speziell Anmerkung 3.1, wissen wir, dass H 1 (©) und H(l) (©2) Hilbertraume sind. D.h.
nach Riesz’schem Darstellungssatz kdnnen sie also mit ihren Dualrdumen identifiziert werden.
Der Grund, warum wir dennoch explizit V* bzw. H ~1(Q) betrachtet, und nicht Satz 4.2 benutzt
haben, ist, dass z. B. die Identifizierung von V mit V* nach dem Riesz’schen Darstellungssatz mit

“8Siehe auch [Tro09, Satz 2.4].
49Siehe auch [Mey11, Bemerkungen 6.8 und 6.9].
50Man spricht in dieser Form auch von negativen Sobolewriumen.
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§5 Schwache Losungen der Poissongleichung

Hilfe eines Skalarprodukts in V erfolgt. Im Fall von H(l) (Q2) heilt das, dass zu jedem F € H Q)"
ein eindeutiges u € H;(Q) existiert, s.d.

(“’V)Hé(g) = L(Vu -Vv+uv)dx = F(v) Vv e H&(Q).

was wiederum das erneute Losen einer PDE notwendig macht. o
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lll Die Existenz optimaler Steuerungen

Nachdem wir uns also mit der Existenz und Eindeutigkeit der Zustandsgleichung beschiftigt ha-
ben, betrachten wir nun die eigentliche Optimalsteuerungsaufgabe (1.5). Zunichst diskutieren
wir die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Steuerung mit zugehorigem
optimalen Zustand. Denn gébe es in der Theorie eine solche nicht, so konnten in der Praxis
numerische Niherungslosungen bei feiner werdender Diskretisierung gegen keinen aussage-
kréiftigen Wert konvergieren. Wir werden im Verlaufe des Kapitels zunichst wieder von einer
allgemeineren Aufgabenstellung ausgehen und schlussendlich Existenz und Eindeutigkeit fiir
unser Modellproblem zeigen, wir folgen dabei im Groben [Tr609, 2.4 bis 2.5] sowie [Meyl11,
§7 und §8] und [Her12, §6 und §7]. Beginnen werden wir aber wieder mit Resultaten aus der
Funktionalanalysis, die im Folgenden nétig sind.

§6 Schwache Konvergenz und Konvexitat

Die Theorie rund um die Existenz optimaler Steuerungen wie auch das Untersuchen von Op-
timalitdtsbedingungen (siehe Kapitel IV) ist im endlichdimensionalem Fall sehr viel einfacher
als dies im Unendlichdimensionalen der Fall sein wird.’! Ein Grund dafiir ist, dass wir dort den
Satz von Heine-Borel anwenden kdnnen, wonach Mengen genau dann kompakt sind, wenn sie
beschrinkt und abgeschlossen sind.’> Auch im unendlichdimensionalen Fall brauchen wir aber
solch eine Eigenschaft. Wir gehen hier den Weg iiber die sogenannte schwache Kompaktheit.

Definition 6.1
U sei normierter linearer Raum iiber R. Eine Folge {u,} c U heifit schwach konvergent, wenn
der sogenannte schwache Grenzwert u € U existiert, s.d.

fup) = f(u)

fiir alle stetigen linearen Funktionale f € U* gilt. Wir schreiben im Folgenden u,, — u.
Im endlichdimensionalen Fall sind schwache und starke Konvergenz dquivalent. o

Es gelten diesbeziiglich folgende Eigenschaften:

Lemma 6.1
a) Der schwache Grenzwert ist eindeutig, d.h.

Up — Uy Uy — VU=V,

SlFiir die Grundkonzepte im endlichdimensionalen Fall siehe [Tr609, 1.4].
52Siehe [K6n04, 1.4].
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§6 Schwache Konvergenz und Konvexitit

b) Aus starker Konvergenz folgt schwache, d.h.

Uy > U= Uy — U

c) Schwach konvergente Folgen sind stets beschrdnkt, d.h. Ac € R s.d. gilt:

U, — u=||uy £ c.

d) Im Hilbertraum H ist u, — u dquivalent zu

W, u)g — (v,u)y Yv e H.

e) Es gilt:
u, =~ uin U, f, = fin U= v v — {fswyuu-

f) Im Hilbertraum H gilt:
uy = uund [|lup|| — ||lul] © u, — u.

Bewers Siehe [Alt02, 6.3] und [Yos80, V.1.]. "

Die schwache Konvergenz ist beim Beweis von Existenzsitzen, also bei theoretischen Uberle-
gungen, von erheblicher Bedeutung wie wir noch sehen werden. Numerisch ist dies jedoch nicht
der Fall wie das folgende Beispiel zeigen wird:?

Beispiel 6.1
Im Hilbertraum H = L?(0,27) betrachten wir

1
u, = — sin(nx).

V=

Es gilt:
2m

1 ’ -
(s ) pg = —— f sin(nx) sin(mx)dx = 6,y < { L n=m, 6.1)
\/7_.[ 0

0, n+m.

Die Folge stellt also ein Orthonormalitdtssystem von H dar. Auf ein solches System kann man
die Bessel’sche Ungleichung®* anwenden:

[

|(fs )l < |Ifll Vf € H.

n=1

33Siehe auch [Tro09, S.34 f.] und [Mey11, Beispiel 7.4].
S4Siehe [Alt02, 7.6].
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I Die Existenz optimaler Steuerungen

Fiir f € Histalso Y |(f,u)ul> <0 = (fiun)g — 0= (f,0g © u, — 0in H.
=1

n=
Andererseits ist nach (6.1)
et = tml 3y = (s tn)1r = 2ty )11 + (s )y = 2 fiir . m.

(4n)nen ist somit keine Cauchy-Folge, also nicht konvergent, die Folge konvergiert nur im schwa-
chen Sinne. o

Man sieht also: Es gibt schwach konvergente Teilfolgen, deren Elemente alle auf der Einheitsku-
geloberflache liegen (||u,|| = 1), der schwache Grenzwert ist jedoch Null. Schwache Konvergenz
sagt also nur sehr wenig iiber das Konvergenzverhalten im herkdmmlichen Sinne aus.

Definition 6.2
U und V seien normierte Lineare Rdume.

a) F: U — V heiit schwach (folgen-)stetig, wenn gilt:

u, — u= F(u,) = F(u).

b) Eine Menge M C U heifit schwach (folgen-)abgeschlossen, wenn gilt:

U, e Myu, ~u=ucM.

¢) M c U heilit relativ schwach folgenkompakt, wenn jede Folge (u,,),eny C M eine in U schwach
konvergente Teilfolge besitzt. M heiit schwach folgenkompakt, wenn sie zudem schwach
folgenabgeschlossen ist. o

Es ist ersichtlich, dass die schwache Abgeschlossenheit eine stirkere Forderung ist als die starke,
also normale Abgeschlossenheit (es gibt viel mehr schwach konvergente als stark konvergente
Folgen), d.h. jede schwach abgeschlossene Menge ist auch stark abgeschlossen (siehe dazu Lem-
ma 6.1), die Umkehrung gilt i. A. nicht (siehe dazu die Einheitskugeloberfliiche in Bsp. 6.1).%
Zur Verdeutlichung betrachten wir folgendes Beispiel:>
Beispiel 6.2
Die Normabbildung u — ||u|| in unendlichdimensionalen normierten linearen Riumen ist i. A.
nicht schwach stetig. Wie in Bsp. 6.1 betrachten wir H = L*(0,27) und u,, welches schwach
gegen 0 konvergiert:

up = u=0= |lupll — lull .

——
=1 =0

Also: Nicht jede stetige Abbildung ist schwach folgenstetig. o

35Siehe auch [Mey11, S.37].
6Sjehe auch [Tr509, S.36f.].
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§6 Schwache Konvergenz und Konvexitit

Wir werden nun Sétze betrachten, die uns aufzeigen warum die schwache Konvergenz ein wich-
tiges Konzept im Unendlichdimensionalen darstellt. Wie bereits angedeutet, wird die schwache
Kompaktheit den iiblichen Kompaktheitsbegriff im Unendlichdimensionalen ersetzen.

Der erste dieser Sitze zeigt uns die Wichtigkeit der schwachen Kompaktheit fiir unsere An-
wendungen. In einem gewissen Sinne dient uns die relative schwache Folgenkompaktheit als
Ersatz fiir die Prikompaktheit. Es folgt sogar aus dem Satz von Eberlein und Smuljan, dass
folgende Eigenschaft reflexive Banachriume charakterisiert.>’

Satz 6.1

Jede beschrinkte Menge eines reflexiven Banachraums ist relativ schwach folgenkompakt. o

Beweis Siehe [Alt02, 6.9], der Satz folgt aus dem Satz von Hahn-Banach [Alt02, 4.14] oder
spezieller dem Satz von Hahn-Banach fiir lineare Funktionale [Alt02, 4.15]. -

Definition 6.3
Sei U ein normierter linearer Raum. C C U heif3t konvex, wenn gilt:

uveC=au+(l-a)yeC Yael0,1].

Satz 6.2

Jede konvexe und abgeschlossene Menge in einem normierten linearen Raum ist schwach folgen-
abgeschlossen. o
Beweis Siehe [Alt02, 6.12], folgt aus dem Trennungssatz [Alt02, 6.11]. -

Die Sitze 6.1 und 6.2 liefern nun sofort einen Ersatz fiir den bereits angesprochenen Satz von
Heine-Borel im Unendlichdimensionalen:

Korollar 6.1

Jede beschrinkte, konvexe und abgeschlossene Menge in einem reflexiven Banachraum ist
schwach folgenkompakt. o

Daraus folgt direkt das unendlichdimensionale Pendant zum Satz von Bolzano-Weierstrass>®.

Korollar 6.2
Jede beschrdnkte Folge in einem reflexiven Banachraum besitzt eine schwach konvergente Teil-
folge. o

Bewers ° Ist (u,)nen beschrinkt im reflexiven Banachraum U, dann existiert ein ¢ > 0, s.d.

d .
llunll <c VneN. M <] {u e U : |lully < c} ist beschrinkt, konvex und abgeschlossen, nach Ko-

rollar 6.1 also schwach folgenkompakt. Somit existiert eine schwach konvergente Teilfolge von
(tn)Inen- [

57Siehe auch [Trd09, S.37] und [Yos80, Apendix to Chapter V, 4.].
58Fiir den endlichdimensionalen Fall siche [K6n04, 1.1].
9Siehe auch [Mey11, Korollar 7.12].
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I Die Existenz optimaler Steuerungen

Wir erweitern nun den Konvexitétsbegriff auf Funktionale:

Definition 6.4
Ein Funktional f : U — R in einem normierten linearen Raum heif3t konvex, wenn gilt:

flau+(1—-ayw)<afw)+(1-a)f(v) Yu,ve U,Va e (0,1). (6.2)
Es heif3t strikt konvex, wenn (6.2) Yu # v, Ya € (0,1) mit ’<’ erfiillt ist. o

Satz 6.3
Jedes konvexe und stetige Funktional f : U — R im normierten linearen Raum U ist schwach
unterhalbstetig, d.h.
u, = u=liminf f(u,) > f(u).
n—oo

Beweis Siehe [Werll, Lemma II1.5.9], folgt aus [Wer11, II1.3.8]. -

Daraus folgt:%°

Beispiel 6.3
Die Normabbildung ist schwach unterhalbstetig, denn sie ist stetig und konvex:

llaur + (1 —a)uzll < elug ||+ (1 = a)lluzl.
(Aufgrund der Dreiecksungleichung und der Homogenitit der Norm.) o

Korollar 6.1 und Satz 6.3 unterstreichen die Wichtigkeit der Konvexitit fiir die Behandlung von
Optimalsteuerungsaufgaben in Funktionenrdumen. Die Anwendung dieser Aussagen liefert eine
leichtere Handhabung von konvexen Optimalsteuerungsaufgaben (wie unserem Modelproblem),
welche u. a. dadurch wesentlich einfacher zu diskutieren als nicht konvexe.5!

§7 Existenz optimaler Steuerungen

Wir haben wieder das theoretische Riistzeug zusammen um nun eine der zentralen Fragen dieser
Arbeit zu beantworten. Die nach der Existenz und der Eindeutigkeit optimaler Steuerungen, spe-
ziell fiir unser Modellproblem (1.5). Gelingt es fiir ein gegebenes Problem nicht, mit géingigen
Methoden wie wir sie hier anwenden, die Existenz einer Losung nachzuweisen, dann verbergen
sich dahinter oft Modellierungsfehler, die auch zu numerischen Schwierigkeiten fithren kénnen.
Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen Aufgabe in einem reflexiven Banachraum und wenden
unsere Ergebnisse auf unser Modellproblem an, um eine endgiiltige Aussage zu erhalten.

60Sjehe auch [Tr509, S.38].
61Sjche dazu etwa [Tr509, 3 fF.].
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§7 Existenz optimaler Steuerungen

Definition 7.1
Sei U Banachraum, f : u — R und U, € U gegeben.%? Eine Steuerung u € Uy, heiBt global
optimal, wenn gilt:

F@) < f@) Vit € Uga. -

Wir beginnen nun die Ergebnisse aus §6 anzuwenden um unser Ziel zu erreichen:

Satz 7.1
Es sei U reflexiver Banachraum, U,y C U nichtleer, konvex, beschrdnkt und abgeschlossen. Sei
f: U — R konvexes und stetiges Funktional. Zudem existiere ein ¢ > —oo s.d.

fw)=cVueUyy.
Dann besitzt die Optimierungsaufgabe

min f(u) (7.1)

ucUyy

eine global optimale Losung u. Ist f strikt konvex, dann ist die optimale Losung u eindeutig. o

Bewers % Nach Voraussetzung gilt f(u) > ¢ Vu € Uy, daher existiert

= inf
J=Inf Q)

Daraus folgt: Hu,} c Uyg : f(u,) — j.

Obwohl U, beschrinkt und abgeschlossen, aber i. A. nicht kompakt ist, folgt aus Korollar 6.2

dass {u,} eine Teilfolge {u,,} enthilt, die im schwachen Sinne gegen ein u € U konvergiert:

Uy, — uin U.

Nach Satz 6.2 ist U,y schwach abgeschlossen, da es konvex und abgeschlossen ist, also gilt
uc Ugy.

Damit ist u zuldssig. Es bleibt zunichst zu zeigen, dass es auch ein globales Minimum ist.

f ist zwar stetig, i. A. aber nicht schwach stetig. Daher ist es nicht moglich, f(u,,) — f(u) zu
schlieBen. f ist jedoch nach Satz 6.3 schwach unterhalbstetig, da es nach Voraussetzung konvex
ist, s.d.

j= lim fluy,) = liminf f(u,) > f@.
Daue Uy und j= irlljf f(u) gilt f(u) = j, d.h. u ist global optimal.
ueUaq

Die Eindeutigkeit von u fiir ein strikt konvexes f erhalten wir mittels Widerspruchsannahme:

%2Der Index "ad’ steht hierbei fiir >admissible’ (englisch fiir *zulissig’). Hierauf wird spiter noch eingegangen.
63Siehe auch [Mey11, Satz 8.2 und Bemerkung 8.3] oder [Tr509, Satz 2.14].
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I Die Existenz optimaler Steuerungen

Sei it € U,y eine weitere globale Losung von (7.1), dann folgt aus der strikten Konvexitit von f
fiir ein beliebiges a € (0, 1):

flau+(-oi)<af+(1-ao)f(@=cj+(1-a)j=j, (7.2)

s.d. z. B. der Ausdruck %(ﬁ + i) einen kleineren Funktionswert als das Infimum tiber U, liefern
wiirde. Wegen der Konvexitit von U,y liegt %(ﬁ+ it) als konvexe Linearkombination in U,;, was
zu einem Widerspruch fiihrt.

Man sieht, dass die Konvexitit von f sogar nur auf U,; und nicht auf ganz U gefordert wer-
den miisste. Zudem erkennt man, fiir (7.2) mit ’<’ statt <’ und fiir den Fall eines konvexen
Zielfunktionals, dass die Menge der globalen Optima eine konvexe Menge darstellt. -

Auf die Beschrinktheit von U,; kann u.U. verzichtet werden:

Satz 7.2
Sei U Banachraum, u € U,y nichtleer, konvex und abgeschlossen. Es seien die Voraussetzungen
aus Satz 7.1 an ein f : U — R erfiillt. Zudem gelte fiir f radiale Unbeschrinktheit, d.h.

lully = 0o = f(u) — co.
Dann existiert eine global optimale Losung von 7.1, die fiir f strikt konvex eindeutig ist. o

Bewers % Sei j das Infimum von f auf U,,. Wegen der radialen Unbeschriinktheit existiert ein
r> 0, s.d. gilt:
fW)> j+1 Yue Uy mit ||u|ly >r

Es reicht daher das Minimum auf der Menge
def —_—
M = UsaNB0)={u€ U :llully <1}

zu suchen. M ist beschrinkt und abgeschlossen und als Durchschnitt zweier konvexer Mengen
selbst konvex. Satz 7.1 angewandt auf mi]lEII f(u) liefert dann die Aussage. -
ue

Lemma 7.1
U und H seien Hilbertriume, S € L(U,H), y; € H, 1> 0. Dann ist das Funktional

def 1

A
= SUS=yally + Sty

Jw)

konvex und sogar strikt konvex fiir den Fall 1 > 0. o

%4Siehe auch [Mey11, Satz 8.5].
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§7 Existenz optimaler Steuerungen

Bewers % Fiir die linke Seite in (6.2) (Definition konvexer Funktionale) erhalten wir hier:
1 2 A 2
flau+(d-ay) = Ella(Su—yd) +(1-a)(Sv-yally + Ellau+ (1 =a)vlly. (7.3)

Die zweite Norm kann wie Folgt abgeschitzt werden:

llau+ (1 - Wl = Pllull?, +2a(1 — @), v)y + (1 —a)* vl
= allully, + (1 = )IVIIF, = (@ = a)lull}, +2a(1 - ),y —(1—a—(1-a))IVll;, (74

= allull?, + (1 = )|WIIZ, — (@ = a®)llu—vll3,.
Wegen 0 < @ < 1 und dem daraus folgenden a? < a gilt somit
llau+ (1 - a2, < allull? + (1 - )|l

Schitzt man die erste Norm in (7.3) analog zu (7.4) ab, so folgt insgesamt
1 , A
§|IS(au+(1 —a)v) = yally + §|Iau+(1 —aplly
1 2 A0 1 2 A0
<a EHS”_)’d”H + EIIMIIU) +(1- Q)(EHSV_)’d”H + EIIVIIU ,

also die Konvexitit von f.
Fiir den Beweis der strikten Konvexitit von f sei nun u # v. Dann folgt aus (7.4):

llau+ (1 - Wl < allullf, + (1 - )V, Ya € (0,1).

Schitzt man ||aSu+ (1 —a)Sv-— ydllé wie im obigen Fall ab, ergibt sich fiir den Fall A > 0 also
die strikte Konvexitit. -

Bemerkung:%°
Mann erkennt, dass f auch im Fall A = O strikt konvex ist, falls S injektiv ist, denn analog zu
(7.4) leitet man her:

IS (e + (1 = a)v) = yall2; = allS u—yall3 + (1 =S v —yall3, — (@ = adIS @ -, (7.5)

Falls u # v, so folgt S (u—v) # 0 fiir ein injektives S und damit analog zu oben die strikte Kon-
vexitit von f.

Wir wenden nun die Ergebnisse aus Satz 7.1 und Lemma 7.1 auf unser Modellproblem (1.5)
an.

%5 Siehe auch [Mey11, Lemma 8.6].
66Siehe auch [Mey11, Bemerkung 8.7].
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I Die Existenz optimaler Steuerungen

Anmerkung 7.1

Im Folgenden sei Q ¢ RY beschriinktes Lipschitzgebiet, 1 > 0, vy, ug, up € L*(Q) mit u, < uy, fast
iiberall in Q.

Um Satz 7.1 anwenden zu konnen wihlen wir U = L*(Q). Die Menge der zulissigen Steuerungen
sei definiert durch

Uad < {u € L3(Q) : ua(x) < u(x) < up(x) fast iiberall in Q). i
Wir miissen noch zeigen, dass U,, die Voraussetzungen aus Satz 7.1 erfiillt. Da U,; nach Defi-

nition konvex ist bleibt z.z.:

Lemma 7.2
Uq ist beschrinkt und abgeschlossen. o

Bewers %7 Nach Definition gilt u(x)] < ug(xX)| + lup(x)| fast tiberall Yu € Uyg und damit ||ul|2(q) <

d . .. :
letall 2 + bl 2 () <f ¢ < 00. U,y ist also beschrinkt. Zudem folgt aus u, — u in L*(Q), dass
eine Teilfolge uy,, existiert, mit u,, (x) — u(x) fast iiberall in Q,% woraus folgt, dass U,; abge-
schlossen ist. Aus der Struktur von U, folgt dann trivialerweise die Konvexitit. -

Aufgrund der komponentenweisen Beschrinktheit von U,y beziiglich der Schranken u, und uy,
spricht man in diesem Zusammenhang auch von Box-Restriktionen.

Nach Satz 5.1 existiert Yu € U,y genau eine schwache Losung y € Hé (Q) der Poissongleichung
in (1.5). Diese wird von nun an als der zu u gehdrende Zustand, der im Zustandsraum

v < Hl(©)

liegt, bezeichnet (im Folgenden schreiben wir y(u)).

Definition 7.2
Die Abbildung
G: LA(Q) — H)(Q), G : u > y(u)

ist als Losungsabbildung der PDE durch Satz 5.1 wohldefiniert und wird, wie bereits erwéhnt,
als Steuerungs-Zustands-Operator bezeichnet. o

G ist aufgrund der Linearitdt der PDE ebenso ein linearer Operator, zudem ist er stetig aufgrund
der a priori Abschitzung in Satz 5.1 sowie der Aussage von Satz 4.1.

Es gilt: y = Gu € Hé(Q), dennoch werden wir im Zielfunktional lediglich y € L?(Q) nutzen,
Ableitungen des Zustands werden nicht betrachtet. Zur Vereinfachung definieren daher

s“EoG (7.6)

67Siehe auch [Mey11, Lemma 8.9].
68Siche [Alt02, 1.18].
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§7 Existenz optimaler Steuerungen

mit E : H& (Q) — L*(Q), dem Einbettungsoperator, der jeder Funktion in H(l) (Q2) dieselbe Funk-
tion in L?(Q) zuordnet.®®

Dies ist gerechtfertigt dadurch, dass H 1(Q) und damit auch sein Teilraum Hé () linear und ste-
tig in L?(Q) eingebettet ist.”” Da E wie G linear und stetig ist, ist es auch S : L*(Q) — L*(Q). Im
weiteren Verlauf wird auch § gelegentlich als Steuerungs-Zustands-Operator bezeichnet.

Mit Hilfe der neugewonnenen Abbildungen definieren wir nun:

Definition 7.3
u € U und der zugehdrige Zustand y = Gu € Y heiflen global optimal, wenn fiir alle u € U, gilt:

J(Su,u) < J(Su,u),
mit dem Zielfunktional J(y,u) aus (1.4). o

Wir kénnen uns nun mit der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir das Modellproblem
beschéftigen:

Satz 7.3
(1.5) besitzt eine global optimale Steuerung u, die eindeutig bestimmt ist fiir 1> 0. o

Bewers ! Fiir den Beweis bendtigen wir die Aussagen von Satz 7.1 sowie der Lemmata 7.1 und
7.2:
Sei U = L3(Q), wir definieren das sogenannte reduzierte Zielfunktional

def 1 A
fa) = J(Suw) = SIS u=yalljz 0, + 5 72 g

Per Definition ist f somit nach unten durch Null beschrénkt. Die in Lemma 7.1 geforderte Struk-
tur gilt mit H = L*(Q), woraus die Konvexitiit von f folgt. Die Stetigkeit von f folgt aus der der
Norm. Nach Lemma 7.2 ist U,; zudem beschrinkt, konvex und abgeschlossen, womit Satz 7.1
angewendet werden kann, sodass die Existenz global optimaler Steuerungen gegeben ist. Nach
Lemma 7.1 ist f fiir A > O strikt konvex nach Voraussetzung, s.d. nach Satz 7.1 die Eindeutigkeit
der global optimalen Steuerung folgt. "

Aufgrund von (7.5) folgt aus einer Injektivitit von S die strikte Konvexitét von f. Bei der Pois-
songleichung ist dies der Fall:
Aus der schwachen Formulierung (5.4) folgt fiir y =0

j)wdx:OVveHMQ)
Q

%Dass dies die weiteren Untersuchungen vereinfachen wird, wird sich bei der Theorie um den andjungierten Ope-
rator S* zeigen. Dieser wird dann ebenfalls im Raum L*(Q2) wirken. Hierauf wird in Kapitel IV ab §9 genauer
eingegangen. Siehe auch [Tr609, S.39 f.].

TOEs gilt: Iyl 2() < M1 (-

7ISiehe auch [Trd09, Satz 2.15] oder [Meyl1, Satz 8.12].
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I Die Existenz optimaler Steuerungen

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung 3.1 ist dies dquivalent zu u = 0, woraus
direkt die Injektivitidt von S folgt.

Fiir den Fall dass U,; unbeschrinkte Teilmenge von L*(Q) ist, etwa falls u, und up, als Beschrin-
kungen fehlen, so wire f fiir den Fall A > 0 radial unbeschriinkt, s.d aus Satz 7.2 folgt:

Korollar 7.3
Sei 1> 0, so besitzt 1.5 genau dann eine global optimale Steuerung, wenn U .4 nichtleer, konvex
und abgeschlossen ist. o

Man muss jedoch beachten, dass f fiir 4 = 0 nicht radial unbeschrénkt ist: Aus ||ul|;2(q) — o0
folgt i. A. nicht ||y[|;2(q) — co.

§5 hat gezeigt, dass L2-Regularitit nicht notig ist um eine schwache Losung der Poissonglei-
chung in Hé (Q) zu erhalten (s. Amerkung 5.3). Es geniigt hierfiir eine Inhomogenitit aus H Q).
Im Zweidimensionalen sind dies u. a. Funktionen aus L”(€2), p > 1, im Dreidimensionalen L%/ (Q)-
Funktionen.”? Es ist also moglich dass ||y — y4ll;2(q) < oo obwohl [|ul|;2q) = oo, also obwohl fiir
die zugehorige Inhomogenitit gilt: u ¢ L*(Q).”3

72Sjche dazu [EvalO, 5.6].
73Siehe auch [Mey11, Bemerkung 8.15].

38



IV Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

In diesem Kapitel geht es nun um die Herleitung von Bedingungen, die die eindeutige Losung
des Modellproblems charakterisieren. Wir folgen dabei [Tr609, 2.6 bis 2.8], [Meyl1, §9 bis
§11] und [Her12, §8 bis §10]. In der Praxis bendtigen wir diese um Schliisse iiber die Form und
Regularitdt optimaler Steuerungen zu ziehen und sie als Kriterium fiir die Optimalitdt nume-
rischer Losungen sowie als Grundlage fiir numerische Verfahren zu nutzen. Wir werden dafiir
v.a. die Ableitungen des Zielfunktionals benutzen und beginnen daher das Kapitel mit der Ver-
allgemeinerung des Ableitungsbegriffes in Funktionenrdumen und stellen Grundlagen aus der
nichtlinearen Funktionalanalysis zu Verfiigung.

§8 Differenzierbarkeit in normierten linearen Raumen

Wir setzen voraus: U und V seien normierte lineare Rdume, F : U — V eine beliebige Abbildung.

Definition 8.1
Existiert zu u,du € U der Grenzwert

Flu+t6u)—F
SF(u: 6w " 1jm £ 100~ F@)
N0 t

in V, so wird dieser als die Richtungsableitung von F an der Stelle u in Richtung éu bezeichnet.
F heillt dann richtungsdifferenzierbar an der Stelle # in Richtung éu. Nach Definition ist die
Abbildung 6u — 6F(u;6u) nicht zwingend linear, wohl aber positiv homogen, d.h.

OF (u; A0u) = A0F (u;0u) YA >0
Definition 8.2
Existiert die Richtungsableitung in u fiir alle Richtungen éu € U und ist
OF (u;0u) = Adu
mit einem Operator A € L(U, V), so bezeichnet man A als die sogenannte Gateaux-Ableitung

von F an der Stelle u und F heiflt Gateaux-differenzierbar an der Stelle u. Wir schreiben im
Folgenden A = F(,(u). o

39



IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

Bemerkung:

Ist F: U—>R,soist F(u) e U".

Man merke sich also: Gateaux-differenzierbar ~ richtungsdifferenzierbar mit linearer und steti-
ger Ableitung.”*

Als Beispiel betrachten wir ein nichtlineares Punktfunktional:”>

Beispiel 8.1
Seien U = C[0,1] und f(u) = sin(u(1)) € V = R. Zuniéchst wird an einer beliebigen Stelle die
Richtungsableitung in Richtung 6u € C[0, 1] berechnet:

lim
™NO
= gin(u(l)+ t6u(1))|t:0
= cos(u(l)+ t6u(1))6u(1)|t_0
= cos(u(1)du(l). )

lim
N0

fu+tou)—f(u) sin(u(1)+t5u(1))—sin(u(1))
t t

Die Richtungsableitung ist linear in éu und zudem stetig von C[0, 1] nach R, denn:
[cos(u(1))ou(1)| < [cos(u(D)| - lI6ullcro,1y = clldullcro,1y-
Daher ist f an jeder Stelle u Gateaux-differenzierbar mit der Gateaux-Ableitung
f&w)du = cos(u(1))du(l). 5
Definition 8.3

F heiBt Fréchet-differenzierbar an der Stelle u € U, wenn es ein A € L(U, V) und eine Abbildung
r: U — V gibt mit der Eigenschaft

F(u+ou) = F(u) + Adu+ r(ou), (8.1)

wobei das Restglied die folgende Bedingung erfiillt:

llr(6u)llv
ll6ully

— 0 fiir 6u — 0. (8.2)

Fiir die Fréchet-Ableitung von F an der Stelle u schreiben wir im Folgenden F’(u) = A.

Eine (oft niitzlichere) alternative Definition fiir die Fréchet-Differenzierbarkeit findet sich z. B.
in [Jeg79, 1.2.1 (15)]. Auf die Aquivalenz unserer und dieser Form wird in [Jeg79, 1.2.1 (16)]
eingegangen. o

74Linear im Sinne von: Die Ableitung ist ein linearer Operator beziiglich der Richtung Su.
3Siehe auch [Tro09, S.45] oder [Her12, Beispiel 8.4¢)].
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Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen den beiden neugewonnenen Ableitungsbe-
griffen:

Lemma 8.1
Ist F: U — V an einer Stelle u € U Fréchet-differenzierbar, so ist sie auch Gateaux-differenzierbar
und die beiden Ableitungen stimmen iiberein. o

BewErs 7% §u € U sei eine beliebige aber feste Richtung, A € £(U, V) die Fréchet-Ableitung von
F an der Stelle u. Mit Hilfe von (8.1) erhilt man

HF(MH&O—F(M) _asull = lIr@wlly _ ||r(t5u)llv”6u”U

% t llt6ully '
Aus (8.2) folgt % — 0 fiir r > 0 und damit die Gateaux-Differenzierbarkeit von F' in u mit
Fr(u)=A. n

Bemerkung:”’
Man merke sich also: Fréchet-Differenzierbarkeit ~ Gateaux-Differenzierbarkeit plus Restglie-
dabschitzung.
Fréchet-Differenzierbarkeit beweist man durch das Suchen eines Kandidaten A fiir die Ableitung
und zeigt
Ir(@6wlly _ |IF(u+6u) — F(u) — Adully
lloully lloully

— 0 fiir ou — 0.

Man bekommt A, indem man Richtungsableitungen bestimmt.’”® Ist F : R” — R, so handelt es
sich bei F’(u) um die Jacobi-Matrix.

Wir betrachten nun Beispiele fiir die Fréchet-Ableitung, die uns im Folgenden noch sehr niitzlich
sein werden:”’

Beispiel 8.2
a) Fiir jeden stetigen linearen Operator A € L(U, V) gilt, dass er iiberall Fréchet-differenzierbar
mit Restglied Null ist, denn
A(u+0dou) =Au+Adéu+0.

Als Beispiel betrachten wir U = H 1(Q) und Au =4 fQ Vz-Vu dx mit festem z € H'(Q). Nach
Bsp. 4.1 ist A € L(H'(Q),R) = H'(Q)*. Somit ergibt sich fiir die Fréchet-Ableitung

A’ (u)éu = Adu = f Vz-Véu dx.
Q

76Siehe auch [Mey11, Lemma 9.5].

7Siehe auch [Her12, S.39].

78V gl. auch Bsp. 8.1.

7 Siehe auch [Tr509, S.45 ff.], [Herl2, Beispiel 8.4a) bis 8.4d)] oder [Mey11, Beispiel 9.6].
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IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

b) Wir greifen das Beispiel 8.1 erneut auf:
Die Gateaux-Ableitung f7,(u)du = cos(u(1))ou ist sogar die Fréchet-Ableitung, denn:8°

| sin(u(1) + 6u(1)) — sin(u(1)) — cos(u(1))ou(1)| _ l |- sin(é‘)(&u(l))zl
lloullcro,1 2 loullcpo.n

¢ ist hierbei eine Zahl zwischen u(1) und u(1) + du(1). Der sin ist gleichméBig beschrinkt.
Somit gilt:

1 |- sin(€)(Su(1))?| <1 l6u(1)|? B 1||5u||’é[0,1]
2 lloullcro ~ 2oullcroy — 2 lloullero.n

— 0 fiir ou — 0 in C[O, 1].

c) f(u)= ||u||%{ ist im Hilbertraum H stets Fréchet-Differenzierbar. Hierfiir weisen wir zunichst
die Gateaux-Diferenzierbarkeit nach:

lig L@t 00=f @) gy W0 =GOl Il
™NO ! N0 !
. 2tu.ou)+12Ioull?,
= lim——~
™NO
= 2u,ou)y.

Mit || f(’;(u)ll rHR) < 2|lullg ist die Richtungsableitung linear und beschrinkt, daher ist f Ga-
teaux-differentierbar. Die Gateaux-Ableitung ist nun auch eben unser Kandidat fiir die Fré-
chet-Ableitung. Die Restgliedabschédtzung ergibt nun

lfutow)—fa)—f @oul _ Nuroull?—llul2,—2(uw.ou)n
[ISull 2 lloullz
||oul|g — O fiir 6u — 0,

weshalb f auch Fréchet-differenzierbar ist. Man muss hier beachten, dass die Fréchet-Ablei-
tung ein Element aus £(H,R) = H* ist. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz 4.2 kann sie

daher mit v f(«) = 2u € H identifiziert werden. Somit gilt also f”(u)ou = Qu,ou)y. o
Lemma 8.2
Fiir die Fréchet-Ableitung gelten wie iiblich Ketten- und Produktregel. o
Beweis Siehe [Ruz04, 2.7]. -

Folgendes Beispiel wird uns bei der weiteren Untersuchung von Optimalititsbedingungen von

groBem Nutzen sein:®!

80Es gilt sin(x + ) = sin(x) + cos(x)h — § sin(€)h%, mit x = u(1),h = su(1).
81Sjehe auch [Tr509, S.47], [Herl2, Beispiel 8.4e)] oder [Mey11, Beispiel 9.8].
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§9 Adjungierte Operatoren

Beispiel 8.3
Es seien U und H Hilbertrdume, S € L(U, H), z € H fest gegeben. Wir betrachten:

E() = IS u—zl.

E lasst sich als Verkettung von G(v) = ||v||%/ (Fréchet-differenzierbar nach Bsp. 8.2¢)) und F(u) =
Su — z (Fréchet-differenzierbar nach Bsp. 8.2a)) darstellen. Es gilt: G'(v)év = 2(v,6v)y und
F'(u)éu = S éu, da S linear ist.

Nach Lemma 8.2 ergibt sich dann:

E' (u)éu = G (Fw)(F' (w)éu) = 2(F(u), F' (w)ow)g = 2(Su—z,S du) .

Im folgenden Paragraphen werden wir sehen, dass sich dieser Ausdruck mit Hilfe des sogenannte
adjungierten Operators weiter vereinfachen lisst. o

Auf all dem aufbauend kann man noch die Differenzierbarkeit von bestimmten Superpositi-
onsoperatoren untersuchen (den sogenannten Nemyzki-Operatoren), die v.a. bei der Diskussion
von nichtlinearen Aufgabenstellungen eine entscheidende Rolle spielen, fiir unsere Zwecke aber
nicht von Bedeutung sind. Es sei auf [Tr609, 4.3] verwiesen.

§9 Adjungierte Operatoren

Wie bereits angedeutet beschéftigen wir uns nun mit sogenannten adjungierten Operatoren, wel-
che fiir eine handlichere Formulierung der folgenden notwendigen Optimalitidtsbedingungen er-
fordert werden:%?

Es seien U, V normierte lineare Rdume, A : U — V ein linearer und stetiger Operator, f € V*.
(Au, f)vy+ liefert somit fiir alle u € U eine reelle Zahl, es handelt sich also um ein Funktional
auf U, welches wir im Folgenden als g bezeichnen. g ist linear, da es f und A sind, auerdem ist
g stetig, denn es ist beschrénkt:

lgllzwry = sup [KAu, fHvy:| < sup [[Aullyllfllv- < ANl gwmllfllve

lllly=1 leelly=1

daher gilt g € U*. Somit existiert eine Abbildung A* : f + g fiir die gilt:
A" fuu: =(gwu+v ={Au, fvy-.

Dies fiihrt zu:

Definition 9.1
U,V seien normierte lineare Riume und A € L(U, V). Eine Abbildung A* : U* — V* hei3it der zu
A adjungierte Operator, wenn fiir alle u € U, f € V* gilt:

Au, fvy = w,A" fuu-. o

82Siehe auch [Tr609, S.47 f.] oder [Meyl1, S.51].
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IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

Folgendes Lemma liefert uns eine Aussage iiber die Existenz solcher adjungierter Operatoren:

Lemma 9.1
U,V seien normierte lineare Raume, A € L(U,V) beliebig. Dann existiert ein adjungierter Ope-
rator A* € L(V*,U*) und es gilt:

* —
A" 2eve,u%) = 1Al zwv)- 5

Beweis Siehe [Alt02, 10.1] und [Lue69, 6.5 Theorem 1]. -

Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz 4.2 folgt fiir U, V Hilbertrdume folgende ’ Abart’ von Def.
9.1:

Definition 9.2
U,V seien Hilbertrdume, A € L(U, V). Die Abbildung A™ : V — U heifit der zu A Hilbertraum-
adjungierte Operator, wenn fiir alle u € U,v € V gilt:

(Au,v)y = (u, ADv)p.

Fiir U = V bezeichnet man A als selbstandjungiert, wenn A = A®) 83

Wir verdeutlichen den Zusammenhang zwischen adjungiertem und Hilbertraum-adjungiertem
Operator um eine #hnliche Aussage zu Lemma 9.1 herzuleiten:3*

Sei A € L(U,V) ein Operator in den Hilbertraumen U und V mit adjungiertem Operator A* €
L(V*,U*) und Hilbertraum-adjungiertem Operator A®) : V — U. Wir bezeichnen fiir ein festes

v € V das durch v induzierte Funktional mit f, € V*. Es gilt dann nach Definition:
wADVy = (Auv)y = (Au, vy = A" vy Yue U,

A®y e U ist somit der eindeutige Riesz-Reprisentant des Funktionals A*f, € U*. Nach dem
Riesz’schen Darstellungssatz ergibt sich fiir die Norm von A®)

sup [[ADVly

[vily=1

sup [|A* fillus

Iblly=1 ©.1)
sup [|A*|l v usllfullvs

[vily=1

lA™ ]| 2eve, vy (wegen [|fyllv= = [VIlv).

AP vy

IA

83In der Literatur wird der zu A Hilbertraum-adjungierte Operator meist mit A* bezeichnet. Wegen Verwechslungs-
gefahr mit dem adjungierten Operator wird hier obige Notation verwendet.
84Siehe auch [Meyl1, S.52].
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Andererseits, ist f € V* gegeben, so existiert nach dem Riesz’schen Darstellungssatz ein Riesz-
Reprisentant vy € V, s.d. (v,vy) =(v, f) Yv€ Vund |[v[ly = || flly+. Analog zu (9.1) folgt aufgrund
der Tatsache, dass Ay + wieder Riesz-Reprisentant von A* f ist

IA* | vy = sup IA* fll- = sup A rlly < IAP gvy.
[Iflly«=1 [Iflly==1
Somit gilt also:

Lemma 9.2
U,V seien Hilbertridume, A € L(U,V). Dann existiert ein eindeutiger Hilbertraum-adjungierter
Operator A € L(U,V) mit

AP 2ov,y = A 2v- 07 = 1Al - -

Die Eindeutigkeit ergibt sich bei den Lemmata 9.1 und 9.2 natiirlich bereits aus den jeweiligen
Definitionen. Im Sinne der Uberlegungen nach Def. 9.2 unterscheiden wir von nun an nicht mehr
zwischen den beiden adjungierten-Operator Begriffen und schreiben in beiden Fillen A*.
Hierzu noch folgendes Beispiel um das urspriingliche Vorhaben zu verdeutlichen:®

Beispiel 9.1
Im Bsp. 8.3 hatten wir gezeigt:
Fiir E(u) = |ISu - 2|12, gilt:
E'(u)du=2(Su—2z,Su)y. 9.2)

Mit Hilfe des adjungierten Operators kann man (9.2) nun umformen:
E' (u)du=2(S*(Su—z),0u)y.
Wir kénnen also E’(«) C U* nach dem Riesz’schen Darstellungssatz 4.2 identifizieren mit
VEu)=28S"(Su—-z)e U.

Wie wir noch sehen werden, spielt diese Darstellung wegen der Isolierung von du eine heraus-

ragende Rolle.
Als weitere Standardbeispiele fiir adjungierte Operatoren seien z. B. die Fredholm-% und die
Volterra-Integraloperatoren®’ genannt. o

§10 Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen

Unser letzter groBer Theorieblock ist nun beendet, sodass wir uns nun mit den bereits erwihnten
Optimalititsbedingungen beschéftigen konnen. Wie bereits bei der Existenz optimaler Losun-
gen betrachten wir erst eine allgemeinere Aufgabenstellung und benutzen diese Ergebnisse um
Aussagen iiber das Modellproblem (1.5) machen zu konnen.

85Siehe auch [Tr609, S.47].
86Siche z. B. [Lue69, 6.5 Example 2 und Example 3].
87Siehe z. B. [Lue69, 6.5 Example 4].
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IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

§10.1 Quadratische Optimierungsaufgabe im Hilbertraum

Wir betrachten zunichst
Minimiere  f(u)

unter u€ Uy (10.)

mit dem normierten linearen Raum U, f: U — R, U,y C U konvex.
Im Gegensatz zu Kapitel 111, in dem wir global optimale Losungen diskutiert haben, beschrinken
wir uns hier zunéchst auf lokal optimale Lésungen.

Definition 10.1
u € Ugq heiflt lokal optimale Losung fiir (10.1), wenn es ein > 0 gibt, s.d f(u) < f(u) Yue Uy €
B,(u) gilt, d.h. Yu € U,g mit [lu—ul|ly <r. o

Ein erstes grofles Ergebnis liefert uns folgender Satz:

Satz 10.1 (Notwendige Optimalititsbedingung)

U sei normierter linearer Raum, U, € U konvex und u € U 44 lokal optimale Losung von (10.1),
f 1 Ugg — R richtungsdifferenzierbar in u auf U,q, d.h. richtungsdifferenzierbar in u in alle
Richtungen 6u, fiir die es ein u € U, gibt mit éu = u—u. Dann gilt die Variationsungleichung

Of(usu—u) >0 Vue Uy. (10.2)
o
Bewers 38 Fiir u € U,y beliebig definieren wir die konvexe Linearkombination
u(®) < - tu—m).

Es gilt: u(t) € Uyqg V't € (0,1], da U,q konvex. Fiir hinreichend kleines ¢ folgt zudem u(¢) € B,(u),
wobei B,(u) die Umgebung von u ist, in der u lokal optimal ist. Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 folgt
daraus dann

Sw@®) = f(u),
bzw.

1
7 G+ tu =)~ f@) 2 0.

Nach Voraussetzung ist f richtungsdifferenzierbar in u in alle Richtungen éu, daher kénnen wir
zur Grenze iibergehen und erhalten somit (10.2). -

Aus Def. 8.2 folgt: Wenn f Gateaux-differenzierbar ist in u, dann lautet (10.2):
JE@u=1) >0 Yu € Ugg.

In Satz 10.1 wurde explizit nicht gefordert, dass f konvex ist. Sollte dies der Fall sein, so ist die
Variationsungleichung auch hinreichend fiir lokale Optimalitét:

88Sjehe auch [Tr609, Lemma 2.21], [Mey11, Satz 11.2] oder [Her12, Satz 10.1].
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§10 Notwendige und hinreichende Optimalititsbedingungen

Satz 10.2 (Hinreichende Optimalititsbedingung)

U sei normierter linearer Raum, U,y € U konvex, f : U,y — R in alle Richtungen richtungsdif-
ferenzierbar auf U,q. f sei konvex auf Uqg.%° Dann gilt: Jedes u € Uy, das (10.2) erfiillt, ist
global optimal Losung von (10.1). o

Bewers 0 i € U,y erfiille die Variationsungleichung (10.2) und es sei u € U,4 beliebig. Aufgrund
der Konvexitit von f gilt fiir # € (0, 1]

fu+(A-nw) <tfw)+A-1f(u)

:f(ﬁﬂ(u—tﬁ))—f(ﬁ) < f)— f@)

und durch den Grenziibergang ¢ N\, 0
f@) = f@) = 6 f (usu—u).

Da die rechte Seite nach Voraussetzung > 0 ist, folgt die Behauptung. -

Um die Aussagen der Sétze 10.1 und 10.2 fiir unsere Zwecke nutzbar zu machen, konkretisieren
wir (10.1) nun sukzessive. Zunichst betrachten wir folgendes Optimalitidtsproblem im Hilber-
traum:

C .. def
Minimiere  f(u) = LIISu—yal, + 2lul’?, (10.3)
unter u € Uy

mit U, H Hilbertrdume, S € L(U,H), y; € H. Wir bezeichnen f wieder als reduziertes Zielfunk-
tional.

Satz 10.3
Seien U, H Hilbertrdume, U,q konvex, S € L(U,H),y; € H, 1> 0. ue U,y ist genau dann globa-
les Minimum von (10.3) wenn die Variationsungleichung

Vf,u—wy=E8"Su-—y)+Au,u—u)y >0 Yue Uy
erfiillt ist. o
Bewers °! Die Fréchet-Ableitung von f ist nach Bsp. 9.1 gegeben durch
F(w)ou=(S*(Su—-yy),0u)y +Au,ou)y.
Durch die Sitze 10.1 und 10.2 bzw. die Identifizierung von f’(u«) C U* mit
Vi) =2S"(Su—-y)eU

folgt dann sofort die Behauptung. -

89Es ist zu beachten, dass die Richtungsdifferenzierbarkeit von f dann bereits aus deren Konvexitiit folgt.
90Sjehe auch [Tr609, Lemma 2.21], [Mey11, Satz 11.4] oder [Her12, Satz 10.1].
91Siehe auch [Her12, Satz 10.2].
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IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

Die Freistellung der sogenannten Variationsrichtung u —u wird noch sehr von Nutzen sein. Wir
miissen allerdings noch kléren, was S * im Fall des Modellproblems ist. Darauf werden wir spiter
noch sehr genau eingehen.
Aus Satz 10.3 folgt direkt:

Korollar 10.1
Falls U,y = U, so ist unter den Voraussetzungen von Satz 10.3 u € U genau dann globales

Minimum, wenn gilt:
Vi) =S*(Su—yy)+Au=0.

Zur Verdeutlichung der bisherigen Ergebnisse betrachten wir folgendes Beispiel:*?

Beispiel 10.1 (Projektion im Hilbertraum)
Wir betrachten

. 2
min = v ulf}; (10.4)

im Hilbertraum H, C C H nichtleere, abgeschlossene und konvexe Teilmenge. Analog zum Be-
weis von Lemma 7.1 kann man zeigen, dass die Zielfunktion in (10.4) konvex (sogar strikt
konvex) ist. Daraus folgt, dass nach Satz 7.2 eine eindeutige Losung von (10.4) existiert. Es
handelt sich dabei um die Projektion von u auf C (Ilcu). Nach Bsp. 8.2¢) ist die Zielfunktion
Fréchet-differenzierbar und aus den Sitzen 10.1 und 10.2 folgt wegen der Konvexitit von C,
dass [[cu € C durch die folgende Variationsungleichung eindeutig charakterisiert wird:

(Iecu—u,v-Ilcu)yy >0 Vv eC. (10.5)

Fiir Aussagen iiber den sogenannten Projektionsoperator ITcu : H — C sei auf [H*09, Lemma
1.10, Lemma 1.11 und Corollary 1.2] verwiesen. O

§10.2 Die adjungierte Gleichung

Wir kehren nun zum Modellproblem (1.5) zuriick und schreiben es von nun an auf folgende Art
und Weise:

2
L2(Q)

2

4
+ 2|IM|IL2(Q)

Minimiere  J(y,u) = 3lly - yall

u inQ
0 aufl

(10.6)

unter
{ y(x)

und u, < u < uy, fast tiberall in Q.

mit den Voraussetzungen aus Anmerkung 7.1.

92Siehe auch [Mey11, Beispiel 11.9].
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Mit dem Steuerungs-Zustands-Operator, dem Losungsoperator der Poissongleichung, hat (10.6)
die Form von (10.3) s.d. Satz 10.3 mit U = H = L*(Q) anwendbar ist. Fiir (10.6) ist eine Steue-
rung u € U,y somit genau dann global optimal, falls die Variationsungleichung

(S*(ST—ya) + Ayt — W) 22 = 0 Vit € Upg (10.7)

erfiillt ist. Durch (10.7) wird das globale Optimum eindeutig charakterisiert, weil f strikt konvex
ist.”?

Es bleibt die offene Frage nach Form und Bedeutung von S*. Wir werden sehen, dass S* wie
auch S der Losungsoperator einer PDE ist, der sogenannten adjungierten Gleichung, welche wir
nun betrachten werden.

Fiir eine zunichst allgemeine Form sei V Hilbertraum, a : VXV — R eine beschriankte und
koerzive Bilinearform. Fiir gegebenes F € V* betrachten wir

aly,vl =(F,v)y:y Yve V. (10.8)

Das Lemma von Lax-Milgram 5.2 besagt, dass (10.8) fiir alle F € V* eine eindeutige Losung
y € V besitzt. Im Fall der Poissongleichung galt V = H(l) (€2) und fiir g und F:

aly,v] :ny-Vv dx und (F,v)v*,v:ffv dx. (10.9)
Q Q

Die adjungierte Gleichung zu (10.8) entsteht durch Vertauschen von Losungs- und Testfunktion,
s.d. sich

alv,pl =(F,vyy=y YveV (10.10)

ergibt. Es stellt sich zundchst die Frage nach der Existenz einer Losung fiir (10.10).

Lemma 10.1
Sei a: VXV — R koerzive und beschriinkte Bilinearform, dann existiert fiir jedes F € V* genau
eine Losung p € V von (10.10) und es gilt ||pllv < c||F||y=. o

Der Beweis hierzu ist sehr umfangreich und technisch aufwindig, wir geben hier eine Skizze
hierfiir an, welche die grundlegenden Ideen verdeutlichen soll:

Beweis 24 Mit
(Ay,v)v=v =aly,v] Yy,veV

ist es moglich einen linearen und stetigen Operator A : V — V* zu definieren. Dies ist zuléssig,
da Ay jedem v € V so linear und stetig eine reelle Zahl zuordnet. Es gilt also Ay € V*. Die Stetig-
keit von A folgt aus der Beschrinktheit der Bilinearform. (10.8) entspricht somit der folgenden

9Siehe auch [Meyl1, S.56].
94Siehe auch [Mey11, Lemma 11.10].
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IV Optimalititsbedingungen erster Ordnung

Operatorgleichung:
Ay=F in V"
Aus dem Satz der stetigen Inversen® folgt aus der eindeutigen Losbarkeit von (10.8) die Inver-
tierbarkeit von A und A~! € £(V,V*). Nach Def. 9.1 ist der adjungierte Operator A* : V** =V —
V* gegeben durch
W, A" p)vy = (Av, p)vy- = alv,p] Yp,veV.

A*p = F in V entspricht als Operatorgleichung dadurch also gerade der adjungierten Gleichung
(10.10). Aus der stetigen Invertierbarkeit von A folgt die von A* mit (A*)™! = (471)*% s.d.
(10.10) fiir alle F € V* eine eindeutige Losung besitzt, die sich durch

Iplly < 1A Mz wllFllvs = 1A~ 2w IF v
abschitzen lisst. Mit ¢ = [JA7!|| g+ v folgt die Behauptung. -

Zwar benotigen wir die Aussage von Lemma 10.1 nicht fiir die Untersuchung des Modellpro-
blems (wie man leicht sieht ist die Bilinearform der Poissongleichung symmetrisch, daher folgt
die Losbarkeit der adjungierten Gleichung aus Satz 5.1), doch werden wir die allgemeine Aus-
sage im Laufe unserer Untersuchungen noch benstigen.”’

Sei nun V < L*(Q) (etwa V = Hé(Q)). Es fallt auf, dass die rechte Seiten in (10.8) und (10.10)
folgende speziellen Strukturen besitzen:

aly,v] = ffv dx YveV (10.11)
Q

alv, pl =fgv dx YveV (10.12)
Q

mit f,g € L*(Q). Wegen V — L*(Q) stellen die rechten Seiten Elemente aus V* dar®®, daher
existieren fiir alle f, g eindeutige Losungen y, p € V fiir (10.11) und (10.12). Wie in Def. 7.2 ist
es moglich lineare und stetige Losungsoperatoren einzufiihren:

Bei (10.11) wird dieser mit G € L(L*(Q), V), bei (10.12) mit G, € L(L*(Q), V) bezeichnet.” Der
Notation aus Kapitel III folgend sei E : V — L*(Q) der Einbettungsoperator und S = EoG.
Dies fiihrt uns nun zu folgender entscheidenden Aussage iiber S *:

95 Siehe [Alt02, 5.8], folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung [Alt02, 5.7].
96Siehe [Lue69, 6.5 Proposition 1].

97Siehe auch [Meyl1, Bemerkung 11.11].

%8Siehe 5.7.

9Im symmetrischen Fall der Poissongleichung wire G = Gp.
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Lemma 10.2
Der adjungierte Operator S* : L>(Q) — L*(Q) ist gegeben durch

S*=EoG,,
d.h. fiir gegebenes g € L*(Q) ist p = S*g die eindeutige schwache Losung in V von (10.12). o

Bewers ' Seien f, g € L?(Q) beliebig. Wir betrachten nun die Gleichung, die zu y = S f gehort,
also gerade (10.11). Setzen wir p = G g € V als Testfunktion ein, so erhalten wir

aly. pl = fg fpdx.

Aus (10.10) ergibt sich umgekehrt

aly,pl = fgy dx
Q

wenn man y = G f als Testfunktion einsetzt. Subtrahiert man beide Gleichungen, so erhélt man

fgydxszpdx.
Q Q

(&S Nrr

Daraus folgt dann:

(S8 Nixq)

|88 fdx= [ gydx= [, pfdx=(E°Gy)g. /ira)-

Wegen der Eindeutigkeit des adjungierten Operators nach Lemma 9.1 folgt daraus dann S* =
EoG,. n

Definition 10.2
Im Falle einer symmetrischen Bilinearform gilt wie bereits erwidhnt G, = G und damit auch
S*=S.In diesem Fall bezeichnet man den Steuerungs-Zustands-Operator als selbstadjungiert.

Anmerkung 10.1

Wir haben §* anhand einer allgemeinen Bilinearform hergeleitet, also vollig unabhédngig von der
Form der PDE. Die adjungierte Gleichung erhilt man also unabhingig von der Problemstellung
durch Vertauschung von Losung und Testfunktion. Oft wird dies als Methode der Transposition
bezeichnet. Alternativ sei auch auf die sogenannte formale Lagrange-Technik hingewiesen.'?! 5

1008iehe auch [Mey11, Lemma 11.12].
101 Betrachte hierfiir z. B. [Tr609, 2.10].
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Kehren wir zum Modellproblem zuriick, so sehen wir, dass durch die Form von (10.9) die ad-
jungierte Gleichung (10.12) folgende Form annimmt:

pr-Vvdx=fgvdx VveHé(Q).
Q Q

Formal'?? schreiben wir nun diese Gleichung in ’starker’ Form:

-Ap = g inQ
p = 0 aufl
und formulieren entsprechend die Variationsformulierung (10.7) um:

Definition 10.3
Die eindeutige schwache Losung der adjungierten Gleichung

—Ap = y—-ys inQ

» = 0 aufl (10.13)

hei3t der zu y gehorige adjungierte Zustand. o

Da y -y, € L*(Q) gilt, existiert nach Satz 5.1 bzw. Lemma 10.1 genau eine eindeutige Losung
pE H(l) (Q) der adjungierten Gleichung.'”® Wegen Lemma 10.2 gilt
S (Su—ya) =S¢ ~ya) = p.
Daher lautet die Variationsungleichung (10.7)
(p+ A u—u)p2q) =0 Yu € Ugg.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, erhalten wir folgende weitreichende Aus-
sage:

Aus Satz 10.3 folgen die notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen fiir (10.6):
Satz 10.4 (Notwendige und hinreichende Optimalitiitsbedingungen)

a) Ist u € Uyq optimale Steuerung von (10.6) und 'y zugehoriger optimaler Zustand, dann exis-

tiert genau eine schwache Losung p € Hé (Q) der adjungierten Gleichung (10.13) und diese
erfiillt die Variationsungleichung

f(p+ ) (u—1)dx >0 Yu € Ung. (10.14)
Q

b) Erfiillt umgekehrt ein u € U,q mit zugehdrigem Zustand y und adjungiertem Zustand p die
Ungleichung (10.14), so ist u optimale Losung von (10.6). o

1025iehe Anmerkung 5.2.
103Siehe auch [Meyl1, S.59].
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Es folgt also direkt:

Korollar 10.2
Eine Steuerung u € U, ist genau dann optimal fiir (10.6), wenn sie gemeinsam mity,p € Hé Q)
das folgende Optimalitdtssystem erfiillt:

u
=0 , p=0 fiir I (10.15)
A

§10.3 Die Projektionsformel

(10.14) bzw. (10.15) lassen sich zu zahlreichen dquivalenten Formulierungen umformen.!%* Wir
gehen hier auf die sogenannte Projektionsformel niher ein, welche wir spiter noch bendtigen
werden und die eine punktweise Untersuchung der Variationsungleichung notwendig macht.
Lemma 10.3

(10.14) gilt genau dann, wenn fiir fast alle x € Q gilt:

= uy(x) , fir p(x)+ Au(x) >0
u(x) € [ug(x),up(x)] , fir p(x) + Au(x) =0 (10.16)
= up(x) , fur p(x) + Au(x) < 0.

Bewers 195 Wir kiirzen zunichst ab:
d _
20 € p(x) + Aia(x)

und argumentieren per Widerspruchsannahme:
0O.B.d.A. betrachten wir lediglich die untere Schranke. Fiir die obere Schranke argumentiert man
analog. Es gibt also eine Menge E C Q mit |E| > O fiir die gilt:

z(x) > 0 und u(x) > u,(x) fast iiberall in E.

Wir definieren

a(x) def u,(x) LfallsxekE
 lux) L fallsx¢E.

Es gilt it € U,q wegen u € U,y. it ist daher zuldssig fiir die Variationsungleichung (10.14). Ande-
rerseits berechnen wir

f Z(xX)(@(x) —u(x))dx = f 2(x) (ua(x)—u(x))dx <0
Q E—

>0 <0

104Siche etwa das Maximumsprinzip [Trs09, 2.27].
1035iehe auch [Tr609, Lemma 2.26] oder [Mey11, Lemma 11.19].
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was einen Widerspruch zu (10.14) darstellt.
Es bleibt z.Z.:(10.16)=(10.14):
x € Q sei so gewihlt, dass (10.16) gilt. Zudem sei v € [u,(x), up(x)] beliebig.
Aus (10.16) folgt:

z2(xX)v—up(x))>0 ,firz(x) <0

Z)(v-ux)= 30 ,fiirz(x) =0

2(x)(v—uy(x)) >0 , fiir z(x) > 0.

Also ergibt sich fiir beliebiges v € [u,(x), up(x)]:
zZ(x)(v=u(x)) = 0. (10.17)

Diese Ungleichung ist fast iiberall erfiillt, da (10.16) in fast allen Punkten x € Q gilt.
Sei nun u € U, beliebig, dann ist u(x) € [u,(x),up(x)] in fast allen Punkten x € Q. Aufgrund von
(10.17) folgt daraus:

z7(x)(u(x) —u(x)) > 0 fast iiberall in Q.

(10.14) folgt schlieBlich aus der Monotonie des Integrals. -

Aus dem Beweis folgt direkt:

Korollar 10.3
Die Variationsungleichung (10.14) ist dquivalent zu folgender punktweisen Variationsunglei-
chung in R:

(p(x)+ Au(x))(v—u(x)) = 0 Vv € [us(x), up(x)]. (10.18)

Bemerkung:'%
Fiir 4 in (10.16) gibt es folgende Unterscheidungen:

a) Fiir A =0 liefert (10.16) keine Aussage auf
Qy={xeQ: p(x)=0}.

Ist Qg eine Nullmenge, so nimmt u(x) fast iiberall nur die Werte {u,(x), up(x)} an. 107

b) Fiir A > 0 kann man fiir p(x) + Au(x) = 0 schlieBen:
u(x) 1 (x)
u(x) = —=p(x).
17
Im Folgenden betrachten wir die Projektion von R auf ein kompaktes Intervall [a, b]:

Prapy(u) I min{b, max{a, u}).

196Siehe auch [Tr609, S.55] oder [Mey11, Bemerkung 11.21].
107Dies fiihrt zu einer sogenannten Bang-Bang-Steuerung, siche dazu [Tr609, 2.8.2 und 2.9.1].
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Satz 10.5
Sei 1> 0. Dann ist u genau dann optimale Steuerung von (10.6), wenn mit dem zugehdorigen
Zustand y und adjungiertem Zustand p die Projektionsformel

_ 1
U(X) = Pruy(x).up ()] (—zp(x)) (10.19)
fiir fast alle x € Q erfiillt ist. o
Bewers 9 Nach Konstruktion ist (10.19) dquivalent zu
1
uy(x) , falls — 1 p(x) < uy(x)

u(x) = —% p(x), falls — % p(x) € [ug(x), up(x)]

up(x) , falls — %p(x) > up(x).

Dies entspricht gerade (10.16) und somit nach Lemma 10.3 den notwendigen und hinreichenden
Bedingungen von (10.6). -

Korollar 10.4
Im Fall A > 0 und ohne Beschrinkungen U,q = L*(Q) folgt aus (10.18)

1
u= 3 p fast tiberall in Q.

Daraus folgt, dass man die Steuerung aus den notwendigen Bedingungen eliminieren kann, s.d.

man das folgende sogenannte gekoppelte Randwertproblem'? erhiilt:
—ay=-ip . —ap=y-ys inQ
y=0 , p=0 fir I

Das Optimalititssystem ldsst Riickschliisse auf die Regularitit der optimalen Steuerung zu:

Satz 10.6 (H'(Q)-Regularitiit der optimalen Steuerung)
Zusdtzlich zu den Annahmen an (10.6) seien uq,u, € H'(Q) und A > 0. Dann ist die optimale
Steuerung von (10.6) eine Funktion aus H'(Q). o

108Siehe auch [Tro09, Satz 2.28] oder [Mey11, Satz 11.22].
19Man bezeichnet diese Formulierung auch als indirekte Methode. Wie wir noch sehen werden verwendet man sie
als Basis numerischer Losungsverfahren.
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Bewers 10 Wir definieren

Q, Y (x e ux) = uy,(x)} und QY (x € Q: ulx) = up(x)}

sowie ©; € Q\(Q, UQy). Dann folgt aus (10.19):

1
||u||§j,l(g)=fQ (|vbta|2+u§)dx+fQ (IVub|2+ui)dx+ﬁL(IVp|2+p2)dx
a b i

1
< et ) * Mol + 5 1P

Nach Satz 5.1 gilt nun ||p||51(q) < cllull;2(q) und somit |[u]| 1) < oo und damit die hohere Regu-
laritdt von u. -

Im Fall glatter Gebiete und Schranken ist es sogar moglich die Lipschitz-Stetigkeit der Steue-
rung zu beweisen. Regularititsresultate dieser Art sind besonders wichtig fiir die Analyse von
Approximationsfehlern bei einer Diskretisierung wie wir noch sehen werden.'!!

Die Variationsungleichung (10.14) kann im Falle von Box-Restriktionen an die Elemente aus
U 44 durch Einfiihrung zusitzlicher Lagrange-Multiplikatoren als weitere Gleichung formuliert
werden. Dies fiihrt zu sogenannten Karush-Kuhn-Tucker-Systemen aus denen man direkt wei-
tere notwendige Optimalititsbedingungen herleiten kann. Dies erweist sich jedoch als duBBerst
komplex und spielt fiir unser weiteres Vorgehen keine Rolle. Es sei auf [Tro09, 2.8.2] fiir das
Modellproblem und fiir die theoretischen Hintergriinde auf [Tr609, 6.1] und [Lue69, 9.4] ver-
wiesen.

110giehe auch [Mey11, Satz 11.24] oder [Her12, Lemma 16.19].
1wir werden die sogenannte Finite-Elemente-Methode betrachten. Der Interpolationsfehler und damit die Glattheit
der Losung wird dabei eine herausragende Rolle spielen.
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Optimalsteuerungsaufgaben

Nun beschiftigen wir uns mit der Diskretisierung von Optimalsteuerungsaufgaben in Funktio-
nenrdumen, um sie fiir eine numerische Behandlung handhabbar zu machen. Wir folgen dabei
[Meyl1, §13 und §14], [Her12, §14.3 und §16] und [OhIOS, 2.1 bis 2.3].

Im Fall unseres Modellproblems beinhaltet diese die Diskretisierung von Zustand und Steue-
rung, der PDE, des Zielfunktionals und der Ungleichungsnebenbedingung. Zusétzlich wird eine
Strategie, die auf die Diskretisierung der Steuerug verzichtet, und auch deren Vor- und Nach-
teile betrachtet. Den aufwindigsten Teil der Diskretisierung, die der PDE, werden wir zundchst
explizit mit Hilfe der Finiten-Elemente-Methode!'?, welche einen Spezialfall der allgemeine-
ren Ritz-Galerkin-Verfahren darstellt, inklusive einer anschaulichen Herleitung der verwendeten
Riume, angehen. Alternativen hierfiir wiren z. B. die sogenannten Finite-Differenzen-!13 oder
die Finite-Volumen-Methode''4.

Den Abschluss des Kapitels werden wir damit machen, den Diskretisierungsfehler fiir das Mo-
dellproblem unter verschiedenen Umstinden genauer zu untersuchen.

§11 Das Ritz-Galerkin-Verfahren

Wir stellen zunichst das Ritz-Galerkin-Verfahren als Uberbegriff vor und verdeutlichen die
Grundidee der folgenden Approximationsmethode von Variationsproblemen, die die Voraus-
setzungen des Lemmas von Lax-Milgram 5.2 erfiillen.

Vergleichbar zu (5.5) betrachten wir zunichst ein allgemeines Variationsproblem:

Definition 11.1
V sei Hilbertraum, a : VXV — R eine Bilinearform, die die Voraussetzungen des Lemmas von
Lax-Milgram erfiillt, und F € V*. Dann bezeichne y € V die eindeutige Losung des Variations-
problems

aly,v]=F(@) YveV. (11.1)

[m]

12Dje Grundidee dahinter ist die Energieminimierung in endlichdimensionalen Teilriumen.

1B3Hjer werden Differentialoperatoren durch Differenzenquotienten approximiert, siche z. B. [Gro94, 2.2].

4Hjer wird ausgenutzt, dass unter bestimmten Umstiinden aus einem Grundprinzip der Kontinuumsmechanik, dem
Erhaltungsprinzip, diskrete Verfahren abgeleitet werden konnen, siehe z. B. [Kr697, 3] und [BO04].
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Das Ritz-Galerkin-Verfahren wird nun folgendermalBen definiert:

Definition 11.2
Es seien die Voraussetzungen aus Def. 11.1 erfiillt. Zudem sei V), € V. Dann ist die Ritz-
Galerkin-Approximation yj, € V;, definiert als die eindeutige Losung von

a[yh,vh] = F(Vh) Yv, € Vi (11.2)

Bemerkung: '3
Die Existenz und Eindeutigkeit von y bzw. y, folgt unmittelbar aus dem Lemma von Lax-
Milgram, da die Teilmenge V), wieder ein Hilbertraum mit dem aus V geerbten Skalarprodukt ist.

Fiir die Wahl von V, stehen nun verschiedene Moglichkeiten zur Diskussion. Betrachten wir ein
elliptisches Problem mit V = H(l) (Q), wobei € ein offenes, zusammenhingendes und beschrink-
tes Gebiet ist, so sind neben den Finite-Elemente-Verfahren, auf welche wir im Anschluss noch
genauer eingehen werden, vor allem folgende Wahlen von Teilmengen gebriuchlich:!!®

o Vi Y Brn(@ N vy € COQ) : vy = 0 auf T}, wobei Py(€Q) der Raum der Polynome vom
(meist sehr hohem) Grad < k(h) iiber Q ist. Die zugehorigen Verfahren bezeichnet man als
Spektralverfahren.

oV, el span{u; € V : Au; = Ju;, i =1,...,k(h)}, wobei u; die i-te Eigenfunktion des zugrun-
deliegenden Differentialoperators A'!7 ist.

oV, def span{u; € V: Au; = Aiu;, i =1,...,k(h)}, wobei u; die i-te Eigenfunktion des Laplace-
Operators A ist.

Eines unserer Hauptziele bei der Anwendung der Finiten-Elemente-Methode wird es sein, aus
(11.2) ein dquivalentes lineares Gleichungssystem herzuleiten und damit eine Ndherungsldsung
fiir die Losung y des urspriinglichen Variationsproblems zu bestimmen. Eine Voraussetzung da-
fiir ist natiirlich ein endlichdimensionaler Teilraum V},, der V mdglichst gut diskretisiert bzw.
approximiert, und eine hierfiir geeignete Basis. Im folgenden Paragraphen werden wir darauf
explizit eingehen.

Unabhingig von der Wahl von V), kénnen wir der Untersuchung der Fehlerabschitzung fiir die
Finite-Elemente-Methode vorgreifen und ein erstes Ergebnis, eine abstrakte Fehlerabschitzung
fiir das allgemeine Ritz-Galerkin-Verfahren angeben:

1158iehe auch [Ohl08, Bemerkung 2.3].
1168iehe auch [Ohl08, Beispiel 2.6].
178jehe dazu [Trd09, 2.3.3] oder ausfiihrlicher [W1082, §10].
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Satz 11.1 (Lemma von Céa/Galerkin-Orthogonalitéit)
Seien die Voraussetzungen aus den Definitionen 11.1 und 11.2 erfiillt. Dann gilt die abstrakte
Fehlerabschdtzung

ly = ynllv < c inf |ly—wvally (11.3)
vheV),

mit einer Konstanten ¢ > 0.118
Zudem gilt die Galerkin-Orthogonalitdit

a[y—yh,vh] =0 Yy, € Vj. (11.4)
O

Bewers ' Wir zeigen zunichst die Galerkin-Orthogonalitiit. Sei dazu v;, € V), beliebig. Wegen
Vi, c V folgt

aly —yn,val = aly,val —alyn,vil = F(vp) = F(vy) = 0.

Fiir den Beweis des Lemmas von Céa sei v;, € V wieder beliebig. Aus der Koerzivitit der Bili-
nearform folgt

Bolly = yull3 < aly —yn,y =yl
th
—
=aly—yn.y—vil+aly —ynvi—yul
————
(1;4)0
(5.8)

=aly—yny—val < aolly=yullvlly—vallv.

Nach Division mit SBg|[y — y||v folgt die Behauptung fiir ¢ = % indem wir auf beiden Seiten zum

Infimum iibergehen. "

Bemerkung:'?°

Das Lemma von Céa liefert also eine Fehlerabschitzung in der Norm von V. Die Fehlerabschit-
zung wird zuriickgefiihrt auf die Best-Approximation von y in V. Die Abschitzung (11.3) wird
als quasi-optimal bezeichnet, weil man durch Losen der diskreten Aufgabe (11.2) bis auf eine
Konstante die tiberhaupt bestmogliche Approximation der kontinuierlichen Losung y in Vj, er-
hilt. Die Galerkin-Orthogonalitét (11.4) bedeutet im Falle einer symmetrischen Bilinearform a
tatsdchlich, dass der Fehler y —yj;, im von a erzeugten Skalarprodukt in der Tat senkrecht auf V,
steht. Die weitere numerische Analyse beruht somit also allein auf der Approximationstheorie
wie wir auch noch sehen werden.

1181m Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit ¢y ;.
1198iehe auch [Mey11, Lemma 13.9] oder [Her12, Satz 16.1].
1208jehe auch [Herl2, S.99 £.].
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V' Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

§12 Die Finite-Elemente-Methode und die Diskretisierung der
linearer elliptischer PDEs

Finite-Elemente-Verfahren sind Spezialfille von Ritz-Galerkin-Verfahren fiir eine bestimmte
Klasse von Teilrdumen Vj, C V. Die Konstruktion von V}, beruht in diesem Fall auf einer Zerle-
gung von Q in nichtiiberlappende Teilgebiete, die selbst wiederum einfache geometrische Ob-
jekte sind. Wir werden im Folgenden die einfachste Klasse von Finiten Elementen, Lagrange-
Elemente auf simplizialen Gittern, betrachten.

Hierzu definieren wir zunichst den sehr allgemeinen Begriff des Simplex’ und konkretisieren
ihn anschlieBend um ihn fiir unsere Zwecke leicht nutzbar zu machen. Eine wie folgt definierte
simpliziale Zerlegung wird oft auch als Triangulierung bezeichnet.

Definition 12.1
Seien s € {1,...,N} und ay, ...,as € RN Punkte, s.d. (aj—aop)j=1
heif3t

s linear unabhingig sind. Dann

.....

T (xeRr?: x Z/la,fur/l >0, Z/l—l

nicht degeneriertes s-dimensionales Simplex im RY.
Die Punkte ay,...,as heilen Ecken oder Knoten des Simplex. Ist r € {1,..., s} und dy,...,d, €
{agp,...,as}, so heilit

7% (xeRrY  x Zﬁa,fum >0, Z/l—l

r-dimensionales Seitensimplex von 7. Die eindimensionalen Seitensimplizes heilen Kanten, die
nulldimensionalen Ecken und die (s — 1)-dimensionalen Fldchen.

Wir bezeichnen mit 7y den Simplex zu den Punkten ay =0, a; =¢;, i = 1,...,N. Ty heilit N-
dimensionaler Einheitssimplex.

Der Durchmesser von T ist gegeben durch

(T) = dlam(T)_ mlax la;—ajl.

Mi tR(T) ZSup{r B,(x) c T} bezeichnet man den Innenkegeldurchmesser von 7. O

Bemerkung:!?!
Im R? ist ein zweidimensionales Simplex etwa das Dreieck mit den Ecken ap,a;,ar, im R3

121Siehe auch [Ohl08, Bemerkung 2.9].
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§12 Die Finite-Elemente-Methode und die Diskretisierung der linearer elliptischer PDEs

ist es der Tetraeder mit den Ecken ag,ai,a»,a3, sechs eindimensionalen und vier zweidimen-
sionalen Seitensimplizes. Man erkennt leicht, dass ein s-dimensionales Seitensimplex (:i) r-
dimensionale Seitensimplexe besitzt.

Die GroBlen Ay, ..., A5 € [0, 1] sind Koordinaten, die dem Simplex besonders gut angepasst sind.

Wir gehen nun im Folgenden von einem allgemeinen Variationsproblem der Form (11.1) aus
und ersetzen dieses durch (11.2) mit dim V), < oo. V), bezeichnen wir von nun an als diskreten
Ansatzraum.

Entsprechend unserer Voriiberlegungen zerlegen wir das Rechengebiet Q fiir die Wahl des end-
lichdimensionalen Unterraums in n, disjunkte Simplizes, also Teilgebiete T;, auch als Elemente
bezeichnet, s.d.

n
Q= U T;.
i=1
und veranschaulichen unser Vorhaben anhand von folgendem Beispiel: !>
Beispiel 12.1

Als Beispiel einer solchen Zerlegung betrachten wir also nun die Triangulierung eines zweidi-
mensionalen Gebiets mittels eines Dreiecksgitters:

S PINDINDTIN

Abbildung 6: Grobe und feine (zuldssige) Zerlegung eines zweidimensionalen Gebiets.

1228iehe auch [Meyl1, Beispiel 13.2].
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

n, bezeichne von nun an die Anzahl der Punkte (Knoten), die Gitterweite 4 wird definiert durch

h = max p(T)),
1<i<n;
wobei p(T;) wieder der Durchmesser des Dreiecks T; ist.
Eine andere Moglichkeit ist durch eine Zerlegung in Vierecke gegeben, fiir dreidimensionale
Gebiete ist wie bereits erwihnt eine Zerlegung in Tetra- aber auch Hexaeder tiblich. Eindimen-
sionale Gebiete werden natiirlich stets in Intervalle zerlegt. o

Bemerkung:

Es ist klar, dass eine solche exakte Uberdeckung von Q nur moglich ist, falls Q ein polygonal
berandetes Gebiet ist. Andernfalls ist es notig mit gekriimmten Elementen zu arbeiten, oder man
macht einen zusitzlichen Fehler durch die Approximation des Randes durch einen Polygonzug.

Bei der Finiten-Elemente-Methode verwendet man als V;, den Raum der stetigen Funktionen,
die auf jedem Element, d.h. stiickweise, ein Polynom vom Grad ¢ > 1 darstellen. Dass dadurch
in der Tat ein Ritz-Galerkin-Verfahren entsteht, d.h. dass in unserem Fall V,, c V = H(l) (Q) gilt,
verdankt man der Aussage des folgenden Satzes:

Satz 12.1
Sei k > 1 und Q ein beschrinktes, polygonal berandetes Gebiet. Eine stiickweise beliebig oft

differenzierbare Funktion v : Q>R gehort genau dann zu H*Q), wenn v e C"_l(ﬁ) gilt. N

Beweis Siehe [Bra07, II 5.2]. Der Beweis geht von einer zuldssigen Zerlegung von Q aus, wel-
che in Def. 12.2 nachgereicht wird. Da wir spiter nur noch von solch einer Zerlegung ausgehen,
ist dies hier durchaus legitim. -

Wir werden also etwa Elemente aus C°(Q) betrachten, die nur in H'(Q) enthalten sind. Aus
Satz 12.1, sowie dem Vorgehen aus Beispiel 3.1, in welchem wir die schwache Ableitung einer
stetigen und stiickweise glatten Funktion berechnet haben, folgern wir sofort:

Korollar 12.1 i
Sei Q c RN, N > 1, ein beschriinktes Gebiet. Ist eine Funktion v: Q — R stetig und stiickweise
beliebig oft differenzierbar, dann gilt v e W (Q). o

Es gilt also, dass die etwa dreiecksweise definierten und dort konstanten partiellen Ableitungen
einer Funktion in V}, zusammen die schwache Ableitung der Funktion bilden. Vj;, C V ist also
erfiillt.

Wir machen uns nun daran, unser V), sowie die bereits erwihnten bendtigten Lagrange-Elemente

zu definieren.
Die durch unser Vorgehen entstehenden Unterriume sind endlichdimensional, es gilt also wie
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angestrebt dimV <f n < oo, es existiert also eine Basis {¢;}?_ |, s.d. jedes v, € V), geschrieben

werden kann als
n

n(x) = ) viegi(x) (12.1)

i=1
. = def
mit v = (v1,...,v,)" eR"

Wir betrachten nun folgendes Beispiel'?® zur Erstellung eines geeigneten endlichdimensionaen
Unterraums Vj, sowie einer fiir unser weiteres Vorgehen geeigneten Basis dieses Raums.

Beispiel 12.2
Ein Beispiel fiir V;,, an dem wir im Folgenden auch festhalten wollen, ist wie bereits angedeutet
etwa der Raum der stetigen und stiickweise linearen Funktionen:

Vi={veC@) i, € Pi(Ty) Viell,....n}), (12.2)

wobei die 7; Simplizes im Sinne von Def. 12.1 darstellen. Die sogenannte nodale (oder auch
knotenbasierende) Basis bildet auf diesen Rdumen eine mogliche Basis:

{pi ?51 C Vi, @i(a)) =6ij. (12.3)

Hierbei sind (a j);i , die Knoten der Triangulierung, die ¢; bezeichnet man als Ansatzfunktionen,
die Anzahl der Knoten n,, stimmt mit dim V), iiberein.

Im Fall eines eindimensionalen Gebiets haben die oben beschriebenen linearen Ansatzfunktio-
nen folgende Form:

Abbildung 7: Lineare Ansatzfunktionen bei uniformer Triangulierung eines eindimensionalen
Gebiets.!?*

123Siehe auch [Mey11, Beispiel 13.4].
124ygl. [Meyl1, S.69].
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Die Gitterweite betrégt hier stets 4 = 1/n;, die Intervalle sind also stets gleich grof3. Man spricht
von einer uniformen Triangulierung. Aufgrund ihrer Form bezeichnet man die linearen Ansatz-
funktionen in diesem Fall auch als Hutfunktionen. Im zweidimensionalen Fall nehmen diese
erwartungsgemal Pyramidenform an und werden dementsprechend auch als Pyramidenfunktio-
nen bezeichnet. O

Abbildung 8: Pyramidenfunktion auf gleichméBig (zuldssig) trianguliertem Einheitsquadrat.

e
-

Fiir unser weiteres Vorgehen benétigen wir eine bestimmte Art der Triangulierung:

Definition 12.2
Sei Q c RY ein beschrinktes Gebiet und

d . . . . .
T f {T;:j=1,...,n; T;ist N-dimensionaler Simplex im RV,

T» heift zuldssige oder (geometrisch) konforme Zerlegung von € falls gilt:

S

«a-=UT,
Jj=1

o Fiir je zwei 7,75 € 7}, mit S f Ty NT, gilt: § ist entweder eine leere Menge, oder ein

(N — k)-dimensionales Seitensimplex von 7'} und 7> fiir ein k € {0, ..., N}, im Falle einer
Dreieckszerlegung etwa also eine gemeinsame Kante oder Ecke.

Die Gitterweite von 7}, wird analog zu Beispiel 12.1 definiert durch

h= T).
lTnea%p( )

Eine Familie von Zerlegungen {7} heifit quasiuniform oder shape-regular, wenn ein k > 0 exis-
tiert, s.d. fiir alle 77, gilt:

p(T)
R(_T) <k VYT €Ty, (12.4)
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wobei R(T) wieder der Innendurchmesser von 7T ist. Man bezeichnet « als Quasiuniformitits-
o)

konstante, den Quotienten RD als Aspektverhiltnis von 7. o
Bemerkung:'?>

Durch Quasiuniformitit wird vermieden, dass etwa im zweidimensionalen Fall bei feinerer Git-
terweite die Dreiecke nicht beliebig spitz werden, was sich negativ auf den Interpolationsfehler
auswirken wiirde. Dies kann etwa durch wiederholte Dreieckshalbierung bei Gitterverfeinerung

geschehen. Dreiecke folgender Form sollen dadurch also vermieden werden:

Abbildung 9: Spitzes Dreieck T mit Durchmesser p(7) und Innendurchmesser R(T').!%6

Nach obiger Definition wire eine unzulidssige Zerlegung etwa gegeben durch:

Abbildung 10: Beispiel einer unzulissigen Zerlegung des Einheitsquadrats.

Die Definition von Finite-Elemente-Rdaumen basierend auf einer Triangulierung 77, erfordert
lediglich die Angabe lokaler Funktionenrdume auf den Simplizes. Zudem muss festgelegt wer-
den, wie diese lokalen Funktionen dann global zusammengesetzt werden. Dazu betrachten wir
zunidchst folgende Definition und fassen anschlieBend unsere bisherigen Ergebnisse zusammen.

125Siehe auch [Meyl1, S.74].
126yg]. [Meyl11, S.74].
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Definition 12.3 ,

Sei T c RY ein N-dimensionaler Simplex. Sei N = {a;:i=0,...,N} die Menge der Ecken von
T. Dann ist durch die Angabe von Werten in den Punkten a; € N eindeutig eine lineare Funktion
p € P1(T) definiert. Durch © =4 {¢i : gi(a;) = 0k, i,k =0,...,d} ist eine nodale Basis von P1(T)
gegeben. Wir bezeichnen das Tripel (T, @, N) als lineares simpliziales Lagrange-Element.

Die Basisfunktionen werden oft auch Formfunktionen oder shape functions genannt, N bezeich-
net die Menge der nodalen Variablen. o

Bemerkung:'?’
Die Wohldefiniertheit des linearen simplizialen Lagrange-Elements folgt unmittelbar aus der
Form der Basisfunktionen und die daraus folgende Darstellung der Funktionen aus P (7’).'%®

Wir kehren nun zu unserem Vorgehen aus Beispiel 12.2 zuriick und beschreiben nun entgiil-
tig unseren linearen Finite-Elemente-Raum V),

Definition 12.4
(i) Sei Q c RM gemif den bisherigen Voraussetzungen und 77, eine zulissige Triangulierung
von Q. Der Raum der linearen finite Elemente auf simplizialen Gittern sei definiert durch
(12.2).

(i) Sind aj, j=1,...,n, die Knoten der Triangulierung 77, so ist eine Funktion v, € V), durch
die Vorgabe von Funktionswerten in den Ecken vj(a;) eindeutig definiert. Insbesondere
gilt dadurch dimVj, = n,,.

Eine Basis von V), ist gegeben durch (12.3). Wie bereits erwihnt, bezeichnet man diese
Basis als nodale oder Knotenbasis.

(iii) Ist (To, @, N) das lineare Lagrange-Element auf dem Einheitssimplex T und v € V), ge-
geben durch

p

vn(x) = > valagi(x),

i=1
so gilt fiir beliebige Simplizes T € 7, mit Ecken dy,...,dy

N

valr(¥) = Y @)@k (o),

i=1

wobei F : Ty — T die Referenzabbildung129 und &; € ® die Formfunktion des Referenz-
elements T ist. o

127Siehe auch [Ohl08, Bemerkung 2.14].
128vergleiche auch Beispiel 12.2.
1297um Begriff der Referenzabbildung bzw. -element siehe z. B. [Bra07, IT 5.12].
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Um die Zulissigkeit obiger Definition zu verdeutlichen, beziehen wir unsere bisherigen Uberle-
gungen mit ein:'3°

Anmerkung 12.1

Wir stellen fest, dass Vth € P1(T") durch die Vorgabe von Werten in den Eckpunkten der Tri-
angulierung wohldefiniert ist. Die globale Stetigkeit von v, folgt direkt daraus, dass fiir zwei
Simplexe 71,71, € 7 mit einer gemeinsamen Fliache S =T N T gilt: vh| s € P{(S). Analog zum
ersten Teil folgt, dass vh| ¢ durch die Vorgabe von Werten in den Eckpunkten der Triangulierung

eindeutig bestimmt ist, was wiederum v, € C(Q) entspricht. o

Auf den bisherigen Ergebnissen aufbauend wollen wir nun, wie in §11 angedeutet, mit Hilfe der
Finiten-Elemente-Methode, ein zu (11.2) dquivalentes lineares Gleichungssystem herleiten, um
yp berechnen zu koénnen.

Durch Einsetzen von (12.1) wird (11.2) zu

n

> algigily;=F(g) Vi=1,...,n Ay = b, (12.5)
j=1

wobei A € R™" und b € R" mit

def def
Aij 2 algiej] und b; = F(gy). (12.6)

Zur Losbarkeit von (12.5) betrachten wir folgende, sehr an das Lemma von Lax-Milgram 5.2
erinnernde Aussage:

Lemma 12.1

Sei V Hilbertraumund a: VXV — R symmetrische, koerzive und beschrdnkte Bilinearform, Vy, C
V endlichdimensionaler Unterraum mit Basis {¢;};_,. Dann ist A € R™" qus (12.6) symmetrisch
und positiv definit und damit invertierbar. o

Bewers 3! Da a symmetrisch ist, gilt dies natiirlich auch fiir A. Zum Beweis der positiven
Definitheit sei y; € V), beliebig, y € R" sei der Koordinatenvektor von yj, zur Basis {¢;}7_|. Aus

der Basiseigenschaft folgt, dass ; #0=y,#0.
Aus der Koerzivitét von a folgt:

T _ 1 R
y Ay = Z yialei,9;1y; = alynynl = Bollyally, >0 Yy #0,
ij=1

also ist A positiv definit. -

130giehe auch [Ohl08, Bemerkung 2.18].
131§jehe auch [Mey11, Lemma 13.6].
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Beispiel 12.3 (Lineares Gleichungssystem fiir die Poissongleichung!3?)

Im Fall unseres Modellproblems bzw. der schwachen Formulierung der Poissongleichung (5.4)

nehmen A und b die folgenden Formen an:
Aij = f Vei-Vejdx, b o f foidx (12.7)
Q Q

mit f € L*(Q) gegeben. Dementsprechend ergibt sich

N n
A;:b@ZLVg&i-Vgojdxyjzj;fgoidx Vi=1,...,n. (12.8)
j=1

Eine Matrix dieser Form nennt man Steifigkeitsmatrix, der Vektor b wird als Lastvektor bezeich-
net.'33 Nach dem Beweis des Satzes von Friedrich 5.1 ist die Bilinearform a[y, v] = fQ Vy- Vv dx
beschrinkt und koerziv in Hé(Q), daher ist A nach Lemma 12.1 invertierbar, falls {¢;}! | eine
Basisvon V, CcV = H(l) (Q) bildet. Fiir die linearen Ansatzfunktionen aus Beispiel 12.2 bzw. Def.
12.4 ist dies etwa der Fall, falls nur Funktionen gewéhlt werden, die auf dem Rand verschwin-

den, also:

1, i=j, xiel“

0, sonst. (12.9)

pi € C(Q), ¢ , eP(T) Yj=1,....,n, @i(x)) ={
J

Die Komponenten des Losungsvektors ;, die zu x; € I' gehoren, werden so in (12.8) nicht be-
riicksichtigt, da ihre Ansatzfunktionen nicht Element der Basis sind. In diesem Fall gilt aber
natiirlich aufgrund der homogenen Dirichlet-Randbedingung y; = 0, falls x; € T. Ist nr die An-
zahl der Knoten auf I', so ist die Dimension des Problems dann n,, —nr.

Durch die Transformation auf ein Einheits- oder Referenzelement konnen die Eintrige der Stei-
figkeitsmatrix im Fall von (12.9) sehr effizient berechnet werden.!3* Da sich die Triger der Ba-
sisfunktionen ¢; und ihre Ableitungen nur auf Elemente erstrecken, die x; als Eckpunkt haben,
ist A;; nur dann ungleich Null, wenn i und j Eckpunkte gemeinsamer Elemente sind. Die sich
ergebende Matrix ist also diinn besetzt, was vorteilhaft fiir die numerische lineare Algebra ist.

1328iehe auch [Mey11, Beispiel 13.8].

133Es handelt sich dabei um Begriffe aus der Festigkeitslehre.

134Betrachte dazu [Bra07, IT §8]. Fiir den Spezialfall unseres Modellproblems, allerdings mit anderen Randwerten,
betrachte [Zul08, 4.1].
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§13 Fehlerabschitzung fiir die Zustandsgleichung

Geht man wie in Beispiel 12.2 vor, so ergibt sich die Tridiagonalmatrix

2 -1 0 ... .. 0
-1
1
A=t 9
h 0
B
0 0 -1 2

Bemerkung:'?

I. A.ist die Steifigkeitsmatrix nicht positiv definit, sondern lediglich positiv semidefinit. Die po-
sitive Definitheit von A aus unserem Beispiel folgt aus der homogenen Dirichlet-Randbedingung
bzw. aus der Koerzivitit von a[y, v] = fg Vy-Vvdxin Hé (Q) aufgrund der Poincaré-Friedrich Un-
gleichung 5.3.

Wir haben bereits festgestellt, dass Lemma 12.1 sehr an das Lemma von Lax-Milgram erinnert.
Betrachtet man die Struktur beider Sitze, so erkennt man, dass die Koerzivitit der positiven
Definitheit im Unendlichdimensionalen entspricht. Positive Definitheit ist allerdings keinesfalls
notwendig fiir die Invertierbarkeit von Matrizen.

Das Lemma von Lax-Milgram ist dementsprechend lediglich ein Spezialfall einer allgemeineren
Aussage, der Fredholm’schen Alternative, die, fiir den Fall dass der Eigenwertfall nicht eintritt,
die Invertierbarkeit von kompakten Operatoren sichert. Fiir den Fall elliptischer PDEs sei dies-
beziiglich auf [EvalO0, 6.2.3] verwiesen.

Wie in §11 bereits angedeutet, gibt es noch zahlreiche Alternativen fiir Ansatzriume, bzw. -
funktionen. Es ist moglich den Grad k der Ansatzfunktionen zu erhéhen und/oder die zusétzli-
che Stetigkeit der Ableitung zu fordern. Auch der Einsatz von nicht konformen Elementen'3 ist
moglich. Dabei handelt es sich dann nicht mehr um ein Ritz-Galerkin-Verfahren nach Def. 11.2,
ein Beispiel hierfiir wiren die Discontinuous-Galerkin-Verfahren.'3’

§13 Fehlerabschatzung fur die Zustandsgleichung

Um unser schlussendliches Ziel, die Bestimmung des Diskretisierungsfehlers fiir unser Modell-
problem (10.6), zu erreichen, muss nun untersucht werden, inwiefern ein yj, € V;, das nach Lem-
ma 12.1 fiir jedes lineare stetige F € H(l) (Q)* eine Losung von (12.5) darstellt, gegen die exakte
Losung y konvergiert, wenn man die Triangulierung verfeinert und falls das der Fall ist, mit
welcher Konvergenzordnung. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns von nun an auf zwei-

135Siehe auch [Mey11, Beispiel 13.8 und Bemerkung 13.7].
136D h. v, ¢ V, siche etwa [Gro94, 4.6].
137Sjehe hierfiir etwa [G*07, 4.8] und [C*00].
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

bzw. zunichst auch noch zusitzlich dreidimensionale Gebiete. Dies entspricht auch unserem
Problem der optimalen Temperaturquelle.

Mit Satz 11.1 haben wir bereits erste Ergebnisse zur Bestimmung eines Approximationsfehlers
hergeleitet. Das Lemma von Céa und die Galerkin-Orthogonalitit besitzen, wie bereits erwéhnt,
ausgehend von der allgemeinen Aufgabenstellung (11.1) und unabhiingig von der Wahl des An-
satzraumes fiir jedes Ritz-Galerkin-Verfahren Giiltigkeit.

Im Falle unseres Ansatzes der Finiten-Elemente-Methode erhalten wir fiir die Best-Approxima-
tion-Eigenschaft (11.3) der Naherungslosung yy:

Iy =yally < crilly=vallv Yvi € V. (13.1)

Da die Aufgabe der Best-Approximation i. A. schwer zu l6sen ist, geht man zur Bestimmung
der Konvergenzordnung folgendermafen vor: Auf der rechten Seite von (13.1) ist es moglich,
eine Interpolation von y zu verwenden, d.h. v, = I,y € V}, mit geeignetem Interpolationsoperator
Iy, : V — V. Der sogenannte Finite-Elemente-Fehler ||y — y;||ly kann dann durch den Interpolati-
onsfehler abgeschitzt werden.'33

Zunichst brauchen wir jedoch noch einige zusétzliche Resultate, welche v.a. die Regularitéit von
y und somit der Zuldssigkeit des Zustands [, y, wie wir ihn betrachten werden, betreftfen.

Satz 13.1
Sei Qc RN, N = 2,3, ein beschrinktes Gebiet

i) mit glattem Rand,’?° oder
i) zusdtzlich konvex mit einem Polygonzug (N = 2) oder Polyeder (N = 3) als Rand

Dann gilt: Es existiert fiir alle f € L*(Q) eine eindeutige Losung y € H*(Q) N Hé (Q) von

fw-w dx:ffvdx Vv € Hy(Q) (13.2)
Q Q
und es gilt die Abschditzung

IVlz2 ) < cllfllz@) (13.3)
mit einer Konstanten ¢ > 0, unabhdngig von y und f.'#° o

Beweis Die Existenz einer eindeutigen Losung in Hé () wurde bereits im Satz von Friedrich
5.1 gezeigt. Fiir die zusitzlichen Aussagen y € H*(Q) und die Abschitzung (13.3) sei im Fall
von i) auf [Eval0, 6.3.2 Theorem 4] und [Eval0, 6.2.3 Theorem 6], im Fall von ii) auf [Gri92,
2.7] verwiesen. Fiir eine dhnliche Aussage beziiglich beschriinkter, konvexer Lipschitzgebiete
sei auf [Gri85, Theorem 3.2.1.2] verwiesen. -

138giehe auch [Meyl1, S.72].
139D h. ein Gebiet der Klasse C-!.
1401y, Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit c3 ;.
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§13 Fehlerabschitzung fiir die Zustandsgleichung

Wir fassen die Bedeutung von Satz 13.1 fiir unser Vorgehen zusammen:'4!

Anmerkung 13.1

Wir haben bereits in Anmerkung 5.3 festgestellt, dass man keine Inhomogenititen aus L>(Q)
benotigt, um Losungen in Hé (Q2) zu erhalten, man kommt mit Inhomogenititen aus H(l) (Q)* aus.
Wenn jedoch wie in Satz 13.1 die rechte Seite aus L*(Q) stammt, so sind die Losungen nach Ab-
schitzung (13.3) *besser’. Wir erhalten im obigen Fall der Poissongleichung sogar eine Aussage
zur maximalen Regularitit der Losung y: Gilt fiir die schwache Losung y € H*(Q), dann erfiillt
sie auch in der Tat — Ay = f punktweise fast iiberall in Q.'#?

Fiir die Finite-Elemente-Methode ist der Fall ii) besonders wichtig, da solche Gebiete besonders
einfach zu triangulieren sind. Ist das Gebiet jedoch nicht konvex, besitzt es etwa eine einsprin-
gende Ecke, so muss um diese herum das Gitter lokal verfeinert werden um die Konvergenzord-
nung zu erhalten.

Im Falle nicht glatter bzw. nicht konvexer Gebiete sei auf [A*07] verwiesen. o

Von nun an beschrianken wir uns auf eine Zerlegung des Gebiets € in Tetraeder (N = 3) und v.a.
in Dreiecke (N = 2) und den speziellen Ansatzraum

V= span{wl,...,cpnp}, (13.4)

wobei {goi}:l:” , die linearen Ansatzfunktionen aus Beispiel 12.2 sind, d.h. es gilt

g€ C(Q), ¢i - EPUT), @ilx)) =63 Yi=1....np ¥j=1...n. (13.5)
J

Beziiglich V}, ist die Lagrange-Interpolation von y gegeben durch

np

U@ Z Y Yo,
i=1

welche wir im Folgenden als Interpolation benutzen werden.

Zur Wohldefiniertheit von 7,y bendtigen wir den Sobolew’schen Einbettungssatz 4.3:143
Obwohl y € H*(Q)N H& (Q) als Losung der PDE im schwachen Sinne nicht punktweise definiert
ist, so wissen wir aus Satz 4.3 dass H>(Q) — C(ﬁ) fiir N < 3, was so zu verstehen ist, dass es
in der Aquivalenzklasse von y € H>(Q) genau einen Reprisentanten gibt, der stetig auf Q ist.
Diesen benutzt man bei der Definition von i : H*(Q) — C (ﬁ) in Def. 4.6 bzw. bei der Definition
von Ipy.

141§iehe auch [Mey11, Bemerkungen 13.12 und 13.13].

142Man kann dies durch partielle Integration und anschlieBender Anwendung des verallgemeinerten Fundamental-
lemmas der Variationsrechnung (siehe [Alt06, 1-16]) beweisen.

143Siehe auch [Mey11, Bemerkung 13.14].
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Zur nun folgenden Abschitzung des Interpolationsfehlers y — I;y kehren wir zu einer Zuldssi-
gen Zerlegung nach Def. 12.2 zuriick und gehen von nun an von solch einer Triangulierung des
Gebiets Q aus.

Satz 13.2 (Interpolationsfehler)
Seien'y € H*(Q) und {(T},} eine Familie von zuliissigen, quasiuniformen Triangulierungen, dann
gilt

ly = Iyl < ™Il

mit t € {0, 1} und einer Konstanten c = c(Q,k,t) > 0, mit der Quasiuniformititskonstante k aus
(12.4)."%* Wie schon vorher gilt H'(Q) = L*(Q). o

Beweis Bei dem Satz handelt es sich um einen Spezialfall von [Bra07, II 6.4]. Fiir den Beweis
spielt das Bramble-Hilbert-Lemma'#’, sowie ein Transformationssatz auf ein Referenzelement,
wodurch die Quasiuniformitét ins Spiel kommt, eine ausgezeichnete Rolle. Um Beweis und
Aussage komplett nachzuvollziehen betrachte [Bra07, II §6]. -

Mit Hilfe obiger Aussage iiber den Interpolationsfehler ist es uns nun moglich ein erstes Resultat
der Finite-Elemente-Approximation zu beweisen:

Satz 13.3 (H'-Fehler)

Sei f € LX(Q) und Q erfiille die Voraussetzungen aus Satz 13.1. Es sei zudem eine Familie {T},}
von zuldssigen und quasiuniformen Triangulierungen gegeben. Auflerdem sei V), der diskrete
Ansatzraum der linearen Ansatzfunktionen aus (12.9). Sind ye V = Hé (Q) und y, € Vy, die ein-
deutigen Losungen von (13.2) bzw. (12.8), dann existiert eine Konstante c > 0, unabhdngig von
f und h1% s.d.

Iy = yallgi@) < chllfllz @)

gilt. o
Bewers 47 Die Aussage ist eine direkte Folgerung der Sitze 11.1, 13.2 und 13.1. Mit ihnen gilt:

Iy = yallgi@) < cirally = Iyl ) < criici2hllyllzg) < criicizzcizahllfllz )

Hierbei ist zu beachten, dass sich 7,y auch mit der Basis aus (12.9) darstellen ldsst:
Aus den homogenen Dirichlet-Randwerten folgt y(x;) = O fiir x; € I, also

U@ = > yoiei(x)

x;i¢l u

1441y Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit c13».
143Siehe z. B. [Bra07, 11 6.3].

14611 Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit c13 3.
147Siehe auch [Meyl11, Satz 13.17] oder [Her12, Satz 16.5].
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§13 Fehlerabschitzung fiir die Zustandsgleichung

Wegen H'(Q) — L*(Q) folgt aus obigem Resultat sofort

ly = yullr2 @) < c1330llfllz2)

Wir werden nun sehen, dass sich das Resultat noch um eine i-Potenz giinstiger gestalten lésst,
wenn der Fehler in der L2-Norm gemessen wird.!*® In der Literatur wird folgender Satz auch oft
als Lemma von Aubin-Nitsche oder *Nitsche-Trick’ bezeichnet. Der Beweis wird mittels eines
Dualitdtsargument geschehen, das eine Folgerung des Riesz’schen Darstellungssatzes 4.2 ist.

Satz 13.4 (L*-Fehler)
Es seien die Voraussetzungen aus Satz 13.3 erfiillt. Dann gilt:

ly = vallz2) < ch?l1 £l 20

mit einer Konstanten ¢ > 0, unabhingig von f und h.'* o

Bewers 2 Wie bereits angedeutet, benutzen wir eine Folgerung des Riesz’schem Darstellungs-
satzes:

Da der Riesz-Isomorphismus eine Isometrie ist, d.h. dass die Norm von y —yj, gleich der Norm
des durch y —yj;, erzeugten Funktionals ist, folgt aus Satz 4.2:

1=y &) 12|
ly=yullp2y = sup —————

gel?(Q) ||g”L2(Q)
g#0

(13.6)

Wir betrachten nun die zu (11.1) adjungierte Gleichung, welche wie im Fall der Herleitung der
Optimalititsbedingung erster Ordnung durch (10.10), d.h. durch

a[v,p]:fgvdx Vv € Hy(Q) (13.7)
Q

gegeben ist. Fiir jedes g € L?(Q) existiert nach dem Lemma von Lax-Milgram 5.2 ein p € Hé(Q),
welches (13.7) eindeutig 16st. Fiir die Wahl von y — y;, als Testfunktion in der adjungierten Glei-
chung erhélt man

0=y = f gy —=yn)dx = aly—yn,pl = aly —yn, p— Inpl.
Q

Bei der letzten Umformung konnten wir aufgrund von I,p € V), die Galerkin-Orthogonalitét
(11.4) verwenden. Nach Satz 13.1 gilt p € H(l)(Q) fiir jedes g € L*(Q).1! Daher folgt aus Satz
13.2

lp = Inpllgi @) < ci32hllpllgz ) < c132¢13.10l18l 2 ()

148Man konnte dies bereits nach Satz 13.2 erahnen.

1497 Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit 13 4.

1508iehe auch [Mey11, Satz 13.18] oder [Her12, Satz 16.7]. Vgl. auch [Bra07, II 7.6].

I51Beachte dazu, dass (13.7) aufgrund der Symmetrie von a die Struktur der Poissongleichung (13.2) besitzt.
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V' Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Aus der Beschrinktheit von a, sowie Satz 13.3 erhalten wir also

| =y &) 120l = laly = yn, p — Inpll
<aolly = yaullgr@llp = Inpllg @)

2
< ciacizacshlfllzolglizg)-

Die Aussage erhilt man dann durch Einsetzen in (13.6). -

§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Wir haben nun die Zustandsgleichung durch die Finite-Elemente-Methode diskretisiert und hier-
fiir auch den Diskretisierungsfehler abgeschitzt. Wir wollen nun die restlichen Terme unseres
Modellproblems (1.5) bzw. (10.6) fiir eine numerische Berechnung handhabbar machen und uns
dann auch hier schlussendlich mit dem Diskretisierungsfehler beschiftigen.

Um zu einer endlichdimensionalen Aufgabe zu gelangen, sollten also noch Zielfunktional und
Nebenbedingung diskretisiert werden, was insbesondere auch eine Diskretisierung der Steue-
rung impliziert. Wie bereits zu Beginn der Arbeit erwihnt, werden wir nun zunéchst ein Vorge-
hen betrachten, bei dem die Steuerung explizit nicht diskretisiert wird, was die Approximations-
fehler-Analysis sehr viel einfacher macht. Der Implementierungsaufwand erhoht sich dadurch
allerdings, was uns aber nicht weiter interessieren wird, da fiir uns hier theoretische Ergebnisse
Vorrang haben.

Fiir den weiteren Verlauf nehmen wir folgende Grundvoraussetzungen an, um die Diskussion
und v.a. die Fehlerabschitzung zu vereinfachen. Im Bezug auf unser Modellproblem der opti-
malen Temperaturquelle sind diese groBtenteils auch durchaus legitim:'>?

(1) Qist konvex und polygonal (N = 2) bzw. polyhedral (N = 3) berandet.
(2) Fiir den Zielzustand y, gilt: y; € H(Q).
(3) Die betrachteten Triangulierungen sind zulissig und quasiuniform.

(4) Der diskrete Ansatzraum fiir die PDE ist der Raum der linearen finiten Elemente, d.h.
durch (13.4) und (13.5) gegeben.

(5) Die Schranken u, und u;, in den Box-Restriktionen sind konstant.

(1) und (3) versichern uns, dass die Sitze 13.3 und 13.4 anwendbar sind. Der Losungsoperator
der Zustandsgleichung sei wieder S : LX(Q) — L2(Q).133 Analog definieren wir als Losungsope-

1528iehe auch [Her12, Voraussetzung 16.9 und S.108] oder [Mey11, S.76].
133Siehe (7.6).
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

rator der diskreten Gleichung (12.8) mit f = u durch:'>*
Shiue yn S Q) — LX(Q),
d.h.

np

ZLV%'V%CZX)’]':LM%CZX Yi=1,...,n,
j=1

(:)nyh-Vvhdx=fuvhdx Yv, € Vj.
Q Q

wobei wir ausgenutzt haben, dass y; = > yi@i(x) und {¢;} eine Basis von V}, ist. Die Steifigkeits-
i

(14.1)

matrix ist nach Lemma 12.1 invertierbar und es gilt V}, € L?(Q), daher ist obiger Operator fiir
alle & > 0 wohldefiniert. Zudem gilt:

Lemma 14.1
Sy L2(Q) — L*(Q) ist linear und beschrinkt, d.h S, € LIL*(Q)) und es gilt:
N <
h 2 > 7
L(L*(Y) Bo
wobei By die Koerzivitditskonstante der Poissongleichung ist. o

Bewers %> Aus der Linearitit von (14.1) folgt direkt die von S';,. Sei nun u € LX(Q) beliebig und
wir setzen y, = S ,u. Aus der Koerzivitit der Bilinearform und (14.1) folgt dann
”yh“%z(g) S ”yh”%_]l(g)
Al yl = g Jouyn dx < gollull 20yl

IA

und somit die Beschrinktheit. -

Die Norm von S, ist unabhingig von £ beschrankt. Zudem gilt fiir S :

Korollar 14.1
Der diskrete Steuerungs-Zustands-Operator S, erfiillt

IS =Sl sy < e
mit einer Konstanten ¢ > 0, unabhiingig von h.'>%
Bewers 7 Der Beweis folgt direkt aus Satz 13.4, wonach gilt:
IS =S pull2) < cr3.ah®llull 2 q)-

Aus der Definition der Operatornorm folgt dann die Behauptung. -

154Siehe auch [Mey11, S.76].

155Siehe auch [Meyl11, Lemma 14.1].

156m Folgenden bezeichnen wir die Konstante ¢ der Ubersicht halber mit 14 1.
157Sjehe auch [Mey11, Korollar 14.2].
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V' Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

§14.1 Die variationelle Diskretisierung und der Diskretisierungsfehler

Wir werden nun zunichst also ein Optimalsteuerungsproblem betrachten, bei dem die Steuerung
sowie die Ungleichungsnebenbedingungen nicht diskretisiert werden. Wir werden also nur den
Zustand, also folglich die PDE, und den Zielzustand y; diskretisieren. Dies geschieht folgender-
mafen:

vq wird durch I,y; und die PDE durch die diskrete Finiten-Elemente-Gleichung ersetzt, s.d. wir
mit Hilfe von (14.1) erhalten:

Minimiere J(yu) = 5 [, lvn — Inyal*dx+4 [ lufdx
unter fQVyh Vv, dx = fquh dx Yv, eV, (14.2)

und u, <u < up fastberallinQ.

Natiirlich handelt es sich bei (14.2) immernoch um ein unendlichdimensionales Problem mit ei-
ner Losung u" e L2(Q). Dennoch ist es moglich Algorithmen zu entwerfen, um (14.2) mit dem
Rechner zu 16sen. Wir werden spéter noch darauf eingehen.

Wie bereits im vorhergehenden kontinuierlichen Fall betrachten wir die zu (14.2) dquivalente
reduzierte Aufgabe!>3:

2 2
ey ™ 220 (14.3)

d .
unter u € Uy < {(ue L2(Q) : u, < u(x) < uy fast iiberall in Q}.

L. def
Minimiere f(u) = %IIShu—IhydII +’§l||u||

Satz 14.1
(14.2) besitzt eine eindeutige Losung ™ e LX(Q), die mit y(’” und p™ eindeutig durch die Lo-
sung des folgenden Optimalititssystems gegeben ist:

fQ Vy(h) -Vy, dx = fQﬁ(h)vhdx Yv, €V,

Jo, vp™ - vwdx = [LG" = Inya)vadx Vv € Vi, (14.4)
(p(h) + /lﬁ(h),v - M(h))L2(Q) >0Vve Uad.

O

Bewers 7 Analog zum Vorgehen des Beweises von Satz 7.3 beweist man unter Ausnutzung
von Satz 7.1 sowie der Lemmata 7.1 und 7.2, dass (14.2) bzw. (14.3) eine eindeutige Losung
" e [2(Q) besitzt. S}, ist ein linearer und stetiger Operator, weshalb auch die Zielfunktion in

158Sjehe auch (10.3).
1398iehe auch [Meyl1, Satz 14.4].
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(14.3) differenzierbar ist. Daher ist Satz 10.3 anwendbar und wir erhalten als notwendige und
hinreichende Optimalitdtsbedingung:

(S5 (S pu" =Ly + ™ v —u") ) 2 0 Vv € Upg. (14.5)

Es bleibt die Form von S : L2(Q) — L*(Q) nachzuweisen. Wir gehen analog zu Lemma 10.2
vor: Seien f, g € L*(Q) beliebig. Wir betrachten die Gleichung fiir y, = S, f, d.h.

alyn,vil = ffvhdx Yv, €V
Q

und auBerdem die Gleichung

alva, pal = f gvhdx vy, € Vjy (14.6)
Q

mit der eindeutigen Losung pj, € §;. Setzt man nun p), als Testfunktion in die erste und y; in die
zweite Gleichung ein, so liefert anschlieBende Subtraktion: 160

(SZg,f)LZ(Q) = (g,Shf)LZ(Q) = (g,)’h)y(g) = (Ph,f)LZ(Q)-

Aus der Beliebigkeit von f und g folgt p, = Sg. Mit py < S:(® = Iyya) = S (S 4™ = Iya)
folgt aus (14.5) die Aussage. n
Fiir §, den diskreten Losungsoperator von (14.6) gilt:

Lemma 14.2

Es existiert ein ¢ > 0, unabhiingig von h,"%" s.d.

% * 2
157 =S all Lz < ch”. o

Bewers 192 Mit Hilfe von Korollar 14.1 und Lemma 9.1, nachdem ||S *|| = ||S || gilt, folgt direkt:
g g
IS* =S il czzayy = 168 =S )l gy = IS =Sl caay < craah® .

Mit Hilfe der bisher erarbeiteten Ergebnissen sowie den Variationsungleichungen von (10.6) und
(14.2) koénnen wir nun fiir den variationellen Fall den Approximationsfehler abschitzen.

Wie spiter im Fall der Voll-Diskretisierung handelt es sich hierbei um eine a priori Fehlerab-
schitzung. Wir schitzen den Approximationsfehler also ohne eine Berechnung der diskreten
Losung ™ ab.

160vergleiche auch den Beweis zu Lemma 10.2.

1610bwohl der Beweis zeigen wird, dass die Konstante ¢ mit der aus Korollar 14.1 iibereinstimmt, werden wir die
Konstante ¢ der Ubersicht halber im Folgenden mit c147 bezeichnen.

162§jehe auch [Mey11, Lemma 14.5].
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Satz 14.2 (Diskretisierungsfehler der variationellen Diskretisierung)
Sei 0 <A< 1, uund u™ seien Losungen von (10.6) und (14.2), y und i(h) die zugehorigen
Zustdnde. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, unabhdngig von h und A, s.d.

1
—  —(h — _—(h
=7l + 15 =5l @ < e A

BewErs '3 Wir betrachten die Variationsungleichungen fiir (10.6) und (14.2)'%%, d.h.

(S*(SU=ya)+ AUy =) 20 2 O Vv € Upy (14.7)
(S5 (S pu" = Iy + ™, v —u") ) = 0 Vv € Upa. (14.8)

Da die Steuerung nicht diskretisiert wurde, sind beide zuldssige Mengen der Variationsunglei-
chungen durch U,; gegeben. Dies ist der entscheidende Vorteil der variationellen Diskretisie-
rung, wir konnen die kontinuierliche Losung u in (14.8) einsetzen.

Zudem kann man natiirlich auch #® in (14.7) einsetzen. Hierbei ist jeweils zu beachten, dass
u,u" € Uyy da die optimalen Losungen natiirlich zuldssig sind. Die anschliefende Addition der
beiden Ungleichungen liefert uns:

0 < (S*Su—ya)+uw,u® =)+ (S S 4u" = Iya) + ™, u-u") 2
= A" -wa-u" e+ (ST —yu S @ )20 + (S " = Iyya S @ 1" (g
+Su—ya, Spu—u"” —U—-u"))2q)

=0
= a7 g + S = ST+ ya—Iiya S~ 7)) 20

(ST = ya, (S =S )@ =) 20 + (S pu" = ST+ Y4~ Iya, S @=0)) 20

=0
= A" -2, @t i ™ = SU,Su— S 4 u") 2y + (S it = ST (S 1~ ) 2 @)

+(a—Inya, Su—S yu" 2@+ Oa = Inya, (S — SHu)r2q)
+((S =S (Su-ya). 1" - W) 2.

Wegen (S 5" = S, S-S 1ii") 12y = —IIS wi™ - S 72, « folgt aus obiger Ungleichung

Al — i, g + IS pu — STl 2q) < Ga=Inyas(Sh =S 2@

+(S 5™ = S, (S = S)) 2y + O = Inya, ST~ S wit™) 20y + (S = S ) (ST =), u" 1) 12(r)-

Die letzten drei Terme der rechten Seite konnen mit Hilfe der Young’schen Ungleichung!'® mit

1638iehe auch [Mey11, Satz 14.6] und [Her12, Satz16.13].
164v/g1. auch (10.7) und (14.5).
165Es gilt fiir H Hilbertraum: |(a,b)g| < llallallbllg < o llall?, + $1bI, Va.b € Ha > 0.
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

a =1 bzw. @ = 1 abgeschitzt werden:

Al = al[7, ) +11S 5™ - Sﬁniz(g) < Oa—Inya(Sw =S

2||Sh‘<”> Sl ||<Sh S )l

LZ(Q) L2(Q)

1
— —(h) 2 2
+§||SM—ShM ||Lz(Q)+§||)’d—lh)7d||Lz(Q)
—|| [ ﬂn(S =S Su=YD2q-
Somit erhalten wir auf diese Weise:

—(h
/l“ (h)

A

_u”Lz(Q) < llva— Ihyd||L2(Q)||(Sh S)u||L2(Q)+2||(Sh S)M”Lz(g)
#3lva = Invally ) + 2711 * =S (ST~ ya)me
||Yd Ihyd||L2(Q)||Sh S||L(L2(Q))||M||L2(Q)+2||Sh S||L(Lz(Q))||M||Lz(Q)

IA

Zur weiteren Abschitzung benutzen wir nun Korollar 14.1 bzw. Lemma 14.2 fir [|S =S x|l £12(q))
bzw. [IS* =S|l £12))» sowie, weil nach Voraussetzung y, € H*(Q) gilt!%®, die Interpolations-
fehlerabschétzung aus Satz 13.2'97 fiir |lys — Iyall;2()- AuBerdem folgt aus & € U,y bzw. der
radialen Unbeschrinktheit des Zielfunktionals bei 4 > 0 die gleichméBige Beschrinktheit von
el 2(y)- Aus der Beschrinktheit von S folgt dann auch die gleichmiBige Beschrénktheit von
1S u = yallz2()-
Zusammenfassend erhalten wir also:
" =T, o < czacns 1||yd||Hz(g>||u||Lz(g)h4 3ty Il o 1
+3¢13 ol it + 27614 IS T = Yall o g, ™.
Daraus konnen wir nun folgern: Es existiert eine Konstante C, > 0, abhiingig von obigen Ab-
schitzungen, unabhingig von £ und 4, s.d. gilt:

A 1
—(h) 4
S~} g < Ca(l + Z)h .

Multiplizieren wir beide Seiten mit A, so folgt, wegen A < 1 nach Voraussetzung: Es existiert
eine Konstante Cg = Cg(C,) > 0, unabhiéingig von & und 4, s.d gilt:

(1)

_ 1
7" =l 2 ) < cﬁzhz.

166Bemerke, dass daraus auch die gleichméBige Beschrénktheit von [[y4l|g2(q) folgt.
167Fiir r = 0.
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Firy —i(h) ergibt sich die Abschédtzung aus

—(h — —(h —
5" =Sl = ||Shu<l>1—Su||H1(g>
< IS 3@ =Wl + IS 5 = $adllg o
—(h — —
< ||Sh”£(L2(Q),H1(Q))|IM( )_”||L2(Q) +ISh _S||L(L2(Q),H1(Q))”u”LZ(Q)
<

ﬂiocﬁ%hz + 141Ul 2h?.

Somit folgt: Es existiert eine Konstante C,, > 0, abhiingig von obigen Abschitzungen, unabhéin-
gig von A und 4, s.d. gilt:

- 1
5 =51l @ < Oy,

Beachte dazu Lemma 14.1, Korollar 14.1, die Form des Losungsoperators S, nach Definiti-
on, obiges Ergebnis fiir u — u™, sowie die bereits erwihnte gleichmifBige Beschrinktheit von
[l 2. Die Addition der beiden Abschiétzungen liefert dann die Aussage fir c =Cg+C,. u

Aus Satz und Beweis kann man einige Schliisse ziehen: '8

Anmerkung 14.1
Aus dem Beweis kann man ersehen dass gilt: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, unabhéngig von
h s.d. gilt:

=720 + 17 =71 < ch?

fiir den Fall, dass A > 1, gilt. Im praktischen Fall spielt dies jedoch i. A. eine untergeordnete Rol-
le. Wichtiger ist der Fall 1 <« 1, weshalb die Abhingigkeit des Approximationsfehler fiir kleine A
explizit beriicksichtigt wurde. Dennoch lésst sich erkennen, dass trotz einer quadratischen Kon-
vergenz des Fehlers beziiglich A, dieser fiir kleine Werte von A dennoch sehr grof3 werden kann.
AuBerdem fillt auf wie wichtig die notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen in
Form der Variationsungleichung aus §10 sind, da der Beweis von Satz 14.2 im Wesentlichen auf
diesen beruht.

Es fillt auBBerdem auf, dass in die Konstante ¢ Daten der exakten Losung eingehen, was typisch
fiir a priori Abschitzungen ist.

Zudem kann man erkennen, dass die Approximationsfehlerordnung ebenso gut ist, wie die des
reinen Finiten-Elemente-Fehlers'®®, dazu aber spiter mehr. o

Das Problem der Implementierung fiihrt zu folgendem Gedankenspiel, bei dem vorherige Uber-
legungen, wieder v.a. aus §10, eine entscheidende Rolle spielen.!”” Eine Ubersicht dazu findet
sich auch in [H"09, 3], fiir ausfiihrlichere Informationen sei auch auf [Hin05] hingewiesen.
Anmerkung 14.2

Da die Steuerung nicht diskretisiert wurde, sich dementsprechend also im Funktionenraum be-
findet, kann man auf (14.2) also nicht ohne Weiteres ein Verfahren der nichtlinearen Optimie-
rung, wie etwa die Aktive-Mengen-Strategie!”!, anwenden. Wir konnen jedoch das Optimali-

168Giehe auch [Her12, Bemerkung 16.14] oder [Mey11, Bemerkungen 14.7 und 14.8].
1698jehe Satz 13.4 zum L2-Fehler.

1708iehe auch [Her12, S.109] oder [Mey11, Bemerkung 14.9].

171Siehe dazu etwa [Tro09, 2.12.4].
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

titssystem (14.4) benutzen um eine Losung mit dem Rechner zu finden.

Ahnlich wie im kontinuierlichen Optimalititssystem aus §10.2 Lisst das System (14.4) eine
punktweise Interpretation zu und kann so, analog zu (10.19), auf folgende Projektionsformel
iibergefiihrt werden:

_ 1
M (x) = P, (0.up(0)] (— Zp(h)(x)).

Weil p als Losung der diskreten adjungierten Gleichung in Vj, liegt gilt: Die variationell-
diskretisierte Losung u™ ist die punktweise Projektion einer Funktion auf Vj, auf das in unserem
Fall konstante Intervall [u,, up]. Eine solche Funktion ldsst sich dann im Rechner abbilden. Der
erhebliche Mehraufwand bei der Implementierung kommt dann aber daher, dass die projezierte

Funktion nicht mehr auf dem Triangulierungsgitter ’lebt’. o

§14.2 Die Voll-Diskretisierung und der Diskretisierungsfehler

Zuriickblickend konnte also die Diskretisierung der Steuerung den Vorteil haben die Implemen-
tation zu vereinfachen und den Einsatz fertiger Software der endlichdimensionalen nichtlinearen
Optimierung zu ermoglichen. Genau dies wird auch der Fall sein und so fordern wir nun, dass
auch die Steuerung aus einem endlichdimensionalen Uj gewihlt wird. Wir erhalten somit fol-
gende Aufgabe:

Minimiere J(yp,up) = %fg lyn — Inyal*dx + ’51 fQ |lup|*dx

unter uy € Uy,
(14.9)
und J;z Vyp - Vvpdx = fQ upvpdx Y, € Vy,

sowie u, < uy < uy, fast tiberall in Q.

Zur Wahl von U, betrachten wir von nun an zwei spezielle Beispiele:'72

Beispiel 14.1

Sei Q € RN erneut in n; Elemente (Dreiecke oder Tetraeder fiir N = 2 oder N = 3) zerlegt. Als
Moglichkeiten fiir Uy, betrachten wir

DU Vi=vec@ | eri() Vie(l,...n).

2) U ve2@)1v| eRo(Ty Vie (L, nl) = (ve LAQ):v| =konstant Vi€ (1,....n).
Es handelt sich in beiden Fillen um Finite-Elemente-Riume auf demselben Gitter wie V).
In 1) benutzen wir also wie bei der PDE den Raum der linearen finiten Elemente aus Def. 12.4.

Wir wissen, dass dann dim U;ll) = n,,173 gilt, eine Basis ist durch (12.3) gegeben.

172Siehe auch [Her12, S.109 f.] oder [Her12, Beispiel 14.10].
113y p entspricht wieder der Anzahl der Knoten, sie Beispiel 12.2.
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

In 2) approximieren wir die Steuerung durch stiickweise konstante Funktionen. Durch

I,XET,'

0.x¢T (14.10)

i, cUY, yi(x) = {

ist, wie man leicht erkennt, eine Basis dieses Raumes gegeben. Au3erdem gilt dann dim U;l()) =ny.

Abbildung 11: Basisdarstellung fiir die Approximation durch stiickweise konstante Funktionen im
uniform triangulierten eindimensionalen Fall.!7#

Diese Funktionen sind nun nicht mehr schwach differenzierbar, weil sie offensichtlich nicht
stetig sind.!”> Im Sinne eines Galerkin-Verfahrens, wire dieser Raum fiir die Diskretisierung der
PDE nicht zu gebrauchen. Dass wir die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen aber dennoch
zur Diskretisierung der Steuerung benutzen konnen liegt daran, dass die Steuerung nur auf der
rechten Seite der PDE auftaucht und somit nicht differenziert werden muss. O

Es ist keinesfalls klar, dass es sich bei (14.9) um ein endlichdimensionales Optimalsteuerungs-
problem handelt. Dies hiingt davon ab, inwiefern sich die Wahl von U}, auf die Ungleichungsne-
benbedingungen auswirkt.

Bei unseren Beispielrdumen aus Beispiel 14.1 wollen wir dies nun genauer untersuchen.

Im ersten Fall, also fiir U/(il) gilt
p

w(x) = > uipi(x). 170

i=1

174ygl. [Mey11, S.82].
175y gl. auch Beispiel 3.1.
176Sjehe auch (12.1).
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Analog zum Beweis des folgenden Lemmas iiberlegt man sich, da die Ansatzfunktionen ¢; fiir
i=1,...,n, nichtnegativ sind und

p
pix) =iy Y @ix)=1,Vi=1,...,np, ¥xeQ
i=1

erfiillen, dass folgende Aquivalenz gilt:
ug < up(x) < up fast iberall in Q © u, <u; <uy Yie{l,...,nph (14.11)

Da uy, € Uy, wie wir noch sehen werden, in beiden Fillen durch endlich viele Box-Ungleichungen
realisiert werden kann, ist dies fiir unsere Uberlegungen von erheblicher Bedeutung, da uns da-
durch erméglicht wird, (14.9) in ein endlichdimensionales quadratisches Programm zu {iberfiih-
ren:!7

Die sogenannte Massenmatrix M € R"»*"» wird dann definiert durch

def
M;; 2 fsoisojdx-
o

Damit zeigt sich dann beziiglich der diskreten PDE in (14.9) folgende Aquivalenz:

np

p
ZIVQDi‘VQDjdxyj = Zf‘ﬁi%dxuj Vi=1l,....no Ay =Mu
=178 Ve
mit A, der Steifigkeitsmatrix aus (12.7), das Zielfunktional 14sst sich dann ausdriicken durch
o 1 - =T —- AT
JOnsun) =J(y,uw) = 5(y =y ) M(y =y )+ 5u Mu
mit (§d)i =ya)(xi),i=1,...,n,p.

Um (14.9) nun schlussendlich in ein dquivalentes quadratisches Programm umzuwandeln defi-
nieren wir noch z, r, g € R? und G € R*»**» Q,H € R*»**"» durch:

~def( y def (M0 ~def [ My,

def def [ 0 =1 — def —Ea
G=(A —M),H_(O / ),r—( o )

(14.12)

. . . . .. - = =T def — .
wobei I die (n, X n,)-Einheitsmatrix ist und ug4, up € R",u, <] (ug,-..ug), up wird analog
definiert.

177Siehe auch [Meyl11, S.83] oder [Her12, S.110 ff.].
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Dann ist folgendes quadratisches Programm &quivalent zu (14.9), wobei wir den konstanten

T
Anteil des Zielfunktionals % yasMy, weglassen werden, da dieser bei der Optimierung keine
Rolle spielt:

Minimiere 5z Qz-q z

unter GZ =0 (14.13)

und Hz <r.

Nun betrachten wir noch den zweiten Fall der konstanten Ansatzfunktionen, d.h. Uj, = U;lo). Wir
werden diesen Fall genauer betrachten da wir an diesem auch im Falle der Voll-Diskretisierung
den Approximationsfehler abschétzen wollen.

Wie in (14.11) zeigen wir:

Lemma 14.3
Sei uy, € U;lo) gegeben, d.h. es existiert ein u € R™ mit

n

up = Z uihi(x).

i=1

Dann gilt:
ug < up(x) <up fastiberallin Q © u, <wu; <up Yie{l,...,ns.

Bewers 178 Exemplarisch betrachten wir die obere Schranke uy, fiir u, geschieht die Argumen-
tation analog. Es sei uy, € Uy, und up(x) <up VYx € Q. Seii € {1,...,n,} beliebig. Nach (14.10) gilt
somit Vx € T;:

ny
up > up(x) = Z ujy j(x) = upi(x) = u;.
j=1
Aus der Beliebigkeit von i folgt somit die Hinrichtung. Zum Beweis der Riickrichtung nehmen
wir an, dass u; < up, Vi€ {1,...,n,}. Da die y; nichtnegativ sind folgt dann

n

ny
up(x) = Z uii(x) < max u; vi(x)  <up
=1 S =1
———
=1 fast iiberall in Q

fiir fast alle x € Q und damit die Aussage. "

178Siehe auch [Her12, Lemma 16.15] oder [Mey11, Lemma 14.11].
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Nach (14.10) gilt:

Zl,//,-(x) =0 VxedT;, iell,...,n).

(JdT; ist allerdings eine Nullmenge und spielt daher bei den Elementen von (14.9) keine Rolle.

l
Mit Lemma 14.3 ist es nun auch im Fall Beispiel 14.12) moglich ein zu (14.9) dquivalentes
quadratisches Programm herzuleiten:'7”
Seien dazu die Eintrige zweier Matrizen N € R">*™ und R € R"»*" wie folgt definiert:

def def
Nij = flﬂilﬁjdx, R;; = fgoiw,-dx.
Q Q

Somit gelten fiir diskrete PDE und Zielfunktional aus (14.9):
np

ny N N
ZlfQVgpi-Vgpjdxyj: %L¢iwjdxuj Vi=1,....ne Ay =Ru,
i= .. Al: L L T
JOmun) = J(y,u) =5y =y )" My =y )+5u Nu.

Wir definieren nun 221\ e RW* r e R und H € R¥>p+n) analog zu (14.12) sowie Q €
Ryt ynd G € R *m) durch
def{ M O def

Q:( 0 ﬂN),G:(A R )
und erhalten auch dann ein quadratisches Programm der Form (14.13) das dquivalent zu (14.9)
ist.
Wir fassen also zusammen: '8°
Anmerkung 14.3
Mann kann also (14.9) sowohl im Fall von U;l()) als auch im Fall von U](Tl) in ein dquivalentes
endlichdimensionales quadratisches Programm umformulieren. Dies funktioniert aber in der Tat
nicht immer so einfach. Im Fall quadratischer Ansatzfunktionen etwa gilt eine Aquivalenz wie
in Lemma 14.3 nicht ohne Weiteres, da diese zum Teil negative Werte annehmen. In diesem Fall
miissten weitere Approximationen vorgenommen werden (welche natiirlich die Fehlerabschét-
zung zusitzlich beeinflussen) um ein endlichdimensionales quadratisches Programm zu erhalten.
Ein solches quadratisches Programm kann dann jedenfalls mit Standardsoftware!8! gelost wer-
den. I. A. darf dazu jedoch die Dimension, die wie beschrieben von der Gitterweite der Tri-
angulierung abhéngig ist, nicht zu grof} sein. Allerdings muss die Gitterweite bei PDEs oft sehr
klein gewihlt werden um ein aussagekriftiges Ergebnis zu erhalten s.d. der Einsatz einer solchen
Software zur Losung von diskreten Optimalsteuerungsproblemen oft nur bei zweidimensionalen
Gebieten und mit miBiger Gitterweite moglich ist. o

179Siehe auch [Mey11, S.84] oder [Her12, S.110 fF.).
180Siehe auch [Her12, Bemerkung 16.16] oder [Mey11, Bemerkungen 14.12 und 14.13].
181 Etwa quadprog.m in MATLAB.
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

Wie bei der variationellen Diskretisierung wollen wir nun auch im Fall der Voll-Diskretisierung
den Approximationsfehler genauer untersuchen. Wir beschrinken uns hierbei, wie bereits er-
wihnt, auf den zweiten Beispielunterraum, den Fall der stiickweise konstanten Ansatzfunktio-

nen, also Uy = U,(io) und beginnen mit der Definition des reduzierten, diskreten Problems:'8?
Minimiere /i ur) E SIS pun ~ Tiyalls g + 41l
2 @ " 2l g) (14.14)

d :
unter u € Ufl? f {ue Uy, c LX) : u, < u(x) < up fast iiberall in Q}.
Dies fiihrt uns zu folgender Aussage:

Satz 14.3
Die Aufgabe (14.14) bzw. (14.9) besitzt eine eindeutige Losung uy, € Uy, die folgender Variati-
onsungleichung geniigt:

(S 3(S nitn — Inya) + Ay, v =) 2y = 0 Vv e UL (14.15)

Bewers '8 Unser erstes Ziel wird es sein, die Losbarkeit von (14.14) mit dem allgemeinen
Satz 7.1 zu zeigen. Hierfiir miissen wir lediglich nachweisen, dass U;? c L*(Q) beschrinkt,
abgeschlossen und konvex ist:

Die Beschrinktheit von U;Z) folgt sofort aus der Beschrédnktheit von Uy, zudem ist Uy, = U,(io)

als Unterraum von L*(Q) abgeschlossen und konvex. Somit ist UEZ,) = Uy N Uy, als Durchschnitt
zweier abgeschlossener und konvexer Mengen selbst angeschlossen und konvex und erfiillt daher
die Voraussetzungen von Satz 7.1.

fi 1 L*(Q) — R ist nach Lemma 7.1 streng konvex 84, woraus die Eindeutigkeit der Losung von
(14.14) bzw. (14.9) folgt. Aus Satz 10.3 folgt aufgrund der Konvexitit von U;Z) zuletzt sofort

184

die Form der Variationsungleichung (14.15). -
Anmerkung 14.4

Satz 14.3 ist mit geeigneter Vorarbeit ebenso auf den Fall Uj = U;ll) iibertragbar, d.h. auch in
diesem Fall wiirde man eine eindeutige Losung erhalten. o

Dies fiihrt uns zu folgender Aussage iiber den Approximationsfehler, wobei es sich wie bereits
im Fall der variationellen Diskretisierung um eine a priori Fehlerabschétzung handelt:

Satz 14.4 (Diskretisierungsfehler der Voll-Diskretisierung)
Es seien die Grundvoraussetzungen dieses Abschitts erfiillt und 0 < A < 1. u und u™ bezeichnen

die Losungen von (10.6) und (14.9) mit Uy, = U;lo) und zugehorigen Zustdinden 'y und y,. Dann
existiert eine Konstante ¢ > 0, unabhdngig von h und A, s.d.

_ _ 1
et = unll 2y + Iy = Yaller @) < Czh-

182yg]. auch (14.3).
183Siehe auch [Mey11, Satz 14.14].
184Giehe auch den Beweis zu Satz 14.1.
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Bewgrs '8 Im Prinzip verliuft der Beweis wie der von Satz 14.2:
Wir beginnen erneut mit den Variationsungleichungen fiir (10.6) und (14.9):

(S*(SU—ya) + AL,v—1) >0 Yv e Uy (14.16)
(S 1S nitn — Inya) + A, v —1a) = 0 Vv € U, (14.17)

Im Unterschied zur variationellen Diskretisierung ist die kontinuierliche Losung u nun nicht
mehr zulissig als Testfunktion fiir (14.17), denn i. A. gilt# ¢ U und somit % ¢ U"), die exakte
Losung ist nicht stiickweise konstant.

Der erste Schritt des Beweises wird also die Wahl, bzw. die Konstruktion, einer geeigneten
Testfunktion sein, die nahe bei u# und gleichzeitig in U}(lo) liegt.
Wir benutzen dazu als Testfunktion

_ def —

vy = Iy, u.
Es handelt sich dabei um die orthogonale Projektion von % € U = L*(Q) auf den Unterraum
Uy = U}(lo). Iy, : L*(Q) — Uy, ist also der Projektionsoperator auf U,'30, d.h. vy, ist die eindeutige
Losung der Aufgabe

1
min —fu,—u .
uheUh 2” h ||L2(Q)

Nach (10.5) wird diese eindeutig charakterisiert durch die Variationsungleichung
(vp—u,uy, —Vh)Lz(Q) >0 Yu, e U, 187

Da vy, € Uy, gilt, konnen wir dies in Koordinatenvektoren beziiglich der Basis { (//,'};';1 ausdriicken
und erhalten somit folgende Aquivalenz:

(Vn—u,up _vh)LZ(Q) >0 VYu, e U,
an SNy Z _ 14.18
< f[ (Vh)j(//j—u]{uh— (Vh)jlﬁj]dxzo Yuy € Up,. ( )
QL= -
j=1 Jj=1

Wihlen wir nun speziell u;, = +y;+v, € Uy, i € {1,...,n;} beliebig, als Testfunktion, erhalten wir
somit aus (14.18):!88

0< fg (Z(vh)j;z,j—ﬁ](wi)dx:i fT (V)i — Wdx, (14.19)
= f

185Siehe auch [Meyl11, Satz 14.15] und [Her12, Satz 16.18].
186y g]. auch Bsp. 10.1.

187Bemerke, dass, da Uy, linearer Raum ist, natiirlich sogar "= 0" gilt.
f udx

188 Beachte: (vy);i=konst., . (V)i —Wdx =0 & (V)i = —} -
i T;
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denn es gilt: yif,. = 1, ¢io, ;. = 0 und V| = T
Aus (14.19) folgt dann wiederum direkt:

1
(?h)iz—fﬁdx. (14.20)
T Jr,

Man kann es also so ausdriicken: Die L?(Q)-orthogonale Projektion auf U}, ergibt sich durch die
Mittelwertbildung iiber die Elemente der Triangulierung.

Es bleibt die Zuldssigkeit von vy, d.h. v, € U;Z) zu iiberpriifen:
Exemplarisch untersuchen wir die obere Schranke u,, fiir die untere Schranke u, argumentiert
man analog. Wegen u € U, folgt u(x) < u, fast iiberall in Q, mit Hilfe von (14.20) erhalten wir

also: | |
v )~=—fﬁdxs—fudx Yie{l,...,n.
ERNTTIN 7l Jr, " f

Nach Lemma 14.3 ist dies dquivalent zu v;, € U,y und somit gilt auch vy, € Ufllzl).

Als nichstes konnen wir uns daran machen die Testfunktionen einzusetzen:
Wir setzen v, = Iy, u als Testfunktion in (14.17) und u;, in (14.16) ein.'%? Die Addition der
entstehenden Ungleichungen ergibt dann:

0 (S*(Su—ya) + Au,up —u)2 () + (S (S ntn — Inya) + An, Vi = up)12(q)
(S*(Su—ya)+ A, up —u)p2(q) + (S (S nttn = Inya) + A, u —up) 2

I IA

Man kann erkennen, dass die ersten beiden Summanden mit denen aus dem Beweis von Satz
14.2 tibereinstimmen, man kann sie also analog abschitzen. Da zudem A > 0 gilt, kénnen wir
folgern:

Es existiert eine Konstante C; > 0, unabhiingig von £ und 4, s.d. gilt:

AN = Tnl 72 ) < Crl* +2(S (S nitn = 1nya) + Ak, Vi = W) 20 (14.21)
Zur Abschitzung des letzten Summanden von (14.21) setzen wir nun

def o
pn =S8, (S pup —Inya)

und erhalten

(S (S wity, = Inya) + Ay, Vi = W) 20y = — f (Vi —ﬁ)dx+/1f up(vyy —u)dx.
Q Q

def I def b

189 Dies ist zulissig, da Ug(? C Uygq gilt.
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Es miissen nun also die beiden Terme /; und I, abgeschétzt werden:
Wir beginnen mit /;:
Nach Konstruktion gilt p, € V), c H 1(Q) und daher:'?°

L < I pullgolve — ullg e -

Fiir die Abschitzung des ersten Faktors nutzen wir aus, dass wegen u,,up € R U,y eine be-
schrinkte Teilmenge von L*(Q) ist, weshalb |[u| 2@ fur uy € Uy gleichméBig beschrénkt ist,
was zudem natiirlich auch fiir [, y4ll;2(q) gilt. Aus all dem folgt also, dass eine Konstante ¢1 > 0,
unabhingig von 4 und A existiert, s.d. gilt:

IPnlla ) < IS Bl z2c.m @) (IS wll sz @y inll 2 + nyall @) < ci-

1 1
< <=
~Bo ~Bo

Vgl. auch die Lemmata 9.1 und 14.1 sowie die Formen der Losungsoperatoren S, und S ;.
Nach der H'(Q)-Regularitit der optimalen Steuerung nach Satz 10.6 und dem folgenden Lemma
14.4, gilt fiir den zweiten Faktor die Projektionsfehlerabschitzung

g— —_ 2 —_
Vi = ull g1 @y < c2h7Mull 1)

fiir eine Konstante ¢ > 0, unabhéingig von £, und somit insgesamt fiir /; nach Addition obiger
Abschitzungen und wegen der nach den Vorbemerkungen trivialerweise erfiillten gleichmifigen
Beschrinktheit von [[ul|g1q): Es existiert eine Konstante C> > 0, abhéngig von obigen Abschit-
zungen, unabhingig von 4 und 4, s.d. gilt:

I < Czhz.

Im Fall von I, kann man so nicht vorgehen, da u; € U ,(ZO) ¢ H'(Q) gilt. Stattdessen beginnen wir
mit der Addition einer produktiven Null:

I un(vyp, —u)dx

[
f;ﬁ(vh —w)dx + |, ity — u)(Vp — W)dx

el g1 (Vi — wll g1 @y + ln = ull 21V — Ull L2(2)-

IA

Mit Hilfe der Young’schen Ungleichung!®!, die wir bereits im Beweis zu Satz 14.2 benutzt ha-

ben, sowie den Projektionsfehlerabschitzungen (14.22) und (14.23) aus Lemma 14.4 kénnen wir
folgern: Es existieren Konstanten c3,c4 > 0, abhéingig von obigen Abschitzungen, unabhingig
von A und 4, s.d. gilt:

I

IA

— - = Ly _ 12 - =112
||u||H1(Q)”Vh - MHHI(Q)* + Z”Mh - M”LZ(Q) + ”Vh - u“LZ(Q)

2, 1y 2 2
c3h +Z””h_””L2(Q)+C4h

IA

190Bemerke, dass das L2-Skalarprodukt in /; ein lineares und stetiges Funktional auf H 1(Q) darstellt.
OIMit a = 2.
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V Diskretisierung elliptischer Optimalsteuerungsaufgaben

und somit fiir C3 = ¢3+¢4:

1
2 — =12
12 SC:;]’I +Z||uh_u||L2(Q)'

Wir fassen nun die bisherigen Ergebnisse zusammen und setzen die Abschitzungen in (14.21)
ein und erhalten:

=l < Cii*+241 +24%1
< CU*+24Co2 + 2051 + il — T,
2= —
< Cih*+2C2h* +2C3h* + S|l ~ I3, ) (da A< 1).

Da h < diam(Q) folgt mit C4 = 2(C, + C3):

Cih* + Cah?
C1h2 + C4h2
Cy,h? (mit C, =C +Cy)

i 2

IANIAN A

und somit insgesamt: Es existiert eine Konstante Cg = Cg(C,) > 0, unabhiingig von 4 und A s.d.
gilt:
1
— =2 2
”u_ uh“LZ(g) < Cﬂzh .

Analog zum abschlieBenden Vorgehen der Abschitzung fiir y —y,, aus Satz 14.2 unter Einbezug
von h < diam(Q2) und anschlieBender Addition beider Ergebnisse folgt dann die Behauptung. g

Fiir die benutzten Projektionsfehlerabschitzungen im obigen Beweis kommt nun noch folgender
Nachtrag:

Lemma 14.4
Sei u € H'(Q) und (T},) eine Familie von zuldssigen, quasiuniformen Triangulierungen auf Q.

Dann gilt fiir die L*>(Q)-orthogonale Projektion auf U,(lo).' Es existieren Konstanten ci,cy > 0,
unabhdngig von h, s.d.

||HUI(10)M— u“LZ(Q) < crhllull (14.22)

2
- u||H1(Q)* < el llullgp . (14.23)

Bewers Fiir Abschitzung (14.22) betrachte [GT07, Theorem 4.28] mit r = k = 0.
(14.23) folgt dann, d@hnlich wie im Beweis zu Satz 13.4 mit einem Dualitdtsargument:

L2

(HU<0>L£ —-u, V)
h
I, 0u—ullgiqy = sup
h veH' (Q) VIl (@)
v#0
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§14 Diskretisierung des Optimalsteuerungsproblems

Fiir beliebiges stiickweise konstantes v, erhalten wir aufgrund der Optimalitit der Projektion:

(HU<o>u—u,v) (HU(O)M—M,V—Vh)
sup h L2(Q) h L2(Q)
veH' (Q) Vllz ) veH' (Q) Vlle @)
v#0 v#0

= My u = ull 2@V =vall2)-

Wihlt man nun vy, = HU(ow und benutzt fiir beide Terme die Abschitzung (14.22), so folgt die
h
Behauptung. "

Anmerkung 14.5

Der obige Beweis zeigt, dass Approximationsfehlerabschitzungen fiir Optimalsteuerungspro-
bleme selbst unter vereinfachten Voraussetzungen sehr umfangreich werden konnen. Auch die
ganze theoretische Vorarbeit, etwa Optimalititsbedingungen in Form der zusitzlichen H'(Q)-
Regularitit der optimalen Steuerung aus Satz 10.6, gehen hier, wie wir bereits bei der variatio-
nellen Diskretisierung bemerkt haben, in unsere Uberlegungen ein.

Zudem kann man erkennen, dass sich im Fall der Voll-Diskretisierung die Approximationsfeh-
lerordnung im Vergleich zur variationellen Diskretisierung um eine 4-Potenz ungiinstiger gestal-
tet. Wir werden darauf in einer abschliefenden Analyse kurz eingehen. o
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VI Zusammenfassung und Analyse

Bevor wir uns einem abschlieBenden Vergleich der beiden vorgestellten Diskretisierungsmetho-
den widmen, fassen wir das Vorgehen dieser Arbeit zusammen und gehen nochmals auf die
wichtigsten Ergebnisse ein.

Ausgehend von der Poissongleichung und dem sich daraus ergebenden Optimalsteuerungspro-
blem der optimalen Temperaturquelle (1.5) bzw. (10.6) haben wir in Kapitel II zun4chst die Los-
barkeit von linearen elliptischen PDEs untersucht. Dabei wurde nicht ein potentialtheoretischer
Ansatz, sondern ein funktionalanalytische Zugang gewihlt. Es wurde also nicht die Existenz
einer klassischen Losung untersucht, was etwa mit Hilfe von sogenannten Green’schen Funktio-
nen, die als Fundamentallosung des Differentialoperators betrachtet werden konnen, geschehen
konnte.!? Stattdessen haben wir einen Zugang gewihlt, der flexibler und enger mit der nume-
rischen Untersuchung verbunden ist. Die Frage nach der Existenz einer Losung wurde somit
ersetzt durch die Frage, in welchem Sinn und in welchen Funktionenrdumen die Existenz einer
Losung gezeigt werden kann. Dies fiihrte uns zum Begriff der schwachen Losung in Sobolewriu-
men. AnschlieBend gelang es mit dem Lemma von Lax-Milgam 5.2 und der Poincaré-Friedrich-
Ungleichung 5.3 die eindeutige Losbarkeit der Poissongleichung im Satz von Friedrich 5.1 im
schwachen Sinne zu zeigen.

Im Anschluss daran haben wir uns in Kapitel III mit der Losbarkeit des Modellproblems als
Ganzes beschiftigt. Die Einfithrung konvexer Rdume und (strikt-)konvexer Funktionale fiihrte
uns, unter Beriicksichtigung der weiteren Annahmen an das Modellproblem aus Anmerkung
7.1, zum Begrift des Steuerungs-Zustands-Operators, der die Losungsabblidung der PDE dar-
stellt. Darauf aufbauend konnten wir das Modellproblem der optimalen Temperaturquelle in
Form eines reduzierten Zielfunktionals schreiben und dessen eindeutige Losbarkeit in Satz 7.3
im globalen Sinne zeigen.

Kapitel IV beschiftigte sich mit der Herleitung von Optimalititsbedingungen, die die eindeu-
tige Losung des Modellproblems charakterisieren. Diese sind von erheblicher Bedeutung fiir
die Herleitung des Diskretisierungsfehlers. Ausgehend von einer konvexen Menge zuldssiger
Steuerungen wurde als notwendige Optimalitdtsbedingung lokal optimaler Steuerungen in Satz
10.1 eine Variationsungleichung hergeleitet. Diese konnte fiir ein konvexes Zielfunktional in
Satz 10.2 zu einer hinreichenden Optimalitdtsbedingung global optimaler Steuerungen erweitert
werden. Mit Hilfe des Steuerungs-Zustands-Operators und dessen Adjunktion, welcher durch
die adjungierte Gleichung hergeleitet wurde, konnte die Variationsungleichung in Form von Satz

192Fiir den Fall der Wirmeleitungsgleichung sei etwa auf [Eval0, 2.3] hingewiesen.
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10.3 als eindeutiges Charakteristikum der globalen Losung des Modellproblems der optimalen
Temperaturquelle beschrieben werden. Zudem wurde durch den Beweis der H'(Q)-Regularitiit
der optimalen Steuerung in Satz 10.6 ein weiteres Hilfsmittel zur Bestimmung des Diskretisie-
rungsfehlers gewonnen.

Die Diskretisierung der Aufgabe wurde dann in Kapitel V mit der Finiten-Elemente-Methode
angegangen. Durch Definition eines zweckmifigen endlichdimensionalen Ansatzraumes war es
uns bei geeigneter Zerlegung des zugrunde liegenden Gebiets moglich, die Zutandsgleichung zu
diskretisieren und gemdB Beispiel 12.3 in ein endlichdimensionales lineares Gleichungssystem
zu iiberfithren. Der Approximationsfehler wurde anschliefend in den Sétzen 13.3 und 13.4 mit
Hilfe des Interpolationsfehlers nach Satz 13.2 zunichst in der H'(Q)-Norm und schlussendlich
in der L*>(Q)-Norm bestimmt. Es zeigte sich, dass man dadurch das Resultat um eine 4-Potenz
giinstiger gestalten konnte, wir erhielten also eine quadratische Ordnung des Fehlers beziiglich
h.

Der Diskretisierungsfehler des Modellproblems wurde im Anschluss unter zwei verschiedenen
Aspekten abgeschitzt. Bei der variationellen Diskretisierung wurde auf eine Diskretisierung der
Steuerung verzichtet, die Voll-Diskretisierung bezog diese mit ein. Dadurch entstand ein end-
lichdimensionales Problem. Da hierbei aber die Regularitit der Steuerung betrachtet werden
muss, steigerte sich die Komplexitit der benotigten Analysis.

AbschlieB3end vergleichen wir nun in knapper Form die Resultate aus den Sétzen 14.2 und 14.4
unter Einbezug des Finiten-Elemente-Fehlers:'*3

Im Fall der variationellen Diskretisierung féllt auf, dass die Approximationsfehlerabschitzung
aus Satz 14.2 eine genau so gute Ordnung besitzt, wie die des reinen Finiten-Elemente-Fehlers
aus Satz 13.4, es kommt kein zusitzlicher Fehler mit schlechterer #-Potenz hinzu. Durch die
variationelle Diskretisierung verliert man also im Vergleich zur PDE-Diskretisierung nichts.

Im Vergleich dazu fillt uns bei Satz 14.4 auf, dass die Konvergenzordnung im Fall der Voll-
Diskretisierung schlechter ist (k im Vergleich zu 4?). In diesem Fall ist die Ordnung des Diskre-
tisierungsfehlers also nicht mehr so gut wie die des reinen Finite-Elemente-Fehler. Allerdings
kann die Konvergenzordnung noch immer als optimal angesehen werden, da sie der Ordnung
des Interpolations- bzw. Projektionsfehlers entspricht, der sich mit stiickweise konstanten An-
satzfunktionen uy, € Ul(lo) erreichen lasst.!%*

Wie bereits erwihnt, haben wir in dieser Arbeit lediglich a priori Fehlerabschétzung betrach-
tet. Als Anmerkung sei jedoch hinzugefiigt, dass es auch moglich wire mit a posteriori Fehler-
abschétzungen zu arbeiten, die den Fehler mit Hilfe einer berechneten diskreten Losung quan-
tifizieren wiirden.'”> Diese Abschitzungen konnten dann fiir eine adaptive Gitterverfeinerung

193Siehe auch [Her12, Bemerkung 16.21] und [Mey11, Bemerkungen 14.17 und 14.18].
194Siehe Lemma 14.4, Abschitzung 14.22.
1951m Falle einer Voll-Diskretisierung sei diesbeziiglich etwa auf [RW10] verwiesen.

93



VI Zusammenfassung und Analyse

benutzt werden, die iiberall dort angewendet werden konnte, wo der Fehler eine bestimmte vor-
gegebene Toleranz iiberschreitet.
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