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Kapitel 1

Einfuhrung

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit der Herleitung von Suboptima-
litdtsschranken fiir Problemstellungen aus der Modellpriadiktiven Regelung
mit Okonomischen Kosten. Dabei betrachten wir nur ganz bestimmte Pro-
blemstellungen, und zwar die auf einem endlichen Horizont und mit zusétz-
lichen Endbeschrinkungen. Im Speziellen werden wir Suboptimalititssitze
fiir zwei Formen der Endbeschriankungen aufstellen. Zum einen fiir die
sogenannte Gleichgewichtsendpunktbedingung und zum anderen fiir End-
beschrankungen in Form von Endkosten und Endregion. Dabei werden
wir die Performance des Regelgesetzes, welches aus der Modellpradiktiven
Regelung hervorgeht, im Hinblick auf ein bestimmtes Performance-Mafs un-
tersuchen und feststellen, dass dieses Regelgesetz nicht optimal beziiglich
dieses Mafses ist. Jedoch werden wir in der Lage sein zu zeigen, dass der
Suboptimalitatsfehler dieses Regelgesetzes mit zunehmendem Horizont be-
liebig klein werden kann, woraus dann auch die beiden Suboptimalitatssitze
dieser Arbeit hervorgehen werden.

Im folgenden Abschnitt soll genauer auf die Thematik dieser Arbeit ein-
gegangen werden und vorstellt werden, wie diese inhaltlich aufgebaut ist.

Wir werden in der gesamten Arbeit "Modellpridiktive Regelung" mit dem
Kiirzel "MPC" fiir den englischen Begriff "Model Predictive Control" be-
zeichnen.



Kapitel 1 Einfiihrung

1.1 Inhalt und Aufbau dieser Arbeit

Im Folgenden soll erklért werden, wie die einzelnen Kapitel dieser Arbeit
zusammenhéngen, welche Themen sie behandeln und welcher Zielsetzung
sie dienen. Insgesamt folgen auf dieses Kapitel noch sechs weitere, wobei
das letzte siebte Kapitel keine eigenstindige Thematik abdeckt, sondern
lediglich die Ergebnisse dieser Arbeit zusammenfasst und einen Ausblick
liefert.

Das folgende zweite Kapitel soll ganz einfach alle notigen Grundlagen ver-
mitteln, die die Voraussetzung zum Versténdnis dieser Arbeit bilden.

Als erstes wird thematisch die Modellpradiktive Regelung abgedeckt mit
allen Definitionen und Notationen, welche fiir uns vonnéten sind. Dabei
gehen wir vor allem auf den Unterschied zwischen Okonomischen Kosten
und "Standard"-Kosten (welche nach einem bestimmten Kriterium gewéhlt
werden) ein. Auch wollen wir im Folgenden die MPC mit Okonomischen
Kosten als "Okonomische MPC" und die MPC mit Standard-Kosten als
"Standard MPC" bezeichnen.

Aufserdem wird ein fundamentales Konzept vorgestellt, welches in fast jedem
Satz dieser Arbeit Anwendung findet, ndmlich die sogenannte Dissipativi-
tatseigenschaft.

Zusétzlich soll das zweite Kapitel die Idee der Suboptimalititstheorie fiir die
Okonomische MPC sowie die Motivation dieser Arbeit genauer erliutern.

Bevor wir die eigentliche Suboptimalititstheorie fiir die Okonomische MPC
mit Endbeschrinkungen behandeln kénnen, miissen wir uns erst in den Ka-
piteln 3 - 5 mit anderen Themengebieten aus der Modellpradiktiven Rege-
lung beschéftigen. Diese Themenbereiche sind zunéchst einmal eigensténdig
und unabhingig von den Suboptimalitdtssitzen zu betrachen. Jedoch lie-
fert uns jedes dieser drei Kapitel wichtige Satze und Erkenntnisse, ohne die
die Herleitung der Suboptimalitdtsschranken nicht moglich ware.

Zudem sei angemerkt, dass die Kapitel 3 - 5 auch untereinander verwoben
sind und sich sowohl auf Ergebnisse aus vorherigen Kapiteln als auch alle
auf die Dissipativitdtsannahme stiitzen. GGenauer decken diese drei Kapitel
die folgenden Themengebiete ab:

Kapitel 3 behandelt die Stabilititstheorie von ausgewihlten Okonomischen
MPC-Problemstellungen. Hierbei werden Ergebnisse sowohl fiir endlichen,
als auch fiir unendlichen Horizont geliefert.
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Kapitel 4 untersucht die Turnpike Eigenschaft. Was diese Eigenschaft dar-
stellt, wird dabei umfassend an einem Beispiel und einer Definition veran-
schaulicht und unter welchen Umsténden diese Eigenschaft auftritt, wird in
zwel Sétzen behandelt.

Kapitel 5 liefert hilfreiche Abschitzungen fiir die optimale Wertefunktion.
Auch hier werden in den Sitzen sowohl der endliche, als auch der unendliche
Horizont abgedeckt.

Danach folgt im sechsten Kapitel der Kern dieser Arbeit. Unter Verwendung
aller bis dahin erbrachten Ergebnisse, konnen schlieklich zwei Suboptima-
litiatssdtze aufgestellt und bewiesen werden. Wie schon erwéhnt, beziehen
sich diese Sitze auf zwei Okonomische MPC-Problemstellungen mit End-
beschrankungen: Das Problem mit Gleichgewichtsendpunktbedingung und
das Problem mit Endkosten und Endregion.

Den Abschluss der Arbeit bildet Kapitel 7, welches die Ergebnisse diese
Arbeit reflektiert und zusammenfasst. Zusétzlich werden weiterfiihrende
Themen angesprochen, die im Umfang dieser Arbeit nicht behandelt wer-
den konnten.






Kapitel 2

Grundlagen der Thematik dieser
Arbeit

In den folgenden drei Abschnitten werden alle notwendigen Grundlagen zum
Verstandnis dieser Arbeit vermittelt.

Der erste Abschnitt beschéftigt sich dabei mit der elementaren Theorie der
Modellpridiktiven Regelung (sowohl der Standard als auch Okonomischen
MPC).

Im zweiten Abschnitt wird dann die eigentliche ITtention dieser Arbeit -
niamlich die Suboptimalitiitstheorie fiir die Okonomische MPC aufzustellen
- ndher erldutert und motiviert.

Zum Schluss wird im dritten Abschnitt die Dissipativitdtseigenschaft erklart
und interpretiert.

Dieses Kapitel ist dabei vorallem an [6] und [8] angelehnt.
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2.1 Grundlagen der Modellpradiktiven
Regelung

Die Modellpradiktive Regelung bezeichnet ein Verfahren zur Berechnung
eines Regelgesetzes fiir ein nichtlineares Kontrollsystem. Dabei soll das Re-
gelgesetz ein vorgegebenes Kostenkriterium optimieren.

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschliefslich zeitdiskrete Kontrollsysteme
der Form

z(k+1) = f(x(k), u(k))

fir £ € Ny. Es bezeichnen z(k) € X den Zustand und wu(k) € U den
Kontrollwert zum aktuellen Zeitschritt k&, wobei X und U metrische Raume
sind. Den Zustand zum Folgezeitschritt £+ 1 berechnet dabei die Systemab-
bildung f : X x U — X, die als Argument den aktuellen Zustand und den
aktuellen Kontrollwert besitzt. Wir kiirzen die obere Schreibweise meist ab
mit

= f(z,u) (2.1)
und schreiben x und wu fiir die aktuellen Werte von Zustand und Kontrolle
und z* fiir den Folgewert des Zustands.

Bemerkung 2.1:

Man beachte, dass in den meisten Anwendungen Kontrollsysteme zeitkon-
tinuterlich modelliert werden und das meist in Form wvon Differentialgles-
chungen. Doch auch darauf lisst sich das Konzept der MPC' 1ibertragen,
indem man diese in eine zeitdiskrete Form transformiert. Wie man dies fiir
Differentialgleichungen der Form

2(t) = f(x(t), u(t)) teR

bewerkstelligen kann, wird im zweiten Kapitel von |6] ausgefiihrt.
O

Wie schon erwéihnt soll ein Kostenkriterium optimiert werden. Dazu beno-
tigen wir (Stufen-)Kosten der Form

U(a(k), u(k)), (2.2)

die von Zustand und Kontrollwert zu jedem Zeitschritt & € Ny abhén-
gen. Welche Anforderungen diese Kosten eigentlich erfiillen miissen, wird
erst in den néchsten zwei Unterabschnitten behandelt. Diese Forderungen
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an die Kostenfunktion (2.2) charakterisieren den wesentlichen Unterschied
zwischen Standard und Okonomischer MPC.

Doch vorerst geniigt es zu wissen, dass das MPC-Regelgesetz diese Stu-
fenkosten (2.2) fiir alle kommenden Zeitschritte k& € Ny minimieren soll.
Zusatzlich soll das Regelgesetz in Feedback-Form vorliegen, d.h. in Abhén-
gigkeit vom aktuellen Zustand x € X. Wir bezeichnen das Feedback mit
g X — U und erhalten durch das Einsetzen des Feedbacks in (2.1) den
geschlossenen Regelkreis

o = fla, ulx)) (2.3)

fiir alle © € X. Systemgleichung (2.1) wird dagegen oft als der offene Re-
gelkreis betitelt.

Der MPC-Algorithmus basiert also auf einem Optimierungsproblem. Um
dieses formulieren zu kénnen, wollen wir erst die Zielfunktion des Optimie-
rungsproblems vorstellen. Als Zielfunktion definieren wir die Summe der
Kosten (2.2) iiber eine bestimmte Anzahl an zukiinftigen Zeitschritten. Die
Anzahl der Zeitschritte bezeichnen wir als Horizont, wobei dieser sowohl
endlich als auch unendlich sein kann. Schlieflich erhalten wir als zu mini-
mierende Zielfunktion

fiir unendlichen Horizont. Hierbei bezeichnet x € X den Anfangswert
des Zustands, d.h. z = z(0). Zudem gilt je nach Zielfunktion entweder
u(-) € UYN oder u(-) € U®. Somit ist u(-) eine Kontrollfolge der Linge N
oder unendlicher Lange. Erstere besteht dabei aus den Komponenten

(u(0),u(1),...,u(N — 1)),
letztere aus unendlich vielen Komponenten

(u(0),u(1),u(2),...).

Wir kennzeichnen solche Kontrollfolgen im Folgenden meistens mit wupy ()
bzw. Us »(+), um zu verdeutlichen, dass diese Kontrollfolge N bzw. unend-
lich viele Folgeglieder besitzt und auf den Anfagszustand x € X ausgeiibt
wird. Eine von einer Kontrollfolge uy . (-) generierte Zustandsfolge, die die
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Systemgleichung (2.1) erfiillt, nennen wir (Zustands-)Trajektorie und be-
zeichnen diese mit x,, (-, 7). Dabei gilt trivialerweise

Ty, (0,7) =2
und
:EuNz(k + 173:) = f(xuNz (k’ x)>uN,x(k7))
fir k =0,..., N — 1 (analog fiir eine Kontrollfolge un . (+)).
Was uns noch fehlt, um den MPC-Algorithmus aufzeigen zu kénnen, sind
Beschrinkungen an Zustand und Kontrolle. Dazu fordern wir, dass alle
Zustandswerte in einer Menge z € X C X und alle Kontrollwerte in einer

Menge u € U C U liegen sollen. Wir fassen diese beiden Beschriankungs-
mengen oft zusammen als Z C X x U und stellen somit die Bedingung

(x,u) € Z.

Zusétzlich stellen wir in der gesamten Arbeit die folgende allgemeine An-
nahme an das System, die Kosten und die Beschrinkungsmengen:

Annahme 2.2: (System, Kosten und Beschridnkungen)
Es seien f und [ stetig. Zuséatzlich seien X und U kompakt und somit
7, C X x U beschrankt.

Schlieflich wollen wir ein erstes allgemeines Optimierungsproblem formu-
lieren, welches Grundbestandteil des MPC-Algorithmus sein wird. Wir be-
trachten einen endlichen Horizont N € N und minimieren die Zielfunktion
Jy iiber alle Kontrollfolgen uy () € UV unter bestimmten Nebenbedin-
gungen. Dabei haben wir einen Anfangszustand x € X gegeben.

10
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Die Problemstellung lautet

mn (@ ua ()
N-1
mit JN<J],UN’QC(')) - Z(ZL’UN’I(]C,ZE),UN@(]{?))
k=0

Tyy,(0,7) =2
WdN. 2y (k+ 12) = f(2ay, (k1) une(k), k=0,...,N—1
(Zuy ., (k+1,2),uno(k)) €Z, k=0,..,N—1
(2.4)

Demzufolge beinhalten die Nebenbedingungen eine Anfangsbedingung, die
Systemgleichung und die Beschrdnkungen. Als néchstes wollen wir mithilfe
der Beschrankungsmengen und des MPC-Optimierungsproblems (2.4) den
Begriff der Zulassigkeit folgendermafen definieren:

Definition 2.3: (Zulissigkeit)
Wir definieren die folgende Menge aller zuldssigen Paare (x,u(-)) als

Zy = {(z,u(-)) | ©,(0,2) =0,z,(k + 1,2) = f(x,(k, x),u(k)),
(xy(k,z),u(k)) € Z,k=0,...,N —1,2,(N,z) € X}
und die Menge der zulédssigen Anfangswerte x € X als
Xy :={zeX | Ju(), sodass (z,u(-)) € Zn}.

Schliefslich ist eine Kontrollfolge u(-) zuléssig fiir einen Anfangswert z,
wenn (z,u(+)) € Zy gilt.

Fiir einen zulissigen Anfangswert x € Xy erhalten wir aus (2.4) eine opti-
male Kontrollfolge, die die Zielfunktion Jx minimiert und die Nebenbedin-
gungen einhilt. Diese optimale Steuerfolge werden wir mit u} () bezeich-
nen. Man beachte allerdings, dass das Problem (2.4) nicht notwendigerweise
eine Losung besitzt, und falls doch, dass diese Losung nicht eindeutig sein
muss. Aus diesem Grund stellen wir in der gesamten Arbeit die folgende
Annahme auf:

11
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Annahme 2.4: (Existenz und Eindeutigkeit der L&sung)
Eine optimale Kontrollfolge u} ,(-) des MPC-Optimierungsproblems
existiere und sei eindeutig.

Bemerkung 2.5:

Welche Voraussetzungen man genau bendtligt, um die Fxistenz einer opti-
malen Kontrollfolge zu garantieren, kann man beispielsweise in der zweiten
Annahme in 8] finden. Man beachte indes, dass in der Annahme aus 8]
unter anderem unsere Annahme 2.2 vorausgesetzt wird. Die Findeutigkeit
der optimalen Kontrollfolge kann man allerdings 0.B.d.A. voraussetzen, da
sich bei mehreren Losungen eine beliebige der Kontrollfolgen durch eine Aus-
wahlfunktion selektieren ldsst.

OJ

An dieser Stelle wollen wir noch die folgende zentrale Definition einer opti-
malen Wertefunktion titigen:

Definition 2.6: (Optimale Wertefunktion)
Die Funktion Vy : X — R bzw. V : X — R, gegeben durch

V = inf J 2z
N(aj) UNJ}() N N('T7 Un, ( ))
bzw.
[e's} = . Joo y Woo,x\ "))
L (I) . 711(l.) U (ZE Uu , ( ))

heifst optimale Wertefunktion.

Man beachte, dass unter Annahme 2.4

V(@) = Jn(2,un, ()

gilt, wodurch das Infimum in Definition 2.6 fiir diesen Fall ein Minimum ist.

Die Idee des MPC-Algorithmus besteht nun darin, in jedem Iterationsschritt
Problemstellung (2.4) fiir einen Anfangswert x € Xy zu losen und danach
fiir das Regelgesetz den ersten Wert der optimalen Kontrollfolge u}y ,(-) zu
verwenden. Somit kénnen wir das MPC-Feedback fiir den endlichen Hori-
zont wie folgt definieren:

12
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Definition 2.7: (MPC-Regelgesetz)
Das MPC-Regelgesetz py : X — U fiir Problemstellung (2.4) mit An-
fangswert x € Xy ist definiert durch

pn () = un . (0),

wobei u}y ,(-) die optimale Kontrollfolge von (2.4) mit Anfangswert
r € Xy ist.

Im darauffolgenden Iterationsschritt wird dann z := f(z, uy(z)) als neuer
Startwert gewahlt und obige Vorgehensweise wiederholt. Auf diese Weise
erhalten wir Trajektorien des geschlossenen Regelkreises (2.3), die wir mit
T,y (-, ) bezeichnen wollen. Wir fassen den MPC-Algorithmus fiir das Op-
timierungsproblem (2.4) im Folgenden nochmal formell zusammen:

Algorithmus 2.8:

Gegeben sei ein Anfangswert x € Xy. Somit gilt fir die Trajektorie des
geschlossenen Regelkreises x,,,(0,x) = x. Fihre fir jeden Iterationsschritt
1=1,....,n durch:

(1) Lose das Optimierungsproblem (2.4) mit Anfangswert x und bezeichne
die Lisung mit uy () € UV.

(2) Definiere das Feedback durch py(v) := uy ,(0).

(3) Setze x = f(x, un(x)) und gehe zu (1) (Man beachte: hier gilt auch
xMN<i7I) = f(:p,,uN(x)))

O

Wir deuten darauf hin, dass die von Algorithmus 2.8 erzeugten Trajektorien
des offenen Regelkreises xu;«vz(~,x) Linge N + 1 und die Trajektorien des
geschlossenen Regelkreises x,,, (-, z) Lange n + 1 besitzen.

Wir wollen nun diesen Abschnitt abschlieffen, indem wir alle relevanten
MPC-Optimierungsprobleme aufzéhlen und deren Besonderheiten darlegen.

13
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Die dquivalente Problemstellung zu (2.4) mit unendlichem Horizont ergibt
sich zu

i Joo y Woo,x \*
,min (T, Uoo,z(+))
mit Joo (2, Uso 1 (- Zl Tyo o (K, ), Uso 2 (K))
k=0

‘T;uoo,z (07 ':E) =
wWdN. Sz, (k+1,2) = f(zu,,(k,7),un.(k), kEN, . (2.5)
(',”Euoo,a:(k + ]" x)? uoo,q;(k)) c Z, k’ (= NO

Ferner stellen wir die zu Definition 2.7 dquivalente Definition des MPC-
Feedbacks fiir Problem (2.5) auf.

Definition 2.9: (MPC-Regelgesetz)
Das MPC-Regelgesetz i : X — U fiir Problemstellung (2.5) mit An-
fangswert x € X, ist definiert durch

/'LOO (l’) = uio,x (0)7

wobei u?, ,(-) die optimale Kontrollfolge von (2.5) mit Anfangswert
r € X ist.

Fiir Optimierungsproblem (2.5) ist es im Allgemeinen nicht moglich eine di-
rekte Losung zu berechnen. In der Praxis angewandte MPC-Problemstellun-
gen werden aus diesem Grund fiir einen endlichen Horizont formuliert und
konnen als Approximation von (2.5) betrachtet werden.

Jedoch ist obige Problemstellung mit unendlichem Horizont (2.5) fiir uns
aus dem Grund so wichtig, da sie uns das optimale Regelgesetz (., aus
Definition 2.9 liefert. (erade an diesem optimalen Regelgesetz o, wol-
len wir die "Performance" des Regelgesetzes uy fiir endlichen Horizont aus
Definition 2.7 messen. Warum g, als optimal betrachtet werden kann und
wie man eigentlich Performance definiert und misst, wird aber erst im néchs-
ten Abschnitt 2.2 dieses Kapitels zur Suboptimalititstheorie genauer aus-
gefiihrt.

14
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Fiir die ndchsten MPC-Optimierungsprobleme ist noch die folgende Defini-
tion eines Gleichgewichtspunktes erforderlich:

Definition 2.10: (Gleichgewichtspunkt)
Ein Zustandswert xp € X heift Gleichgewichtspunkt des Systems (2.1),
wenn es einen Kontrollwert up € U gibt, sodass gilt

rp = f(TE,up).

Schlieflich wollen wir noch die zwei wichtigen Problemstellungen mit End-
beschrinkungen formulieren, fiir die wir in dieser Arbeit die Suboptimali-
tatssitze herleiten werden. Endbeschriankungen werden in der MPC meist
eingefiihrt, um die Stabilitdats- und Optimalitdtsanalyse der jeweiligen MPC-
Problemstellungen zu erleichtern. Dabei kénnen Endbeschrinkungen die
Stabilitit und Performance der jeweiligen MPC-Regelgesetze unter Umstén-
den sogar verbessern.

Die erste Art von Endbeschrinkung, die wir betrachten wollen, bezeichnen
wir als Gleichgewichtsendpunktbedingung. Das dazugehérende Optimie-
rungsproblem lautet

uN,ril(SHEUN N($7UN7 ( ))
N-1
mit JN(CL',UNJ;(‘)) = l(xuN,z(kax)auN,x(k))
k=0

xuN,z(07x) =X
muN,'c(k + 1’x> = f(xuN,z<k7x)7uN7x(k))7 k = 07 7N - 1
(xUNL(k+17x>7uN,x(k)) EZ, k':O,,N—l

ZL‘UN_’I(N, r)=2xg

u.d.N.

(2.6)

Der Unterschied zu (2.4) liegt in der letzten zusitzlichen Nebenbedingung
Tuy,(N,z) = rg. Diese fordert also, dass die Zustandstrajektorie des offe-
nen Regelkreises in einem Gleichgewichtspunkt zp enden soll.

Die zweite Problemstellung mit Endbeschriankungen besitzt noch zusétzli-
che Endkosten F' : Xy — R. Zudem relaxiert sie die Endbedingung aus (2.6)
insofern, dass die Zustandstrajektorie nicht mehr direkt in einem Gleichge-
wichtspunkt z g, sondern nur in einer Endregion Xy C X enden soll, welche

15
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xp enthilt. Diese Art der Endbeschrinkungen bezeichnen wir als Endkosten
und Endregion. Das zugehorige Optimierungsproblem lautet

e i)
N-1

mit Jy (2, un () = D Uy, (K, 2), un o (k) + F(zuy (N, 7))
k=0

Tup,(0,7) =2

Tuy, (b +1,2) = f(wuy, (k,2),uns(k)), k=0,..,N—1
(a:uNyz(k‘ + 1,x),uN7$(/<:)) €eZ, k=0,.,.N—1

Ty, (N, 1) € X

u.d.N.

(2.7)

An die Endkosten und die Endregion aus (2.7) stellen wir die folgende Be-
dingung:

Annahme 2.11: (Endkosten und Endregion)
Es seien F' : Xy — R stetig und X, C X kompakt. Zusédtzlich enthalte
X den Gleichgewichtspunkt xg.

Bemerkung 2.12:

Man beachte, dass wann immer es notig ist auch F(zg) =0 0.B.d.A. ange-
nommen werden kann. Wir begriinden das dadurch, dass man diese Bedin-
gung immer durch eine lineare Transformation der Form

F(z) := F(z) — F(xp)

erreichen kann. Dadurch verschiebt sich die Zielfunktion Jy(z,u(-)) zwar
um die Konstante —F(x ), jedoch hat dies keine Auswirkung auf die Lisung
des Optimierungsproblems (2.7).

O

Das MPC-Regelgesetz fiir (2.6) und (2.7) definieren wir hingegen nicht noch
einmal gesondert, da man die jeweiligen Definitionen aus Definition 2.7 je-
weils durch einsetzen der entsprechenden Problemstellungen erlangt.

Zum Schluss wollen wir noch den in Definition 2.3 eingefiihrten Begriff der

Zuldssigkeit auf die MPC-Optimierungsprobleme (2.5), (2.6) und (2.7) aus-
weiten.

16



Kapitel 2 Grundlagen der Thematik dieser Arbeit

Definition 2.13: (Zuléssigkeit)

(i)

(iii)

Fiir Problemstellung (2.5) definieren wir die Menge aller zuléssigen
Paare (x,u(-)) als

Zeo := {(w,u() | 2.(0,2) = 0,2k + 1,2) = f(wulk, x), u(k)),

(xu(k,z),u(k)) € Z,k € Ny}

und die Menge der zulédssigen Anfangswerte x € X als
Xoo :={x € X| Ju(-), sodass (z,u(:)) € Z}.
Fiir Problemstellung (2.6) definieren wir die Menge aller zuldssigen
Paare (z,u(-)) als
Zny = A{(z,u() | 2u(0,2) = 0,2,(k + 1,2) = f(zu(k, z),u(k)),
(xu(k,z),u(k)) € Z,k=0,...N — 1,z,(N,z) = g}
und die Menge der zuléssigen Anfangswerte x € X als

Xnp:={r e X | Ju(-), sodass (z,u(-)) € Znp}-

Fiir Problemstellung (2.7) definieren wir die Menge aller zuléssigen
Paare (z,u()) als

Znr = {(z,u(-)) | z,(0,2) = 0,z,(k + 1,2) = f(z,(k, x),u(k)),

(xu(k,x),u(k)) € Z,k =0,...,N — 1,2,(N,x) € Xo}

und die Menge der zulédssigen Anfangswerte x € X als

Xnr:={zreX | Ju(), sodass (z,u(-)) € Zyr}.

17
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Bemerkung 2.14:
Man beachte, dass fiir die Mengen der zuldssigen Anfangswerte demmnach
gilt

Xnp € Xy r C Xy CX|
da sich diese nur in der Endbedingunyg fir den Zustand z,(N, x) unterschei-
den und xp € Xog C X erfillt ist.

O

Mit den bisherigen Kenntnissen wollen wir uns nun in den néchsten beiden
Unterabschnitten den Kosten (2.2) widmen.
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2.1.1 Kosten der Standard MPC

In der Standard MPC werden die Kosten (2.2) so gewihlt, dass ein soge-
nanntes "Tracking"-Problem geldst werden kann. Hierbei besteht das Ziel
darin, dass die Zustandstrajektorie des geschlossenen Regelkreises z,,, (-, z)
einer vorgegebenen Referenztrajektorie 27(-) so gut wie méglich folgt. Um
das bestmoglichst zu erreichen, werden die Stufenkosten (2.2) so gewéhlt,
dass sowohl ein hoher Abstand der Zustandstrajektorie zur Referenztrajek-
torie, als auch eine aufwindige Kontrolle mit hohen Kosten bestraft werden.

Wir betrachten in dieser Arbeit allerdings nur einen einfacheren Spezialfall
des Tracking-Problems, in dem die Referenztrajektorie einem Gleichgewicht
2"(.) = zp entspricht und erhalten auf diese Weise ein sogenanntes Sta-
bilisierungsproblem.

Um das Stabilisierungsproblem l6sen zu kénnen, wird die folgende Annahme
an die Kosten der Standard MPC gestellt:

Annahme 2.15: (Kosten der Standard MPC)

Sei xp der Referenzgleichgewichtspunkt des Stabilisierungsproblems.
Dann sollen die Kosten [ : X x U — R{ der Standard MPC die Glei-
chung

l(xE,uE) =0

und zusétzlich fiir alle (z,u) € Z mit x # zp die Ungleichung
Wz, u) > (g, up)

erfiillen.

Demzufolge werden die Kosten [(zp,ug), um die Trajektorie im Gleichge-
wicht zu halten, sowohl gleich Null als auch minimal fiir alle Paare (z,u) € Z
gewahlt.

Eine weit verbreitete Wahl fiir solche Kosten, die die Stabilisierung des
Systems beziiglich eines Gleichgewichts zum Ziel haben und Annahme 2.15
erfiillen, ist beispielsweise durch

la,u) = |27, + Auli,

fiir ein A > 0 gegeben. Hierbei bezeichnen wir mit |z1|,, den Abstand
zwischen x; und z,.
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2.1.2 Kosten der Okonomischen MPC

In der Okonomischen MPC hingegen werden die Kosten (2.2) nicht mehr im
Zuge eines Stabilisierungsproblems gewéhlt, sondern sind durch eine 6ko-
nomische Zielsetzung oder einen 6konomischen Prozess vorgegeben. Dies
konnen beispielsweise die Betriebskosten eines Unternehmens oder die Stoff-
mengen eines chemischen Reaktors sein, die es gilt zu optimieren. Da die
Okonomischen Kosten vorgegeben sind und an diese keine weiteren Forde-
rungen gestellt werden, ist Annahme 2.15 in der Regel nicht mehr erfiillt.

Man beachte, dass uns hier kein Referenzgleichgewichtspunkt mehr vorliegt
wie im Fall der Standard MPC. Um dennoch eine Stabilitdts- und Opti-
malitdtsanalyse durchfiihren zu kénnen, werden wir uns im Rahmen dieser
Arbeit auf die folgende Definition eines optimalen Gleichgewichtspunktes
beziehen.

Definition 2.16: (Optimaler Gleichgewichtspunkt)
Ein Zustands-/Kontrollpaar (zg,ug) heift optimaler Gleichgewichts-
punkt des Systems (2.1), wenn er

(xg,up) = arg min [(x,u)
(x,u()GZ
z=f(z,u)

erfiillt.

Ein optimaler Gleichgewichtspunkt ist also unter allen Paaren (z,u) € Z
des Systems (2.1) derjenige mit dem minimalen Kosten. Ferner weisen wir
darauf hin, dass in der restlichen Arbeit mit (zg,ug) immer der optimale
Gleichgewichtspunkt nach Definition 2.16 gemeint ist, auch wenn dies nicht
ausdriicklich erwdhnt wurde.

Da nun Annahme 2.15 in der Regel nicht mehr erfiillt ist, kénnen die Oko-
nomischen Kosten [ durchaus negativ werden und sogar l(z,u) < l(zp, ug)
fiir ein Paar (z,u) € Z erfiillen. Wir werden jedoch in der gesamten Arbeit
die folgenden Annahme fiir die Okonomischen Kosten treffen, welche uns
viele Rechnungen und Schlussfolgerungen erleichtern wird. Diese Annah-
me kann 0.B.d.A. mit einer analogen Begriindung wie in Bemerkung 2.12
getroffen werden.

20



Kapitel 2 Grundlagen der Thematik dieser Arbeit

Annahme 2.17: (Kosten der Okonomischen MPC)
Sei (g, up) ein optimaler Gleichgewichtspunkt des Systems (2.1). Fiir
die Kosten der Okonomischen MPC gelte

Wir schliefen diesen Unterabschnitt ab mit einem kurzen Beispiel zu Oko-
nomischen Kosten.

Beispiel 2.18
Wir betrachten das System

T =ar+ (1—a)u

mit « € [0,1). Die zugehorigen Kosten sind gegeben durch

l(z,u) = (x + %) <2u - x) + <a: — u)4 (2.8)

und seien die Beschrinkungen X = U = R. Fiir jeden Zustand z erhalten
wir demzufolge mit dem Kontrollwert u = z einen Gleichgewichtspunkt und
die Kosten fiir solch einen Gleichgewichtspunkt betragen
4

l u=r — o 2‘

('T7 u)| — 31‘
Nach Definition 2.16 ergibt sich dann der optimale Gleichgewichtspunkt zu
(xg,up) = 0 mit den zugehorigen Kosten [(xg,ur) = 0. Jedoch besitzen
die Kosten (2.8) zwei negative globale Minima bei (z,u) = 1(21*6/7?, 7%).
Somit ist [(x,u) > (zg,ug) nicht fir alle (z,u) € Z erfiillt, weshalb
Annahme 2.15 hier nicht zutrifft.
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2.1.3 Prinzip der dynamischen Programmierung

In diesem letzten Unterabschnitt zu den Grundlagen der Modellpradikti-
ven Regelung wollen wir noch kurz auf ein geldufiges Hilfsmittel aus der
MPC eingehen, welches als das Prinzip der dynamischen Programmierung
bekannt ist. Dieses Prinzip wird in der MPC vielfach sowohl in numerischen
als auch analytischen Bereichen eingesetzt und wird in dieser Arbeit hdufig
in Berechnungen und Beweisen angewendet.

Wir werden hier nur einen kurzen Einblick in dieses Prinzip mithilfe von
zwei Sétzen liefern und zudem die grundlegende Aussage dieses Prinzips
betonen. Fiir ausfiihrlichere Informationen zu diesem Thema verweisen wir
tiberdies auf die Kapitel 3.4 und 4.2 in [6].

Wir halten nun den ersten Satz zum Prinzip der dynamischen Program-
mierung fest:

Satz 2.19: (Prinzip der dynamischen Programmierung)

Wir betrachten eine der Problemstellungen auf endlichem Horizont
(2.4), (2.6) oder (2.7) mit z € Xy (bzw. Xy, oder Xy ). Sei zu-
dem wu} ,(-) € UY die optimale Kontrollfolge der jeweils betrachteten
Problemstellung. Dann gilt

=

Vn(z) = ) Uz, (k) uy (k) + Vv-k (zuy, (K, 7))

il

fiir alle N € Nund alle K =1,...,N.

Beweis:
Wir verweisen auf den Beweis zu Theorem 3.15 in [6].

X

Dieser Satz sagt also aus, dass Teilfolgen von optimalen Kontrollfolgen wie-
derum optimale Kontrollfolgen fiir die selbe Problemstellung mit angepass-
tem Horizont und angepasstem Anfangswert darstellen.

Wir wollen das im Folgenden etwas genauer ausfiihren. Sei dazu uy ,(-) die
optimale Kontrollfolge fiir Problem (2.4), (2.6) oder (2.7) mit Horizont N
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und Anfangswert x € Xy. Dann erhalten wir fiir jedes K € {1,...,N — 1}
mit der Kontrollfolge

(k) == uly, (k + K)

fiir k =0,...,N — K — 1 ebenfalls eine optimale Kontrollfolge fiir den ange-
passten Horizont N — K und Anfangswert z,; (K,z) € Xy_x. Dadurch
gilt mit unserer Notation also '

u}(VfK,:pu}«V (K,:p)() = ﬂ()

Fiir Genaueres zu diesen Uberlegungen weisen wir auf Korollar 3.16 und
dessen Beweis in [6] hin.

Wir fahren mit einer analogen Version von Satz 2.19 fiir die Problemstellung
auf unendlichem Horizont (2.5) fort.

Satz 2.20: (Prinzip der dynamischen Programmierung)
Wir betrachten die Problemstellung (2.5) mit # € X,. Sei zudem
ut, ,(-) € U™ die optimale Kontrollfolge dieser Problemstellung. Dann
gilt
K—
Vo) = Y Uaus, , (K, @), ule o (R)) + Vi (2, , (K, 2))

k=0

[y

fiir alle K € N.

Beweis:
Der Beweis entspricht dem Beweis zu Theorem 4.4 in [6].

X

Auch hier sind also Teile von optimalen Trajektorien von Problem (2.5)
abermals optimale Trajektorien fiir (2.5) mit angepasstem Anfangswert (sie-
he auch Korollar 4.5 und dessen Beweis in [6]).
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2.2 Grundlagen der Suboptimalititstheorie

Nachdem nun alle grundlegenden Aspekte der Modellpradiktiven Regelung
eingefithrt wurden, soll in diesem Abschnitt schlieflich die Motivation die-
ser Arbeit ndher gelegt und eine erste Idee der Herangehensweise an die
Suboptimalitatstheorie aufgezeigt werden. Wir werden uns hierbei wieder
oft auf [6] beziehen.

2.2.1 Motivation und Idee

Wie schon im ersten Abschnitt dieses Kapitels angesprochen, interessiert
uns die Performance des MPC-Regelgesetzes fiir den endlichen Horizont
fy. Dabei werden wir die Performance nur fiir die Problemstellungen mit
Endbeschrénkungen (2.6) und (2.7) untersuchen. Als erstes stellt sich dabei
die Frage, was genau man unter Performance versteht und wie man diese
messen kann.

Der Begriff "Performance" ist im Rahmen dieser Arbeit gleichbedeutend
mit der Regelgiite des MPC-Regelgesetzes. Diese stellt indes ein Mak dar,
mit der wir die Optimalitit des Regelgesetzes un bewerten und mit ande-
ren Regelgesetzen vergleichen kdnnen. Dabei kann die Regelgiite auf un-
terschiedliche Weise gemessen werden, wohingegen wir uns in dieser Arbeit
auf ein bestimmtes Maf beschrinken werden.

Wir wollen also Aussagen dariiber treffen, wie "nahe" das Feedback py sich
an einer optimalen Lésung befindet, wobei wir die optimale Losung durch
das Regelgesetz 1, aus Definition 2.9 gegeben haben. Dieses Regelgesetz
ist optimal in dem Sinne, dass es die Zielfunktion auf unendlichem Horizont
J - und somit die Summe der Kosten fiir einen unendlich langen Zeitraum
in der Zukunft - minimiert. Es gilt also

Voo () = Joo (2, froo (T4 (- 7)) (2.9)

fiir alle Anfangswerte © € X,. Diese Gleichung folgt beispielsweise sofort
aus Korollar 4.7 in [6], welches auf dem Prinzip der dynamischen Program-
mierung (vgl. Abschnitt 2.1.3) beruht und aussagt, dass p., ausgewertet
an den Trajektorien des geschlossenen Regelkreises (2.3) eine optimale Kon-
trollfolge fiir die Zielfunktion J,, darstellt. Wir werden im Folgenden die
rechte Seite von (2.9) mit Jo.(z, s (-)) abkiirzen.

Jetzt bietet sich aber gerade die obige Zielfunktion aus (2.9) als Performance-
Malfs fiir beliebige zulassige Regelgesetze 1 an, wobei ein Regelgesetz 1 genau
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dann zuléssig ist, wenn p(x) € U fir alle z € X erfiillt ist. Auf diese Weise
kann man niamlich eine Angabe dariiber treffen, wie gut das zu betrachten-
de Regelgesetz p die Kosten fiir alle kommenden Zeitschritte minimiert und
wie nahe es an das Optimum V,, herankommt.

Wir stellen also das folgende Performance-Maf in dieser Arbeit auf, ndmlich
die Kosten auf unendlichem Horizont:

Definition 2.21 (Kosten auf unendlichem Horizont)

Sei p ein zuldssiges Regelgesetz fiir das System (2.1). Fiir die Trajek-
torien des geschlossenen Regelkreises z,,(-, z), die dieses Regelgesetz fiir
einen Anfangswert = € X erzeugt, definieren wir die Kosten auf unend-
lichem Horizont als

Zl zu(k, z), w(x,(k, x))).

Bemerkung 2.22:

Man beachte, dass obige Definition eine unendliche Summe aufweist und
aus diesem Grund nicht fir alle zuldssigen Regelgesetze endlich sein muss.
Unter Umstinden kann sogar der Fall eintreten, dass J(x, pu(-)) fir keines
der zuldssigen Regelgesetze einen endlichen Wert liefert. Jedoch werden wir
in Stabilititskapitel 3 in der Lage sein zu zeigen, dass unter bestimmten
Bedingungen obige Kosten fir das optimale Regelgesetz Joo(x, pioo(+)) und
damit auch die optimale Wertefunktion Voo (z) fir alle x € X endlich sind.
Die Endlichkeit von V., ist eine erforderliche Primisse, um die Stabilitits-
und Suboptimalitditstheorie in dieser Arbeit aufzustellen.

O

Fiir Regelgesetze 1 # i, die nicht dem optimalen Gesetz entsprechen,
werden diese Kosten in der Regel echt grofser als der optimale Wert sein,
also

Joo(, () > Voo ()

fiir alle x € X.

Dies gilt gewiss auch fiir das von uns betrachtete Regelgesetz 1y der Proble-
me (2.6) und (2.7). Demzufolge ist das Regelgesetz py suboptimal beziiglich
des Regelgiite-Mafes aus Definition 2.21, da es nicht ganz an den optima-
len Wert V,, herankommt. Aus der Suboptimalitdtseigenschaft von py geht
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auch die Bezeichnung der Suboptimalititssiatze in Kapitel 6 hervorgeht.

Uns interessiert folglich die Differenz

oo (2, i () = Vo (),

fiir die wir in dieser Arbeit Abschitzungen treffen und asymptotische Aus-
sagen herleiten werden.

Ahnliche Aussagen zur Suboptimalitiit des Feedbacks ux wurden in [6] fiir
den Fall der Standard MPC mit Endbeschrinkungen bereits aufgestellt und
bewiesen. Wir verweisen hierauf auf den Abschnitt 5.4 und insbesondere
auf die Satze 5.21 und 5.22. Unsere Motivation besteht nun darin, diese Er-
gebnisse auch fiir den Fall der Okonomischen MPC mit Endbeschréinkungen
zu erarbeiten.

Zum Schluss legen wir noch den Ansatz unserer Herangehensweise an die
Problemstellung dar. Da es sehr schwierig ist Aussagen iiber die Kosten
auf unendlichem Horizont Jo(z, un(+)) zu treffen, werden wir diese durch
die optimale Wertefunktion fiir (2.6) bzw. (2.7) abschétzen. Im sechsten
Kapitel dieser Arbeit erlangen wir dann die Ungleichung

Joo(@, pn () < V()

fiir alle z € X}, weswegen wir uns in der restlichen Herleitung auf Abschét-
zungen fiir die Differenz

V() = Voo ()

konzentrieren werden. Dies ist auch der selbe Ansatz, der in [6] verfolgt
wird.

Die restliche Herleitung der Suboptimalitétsschranken wird aber im Grunde
unterschiedlich zu [6] verlaufen. Zwar werden wir wie auch in [6] Ergebnisse
aus der Stabilitdtstheorie fiir den Beweis benutzen, diese jedoch auf eine
andere Weise einsetzen. Auflerdem werden wir noch auf zusédtzliche Resul-
tate aus anderen Themenbereichen der Okonomischen MPC zuriickgreifen,
insbesondere auf Sitze zur Turnpike Eigenschaft.

Die weiteren Sétze zur Stabilitdt, zur Turnpike Eigenschaft und zur Ab-
schitzung der optimalen Wertefunktion, auf die sich unser Beweis stiitzen
wird, werden in den folgenden drei Kapiteln vorgestellt. Die wichtigste
Voraussetzung, die wir dabei in fast jedem der Satze treffen, bildet die so-
genannte Dissipativititseigenschaft. Da diese Eigenschaft fundamental fiir
die Ergebnisse dieser Arbeit ist, wird sie im folgenden Abschnitt umfassend
eingefiihrt.

26



Kapitel 2 Grundlagen der Thematik dieser Arbeit

2.3 Dissipativitat und Vergleichsfunktionen

Die Dissipativititseigenschaft bildet ein fundamentales Konzept, welches
in der Okonomischen Modellpridiktiven Regelung eine Reihe analytischer
Schlussfolgerungen sicherstellt. Dabei stellt sie die wichtigste Bedingung
dar, mithilfe derer Ergebnisse aus u.a. der Stabilitits-, Optimalitits- und
Robustheitsanalyse der Okonomischen MPC erzielt werden kénnen.

Bevor wir uns der Dissipativititseigenschaft widmen, wollen wir erst noch
eine Reihe von Vergleichsfunktionen einfiihren, die wir fiir die Definition
der Dissipativitit sowie fiir weitere Definitionen und Sétze aus folgenden
Kapiteln bendtigen werden. Hierzu definieren wir die folgenden fiinf Arten
von Vergleichsfunktionen:

Definition 2.23 (Vergleichsfunktionen)

(i) Eine Funktion a; : Rj — R heift K-Funktion, wenn sie stetig
und strikt monoton wachsend ist und wenn a4 (0) = 0 gilt.

(ii) Eine Funktion ay : Rj — R{ heikt K -Funktion, wenn ay € K
gilt und a» unbeschrankt ist.

(iii) Eine Funktion oy : Ry — RJ heift £-Funktion, wenn sie stetig
und strikt monoton fallend ist und wenn o5(t) — 0 fiir ¢ — oo
gilt.

(iv) Eine Funktion oy : Ny — Ry heift Ly-Funktion, wenn sie strikt
monoton fallend ist und wenn oy(k) — 0 fiir £ — oo gilt.

(v) Eine Funktion 3 : Rf x Rf — R{ heift KL-Funktion, wenn sie
stetig ist und wenn S(-,t) € K und 3(r, ) € L gilt.

Vergleichsfunktionen werden es uns erleichtern das Grenzverhalten von Funk-
tionen und Ausdriicken zu beschreiben. So gut wie alle Abschétzungen, die
wir in dieser Arbeit treffen werden, werden mithilfe von Vergleichsfunktio-
nen formuliert.

Ein Beispiel fiir eine KLL-Funktion £ aus Definition 2.23 (v), welche im ers-
ten Argument eine - und im zweiten Argument eine £-Funktion darstellt,
findet sich in Abbildung 2.1 auf der kommenden Seite.
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Abb. 2.1: Darstellung einer L-Funktion 3, welche im ersten Argument
eine K-Funktion (links) und im zweiten Argument eine £-Funktion
(rechts) ist.

Wir wollen uns nun mit der Dissipativitatseigenschaft befassen und begin-
nen diese Thematik mit einer formellen Definition, welche der Definition 1
aus [8] entspricht.

Definition 2.24 (Dissipativitét)

(i) Das System (2.1) heifst dissipativ beziiglich der Versorgungsrate
s: X x U — R, wenn eine auf X beschrinkte Funktion A : X — R
existiert, sodass die Ungleichung

A(f(z,u) = Ax) < s(z,u)

fiir alle (z,u) € Z erfiillt ist. Dabei heifst A auch Speicherfunktion
des Systems (2.1).

(ii) Das System (2.1) heifst strikt dissipativ beziiglich obiger Versor-
gungsrate s, wenn zusitzlich eine K,-Funktion p : Rf — R{
existiert, sodass die Ungleichung

Af(z,u) = Ax) < =p([2]ap) + 5(z, 1)
fir alle (x,u) € Z erfiillt ist.

(iii) Das System (2.1) heift dissipativ/strikt dissipativ mit stetiger
Speicherfunktion, wenn A zudem stetig auf X ist.
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Bemerkung 2.25:

(i) Man beachte, dass in Definition 1 aus [8] keine weiteren Vorausset-
zungen an die Speicherfunktion A\ gestellt werden. Fir unsere Zwecke
bendtigen wir aber die Beschrinktheit und teilweise auch die Stetig-
keit von X\, was wir auch in Definition 2.24 (i) bzw. (iii) ausdricken.
Jedoch sei angemerkt, dass es unter Annahme 2.2 geniigen wiirde nur
die Stetigkeit von \ zu verlangen, da dann die Beschrinkheit sofort
aus dem Satz von Weierstraf$ folgt.

(ii) Auch hier sei angemerkt, dass man 0.B.d.A. \N(xg) = 0 setzen kann,
wann immer die Ungleichung aus Definition 2.24 verwendet wird. Dies
kann hier ebenfalls durch eine lineare Transformation der Form

Ax) = Az) = M)

erreicht werden, wodurch A um eine Konstante verschoben wird. Je-
doch bleibt die Dissipativititsungleichung dabei erhalten, da sich durch
die Transformation die Differenz

A(f (2, w) = Ma) = A(f (2, u)) = M)

nicht andert.
OJ

Wir wollen nun versuchen die in Definition 2.24 eingefiihrte Dissipativitits-
eigenschaft zu deuten.

Eine wichtige Interpretation von Dissipativitdt bezieht sich dabei auf die
Energiebilanz des Systems (2.1), woher die Versorgungsrate s und die Spei-
cherfunktion A auch ihre Namen beziehen.

In diesem Fall stellt die Versorgungsrate s(z,u) die Energie dar, mit der
das System im Zustand x € X mit dem Kontrollwert v € U "versorgt"
wird. Dabei interpretieren wir fiir jedes Paar (x,u) € Z eine positive Ver-
sorgungsrate s(z,u) > 0 als Energiemenge, die dem System zugefiihrt wird
und eine negative Versorgungsrate s(z,u) < 0 als Energiemenge, die dem
System entzogen wird. Die Speicherfunktion A(z) hingegen verkorpert die
Energie, die das System im Zustand x € X gespeichert hat.

Mit dieser Betrachtungsweise lautet die Aussage der Dissipativitdtsunglei-
chung aus Definition 2.24 (i) demnach, dass die Zunahme der gespeicherten
Energie des Systems nicht grofser sein darf als die Menge der zugefiihrten
Energie bzw. dass die Abnahme der gespeicherten Energie nicht kleiner sein
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darf als die Menge der entzogenen Energie.

Solch ein dissipatives System darf also nur Energie "verbrauchen" (z.B.
durch Abgabe von Energie an die Umgebung) und nicht selber erzeugen
(vgl. mit dem englischen Begriff "dissipate" fiir "verbrauchen").

In diesem Fall ist die Dissipativitdtsungleichung eine direkte Folgerung aus
dem Energieerhaltungssatz der Physik.

Auf die eben vorgestellte Weise ldsst sich Dissipativitat interpretieren, wenn
s als Energieversorgungrate des Systems gewihlt wird. In der Okonomi-
schen MPC hingegen ist es iiblich die Versorgungsrate s mithilfe der Kosten
(2.2) zu formulieren, welche ja bekanntlich ein 6konomisches Ziel reprisen-
tieren. Man wihlt dann

s(zyu) =l(z,u) — l(rp,up) (2.10)

fiir alle (x,u) € Z. Jedoch sei darauf hingewiesen, dass hierbei nicht ausge-
schlossen sein muss, dass (2.10) gerade die Energieversorgung des Systems
darstellt, da die Okonomischen Kosten sehr vielfiltige Zielvorgaben verkor-
pern konnen. Die so gewihlte Versorgungsrate (2.10) ist also gleich Null,
wenn wir uns im optimalen Gleichgewichtspunkt (zg,ug) befinden. An-
sonsten ist sie positiv, wenn die Kosten im Punkt (z,u) echt grofer als
[(zp,up) und negativ, wenn diese Kosten echt kleiner als [(zp, ug) sind.

Wir werden in dieser Arbeit ebenfalls Dissipativitdt hinsichtlich der Ver-
sorgungsrate (2.10) formulieren und durchgehend die strikte Version der
Dissipativitdt in den Sitzen verwenden.

Des Weiteren ist zu beachten, dass in der strikten Dissipativitdtsunglei-
chung in Definition 2.24 (ii) durch die K-Funktion p impliziert wird, dass
die Anderung der Speicherfunktion A(f(z,u))—A(z) echt kleiner der Versor-
gungsrate s(x, u) fir alle (x,u) € Z mit  # xp ist und nur fiir den Zustand
zp gleich sein kann. Aufkerdem wird die Liicke zwischen A(f(z,u)) — A(x)
und s(z,u) umso grofker, je weiter der aktuelle Zustand x vom Gleichge-
wichtspunkt xp entfernt ist - d.h. je grofer der Abstand |z|,, ist.

Mit der vorhin erbrachten Interpretation auf Energieebene wiirde das be-
deuten, dass das System in jedem Zustand x € X, der nicht dem Gleichge-
wichtspunkt xp entspricht, Energie verbraucht bzw. verliert und zwar umso
mehr, je weiter x von xp entfernt ist. Aus diesem Grund ist es intuitiv na-
heliegend, dass gerade der Zustand xp fiir solch strikt dissipative Systeme
erstrebenswert ist, da dieser am energieeffizientesten ist.

Diese einfachen Uberlegungen lassen sich tatséichlich in der Okonomischen
MPC Literatur mehrfach belegen. Dass in strikt dissipativen Systemen
gerade der optimale Gleichgewichtspunkt zg "intuitiv erstrebenswert" ist,
findet sich beispielsweise in den Tatsachen wieder, dass xg ein asymptotisch
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stabiler Gleichgewichtspunkt solcher Systeme ist und ein bestimmtes Op-
timalitatskriterium erfiillt. Eine Stabilitdtsanalyse fiir MPC-Probleme, die
die strikte Dissipativitdtseigenschaft erfiillen, werden wir in dieser Arbeit
in Kapitel 3 durchfiihren und fiir das eben erwihnte Optimalitdtskriterium
sei auf Proposition 6.4 in [2] verwiesen.
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Kapitel 3

Stabilitit der Okonomischen
MPC

Dieses Kapitel ist der Stabilitit von ausgewihlten Okonomischen MPC-
Problemstellungen gewidmet. Gleichwohl werden nicht alle méglichen MPC-
Optimierungsprobleme auf Stabilitdt untersucht, sondern nur diejenigen,
die fiir die Thematik dieser Arbeit von Bedeutung sind. Genauer gesagt
wird insbesondere der Fall mit endlichem Horizont ohne Endbeschriankun-
gen (2.4) fallen gelassen.

Es folgen drei Abschnitte, wobei im ersten Abschnitt die Grundlagen zur
Stabilitatstheorie vermittelt werden. Daraufhin werden im zweiten Ab-
schnitt die Stabilitdtstheorie fiir endlichen Horizont mit Endbeschrénkun-
gen und im dritten Abschnitt die Stabilitdtstheorie fiir unendlichen Horizont
ausgearbeitet. Unterdessen wird sich herausstellen, dass in den letzten bei-
den Abschnitten die Dissipativititseigenschaft als Voraussetzung eine wich-
tige Rolle spielen wird.

Der Grund weshalb wir mit der Stabilitdtstheorie beginnen, ist die Tatsa-

che, dass in den Sdtzen und Beweisen aus folgenden Kapiteln immer wieder
auf die Stabilitdatseigenschaft zuriickgegriffen wird.
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Kapitel 3 Stabilitit der Okonomischen MPC

3.1 Grundlagen der Stabilitatstheorie

Dieser Abschnitt strebt zwei Zielsetzungen an. Zum einen soll vermittelt
werden, was man eigentlich unter Stabilitidt versteht und zum anderen soll
ein allgemeiner Weg aufgezeigt werden, wie man die Stabilitdt von MPC-
Problemstellungen beweisen kann. Dabei orientiert sich dieser Abschnitt
stark an [6].

Es existieren mehrere Stabilitdtsbegriffe, die sich alle in ihren Definitio-
nen etwas voneinander abheben. Wenn jedoch im Folgenden von Stabilitat
die Rede ist, dann ist immer ein ganz bestimmter Stabilitdtsbegriff gemeint,
namlich der der asymptotischen Stabilitdat. Hierzu folgt zunéichst eine allge-
meinere Definition der asymptotischen Stabilitdt eines Gleichgewichtspunk-
tes. Diese entspricht der Definition 2.14 aus [6].

Definition 3.1: (Asymptotische Stabilitit eines Gleichgewichts-
punktes)

Sei x ein Gleichgewichtspunkt eines Differenzensystems z* = g(z) mit
der Ubergangsabbildung g : X — X, d.h. es gilt g(zg) = 2.

(i) Der Gleichgewichtspunkt z g ist lokal asymptotisch stabil.
<= Es existieren 6 > 0 und eine KL-Funktion 3, sodass die Un-
gleichung
(K, 2) e < B(2]ap, k)
fiir alle x € Bs(xg) und alle k£ € Ny erfiillt ist.

(ii) Der Gleichgewichtspunkt z g ist global asymptotisch stabil.
& Es existiert eine L-Funktion 3, sodass obige Ungleichung fiir
alle x € X und alle k£ € N erfiillt ist.

Wir iibertragen diese allgemeine Definition, die sich auf Gleichgewichts-
punkte eines Diffenrenzensystems 2™ = g(x) bezieht, sogleich auf die MPC-
Problemstellung, indem wir als zu betrachtendes Differenzensystem den ge-
schlossenen MPC-Regelkreis (2.3) wéhlen, also

g(x) = [z, pl(x)).

Folglich kénnen wir Definition 3.1 nochmals umformulieren und auf das Re-
gelgesetz 1 : X' — U beziehen.
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Definition 3.2: (Asymptotische Stabilitit eines Regelgesetzes)
Sei x g ein optimaler Gleichgewichtspunkt des geschlossenen Regelkreises
(2.3) nach Definition 2.16.

Das MPC-Regelgesetz 11 : X — U aus Definition 2.7 oder Definition 2.9
stabilisiert den geschlossenen Regelkreis (global) asymptotisch.

& Es existiert eine L-Funktion /3, sodass die Ungleichung

|20 (k@) ]op < B(l2]es, k)

fiir die durch p erzeugte Zustandstrajektorie x,(-, ) fiir alle Anfangs-
werte © € X und alle k € Ny erfiillt ist.

Bemerkung 3.3:

Man beachte, dass Definition 3.2 die viel stirkere Form der globalen Sta-
bilitdt zum Ausdruck bringt. Die lokale asymptotische Stabilitdt lisst sich
analog formulieren fiir Anfangswerte x € Xo C X oder x € Bs(xg) C X mit
0 > 0. Wir verzichten hier allerdings auf die lokale Definition, da in den
kommenden Stabilitdtssdatzen v den Regelkreis global stabilisieren wird und
werden auch 1m Folgenden mit "asymptotischer Stabilitat" durchgehend die
globale Version bezeichnen.

U

Der Abstand einer asymptotisch stabilen Zustandstrajektorie zum optima-
len Gleichgewichtspunkt ldsst sich also mithilfe einer JL-Funktion § ab-
schatzen. Fiir diese L-Funktion gilt, dass sie gegen Null konvergiert fiir
(r = zpVk— ).

Die asymptotische Stabilitdt besteht demzufolge aus zwei Bestandteilen.
Der erste Bestandteil ist als Lyapunov-Stablitat bekannt. Diese sagt aus,
dass je kleiner der Abstand zwischen Anfangswert  und Gleichgewicht zg
ist, desto kleiner auch der Abstand der Zustandstrajektorie x,(k,z) zum
Gleichgewichtspunkt x g fiir alle weiteren Zeitpunkte k € Ny sein wird. Zu-
sitzlich besteht asymptotische Stabilitdt aus der sogenannten Attraktion.
Diese besagt letztlich, dass mit fortschreitender Zeit der Abstand der Zu-
standstrajektorie =, (-, z) zum Gleichgewichtspunkt xp beliebig klein wird.

Die zweite Zutat der asymptotischen Stabilitét - die Attraktion - ist grafisch

in Abbildung 3.1 dargestellt. Dabei wurde ein fester Anfangswert = fest-
gehalten. Den optimalen Gleichgewichtspunkt wéhlen wir zur einfacheren
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Darstellung als xp = 0. Auch die L-Funktion § ist in der Abbildung ent-
halten, wobei § fiir einen festen Anfangswert zu einer £-Funktion S(|z|, )
wird.

B(Ix[,0)
\\\
X \‘\
N
N[ Bk
N\
AN §
\\ ‘\\‘
N
2N N
™ N
XH(K X) N \‘
\\
N
\u\‘ iy
XE s S
01 2

Abb. 3.1: Asymptotisch stabile Zustandstrajektorie z,(-, z) und
L-Funktion 5(|x|.,, ) mit optimalem Gleichgewichtspunkt 25 = 0.

Nachdem wir nun den Stabilitdtsbegriff aufgezeigt haben, bleibt zu kliren,
wie man Stabilitdt in der MPC herleiten kann. Ein in der MPC-Literatur
oftmals verwendetes Hilfsmittel bilden hierbei die sogenannten Lyapunov-
Funktionen. Auch in dieser Arbeit werden alle Stabilitdtsbeweise mithilfe
von Lyapunov-Funktionen durchgefiihrt.

Aus diesem Grund werden wir im Folgenden zunéchst definieren, was man
unter einer Lyapunov-Funktion fiir allgemeine Differenzensysteme versteht.
Anschliefsend dufern wir die Idee fiir den Beweis der asymptotischen Stabi-
litdt mittels Lyapunov-Funktionen. Danach stellen wir die Vorgehensweise
vor, wie man das Konzept der Lyapunov-Funktionen in die MPC {ibertra-
gen kann und den Abschluss bildet ein Satz mit vollstdndigem Beweis zur
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asymptotischen Stabilitdt von allgemeinen Differenzensystemen, auf denen
eine Lyapunov-Funktion definiert ist.

Die folgende Definition einer Lyapunov-Funktion deckt sich mit der De-
finition 2.18 aus [6].

Definition 3.4: (Lyapunov-Funktion)

Wir betrachten ein Differenzensystem =™ = g(x) mit einem Gleichge-
wichtspunkt zg. V : X — R{ ist eine Lyapunov-Funktion fiir dieses
System, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es existieren Ky -Funktionen oy und ay, sodass die Ungleichung
ar(|z]ep) < V(w) < ax(|z]ep)

fiir alle z € X erfiillt ist.

(ii) Es existiert eine Ky -Funktion as, sodass die Ungleichung

Vig(x)) < V(x) — as(lales)

fir alle z € X erfiillt ist.

Die Idee der Stabilitdtsbeweise besteht nun darin, mithilfe der Ungleichung
aus Definition 3.4 (ii) zu zeigen, dass V(z(k)) streng monoton fallend ist
beziiglich der Trajektorien z(k) des Differenzensystems 2% = g(z) und dass
V(xz(k)) zudem gegen Null konvergiert fiir & — oo. Infolgedessen ldsst sich
mithilfe der Ungleichung aus Definition 3.4 (i) beweisen, dass in diesem Fall
auch z(k) — xp gilt fir k — oc.

Um diesen Sachverhalt auf MPC-Problemstellungen zu {ibertragen, defi-
niert man lediglich wie gewohnt

g(x) := [z, p(x))

und wahlt die optimale Wertefunktion aus Definition 2.6 als Lyapunov-
Funktion fiir den geschlossenen Regelkreis (2.3). Zu zeigen bleibt dann, dass
die optimale Wertefunktion die Eigenschaften einer Lyapunov-Funktion aus
Definition 3.4 erfiillt. Diese Thematik ist jedoch erst Bestandteil der fol-
genden beiden Abschnitte.
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Doch zunéchst einmal schliefsen wir diesen Abschnitt mit einem Stabilitéits-
satz fiir allgemeine Differenzensysteme ™ = g(x) ab und fithren die weiter
oben vorgestellte Beweisidee in ihren Einzelheiten aus.

Satz 3.5: (Stabilitdtssatz fiir allgemeine Differenzensysteme)
Sei zp ein Gleichgewichtspunkt des Differenzensystems =zt = g(x).
Es existiere eine Lyapunov-Funktion V fiir dieses System nach
Definition 3.4. Dann folgt, dass zg ein (global) asymptotisch stabiler
Gleichgewichtspunkt des Differenzensystems =™ = g(x) ist.

Beweis:

Wir wollen in diesem Beweis die JCL-Funktion 5 aus Definition 3.1 mithilfe
der drei K -Funktionen «y, ap und as aus Definition 3.4 konstruieren.
Als erstes verwenden wir

ay ' (V(2)) < |2a

aus Definition 3.4 (i). Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn wir a3 auf
beide Seiten anwenden, da «s strikt monoton wachsend ist. Wir erhalten

azoay (V(2)) < as(|2fs,). (3.1)
Zur einfacheren Darstellung definieren wir
o :=azoa;’.

Dabei ist o wiederum eine K..-Funktion, da sowohl Inverse als auch Kom-
positionen von K.-Funktionen wieder in K liegen. Sei nun z(-,z) eine
Trajektorie des Differenzensystems x+ = g(x). Dann konnen wir die Un-
gleichung aus Definition 3.4 (ii) auch schreiben als

Vi(e(k + 1,2)) < V(e(k,2)) — as(|z(k, 2)]ap)

= V(z(k,x)) — o' (V(x(k,z))). (3.2)

IN

Als néchstes wollen wir ' in (3.2) durch eine andere Funktion & abschéitzen,
um zu erreichen, dass die rechte Seite von (3.2) strikt monoton wachsend in
V(x(k,x)) ist. Gleichzeitig wird die als a gewahlte Funktion eine wichtige
Rolle in der Konstruktion von 3 spielen. Wir definieren also

~ ': . / r— 8)
a(r) : sren[é% (a (s) + 5
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fiir alle » > 0. Hierzu zeigen wir als erstes, dass diese Funktion die gewollte
strikte Monotonie fiir die rechte Seite von (3.2) erfiillt. Seien dazu ry >

r1 > 0 und bezeichne s’ := arg min(c/(s) + 2L 7 ). Wir berechnen
s€[0,r1]

ry — a(ry) =12 — min (o/(s) 2o S)

s€[0,r2] 2
/
> ry — (a’(s’)—i— 2 5 S)
/
509

also insgesamt

o — &(rg) >1ry — 62(7“1)
> 0. (3.3)

Um o' mit a abschétzen zu konnen, errechnen wir

a(r) = min (0/(3) + = 8)

s€[0,r] 2
<ad(r)+ ! ; !
= ()
und ersetzen (3.2) durch
V(z(k+1,2)) <V(z(k,z)) —a(V(x(k,x))). (3.4)
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Ferner definieren wir mithilfe von a eine Funktion §; durch die Rekursion

pi1(r,0) =1
und
Br(r k4 1) :== pi(r, k) — a(pi(r, k)).
Dazu wollen wir zunéchst die folgende Ungleichung mithilfe der vollstandi-
gen Induktion fiir alle £ € Ny und alle z € X beweisen:

V(a(k,z)) < Bi(V(2), k) (3.5)
Der Induktionsanfang ergibt sich fiir £ = 0 als
A1V (x),0) = V(x)
=V (x(0,x)).
Es gelte nun die Induktionsvoraussetzung
V(x(k,2)) < Bi(V(x), k).

Mithilfe von (3.4) sowie der kiirzlich gezeigten strikten Monotonie der rech-
ten Seite von (3.4) in V(x(k,x)) konnen wir berechnen, dass gilt

V(z(k+1,2)) < V(x(k,x)) —a(V(z(k,x)))

Induktions-

o TV (@) k) = &(B1(V (), K))
=6 (V(x),k+1),

womit die Induktionsbehauptung bewiesen wére. Nun wollen wir noch zei-
gen, dass (; eine KL-Funktion ist. Dazu zeigen wir erst die Monotonie-
Eigenschaften einer L-Funktion. Abermals mithilfe der vollstdndigen In-
duktion beweisen wir die erste Monotonie-Eigenschaft, ndmlich dass

Bi(ra, k) > Bi(r1, k) >0

fiir alle 7 > ry > 0 und alle £ € Ny gilt. Der Induktionsanfang ergibt
sich trivialerweise zu (31 (re,0) = ro > 1 = B1(r1,0) > 0. Es gelte nun die
Voraussetzung

51(7“2,]{7) > 61(7‘1,]{3) > 0.

Dann kénnen wir Ungleichung (3.3) anwenden und folgern

Bi(ra, k+1) = Bi(ra, k) — a(Bi(ra, k))

(353) Bi(r1, k) — a(Bi(r, k))
:61(7”1,]1"" 1)
>0,

womit der Induktionsschritt abgeschlossen wire.
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Die zweite Monotonie-Eigenschaft lautet

Bi(r, k1) > Bi(r, ke) >0

fiir alle ky > k1 > 0 und alle » > 0. Um diese zu zeigen, wollen wir zuerst
noch & abschiitzen. Es bezeichne wieder s’ := arg min(a/(s) + %) Sei

s€[0,r]
nun s’ > % Dann gilt
a’' €00
R
(r—s)/2>0 L r—g
< o' (s
2
. , r— s>
min (o/(5) + =
= a(r).
Fiir den anderen Fall s’ < % berechnen wir
r _ r—s
4 2
o' €Koo r—g
< / !
< d(s)+ 5
r—s
= min (d/(s)+ )
s€[0,r] ( ( ) 2

=a(r).
Zusammengefasst konnen wir die folgende Abschétzung fiir o, ndmlich
o i (o (3).
a(r) > min {a 5)0 7
>0

fiir alle » > 0 aufstellen, da in diesem Fall sowohl o (%) > 0, als auch %"I >0
gilt. Damit konnen wir nun die zweite Monotonie-Eigenschaft mithilfe der
Rekursionsformel von 3; beweisen, denn fiir r > 0 gilt

Bi(r,0) =7 >0 (3.6)
und
Bi(r,k+1) = Bi(r, k) — a(Bi(r, k))
"0 8 k) (3.7)
mit k € No.
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Eine analoge Berechnung der Eigenschaft (3.3) eingeschrinkt auf r > 0
fiihrt zu
r—a(r) >0

fiir r > 0. Wenn wir dieses Ergebnis nochmals auf die Rekursionsformel
anwenden, ergibt sich

pi(r,k+1) = pi(r, k) — a(Bi(r, k) >0 (3.8)

fiir alle k£ € Ny. Zusammengenommen liefern die Ungleichungen (3.6), (3.7)
und (3.8) fiir » > 0 und zwei beliebige ko > k; > 0 eben gerade

Bi(r, k1) > Bi(r, ko) > 0.

Die letzten beiden Eigenschaften einer KCL-Funktion, die noch zu zeigen
sind, wiren

B1(0,k) =0 (3.9)
fiir alle £k € Ny und
klim pi(r,k) =0 (3.10)
—00

fiir alle » > 0. Wir beginnen mit der ersten Eigenschaft und folgern aus
der Rekursionsformel, die wir mit 3;(0,0) = 0 initialisieren, dass (3.9) nur
dann fiir alle k£ € Ny erfiillt ist, wenn @(0) = 0 gilt. Dies folgt aber gerade
aus der Definition von a durch

(0 = nig (<04 >5°)
0-0

= O/(O) + T

o' €K oo
== 0.

Fiir die zweite Eigenschaft (3.10) betrachten wir abermals die Monotonie-
Eigenschaften von ;. Aus ihnen wird ersichtlich, dass 8, in k strikt mono-
ton fallend ist und von unten durch Null beschrinkt. Daraus folgt, dass der
Grenzwert I}Lrgoﬁl(r, k) fiir alle » > 0 existiert. Es bleibt noch zu zeigen,
dass dieser Limes gleich Null ist. Diesbeziiglich definieren wir den Grenz-
wert von [; als

Brolr) i= lim (1 k)

fir » > 0.
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Als néchstes verwenden wir die Rekursionsgleichung von (5, gegeben durch

ﬁl(rv k+ 1) = 61(T7 k) - a<51(r7 k))

und berechnen dazu

lm G5 (r. ) = Jim (B1(r k) — By (r, & + 1)
= k11_>m pa(r, k) — kli}m Bi(r,k+1)

= 500(T) - /300(7“)
= 0.

Durch die Stetigkeit von « folgt aufkerdem

0= lim a(f(r, k))

= a(lim 61 ()
= (Bl

Wir wissen bereits, dass a(0) = 0 und fiir alle » > 0 zudem a(r) > 0 gilt.
Daraus folgt, dass [.(r) = 0 gelten muss. Nun haben wir gezeigt, dass
B alle Eigenschaften einer K L-Funktion besitzt. Man beachte jedoch, dass
B1(r, k) nur fiir ganzzahlige k definiert ist, wohingegen die Definition einer
K L-Funktion sich auf k¥ € R} bezieht. Diesen Missstand gleichen wir noch
aus, indem wir eine weitere Funktion 5 definieren durch

Bo(r,t) == (k+1—=1)p1(r, k) + (t — k)Sr(r, k+ 1)

fiir k € Ng und ¢ € [k, k + 1). Dabei verkorpert 3, die lineare Interpolation
von (1 und entsteht demzufolge durch Verbindung der Punkte von ; durch
Strecken. Demnach erfiillt 55(r, ¢) nun alle Eigenschaften einer KL-Funktion
fiir alle t € Ry. Wir schlieRen den Beweis ab, indem wir 3 aus Definition 3.1
durch

B(r,t) = a;t o Baan(r),t)

konstruieren, und verwenden bisherige Ergebnisse, um die Ungleichung aus
Definition 3.1 herzuleiten.
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Dazu setzen wir mit dem linken Teil der Ungleichung aus Definition 3.4 (i)
an und erhalten fiir alle z € X und alle k € Nj

2k, 2)]ap < o7 (V(2(k, 2)))

(3.5) .
S ay Oﬁl(V(I)’k>

=a;'opB (V(x), k)
Def. 34 ()
< ayloBa(an(|zlapy). k)

= 2|, k).
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3.2 Stabilitatssatze fiir endlichen Horizont mit
Endbeschrankungen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Stabilititsséitze fiir die beiden Opti-
mierungsprobleme mit endlichem Horizont und Endbeschrinkungen (2.6)
und (2.7) aufstellen.

Im ersten Unterabschnitt gehen wir dabei auf die Problemstellung mit
Gleichgewichtsendpunktbedingung (2.6) und im zweiten Unterabschnitt auf
die Problemstellung mit Endkosten und Endregion (2.7) ein. Dabei werden
beide Stabilitdtsbeweise kraft des im letzten Abschnitt vorgestellten Kon-
zeptes der Lyapunov-Funktionen erfolgen.

Die folgenden beiden Unterabschnitte beziehen ihre Idee aus [8], insbesonde-
re aus Abschnitt IV. Die Stabilitdtsbeweise in dieser Arbeit werden indessen
detaillierter erfolgen. Zudem werden beide Eigenschaften (i) und (ii) einer
Lyapunov-Funktion aus Definition 3.4 gezeigt, wohingegen in [8] nur Bezug
auf Eigenschaft (ii) genommen wurde.
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3.2.1 Gleichgewichtsendpunktbedingung

Wir betrachten in diesem Unterabschnitt dementsprechend Problemstellung
(2.6).

Wie schon am Anfang des Kapitels angesprochen wurde, werden wir strikte
Dissipativitdt aus Definition 2.24 (ii) voraussetzen miissen, um asymptoti-
sche Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises (2.3) zu garantieren. Doch
bevor wir den Stabilitdtssatz aufstellen konnen, bendtigen wir erst noch das
folgende Hilfslemma, welches die Differenz der optimalen Wertefunktion Vi
entlang der Trajektorien des geschlossenen Regelkreises x,,, (-, z) mithilfe
der Stufenkosten (2.2) abschétzt.

Lemma 3.6:
Wir betrachten Problemstellung (2.6). Dann gilt fiir jeden Anfangswert
x € Xy, dass die Ungleichung

Vv (f(z, pn(2))) = V() < Uzg,up) — Uz, py(2))

erfillt ist.

Beweis:

Dieser Beweis beruht auf Abschnitt 2.4.2 aus [9]. Sei u}y,(-) eine optimale
Kontrollfolge, die das Problem (2.6) fiir einen beliebigen Startwert x € Xy,
minimiert. Demnach gilt

Vn(z) = Jn(z,uy ().
Die einzelnen Komponenten dieser Kontrollfolge bezeichnen wir mit
u?\f,z() - (u}k\f,a:(o)? u?\/,x(l)’ ) u*N,a:(N - 1))
und die zugehorige Zustandstrajektorie mit
xu?\l,:c (" iIZ') = (x“ﬂlg\l,;p (O’ .I'), x“?\],m (17 .T), ceey l’u’j\,w (N7 :E))a
wobei die Anfangs- und Gleichgewichtsendpunktbedingung dies zu
xu»jv’z(-,a:) = (x,xu}xvvm(l,x), ,ZEE)

vereinfacht. Fiir die zweite Komponente dieser Folge gilt auferdem

u, (L x) = f(2,uy,(0)) = f(2, py(2)) =27
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Fiir diesen neuen Startwert 2 soll nun u}; . (+) eine optimale Kontrollfolge
der selben Problemstellung (2.6) sein. Dementsprechend gilt

Vn(z™) = In(@F, uy (),

wobei u}y, ., gegeben ist durch

U*N,x"'(.) = (u>1k\7,m+(0)7uifk\f,x+(1)7 "'7U7V,x+(N - 1))

Nun stellt es sich als schwierig heraus Vy(z) und Vi (a1) direkt mitein-
ander zu vergleichen. Aus diesem Grund benétigen wir noch die folgende
Abschétzung, namlich

V(™) = In(a" uy o () < In(a™, e (1) (3.11)

fiir eine geschickt gewahlte Kontrollfolge @y .+ () zum Startwert ™+ € Xy .
Wir wiéhlen @y ,+(-) so, dass uns der Vergleich von Jy(z%,uy . (-)) mit
In(xt, Uy .+ (+)) erleichtert wird. Diesbeziiglich definieren wir

Una+(-) = (u}kv,z(l),u}kvvx(Q), o U (N — 1)7uE).

Dax™ = f(x,uy,(0)) gilt, ergibt sich fiir tiy .+ die zugehdrige Zustandsfolge
() =g, (- 27) mit

[ff(-,aj“") = (xu}fv’z<1,l')7l‘u}kv,z(2,]))7 ...,I'E,f<xE,UE)).

Dabei sind die von uns gewdhlten Folgen @y ,+(-) und Z(-,z%) zuléssig,
da sie jeweils Teile von optimalen Trajektorien bilden, welche zusétzlich
um rp bzw. ug verlingert wurden. Da sowohl die Kontrollfolgen u} (-)
und @y .+ (-) als auch die Zustandsfolgen z,+ (-, ) und z(-,#%) bis auf den
ersten Wert von ujy ,(-) bzw. x5 (-, 7) und den letzten Wert von U+ (+)
bzw. Z(-, ") iibereinstimmen, kénnen wir berechnen, dass gilt

Vn(z) = In(z, uy ("))
= JIn (@7 N () + Uz, (0,7),u,(0) — l(zp, up)
= In(" N () + (2, pn(2) = (g, up)

S Vo) + e (@) — U ).

Dies liefert uns die gewiinschte Ungleichung aus Lemma 3.6.
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Man beachte, dass im Fall der Standard MPC sich die Ungleichung aus
Lemma 3.6 mithilfe von Annahme 2.15 zu

Vn (f(z, pn(2))) < V()

vereinfacht. Demnach verhélt sich die optimale Wertefunktion Vy mono-
ton fallend entlang der Losungstrajektorien des geschlossenen Regelkreises
(2.3). Diese Eigenschaft ist eine wichtige Voraussetzung zur Verwendung
von Vy als Lyapunov-Funktion. Im Falle der Okonomischen Kosten ist
diese Ungleichung dagegen nicht mehr gewihrleistet, weshalb die optimale
Wertefunktion Vy im Okonomischen Fall nicht mehr als Lyapunov-Funktion
fiir den Stabilitédtsbeweis herangezogen werden kann.

Folglich muss der Stabilititsbeweis fiir die Okonomischen Kosten auf ei-
ne andere Weise erfolgen. Dies bewerkstelligen wir durch ein Hilfsopti-
mierungsproblem, welches wir mithilfe der strikten Dissipativitdtsannahme
formulieren. Dieses Hilfsproblem ist gegeben durch

min J, T, UN 2 (-
Lo nin v (@, un ()

i

mit Jy (2, une () = Y L@y, (5 2), un . (k)

B
Il

Tuy,(0,7) =2
xuNL(k +1,2) = f(:z:uN?I(/{:,ac),uN,x(k)), k=0,..,N—-1
(xuN,z(k + 17'I)7UJN,J:(]€)) S Z, k= 0, ceny N -1

xuN,I(N,w) =ag

u.d.N.

(3.12)

Dabei bezeichnet L die durch die Speicherfunktion A modifizierten Stufen-
kosten, welche definiert sind als

L(z,u) = l(x,u) + AN(z) = A f(x,u)). (3.13)
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Wir stellen nun den eigentlichen Stabilitidtssatz dieses Unterabschnitts auf.

Satz 3.7: (Stabilitdtssatz fiir die Gleichgewichtsendpunktbe-
dingung)

Wir betrachten Problemstellung (2.6). Sei (xg, ug) der optimale Gleich-
gewichtspunkt des Systems nach Definition 2.16 und sei das System (2.1)
strikt dissipativ mit stetiger Speicherfunktion A nach Definition 2.24 be-
ziiglich der Versorgungsrate (2.10). Zudem existiere eine Kugel B, (zg)
mit v > 0 sowie eine K-Funktion as, sodass es fiir jedes x € B, (xg)NX
ein u, € U gibt mit f(x,u,) = zp und fiir die modifizierten Kosten aus
(3.13) gelte

L(#, ) < @(Joles).

Dann stabilisiert das Regelgesetz iy den geschlossenen Regelkreis (2.3)
asymptotisch beziiglich xp auf Xy .

Beweis:

Wie schon erwéhnt stellen wir das Hilfsoptimierungsproblem (3.12) auf.
Man beachte, dass beide Optimierungsprobleme (2.6) und (3.12) die glei-
chen Nebenbedingungen besitzen und sich nur in ihren Zielfunktionen Jy
und Jy unterscheiden. Somit stimmen auch die Mengen der zuléssigen
Kontrollfolgen und Trajektorien beider Problemstellungen iiberein.
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Des Weiteren zeigen wir, dass auch die optimalen Kontrollfolgen beider
Problemstellungen (2.6) und (3.12) identisch sind. Dazu berechnen wir

r

In (2, une() = L@y, (k,2), un (k)

i

(l (zuy.. (b, 2), un o (k) + M@y, (k, 7))

i
o)

_ )\(f(gguM(k,x),uN,x(k)))>

F

(l (zun.. (b, 2), un o (k) + M@y, (K, x))

=
Il
o

Ay (k4 1,2)) )
= )\(.%uNT (0, x)) - )\(xuNT (N> ZL'))

+ Z_ W Tuy . (ky 2), un o (F))

= A(xg — )\(xE) + JN(:c,uN,I()).

Die beiden zu minimierenden Zielfunktionen Jy und J, v unterscheiden sich
also nur um den Term A(z) — A(xg), welcher konstant beziiglich uy, ist.
Wir folgern daraus, dass beide Zielfunktionen von derselben Kontrollfolge
minimiert werden. Entsprechend stimmen die optimalen Losungen beider
Problemstellungen (2.6) und (3.12) iiberein.

Der Kandidat fiir die Lyapunov-Funktion ist somit die optimale Wertefunk-
tion des Hilfsoptimierungsproblems (3.12), die wir mit

X7N(x) = inf jN(a:,uN,x(-))

UN,I(')GUN

fiir alle x € Xy bezeichnen wollen. Wenn VN alle Voraussetzungen einer
Lyapunov-Funktion erfiillt und infolgedessen asymptotische Stabilitéit fiir
den geschlossenen Regelkreis des Hilfsproblems (3.12) garantiert, iibertragt
sich dies durch die Ubereinstimmung der optimalen Losungen auch auf den
geschlossenen Regelkreis des Originalproblems (2.6). Demzufolge bleibt nur
noch zu zeigen, dass Vy der Definition einer Lyapunov-Funktion geniigt.
Wir beginnen mit der Ungleichung aus Definition 3.4 (ii). Dazu setzen wir
mit der strikten Dissipativitdtsungleichung aus Definition 2.24 (ii) an und
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formen diese um zu

A(f(z,u) = Az) < —p +
A(f(z,u)) = Mz) < —p(|afey) + (@, u) — l(zp, up)
& l(fvE, up) < + @) = A(f(z,u) — p(|7]ep)

& lzp,up) + Mag) — Mzp) < L(z,u) — p(|2]ap)

& lzg,up) + M) — Af(zp,up)) < L(z,u) — p(|2/p)

& L(zp,up) < L(z,u) — p(|z]sp) (3.14)

fir alle (z,u) € Z. Nun greifen wir auf das Hilfslemma 3.6 zuriick und
wenden es auf das Hilfsproblem (3.12) an. Wir erhalten

Vi (f(@, pv(2))) < Viv(2) + L(xp,up) — L(z, un(z))
(3.14)
< VN(x) - p("x‘mE‘)

Da p eine K -Funktion ist, folgt die Ungleichung aus Definition 3.4 (ii). Als
néchstes zeigen wir die linke Ungleichung in Definition 3.4 (i). Diesbeziig-
lich berechnen wir, dass aus (3.13) und Annahme 2.17 fiir die modifizierten
Stufenkosten am optimalen Gleichgewichtspunkt gilt
L(zp,up) = lzp, up) + Map) — A(f(zp, up))

— 0. (3.15)
Nun betrachten wir nochmals Ungleichung (3.14) und verbinden diese mit
(3.15), wodurch fiir alle (z,u) € Z folgt

Lz, u) = p(|]ep)-

Zudem erhalten wir

Vy(z) =

s

(33 un ()

L(l’u’]‘v,qc (k‘, 1‘), U*N,a:<k))

v I
= >
iy

0

N-1
|x|x1~; +ZP |xuN (k, ) |1’E)
k=1

J

k

v~

>0

> IO(|'T’CEE)
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mit derselben ICo-Funktion p. Fiir die rechte Seite von Definition 3.4 (i)
verweisen wir auf den Beweis von Proposition 5.7 (ii) aus [6]. Dieser ldsst
sich in der gleichen Form auf die Hilfsproblemstellung (3.12) iibertragen.

X
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3.2.2 Endkosten und Endregion

Dieser Unterabschnitt ist analog zum vorherigen Unterabschnitt gegliedert
und fiihrt die selben Schritte durch. Um die entsprechenden Schritte ausar-
beiten zu konnen, miissen wir eine zusitzliche Annahme an die Endkosten
stellen. Wir betrachten in diesem Unterabschnitt das Optimierungsproblem
mit Endkosten und Endregion (2.7).

Die zuséatzliche Annahme an die Endkosten, auf die wir in der Herleitung des
Stabilitatssatzes noch angewiesen sind, wollen wir sogleich formulieren.

Annahme 3.8:
Es existiert ein Kontrollgesetz 1y : Xo — U, sodass fiir die Endkosten
die Ungleichung

F(f(x, po(2))) = F(z) < l(xp, up) = Uz, po(7))

fiir alle z € X erfiillt ist. Zusétzlich sei Xy vorwérts invariant beziiglich
dieses Kontrollgesetzes, d.h. fiir alle z € X gelte ug(x) € Xo.

Auch fiir diese Problemstellung (2.7) benétigen wir ein zu Lemma 3.6 analo-
ges Hilfslemma, welches die Differenz der optimalen Wertefunktion entlang
der Trajektorien des geschlossenen Regelkreises mithilfe der Kostenfunktion
abschétzt.

Lemma 3.9:
Wir betrachten Problemstellung (2.7). Sei Annahme 3.8 erfiillt. Dann
gilt fiir jeden Anfangswert x € Xy p, dass die Ungleichung

Vv (f(z, pn(2))) = Vi (z) <U(zp,up) = (2, pn (@)

erfillt ist.

Beweis:

Wir fiihren den Beweis analog zum Beweis von Lemma 3.6 durch. Sei dazu
wieder u} () eine optimale Kontrollfolge fiir das Problem mit den Endkos-
ten (2.7). Folglich gilt

V(@) = JIn(z, uy . ())-
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Die einzelnen Komponenten bezeichnen wir mit

U?V,x() = (uE,m<0)7u*N,x<l)7 ,UE,I(N - 1))
und die zugehorige Zustandstrajektorie mit
xu*N’x(-,x) = (m,xu;v’x(l,x), ...,xu}km(N, a:))
Den auf z folgenden Zustandswert kennzeichnen wir erneut mit x*, wobei
gilt
vt =y, (Lr) = fz,uy,(0) = f(z, py(x)).

Fiir diesen neuen Startwert =™ soll nun u} . (-) eine optimale Trajektorie
fiir selbige Problemstellung (2.7) sein, d.h.

V(™) = In(a™, uly 4+ ()
Dabei ist uy .+ gegeben ist durch

u*N,fo(.) = (u}kV,:EJF(O)?u?V,er(l)? "'7ui7kV,z+(N - 1))

Um Vy(x) und Vy(z™) miteinander zu vergleichen, schitzen wir wie gehabt
Vn(z1) ab durch

Vn(a®) = In(a" ujy o (1) < In(a™, v+ (1) (3.16)
und wéhlen @y .+ (-) als
aN,JJ*(') = (u}(\f,m(l)vu},x(z)v "'7U7V,a;(N - 1),#0(1@7\7@(]\7, l‘)))

Wir wihlen hier als letzten Wert das Kontrollgesetz aus Annahme 3.8. Dies
kénnen wir verwenden, da laut Nebenbedingungen von Problemstellung
(2.7) @y, (N,2) € X, erfiillt sein muss. Da 2% = f(z,u}y,(0)) gilt, er-

gibt sich auch hier die zugehdrige Zustandsfolge Z(-,2%) = zz, , (-,27)
als ’
f('?‘x—i-) -
($u3,1(17x)= Tug, (2,2), s Tuy, (N, @), [y, (N, @), po(zuy, (N, z)))).

Die so gewéhlten Folgen uy ,+(-) und z(-,z") sind abermals zuldssig, da
sie Teile von optimalen Trajektorien bilden, die um jig(w,s, (N, x)) bzw.
f(@uy, (N, @), po(zuy, (N, x))) verlingert wurden. Dariiber hinaus gilt laut
Annahme 3.8 sowohl

f(@ug, (N, 2), po(zuy, (N, 7)) € Xp € X
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als auch
NO(LL}‘V@ (N,z)) € U.

Die Kontrollfolgen uj () und @y,+(-) und die Zustandsfolgen w,: (-, )
und Z(-,2") stimmen erneut bis auf den ersten und letzten Wert iiberein
und wir berechnen abermals

Vn(z) = JIn (2, uy, ()
= v e () + U, pn (o) = Uy, (N, @), po(uy, , (N, 7))

Da x5 (N, ) € X gilt, verwenden wir die Abschéitzung aus Annahme 3.8
fiir die beiden hinteren Terme und erhalten

V() 2 In(@" iy () + 1z, pun (@) = Uauy, (N 2), po(uy, , (N, 7))

+ Uzuy, (N, @), po(2uy, (N, 7)) — Uzp, up). |
S Vi) + 1 o (@) — U, )

X

Auch hier verwenden wir fiir den Stabilitdtsbeweis den Trick mit dem Hilf-
soptimierungsproblem, welches diesmal durch

min J, T, UN (-
un,2(-)EUN (z) w(@ uxal))

=

mit Jy (2, uno() = > Ly, (@), un (k) + F(zuy . (N, 7))

i

Tyy,(0,7) =2

Tuy, (b +1,2) = f(wuy, (k,2),une(k)), k=0,.,N—1
(Zuy ., (k+1,2),una(k)) €Z, k=0,..,N—1

Tuy, (N, z) € X

u.d.N.

(3.17)

gegeben ist. Indes stellen L wie zuvor die modifizierten Stufenkosten (3.13)
dar und F' die modifizierten Endkosten, gegeben durch

F(z) = F(x)+ MNz) — Mzg). (3.18)
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Es folgt der Stabilitdtssatz dieses Unterabschnitts.

Satz 3.10: (Stabilitdtssatz fiir Endkosten und Endregion)

Wir betrachten Problemstellung (2.7). Es seien Annahme 3.8 erfiillt,
(xg,ug) der optimale Gleichgewichtspunkt des Systems (2.1) nach
Definition 2.16 und das System strikt dissipativ mit stetiger Speicher-
funktion A nach Definition 2.24 beziiglich der Versorgungsrate (2.10).
Zudem existiere eine Kugel B,(xg) C Xy mit v > 0 sowie eine K-
Funktion am, sodass fiir die modifizierten Endkosten aus (3.18) fiir alle
z € B,(zp) N X, gelte B

F(w) < @llal.,)

Dann stabilisiert das Regelgesetz py den geschlossenen Regelkreis (2.3)
asymptotisch beziiglich xg auf Xy p.

Beweis:

Der Beweis erfolgt wieder analog zum Beweis von Satz 3.7 mit einigen An-
passungen und zusitzlichen Berechnungen zu den Endkosten. Auch hier
besitzen beide Optimierungsprobleme (2.7) und (3.17) die gleichen Neben-
bedingungen und unterscheiden sich nur in ihren Zielfunktionen. Damit
stimmen auch die Mengen der zuldssigen Kontrollfolgen und Trajektorien
der beiden Problemstellungen (2.7) und (3.17) iiberein.

Um zu zeigen, dass die optimalen Lésungen von beiden Problemen identisch
sind, berechnen wir

jN(ma uN,x(')) = L(xUN,m(k7 %), uN,ﬂC(k)) + ﬁ(xuzvr (Nv :U))

=

T
[y

(l (Tun, (k) un o (k) + A@uy, (k,2))

iy

— )\(%N,m(k +1, x)))
+ F(@uy, (N, 7)) + M2y, (N, 2)) — Mzp)
= )\(:CUNJ_(O, :L')) — A(xuN,x(N, :U))

N-1

+ > 1wy, (k2), una (k)

P (g, (N,2)) + A, (N, 2)) — M)

= )\(3[:) — )\(:cE) + JN(x,uN,x()).
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Die beiden Zielfunktionen Jy und J, v unterscheiden sich nur um eine Kon-
stante und werden dementsprechend von derselben Kontrollfolge minimiert.
Der Kandidat fiir die Lyapunov-Funktion ist abermals die optimale Werte-
funktion des Hilfsoptimierungsproblems (3.17), die gegeben ist durch

Vn(z) = inf  Jy(z,una(-))

uN7I(~)61UN

tiir alle z € Xy 7. Nun bleibt zu zeigen, dass ‘71\/ die Voraussetzungen einer
Lyapunov-Funktion erfiillt. Wir zeigen als erstes wieder die Ungleichung
aus Definition 3.4 (ii). Um Hilfslemma 3.9 anwenden zu kdnnen, miissen
wir erst aufzeigen, dass Annahme 3.8 auch fiir die modifizierten Endkosten
(3.18) erfiillt ist. Im Hinblick darauf setzen wir mit der Ungleichung aus
Annahme 3.8 fiir die originalen Endkosten F' an und berechnen

F(f(z,po(x))) < F(z) + l(zp, up) — Uz, po(x))
& F(f(x, 1m0(x))) + Mag) = Mf(z, po(x))) < F(2) + Awg) — Az)
+ l(xg,up) — l(x, po(x))
& F(f(x, 1mo(x)) + Uz, po(x)) + Mx) = M f(z, po(2))) < Fla) + Uz, up)
+ Mzg) — Mzg)

& F(f(x, po(x))) + L(x, po(w)) < F(x) + L(wp, up). (3.19)

Entsprechend koénnen wir nun Hilfslemma 3.9 fiir das Problem (3.17) ver-
wenden und erhalten mithilfe der umgeformten strikten Dissipativitdtsun-
gleichung (3.14), dass gilt

Vi (f(m, ,uN(x))) < Vyx (x) + L(IE, uE) — L($, uN(x))

(3.14) _
< VN(x) - p(|x|$E)
Als néchstes zeigen wir erneut erst die linke Ungleichung in Definition 3.4 (i).
Diesbeziiglich miissen wir aber erst beweisen, dass die modifizierten Endkos-
ten F'(x) aus (3.18) nichtnegativ sind fiir alle x € Xy. Als erstes verwenden
wir Ungleichung (3.19) und kombinieren diese mit Ungleichung (3.14). Wir
erhalten

F(f (@ po(e)) < F(x) + Lz, ug) — Lz, polx))
< Fa) - pllaly). (3.20)

Demzufolge sind die modifizierten Endkosten F entlang der Trajektorien,
die vom Regelgesetz g erzeugt werden, strikt monoton fallend. Bezeich-
ne nun z,,(-, ) solch eine Zustandstrajektorie, die vom Regelgesetz (1 zu
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einem beliebigen Anfangswert © € X, generiert wird. Die Region X ist
kompakt und vorwértsinvariant beziiglich 1o laut Annahmen 2.11 und 3.8
ist. Somit ist F'(x,,(k,x)) beschrénkt fiir alle k£ € Ny und alle z € X, da

F(x,,(-,z)) aufgrund der Stetigkeit von F' und X ebenfalls stetig auf X ist.
Damit gilt weiterhin, dass der Grenzwert

lim F(x,,(k, z))

k—o00

fiir alle x € X existiert. Wir wollen diesen Limes mit

Foo(z) := lim ﬁ(muo(kj,x))

k—o00
bezeichnen. Als nichsten Schritt schreiben wir Ungleichung (3.20) nochmals
um, indem wir sie auf jedes Folgeglied der Zustandstrajektorie z,, (-, z) an-
wenden und erhalten

F(x/to(k: + 17:E)) - F(x,m(k’,x)) < _p(|xuo(k7x)|mE) (3'21)

fiir alle £ € Ny. Wenn wir nun den Grenzwert fiir £ — oo von Ungleichung
(3.21) bilden, bekommen wir

lim F(z,,(k +1,2)) = lm F(ay, (k@) < = lim p(|,(k, 2)],)
—00

k—o0 k—o0
& Fool@) = Foo() < = lim p([2, (K, 7))
<0< _khm p<|$#0(1€,l’)|mE).
—00

Da p eine K. -Funktion ist, kann die letzte Ungleichung aber nur dann
erfiillt sein, wenn

. steti .
= lim p(|yg (K, 2)]ep) “ =" —p(lim |, (k7))
= —p(lzeles)
-0

und damit

khﬁrgo x#o(k7$) =IE

gilt. Sei des Weiteren 0.B.d.A. F(zg) = 0 (vgl. Bemerkung 2.12). Wir
erhalten daraus

=0.
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Demnach gilt fiir den Grenzwert

Fuo(z) = lim F(x,,(k,z))

k—o00

P F(lim a,, (k, 2))

k—o00
=0.
Anschlieflend summieren wir (3.21) iiber k =0,...,7 — 1 auf
T-1
> (Fl@ualh2)) = Pl (k+1,2))) = Zp (7 (k@) )
k=0
T-1

& F(2,0(0,2) = F(2,(T,2)) >y o2 (k) |p)

k=0
und bilden den Grenzwert fiir T — oo
T—1
Jim F(2,,(0,2)) = lim F(a,,,(T,x)) > lim kz_op<|xuo(k,fv>!m)

> ol (k. 2)lap).
k=0

Aus der Definition einer Ko.-Funktion folgt damit F(z) > 0 fiir alle z € X,.
Schlieflich kénnen wir mit der Herleitung der linken Ungleichung aus der
Definition 3.4 (i) fortfahren. Aus (3.14) und (3.15) geht hervor, dass

L(z,u) = p(|]sp)

fiir alle (z,u) € Z gilt. Insofern kénnen wir abermals berechnen

V() = Jn(, 1, ()

N-1
= > L(vuy (K 2),uy, (k) +  F(zu, (N, )
h=0 zWXo
N-1
> p(lzug,, (k2)]ap)
k=0
N-1
= p(2lag) + D p(1Tu, (K, 2) 2y)
k=1
J ~ _
> p(|‘r‘$E)
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mit p € K. Fiir die rechte Seite von Definition 3.4 (i) konnen wir abermals
auf [6] verweisen, genauer auf den Beweis von Proposition 5.14 (ii). Dieser
liasst sich analog auf das Hilfsproblem (3.17) iibertragen.
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3.3 Stabilitatssatz fir unendlichen Horizont

Schlieflich wollen wir diesen Abschnitt der Stabilitdt des Regelgesetzes fis
fiir unendlichen Horizont weihen und diese unter bestimmten Voraussetzun-
gen beweisen. Die wichtigste dieser Voraussetzungen reprisentiert dabei
erneut die strikte Dissipativitit des Systems (2.1). Um die asymptotische
Stabilitat fiir unendlichen Horizont herzuleiten, werden wir uns vorallem
auf Ergebnisse aus Abschnitt IIT in [7] und Kapitel 4 in [6] stiitzen.

Wir betrachten in diesem Abschnitt also das Optimierungsproblem auf un-
endlichem Horizont (2.5).

Der Beweis der asymptotischen Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises
(2.3) wird fiir das Problem (2.5) gleichermafsen durch ein Hilfsoptimierungs-
problem erfolgen, welches uns eine geeignete Lyapunov-Funktion darbieten
wird. Um auf diese Weise verfahren zu kénnen, miissen wir allerdings erst
Bedingungen aufstellen, die die Beschrinkheit der optimalen Wertefunkti-
on V fiir das Optimierungsproblem (2.5) garantieren. Eine dieser Bedin-
gungen ist die folgende asymptotische Kontrollierbarkeit des Systems (2.1),
welche in der ndchsten Annahme vorgestellt wird. Diese Annahme stimmt
mit der Definition 4.2 aus [6] iiberein.

Annahme 3.11: (Asymptotische Kontrollierbarkeit)
Wir betrachten Problemstellung (2.5).

(i) Das System (2.1) sei asymptotisch kontrollierbar beziiglich des op-
timalen Gleichgewichtspunktes (zg, ug), d.h. es existiert eine KL-
Funktion E, sodass fiir alle Anfangswerte © € X, eine zuléssige
Kontrollfolge u(-) € U*(z) existiert, sodass die Ungleichung

|z (K, @) |op < B(|T]2p, k)
fiir alle k € Ny erfiillt ist.

(ii) Die asymptotische Kontrollierbarkeit besitze zudem die Eigen-
schaft der kleinen Kontrolle, d.h. u(-) € U*(z) kann so gew&hlt
werden, dass

|$U(k7x)‘$E + |u(k)’UE < 5(‘x|x1~;u k)

tiir alle & € Ny gilt.

Als erstes werden wir in einem separaten Satz beweisen, dass die asympto-
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tische Kontrollierbarkeit und strikte Dissipativitit des Systems (2.1) unter
zusitzlichen Annahmen implizieren, dass die optimale Wertefunktion V()
fiir alle x € X, beschrankt ist. Unter Verwendung der Beschrdnkheit von
Vo lésst sich dann unter nahezu den selben Annahmen die asymptotische
Stabilitéit des geschlossenen Regelkreises (2.3) mittels der oben erwihnten
Idee herleiten.

Des Weiteren benétigen wir noch zwei vorbereitende Lemmata und zwei
zusitzliche Annahmen an die Kostenfunktion und die optimale Wertefunk-
tion. Wir beginnen mit dem ersten Lemma, auch bekannt als Sontags KL-
Lemma. Dieses Lemma hilft uns die KL-Funktion § aus Annahme 3.11
mithilfe zweier I .-Funktionen abzuschétzen. Es lautet wie folgt:

Lemma 3.12: (Sontags KL-Lemma)

Fiir jede ICL-Funktion [ existieren zwei K -Funktionen ~; und 75, so-
dass die Ungleichung

Br,k) < m(e™ - (r))

fir alle r > 0 und alle £ > 0 erfiillt ist.

Beweis:
Fiir den Beweis verweisen wir auf Proposition 7 in [10].

X

Mit der ersten der beiden K.-Funktionen aus Lemma 3.12 wollen wir die
Okonomischen Kosten nun folgendermafen in der nichsten Annahme ab-
schatzen.

Annahme 3.13: (Abschiitzung der Okonomischen Kosten)
Es existiert eine K -Funktion v, sodass fiir die Kostenfunktion (2.2)
die Ungleichung

o, u) < ([2lep) + 2 7 ()

fiir alle (z,u) € Z und ein A > 0 erfiillt ist.

Zu guter Letzt soll die folgende Annahme die Stetigkeit von V., sicherstel-
len.
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Annahme 3.14: (Stetigkeit der optimalen Wertefunktion)
Die optimale Wertefunktion V. (-) von Problemstellung (2.5) sei stetig
auf Xo.

Fiir das zweite Lemma, dessen Ergebnis wir im Beweis des nichsten Satzes
verwenden werden, aufstellen zu kénnen, halten wir die folgende Definition
des verfiighbaren Speichers fest. Diese Definition stellt ein Analogon zu Defi-
nition 3 aus [7] fiir die Problemstellung ohne Durchschnittsbeschrankungen
dar.

Definition 3.15: (Verfiigbarer Speicher)

Fiir jeden Anfangswert z € X ist der verfiighare Speicher S, des Systems
(2.1) mit den Beschrédnkungen (x,u) € Z definiert als

S

-1

Sa(x) = sup _S(xu(k>x)7u(k>)7
T>0 .
24 (0,2)=x
(zu(k,x),u(k))EZ YkeNy

i

wobei s die Versorgungsrate des Systems darstellt.

Bemerkung 3.16:
Man beachte, dass man in der obigen Definition fiir T = 0 die leere Sum-

me
-1

> —s(zu(k,z), u(k)) =0

k=0
erhdlt, welche definitionsgemdfl gleich Null ist. Somat ist der verfiigbare
Speicher S, nach unten fir alle x € X durch Null beschrinkt und demnach
nichtnegativ.

O

Im Folgenden wollen wir die Interpretation von Dissipativitat aus energe-
tischer Sicht, die wir in Abschnitt 2.3 erbracht haben, auf den verfiigharen
Speicher ausweiten. In dieser Interpretation stellte s(z,u) die Energiever-
sorungsrate des Systems (2.1) fiir alle Paare (x,u) € Z dar. Dabei bedeutete
ein positiver Wert von s, dass dem System Energie zugefiihrt und ein nega-
tiver Wert von s, dass dem System Energie entzogen wurde.
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Als erstes weisen wir nun darauf hin, dass in der Definition des verfiigbaren
Speichers S, ein Minus vor der Versorgungsrate s steht. Dementsprechend
tragt gerade die dem System in einem Punkt (x,u) € Z entzogene Energie
einen positiven Summanden —s(z,u) zur Summe in Definition 3.15 bei, da
in diesem Fall s(x,u) < 0 gilt. Dem System in (x,u) € Z zugefiihrte Ener-
gie hingegen fithrt zu einem negativen Summanden —s(x,u) aufgrund von
s(x,u) > 0. Der verfiigbare Speicher S,(z) zu einem Anfangswert z € X
stellt also das Supremum {iber die aufsummierten Energieversorgungswerte
(mit umgedrehtem Vorzeichen) aller vom System erzeugten zuléssigen Tra-
jektorien z,(-,x) beliebiger Linge T" > 0 dar. Somit kann der verfiighare
Speicher S, nur dann grofer Null sein, wenn man dem System (2.1) mehr
Energie entziehen kann als man ihm zufiihrt.

Zusammengefasst kennzeichnet der verfiighare Speicher S, () fiir alle z € X
demnach eine obere Schranke der Energie, die man dem System in einem
beliebig langen Zeitraum entziehen kann, wobei vorher zugefiihrte Energie
nicht mit beriicksichtigt wird. Unter diesem Gesichtspunkt kann man leicht
folgern, dass ein positiver verfiigbarer Speicher S,(x) > 0 fiir ein z € X im-
pliziert, dass das System entweder selber Energie erzeugen kann oder aber
im Zustand x eine Anfangsenergiemenge gespeichert hatte. Wir werden die
Interpretation an dieser Stelle unterbrechen und nach dem folgenden Lem-
ma fortfithren.

Mithilfe von Definition 3.15 formulieren wir das zweite Lemma, welches die
Dissipativitatseigenschaft mit dem verfiighbaren Speicher S, in Zusammen-
hang bringt und dem Theorem 2 aus |7] gleicht. Die urspriingliche Version
fiir kontinuierliche Systeme kann man dagegen in [11], Theorem 1 finden.

Lemma 3.17: (Dissipativitdt und Verfiigbarer Speicher)

Das System (2.1) ist genau dann dissipativ beziiglich der Versorgungs-
rate s, wenn der verfiigbare Speicher S, des Systems beschrinkt auf X
ist.

Wir fahren nun mit der Interpretation des verfiigbaren Speichers S, fort
und beurteilen Lemma 3.17 aus der energetischen Sicht des Systems (2.1).
Das System (2.1) ist also genau dann dissipativ, wenn S, beschrinkt ist.
Wir haben schon in Bemerkung 3.16 festgestellt, dass S, nichtnegativ und
dementsprechend von unten durch Null beschrankt ist.

Fiir den Fall S,(z) = 0 kann dem System mit Anfangszustand z € X keine
Energie entzogen werden, die nicht vorher zugefiihrt wurde. Dies entspricht
aber genau unserer Interpretation eines dissipativen Systems aus Abschnitt
2.3.
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Auch der Fall mit 0 < S,(z) < oo fiir # € X kann auf ein dissipatives System
zuriickgefiihrt werden, indem man die Speicherfunktion aus Definition 2.24
als A(x) := S,(z) definiert. Dies ist moglich, da S,(x) beschriankt ist. In
diesem Fall stellt A(z) = S,(x) die Anfangsenergie dar, die das System im
Zustand x gespeichert hat und das System erzeugt selbst keine weitere Ener-
gie. Somit kann man auch fiir 0 < S,(x) < oo auf ein dissipatives System
schliefen.

Schlieflich betrachten wir den unbeschriankten Fall S,(z) = oo fiir z € X.
Das bedeutet also, dass dem System eine unendlich grofe Energiemenge
entzogen werden kann, die vorher nicht zugefithrt wurde. Da das System
im Anfangswert x nur eine begrenzte Menge an Energie speichern kann
(Speicherfunktion ist beschriankt auf X), folgern wir, dass das System sel-
ber Energie erzeugen muss, um S,(z) = oo zu erfiillen. Dies kann dann
aber kein dissipatives System mehr sein.

Wenn man nun diese drei Félle zusammenfasst, erhilt man genau die Aus-
sage aus Lemma 3.17.

Wir wollen abschlieftend Lemma 3.17 beweisen. Allerdings werden wir uns
nicht an dem urspriinglichen Beweis orientieren, welcher in [11] zu finden
ist und fiir kontinuierliche Systeme ohne Beschrankungen aufgestellt wurde.
Stattdessen stellen wir in unserem Beweis eine mathematische Ausfiihrung
obiger Interpretationsidee vor.

Beweis: (Lemma 3.17)

H:>:H

Wir zeigen als erstes die Hinrichtung. Sei also das System dissipativ beziig-
lich der Versorgungsrate s nach Definition 2.24 (i). Dann existiert eine auf
X beschrankte Funktion A : X — R, sodass die Ungleichung

A(f(x,u)) = AMz) < s(z,u)

fiir alle Zustands-Kontrollpaare (z,u) € Z erfiillt ist. Wenn wir diese Un-
gleichung fiir eine zuldssige Trajektorie (-, ) mit Anfangswert € X {iber
=0,...,7 — 1 aufsummieren, erhalten wir

T-1 T-1

> (Al +1),2) = Mk, 2))) < 3 s(walk, 2), ulk)),

k=0 k=0

was dquivalent ist zu
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Wir wissen bereits, dass A beschrankt ist laut Definition 2.24. Sei dazu

C:=2-sup |A(z)].

zeX

Dann koénnen wir die rechte Seite abschatzen mit

T

—_

. —s(xy(k,x),u(k)) < C.

k=0

Diese Ungleichung ist nun fiir beliebige 7" € Ny und beliebige zuléssige
Trajektorien x,(-, x) erfiillt. Demzufolge bleibt die Ungleichung erhalten,
wenn wir das Supremum der linken Seite iiber alle 7" € Ny und alle zuléssigen
Trajektorien x,(-,x) bilden. Dies liefert uns anschliefsend

-1
sup —$(zy(k,z),u(k)) < C.
>0
xu(O,_a:):x k=0

Ty (k+17x):f(z7t (k’x) 7u(k))
(zu(k,x),u(k))EZ VKEN)

Die linke Seite ist gerade der verfiigbare Speicher S, und wir erhalten schlufs-
endlich
0<Se(x)<C

fiir alle x € X. Damit wire die Hinrichtung bewiesen.

”<::”

Kommen wir nun zur Riickrichtung. Sei also der verfiigbare Speicher S, be-
schrinkt auf X. Demnach konnen wir ihn als Speicherfunktion A\(z) := S, (z)
des Systems (2.1) verwenden. Im néchsten Schritt wollen wir den verfiig-
baren Speicher zu einem Anfangswert x € X mit dem verfiibaren Speicher
zum Nachfolgewert f(x,u) € X, der durch einen beliebigen Kontrollwert
u € U erzeugt wird, vergleichen.
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Dazu bilden wir die Differenz

Ax) = A(f(z,u)) = Sa(x) — Sa(f(z,u))

T—1
= sup —S(l’u(k,x),u(k}»
T>0
24 (0,2)=2 k=0

Tu(k+1,2)=f(zu(k,z),u(k))
(zu(k,x),u(k))EZ YkEN]

S
L

- sup —S(Iu(k,.if),lb(k))
T>0
24 (0,2)=f(z,u)
(2w (k,x),u(k))EZ YkEN]

i
o

~
L

> —s(e,u) + sup — s (k, 2, u(k))
>0
xu(l,x):f(ac,u)
(zu(k,x),u(k))EZ YEEN

e
Il
—

_ 2};1()) i—s((lﬁu(lﬂ,ﬂﬁ),U(k))

Ty (0>m):f(xvu)
Tu(k+1,2)=f(zu(k,x),u(k))
(2 (k,x),u(k))EZ VYKEN)

= —s(z,u).

Man beachte, dass sich die beiden Suprema in der vorletzten Zeile gegensei-
tig autheben, zumal sie den selben Wert liefern. Dies begriinden wir damit,
dass das Supremum iiber alle 7" > 0 gebildet wird und somit 7" beliebig sein
kann. Hinzukommend werden beide Male die gleichen Bedingungen an das
Supremum gestellt mit dem einzigen Unterschied, dass einmal die Summe
mit k£ = 0 und einmal mit £ = 1 initialisiert wird. Infolgedessen wird beide
Male iiber die Versorgungsrate der selben Zustands-Kontrollpaare aufsum-
miert mit dem Unterschied, dass fiir £ = 0 das 7" um Eins niedriger sein
wird als fiir £ = 1. Insgesamt erhalten wir damit

A(f(z,u) = Ax) < s(z,u)

fiir beliebige Paare (r,u) € Z. Dies entspricht der Dissipativititsunglei-
chung aus Definition 2.24 (i).

X

Schlieflich sind wir im Besitz aller Werkzeuge, die wir fiir den Beweis des
nachsten Satzes benotigen. Dieser liefert uns eine untere sowie obere Schran-
ke fiir die optimale Wertefunktion V. (z) fiir alle x € X.
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Satz 3.18: (Beschrinkheit der optimalen Wertefunktion)

Wir betrachten Problemstellung (2.5). Das System (2.1) erfiille die
asymptotische Kontrollierbarkeitsannahme 3.11 (i) und die strikte Dis-
sipativitatsbedingung aus Definition 2.24 fiir die Versorgungsrate (2.10).
Seien zudem die Okonomischen Kosten (2.2) so wihlbar, dass sie
Annahme 3.13 fiir A = 0 erfiillen. Dann existieren zwei Konstanten
C1,Cs € R, sodass fiir alle Anfangswerte z € X, gilt

Wenn zusdtzlich die FEigenschaft der kleinen Kontrolle aus
Annahme 3.11 (ii) gegeben ist, dann gilt diese Ungleichung auch
fiir Kosten, die Annahme 3.13 fiir beliebige A > 0 erfiillen.

Beweis:

Wir zeigen erst die obere Schranke V(x) < Cy. Wir berechnen fiir all-
gemeine A > 0 und fiir eine Kontrollfolge uy . (-), die Annahme 3.11 (ii)
erfiillt, dass gilt

Voo () < Joo(@, una(+))

= Z 2wy, (k,2), un.(k))

“32( (1 ) ag) + 337 ()] )
S (G Bl k) + A3 Bl )

Lemma 3.12
SN e (el
k=0
geometr. (1 + /\) : ’72(|x|x3)
Reihe 1

1— =
e

N e mallly)
e—1 ‘

fiir alle z € X. Da X kompakt ist laut Annahme 2.2 und somit X, C X
beschrankt ist, konnen wir

Cy = ((1+X) - e sup ya(|zfey)) /(e — 1)

2E€X oo

68



Kapitel 3 Stabilitit der Okonomischen MPC

withlen und erhalten damit die gewiinschte obere Schranke V (z) < C fiir
alle x € X. Der Sonderfall mit A\ = 0 ergibt sich durch analoge Vorge-
hensweise, indem jedes A in der obigen Rechnung gleich Null gesetzt wird.
Man beachte aufferdem, dass in diesem Fall nur noch die Annahme 3.11 (i)
- und nicht mehr (ii) - gebraucht wird. Es bleibt noch die untere Schranke
Voo (x) > C4 zu zeigen. Dafiir machen wir Gebrauch von Lemma 3.17, wel-
ches dank der Dissipativitdtsannahme in Kraft tritt. Dieses Lemma sagt
aus, dass der verfiighare Speicher S, auf X und demnach insbesondere auch
auf X, € X beschrinkt ist. Demzufolge existiert eine Konstante ¢ < oo
mit

-1
Sa(z) = sup —s(xy(k,x),u(k)) <c.
(TZ()) k=0
x4, (0,2)=x -

Tu(k+1,2)=f(zu(k,x),u(k))
(zu(k,x),u(k))€Z YEENy

Man beachte erneut, dass eine untere Schranke von S, immer, d.h. auch oh-

ne Dissipativitdtsannahme, durch Null gegeben ist (vgl. Bemerkung 3.16).
Ferner ist obige Ungleichung dquivalent zu

71%% s(xy(k,x),u(k)) > —ec. (3.22)
4 (0,2)=x 0
(zu(k,x),u(k))EZ YkEN]

~

e
I

Im Folgenden verwenden wir wieder Annahme 2.17, welche aussagt, dass
l(zp,ug) = 0 erfiilllt ist. Damit berechnen wir

Voo () = Joo (0, 1y ()

l(wﬁ\;’m(h .I‘), U}Fv,x(k))

NE

e
Il
o

NE

(g, , (b, 2), uly o (K)) — Uz, up))

b
Il
o

NE

(s, (k, 7). (k)

b
Il
o

S
—

inf s(u(k, ), u(k))
zu(0,2)=x 0
(2w (k,x),u(k))EZ VYKEN)

v
kol
I

(3.22)
Z —C,
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woraus mit C := —c die gewiinschte Ungleichung V. (z) > C folgt.

X

Wir haben zu Beginn schon gedufsert, dass Satz 3.18 einen vorbereitenden
Satz fiir den Stabilitdtssatz dieses Abschnitts verkdrpert. Entsprechend
kénnen wir nun den Stabilitdtssatz fiir das Regelgesetz des unendlichen
Horizonts aufstellen. Dabei treffen wir hier zusétzlich zu den Annahmen
aus Satz 3.18 noch Annahme 3.14 und nehmen dariiber hinaus wieder an,
dass die Speicherfunktion \ stetig ist.

Satz 3.19: (Stabilitétssatz fiir unendlichen Horizont)

Wir betrachten Problemstellung (2.5). Sei (xg, ug) der optimale Gleich-
gewichtspunkt des Systems (2.1) nach Definition 2.16 und seien alle Vor-
aussetzungen aus Satz 3.18 erfiillt, also insbesondere die asymptotische
Kontrollierbarkeit und die strikte Dissipativitit des Systems mit steti-
ger Speicherfunktion A\ beziiglich der Versorgungsrate (2.10). Es gelte
zudem Annahme 3.14. Dann stabilisiert das Regelgesetz u., den ge-
schlossenen Regelkreis (2.3) asymptotisch beziiglich zp auf X .

Beweis:

Auch in diesem Stabilitdtsbeweis fiir das Problem mit unendlichem Hori-
zont (2.5) werden wir den Weg iiber ein Hilfsproblem gehen und zeigen, dass
dessen optimale Wertefunktion eine Lyapunov-Funktion fiir den geschlosse-
nen Regelkreis (2.3) darstellt. Das Hilfsoptimierungsproblem ist in diesem
Fall gegeben durch

min joo Ty Uso
,min (@, tooa(*))

mit Joo (2, oo () = O L@, (k, 7), s o (K))

Ty, (0,2) =2
u.d.N. l'umI(k + 17 fL') = f<xumz (kv fL'), uoo,u’c(k>>7 ke No (323)
(xuw,z(k + 17 x)7uoo,:p(k)) S Z, ke NO

mit den modifizierten Stufenkosten L aus (3.13). Hier stimmen die Neben-
bedingungen und dadurch auch die zuldssigen Mengen der Kontroll- und
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Zustandsfolgen von (2.5) und (3.23) ebenfalls iiberein. Aus Satz 3.18 wis-
sen wir bereits, dass V() = Joo(, f1eo(+)) beschrénkt ist fiir alle z € X..
Es gilt folglich

C1 < ]1]1\’[I1 inf JN(ZE,,MOO()) < Joo(££7“oo()) < lim sup JN(xnuoo(» < (s,

N—o00

(3.24)
Wir untersuchen im Folgenden, wie sich die Beschrénkheit von J (2, fieo())
auf die modifizierte Zielfunktion mit selbigem Regelgesetz Joo (2, fioo(+)) aus-
wirkt. Diesbeziiglich beginnen wir mit dem Limes inferior. Dazu setzen
wir

C:=2- sup [A(z)]
rE€Xoo

und berechnen mithilfe der modifizierten Kosten (3.13), dass fiir alle x € X
gilt

N—-1

lim inf i (2, froo(+)) = lim inf 2 L(wye, (k, ), oo (Tpe, (K, 7))
N-1

= lij{fnﬁiorolf 2 (U (k, @), proo (e, (K, 2)))

+ ANz (k, 7)) = My (k+ 1, 2)))
= lim inf Jy(z, peo(+))

N—oo
N—

- hm 1nf ANy (k, 7)) — My (k+ 1, 2)))
k=0
= lim inf Jy(z, peo(+))
N—o00
+ lim inf (M2, (0,2)) — Az, (N, z)))

N—o0
NS

H

J/

>3 sup [A(@)
rz€Xoo
> lim inf Jy (2, poo()) — C
N—o00
>C,—C.
Fiir den Limes inferior gilt also lij{/n inf Jy(z, poo () > —o0. Dies folgt
—00

andererseits auch dadurch, dass die modifizierten Kosten
L(z,u) >0

aufgrund der Dissipativititsannahme fiir alle Paare (z,u) € Z erfiillen
(vgl.  Abschnitt 3.2). Demzufolge ist der eben erwihnte Limes inferior
gleich Null.
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Das eigentlich Interessante ist fiir uns hingegen der Limes superior aus
(3.24), mit dessen Hilfe wir auch ein wichtiges Ergebnis auf dem Weg zur
Stabilitdt von ps herleiten werden. Als erstes berechnen wir analog, dass
gilt

2

lim sup Jy (7, fioo(+)) = lim sup - (U@ (b, 1), proo (e (B, )

N—o0 N—oo 0

B
Il

+ A (k, 7)) = My (k + 1,))
= lim sup Jy (2, too(+))

+ lim sup ()\(x,m((), x)) — M. (N, I)))

N—oo
A g

~~
<2 sup @)
z€Xoo

< lim sup Jy(z, poo(+)) + C

N—oo

<Cy+C
Dementsprechend existiert der Limes superior und es gilt

lim sup Jy (7, fis(+)) < 00.

N—o0

Da die Reihe

(D L (b 2), o (e (k. 2))))

0

=

NeNp

B
Il

ausschlieflich nichtnegative Summanden L(x,_ (k, ), too(2, (K, 2))) > 0
fiir alle k£ € Ny besitzt, kann ihr Limes superior fiir N — oo nur dann
existieren, wenn L(z, (-, %), fteo(-)) eine Nullfolge ist, d.h. gegen Null kon-
vergiert. Mit dem Ergebnis aus vorherigen Abschnitten dieses Kapitels,
namlich dass

Liz,u) > p(|ls,) (3.25)

fiir alle (z,u) € Z und eine Funktion p € K, erfiillt ist, folgt, dass

lim L(z,(k, ), poo(k)) = L(zg,ug) =0

k—o00

gelten muss. Daraus folgt wiederum der Grenzwert

lim z, (k,x) =zg. (3.26)

k—o0

Die von dem Regelgesetz /i, erzeugte Zustandstrajektorie z, (-, z) konver-
giert also gegen den Gleichgewichtspunkt xp fiir alle € X,,. Wir weisen
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darauf hin, dass durch (3.26) eines der zwei Bestandteile der asymptotischen
Stabilitiat gegeben ist - ndmlich die Attraktion (vgl. dazu Abschnitt 3.1).
Nichtsdestotrotz konnen wir die Lyapunov-Stabilitidt daraus noch nicht fol-
gern. Jedoch hilft uns (3.26) bei der folgenden wichtigen Rechnung weiter:

Joo (2, oo (- ZL Ty (k, ), poo (@, (K, )

=Js ﬂf ,uoo +Z ZEM )‘(x,uoo(k_" 1,23)))

= Joo(, 1o () + A( ) — M) (3.27)

Die letzte Zeile resultiert daraus, dass die Teleskopreihe

o

(A(:cuoo(k, z)) — Mz (k+1, x)))

genau dann konvergiert, wenn \(z,_(k,z)) fir k& — oo ebenfalls konver-
giert. Dies folgt aber sogleich aus der Stetigkeit von A und (3.26). Als
néchstes mochten wir eine der Gleichung (3.27) dhnelnde Gleichung fiir op-
timale Kontrollfolgen des Hilfsproblems (3.23) herleiten. Dafiir iiberlegen
wir uns, was die Zielfunktion Jo(z, Usoz(+)) erfiillen muss, damit eine opti-
male Kontrollfolge u, ,(-) € U™ existiert. Eine elementare Voraussetzung

fiir die Existenz der optimalen L&sung ist sicherlich
Vo (2) = Joo(,uf, ,(+)) < o0.

? o0,

Dementsprechend miissen auch hier die modifizierten Kosten

L(xuéoz(v $), u;;,aa())

eine Nullfolge sein, um die Endlichkeit von Vi (z) sicherzustellen. Mit (3.25)
erlangen wir infolgedessen den Grenzwert

lim x, (k,x)=xp. (3.28)
k—o0 o0, ®
Damit konnen wir schliefllich berechnen

Vao() = Joo(, 0 ()

= Joo(z,u’, () + Z (A, (k7)) = Mg, (k +1,2)))
= J00<x7uzo:p( ))+)‘( ) )‘(ZEE)7 (3 29)
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denn auch diese Teleskopreihe

e}

7 (Mwus,, (k7)) = M@, (k +1,2)))

k=0

konvergiert aufgrund von (3.28) und der Stetigkeit von A. Wenn wir nun
(3.27) und (3.29) miteinander vergleichen, wird ersichtlich, dass die optimale
Wertefunktion fiir Problemstellung (3.23) gerade durch

‘700(@ = jm(xa oo (+))

gegeben ist. Fiir die asymptotische Stabilitit von p, miissen wir abschlie-
fend zeigen, dass V. (x) eine Lyapunov-Funktion nach Definition 3.4 ist.
Wir beginnen mit der Ungleichung aus Definition 3.4 (ii). Diese erlangen
wir mit dem Prinzip der dynamischen Programmierung (vgl. Abschnitt
2.1.3) und Ungleichung (3.25):

Vio() = Lz, Moo('))~+ Vao (£ (, oo (7))
2 p(|#]eg) + Voo (f (2, oo ()

Es fehlen letztlich noch die beiden K.-Schranken fiir XN/OO(x) fiir alle z € X
aus Definition 3.4 (i). Beginnend mit der unteren Schranke berechnen wir,
dass gilt

Voo () = Joo (@, p1oo(+))

Loy (K ), oo (T e (K, 7))

oo
g Mgk‘*

(7 =12

(AVA®

P12 pes (K, )]0 )

i

0

= (|2 (0.20)]a) + Y P (k7))
k=1

J/

-~

>0

> p(|]ar)

mit p € K. Fiir die obere Schranke definieren wir die Funktion « als

a(r):= sup Vi(s+zg)
seB-(0)

fiir alle 7 > 0 und werden zeigen, dass a eine K-Funktion ist, die monoton,
aber nicht strikt monoton wachsend ist. Wie « aus V. ensteht, zeigt die
folgende Abbildung 3.2.
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Abb. 3.2: Darstellung der Funktionen VOO(x) im durchgéngigen
Koordinatensystem (blau) und «(r) im gestrichelten Koordinatensystem
(rot).

Wir beginnen mit der ersten Eigenschaft einer ICo-Funktion, ndmlich dass
gilt

a(0) = sup Vo(s+zp)
s€Bu(0)
= 0.

Die letzte Zeile folgt aus (3.25) und L(zg,ur) = 0. Nun setzen wir den
Beweis mit der Monotonieeigenschaft fort und berechnen dazu fiir zwei be-
liebige 71 > ro > 0, dass gilt

a(ry) = sup Vi(s+zg)
8687'1 (0)

> sup ‘700(5—1-3:]5)
s€Byr4(0)

= 05(7’2)7
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da B,,(0) C B,,(0) gilt. Schlieklich folgt die Stetigkeit von « mit Gleichung
(3.27) aus der Stetigkeit von V,(x) = Joo(, fteo(+)) nach Annahme 3.14 und
der Stetigkeit von A\. Weiterhin zeigen wir noch die folgende Abschétzung
fir r := |z|,,. Es gilt

a(|x|$E) = sup ‘700(S+17E)
SGB\Ile (0)

> sup V(s +zg)

S=r—xp

= ‘700("”)7

dar—xp € By, (0) erfiillt ist. Fiir die obere Schranke aus Definition 3.4 (i)
ist letztendlich eine streng monotone K.-Funktion erforderlich. Allerdings
ist es offensichtlich, dass sich solch eine K -Funktion s, welche die Unglei-
chung

as(r) > a(r)

fiir alle » > 0 erfiillt, immer finden lisst, indem man beispielsweise alle
konstanten Abschnitte von « 16scht und die restlichen Abschnitte so ver-
schiebt, dass sowohl «(0) = 0, als auch die Stetigkeit der Funktion erhalten
bleiben. Schlussendlich erhalten wir mit s eine obere K. -Schranke, welche
der Ungleichung (ii) in Definition 3.4 geniigt.
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Turnpike Eigenschaft

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der sogenannten Turnpike Eigenschaft,
welche eine wichtige Rolle in der Herleitung der Suboptimalitdtschranken
fiir die Problemstellungen mit Endbeschrankungen (2.6) und (2.7) in Kapi-
tel 6 spielen wird. Wir werden diese Eigenschaft in dieser Arbeit hingegen
nur fiir Optimierungsprobleme ohne Endbeschrinkungen untersuchen und
betrachten aus diesem Grund in dem gesamten Kapitel ausschliefslich die
Problemstellung fiir endlichen Horizont ohne Endbeschrankungen (2.4).

Das Kapitel ist dabei folgendermafen aufgebaut. Noch in diesem Vorwort
wird eine erste formlose Erlduterung der Turnpike Eigenschaft vorgenom-
men. Darauf folgt im ersten Abschnitt dieses Kapitels ein ausfiihrliches
Beispiel mit grafischer Verdeutlichung selbiger Eigenschaft. Im zweiten Ab-
schnitt soll anschliefsend das Verstdndnis mit einer formellen Definition der
Turnpike Eigenschaft vertieft werden, bevor wir uns zu guter Letzt der Frage
widmen, unter welchen Bedingungen diese auftritt. Diese Frage beantwor-
ten wir schlieflich im letzten Abschnitt mit einem Satz, der die Turnpike
Eigenschaft fiir allgemeine zulédssige Kontrollfolgen beweist. Zum Schluss
wird dieser Satz auf optimale Kontrollfolgen des offenen Regelkreises (2.1)
mithilfe einer zusdtzlichen Kontrollierbarkeitsannahme iibertragen und be-
wiesen.

Die Ergebnisse dieses Kapitels beruhen dabei vorallem auf [5] und [3].

Wir beginnen nun mit einer ersten Erklirung der Turnpike Eigenschaft,
welche ein bestimmtes beobachtbares Verhalten von optimalen Trajektori-
en des offenen Regelkreises (2.1) beschreibt. Dieses Verhalten wurde bei
einer signifikanten Anzahl von Systemen festgestellt und wird im Folgenden
beschrieben:
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Die optimalen Trajektorien des offenen Regelkreises x,; (-, x) ndhern sich
erst dem optimalen Gleichgewichtspunkt xg an und bleiben dann den Grof-
teil der Zeit in seiner Nahe, bevor sie sich zum Schluss wieder vom ihm
abwenden.

Der Begriff "Turnpike" bezeichnet im Englischen eine autobahnihnliche
Strake. Dementsprechend ldsst sich die Turnpike Eigenschaft mit einer Au-
tofahrt von Punkt A nach Punkt B vergleichen. Wenn die Strecke lang
genug ist, dann ist es intuitiv zeitoptimal zuerst von A zur nédchsten Au-
tobahnausfahrt zu fahren (vgl. mit dem Steuern zum Gleichgewicht), den
tiberwiegenden Teil der Strecke auf der Autobahn ("Turnpike") zuriickzu-
legen (vgl. mit dem Verweilen in der Nihe des Gleichgewichts) und in der
Néhe von B die Autobahn wieder zu verlassen (vgl. mit dem Abwenden vom
Gleichgewicht), um die restliche Strecke iiber kleinere Strassen zu bewilti-
gen.

Jedoch weisen wir nochmals darauf hin, dass die Turnpike Figenschaft nicht
ausschlieflich bei optimalen Trajektorien auftreten kann. Auch zulissige
Trajektorien konnen unter bestimmten Bedingungen die Turnpike Eigen-
schaft aufweisen. Diese Thematik wird in Abschnitt 4.3 eingehend behan-
delt.

Zunichst veranschaulichen wir die Turnpike Eigenschaft im folgenden Ab-
schnitt an einem Beispiel.
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4.1 Beispiel zur Turnpike Eigenschaft

Die Turnpike Eigenschaft ldsst sich am einfachsten an dem kommenden
Beispiel aufzeigen, welches sowohl im dritten Abschnitt von [5] als auch im
zweiten Abschnitt von [3] zu finden ist. Wir behandeln dieses Beispiel in
dieser Arbeit allerdings etwas ausfiihrlicher und bieten dariiber hinaus eine
Begriindung an, weshalb sich in diesem Beispiel die optimalen Trajektorien
gemal der Turnpike Eigenschaft verhalten.

Fiir ein zweites, komplexeres Beispiel sei ebenfalls auf dieselben Abschnitte
in [5] und [3] verwiesen.

Beispiel 4.1
Wir betrachten das System

mit (z,u) € R?. Folglich generiert sich eine zu einer Kontrollfolge uy ()
gehorende Trajektorie x,, (-, ) durch die Rekursion

xuNJ(O, r)==x

Ty, (k+1,2) =224y (k,2) + una(k)
fiir K =0,...,N — 1. Die Kosten sind gegeben durch

I(z,u) = u?
und als Beschrankung stellen wir die Forderung, dass die Zustandstrajekto-
rien im Intervall X = [—1, 1] liegen sollen.

Man berechnet miihelos, dass zu jedem Zustand z mit dem Kontrollwert
u = —x ein Gleichgewichtspaar gegeben ist. Da der optimale Gleichge-
wichtspunkt laut Definition 2.16 unter allen Gleichgewichtspaaren die Kos-
ten (2.2) minimiert, erhalten wir ihn durch (zg,ug) = (0,0) mit den zuge-
horigen Kosten l(xg, ug) = 0.

Nun wird das Regelgesetz des geschlossenen Regelkreises iy versuchen, die
Zustandstrajektorie x,, (k, x) mit minimalem Aufwand in dem vorgegeben
Beschriankungsintervall X = [—1, 1] fiir alle k& € Ny zu halten. Diesen Auf-
wand konnen wieder mit dem Performance-Maf aus Definition 2.21 - den
Kosten auf unendlichem Horizont - bewerten:

ool v () = Y Uy (k) o (2 (, 7))
k=0
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Diese Kosten fallen umso kleiner aus, desto ndher man sich am Gleichge-
wichtspunkt (zp,up) befindet. Demzufolge wird die Trajektorie des ge-
schlossenen Regelkreises x,,, (-, z) in die Ndhe von x5 steuern und dort blei-
ben, da dieses Verhalten die Kosten auf unendlichem Horizont minimiert.

Die optimalen Trajektorien des offenen Regelkreises z,s (-,x) verhalten
sich ebenfalls so, dass der Aufwand, um die Beschrinkung X = [-1,1]
einzuhalten, minimiert wird. In diesem Fall entspricht der Aufwand aber
gerade der optimalen Wertefunktion

P

V() = In(z,uy, () = Uy (k, @), uy . (k).

0

=
Il

Auch hier lohnt es sich in die Ndhe des Gleichgewichts (xg, ug) zu steuern
und groftenteils in seiner Nidhe zu bleiben. Zumal hier allerdings nur die
Kosten auf einem endlichen Horizont N betrachtet werden, ist es in der
Regel nicht lohnenswert bis zum Schluss die Trajektorie in der Néhe von zp
zu halten. Es kann dagegen kostenoptimaler sein, in den letzten Schritten
nur noch die Beschrinkung

tu, (7)€ X =[-1,1]

gerade so einzuhalten. Dadurch kann sich die Trajektorie durchaus auch
von xg abwenden. Dies ist genau der Fall in unserem Beispiel. Die soeben
vorgestellten Uberlegungen finden sich in den nachfolgenden Abbildungen
wieder.

Die folgenden drei Abbildungen 4.1 - 4.3 zeigen jeweils zum einen die opti-
malen Trajektorien des offenen Regelkreises (rot) und zum anderen die des
geschlossenen Regelkreises (blau) fiir drei verschiedene Horizonte N = 5,
N2 = 7 und N3 = 10.

Man erkennt das Verhalten der Trajektorien des offenen Regelkreises geméaf
der Turnpike Eigenschaft, d.h. diese steuern erst in die Ndhe des Gleichge-
wichts £z = 0 und wenden sich zum Schluss wieder ab bis hin zum oberen
Rand des Beschrinkungsintervalls x = 1. Wohingegen die Trajektorien des
geschlossenen Regelkreises gegen das Gleichgewicht xp = 0 steuern und
dort fiir alle folgenden Zeitpunkte bleiben.
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Trajektorien des offenen und geschlossenen Regelkreises
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Abb. 4.1: Trajektorien des offenen (rot) und geschlossenen (blau)
Regelkreises fiir Horizont Ny = 5 mit Anfangswert z = 0.75 und
Gleichgewichtspunkt xg = 0 (gestrichelt).
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(k,x) [blau]

X
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u
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Trajektorien des offenen und geschlossenen Regelkreises
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Abb. 4.2: Trajektorien des offenen (rot) und geschlossenen (blau)
Regelkreises fiir Horizont Ny = 7 mit Anfangswert z = 0.75 und
Gleichgewichtspunkt x5 = 0 (gestrichelt).
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Trajektorien des offenen und geschlossenen Regelkreises
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Abb. 4.3: Trajektorien des offenen (rot) und geschlossenen (blau)
Regelkreises fiir Horizont N3 = 10 mit Anfangswert x = 0.75 und
Gleichgewichtspunkt xg = 0 (gestrichelt).

Zudem beobachten wir, dass mit zunehmendem Horizont auch der minimale
Abstand zwischen den optimalen Zustandstrajektorien und dem Gleichge-
wichtspunkt kleiner wird. Dieser Abstand ist gegeben durch

ooz (6, 2)lop-
Numerische Auswertungen zeigen iiberdies sogar eine exponentielle Abnah-
me des Abstands mit zunehmendem Horizont N. Diese Tatsache ist in
Abbildung 4.4 und Tabelle 4.5 dargestellt, wobei der Horizont schrittwei-
se von N = 5 auf N = 20 erhoht wurde. Als Anfangswert wurde erneut
x = 0.75 gewdhlt und der Abstand wurde in der ersten Iteration des MPC-
Algorithmus gemessen. Aus den Messwerten in der Tabelle 4.5 erkennt

man auferdem, dass der Abstand von N auf N + 1 jedesmal um etwa 30%
abnimmt.
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Abb. 4.4: Exponentielle Abnahme von . rginN Ty, (K, )|z, mit

.....

zunehmendem Horizont N.

5 0.3020527704 13 0.0195286098
6 0.2153845891 14 0.0136710186
7 0.1549166525 15 0.0097652700
8 0.1089493951 16 0.0068358064
9 0.0779574234 17 0.0048827515
10 0.0546341260 18 0.0034179346
11 0.0390415060 19 0.0024413795
12 0.0273370566 20 0.0017089633

Tab. 4.5: Messwerte fiir den Abstand k_rginN |zux, (K, )|y, fiir Horizonte
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von N =5 bis N = 20.
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Wir schliefsen das Beispiel mit einer letzten Abbildung ab, anhand derer
wir zwei zusitzliche Beobachtungen aufzeigen wollen. Diesbeziiglich wur-
den der Horizont auf N = 25 und der Anfangswert auf x = —0.5 gedndert.

Trajektorien des offenen und geschlossenen Regelkreises
02 T T T T T T T T

it
—1 _

i S R R R R R R RE

(k,x) [rot] und x (k,x) [blau]

-0.6- T
F 0.8 -
>
-1 Cbbbbobosbbbbesddbeed
| | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Abb. 4.6: Darstellung der Turnpike-Eigenschaft mit Anfangswert
x = —0.5 und N = 25; Optimale Trajektorien steuern hier zu x = —1.

Zum einen stellen wir fest, dass die optimalen Trajektorien des offenen Re-
gelkreises mit zunehmendem Horizont N auch eine langere Zeit in der Nahe
des Gleichgewichtspunktes xp = 0 verbringen (vgl. ergénzend dazu mit den
Abbildungen 4.1 - 4.3).

Zum anderen weisen wir darauf hin, dass die optimalen Trajektorien zum
Ende hin gerade zu dem Rand des Beschriankungsintervalls steuern, zu dem
sie den kleineren Abstand haben. Wenn wir demzufolge mit einem An-
fangswert unterhalb des Gleichgewichts x5 = 0 starten, dann steuern die
optimalen Trajektorien erst das Gleichgewicht von unten an, bevor sie in
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Richtung =z = —1 vom Gleichgewicht abweichen. Dies ist in diesem Fall
kostengiinstiger als zum anderen Rand x = 1 zu steuern.
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4.2 Definition der Turnpike Eigenschaft

Nachdem die Turnpike Eigenschaft erkliart und an einem Beispiel veran-
schaulicht wurde, folgt in diesem Abschnitt eine formelle Definition der
Eigenschaft, welche der Definition 2.2 (i) aus [3] entspricht.

Definition 4.2: (Turnpike Eigenschaft)
Ein System (2.1) besitzt die Turnpike Eigenschaft auf einer Menge
Xo € Xy, wenn fiir einen Gleichgewichtspunkt zp € X folgendes gilt:
Fiir alle Ny € N existiert eine Ly-Funktion oy, sodass fiir jede optimale
Trajektorie x,s (-,2) mit Anfangswert z € X, und Horizont N > Ny
cine Menge Q C {0, ..., N—1} der Miichtigkeit |Q| > N, existiert, sodass
die Ungleichung

’.L’U*Nr(k, m)‘UEE < UNO(N)

fiir alle k£ € @ erfiillt ist.

Diese Definition sagt nicht nur aus, dass die optimalen Trajektorien in die
Nihe des Gleichgewichts steuern, sondern vor allem auch, dass der mini-
male Abstand zwischen diesen Trajektorien und dem Gleichgewichtspunkt
mit zunehmendem Horizont immer kleiner wird. Das entspricht genau den
Ergebnissen, die wir zu Beispiel 4.1 gewonnen haben.

Wir fithren im Folgenden Definition 4.2 fiir unser vorheriges Beispiel 4.1
mithilfe von zwei Abbildungen etwas genauer aus.

Die erste Abbilung 4.7 zeigt jeweils die optimalen Trajektorien, die der
MPC-Algorithmus im ersten Iterationsschritt berechnet, mit Anfangswert
x = 0.75 und verschiedenen Horizonten. Die Horizonte reichen dabei von
N = 5 bis N = 10. Ferner setzen wir Ny aus Definition 4.2 auf Ny = 3
und zeichnen fiir jedes N zu der zugehorigen Trajektorie xu*N’OA75(-,O.75)
einen moglichen Wert der Ly-Funktion o3(/V) so ein, dass der Abstand der
optimalen Trajektorie zum Gleichgewicht an mindestens Ny = 3 Stellen
kleinergleich o3(N) ist.

Die zweite Abbildung 4.8 ergibt sich infolgedessen als Verkniipfung der Wer-
te 03(5), ...,03(10) zu einer Vergleichsfunktion, die die Definition einer Ly-
Funktion erfiillt.
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Trajektorien des offenen Regelkreises

1+ ’ ’ ’ ’ ’ ’ .

N=s5/ N=6/ N=7/ N=8/ N=9 N=10/

0.9

R (53(5)

c3(6)

(53(7)

R 63(8)

53(9)
05(10)

Abb. 4.7: Veranschaulichung von Definition 4.2 anhand von Beispiel 4.1
mit Horizonten N =5, ..., 10, Anfagswert x = 0.75 und Ny = 3 aus
Definition 4.2.
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Plot der VergleichsfunktioncN (N) mit No=3
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Abb. 4.8: Darstellung der Vergleichsfunktion o3(/N) aus Abbildung 4.7 fiir
N =5,..,10.
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4.3 Satze zur Turnpike Eigenschaft

Wie wir bereits wissen, wird die Turnpike Eigenschaft in der Praxis bei einer
grofsen Anzahl an Problemstellungen beobachtet. Bisher haben wir ausgie-
big gekldrt, was man unter der Turnpike Eigenschaft versteht. Verstandli-
cherweise stellt sich uns demnach als néchstes die Frage, welche Vorausset-
zungen an das Optimierungsproblem (2.4) gestellt werden miissen, damit
das System (2.1) die Turnpike Eigenschaft aufweist. Wie sich herausstellen
wird, ist die wichtigste dieser Voraussetzungen abermals die strikte Dissi-
pativitit des Systems.

Wie bereits angefiihrt, beweisen wir im néichsten Unterabschnitt die Turn-
pike Eigenschaft erst fiir zulissige Trajektorien in einem allgemeineren Satz,
bevor wir im zweiten Unterabschnitt diesen Satz fiir optimale Trajektorien
des offenen Regelkreises (2.1) kokretisieren. Dabei basieren die Ergebnisse
dieses Abschnitts auf [5].
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4.3.1 Turnpike Eigenschaft fiir zulissige Trajektorien

Wir formulieren nun den zuvor erwidhnten Satz, der uns Bedingungen liefert,
unter denen die Turnpike Eigenschaft fiir zuldssige Trajektorien bewiesen
werden kann. Dieser Satz entspricht Theorem 5.3 aus [5].

Satz 4.3: (Turnpike Eigenschaft fiir zuldssige Trajektorien)
Wir betrachten Problemstellung (2.4). Sei das System (2.1) strikt dis-
sipativ nach Definition 2.24 (ii) beziiglich der Versorgungsrate (2.10).
Dann gilt, dass fiir alle € Xy, alle § > 0 und alle uy,(-) € UV, welche
die Ungleichung

erfiillen, und fiir alle € > 0, der Wert (). mit
Q= [{k € {0, N = 1|l (ks 2l <}

die Ungleichung

i+ C
Q.>N-""
p(e)
erfiillt mit der Konstante C' := 2 - sup |A\(z)| und der K.-Funktion p
zeXy

aus Definition 2.24 (ii).

Aus Satz 4.3 konnen wir schlieklich alle Voraussetzungen ablesen, welche
fiir die Turnpike Eigenschaft erforderlich sind. Diese sind zum einen die
strikte Dissipativitdtsannahme aus Definition 2.24 (ii), die an das System
(2.1) und die Kosten (2.2) gestellt wird, und zum anderen Bedingung (4.1),
die an die betrachtete Kontrollfolge uy () € UV gekniipft ist.

Des Weiteren sei noch angemerkt, dass Satz 4.3 obendrein sogar noch eine
untere Schranke fiir die Menge (). angibt. Diese verkorpert die Anzahl der
Stellen k£ C {0,..., N — 1}, an denen die Zustandstrajektorie einen Abstand
kleiner gleich € zum Gleichgewichtspunkt hat. Dies wird in der folgenden
Abbildung 4.9 nochmals hervorgehoben.
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Abb. 4.9: Trajektorie z,(k,x), die an Q. Stellen einen Abstand zum
Gleichgewichtspunkt xg hat, der kleiner oder gleich ¢ ist.

Bemerkung 4.4:

Man beachte zudem, dass in der obigen Abbildung 4.9 die Menge Q. die
Form eines Intervalls auf der Menge {0,1,..., N — 1} besitzt, also alle Ele-
mente von Q. benachbart sind. Auch im Beispiel 4.1 zuvor hatte Q. diesel-
be Form eines Intervalls. Wohingegen in Definition 4.2 und Satz 4.8 diese
Forderung an Q). nicht gestellt wird, sondern nur die viel allgemeinere For-
derung Q. € {0,1,..., N — 1}. Dies ist fir die Thematik dieser Arbeit zwar
vollig ausreichend, dennoch stellt sich uns interessehalber die Frage, ob man
beweisen kann, dass Q). diese Form eines Intervalls besitzt. Nach unserem
Wissen wurde solch ein Beweis in der Literatur zur Turnpike FEigenschaft
noch nicht erbracht.

O

92



Kapitel 4 Turnpike Eigenschaft

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 4.3.

Beweis: (Satz 4.3)
Wir betrachten das Hilfsoptimierungsproblem

e N (T un ()
N N-1
mit Jy(z,uy.(+)) = L($uN,z(/€7$)aUN,x(k))
k=0

Tup,(0,7) =2
WA N S wyy (k+1,2) = f(Tuy, (b, 2),un.(k)), k=0,.,N~—-1
(zun, (k+1,2),uns(k) €Z, k=0,..,N—1
(4.2)

mit den modifizierten Stufenkosten L aus (3.13). Fiir die Ziclfunktion Jy
aus (4.2) berechnen wir

z
L

jN(JZ,UN@(~)) - L(IUN,z(kax)7uN,fﬂ<k))

i
Dt

(@, (b, 2), una (k) + M@uy,, (k, 7))

— My, (kB + 1,x)))
= JIn(z,une() + Ax) = AMzuy, (N, 7).

Mit C' =2 - sup |A(x)| aus Satz 4.3 konnen wir abschétzen, dass gilt

zeXy

In(x,une() = In (@, un () + Ma) = Mauy, (N, 7))
S JN(x,UN@<')) + C

B
Il

und mithilfe von Annahme (4.1) erhalten wir schlieflich

In(z,uno(-) < In(z, una(-) + C
< N -l(zg,ug) +C +46. (4.3)

Jetzt nehmen wir an, dass

_d+C

p(e)
§+C

p(e)

Q. < N

< N—-Q: >
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erfiillt ist. Folglich gibt es eine Menge N' C {0, ..., N — 1} der Méachtigkeit
N — Q., sodass fiir alle k € A/

[ Tuy o (K, T)|op > € (4.4)

gilt. Zu guter Letzt verwenden wir die aus der strikten Dissipativitit resul-
tierende Ungleichung (3.14), um Jx erneut abzuschétzen, und mittels (4.4)
erhalten wir anschliefsend

=2

-1

In (@, un () =

(]

L(xuNT<k7 $>7 uN,I(k))

il
_.o

v

Lz, ) + p (|, (k,2)],))

il
Ho

o

lmE,uE) (N =Q:) - ple)

™ (s ug) + Awe) = A(F e, ug)) + ol (5, 2)ler)
(

AR,
= =7

Dies widerspricht aber Ungleichung (4.3). Aus diesem Grund muss

“=NT0E

gelten.
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4.3.2 Turnpike Eigenschaft fiir optimale Trajektorien

Abschliefsend zeigen wir in diesem Unterabschnitt, dass die Turnpike Eigen-
schaft fiir optimale Trajektorien des offenen Regelkreises erfiillt ist, wenn
wir zur strikten Dissipativitdtsannahme zusétzlich noch eine asymptotische
Kontrollierbarkeitsannahme an das System (2.1) stellen. Wir gehen hierbei
vor wie in Kapitel 5 in [5].

Um die asymptotische Kontrollierbarkeitsannahme formulieren zu koénnen,
miissen wir erst eine weitere Klasse von Vergleichsfunktionen einfiihren, die
sogenannten JCLS-Funktionen.

Definition 4.5: (KLS-Funktion)
Eine KLS-Funktion v : Ry x Rf — R{ besitzt die folgenden Eigen-
schaften:

(i) v €KL

(ii) iv(r,k)<oo Vr>0
k=0

(iit) () == f: V(- k) €K

Demzufolge ist eine KLS-Funktion eine KL-Funktion, welche sich zu einer
KC-Funktion aufsummieren ldsst.

Es folgt die oben erwihnte asymptotische Kontrollierbarkeitsannahme, die
die Turnpike Eigenschaft fiir optimale Trajektorien des offenen Regelkreises
garantieren soll. Diese Annahme deckt sich mit der Annahme 5.5 aus [5].

Annahme 4.6: (Asymptotische Kontrollierbarkeit)

Es existiert eine KLS-Funktion 7, sodass fiir jeden Anfangswert x € Xy
und fiir jeden Horizont N € N es eine Kontrollfolge u € UV gibt, sodass
die Ungleichung

Z(IU<kvx)7u(k>) < l(xE7uE) + 7(’$|$E’k)

fiir alle £ =0, ..., N — 1 erfiillt ist.
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Somit kommen wir letztendlich zum wichtigsten Satz dieses Kapitels, der
die Turnpike Eigenschaft fiir den offenen Regelkreis beweist. Dieser Satz ist
eine etwas abgewandelte Form von Theorem 4.2 (c) aus [5].

Satz 4.7: (Turnpike Eigenschaft fiir optimale Trajektorien)
Wir betrachten Problemstellung (2.4). Das System (2.1) sei strikt dissi-
pativ nach Definition 2.24 (ii) beziiglich der Versorgungsrate (2.10) und
asymptotisch kontrollierbar nach Annahme 4.6. Dann gilt:

Fiir jedes Ny € N existiert eine Ly-Funktion oy, , sodass fiir jeden Start-
wert o € Xy und fiir alle N > Ny es eine Menge @ C {0,..., N — 1} der
Machtigkeit |Q] > Ny gibt, sodass fiir die optimalen Trajektorien des
offenen Regelkreises xuNl(, x) die Ungleichung

|IU?V (k’m)|$E < ONO(N)

,T

fiir alle £ € @ erfiillt ist.

Beweis:
Sei Uy . (-) eine Kontrollfolge, die Annahme 4.6 erfiillt. Dann erhalten wir
durch Aufsummieren iiber £ =0,..., N — 1

N-1 N—-1 N-1
l(xaN,x(k7$)’ﬂN7$(k)) < l(xEqu) + ZV(‘x’xE’k)
k=0 k=0 k=0
N-1 )
<Y Uwpup) + ) (@l k)
k=0 k=0

Da v eine KLS-Funktion ist, konnen wir 7 € I aus Definition 4.5 verwenden
und erlangen die dquivalente Ungleichung

JN(xaaN,x(')) S N - Z(IE7UE) + n<|x|TE)

Es gilt Xy C X und X ist beschrinkt laut Annahme 2.2. Demnach ist auch
der Abstand |z|,, fiir alle x € Xy beschrankt und wir konnen 6 aus (4.1)
als

0 :=n( max |z.,)

wahlen.
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Somit berechnen wir fiir die optimalen Trajektorien, dass gilt

In(, uy (1) < In(@, una(t))
< N - l(xE>uE') + 77(|x’IE)

Damit wird Voraussetzung (4.1) aus Satz 4.3 von der optimalen Kontroll-
folge uy () erfiillt. Diesen Satz kdnnen wir nun anwenden und definieren
dazu fiir jedes Ny € N die Funktion oy, durch

0 flir N <N,
on (V) = p*1<]\(; i’ %0> fir N > N

mit p € K aus Definition 2.24 (ii). Fir N — oo geht das Argument von
p~! gegen Null, womit auch p~! gegen Null geht, da die Inverse einer K-
Funktion ebenfalls eine IC,-Funktion ist. Auferdem folgt fiir zwei beliebige
Horizonte N; > Ny > N, dass gilt

ony(Ny) = P_l (%)

i (5+C>
P AN, = N,

= ony(N2).

Demzufolge ist oy, (N) strikt monoton fallend fiir alle N > N,. Daraus
schliefen wir, dass oy, (V) eine Ly-Funktion fiir alle N > Nj ist. Schliefslich
kénnen wir o, (V) fiir € aus Satz 4.3 einsetzen und erlangen auf diese Weise
fiir den Wert Q). und fiir alle N > N, die Ungleichung

0+ C
QUN()(N)ZN_m
v 6+ C
p(/ﬂ(]\iti)))
_N__%+C
o+ C
(Ni_N0>
=N—(N—-DN)
— N,.
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Das bedeutet, dass die Ungleichung
|IU§VI (ka ‘r)|$E < ONO(N)

fiir mindestens Ny Werte k € {0,..., N — 1} erfiillt ist, womit Satz 4.7 be-
wiesen ware.
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Kapitel 5

Abschatzung der optimalen
Wertefunktion

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Herleitung zweier wichtiger Satze,
welche Verwendung im Beweis der Suboptimalititssitze finden werden. Da-

fiir betrachten wir im gesamten Kapitel wieder die Problemstellungen ohne
Endbeschriankungen (2.4) und (2.5).

Der erste Satz in diesem Kapitel liefert eine Abschétzung fiir die betrag-
liche Differenz zweier optimaler Wertefunktionen Vyy von Problemstellung
(2.4) mit gleichem Horizont N und verschiedenen Anfangswerten x € Xy
und y € Xy.

Dabei gilt es zu zeigen, dass die folgende Ungleichung unter bestimmten
Annahmen fiir alle Anfangswerte z, y € Xy, die sich in einer Kugel um den
Gleichgewichtspunkt Bs(xg) befinden, und fiir einen ausreichend grofen
Horizont N, sowie ausreichend kleine Radien ¢ erfiillt ist:

[Vn(z) = Vn(y)] < By (29)

Hierbei bezeichnet (3 eine K.-Funktion.

Dieser Satz wird im zweiten Abschnitt des Kapitels aufgestellt und be-
wiesen, wobei wir uns hierbei erneut an [5] orientieren werden. Ebenfalls
im zweiten Abschnitt bieten wir noch eine zweite, analoge Version obiger
Abschétzung fiir die Problemstellung auf unendlichen Horizont (2.5) an,
welche in [5] nicht behandelt wurde. Dafiir werden wir jedoch zusétzlich
auf Ergebnisse aus dem Stabilitdtsabschnitt 3.3 zuriickgreifen miissen.
Doch zunédchst einmal wird im ersten Abschnitt ein Hilfslemma vorgestellt,
welches den Beweis des darauffolgenden Satzes fiir endlichen Horizont er-
heblich erleichtern wird.
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5.1 Annahmen und Hilfslemma

Fiir das Hilfslemma in diesem Abschnitt werden insgesamt drei Annahmen
benétigt. Eine davon bildet wie gewohnt die strikte Dissipativitdtsbedin-
gung an das System (2.1) aus Definition 2.24 (ii). Die zwei weiteren An-
nahmen werden sogleich eingefiihrt.

Annahme 5.1:
Es existieren ein 0. > 0, ein d € N und drei K -Funktionen 5., ., 0,
sodass fiir jede Trajektorie z,, (-, ) mit z € Xy und u,(-) € U?, die

Ty, (k, ) € Bs,(xE)

fiir alle k£ = 0, ..., d erfiillt, und fiir alle z1, x5 € Bs,(xg) es eine zulédssige
Kontrollfolge uy(-) € U? gibt mit

Ly (d7 .1'1) = T2,

sodass die folgenden drei Abschiatzungen fiir alle £ = 0,...,d — 1 erfiillt
sind:

(i)

Ty 1) = 2, ()| < B (max{ [ [, (d, )1 })
u(0) = wr ()| < B (max{[en, 2, (. )]s} )

() [ (ks 1), k) = U (k). (R))|
< y(max{feloy, [, (0. 2)]2. )

Annahme 5.2:
Es existiert eine KCoo-Funktion p,, sodass fiir alle Paare (z,u) € Z gilt

Lz, u) < Uxp,up) + pullt]ep + |ulug)-

Annahme 5.1 liefert uns Abschitzungen mithilfe von K.-Funktionen fiir
zwei Zustandstrajektorien x,, (-, z) und z,,(-, 1), sowie weitere Abschét-
zungen fiir deren zugehorige Kontrollfolgen und Kosten. Hierzu miissen
zy, (k,x) fir alle & = 0,...,d in einer Kugel um das Gleichgewicht herum
bleiben und Anfangs- und Endwerte von x,,(-,z1) in der gleichen Kugel
liegen.
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Die beiden Trajektorien aus Annahme 5.1 veranschaulichen wir in Abbil-
dung 5.1.

[ X
~ “GEEEEEEE R Xy, (d,
Lt L
I~ A
28c< X
X
g
~ X,
—~ »

Abb. 5.1: Trajektorien x,, (k,x) und x,,(k,z;) mit k =0, ..., d aus
Annahme 5.1.

Im Anschluss halten wir das Hilfslemma, fest, welches den Beweis des kom-
menden Satzes wesentlich vereinfachen wird. Dieses Lemma entspricht Lem-
ma 6.3 aus [5].
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Lemma 5.3:

Es seien die Annahmen 5.1 und 5.2 erfiillt. Zusétzlich sei das Sys-
tem (2.1) strikt dissipativ nach Definition 2.24 (ii) beziiglich der Ver-
sorgungsrate (2.10). Dann gilt:

Es existieren ein N; > 0, eine Funktion P : N — N mit P(N) > % und
eine Funktion  : N x Rf — RS mit n(N,r) — 0 fiir (N — coAr — 0),
sodass die optimalen Trajektorien des offenen Regelkreises mit Horizont
N > N;j und Anfangswert x; € Bs, (zg) die Ungleichung

|‘T"7v,z1 (k7x1)|ch < n(N’ ’$1|IE)

fiir alle £ =0, ..., P(N) erfiillen.

Beweis:

Wir werden im Beweis auf die Turnpike Eigenschaft aus dem vorherigen
Kapitel zuriickgreifen, im Speziellen auf Satz 4.3.

Als erstes wenden wir Annahme 5.1 an mit * = xp = 22 und u(:) = ug.
Dies ist zum besseren Verstindnis in Abbildung 5.2 skizziert. Aus Teil (iii)
der Annahme erhalten wir dann

l(xw(k’xl)?uQ(k)) - l(xE7uE) < |l(xU2(k7$1)7u2(k)) - Z(IEWUE”
< Bi(|71]ep)

fiir alle £ = 0, ..., d—1. Diese Ungleichung summieren wir iiber £ = 0, ..., d—1
auf zu

d—1 d—1 d—1
Uy (K, 1), un (k) < Uawg,up) + Y Bil|71]s),
k=0 k=0 k=0
was aquivalent ist zu
Ja(w1,uz(+) < d-Uzp,up) +d- Bi(|z1ep)- (5.1)
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Abb. 5.2: Annahme 5.1 mit 2 = zp = x5 und uy(-) = ug fir k=0, ....d
und Kontrollfolge us(-) verldngert auf Horizont N.

Sei nun N > d. Dann erweitern wir uy(-) so, dass gilt
Ug(k) = Ug

fiir k =d,...N —1. Dies ist ebenfalls in Abbildung 5.2 dargestellt. Anschlie-
fsend berechnen wir damit

IN(T1, Uy 4, () < In(T1, ua(r))
= Ja(z1,u2()) + (N = d) - l(zp, up)

(5.1)
< d-Uzp,up) +d- Bi(|71]ey) + (N = d) - l(zp, up)

=N l(:z;E,uE) +d- ﬁl(‘xllx}s)
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Wenn wir 0 := d- 5;(|x1].,) wihlen, ergibt sich aus obiger Rechnung folglich
die Ungleichung

JN(Ilvui;\ﬂzl(')) S N - l(l’E,U/E) + 5a

womit die Voraussetzungen aus Satz 4.3 fiir z = 21 und un. () = ujy,, (*)
erfiillt sind. Demnach konnen wir Satz 4.3 anwenden und wéhlen € und N
so, dass fiir den Wert Q). gilt

Q- >2d+1.
Wenn wir jetzt P(N) als das grote & definieren, fiir das die Ungleichung
\xu»;v,wl (k,x1)|ep <€ (5.2)
erfiillt ist, dann folgt die Ungleichung
P(N)>Q.—12>2d.

Als néchsten Schritt verwenden wir erneut Annahme 5.1 - diesmal mit
Ty =x =2g, u(-) = up und xy = %;,wl(P(N),ld)- Zur besseren Unter-
scheidung bezeichnen wir hier us(-) mit uy(-). Dies wird in Abbildung 5.3
beispielhaft veranschaulicht.

Eine analoge Rechnung mit Annahme 5.1 (iii) wie weiter oben im Beweis
liefert uns dann

Ja(rp, us(-)) < d-UWwp,up) +d- Bil|wuy,, (PN),21)]ap).
Da fiir P(N) Ungleichung (5.2) erfiillt ist, folgt
Jd(Z‘E, 62()) S d - Z(JZE,UE) + d- 55(6).

Dies ldsst sich schlussfolgern, weil ; eine K-Funktion und damit streng
monoton wachsend ist.
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Xzzxugvx(lP(N)axl)

Abb. 5.3: Annahme 5.1 mit v = xp = 21, 79 = Tug, . (P(N),z1)

und u; = ug fir k=0, ..., d.

Nachfolgend definieren wir aus den bisher im Beweis verwendeten Kontroll-

folgen eine zusammengesetze Kontrollfolge u(-) als

ug (k) fir k=0,...,d—1

(k) = Ug fir k=d,..,P(N)—d—1
YT @(k) fir k=P(N)—d,.,P(N)—1 "
Wy (k) fiir k= P(N),.,N—1

Das Prinzip der Zusammensetzung von u(-) ldsst sich aus Abbildung 5.4

entnehmen.
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Abb. 5.4: Kontrollfolge u(-), welche aus uy(-), ug, Ua(-) und u}y , (-)
zusammengesetzt ist.

Wir erhalten damit

V(1) = JIn (2, uy g, () < (e al)).

Das Prinzip der dynamischen Programmierung aus Abschnitt 2.1.3 hilft uns
daraus die folgende dquivalente Ungleichung zu erlangen:

Tp) (@1, Uy 4, (4) + Inpv) (Tug,, (P(N), 21), Uy 4, (- + P(N))) <

Jpvy(z1,u(-)) + In—pvy(2a(P(N), z1), u(- + P(N)))

Da auf beiden Seiten bei den beiden hinteren Zielfunktionen mit Horizont
N — P(N) sowohl die Anfangszusténde

Tuy,, (P(N),21) = 2z(P(N), 21),
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als auch die Kontrollfolgen
UN g, (- + P(N)) = u(- + P(N))

fir k=0,...,N— P(N)—1 iibereinstimmen, konnen wir diese beiden Terme
kiirzen und erzielen die Ungleichung

Tpavy (21, U, (1) < Tpvy (21, (). (5.3)

Bereits im Beweis von Satz 4.3 haben wir fiir die modifizierte Zielfunktion
Jn von Problemstellung (4.2) berechnet, dass gilt

In(z,u() = Jy(z,u(-) + AMx) — Mz (N, z)).

Dies wenden wir nun auf beide Zielfunktionen aus (5.3) an und bekommen

Tpen) (@1, Wy 4, (1) = Jpny (@1, 0, (1)) + M) — Mzug,, (P(N),21))
und

Tpov) (21, () = Jpevy (21, 8() + M) — Mag(P(N), 21)).

Fiir diese beiden Gleichungen gilt, dass die hinteren Ausdriicke mit der
Speicherfunktion A sich entsprechen und mithilfe von (5.3) schliefen wir
somit auf

Tpo) (@1, Wy, () < Tpow (21, (). (5.4)

Im Folgenden wollen wir zuerst die rechte Seite von (5.4) abschétzen. Dies
erreichen wir durch Zuhilfenahme von Annahme 5.1. Fiir u(-) gelten dem-
nach die folgenden Abschéitzungen:

a) |za(k, 21)|ep < Bo(|21|ey) firk=0,..,d—1
b) |w(k)|uy < Bullzi]sy) firk=0,...,d—1

&) Lok, )ow < Bollza(P(N), 20)|an) 2 Bale)
fiir k = P(N) —d+1,..., P(N)

&) [7F)up < Bull22(P(N), 21)]is) S fule)
fiir k= P(N) —d + 1, ..., P(N)

Fir k =d, ..., P(N) — d sind die Absténde |zz(k, 21)|., und |u(k)|., gleich
Null, zumal z3(k, x1) = xp sowie u(k) = ug gilt.
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Anschliefiend wenden wir Annahme 5.2 auf jp(N)(ml, u(+)) an und schitzen
das Ganze mit a), b), ¢) und d) ab. Wir bekommen auf diese Weise

d—1 P(N)—d
Tooo (e 0) = S Llza(h). k) + 3 Liza(k). (k)
P(N)
POy La(k).at)
k=P(N)—d+1
DY PV) U ug) +d- pu(Bellalen) + Bullzalen))

und somit insgesamt
Tpv (21, U(-) < P(N)U(wp, wp) + dpu (Be(|71]0s) + Bulla]ey))
+dpu(Be(e) + Bule))- (5.5)

Nachfolgend leiten wir dariiber hinaus noch eine Abschitzung fiir die linke
Seite von (5.4) her. Um dies zu bewerkstelligen, wollen wir Ungleichung
(3.14) verwenden. Dafiir definieren wir zuerst noch

A= max |z,

k=0,...,P(N)—1 Ny (B 1) [

Dann liefert uns Ungleichung (3.14), dass gilt

P(N)—1

Teon (@ ung, () = Y Llw,, (k) u(k)
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Wenn wir schlieklich (5.4), (5.5) und (5.6) zusammensetzen, erhalten wir

P(N)l(zg,ug) + p(A) < jP(N)(%, Uy, (1))
< jP(N)(ﬁlﬂ('))
< P(N)(zp,ug) + dpu (Be(|71]2p) + Bul|1]2s))
+dpu(Ba(e) + Bule))

also insbesondere

p(A) < dpu(ﬂx(\ﬂflfm) + &(\xﬂm)) + dpu(ﬁx(g) + 6u(5))

Demzufolge muss A die folgende Ungleichung erfiillen:

A <7 (dpu (Bulleles) + Buller|op) + dpu(3e(e) + 5.(9)))

Um den Beweis zum Abschluss zu bringen, wihlen wir € in Abhéngigkeit
von NN als

Mit dieser Wahl von ¢ ist gewihrleistet, dass

P(N)>Q.—1
>N - () /(B
:N—g+1—1
N
T2

erfiillt ist. Mit der obigen Definition von ¢ kénnen wir anschliefsend n defi-
nieren als

D(N,7) 2= 7 (dpu (Balr) + Bu(r) + dpu(Ba(e) + Bu(€) ).

wodurch fir k =0,..., P(N) — 1 die Ungleichung

2, (,21) | < A
< U(N7 ’x1|1‘E)

sichergestellt wire. Aufserdem gilt ¢ — 0 fiir N — oo, da die Inverse einer
Koo-Funktion ebenfalls eine K .-Funktion ist. Damit garantiert diese Wahl
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von ¢ und 7 nun auch, dass n(N,r) — 0 fir (N — oo Ar — 0) gilt.
Schlussendlich miissen wir nur noch N; geschickt wihlen, um die im Beweis
verwendete Ungleichung P(N) > 2d zu gewéhrleisten. Dies erfolgt mit der
Wahl

da dadurch fiir alle N > N gilt
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5.2 Satze zur Abschitzung der optimalen
Wertefunktion

Zu guter Letzt konnen wir die in der Einleitung dieses Kapitels angekiin-
digten Sétze in diesem Abschnitt aufstellen und beweisen.

Im ersten Unterabschnitt folgt der Satz fiir die Problemstellung auf endli-
chen Horizont (2.4) und im zweiten Unterabschnitt der analoge Satz fiir die
Problemstellung auf unendlichem Horizont (2.5).

5.2.1 Abschitzung fiir endlichen Horizont ohne
Endbeschrankungen

An dieser Stelle sind wir schliefslich im Besitz aller n6tigen Hilfsmittel, um
den Hauptsatz dieses Kapitels, dessen Idee schon am Anfang vorgestellt
wurde, zu formulieren. Wir betrachten in diesem Unterabschnitt also Pro-
blemstellung (2.4) fiir endlichen Horizont und halten sogleich den folgenden
Satz fest, der eine Abschétzung fiir die Werte zweier optimaler Wertefunk-
tionen mit gleichem Horizont aber verschiedenen Anfangswerten liefert.

Dieser Satz ist eine etwas abgewandelte Form von Theorem 4.2 (b), wel-
ches in [5] zu finden ist. Fiir den Beweis werden wir auf Lemma 5.3 aus
dem vorherigen Abschnitt zuriickgreifen.

Satz 5.4:

Es seien die Annahmen 5.1 und 5.2 erfiillt. Sei auflerdem das Sys-
tem (2.1) strikt dissipativ nach Definition 2.24 (ii) beziiglich der Ver-
sorgungsrate (2.10). Dann gilt:

Es existieren Ny € Ny, 5 >0 und By € Ku, sodass die Ungleichung

Vi (z) = Vn(y)] < Bv(26)

fir alle § € (0,0], alle N > Ny und alle z,y € Bs(xg) erfiillt ist.

Beweis: _
Als erstes wahlen wir Ny > N; (aus Lemma 5.3) und 6 > 0 so, dass sowohl

d < 6. (aus Annahme 5.1)
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als auch
77(N> T) <4

fir alle N > N, und alle » € (0, 0] erfiillt ist. Des Weiteren verwenden
wir Lemma 5.3 und berechnen fiir die optimalen Trajektorien des offenen
Regelkreises, dass gilt

o, (s ) o < NN, [2]0)

UN,z

< n(N,9)
<9,

fir £k = 0,..., P(N), also insbesondere auch fiir £ = 0, ..., d, da bekanntlich
P(N) > 2d > d erfiillt ist (vgl. Beweis von Lemma 5.3). Anders ausge-
driickt erfiillen die Trajektorien des offenen Regelkreises (2.1) fiir k = 0, ..., d
demzufolge
xq*lN,z(k,x) € Bs,(xg).

Dadurch ldsst sich erneut Annahme 5.1 anwenden, diesmal mit z, 1 = v,
u(+) = un,(+), 22 = 2y (d, ). Auch fiir diesen Fall verdeutlichen wir den
Gebrauch von Annahme 5.1 in einer graphische Darstellung auf der folgen-
den Seite. Mit Teil (iii) aus Annahme 5.1 erhalten wir fiir die Kosten

Wz, (k,y), ua(k)) = Uz, (F,2), uy o (K)) < [z, (K, y), u2(k))
— Uz, (k, ), uy . (K))]
< Billzly) (5.7)

fiir k = 0,....d — 1.
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(. /
t\"\ UN|x //
y
P
2 6c < XE - e !
T X=X (L)) TXag (d,X)

X7y 2

\

012 d N k

Abb. 5.5: Verwendung von Annahme 5.1 mit z, 1, =y, u1(-) = ujy,(-) und
Ty = zyx, (d, ).
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Wir verlangern us(-) auf Horizont N, indem wir

fir k =d,..., N — 1 setzen und berechnen

Vn(y) < JN(yvu2('))

N-—1
Z l‘u2 k y U2 k))+ l<xu7\,z(k7x>7u}k\7,m(k>>
k= k=d ’
(5.7) a-1
< D (Uauy, (k 2), uy o (K) + Bi(|z,))
k=0

k
(
= VN(JC) +d'5l(|~ﬂy)

Abschliefend definieren wir Sy (r) := d - §;(r) und bekommen insgesamt

Vi (y) < Vn(z) + Bv(20).

Es ist leicht nachvollziehbar, dass durch Austauschen von x und y wir durch
eine analoge Vorgehensweise und Berechnung auf die umgekehrte Unglei-
chung

Vn(z) < Vi(y) + Br(20),

stoken. Beides kombiniert ergibt gerade

[V (z) = Vi (y)] < Bv(26).

Damit ist der Beweis von Satz 5.4 abgeschlossen.
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5.2.2 Abschitzung fiir unendlichen Horizont

Wir beenden das Kapitel mit einer zweiten Version des so eben behandel-
ten Satzes. Hierbei betrachten wir die optimalen Wertefunktionen fiir die
Problemstellung auf unendlichem Horizont (2.5).

Es sei angemerkt, dass wir diesmal nur die strikte Dissipativititsannah-
me und Annahme 5.1 im Satz verlangen. Annahme 5.2, welche wir fiir den
Beweis von Lemma 5.3 verwendet haben, sowie das Hilfslemma 5.3 selbst,
werden hier nicht mehr gebraucht. Jedoch benétigen wir zusétzlich alle
Voraussetzungen, um die asymptotische Stabilitdt des Regelgesetzes tio zu
garantieren. Dazu beziehen wir uns auf den Stabilitdtssatz 3.19 und setzen
alle Annahmen dieses Satzes voraus.

Satz 5.5:

Es seien die strikte Dissipativitit des Systems (2.1) nach
Definition 2.24 (ii) beziiglich der Versorgungsrate (2.10) und
Annahme 5.1 erfiillt. Seien zusitzlich alle Annahmen des
Stabilitatssatzes 3.19 erfiillt. Dann gilt:

Es existieren ein 6 > 0 und eine Funktion gy, € K., sodass die
Ungleichung

Voo () = Vo ()| < B (20)
fiir alle 8 € (0,6] und alle z,y € Bs(zp) erfiillt ist.

Beweis:

Aus Satz 3.19 wissen wir, dass ji., den geschlossenen Regelkreis (2.3) asym-
ptotisch stabilisiert. Demnach existiert nach Definition 3.2 ein 8 € KL,
sodass fiir alle v € X, und fiir alle £ € Ny die Ungleichung

%o (K, )0, < B[]0y, K)
erfiillt ist. Wir withlen nun & so, dass 5 < 6. und

[ Zpoe (R )2 < B(|2]0s, )
< (|2l 0)
<4

fiir alle x € Bs(zp) gilt.
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Anders ausgedriickt gilt
xlloo (k7 x) € B(;c(xE)

fiir alle £ € Ny und insbesondere fiir £ = 0, ...,d. Damit sind die Voraus-
setzungen von Annahme 5.1 erfiillt und wir setzen diese sogleich ein mit
z, x1 =Y, w(-) = pool+), T2 = z,(d,z). Die Anwendung der Annahme
ist abermals in Abbildung 5.6 dargestellt. Infolgedessen konnen wir fiir die
Kosten berechnen, dass

(zu, (K, ), ua(k))
U@y (K, ), proo (T (K, 7)) < U0y (K, y), ua(F))
— Upoe (R, @), proo (s (R, )]
< Bullxly) (5-8)

fiir k=0,...,d — 1 gilt.

|
( X
,‘“oo
U
N
28C< Xg ‘ //' 1
X=X, (d,y)Tx, (d,X)
X=y M2
\
"k
01 2 d

Abb. 5.6: Verwendung von Annahme 5.1 mit z, 1 =y, u1(-) = f1oo(+) und
o =2, (d, ).
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Wir verldngern us(-) auf den unendlichen Horizont mittels

Uz (k) := foo (T (K, 7))

fir £ > d und berechnen

Voo (y) < Joo(y, u2(-))
d—1

- l(xw(k? y), u2(k>) + Z l(xuoo(kv I), /“Loo(xl‘oc(k’ ZE)))
k k=d

&
I o

1

(U (B, ), p100 (e (k; 2))) + i)

—|—Zl T (K, 2), poo (2 (K, 7))

=
IN %
&

e
Il

ot (- 2)) + - A1)
= Vol(z)+d- Bi(|x]y)
< Vo(z) +d - 5i(26).

Wir setzen wie gehabt By (1) := d - 5;(r) und erhalten folglich
Voo(y) < Vao() + B (26).

Durch Austauschen von x und y erhalten wir auch hier durch analoge Vor-
gehensweise die umgekehrte Ungleichung

Voo () < Vio(y) + B (20).
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Kapitel 6

S.uboptimalitéit der
Okonomischen MPC mit
Endbeschrankungen

In diesem Kapitel befassen wir uns schliefslich mit dem Kern dieser Arbeit.
Wir besitzen nun alle erforderlichen Hilfsmittel und sind somit im Stande
die Suboptimalitétsschranken fiir die Problemstellungen (2.6) und (2.7) her-
zuleiten. Wie schon in Kapitel 2 erklart wurde, wollen wir die Differenz

Joo (@, i () = Joo (2, proo () = Joo(@, v () = Voo ()

mithilfe von Vergleichsfunktionen nach oben abschitzen. Diese Differenz
stellt dabei die Abweichung der Kosten auf unendlichen Horizont des von
uns betrachteten Regelgesetzes p1ny der Problemstellungen (2.6) bzw. (2.7)
zu den Kosten auf unendlichem Horizont des optimalen Regelgesetzes i
der Problemstellung (2.5) dar, wodurch Aussagen zur Regelgiite von py
ermoglicht werden. Wir werden, wie in Abschnitt 2.2 schon erwéhnt wurde,
jedoch nicht exakt die obige Differenz untersuchen, sondern Auswertungen
fiir die Differenz der optimalen Wertefunktionen fiir endlichen und unend-
lichen Horizont vornehmen, also

Vn(z) — Vo(2).

Dazu verhilft uns wiederum die Abschétzung
Juols pin () < Viv(@). (6.1)
In den folgenden Abschnitten werden wir also beginnend mit dem Nachweis

der Ungleichung (6.1) die Herleitung der Suboptimalitdtsschranken thema-
tisieren, die sich auf Ergebnisse aus vorherigen Kapiteln stiitzen wird.
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6.1 Suboptimalitiatssatz fiir die
Gleichgewichtsendpunktbedingung

Wir beginnen mit Problemstellung (2.6) und betrachten demnach das Op-
timierungsproblem mit Gleichgewichtsendpunktbedingung.

Als ersten Schritt wollen wir Ungleichung (6.1) herleiten. Da wir dafiir
auf Ergebnisse aus dem Stabilitdtskapitel 3 angewiesen sind, setzen wir die
Annahmen aus Satz 3.7 voraus. Wir stellen den folgenden Satz auf:

Satz 6.1: (Abschitzung der Kosten auf unendlichem Horizont)
Betrachte Problemstellung (2.6). Es seien alle Annahmen aus dem
Stabilitatssatz 3.7 erfiillt. Dann gilt fiir die Kosten auf unendlichem
Horizont aus Definition 2.21 angewendet auf das Feedbackgesetz puy,
dass die Ungleichung

Joo(@, pn () < V()

fiir alle x € Xy, erfiillt ist.

Beweis:

Mit den Annahmen aus Stabilitdtssatz 3.7, konnen wir nun auf Lemma 3.6
und Satz 3.7 zuriickgreifen. Dazu setzen wir mit der Ungleichung aus
Lemma 3.6 an und erhalten

VN(xMN(k + 1, :L“)) - VN(xlﬁN(k7I)) < l(anuE) - Z(Iuw(k’ :L“), MN(xuw(k7$)))
fiir v € X und k£ € Ng. Aus Annahme 2.17 bekommen wir auflerdem

Ferner summieren wir iiber £ = 0, ..., K — 1 auf, womit obige Ungleichung
7u

=
=
L

(VN(xﬂN (k+17 I))_VN(xMN(kv l’))) < - Z(IMN<I€7 :L’), MN(xMN(ka J])))

i

0

iy

wird. Dies ist nun aber dquivalent zu

VN (@ (K 2)) = Vi (@y (0, 2)) < =Tk (2, v () (6.2)
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Als néchstes wollen wir den Grenzwert von Ungleichung (6.2) fiir K — oo
bilden. Dazu iiberlegen wir uns erst, wie sich der erste Summand auf der
linken Seite fiir K — oo verhélt. Aus Satz 3.7 wissen wir, dass uy den ge-
schlossenen Regelkreis (2.3) beziiglich xg asymptotisch stabilisiert. Daraus
folgt sogleich der Limes

]}LrgoxuN(k,x) =g

fiir alle x € X ;. Mithilfe der optimalen Wertefunktion 17N aus Hilfsproblem
(3.12) ldsst sich Vi als

Vy(z) = Vi () + Mag) — M)

fir alle z € Xy, angeben. Da die Kosten (2.2) stetig laut Annahme 2.2
sind und daher auch die optimale Wertefunktion Vy von Problemstellung
(2.6) als Summe stetiger Funktionen stetig ist, konnen wir damit schlieflich
berechnen, dass gilt

lim Vi (2, (K, 2)) = Vy( lim z,, (K, z))

= ‘ZN@E)
=N- (l(mE,uE) + )\(ZEE) - )\(f(xE,uE)))

l(zp,ug)=0

0.

Auf diese Weise erhalten wir fiir den Grenzwert von Ungleichung (6.2)
0 — Vn(zuy(0,2)) < — lim Jg(z, pn(+)),
K—oo

was dquivalent ist zu

Jool, pn () < V().
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Bemerkung 6.2:

Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, dass man die Aussage aus
Satz 6.1 mit einem etwas angepassten Beweisverfahren auch verallgemei-
nern kann und zwar insofern, dass die Ungleichung aus Satz 6.1 nédherungs-
weise auch fir Jx(zx,un(-)) mit K € N grof§ genug gilt. Dazu setzt man
lediglich mit (6.2) an

Ji (2, pn () < V() = Viv(@uy (K, )

und folgert, dass es fiir jeden Horizont N € N eine Ly-Funktion oy g¢ibt,
sodass die Abschditzung

Ik (@, 1N () < Vi(z) + on(K)

fiir alle K € N gilt. Man kann nachrechnen, dass solch eine Ly-Funktion
beispielsweise durch

on(K) == sup | = Vy(zu,(s,2))|
s€[K,00)
gegeben ist. Im Rahmen dieser Arbeit reicht uns allerdings die speziellere
Version in Satz 6.1 vollig aus.

O

Wir stellen den néchsten Satz auf, dessen Ergebnis wir im Beweis des Sub-
optimalitatssatzes verwenden werden. Hierbei zeigen wir, dass die optimale
Wertefunktion Vy von Problemstellung (2.6) unter denselben Voraussetzun-
gen wie in Satz 6.1 nach oben durch eine K-Funktion beschrénkt ist.

Satz 6.3: (Abschitzung der optimalen Wertefunktion)
Betrachte Problemstellung (2.6). Es seien alle Annahmen aus dem
Stabilitdtssatz 3.7 erfiillt. Dann existiert eine K, -Funktion az, sodass
fiir die optimale Wertefunktion die Ungleichung

Vn(z) < as(|ele,)

fiir alle x € X und alle N € N erfiillt ist.

Beweis:

Im Beweis von Satz 3.7 wird ausgefiihrt, dass die optimale Wertefunktion
Vn des Hilfsoptimierungsproblems (3.12) eine Lyapunov-Funktion auf Xy
ist.
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Das bedeutet, es existiert eine K -Funktion as, sodass

‘7N(£C) < aa(|7]ep)

fiir alle x € Xy, gilt. Auferdem geht aus dem Beweis von Satz 3.7 hervor,
dass sich Vy als B

fiir alle z € Xy, angeben ldsst. Im Folgenden setzen wir 0.B.d.A. AM(zg) =0
(vgl. Bemerkung 2.25 (ii)). Dann ergibt sich

V(@) = Viv() = M) < as([al,,) — Ax). (6.3)

Dementsprechend miissen wir nur noch zeigen, dass die rechte Seite von
(6.3) durch eine K -Funktion abgeschitzt werden kann. Um das zu errei-
chen, werden wir —A(z) durch eine abgeschwichte Form der K-Funktion
abschétzen, welche nur monoton und nicht strikt monoton wachsend ist.
Dann konnen wir darauf verweisen, dass die Summe einer K- mit einer
KC-Funktion wiederum eine I .-Funktion ergibt, wobei es ausreichend ist,
wenn die strikte Monotonie von nur einer dieser beiden Funktionen einge-
halten wird. Die Funktion mit der wir —\(x) ersetzen wollen, wéhlen wir
diesbeziiglich als

Ar):= sup — A(s+xg)
s€B-(0)
mit r > 0. Wie A aus —\ hervorgeht, ist in Abbildung 6.1 auf der kom-
menden Seite beispielhaft fiir den eindimensionalen Fall skizziert. Hierbei
vereinfacht sich die Kugel B,.(0) zum Intervall [—r, r].
Als erstes beweisen wir die K-Eigenschaften dieser Funktion, beginnend
mit
A0)= sup —A(s+zp)
s€By(0)
Azg)=0

Nachfolgend zeigen wir die Monotonie. Sei dazu r; > ry > 0. Es gilt dann

Xri) = sup — A(s+xzp)
s€Br; (0)

> sup — A(s+xg)
s€Br, (0)

= A(r2),

da B,,(0) C B,,(0). Folglich ist A monoton wachsend.
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Zusitzlich ist A(r) nichtnegativ fiir alle r > 0, da

A(r)= sup — A(s+zg)

s€B-(0)

> sup — A(s+zp)
s€Bp(0)

= 0.

Des Weiteren folgt die Stetigkeit von X sofort daraus, dass A stetig nach
Definition ist (vgl. Annahmen von Satz 3.7). Demzufolge erfiillt A nun alle
Eigenschaften einer abgeschwéchten K-Funktion.

-MX) Mr) o

|
Y.
i
_ N A AL
Nl 1 |/
/ Nt/
7
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0 \'< Ve
N\ pd
//
/
/
/
/
XE

Abb. 6.1: Darstellung der Funktionen —\(z) im durchgéngigen
Koordinatensystem (blau) und A(r) im gestrichelten Koordinatensystem
(rot).
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Es bleibt zu zeigen, dass fiir r := |z|,, die Ungleichung
A|zlap) 2 —Al(2) (6.4)
fiir alle # € Xy, erfiillt ist. Hierzu berechnen wir, dass

Xtlo) = sup (s + )
SGB‘IHE (0)

> sup — ANs+ap)

s=r—xp
=—-MNex—zg+ap)
= —A(z)

gilt, da © — xp € B, (0) erfiillt ist. Abschliefend schéitzen wir (6.3) mit
(6.4) ab und erlangen die Ungleichung

V() < ag(|zloy) + A(|2lap)-

Mit der Wahl von as(r) := as(r) + A(r) folgt die gewiinschte Schranke aus
Satz 6.3.

X

Es folgt schliefslich der erste Suboptimalititssatz dieser Arbeit fiir die Pro-
blemstellung mit Gleichgewichtsendpunktbedingung (2.6).

Voraussetzen werden wir dabei die Annahmen aus den Hauptsétzen der vor-
hergehenden Kapitel 3 - 5.

Letztendlich sagt der folgende Satz aus, dass die Differenz zwischen der
optimalen Wertefunktion Vy(x) von (2.6) und der optimalen Wertefunkti-
on Vy(x) des unendlichen Horizonts fiir alle x € Xy, N X mithilfe einer
Ly-Funktion abgeschitzt werden kann. Demnach wird die Differenz

VN(ZL’) — VOO(ZL’)

beliebig klein wenn N € N grof genug ist und geht gegen Null fiir N — oc.
Mit anderen Worten ausgedriickt, konvergiert Vy demzufolge gleichmifig
gegen V.
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Satz 6.4: (Suboptimalititssatz fiir die Gleichgewichtsend-
punktbedingung)

Wir betrachten Problemstellung (2.6) mit N > 2. Seien alle Annah-
men aus den Satzen 3.7, 3.19, 4.7, 5.4 und 5.5 erfiillt. Es gelte zudem
Annahme 3.14. Seien auferdem alle Folgeglieder der optimalen Trajek-
torie @y (-,2) von Problem (2.4) fiir alle z € Xy zuldssige Anfangs-
werte von Problem (2.6). Dann existiert eine Ly-Funktion ¢, sodass fiir
die optimale Wertefunktion von (2.6) und die optimale Wertefunktion
von (2.5) die Ungleichung

Viv(z) — Vi (z) < 8(N)

fir alle z € X; 1= Xy, N X erfiillt ist.

Beweis:

Da wir im Beweis sowohl auf das Optimierungsproblem mit Endbeschrin-
kung (2.6) als auch auf das Optimierungsproblem ohne Endbeschrinkungen
(2.4) zuriickgreifen werden, wollen wir die Zielfunktionen und optimalen
Wertefunktionen dieser beiden Problemstellungen mit hochgestellten Indi-
zes versehen, um diese besser voneinander zu unterscheiden. Diesbeziiglich
bezeichnen wir im gesamten Beweis mit

Jy bzw. Vy
die Ziel- und Wertefunktionen von (2.4) ohne Endbeschréinkungen und mit
Jb bzw. Vi

die Ziel- und Wertefunktionen von (2.6) mit der Gleichgewichtsendpunkt-
bedingung. Des Weiteren bezeichne im Folgenden X; die Schnittmenge der
zuldssigen Anfangswerte von (2.6) und (2.5), also X; := X, N X
Als ersten Schritt wollen wir eine zusammengesetzte Kontrollfolge uy ()
fiir einen Anfangswert x € X; konstruieren. Dafiir bendtigen wir die opti-
male Kontrollfolge fiir Problemstellung (2.4), die wir mit uy’,(-) bezeichnen.
Folglich gilt

V(@) = I8 (@i ()):
Da nun die Voraussetzungen von Satz 4.7 erfiillt sind, existiert fiir das Pro-
blem ohne Beschrankungen (2.4) fiir jedes Ny € N eine Ly-Funktion oy,
sodass fiir alle N > N, die Ungleichung

[Ty, (B 2) e < o (V) (6.5)
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fir alle k € @ C {0,..., N — 1} mit |Q| > Ny erfiillt ist. Da Ny € N beliebig
ist, wihlen wir Ny in Abhéngigkeit von N als Ny := | N/2]. Dies ist moglich,
da dann sofort N > Ny = | N/2] gegeben ist. Weiterhin bezeichnen wir mit
k das grofte der k € Q, fiir das die Ungleichung (6.5) erfiillt ist. Fiir dieses
k gilt demgeméf

E>1Q| -1
>N, — 1
— |N/2] - 1. (6.6)

AuBerdem erfiillt, & weiterhin Ungleichung (6.5), d.h. es gilt
‘xu*N:;(k? x)|SUE < JNO(N)

= ovy2) (N). (6.7)
Wir definieren nun die oben erwihnte Kontrollfolge uy . (-) als
(k) = u}‘\,x(k‘) fir k=0,..k—
N Nk(k k) ﬁirkk Nl’

wobei uij_E _(+) die optimale Lésung fiir Problemstellung (2.6) mit Zielfunk-
tion J? (%, u(-)) und Anfangswert

T= Tyse, (k,z)

ist. Man beachte, dass = laut Voraussetzungen von Satz 6.4 ein zulissiger
Anfangswert fiir Problemstellung (2.6) ist. Die Trajektorien der zusammen-
gesetzten Kontrollfolge uy () werden in Abbildung 6.2 nochmals wieder-
gegeben. In dieser Abbildung ist erkennbar, dass sich ﬂfuj\;"l_(w x) gemék der
Turnpike Eigenschaft verhilt und dass 7
fEaN,I(N7 T) = T b (N — E, T)=uzp
N—k,z

aufgrund der Gleichgewichtsendpunktbedingung erfiillt ist.
Schlieflich berechnen wir, dass gilt

Va(z) < leir(x Una(-))

k— N-1

=Y Uway, (k,2), Una (k) + Y Uaay, (K 2), Ty . (k)
k=0 K=k
= J2(x,uy () + J% (@ u - ()
= J2(, uy, (1) + V3 (@), (6.8)
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Abb. 6.2: Darstellung der Trajektorien o (-,z) (blau) und z o (-, 7)
o N—k,@

(griin) mit 7 := Tue, (k,x).

Als néchsten Schritt werden wir eine Abschétzung fiir den ersten Term der
rechten Seite von (6.8) treffen, indem wir

Sz, uy, ()
mit
(@, proo(+))

vergleichen. Die Zustandstrajektorien dieser beiden Zielfunktionen werden
abermals in der néchsten Abbildung 6.3 verdeutlicht.
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Abb. 6.3: Darstellung der Trajektorien z,-o (-, ) (blau) und z,_ (-, )
(griin).

Aus Satz 3.19 geht hervor, dass () ein asymptotisch stabilisierendes
Feedbackgesetz ist, d.h. es gilt

T oo (B 2) e < B[]0, )

fiir alle k € Ny und fiir alle x € X, C X{, also insbesondere auch

|xllfoo (7{;7 x)|w1~; < /B(|£E|JJE7E)

Aus Ungleichung (6.6) folgt somit

[ (B, )2y < B[], )
< 5(‘1.’93E7 LN/QJ - 1)'

Fiir einen festen Anfangswert = € X; definieren wir anschliefsend

¢(N) := max {ULN/2J<N)75(|5C|96E7 [N/2] - 1}7
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woraus sofort die Ungleichungen
@ (5, 7) 0 < E(N) (6.9)
und (mithilfe von (6.7))
[T (k, 7)o, < E(N) (6.10)

fiir alle x € X; folgen. Zu der Wahl von £ ist anzumerken, dass

Alales, IN/2] = 1)

fiir feste z € X; eine L£-Funktion und fiir diskrete N > 2 damit eine Ly-
Funktion darstellt. Man beachte zudem, dass jedoch fiir zwei aufeinander-
folgende N der Wert | N/2] — 1 durchaus gleich sein kann und folglich die
Striktheit der Monotonie-Eigenschaft in der Regel hier verloren geht. Auch
die Funktionenfolge oy /o) erfiillt alle Eigenschaften einer Ly-Funktion. Dies
schlussfolgern wir, da op,(N) fiir ein festes Ny € N nach Definition ei-
ne Ly-Funktion ist und wir zudem aus der Definition von oy, im Beweis
von Satz 4.7 ableiten konnen, dass durchaus auch bei der von N anhén-
genden Funktionenfolge o|y/9) die Ly-Eigenschaften bestehen bleiben. Um
dies zu zeigen, wiederholen wir nochmals die Definition aus dem Beweis von
Satz 4.7, ndmlich

0 fir N <N,
on(N) = p‘1<—]\(§ t %0> fir N > N,

mit § >0, C >0, p~! € Ko, und wenden diese Definition auf die Funktio-
nenfolge o /2 an. Wir erhalten

5+O).

oy (N) = pl((Nm

Nun gilt aber fiir alle Ny > Ny > 2, dass

N2 (V1) = p° ( (i\f—f/(;ﬂ

<r'( [ivj/%)
= 0| Ny/2) (IV2).

Dementsprechend bleibt die Monotonie-Eigenschaft einer Ly-Funktion (auch
hier wieder bis auf die Striktheit) bewahrt. Mit all diesen Uberlegungen gilt
schlussendlich, dass auch & € Ly erfiillt ist.
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Wir fahren nun fort, indem wir die Kontrollfolgen u;(-) € U und uy(-) € UV
definieren als

{ un’ (k) fir k=0,.. k—1

T (i = B R0)) i b=ER L

und

1) — fhoo (Tpu (K, ) fir k=0,..,k—1
(k) = o (k—Fk) fir k=4k, .,N—1"

Nﬁ%le‘«oo (va)

In den folgenden Rechnungen zu diesen beiden Kontrollfolgen u;(-) und
ug(+) greifen wir erneut auf das Prinzip der dynamischen Programmierung
aus Abschnitt 2.1.3 zuriick. Mit den bisherigen Definitionen und Notationen
kénnen wir demnach schlieffen, dass zum einen

oo, ua (+)) = (@, un?, () + Joo (e, (K, 7), proo())

= 2,3 () + Vielage (F.))

und zum anderen
Voo(x> = Joo(xvlj’OO()) B
= Jf(l’,ﬂoo(')) + Joo(x,uoo<k>x)hu00('))
= J2(2, ptoe()) + Vel (R, 7))

fiir alle z € Xy gilt. Aus Vo(2) < Joo(x,u1(-)) ergibt sich anschliefend
T2, oo () + Vaol e (B ) < J2(@, 030 () + Vol (. 2).

Da sowohl z,, (k,z) € Be(ny(xg) als auch Tyye, (k,z) € Beny(xg) laut (6.9)
und (6.10) gilt, konnen wir Satz 5.5 anwenden und berechnen dazu

T, poo()) < T, w2 () + Vi (e, (R, 2)) = Vao (@ (R, )

Satz 5.5

< Sz uy, () + Bv(2-E(N)). (6.11)

Fiir die andere Kontrollfolge uy(-) fiihren wir eine &hnliche Rechnung durch.
Zum einen gilt hier

JKZ(I>U2(')) = Jf(xvﬂm(')) + J]?[,E(x#oo<k7'r)7 U’j\}o_z@um(g@)('))
= Tl o)) + Vi (o)
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und zum anderen

V(@) = Jy (@, uy, ()
= P2, uif () + J5 i (@ase (b, 3), uil (- + )

= P, ui% () + Vi g (e (R, )

fiir alle z € X;. Aus V§(z) < J{(z,us(-)) erlangen wir hier ebenfalls die
Ungleichung

T, unlo () + Vi (@ (k,2) < J2(@, poo () + Vi@ (K, ).

Es gilt immernoch z,, (k,z) € Be(ny(zg) und xuxo.(z, x) € Beny(zg), wo-
mit wir hier Gebrauch von Satz 5.4 machen kénnen. Hierzu berechnen wir

T2, uy’, () < T2, proo () + Vi@ (ky 7)) — Vi i(@ue, (k,))
Satz 5.4

£ T2, oo () + B (2 E(V)). (6.12)
Die Ungleichungen (6.11) und (6.12) ergeben zusammengenommen
| (@, un7, () = R (@, po (1)) < Brr(2- £(N)) (6.13)

fiir alle x € X;. Die Anwendung einer K, -Funktion auf eine Ly-Funktion
ergibt wiederum eine Ln-Funktion, weshalb £y0(2€) € Ly gilt. Letztendlich
sind wir in der Lage Ungleichung (6.8) abzuschétzen und nehmen dafiir
zusitzlich Satz 6.3 zur Hilfe. Wir erhalten

Vi) < J2(, w3 () + VP (7)
< T tool()) + B (2 E(N)) + s([Fay)
D el ) + B2 E(V) +osloey(N). (6.14)

Wir folgern aus den selben Argumentationsgriinden, dass az o o|y/2) € Ly
gilt. Um den Beweis abzuschlieffen zu kdnnen, miissen wir lediglich noch
J2(x, poo(+)) gegen Vio(x) abschitzen. Einen Zusammenhang zwischen die-
sen beiden Ausdriicken haben wir jedoch bereits berechnet, denn es gilt

Voo(@) = JZ (@, oo () + Voo (T (E’ z))

& (@ poo(1) = Vo () = Voo (@ (K, )
fir alle z € X;. Wir werden diesbeziiglich zeigen, dass —V (.. (k,z)) fiir

alle x € X; durch eine abgeschwichte, nicht strikte Form der Ly-Funktion
abgeschétzt werden kann.
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Besagte Ln-Funktion definieren wir dabei als

g(k) = sup | — Vool (s,2))|

s€lk,00)

fiir alle £ € No. Wie o(-) aus —V(z,_ (-, 7)) entsteht, ist in der folgenden

Abbildung 6.4 dargestellt.

- Voo (X (kX))
(k) 4
T TN\
p 4
/ .
\ /] N
\ S Y
\ /! -~ pad )
0 \ vd \hs
W\ A
\
\ /
A pd
N //

Abb. 6.4: Darstellung der Funktionen —V(z,. (-, z)) (blau),
| = Vao(2yo (-, 2))| (blau-gestrichelt) und &(-) (rot).
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Zuerst weisen wir die Monotonieeigenschaft dieser Funktion nach. Sei dazu
k’l > k?g > 0. Dann gllt

(ki) = sup | = Vao(zp (s, 2))]

s€lk1,00)

< sup |—Voo(xuoo(s,:c))’

s€[ka,00)
- b’v(kz),
da [ky,00) C [kq,00) erfiillt ist. Die Stetigkeit von o resultiert aus der

Stetigkeit von V, und somit bleibt nur noch das Grenzverhalten einer Ly-
Funktion fiir o aufzuzeigen. Wir ermitteln diesbeziiglich, dass

lim G(k) = lim sup | — Vie(z,, (s, 2))|

k—oo k—o0 s€[k,00)

— lim | = Vao(2y (5, 2))|

§—00

Voo stetig ’ — Voo ( lim x#w(s,x))}
5§—00
=0
fiir alle x € X gilt, da aus Satz 3.19 der Grenzwert

lim z, (s,z) =2g
5—00

und dariiber hinaus mit Annahme 2.17 die Gleichung

Vao(wp) = Vao() + AMag) — Mag)

WK

L(l’E, UE)

k=0

(l(a:E, up) + Mzg) — M f(zg, UE)))

WK

0

=T

folgen. Demzufolge erfiillt o eine nicht strikte Form der Ly-Funktion. Tri-
vialerweise gilt o(-) > 0 und es bleibt nur noch zu zeigen, dass o (k) grofer
gleich —V(z,.(k,x)) fiir alle k € Ny ist. Dazu berechnen wir

o(k) = sup ’ - Voo{xuoo(s717))‘

s€[k,00)

sup | = Vao(@p0 (5, )]

= | = Voo(#uoe (K, 7))
> —Voo(2p (ks )

v

fir alle £ € Ny und insbesondere auch fiir k = k.
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Mittels (6.6) treffen wir indes die folgende Abschitzung, welche den Hori-
zont N mit ins Spiel bringt:

Voo (I, )

Zum Schluss schitzen wir (6.14) ab durch

Vi (z) < J2(2, pioo(-)) +5v(~2 E(N)) + az(on/2) (N))
= Vacl) — Vol () + (2 6V)) + a2 (V)
< Vool(x) +0(IN/2] = 1) + By (2-&(N)) + as(on/z (N)).

Mit der Wahl von 6, (V) := o ([ N/2] —=1)+Bv(2-£(N))+as(oyn/2) (IV)) folgt
die gewiinschte Ungleichung aus Satz 6.4 fiir alle N > 2, da Summen von
Ly-Funktionen wiederum in Ly liegen. Wir weisen erneut darauf hin, dass
die einzelnen Summanden jedoch nur monoton und nicht strikt monoton
fallend sind. Zu jeder monoton fallenden Ly-Funktion ¢, existiert allerdings
immer eine strikt monotone Ly-Funktion 6 mit

d(k) = é1(k)

fiir alle k£ € Ny. Diese lisst sich beispielsweise dadurch gewinnen, indem
man alle konstanten Teilstiicke von d; durch beliebige strikt monotone Teil-
stiicke gleicher Lange ersetzt und die Segmente danach so zusammensetzt,
dass sowohl die Stetigkeit der Funktion als auch obige Ungleichung erfiillt
bleiben.
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6.2 Suboptimalitiatssatz fiir Endkosten und
Endregion

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Problem mit den alterna-
tiven, allgemeineren Endbeschrinkungen in Form von Endkosten und End-
region (2.7). Dieser Abschnitt ist dabei analog zum vorherigen Abschnitt
aufgebaut und verfolgt die selben Beweisschritte. Aus diesem Grund werden
wir uns kiirzer fassen und auf bereits bewiesene Ergebnisse aus Kapitel 6.1
verweisen.

Zu Beginn formulieren wir das Analogon zu Satz 6.1, um Ungleichung (6.1)
sicherzustellen. Auch fiir diesen Fall stiitzen wir uns im Beweis auf Ergeb-
nisse aus dem Stabilitdtsabschnitt 3.2.2. Zudem deuten wir darauf hin, dass
die Aussage aus Bemerkung 6.2 selbstverstindlich auch fiir den folgenden
Satz zutrifft.

Satz 6.5: (Abschitzung der Kosten auf unendlichem Horizont)
Betrachte Problemstellung (2.7). Es seien alle Annahmen aus dem
Stabilitatssatz 3.10 erfiillt. Dann gilt fiir die Kosten auf unendlichem
Horizont aus Definition 2.21 angewendet auf das Feedbackgesetz puy,
dass die Ungleichung

Joo (@, uin(+)) < V()

tiir alle x € Xy p erfiillt ist.

Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu Satz 6.1 mithilfe der aufsummierten Unglei-
chung aus Lemma 3.9 und Aussagen iiber deren Grenzverhalten, die mithilfe
von Satz 3.10 getroffen werden.
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Im néchsten Satz zeigen wir auch hier, dass die optimale Wertefunktion von
(2.7) nach oben durch ein ag € K, beschrinkt ist.

Satz 6.6: (Abschitzung der optimalen Wertefunktion)
Betrachte Problemstellung (2.7). Es seien alle Annahmen aus dem
Stabilitiatssatz 3.10 erfiillt. Dann existiert eine K -Funktion a3, sodass
fiir die optimale Wertefunktion die Ungleichung

Vn(z) < as(|z]ep)

fir alle x € Xy r und alle NV € N erfiillt ist.

Beweis:
Der Beweis ist identisch zum Beweis von Satz 6.3.

X

Schlieflich stellen wir den zweiten Suboptimalititssatz fiir das Optimie-
rungsproblem (2.7) auf, der die Aussage von Satz 6.4 auf die Problemstel-
lung (2.7) iibertragt.

Satz 6.7: (Suboptimalititssatz fiir Endkosten und Endregion)
Wir betrachten das Problem (2.7) mit N > 2. Seien alle Annahmen
aus den Satzen 3.10, 3.19, 4.7, 5.4 und 5.5 erfiillt. Es gelte zudem
Annahme 3.14. Seien auferdem alle Folgeglieder der optimalen Trajek-
torie zy, (,x) von Problem (2.4) fiir alle v € Xy zuléssige Anfangs-
werte von Problem (2.7). Dann existiert eine Ly-Funktion J, sodass fiir
die optimale Wertefunktion von (2.7) und die optimale Wertefunktion
von (2.5) die Ungleichung

Vi) = Vaol) < 6(N)

fir alle x € X := Xy p N X erfiillt ist.

Beweis:

Wir beginnen wieder damit, die Notationen in diesem Beweis zu erkléren.
Es bezeichne

o o

Jy bzw. Vy
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die Zielfunktion und optimale Wertefunktion von dem Optimierungspro-
blem ohne Endbeschrankungen (2.4) und

J% baw. Vi,

die Ziel- und Wertefunktion von dem Optimierungsproblem mit Endbe-
schrankungen (2.7). Fiir die Problemstellung ohne Endbeschrinkungen
(2.4) schliefen wir auch hier mithilfe von Satz 4.7 auf die Abschétzung

Tz (K 2)]ay < 0 /2y (N), (6.15)
indem wir N, aus Satz 4.7 als Ny := | N/2| und k als das grofte Element
der Menge Q C {0, ..., N — 1} wihlen. Als néchstes konstruieren wir erneut
eine zusammengesetzte Kontrollfolge wy ,(+) durch

() = uye (k) fiie k=0, k-1
Nz u’]‘\’[b_m(k—k) fir k=k ..N—1

Dabei ist uy’, (k) die optimale Kontrollfolge fiir (2.4) und ujvb_-’; _(+) die opti-

male Kontrollfolge fiir das Problem (2.7) mit der Zielfunktion ‘]111745(%’ u(+))
und Anfangswert

T = xumﬁ(k, x).

In der néchsten Abbildung 6.5 stellen wir das Verhalten der Zustandstrajek-
torien der zusammengesetzten Kontrollfolge uy ,(-) dar, um einen Vergleich
mit Abbildung 6.2 ziehen zu konnen. Man erkennt, dass sich x,=o (-, z) hier

ebenfalls geméf der Turnpike Eigenschaft verhalt. Jedoch endet xub ()
N—k,%
nicht mehr im Gleichgewichtspunkt z g, sondern nur in einer Endregion X,

welche zp enthidlt. Wir berechnen analog, dass gilt

Vi (@) < Jy (@, v ()

T
= SR, uy, () + Iy (@ 5 ()
= Je(z, uy, () + Vy_7(@), (6.16)
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Man beachte, dass dies die einzige Rechnung ist, in der die Ziel- und Werte-
funktionen der Problemstellung mit Endkosten und Endregion (2.7) auftre-
ten. Alle anderen Berechnungen in diesem Beweis beziehen sich ausschlief-
lich auf die anderen beiden Problemstellungen ohne Endbeschriankungen
(2.4) oder (2.5). Aus diesem Grund ist die obige Berechnung faktisch die
einzige Stelle die im Vergleich zum Beweis von Satz 6.4 angepasst werden
muss.

Wir fahren nun mit dem Beweis fort. Um J2(z, uy’,(+)) aus (6.16) abschiit-
zen zu konnen, miissen wir die selben Schritte wie im Beweis von Satz 6.4
durchfiihren und erhalten dieselbe Abschétzung (6.13), ndmlich

| J2 (2, un, (1) = J2(2, poo ()] < Bu (2 E(N)). (6.17)
4
/
/)
Xly o (4,X) /
X
A
X EJL\"“N — N Xy X
| N i
205N X 7 }Xo
012 k N k

Abb. 6.5: Darstellung der Trajektorien x,~o (-,z) (blau) und z -~ (-, 2)

N—k,x

(griin) mit 7 := x?ﬁv’f’z(k’ x) und Endregion Xq (gestrichelt).
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Des Weiteren erzielen wir mit den selben Uberlegungen wie im Beweis von
Satz 6.4 die Ungleichung

S, proo()) < Veo(z) + ([ N/2] — 1) (6.18)
mit der Definition

F(k) = sup | — Vig(@p,(5,2))]

s€lk,00)

fiir alle £ € Ny. Wir schliefen den Beweis ab, indem wir (6.16) mithilfe von
(6.17), (6.18), Satz 6.6 und (6.15) abschétzen und erhalten

Vi) < Vae(z) + (| N/2] — 1)+ By (2 &(N)) + as(ony2)(N)).
Hier wihlen wir gleichermafen
61(N) = ([N/2] = 1) + Bv(2 - E(N)) + az(on/2) (N)).

Ferner folgt, dass eine strikt monotone Ly-Funktion ¢ existiert, mit der wir
01 nach oben abschétzen kénnen. Diese Funktion § ist dann die gewiinschte
Ln-Funktion aus Satz 6.7.
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Fazit

Wir haben in dieser Arbeit Suboptimalitéitsschranken fiir die Okonomische
Modellpriadiktive Regelung der Form

Vn(z) — Veo(z) < 0(N) (7.1)

fiir alle zuldssigen = unter bestimmten Voraussetzungen hergeleitet. Dabei
bezeichnet § eine Ly-Funktion. Fiir N — oo geht demgemal die linke Seite
gegen Null - und somit auch Vy(x) — Vio(z). Aus der strikten Monotonie
einer Ly-Funktion folgt aufterdem, dass der obige Fehler echt kleiner wird
mit zunehmendem N.

Wir konnten obige Ungleichung dabei fiir zwei Problemstellungen mit End-
beschriankungen erzielen - fiir das Problem mit Gleichgewichtsendpunktbe-
dingung in Satz 6.4 und fiir das allgemeinere Problem mit Endkosten und
Endregion in Satz 6.7.

Zudem erlaubt uns Ungleichung (7.1) Aussagen iiber den Suboptimalitéts-
fehler des MPC-Feedbacks px. Diesbeziiglich konnten wir die folgende Ab-
schitzung in den Sitzen 6.1 und 6.5 sicherstellen:

Juo(, iy () < Vis(a) (7.2)

Auch haben wir die Idee der Herleitung einer allgemeineren Form der Un-
gleichung (7.2) fiir Jx(z, uny(-)) mit K € N angesprochen. Mithilfe von
(7.2) konnen wir nun die Performance von py mit der Performance des op-
timalen Feedbacks pi., vergleichen. Performance messen wir in dieser Arbeit
mit den Kosten auf unendlichem Horizont und erhalten die Abschitzung

Joo (2, i () = oo, oo () < O(N).

Um diese Ergebnisse zu erzielen, haben wir uns mit anderen Themengebie-
ten aus der Okonomischen MPC beschiftigt. Dazu gehorten die Stabili-
tétstheorie der Okonomischen MPC sowie die Turnpike Eigenschaft in der
Okonomischen MPC.
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In der Stabilitdtstheorie konnten wir die asymptotische Stabilitdt der Re-
gelgesetze von bestimmten MPC-Problemstellungen unter bestimmten An-
nahmen nachweisen.

Dazu gehérten auch die beiden Probleme mit Endbeschrankungen, fiir die
wir die Suboptimalititssitze aufgestellt haben. Die jeweiligen Stabilitéts-
ergebnisse fiir die Okonomische MPC mit Endbeschrinkungen finden sich
in den Sdtzen 3.7 und 3.10. Diese Ergebnisse und deren Beweisideen gehen
dabei auf [8] zuriick.

Nicht untersucht haben wir dagegen den Fall ohne Endbeschrankungen, da
dieser Fall fiir unsere Zwecke nicht von Bedeutung war. Der interessierte
Leser sei diesbetreffend auf [4] verwiesen. Hier wird analysiert inwiefern
Stabilitdts- und Konvergenzergebnisse erhalten bleiben, wenn die Endbe-
schrinkungen entfernt werden.

Dariiber hinaus konnten wir eigenstindig einen Stabilitatssatz fiir den un-
endlichen Horizont aufstellen. Hierbei haben uns vorallem ein Theorem aus
[7] und zwei Annahmen aus [6] weitergeholfen. Das Resultat in dieser Hin-
sicht bildet der Stabilititssatz 3.19.

Die Turnpike Eigenschaft betreffend stellt das Hauptergebnis Satz 4.7 dar.
Dieser Satz weist die Turnpike Eigenschaft fiir optimale Trajektorien der
Problemstellung ohne Endbeschrankungen nach. Die Herleitung haben wir
dabei aus [5] entnommen. Allerdings mussten wir diese zusétzlich an unse-
re Problemstellung anpassen, da in [5] nur die Durchschnittswerte der Ziel-
und Wertefunktionen betrachtet wurden.

Ferner haben wir ein verbreitetes Beispiel zur Turnpike Eigenschaft iiber-
nommen und eingehend untersucht.

Ebenfalls auf [5] basieren unsere Abschitzungen der optimalen Wertefunk-
tion fiir zwei Anfangswerte x, y € Bs(zg) auf die folgende Weise:

[V (z) = Vi (y)| < Bv(26)

Dieses Resultat fiir den endlichen Horizont findet sich in Satz 5.4. Die Her-
leitung stammt aus [5] und wurde auf unsere Problemstellung angepasst.
Dariiber hinaus bieten wir in dieser Arbeit eine dquivalente Abschéatzung
fiir den unendlichen Horizont an, welche in Satz 5.5 ausgedriickt wird. Im
Vergleich zu Satz 5.4 benotigen wir hier fiir den Beweis zusétzlich die Sta-
bilitdt von p,, konnen jedoch dafiir auf eine andere Annahme verzichten.

Ein grundlegendes Kernstiick, um all die Ergebnisse dieser Arbeit iiber-
haupt erzielen zu koénnen, stellt die Dissipativitdtseigenschaft dar. Diese
Eigenschaft taucht vielfach in der MPC-Literatur auf und lasst Schlussfol-
gerungen auf den unterschiedlichsten Themengebieten der Okonomischen
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Kapitel 7 Fazit

MPC zu.

Wir haben in der Einleitung dieser Arbeit die Dissipativitit ausgiebig be-
leuchtet, wobei wir unsere Definition 2.24 aus |8] bezichen. Des Weiteren
bieten wir in dieser Arbeit eine md&gliche Interpretation der Dissipativitits-
eigenschaft an.

Die Suboptimalitidtstheorie betreffend wurden dhnliche Ergebnisse wie in
unserer Arbeit fiir den Fall der Standard MPC bereits in [6] belegt. Da-
bei finden sich in [6] Suboptimalitdtsabschitzungen sowohl fiir den Fall mit
Endbeschrankungen als auch fiir den Fall ohne Endbeschriankungen. Fiir
die Standard MPC ohne Endbeschrinkungen wollen wir dabei gezielt auf
die Theoreme 6.18 und 6.21 aus [6] aufmerksam machen.

In der Okonomischen MPC hingegen finden sich Suboptimalititsaussagen
fiir die Problemstellung ohne Endbeschrankungen in [4]. Jedoch sind aktu-
ellere Ergebnisse zurzeit noch in Arbeit.

Fiir den Fall der Okonomischen MPC mit Endbeschrinkungen, welcher in
dieser Arbeit abgehandelt wurde, sind uns allerdings keine vergleichbaren
Resultate zur Suboptimalititstheorie bekannt.
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Programmverzeichnis

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Programme aufgelis-
tet und kurz erldutert. Die MATLAB-Dateien befinden sich auf der beilie-
genden CD. Das MPC-Optimierungsproblem wurde dabei mit der fmincon-
Routine von MATLAB gel6st.

e Turnpike.m: Dieses Programm wurde zur Erstellung der Abbildun-
gen 4.1, 4.2, 4.3 und 4.6 verwendet. Diese Abbildungen heben die
Turnpike Eigenschaft der optimalen Trajektorien des offenen Regel-
kreises hervor. Der Anfangswert und der Horizont miissen im Pro-
gramm vom Benutzer allerdings manuell gedindert werden.

e Turnpike Def.m: Dieses Programm liefert die Abbildungen 4.7 und
4.8, die die Definition 4.2 der Turnpike Eigenschaft beispielhaft ver-
deutlichen sollen. Zudem stellen sie eine mogliche Ln-Funktion aus
der Definition dar.

e exp Abstand.m: Dieses Programm erzeugt Abbildung 4.4. Diese
Abbildung soll die exponentielle Abnahme des minimalen Abstands
der optimalen Trajektorien des offenen Regelkreises (2.1) zum Gleich-
gewichtspunkt aufzeigen.
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