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6 MOTIVATION

0.1 Motivation

Bei der Simulation eines Aktienkurses durch die Brown’sche Bewegung und der
Betrachtung einer europdischen Option auf diesen Wert kommt es zu einem in-
teressanten Phdnomen. Wenn man die Option mit der Black-Scholes-Gleichung
bewertet, das kontinuierliche Marktgeschehen diskretisiert und die Option mit
dem sogenannten A-Hedging aus der Black-Scholes-Gleichung und einem durch
die Selbstfinanziertheit bestimmten Bond-Anteil hedged, das heifit sich gegen Ver-
luste absichert, ist zu erwarten, dass sich dieses Absicherungsportfolio im Mittel
verhilt wie der Bond (die Bank).
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Abbildung 1: Wachstum Portfolio und Bank

Simuliert man nun einen plotzlichen Kursabfall, so verliert das Portfolio signifi-
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kant an Wert.
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Abbildung 2: Kurssturz bei t =5

Dies ist im Moment zwar noch unbegriindet, erscheint aber plausibel. Interessan-
ter ist jedoch, dass auch bei einem spontanen Kursanstieg der Wert des Hedging-
portfolios deutlich fallt.
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Abbildung 3: Kursanstieg bei t = 5

Wir werden einige Grundlagen und Begriffe der Finanzmathematik erlautern und
schlieflich das hier motivierte Phdnomen genauer untersuchen, wobei das Wort
,plotzlich® aus dem Titel der Arbeit einigen Interpretationsspielraum zulédsst:
Hier ist gemeint, dass eine solche Kurséinderung im Modell unmdglich oder zu-
mindest sehr unwahrscheinlich ist.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Der Markt

Wir werden in dieser Arbeit Marktmodelle betrachten, die aus einer Aktie und
einem Bond - also einem Bankkonto - bestehen. Wir benotigen zur ndheren Be-
schreibung der Aktie folgende Definition.

Definition 1. Fin stochastischer Prozess ist eine Funktion X mit
X:DxQ—=R, (tw) — X(t,w).

Fiir die ganze Arbeit werden wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) zugrun-
delegen!, in dem PP das sogenannte Marktma$, das ist ein Ma$, von dem man zum
Beispiel aus Erfahrung ausgeht, dass es das Marktgeschehen beschreibt, ist. Dabei
erhélt man fiir jedes feste w € €2 eine deterministische Funktion (genannt Pfad)
und fiir jedes feste t € D eine Zufallsvariable {iber dem Raum 2. Mit D wird da-
bei die Definitionsmenge bezeichnet, die in unserem Fall entweder kontinuierlich
[0, T] oder diskret {to,t1,...,tx} mit tg = 0,¢ty = T ist. Die Menge D steht dabei
fiir die Zeit, X bzw. S fiir den Wert der Aktie. Wir modellieren den Aktienkurs S
als einen solchen stochastischen Prozess mit Startwert S(0) = Sy und den Bond
als festverzinslich und kontinuierlich verzinst? mit Startwert B(0) = By, also

B(t) = e”Bo.

1.2 Optionen

1.2.1 Begriffskliarung

In Worten ausgedriickt stellt eine Option V' das Recht — nicht jedoch die Pflicht
— dar einen Basiswert S (zum Beispiel eine Fremdwéahrung oder wie in unserem

'Fiir Mehr-Perioden-Modelle kommt zur o-Algebra A noch eine Filtration (A;); hinzu.
2In diskreten Marktmodellen kann man auch exakt verzinsen: B(t) = (1 + r)!By ~ e" By.

9
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Fall eine Aktie) zu einem vorher festgelegten Preis K zu kaufen (Call) oder zu
verkaufen (Put). Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf eine spezielle Klasse
von Optionen, ndamlich auf die sogenannten européischen Optionen. Bei diesen
ist der Ausiibungszeitpunkt 7" vorher festgelegt. Das heifit zum Zeitpunkt 7" darf
der Kéufer der Option entscheiden, ob er die Option einlésen will oder nicht. Er
wird die Option natiirlich nur einlésen, wenn er dadurch einen Gewinn erzielen
kann, also wenn — im Fall einer Calloption — der Basiswert S mehr wert ist als der
Austibungspreis K, da er so durch den Kauf des Basiswertes bei der Emittentin
der Option zum Preis K und Verkauf (an der Borse) zum Marktpreis S den
Gewinn S — K erzielt. Ist der Basiswert weniger als K wert, lasst er die Option
verfallen, bekommt also 0. Zusammenfassend lasst sich sagen, dass der Wert der
Calloption zum Ausiibungszeitpunkt

Voo T) = (S — K)* (L.1)

betrégt. Analog iiberlegt man sich, dass eine Putoption nur Gewinn bringt, wenn
der Ausiibungspreis iiber dem Marktpreis liegt. Also gilt

Vpe(T) = (K = S)™. (1.2)

Mit den Indizes C'e und Pe wird signalisiert, dass es sich um eine européische
Call- oder Putoption handelt.

1.2.2 Anwendungen

Beispielhaft sollen hier zwei Standardanwendungen von Optionen aufgefiihrt wer-
den. Zum einen dienen Optionen der Absicherung, so kann eine Unternehmerin
(aus der Euro-Zone), die in einem Monat 100.000 $ in den USA investieren will,
sich durch den Kauf einer Calloption auf 100.000 $ mit K fest und 7" = 30 Ta-
gen vor Kursschwankungen absichern. Diese Risikobegrenzung ist natiirlich nicht
kostenlos, denn die Unternehmerin muss die Option kaufen. Wie viel so eine Op-
tion wert ist, das heifit wie hoch ihr fairer Preis ist, ist eine der Grundfragen der
Finanzmathematik.

Eine andere Anwendung fiir Optionen bietet die Spekulation. Angenommen, ein
Aktienbiindel S hat im Zeitpunkt ¢ty = 0 einen Wert von 4.000 EUR, der Markt-
zins ist konstant 6% und der Spekulant erwartet, dass das Biindel innerhalb eines
Jahres deutlich an Wert gewinnt. Deshalb kauft er sich das Recht, das Aktion-
paket in einem Jahr (7" = 1) fiir den heutigen Preis zu kaufen. Diese Calloption
kostet 590 EUR?. Alternativ dazu hitte der Spekulant das Aktienbiindel auch
fiir 4.000 EUR kaufen kénnen. Betrachten wir nun drei Szenarien:

1. Der Wert des Paketes sinkt unerwartet auf 2.000 EUR. Falls die Option
gekauft wurde, betragt der Verlust 590 EUR, bei Kauf der Aktien hétte er
2.000 EUR betragen.

3gerundeter Black-Scholes-Wert mit o = 0,3
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2. Der Wert des Aktienbiindels bleibt gleich. Durch den Kauf der Option ent-
steht ein Verlust von 590 EUR, durch den Kauf der Aktien wiirde er eine
»schwarze Null“ erzielen.

3. Der Wert der Aktien steigt auf 6.000 EUR. Der durch den Kauf der Option
entstehende Gewinn betrigt 1.410 EUR, dies ergibt eine Rendite von 239 %.
Durch die Aktien selbst betriige der Gewinn 2.000 EUR, die Rendite jedoch
nur 50 %.

Wie man leicht sieht, hat der Kauf der Option die Vorteile der Verlustdeckelung
(maximaler Verlust: Kaufpreis der Option), einer kleineren Investitionssumme
und der Chance auf (deutlich) gréofere Renditen. Im Fall eines Gewinnes wird
dieser jedoch immer kleiner sein, als beim direkten Kauf der Aktien.

1.3 Marktannahmen

Die Annahmen, auf denen unsere Marktmodelle beruhen, sind im wesentlichen
folgende zwei:

1. Geld kann jederzeit und in beliebiger Hohe auf die Bank gelegt oder von
dieser geliehen werden, dabei werden die Zinsen fiir einen Betrag x und eine
Verzinsungsdauer t kontinuierlich mittels ez berechnet. r stellt dabei den
Zinssatz dar, dieser ist konstant iiber die Zeit und der gleiche fiir Anlagen
und Kredite.

2. Der Markt ist arbitragefrei, das heifit jede Anlage, die fast sicher keinen
Verlust macht, macht fast sicher auch keinen Gewinn. Diese Bedingung
nennt man auch Non-Arbitrage (NA).

Manche dieser Annahmen sind zugegebenermaflen unrealistisch, da zum Beispiel
in echt keine Kredite beliebiger Grofle vergeben werden kénnen. Andere Annah-
men, wie beispielsweise die der Arbitragefreiheit, sind durchaus gerechtfertigt,
denn, sollte in einem Markt die Moglichkeit auf risikofreien Gewinn bestehen,
wiirde jeder Marktteilnehmer diese ergreifen und der Schaffer dieser Chance so-
mit ausgebeutet. Diese beiden Annahmen sind sehr wichtig fiir die Theorie hinter
der Optionsbewertung. Dass der Zinssatz fiir Darlehen und Anlagen gleich ist,
ist bei Bank-—zu-Bank-Geschiften in etwa gerechtfertigt, bei Bank-—zu-Kunde-
Geschéften nicht. Diese Annahme koénnte verallgemeinert werden, wodurch jedoch
sowohl das Schreiben als auch das Verstehen der Arbeit erschwert wiirde.

Aus den obigen Annahmen kann man eine Fiille an Folgerungen ableiten, so
zum Beispiel, dass auch keine Moglichkeit auf Verlust ohne die Moglichkeit auf
Gewinn vorhanden sein kann, da eine solche Option fiir die Emittentin Arbitrage
bedeuten wiirde. Des Weiteren kann man sich mittels Portfolios iiberlegen, dass
folgender Satz gilt, da sonst der Markt nicht arbitragefrei ware.
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Satz 2. Sei P ein Finanzprodukt, welches zum Zeitpunkt 7' den festen Wert
P(T) = Pr oder mindestens den Wert Pr (das heiit P(T") > Pr) oder hichstens
den Wert Pr (das heifit P(7') < Pr) hat, so gilt zum Zeitpunkt ¢ < 7"

P(t) = er(tiT)PT
bzw. ,>* oder ,<* statt ,=".

Beweis. Wir wollen zuerst ,,P(T) > Pr = P(t) > T Pr“ beweisen. Fiir
t € [0,T] stellen wir uns das Portfolio

[(t) = P(t) — P(t) =0

zusammen, wobei der Subtrahend fiir das Finanzprodukt und der Minuend fiir
den Preis dieses Produktes steht. Dann gilt:

I(T) = P(T) — P(t)e"™="
Nehmen wir nun an, dass P(T) > Pr und P(t) < e"*~T) Py sind. So folgt, dass
H(T) > Pr — er(Tit)eT(tiT)PT =0

gilt, was ein Widerspruch zur Arbitragefreiheit ist. Analog beweist man ,<*. Und
damit folgt ,,=". m

Damit kénnen wir eine erste Aussage iiber den Preis européischer Put- und Cal-
loptionen machen.

Satz 3 (Put-Call-Paritét). Fur alle ¢ € [0, 7] gilt:
S(t) = Ke'"™™ = Vi(t, S(t)) — Vee(t, S(t)).

Beweis. Betrachten wir das Portfolio I1(t) = S(t) + Vpe(t, S(t)) — Ve (¢, S(t)) fiir
te[0,7]. Int =T gilt

(T) = S(T) + (K — S(T))* — (S(T) - K)* = K.

Mit Satz 2 folgt, dass I1(t) = e"*" T K ist. O

1.4 Risikoneutrale Bewertung

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt kennengelernt, wie Finanzprodukte mit
festen Auszahlungen zu bewerten sind. Des Weiteren haben wir einen Zusam-
menhang zwischen den Preisen fiir européische Put- und européische Calloptio-
nen bewiesen. Es stellt sich nun die Frage, wie der Preis fiir Optionen bestimmt
werden kann. Dazu fithren wir die risikoneutrale Bewertung ein. Wir werden im
Verlauf der Arbeit sehen, dass diese sinnvoll ist.
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Definition 4. Der risikoneutrale Wert einer Option V' zum Zeitpunkt t ist
V(t) = " DE[V(T)| A

Dabei stellt sich die Frage, beziiglich welchen Mafles der Erwartungswert berech-
net werden soll. Das bisher aufgefithrte Marktmafl P ist hierfiir nicht geeignet, da
es auf subjektiven Einschétzungen der einzelnen Marktteilnehmer beruht. Aus
diesem Grund fiithren wir die sogenannten risikoneutralen Mafle (Martingalmafe)
ein, die zur Berechnung des risikoneutralen Preises dienen* und fiir alle Markt-
teilnehmer gleich sind.

Definition 5. Ein Mafs, fir das gilt, dass
E[S(s)| A = e VS VO<t<s<T

und alle Erwartungswerte existieren, heifle risikoneutrales Maf3 oder Martingal-
mafB.

Mit der Bedingung auf A; ist gemeint, dass wir uns im Zeitpunkt ¢ befinden
und alle Informationen bis dahin bekannt sind. (A;); ist dabei eine Filtration der
Sigmaalgebra A. Das Marktmaf} scheint dabei keine Rolle zu spielen, ist jedoch
insofern wichtig, als dass es beschreibt, welche Szenarien moglich sind und welche
nicht. Deshalb definieren wir im néchsten Kapitel dquivalente Mafse.

4wenn sie zum MarktmaB dquivalent sind
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Kapitel 2

Finanzmathematik im
Ein-Perioden-Markt

Dieses Kapitel ist angelehnt an [6] und [2], worauf ich den Leser fiir tiefer gehende
Fragen verweise.

2.1 Arbitrage

Definition 6. Seien P und Q zwei Mafe iber dem selben Messraum (2, A), dann
heiffe P absolut stetig beziiglich Q (P << Q), wenn fir alle A € A gilt:

QA) =0 = P(A) =0.

Weiter heiffen P und Q dquivalent (P ~ Q) wenn gilt, dass P absolut stetig
beziiglich Q und Q absolut stetig beziiglich P ist.

Im Folgenden werden wir einen Ein-Perioden-Markt mit nur einer Aktie S im
Markt betrachten. Das heifit S(0) und B(0) sind positive, reelle Zahlen, B(1) =
e"B(0) (r > —1) und S(1) ist eine positive!, reelle Zufallsvariable auf dem Raum
(Q, A, P). Verallgemeinerungen sind — teils mit Abschwichungen der Aussagen —
moglich, siehe dazu [6].

Ein Mafl wie in Def. 5 gibt es, wie uns der folgende Satz sagt, unter unseren
Marktannahmen immer. Das heifit wir wollen von einem Marktgeschehen ausge-
hen, in dem die Aktie im Mittel wie eine festverzinsliche Anleihe wéachst; dies
ist 6konomisch sinnvoll, da eine Bank das bei ihr angelegte Geld anlegt und den
mittleren Ertrag als Zinsen weitergibt?.

'Das nichste Lemma zeigt uns, warum wir positiv und nicht nur nicht-negativ annehmen
diirfen.

2Wie bei den konstanten Zinsen fiir Anlage und Kredit wird auch hier davon ausgegangen,
dass die Bank keine Gewinnabsicht hat.

15
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Satz 7 (first fundamental theorem of asset pricing (15 FTAP)). Ein Ein-Perioden-
Marktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn es (mindestens) ein zum Markt-
mafl P dquivalentes, risikoneutrales Maf3 gibt. In diesem Fall gibt es so ein Maf}
P* mit beschrénkter Radon-Nydodym-Dichte %.

Fiir den Beweis des Satzes brauchen wir einige Vorarbeit. Die Definition von
Arbitragefreiheit, wie sie oben in Textform angegeben ist, konnen wir wie folgt
ausdriicken: Eine Arbitragestrategie ist ein Vektor (5, A), fiir den gilt, dass

BB(0)+ AS(0) <0, BB(1)+AS(1) >0 f. s. und P(5B(1) + AS(1) > 0) > 0.
Lemma 8. Aus der Non-Arbitrage-Bedingung folgt, dass
S(1)=0fs. = S(0)=0.

Beweis. Wir nehmen an, dass S(1) = 0 f. s., aber S(0) > 0. Fiir die Strategie

(B,A) = (%, —1) rechnet man nach, dass
BB(0) + AS(0) = S(0) — S(0) =0
und
BB(1)+ AS(1) = S(0)e" >0 f. s.,
dies widerspricht der Arbitragefreiheit. m

Lemma 9. Die Existenz einer Arbitragestrategie ist dquivalent zu
JA: AS(1) > e"AS(0) . s.
A P(AS(1) > e"AS(0)) > 0.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Aussage des Lemmas dquivalent dazu ist,
dass S(1) > e"AS(0) fast sicher und P(S(1) > €"S(0)) > 0 oder S(1) < e"AS(0)
fast sicher und P(S(1) < €"S(0)) > 0. In der Formulierung des Lemmas ist dieses
jedoch leicht auf einen Markt mit mehr als einer Aktie verallgemeinerbar.

Beweis. Wir nehmen o. B. d. A. an, dass B(0) = 1. Sei (8,A) eine Arbitra-
gemoglichkeit, das heifit

0> pB(0)+ AS(0) = —AS(0)>p
und
BB(1)+ AS(1) > 0, wobei P(5B(1) + AS(1) > 0) > 0.
Es gilt
i 0<pBB(1)+ AS(1) = AS(1) + pe" < AS(1) — e"AS(0),

womit folgt

P(AS(1) — e"AS(0) > 0) > 0.
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Fiir die Gegenrichtung definieren wir § := —S(0)A. Damit gilt
BB(0) + AS(0) = —AS(0) + AS(0) =0,

BB(1) + AS(1) = AS(1) + Be” = AS(1) — S(0)Ae" > 0

und
P(6B(1) + AS(1)) > 0) > 0.

Nun kénnen wir den 15 FTAP beweisen:

Beweis. Wir wollen zeigen, dass mit P := {Q ~ P | Q ist Martingalmaf fiir S’}
(NA) =P #£0

gilt.

Wenn P* ~ P, dann existiert die Radon-Nykodym-Dichte % = %(w) > 0 auf
(Q, A, P). Das heifit, es gilt

o[- [ e

P(4) = /A Og (w)dP(w).

Wir verwenden die Notation E = Ep und E* = Ep-. Die Definition von risi-
koneutralem Mafl bedeutet in diesem Fall, dass P* ein Martingalmaf3 fiir S ist,

talls

und fiir alle A € A ist

S(0) = E*[e"S(1)] = / e~ S(1)dP* (w)

Q

ist. Wir wollen die Richtung (NA) < P # 0 durch Widerspruch beweisen. Sei
dazu P # () und S, A eine Arbitragemdoglichkeit:

BB(1) + AS(1) > 0, P(3B(1) + AS(1) > 0) > 0 und BB(0) + AS(0) < 0.

P~ P*

Daraus folgt, dass E[fB(1) + AS(1)] > 0 = E*[8B(1) + AS(1)] > 0. Es gilt fiir
den Erwartungswert E*[5B(1) + AS(1)] = €"(8B(0) + AS(0)) und somit

0> e"(BB(0) + AS(0)) = E*[BB(1) + AS(1)] > 0,

was unmoglich ist.
Fiir die Gegenrichtung nehmen wir an, dass die (NA)-Bedingung gilt. Zu zeigen
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ist nun, dass P # 0, bzw. dass ein Ma$ P* € P mit 0 < 9= < ¢ (c € R) existiert.
Wir definieren den diskontierten Nettogewinn von S als

Ys:=e"S(1) — S(0).
Aus Lemma 9 folgt
(NA) < (AeR,AYs > 0= AYs=0f. s.).

Weiter gilt, dass P* genau dann ein Martingalmaf} beziiglich S ist, wenn E*[Yg] =
0. Wir nehmen zunéichst an, dass Yg unter P integrierbar ist, das heifit E[|Ys|] <
oo. Wir definieren

d
Q:={Q~P| £ beschrankt }

und
C={Eq[Ys]eR| Qe Q}.

Man bemerke, dass P* € Q genau dann ein Martingalmaf ist, wenn 0 € C, und
weiter, dass Q nicht leer ist, da P € Q. Das heif3t, dass, wenn wir 0 € C zeigen
konnen, damit die Existenz eines Mafles P* mit P* ~ P, P* ist Martingalmafl
und % beschrinkt, folgt. Zunéchst rechnen wir nach, dass C konvex ist: Fiir
0 < a<1und y1,y2 € C muss auch ay; + (1 — a)ys € C gelten. Seien also
Q1,Q, € Q. Dann gilt

aEq, [Ys] + (1 — a)Eq,[Ys] = oF {YS%} +(1—)E {YS%}
oo )
_ dQ;s
~E {st—P}
= ]EQ:a [YS]
eC,
da fiir
dQ;  dQ dQ,

PR R e
% >0, E [%] =aE [%] +(1—-a)E [%] =1 und % beschrankt (weil %,
% beschrénkt). Das heifit Q3 € Q und somit C konvex. Wir nehmen nun an,
dass 0 ¢ C. Da 0 ¢ C, C konvex, C # () und C C R folgt (siehe Satz 54), dass es
ein A € R gibt, mit
AEg[Ys] > 0VQ € Q

AEQO [Ys] > 0 fiir ein @0 S Q,

das heifit, dass A eine Arbitragemdoglichkeit (im Sinne von Lemma 9) beziiglich
des Mafles Qy ist. Es gilt Qp(AYs > 0) > 0 und somit wegen Qy ~ P auch, dass
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P(AYs > 0) > 0. Als néchstes wollen wir zeigen, dass AYs > 0 P-f. s.. Dazu
nehmen wir an, es sei nicht so, es existiere also ein A € A mit A = {AYS < 0}

und P(A) > 0. Sei ¢, := (1 — —) Ip+1 ~1pe und dQ” = ﬁ;l],n eN.DaQ,~P
und % beschrankt, folgt )

Q, € 9VneN.
Daraus folgt 0 < Eq [AVs] = E |AVsgts | Weiter gilt Asgfy — LAYs L.

und die Konvergenz von AYSE[Q/ZL] ist dominiert von AYg - K (K € R). Beachte,
dass Yy integrierbar ist.

0< ]E@n [AYS] — E[AYS]A] <0

Dies ist ein Widerspruch! Also gilt AYs > 0 f. s., woraus zusammen mit P(AYy >
0) > 0 folgt, dass A eine Arbitragemoglichkeit ist. Dies ist wieder ein Wider-
spruch! Also gilt 0 € C, das heifit es existiert ein P* € P mit beschrankter
Dichte. Nun miissen wir noch zeigen, dass der Satz auch fiir Yg nicht integrier-

. ; -1
bar gilt. Sei nun P ~ P mit Dichte % = m cc, mit ¢ = E [m] . Es
gilt E [%} =1, & > 0und & < c. Unter P ist Yy integrierbar, da E[|Ys|] =

Jo Vs EdP = E Y5 ]| = E |c-
gebnis fiir |Ys| integrierbar beziiglich P benutzen: Aus (NA) folgt, dass es ein
Martingalmafl P* fiir Yg mit durch K beschrankter chhte glbt

E*[Ys] =0,
PrAaP~P=P~P

—1+|1ys‘ -1Ys|| < ¢. Wir konnen jetzt das Er-

und .
B ist beschréankt,

dP* dp*  dP
da T =5 d]P><K'-c. O

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass die Preisdefinition fiir Optionen iiber risiko-
neutrale MaBe® nicht die einzig mégliche ist. Es wird erldutert, was Hedging ist,
wie man daraus den fairen Preis ableitet und dass die beiden Preisdefinitionen
unter gewissen Voraussetzungen dquivalent sind.

2.2 Vollstindige Méarkte und der faire Preis

Definition 10. Ein Finanzvertrag, der in t = 0 geschlossen wird und die Aus-
zahlung 0 < C' < oo int =T hat, wobei C' eine Zufallsvariable auf (2, A, P) ist,
heifit Eventualforderung?.

3welche dquivalent zur Definition des arbitragefreien Preises ist (siehe dazu [6])
4engl.: contingent claim
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Definition 11. Ein Markt heifit vollstandig, wenn jede Fventualforderung C'
repliziert werden kann, das heifit, 38, A € R: C(T) =3 -B(T)+ A -S(T).?

Definition 12. Fine Eventualforderung, die sich als C(T) = V(T,S(T)), V
messbar, schreiben ldsst, heif$t Derivat.

Die Optionen, die wir bis jetzt kennen gelernt haben, sind Derivate.

In den letzten beiden Abschnitten haben wir die risikoneutrale Bewertung kennen-
gelernt. Fiir replizierbare Finanzprodukte kann man noch ein anderes Konzept
der Bewertung einfiithren: den fairen Preis. Dazu iiberlegt man sich, dass eine
Emittentin einer Eventualforderung C' sich gegen Verluste absichern kann, indem
sie ein replizierendes Portfolio (5, A) kauft. Denn in allen Fillen erhélt sie aus
dem Portfolio genau den Betrag, den sie ihrem Kunden in ¢t = T auszahlen muss.
Wenn wir davon ausgehen, dass die Ausgeberin, also zum Beispiel die Bank, keine
Gewinnabsicht hat, ist der faire Preis des Produktes genau der Betrag, den die
Emittentin braucht um sich dieses sogenannte Hedging-Portfolio zu kaufen, also

Cair (0) = AS(0) + BB(0).

Der iiber die risikoneutrale Bewertung berechnete Preis fir C'(0) ist e "E*[C(1)].
Diese beiden Preise miissen aber gleich sein, da sonst eine Arbitragemoglichkeit
entstiinde. Angenommen, das Hedging-Portfolio und die Option wéren ungleich
teuer, hdtten jedoch in ¢ = T die gleiche Auszahlung. So kénnte man das teurere
Produkt verkaufen, das billigere kaufen und den Rest anlegen. In ¢ = T liefert das
billigere Produkt genau den Wert, den man dem K&ufer des teureren auszahlen
muss und der Rest wére risikofreier Gewinn, also Arbitrage. Mit der gleichen
Uberlegung folgert man, dass der faire Preis eindeutig ist. Die Eindeutigkeit des
Hedgingportfolios kann unter einer weiteren, schwachen Voraussetzung an den
Markt gefolgert werden.

Definition 13. Fin Marktmodell heifst nicht redundant, falls
BB(1)+AS(1)=0fs. ==0NA=0.

Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass unsere Mérkte
nicht redundant sind, da sonst die Aktie nur ein Vielfaches des Bondes wére. Ist
der Markt nicht redundant, so ist das Hedgingportfolio eindeutig.%

Zur genaueren Untersuchung von vollstdndigen Mérkten bendtigen wir einige
Vorarbeit.

°In einem Marktmodell mit mehr als einer Periode muss die Strategie (3(t), A(t)) selbstfi-
nanzierend sein, das heifit in unserem Fall: 8(t — 1)B(t) + A(t — 1)S(t) = B(¢)B(t) + A(t)S(1)

5In einem Marktmodell mit nur einer Aktie mag die Definition der Nicht-Redundanz des
Marktes iiberfliissig erscheinen, sie wurde hier jedoch der Vollstéandigkeit und der leichten Ver-
allgemeinerbarkeit der Aussagen halber aufgenommen.
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Definition 14 (LP-Rdume). Sei p € [0,00] und X eine Zufallsvariable auf
(Q, A, P), dann ist

e X € [P fiir 0 < p < oo genau dann, wenn

[ Xl = E[|X[7]7 < oo,

o X € L™ genau dann, wenn

| X |00 1= esssup,cq | X (w)| < 0o und

e X cL° wenn
| X (w)| < o0 f. s.

Weiter sei LP := LP/., mit X ~Y & X(w) = Y(w) Yw € Q, das heift fir fast
alle w € Q2.

Fir p > 1ist LP = LP(Q, A, P) ein Banachraum (siche Satz von Fischer-Riesz).
Weiter gilt fiir alle 0 < p < ¢ < 0o, dass L? C LP,

Definition 15. Fin Atom A eines Wahrscheinlichkeitsraums (9, A, P) ist ein
Ae A mit P(A) >0, sodass

VBC A, Be A: P(B)=0VP(B)=P(A).

Satz 16. Fiir alle p € [0, co] gilt:

dim LP(©2, A,P) =sup{n e N | Q = UA“ A; e A, P(A;) >0 und
i=1

ANA=0Vi#j, ije{l,....n}}

Falls dim L? = n < oo, existiert eine Familie (A4;);=1 ., von Atomen, sodass

.....

Beweis. Definiere

N={neN|Q=]JA4, AicA P(4)>0und
i=1

AiNA;=0Vi#j, i,j€{l,...,n}}.

Angenommen es existiert eine vollstdndige, disjunkte Zerlegung Aq,..., A, von
2, sodass A; € A und P(A4;) > 0. Die korrespondierenden Indikatorfunktionen
Ly, ..., 14, sind linear unabhéngige Vektoren in LP. Deshalb ist dim L” > n.
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Fiir n = oo folgt sofort dim L? = oo. Sei nun also n = ny < co maximal, d. h.
no = sup . Dann ist fiir die Partition Ay, ..., A,, jedes A; ein Atom, sonst wire
ng nicht maximal. Jede Zufallsvariable Z € LP ist fast sicher konstant auf A;,
denn:

Angenommen, Z hétte zwei verschiedene Werte 2; und 2z, auf A;. Definiere B, :=
{fwe A, | Z(w)=2} CA,j=1,2 Bj€ A j=12 B und B, sind disjunkt,
da z; # 2. Da A; ein Atom ist, ist entweder P(By) = 0,P(B;) = P(A;) oder
P(B,) = 0,P(B;) = P(4;). Daraus folgt, dass Z(w) = z Vw € A;. Somit kann Z
geschrieben werden als

no
Z =Y zulsVZeEL
i=1
Also dim L? < ng Vp € [0, 00] und damit dim L? = sup N. O

Man bemerke, dass die Dimension von LP({2, A, P) unabhéingig von p ist.

Satz 17 (second fundamental theorem of asset pricing (2"“FTAP)). Ein arbitrage-
freier Markt ist genau dann vollstéindig, wenn es genau ein zum Marktmafl P
dquivalentes, risikoneutrales Mafi P* gibt.

Beweis. Es gilt (NA). Wir wollen zeigen:
Jede Eventualforderung ist replizierbar < |P| = 1.

,="1 Sei A € A. Dann ist I4 eine Eventualforderung. Da der Markt vollstindig
ist, ist I4 replizierbar und somit der Preis 14(0) von I4 eindeutig. Seien nun
Py,Py € P. Dann sind Ep,[14] = P;(A) fir ¢ = 1,2. Wegen der risikoneutralen
Bewertung gilt:

]Epl [IA] == €TIA(0) == Epz []A]

Da dies fiir alle A € A gilt, ist P1(A) = Py(A), also
]Pl = ]P)Q.

Dies gilt fiir alle P; € P, woraus die Behauptung folgt.
L<="“Sel |P| = 1. Sei X(1) € L*(Q2, A,P). Dann existiert E*[| X (1)|] < oco,P* €
P. Da 3IP*, ist X(0) = e "E*[X(1)] eindeutig.

V= {8B(1) + AS(1) | (3,A) € R}
sei die Menge der erreichbaren Auszahlungen. Da X (1) replizierbar, folgt:
L>CVy.

Also ist dim L* < dimV < 2 und damit dim P < 2 (p € [0, 00]). Also kann
als eine maximale Zerlegung von Atomen dargestellt werden, woraus folgt, dass
alle Zufallsvariablen X beschrinkt sind. Also ist

{X | X Zufallsvariable} C L™ C V.
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Das heifit alle Eventualforderungen sind replizierbar (bzw. erreichbar), was genau
die Definition von vollstandigem Markt ist. O

Es folgt:

Satz 18. In einem vollstéindigen Ein-Perioden-Markt ist der Preis einer Eventu-
alforderung eindeutig, insbesondere ist der faire Preis gleich dem risikoneutralen
Preis. Ist der Markt zusétzlich nicht redundant, so ist die Hedging-Strategie eben-
falls eindeutig.

2.3 Beispiel

Die Bewertung, das ist die Bestimmung eines angemessenen Preises, einer Option
stellt eine der zentralen Aufgaben der Finanzmathematik dar. Dieser sogenann-
te faire Preis soll hier anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht werden.
Auch wenn spétere Kursmodelle deutlich anspruchsvoller sind als dieses einfachs-
te, bleibt die Idee der Bewertung stets die gleiche. Nehmen wir an, wir haben eine
Aktie S, die heute 10 EUR wert ist und morgen mit einer Wahrscheinlichkeit von
0<p<1lden Wert12=10-1,2 =10-«, EUR und mit einer Wahrscheinlichkeit
von (1 — p) den Wert 8 = 10-0,8 = 10 - ¢y EUR annimmt. Des Weiteren kann
Geld auf die Bank gelegt oder von dort geliehen werden; der Zinssatz sei dabei
konstant —1 < r = 0, 2.7 Damit lisst sich das Marktgeschehen wie folgt grafisch
darstellen:

P
5 12
10 I—p
8
Be————e
1 1,2
t —m———
0 1

Eine européische Calloption V' auf diese Aktie mit Ausiibungspreis K i.H.v. 9
EUR hétte bei ¢ = 1 mit Wahrscheinlichkeit p einen Wert von 3 EUR, mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p einen Wert von 0 EUR.

"Es sei r so, dass exp(r) = 1,2. B(0) sei 0.B.d.A. 1.
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Eine Emittentin der Option kann nun versuchen, Basiswerte S und Bankanteile B
zu (ver-)kaufen, um in allen Féllen das Risiko, das mit dem Verkauf der Option
verbunden ist, zu minimieren oder gar zu eliminieren. Im Speziellen wird die
Ausgeberin der Option (in ¢ = 0) hier A Anteile von S kaufen (bei negativem A
verkaufen) und 8 EUR auf die Bank legen (bei negativem  von der Bank leihen)
um so die Entwicklung von V' zu replizieren. Dieses Vorgehen nennt man hedgen.

AS(1)+ BB(1) = V(1)
soll in jedem Fall gelten, daraus folgt:
A-12+5-1,2=3
AN A-8+p-1,2=0.
3

Dieses lineare Gleichungssystem ist 16sbar und es gilt A = 3§ und 8 = —5. Das
bedeutet, dass in t = 0 fiir das Hedgingportfolio % Anteile der Aktie S gekauft
(7,50 EUR) und 5 EUR von der Bank gelichen (—5 EUR) werden miissen. Fir
das Kaufen dieser Absicherungsstrategie fehlen also 2,50 EUR — dies ist der faire

Preis fiir V. Das heifit es gilt
V(0) := AS(0) + 8B(0)

mit A, aus obigem Gleichungssystem.

Der faire Preis ist also genau der Betrag, der der Ausgeberin der Option fehlt,
um sich gegen Risiken aus dem Verkauf abzusichern. Wie man sieht, gehen in
diese Berechnung p und 1 — p nicht ein, das heifit die Wahrscheinlichkeiten fiir die
verschiedenen Szenarien spielen keine Rolle®, da man sich fiir jeden Fall absichert,

8Natiirlich ist es wichtig, ob eine Wahrscheinlichkeit fiir ein Szenario gleich oder gréfer Null
ist, da dies aussagt, ob es das Szenario gibt, oder nicht.
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egal, ob dieser wahrscheinlich oder unwahrscheinlich ist.

2.4 Analyse des Phinomens

Das Phénomen des Abfalls des Portfoliowertes beruht auf plotzlichen Kursande-
rungen, das heifit wir untersuchen, wie sich das Portfolio

I(ST) := =V (S*) + AST + 8B*

der sich hedgenden Ausgeberin der Option in Abhéngigkeit von ST verhélt, falls
andere Kurse S(1) als die angenommenen auftreten. Wir wollen mit Sy, V5 und By
die Werte von S, V und B in ¢t = 0 und mit S, = @, Sy, Sq = aqSo, Vo, = V(S.),
Vi =V(S4) und Bt = €" By die modellgeméBen Werte von S, V und B sowie mit
ST und V* = V(S") die unbekannten Werte von S und V' zum Zeitpunkt ¢ = 1
bezeichnen®. Zuniichst berechnen wir das Hedgingportfolio gemif:

AS, + BBt =V,
AN ASq+ BBT =1V,

Dies 10st man zu:

Vu_vd

A= ——7+

Su— 5S4’
_ Va—AS;  V,—AS,
p= B+ N B+

Betrachten wir im jetzt folgenden Teil einen européischen Call, das heifit V/(ST) =
Vee(ST) = (ST — K)T und unterscheiden drei Fille.

K > S,: In diesem Falle ist V,, = V; = 0, also auch A = 8 = 0 und somit
II(S*) = —(ST — K)* = (K — S*)~. Das heifit das Portfolio ist im Fall, dass der
Kurs grofier als der Ausiibungspreis ist, K — S™ < 0, sonst 0.

K < Sy Hier berechnet man A =1 und g = WB;EC‘ = —Z& . Somit gilt TI(S) =
—(ST—K)"+ (ST —K) = (St — K). Das heifit das Portfolio ist kleiner 0, falls

der Kurs unter dem Ausiibungspreis liegt, sonst 0.

Sy < K < S,: Hier, in diesem interessanten Fall, wird man sehen, dass das

Portfolio auch Gewinn erwirtschaften kann. Es gilt: A = gu:sd und § = _% :
i u u
B+"

Su—K o, Su.—K

(S = (87— K)* +

S, — Sy &—&&

Yu steht dabei fiir Up und d fiir Down
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Abbildung 2.1: Abhéngigkeit des Hedgingportfolios fiir eine européische Callop-
tion von ST

Man rechnet nach, dass II fiir ST < K eine steigende Gerade mit Nullstelle S,
und fiir ST > K eine fallende mit Nullstelle Sy beschreibt. IT wird folglich fiir
K maximal und es gilt TI(K) = W Das heif$it fiir Kurse zwischen den
angenommenen (5, und S;) macht das Portfolio einen beschréankten Gewinn, fiir
Kursewerte auflerhalb entsteht jedoch ein Verlust, der unbeschrénkt ist.

Fiir eine européische Putoption V(S™) = Vp (S1) = (K — S™)* gilt dhnlich:
K<Sgi: Vy=Vy=0und A=p=0,alsoII(S") = —-(K-5SNH*=(ST—-K)".

K >S,; A=—1und fB" = K. Daraus folgt, dass I[I(S) = (K —ST) — (K —
SHt = (K —-5M)".

Si<K <S8, A= 21z

S,

K
- und fBY = —3

5 j:é(d Su. Woraus folgt, dass
Su— Sq S, — Sy

ist. Auch dies ist fiir ST < K eine steigende Gerade mit Nullstelle Sy und fiir

ST > K eine fallende mit Nullstelle S,,. IT nimmt sein Maximum bei K an und

hat dort den Wert W
u d

(S*) = —(K — St + Sy
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Abbildung 2.2: Abhéngigkeit des Hedgingportfolios fiir eine européische Putop-
tion von ST

Sowohl fiir Call- als auch fiir Putoptionen ergibt sich also die gleiche Funktionen-
schar II, die zeigt, dass Gewinne im Hedging nur auf (Sy, S, ) moglich sind, diese
sind dann jedoch beschrinkt, wihrend Verluste potentiell unbeschréankt und auf
den Intervallen [0, Sy) und (S,, 00) moglich sind.
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Kapitel 3

Die Binomialmethode

Nachdem wir nun die Grundlagen der Finanzmathematik kennen gelernt und das
Problem im Ein-Perioden-Modell verstanden haben, wollen wir nun ein weiteres
Kursmodell einfithren, uns fiir dieses einen Hedging-Algorithmus herleiten, diesen
implementieren, das Problem simulieren und versuchen analytisch eine Losung zu

finden.

3.1 Das Kursmodell

Im einleitenden Satz steht: ,ein weiteres Kursmodell einfithren“, damit ist ein
mehrperiodiges gemeint, da in Abschnitt 2.3 schon das Ein-Perioden-Modell An-
wendung fand, aber genau dieses wollen wir auf 7" Perioden ausdehnen. Die-
ses sogenannte Binomialmodell wird zu Ehren seiner Erfinder auch Cox-Ross-
Rubinstein-Modell genannt. Sei dazu S(t) ein Kurs (also zum Beispiel eine Ak-
tie), der fiir ¢t € {0,...,T} oder im Allgemeinen fiir ¢ € Ny einen Wert aus R*
annehme, und Z(t) seien fiir ¢t € {1,...,T'} bzw. t € N dichotome, stochastisch
unabhéngige Zufallsvariablen, die je mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) den
Wert «,, und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p den Wert ay annehmen; dabei gelte
0 < ag < e < a,. Nun definieren wir mit Sy > 0 den Kurs S iterativ durch

So, t =0,
S) = {Z(t) S(t—1), t>1,

das heiBt es gilt mit [])_, Z(t) =1



30 KAPITEL 3. DIE BINOMIALMETHODE

o _|
- ¥
@

e

7]

©

2 o
8 < 7
g}

@

5

© 0 _|
. ™
o]

@

e

[72]

©
38_
o

)

S

5

X

0

o _|
$ «
°
0
e
9]
go_
¢ «
°
C
o]

—

T o _|

-

o)

(2]

@

~

3

m o _|
e

0 5 10 15 20 25 30

Zeit

Abbildung 3.1: Mogliche Kursverlaufe im Binomialmodell mit o, = 1,1, ag =
0,9, 7 = 0,05 und p ~ 0, 756 (risikoneutral gewéhlt).

Wie man leicht mit Hilfe der Kommutativitat der Multiplikation sieht, kann .S im
Zeitpunkt ¢ nur t+1 mogliche Kurswerte annehmen. In Worten ausgedriickt heifit
das, dass es fiir den Kurswert in ¢ nur darauf ankommt, wie oft der Kurs gestiegen
und wie oft er gefallen ist!, nicht jedoch in welcher Reihenfolge das Steigen und
Fallen aufgetreten ist. Alle moglichen Kursverldufe einer Aktie lassen sich also
wie folgt als Baum darstellen:

LHm Vergleich zu e”
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B e @ @ L

B(0) B(1) B(2) B(3)

t | } } {
0 1 2 3

Solche Binomialbdume nennt man rekombinierbar. Bei schwicheren Marktan-
nahmen kann es vorkommen, dass die Pfade im Binomialbaum nicht (immer)
zusammenlaufen. Diese Baume nennt man nicht-rekombinierbar, werden hier je-
doch nicht néher behandelt.

3.2 Optionsbewertung und Hedging

3.2.1 Algorithmus mit Hilfe der risikoneutralen Bewer-
tung

Wie wir in Abschnitt 1.4 gesehen haben, berechnet sich der faire Preis einer
Option als

V(t) = " DE[V(T)| Ay

Dies lasst sich zu
V(t) = eT(t_s)E[V(sﬂAt]

mit £ < s < T verallgemeinern. Dies erlaubt uns, unter der Voraussetzung, dass p
das dquivalente Martingalmaf ist — auf das wir spéter noch zu sprechen kommen
- V(t) fir t =T —1,...,0 zu berechnen. Beschriften wir die moglichen Werte
von S(t) und V(t) im Zeitpunkt ¢ mit Si(¢) und Vi(¢) fiir £ = 0,...,¢ im Wert
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aufsteigend (wie im Bild oben) so gilt:
V(it—1)=e"E[V(t)|Ai4], t=1,...,T
und damit im Binomialmodell
Vet =1) = e (p- Vi (t) + (1 = p) - Vi(2)).

Dies kénnen wir direkt als Algorithmus in R implementieren.

>
> au <- 1.1
> ad <- 0.9
> r <- 0.05
> p <- (exp(r)-ad)/(au-ad)
> P
[1] 0.7563555
S_0 <- 100
T <- 20
Typ <- 0
# 0 = Call, 1 = Put
K <- 80

# Berechnung der Kurswerte

S <- matrix(0,T+1,T+1)

# Indexverschiebung

for (i in 1:(T+1)) {

for (j in 1:1i) A

S[i,j] <= S_0*xau~(j-1)*ad~(i-j)
+

+

# Berechnung der Endwerte der Option

V <- matrix(0,T+1,T+1)
for (j in 1:(T+1)) A

if (Typ == 0) {

VIT+1,3j] <- max(S[T+1,j]1-K,0)
} else {

VIT+1,j] <- max(K-S[T+1,j1,0)
}

}

V++++++VVVVYV4++++VVVVVVVVVVYV
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> # Rekursive Berechnung der Optionswerte mit Hilfe der
> # risikoneutralen Bewertung

>

> for (i in T:1) {

+ for (j in 1:1i) A

+ V[i,j] <- exp(-r)*(p*V[i+1,j+1]1+(1-p)*V[i+1,35])
+ }

+ }

>

> # Ausgabe des Optionswertes in t=0

>

> VI[1,1]

[1] 70.5809

>

Hierbei kénnen wir zwar V' (0) berechnen, erhalten jedoch keine Hedging-Strategie,
die wir aber zur Loésung des Hedging-Problems brauchen. Warum p als i;_‘;‘:i
gewihlt wurde, wird in Abschnitt 3.3 erklart.

Weiterhin sei zu R angemerkt, dass die hier aufgefiihrten Programme nicht auf
Effizienz getrimmt sind, so werden zum Beispiel viele Schleifen verwendet, obwohl
man die meisten Schleifen in R durch geschickte Matrixoperationen ersetzen kann,
was die Programme effizienter machen wiirde. Ich bevorzuge - vor allem fiir diese
Arbeit - jedoch die Schleifenschreibweise, da diese viel lesbarer ist und man so
die Idee bzw. die Struktur der Programme leichter verstehen kann.

3.2.2 Algorithmus mit Hedging-Strategie

In Abschnitt 2.3 haben wir eine Hedgingstrategie fiir den Ein-Perioden-Markt
kennengelernt. Satz 18 sagt, dass im vollstdndige Ein-Perioden-Markt der faire
Preis gleich dem risikoneutralen Preis ist. Dies gilt, wie uns der néchste Satz zeigt,
auch im Binomialmodell. Die Definitionen von Replizierbarkeit, Vollstandigkeit
und Hedgingstrategie aus dem Ein-Perioden-Modell kénnen auf natiirliche Weise
auf mehrere Perioden ausgeweitet werden, siehe dazu [6]. Die Hedgingstrategie
(8, A) héngt dabei von der Zeit und dem bisherigen Kursverlauf ab und ist selbst-
finanzierend, das heifit, dass kein Geld in das oder aus dem Portfolio fliefit. Zur
Existenz solcher Strategien siche [6].

Satz 19. V(t) im Sinne der risikoneutralen Bewertung ist der faire Preis Vg,
einer Option V.

Beweis. Seien 3, A so, dass V durch 8(t)- B(t)+A(t)- S(t) repliziert wird und sei
P ein risikoneutrales Mafl. Unter Verwendung der Selbstfinanzierungseigenschaft
von (B, A) wird der faire Preis einer Option V' als
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me-r<)= B(t) - B(t) + A(t) - S(¢)

B(t) - B(t) + A(t) - e "E[S(t + 1) A/]

e "B(t) - " B(t) + e "A(t) - E[S(t + 1)|A]

e "(B(t) - Bt +1) + At) - E[S(¢ + 1)[A{])

e "E[B(t) - B(t + 1) + A(t) - S(t + 1)[Af]

=e "E[f(t+1)-B(t+1)+A(t+1)-S(t+1)|A]
= ¢ "E[Viur(t + 1)| A

berechnet. Nun ersetzen wir Vi, (¢ + 1) in der letzten Zeile durch e "E[V}4 (t +
2)|A¢11] nach der gleichen Rechnung. Nach (7" — t)-maligem solchen Vorgehen
bekommen wir:

Viair(t) = DR E[Vigir(T)|Ap_1] . . . | A
= " DEVyg, (T)| A

DRV (T)| A

(t)

Il
<m

Im ersten Schritt verwenden wir Satz 61, im zweiten ersetzen wir Vy,,(1') durch
V(T), da hier die Optionspreise eindeutig festgelegt sind und im dritten die risi-
koneutrale Bewertung. O

Auch die Methode zur Berechnung des fairen Preises konnen wir auf 7' Perioden
verallgemeinern. Betrachten wir dazu einen 7T-Perioden-Binomialbaum mit Sy >
0,0 < ay <€ < a, und festem K. Dabei ist S fiir alle Knoten und V fiir alle
Blétter des Baums bekannt.
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B e @ @ L

B(0) B(1) B(2) B(3)

t | } } {
0 1 2 3

Der Teilbaum ab Knoten Sp_; (7" — 1) entspricht bis auf die Indizierung unserem
Ein-Perioden-Modell, kann also wie in 2.3 gehedged werden. Wendet man dies ite-
rativ auf alle Teilbdume mit Startknoten in T'—1 an, erhélt man die fairen Preise
und Hedgingstrategien fiir die letzte Periode. Im n&chsten Schritt betrachten wir
die Unterbdume mit Start im Zeitpunkt 7' — 2 und Ende im Zeitpunkt 7" — 1,
fiir die wir analog vorgehen konnen. Nun fahren wir iterativ bis zum Zeitpunkt 0
fort und erhalten so V(0) und die komplette Absicherungsstrategie. Auch diesen
Algorithmus kénnen wir in R implementieren.

V VV V V V V V V V V V.YV

T <- 20

1.1

ad <- 0.9

100

BO <- 1

r <- 0.05

<- 80

Typ <- 0

# 0=Call, 1=Put

p <- (exp(r)-ad)/(au-ad)
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[1] 0.7563555
# Berechnung der Kurswerte

S <- matrix(0,T+1,T+1)

# Indexverschiebung

for (i in 1:(T+1)) A

for (j in 1:i) {

S[i,j] <- SO*au~(j-1)*ad~(i-j)
}

}

# Berechnung der Endwerte der Option

V <- rep(0,T+1)

for (j in 1:(T+1)) {

if (Typ == 0) {

V[j] <- max(S[T+1,j]1-K,0)
} else {

V[jl] <- max(XK-S[T+1,j]1,0)
}

}

#S
#V

# Entwicklung des Bonds

B <- rep(0,T+1)

for (i in 1:(T+1)) A
B[i] <- BO*exp(r*(i-1))
}

# Berechnung der Hedgingstrategie
# Pi = DeltaxS + betax*B

Delta <- matrix(0,T,T)
beta <- matrix(0,T,T)
Pi <- matrix(0,T+1,T+1)

Pi[T+1,] <=V

vV VVVVVVVVVYV + +VVVVVVYVYV+ +++++YV VIV V VYV + 4+ + + YV VYV YV VYV

for (i in T:1) {
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for (j in 1:i) {

A <- solve(matrix(c(S[i+1,j+1],S[i+1,j],B[i+1],
B[i+1]) ,nrow=2,nco0l=2) ,c(Pi[i+1,j+1],Pi[i+1,3]1))
Deltali,j] <- A[1]

betali,j]l <- A[2]

Pi[i,j] <- Deltali,jl*S[i,jl+betali,jl*B[i]

}

}

# Ausgabe von Pi(0)=V(0)

VV VYV A+ 4+ 4+ + + + + 4+

Pi[1,1]

[1] 70.5809

>

> # Hedgingstrategie fuer die erste Periode
>

> Deltal[1l,1]

[1] 0.9989041

> betall,1]

[1] -29.30951

>

Wie wir sehen, erhalten wir den gleichen fairen Preis zum Zeitpunkt O und hier
in der Ausgabe beispielhaft die Hedging-Strategie fiir die erste Periode.

3.3 Das dquivalente Martingalmafl im Binomi-
almodell

Das risikoneutrale Mafl P ist in der Binomialmethode durch die Wahrscheinlich-
keit p € (0,1) eindeutig bestimmt. Wir nennen deshalb p kurzerhand auch das
risikoneutrale Maf§ (Martingalma$). In der Definition der risikoneutralen Bewer-
tung wurde der Erwartungswert beziiglich des risikoneutralen Mafles berechnet.
Fiir p muss deswegen gelten:
E[S(t + 1)|A] = e"S(t)
& (paw + (1= plag)S(t) =
& (pa,+ (1 —plag) =e
e’ — ay
=

e"S(t)

T

p= .
Gy — Qg

Wir nehmen also an, dass p durch ay4, a,, und r gegeben ist und sehen, dass mit
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unserer Annahme 0 < ag < " < a, gilt:

p€(0,1)

3.4 Simulation des Phinomens

Im Folgenden #ndern wir das R-Programm so, dass fiir ¢t € {T,..., Ty — 1}
der Kurs um den Faktor 0 < f < 1 verringert wird. Wir erhalten das folgende
Programm:

T <- 50

au <- 1.1
ad <- 0.9
S0 <- 100
BO <- 100
r <- 0.05
K <- 500

Typ <- 0

# 0=Call, 1=Put

# 0<=T1<T2<=T

# Aenderungszeitpunkt 1
Tl <- 20+1

# Aenderungszeitpunkt 2
T2 <- 30+1

# Aenderungsfaktor

f <- 0.5

p <- (exp(r)-ad)/(au-ad)

# Berechnung der Kurswerte
# ohne ploetzliche Kursaenderungen

S <- matrix(0,T+1,T+1)

# Indexverschiebung

for (i in 1:(T+1)) {

for (j in 1:i) {

S[i,j] <- SO*au~(j-1)*ad~(i-j)
X

i

v + + + + VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYyV
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# Berechnung der veraenderten Kurswerte
ST <- Sxf
# Berechnung der Endwerte der Option

sowohl fuer die veraenderten
# als auch fuer die unveraenderten Kurswerte

=+

V <- rep(0,T+1)
for (j in 1:(T+1)) A

if (Typ == 0) {

V[j] <- max(S[T+1,j]1-K,0)
} else {

V[jl] <- max(K-S[T+1,j],0)
}

}

VI <- rep(0,T+1)
for (j in 1:(T+1)) A

if (Typ == 0) {

VT[j] <- max(ST[T+1,j]1-K,0)
} else {

VI[j] <- max(K-ST[T+1,3j],0)
}

}

# Berechnung des Bondes

B <- rep(0,T+1)

for (i in 1:(T+1)) A
B[i] <- BO*exp(r*(i-1))
}

Berechnung der Hedgingstrategien der 0Option
sowohl fuer die veraenderten

als auch fuer die unveraenderten Kurswerte
Pi = Delta*xS + betax*xB

H H H =

Delta <- matrix(0,T,T)
beta <- matrix(0,T,T)
Pi <- matrix(0,T+1,T+1)

VVVVVVVVVVYV+ +VVVYVYVY ++++++YVYVYVY +H+H 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ YV VYV VYV YV VYV VYV

Pi[T+1,] <-V
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for (i in T:1) {

for (j in 1:i) {

A <- solve(matrix(c(S[i+1,j+1],S[i+1,j]1,B[i+1],
B[i+1]) ,nrow=2,nco0l=2) ,c(Pi[i+1,j+1],Pi[i+1,3]1))
Deltali,j] <- A[1]

betali,jl <- A[2]

Pi[i,j] <- Deltali,jl*S[i,jl+betali,jl*BI[i]

}

}

DeltaT <- matrix(0,T,T)
betaT <- matrix(0,T,T)
PiT <- matrix(0,T+1,T+1)

PiT[T+1,] <- VT

for (i in T:1) {

for (j in 1:1i) {

A <- solve(matrix(c(ST[i+1,j+1],8T[i+1,j],B[i+1],
B[i+1]) ,nrow=2,nco0l=2) ,c(PiT[i+1,j+1] ,PiT[i+1,j]))
DeltaT[i,j] <- A[1]

betaT[i,j] <- A[2]

PiT[i,j] <- DeltaT[i,jl*ST[i,jl+betaTl[i,jl=*B[i]

}

}

# Erzeugung eines Randomwalks

N

<- rbinom(T,1,p)
<- ¢c(0,cumsum(Z))+1

VVVVVVV++++++++VVVVVVVV++++++ 4+ + VYV
N

P
[1] 0.7563555

# Portfolio der sich hedgenden Emittentin der Option
# (Bank)
# mit Startwert V(0)

Port <- rep(0,T+1)
Port [1] <- Pi[1,1]

V VV V V V V Vv V

# oder mit ueberschuessigem Geld am Anfang
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V+++ 4+ 4+ VV++VH++VYV+++++VYVFEAFEYV++VVEF+F VYV VVVYVYVYVY

#Port [1] <- Port[1]+10

In jedem Schritt kauft die Bank gemaess der
Hedgingstrategie Anteile der Aktie und des

Bondes, welche sie nach der modellgemaessen
Kursaenderung wieder verkauft. Ueberschuessiges

oder fehlendes Geld wird mit dem Marktzins verzinst.

H H H HH

for (i in 1:(T1-2)) A

Port[i] <- Port[i] -
(Deltali,Z[i]1*S[i,Z[il]l+betali,Z[i]]1*B[i])

Port [i+1] <- Port[i]lx*exp(r) +
(Deltali,Z[i]]1*S[i+1,Z[i+1]]+betali,Z[i]]*B[i+1])
}

Port [T1-1] <- Port[T1-1] -
(Delta[T1-1,Z[T1-1]]1*S[T1-1,Z[T1-1]]1+
beta[T1-1,Z[T1-1]]1*B[T1-1])

Port [T1] <- Port[Ti1-1]x*exp(r) +
(Delta[T1-1,Z[T1-111*ST[T1,Z[T1]1]+
betal[T1-1,Z[T1-1]11*B[T1])

for (i in T1:(T2-2)) {

Port[i] <- Port[i] -
(DeltaT[i,Z[i]1]1*ST[i,Z[il]l+betaT[i,Z[i1]1*B[i])
Port[i+1] <- Port[i]lx*exp(r) +
(DeltaT[i,Z[i]]1*ST[i+1,Z[i+1]]+betaT[i,Z[i]]1*B[i+1])
}

Port[T2-1] <- Port[T2-1] -
(DeltaT[T2-1,Z[T2-1]1]1*ST[T2-1,Z[T2-1]1]1+
betaT[T2-1,Z[T2-1]1]1*B[T2-1])

Port [T2] <- Port[T2-1]*exp(r) +
(DeltaT[T2-1,Z[T2-111*S[T2,Z[T2]1]1+
betaT[T2-1,Z[T2-1]1]1*B[T2])

for (i in T2:(T)) {

Port[i] <- Port[i] -
(Deltali,Z[i]1*S[i,Z[i]]l+betali,Zz[i]1]1*B[i])

Port [i+1] <- Port[i]x*exp(r) +
(Deltali,Z[i]]1=*S[i+1,Z[i+1]]+betali,Z[i]]*B[i+1])
}
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> # Die Emittentin zahlt (wenn vorhanden) den
# Gewinn der Option aus

Port [T+1] <- Port[T+1] - V[Z[T+1]1]
#Port

# Die Pfade fuer den Plot werden berechnet

PS <- rep(0,T+1)
PPi <- rep(0,T+1)
PDelta <- rep(0,T)
Pbeta <- rep(0,T)

for (i in 1:(T+1)) {
if (i<T1 || i>=T2) A
PS[i] <- S[i,Z[i]]
PPi[i] <- Pi[i,Z[i]]
} else {

PS[i] <- STI[i,Z[il]
PPi[i] <- PiTI[i,Z[i]]
}

}

for (i in 1:(T)) {

if (i<T1 || i>=T2) {
PDeltal[i] <- Deltali,z[il]
Pbeta[i] <- betali,Z[i]]

} else {

PDeltal[i] <- DeltaT[i,Z[i]]
Pbetal[i] <- betaT[i,Z[i]]

}

}

#PS
#PPi

VVVVYV + +++++++VYV +HFH+H+H+++++ 4+ YV VVVVVV VYV VYV VYV

%
[1] 0.7563555
>

# Ausgabe der Grafiken

oldpar <- par(mfrow=c(2,1))

>
>
>
> #oldpar <- par(mfrow=c(3,1))
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> plot(0:T,PS,type="1",ylim=c(0,max (PS)),

+ xlab="Zeit",

+ ylab="Kurs, (solid), Option,(dotted),_ Bond, (dashed)")
> lines (0:T,PPi,type="1",1ty=3)

> lines (0:T,B,type="1",1ty=2)

> #plot (0:(T-1),PDelta,type="1",

> #ylim=c(min(Delta,beta),max(Delta,beta)),

> #xlab="Zeit",ylab="Delta (solid), beta (dashed)")
> #1ines (0:(T-1) ,Pbeta,type="1",1ty=2)

> plot (0:T,Port,type="1",

+ xlab="Zeit",ylab="Portfolio der Bank")

> par (oldpar)

>

> # Endwert der Option

>

> VIZ[T+1]]

[1] 791.1667

> PPi[T+1]

[1] 791.1667

>

43

Als Plot erhélt man:
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Abbildung 3.2: Portfolioverluste im Binomialmodell

In diesem Programm werden zwei Binomialbdume mit allen dazugehorigen Kur-
sen und Strategien berechnet. Der Baum mit dem gefallenen Kurs ist mit dem
Suffix T bezeichnet. Der Zufall kommt erst durch den Randomwalk Z ins Spiel.
Mit dem Prifix P sind die Vektoren fiir den Plot gekennzeichnet. Die entspre-
chenden Teile der beiden Baume werden bei der Berechnung des Portfolios Port
an den Sprungstellen T1 und T2 zusammengefiigt.

Zu beachten ist hierbei, dass das Portfolio ,,von Hand“ so berechnet wird, wie
eine Emittentin der Option hedgen wiirde. Das heifit, wir kaufen zu Beginn der
neuen Periode AS + B und verkaufen dies in der ndchsten Periode wieder an-
statt in jeder Periode —V + AS + 8B als Portfoliowert zu berechnen. Da wir im
Binomialmodell aber exakt hedgen, sind diese Werte — sofern sich unser Kurs im
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Modell bewegt — gleich.

Wir werden spéter annehmen, dass sich das Hedgingportfolio (im Black-Scholes-
Modell) wie eine risikofreie Anlage entwickelt. Hier ist das Portfolio bis zur ersten
plotzlichen Kursénderung jedoch konstant 0, was daran liegt, dass das Portfolio
am Anfang den Wert 0 hat und dieser bei Verzinsung 0 bleibt. Falls wir — wie
dies spéater u. U. der Fall sein wird — in ¢y ,,zu viel“ Geld haben, wird dieses
festverzinslich angelegt und unser Portfolio steigt wie der Bond. Das untere Bild

im Plot des abgeéinderten Programms ist mit einem anféinglichen Uberschuss von
10 berechnet:
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Abbildung 3.3: Exponentielles Portfoliowachstum mit Kursspriingen

Dies bringt fiir die Analyse des Problems jedoch keine Vorteile und wird deshalb
hier nicht weiter ausgefiihrt. Beim Plot ist zu beachten, dass ein anderer zufalliger
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Pfad durch die Binomialbdume gewéhlt wurde.

3.5 Analytischer Losungsversuch des
Phinomens

Das Programm zeigt uns, dass das Phdnomen auch im Binomialbaum auftritt.
Wir wollen nun versuchen dies zu begriinden. Wie wir im obigen Programm sehen,
sind nur die Perioden interessant, in denen sich der Kurs plotzlich dndert, da in
allen anderen richtig gehedged wird. Nehmen wir dazu an, wir befinden uns in
einem festen Zeitpunkt ¢ in einem festen Knoten. Dann hat die Option den Wert
V', der Kurs den Wert S, die Bank B und wir kaufen AS+ /5 B. Die modellgeméfien
Werte von S, V und B zum Zeitpunkt ¢ + 1 seien mit S, = Sa,, bzw. Sg =
Sayg, V, und Vy sowie BT = Be" bezeichnet. Mit ST und V* kennzeichnen wir
die unbekannten (nicht modellgeméfen Werte) von S und V = V/(S). Zunéchst
berechnen wir A und £:

AS, + BBt =V,

AN AS;+ BBt =1V,
Vu_‘/;i_ vu_vd

A: f—
— S, — Sy S(aw — ag)
- B:(Vu—Vu_v;l~ozu):BJr
A, — O

Nun berechnen wir, wie sich das Portfolio von ¢ nach i 4+ 1 dndert.

Port(i + 1) — Port(i) = AS*T + BT - V*

Su—Sd Gy — Q¢

Man rechnet leicht nach, dass fiir ST =5, vV ST = Sy und damit V+ = V(S,) =
VoV VT =V(S;) = V; die Portfoliodnderung 0 ist, dabei nehmen wir an, dass
im Portfolio zum Zeitpunkt ¢ weder zu viel, noch zu wenig Geld ist. V't ist
im Allgemeinen eine unbekannte Funktion, fiir bestimmte Optionen lassen sich
jedoch geschlossene Formeln angeben. Der niichste Satz sagt uns, wie wir V' im
Falle européischer Optionen berechnen kénnen. Siche dazu [6].

cay) — V(ST).

Satz 20. Falls V(T') = v(S(T)) nur vom Endwert von S abhéngt, so hiangt V' (¢)
auch nur vom aktuellen Wert S(¢) des Wertpapiers ab und es gilt:

T—t

Vt,w) =D o (S(tw)ay " af) (Tk_ t)p’“(l —p) Tt

k=0

e"—ay
Qo —Qg

Dabei ist p = die risikoneutrale Up-Wahrscheinlichkeit.
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Beweis. Sei P das Martingalma$l und sei P(Z(t + 1) = «y,) = p,P(Z(t + 1) =
ag) =1—p,St+1)=2Z(t+1)S(?).

V(t,w) =pVult+1,w) + (1 = p)Valt + 1,w)
= PVt + 2,0) 4+ 2p(1 = p)Vaa(t + 2,w) + (1 = p)*Vaa(t + 2, w)

T—t
T—t
Vo kar—t—k (T, w) ( I )pk(l - p)Tﬁt*k

el
[e=]

N

"0 (Surar-o-+(T) (Tk‘ t)pm _p)Ti

i
o

~
o

v (S(t, w)ag—t—kaﬁ) (Tkj t)pk(l . p)T_t_k

ol

=0

Dabei ist beispielsweise mit V,,, der Wert von V' gemeint, wenn S(t+2) = a25(t)
ist. [l

Fiir eine européische Calloption ist v(S(T)) = (S(T") — K)™*, fiir eine européische
Putoption ist v(S(T)) = (K — S(T'))™".

Es folgt:

Port(i 4+ 1) — Port(i)
=AST+ BBt —-V*

_ T_(ZHU v (S*adT‘(t“)"“ozﬁ) (T - (Iz " 1))19’“(1 —p)T D
k=0
s ST g
) Tf(t+1)v <S+a§—(t+l)—kaﬁ> (T — (];f - 1)> (£=0a)f(1 — 0w )T—(rr)
k=0

Der Leser moge es mir nachsehen, wenn ich, auf Grund der Komplexitéit der
angegebenen Formel, die Analyse des Phdnomens im Binomialmodell hier abbre-

che und im Folgenden ein Modell einfiihre, in dem die Untersuchung einfacher
vonstattengeht.
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Kapitel 4

Die Brown’sche Bewegung

Da in dem sehr einfachen, aber zugegebenermafien schonen Binomialmodell V'
nicht auf einfache Weise als Funktion von S berechenbar ist, wollen wir zu ei-
nem anderen, und leider auch komplizierteren, Kursmodell, der geometrischen
Brown’schen Bewegung, und darauf aufbauend zur Black-Scholes-Theorie iiber-
gehen. Dazu fithren wir nun den Wiener Prozess ein. Bei den im Folgenden be-
trachteten stochastischen Prozessen legen wir fiir alle Zeitpunte ¢ den Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, A,P) zugrunde. Als Hintergrundliteratur ist [8] sowie [3], [12]
und [9] zu empfehlen.

4.1 Der Wiener Prozess

Im Folgenden werden Kurse als ,zufillige Funktionen®, genauer gesagt als sto-
chastische Prozesse, definiert. Aus Griinden der schoneren Modellierbarkeit soll
dies jedoch nicht direkt geschehen, sondern iiber einen Umweg, ndmlich den Wie-
ner Prozess und stochastische Differentialgleichungen.

Ein besonderer stochastischer Prozess ist der oben genannte Wiener Prozess.
Dieser dient als Grundlage zur Definition anderer stochastischer Prozesse und
stellt eine ,,Hauptzutat® fiir stochastische Differentialgleichungen dar. Zu seiner
Beschreibung erinnern wir an die Normalverteilung.

Definition 21. Fine Zufallsvariable X tber R heifst normalverteilt, falls sie die
Dichte

1 _(e=p)?

Qb(x) (: QS(CL’,/L, 02)) = \/me 20%

u € R, 0 > 0, hat. In diesem Falle schreibt man: X ~ N (u,0?). Sie heifit
standardnormalverteilt, falls sie die Dichte

o(z) = ¢(2,0,1) = ——e 3%,
hat.

49
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Dass die hier angegebende Dichte wohldefiniert, also wirklich eine Dichte ist, kann
mit mehreren Substitutionen, u. a. in Polarkoordinaten, nachgerechnet werden.
Die Rechnung findet sich in den meisten Stochastikbiichern.

Satz 22. Es gilt fiir X ~ N (u,o?):

und

E(X) =u

Var(X) = o?

Beweis. Sei X ~ N (u,0?), dann gilt:

1 _(a=p)?

_”:t:>dx:0dt

Die Varianz kann @hnlich brechnet werden, wobei hier die Definition und Funktio-
nalgleichung der Gammafunktion (Definition 46 und Satz 47) Verwendung finden.

Var[X] =E|[(

—00

R

21
2!
1
7=

§
()

N

™

X —E[X])’]
X —p)’]
(x — p)? ! e 3(538) de

vV 2mo?

1 & 1,0
C— t2e7 2 dt mit
\ 2T /_oo
2 /00 2se~°d it £ = dt t 2
R — V2se ’ds mit — = s =—,t=+2s
V21 Jo 2 t

2

T —p
g

=t=dr =odt, (v — p)* = t?0’

ds

~4ds
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Definition 23. Ein stochastischer Prozess W (t) fiirt > 0 heifit Wiener Prozess,
falls er folgenden Bedingungen gentigt:

(i) W(t) ~N(0,1)
(ii) W(ty) — W(to) ~ N(0,t, — to) fiirty >t >0

(111) W(t1) — W(ty) und W(s1) — W(so) sind fir sy > so > t1 >ty > 0 un-
abhdngige Zufallsvariablen

Fiir t = 0 erhalt man o = 0. Dies widerspricht der Definition der Normal-
verteilung, ist jedoch so zu verstehen, dass fir o = 0 fast sicher der Wert 0
angenommen wird.

Es kann gezeigt werden, dass der Wiener Prozess existiert und dass jeder Pfad
fast sicher stetig in ¢, jedoch fast sicher nirgends differenzierbar ist. Aus obigen
Eigenschaften folgt, dass Wy, (t) = W(t+1to) — W (to) wieder ein Wiener Prozess
ist (Verschiebungsregel). Der Wiener Prozess selbst ist als Kursmodell jedoch
nicht geeignet, da er zum einen negativ werden kann und zum anderen nicht
iiber Parameter einstellbar ist. Deshalb definieren wir im Folgenden komplexere
stochastische Prozesse.

4.2 Ito-Integral und stochastische Differential-
gleichungen

Definition 24. Eine stochastische Differentialgleichung ist (in Analogie zur De-
finition deterministischer Differentialgleichungen) eine Gleichung der Form

dX(t) = a(t, X(t))dt + b(t, X (t))dW,
deren Losung X = X (t,w) ein stochastischer Prozess ist.

Dabei ist unklar, was b(¢, X (¢))dW; sein soll. Die stochastische Differentialglei-
chung, wie sie hier aufgeschrieben ist, ist lediglich eine abkiirzende Schreibweise
fiir die Integralgleichung

t t
X(t) = X(to) +/ a(t, X(7))dr —I—/ b(r, X (7))dW..
to to
Aber auch hier ist ftz b(r, X(7))dW, = fti b(7, X (7))dW (7) nicht definiert — eben-
so wie a(t, X (t))dt bzw. fti a(t, X (7))dr, da X ein stochastischer Prozess ist. Die
Funktion @ wird in der stochastischen Differentialgleichung als Drift und die

Funktion b als Diffusion bezeichnet. Im Folgenden wollen wir die Integrale iiber
a und b definieren.
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4.2.1 Ito-Integral

Fiir stochastische Prozesse kann man, &hnlich wie fiir deterministische Funktio-
nen bei der Herleitung des Riemann-Integrals bzw. des Jean-Gaston-Darboux-
Integrals, Zwischensummen definieren. Dazu nimmt man eine Folge von Ver-
feinerungen (Tév ..., TN )N der Zeitachse bzw. des Integratlonsmtervalls [to, t1]
mit ¥ = to, TN = t, T, Nl < 7N fiir alle i = 1,..., N fiir alle N und 6V =

max;e(1,..., N}(TiN - Tij\_[l) 3% 0. Fiir stochastische Prozesse a(t,w) und b(t,w)

und einen Wiener Prozess W definiert man fiir jedes w € ()

Z b(r W) (W, w) = W (N, w))

und
N—1

=D a(m W) - ).
=0

Der Term I(b) ist eine Zufallsvariable und konvergiert im Quadrat-Mittel-Sinn,
jedoch nicht pfadweise, fiir N — oo gegen eine Zufallsvariable. Der Grenzwert
von I{-(b) wird Ito-Integral genannt. Man kann zeigen, dass die Lésung von

dX(t) = dWV,
gleich

X(t) =W(t)
ist. b(t X(t))dW; ist eine Zufallsvariable, also ftl; b(t, X (t))dW; wieder ein
stochastlscher Prozess. Im Allgemeinen kann man Ito-Integrale auch beziiglich

mehrerer Wiener Prozesse oder beziiglich anderer stochastischer Prozesse analog
definieren. Es gilt der folgende Satz:

Satz 25. Fiir einen stochastischen Prozess F' gilt:

E [ /: F(t)th] 0,

wenn F'(t) und W(s) — W(t) fur alle s > t > 0 stochastisch unabhéngig sind.

Beweis. Seien also F' ein stochastischer Prozess, W ein Wiener Prozess, so dass
F(t) und W (s)—W (t) stochastisch unabhéngig sind fiir alle s > ¢ > 0. Die Defini-
tion des Ito-Integrals sagt uns fiir eine geeignete — der Definition entsprechenden

— Familie an Zeitgittern ((TZ-N)Z'E{l 77777 N})NeN, dass:

0= lim E| / (H)dW, - ZF W () = W)

N—oo

N—o0

> Jim [E] / P, — _Z FrM )W (T ) — W)

>0,
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was mit der Jensen’schen Ungleichung und der Konvexitit von |- |? folgt. Also ist
wegen der fiir diesen Satz ausschlaggebenden, stochastischen Unabhéngigkeit:

0= Jim B[ F)aw] - ZF W)~ WE))P
= Jm (B Pe)awi] - ZE W) - W)

t1
— 2
= ]\}1_1320 |E[/ th E E Ol

to

— lim |E[/1F(t)th]|2

N—o0 ¢
0

— | / paoruae

to

woraus das Behauptete unmittelbar folgt. O]

Die Aussage von Satz 25 gilt immer, falls F' die Losung einer stochstischen Diffe-
rentialgleichung beziiglich W ist, da die Losung einer Differentialgleichung zum
Zeitpunkt t; nur von den Werten W (t) fiir 0 <t < ¢; abhéngt.

4.2.2 Ito6-Lemma

Fiir deterministische Differentialgleichungen sind Lésungsstrategien wie ., Tren-
nung der Variablen“ oder , Variation der Konstanten“ bekannt. Das Finden der
Losung einer stochastischen Differentialgleichung ist leider komplizierter.

Einen schénen Weg bietet das Ito-Lemma, welches wir nun besprechen, und das
im Laufe der Arbeit 6fters Anwendung findet. Das [to-Lemma kann in gewisser
Weise als Verallgemeinerung der Kettenregel fiir deterministische Differentialglei-
chungen aufgefasst werden.

Satz 26 (Ito-Lemma). Gegeben sei eine stochastische Differentialgleichung der
Form dX (t) = a(t, X (¢))dt+b(t, X (¢))dW; mit der Losung X (). Dann ist Y (t) =
g(t,X(t)) mit g : R x R — R, (¢t,z) — g(t, =) zweimal stetig differenzierbar eine
Losung von

dg 10%¢g

dY(t) = (675 (t, X(t)) + %(t,X(t})a(t,X(t)) - §m(t,X(t))b(t,X(t))2) dt

n g—i(t, X()b(t, X (£))dW,,

wobei der Wiener Prozess W in den beiden stochastischen Differentialgleichungen
der gleiche ist.
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Im Folgenden wollen wir uns iiberlegen, wieso dieser Satz plausibel ist, fiir einen
genauen Beweis mochte ich den Leser jedoch auf [3], [12] oder [9] verweisen. Wenn
wir ¢g(t, X) um z und ¢ nach Taylor entwickeln, erhalten wir

99 g 19%g 2
—AX + =At+-—AX
ox ot 2 02
Dabeiist Ag = g(t+At, X+AX)—g(t, X). Wegen AX = a(t, X)At+b(t, X) AW,

setzen wir

Ag =

AX = a(t, X)At + b(t, X)AW,,
wobei AW, = W(t + At) — W (t). Somit erhalten wir

Ag :%(a(t X)AL 4 b(t, X)AW) + 29 At

ot
- li( (t, X)At + b(t, X)AW,)* +
20x2" !
g o9 . 18% Y
=Lt X)At+ LA+ S (alt, X))HAY)
2
gg b(t, X)AW, + g 9 alt, X)b(t, X)AtAW,
1 0% 5 )
+§m(b(th)) (AW,)" +

Man bemerke, dass Ag kein AX mehr enthélt. Es kann gezeigt werden, dass nur
die Terme zu beriicksichtigen sind, die hochstens von Ordnung At sind. Aus der
Definition des Wiener-Prozesses folgt, dass (AW;)? von Ordnung O(At) ist. Da-

mit erhdlt man die angegebene Formel.

Zu beachten ist jedoch, dass dies kein Beweis ist, da d kein Differentialoperator,
sondern nur eine Kurzschreibweise ist. Fiir eine Limesbildung muss auch hier das
Konzept der Quadrat-Mittel-Konvergenz Anwendung finden, wobei genau darin
die Schwierigkeit des Beweises liegt.

4.3 Geometrische Brown’sche Bewegung

Nun haben wir alle Mittel, die wir zur Definition des angestrebten Kursmodells,
der geometrischen Brown’schen Bewegung, brauchen, kennengelernt. Die geome-
trische Brown’sche Bewegung ist urspriinglich ein physikalisches Modell, das die
Bewegung eines auf einer Wasseroberfliche schwimmenden Teilchens beschreibt.
Es eignet sich aber auch sehr gut als Kursmodell und findet in der Finanzmathe-
matik viel Anwendung. Die geometrische Brown’sche Bewegung ist die Losung
der Differentialgleichung
dS = pSdt + o SdW;.
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pw wird als Trend bezeichnet und modelliert das mittlere Wachstum, o als Vola-
tilitdt und modelliert die Varianz. Die Varianz héngt selbst wiederum von der
Kurshohe ab.

Satz 27. Die Losung der Differentialgleichung der geometrischen Brown’schen
Bewegung ist

S(ta SO) = SOe(uiéoz)tJrUW(t)a
wobei das Sy in S(t, Sy) fiir die Anfangsbedingung S(0, Sp) = Sy steht.
Beweis. Zum Beweis verwenden wir das It6-Lemma. X (¢) = W (t) ist die Losung
der stochastischen Differentialgleichung d X (¢) = dW; = a(t, X (¢))dt+b(t, X (t))dW;
mit ¢ = 0 und b = 1. Definiert man Y (¢) := ¢(t, X (¢)) mit

g(t,3) = Speln=herro

und berechnet man

dg _ L,
at (t,ﬂf) - g(tv x)(ﬂ 20- )7
g—g(t,x) = g(t,x)o und
x
d%g

@(tﬂ .Z') = g(ta Z’)O’2,

so folgt mit X (¢t) = W(t), dass Y (t) = S(¢) die Losung von

_ (y@)(u 50+ %ﬁm)) dt + Y (H)odW,

= pS(t)dt + oS(t)dW,
1st. O

Auch der Erwartungswert und die Varianz der geometrischen Brown’schen Be-
wegung lassen sich fiir jeden Zeitpunkt ¢ explizit angeben.

Satz 28. Es gilt:
E[S(t, S())] = S()@‘ut

und
Var[S(t, So)] = Sge*(e”" — 1)
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Bewezs.

E[S(t, So)] = E[Soeli— 3o+ )]
—_ Soe(u—éaz)tE[GUW(t)]

S (ué02>t/oo w1 5(5) g
= Spe e e x
o V2mt

o z2  2tox (t0)2 o2
(p—Lo2)t 1 LG Al Tl R
— S = 2 d
" Vot !
—o0 Tt

0

2

8

2
_1(a=to
wobei ﬁe 2< Vi > die Dichte einer Normalverteilung mit Mittelwert to und

Varianz t ist.

Var[S(t,Sy)] = E[S?(t, So) — E2[S(t, So)]]
_ E[SSQQMt—U2t+20W(t) N Sgemt]

_ Sge2ut (E[e—at+20W(t)] o 1)
= G2t (E[Soe<ﬂ—%&2>t+&w<t>] _ 1) mit Sy = 1,/i = 02,6 = 20
= Sg€2ut(goeﬁt — 1)

= S2et(e”t — 1),

Wegen der risikoneutralen Bewertung muss gelten

E[S(T)] = e S(0)
=4 S()G'LLT = SoerT
S pu=r.

Das heif3t, dass in diesem Kursmodell ein freier Parameter, ndmlich die Volatilitét
o, fiir die Modellierung zur Verfiigung steht.

4.4 Approximation eines stochastischen Prozes-
ses durch Random Walks

Da wir stochastische Prozesse (mit zum Beispiel D = [0,7) am Computer si-
mulieren wollen und diese nur in diskreten Schritten rechnen konnen, miissen
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wir stochastische Prozesse, die zum Beispiel auf Intervallen definiert sind, durch
solche, die auf Zeitgittern definiert sind, so genannten Random Walks, approxi-
mieren.

Wir nehmen an, dass der zu approximierende, stochastische Prozess X auf [0, 7] x
Q definiert ist und dass (Ty)y = ({0,7n,27n, ..., N7y })y mit N7y = T eine
Familie von je dquidistanten Gittern ist. Es ist jedoch nicht sinnvoll, eine Folge
(Xn)v : Tv x © — R von Random Walks zu suchen, die jeden Pfad von X
fiir beliebige stochastische Prozesse X moglichst gut approximiert, da X, wie im
Falle des Wiener Prozesses, zum Beispiel nicht differenzierbar sein kann, also in
sehr kurzer Zeit sehr stark den Wert &ndern kann. Wir suchen daher eine Folge
von Random Walks (Xy)y, die im Mittel X gut anndhern. Fiir die Definition
von ,im Mittel“ gibt es verschiedene Moglichkeiten. Wir wollen eine ,, besonders
starke® hier vorstellen.

Definition 29. FEine Folge (Xy)y mit Xy : Ty xQ — R von Random Walks mit
einer Familie von Gittern wie oben beschrieben approximiert den stochastischen
Prozess X beziiglich einer Funktion g : R — R, falls

max E[|g(X (t;) — g(Xn ()] =5 0.

t;€Tn

Im Folgenden wollen wir einen Algorithmus angeben, mit dem eine Folge von
Random Walks (Wy )y gefunden werden kann, die den interessantesten stochas-
tischen Prozess, den Wiener Prozess, W approximiert.

Algorithmus

Gegeben:
Intervall [0,7], Anzahl N + 1 der Zeitpunkte im Gitter

Gesucht:
Ein Pfad von Wy auf Ty, also (Wyx(0,wq), Wn(T,w1), ..., Wa(T, w1))

1. Berechne 7 = L und erzeuge das Gitter Ty = {0,7,27,...,T}, das heifit
ti =T

2. Erzeuge N unabhingige N (0, 7)-verteilte Zufallsvariable AWy (i, w;), i =
1 N

g ey

3. Berechne Wy (t;,w;) durch

Wiy (0,w;) = 0 und
WN(ti,wl) = WN(ti_l,wl) -+ AWN(i,wl) fir i = 1, Ce ,N.
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Der so berechnete Random Walk Wy hat sehr schone Eigenschaften, wie uns der
néchste Satz, zu dessen Beweis wir folgendes Lemma brauchen, zeigt.

Lemma 30. Seien X; ~ N (u;,0?) stochastisch unabhiingig, dann gilt:

ZX N(ZMZJ).

Beweis. Wir werden das Lemma fiir n = 2 beweisen, da man so induktiv auf
beliebiges n schliefen kann. Seien X7, X5 wie im Lemma beschrieben und Y ~
N + pa,0f + 03).

Px11x, (5) = E[eX1HX2)]

= E[e"*'] - E[¢**2], da X; und X2 stochastisch unabhingig sind

. 1.2.2 1.2.2
181 —507S 182 — 5038
= ST 3IIS L plsk 2

— eis(ﬂl+u2)+%(‘71+‘72)52

:E[eisY]
=py(s) Vs € R
= X1+ Xo~Y
X1+ Xo ~ N (g + pi2, 07 + 03).

Fiir die Rechenregeln fiir charakteristische Funktionen siche im Anhang im ent-
sprechenden Paragraph auf Seite 104. O

Satz 31. Die nach obigem Algorithmus berechnete Approximation Wy fiir W
erfiillt fiir alle N und fiir alle t € Ty exakt die Eigenschaften des Wiener Prozesses.

Beweis. Um die Ubersichtlichkeit in den folgenden Rechnungen zu erhalten ver-
zichte ich in der Notation auf die w.

(i) Wi (t:) ~ N(0,t)
Wi(ts) = Wi (tir) + AW (i) = Wi (o) + AWx (i — 1) + AWy (i) = ... =
> ke AW (k)
W (0) =0
AWy (j) ~ N(0,7)
Wi (ti) =3 ) AW (k)

SN N (S 0,40 7) = N0, i7) = N(0, 1)
(1) Wa(t;) — Walt) ~ N(0,t; =), T > t; > t; >0
Wi(t;) — Wt ') = 1 AWn (k) - Zk VAWN(R) =3 AWy (K)

AWngnabh £r(s2I i1 0. 0 T) = N0, — i)1) = N(0,j7 — i) =
N(0,t; — ;)
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(iii) Die Unabhéngigkeit der Inkremente folgt direkt aus der der AWy (7).

]

Nun haben wir einen Algorithmus zur Simulation des Wiener Prozesses gefunden.
Diesen werden wir im néachsten Abschnitt auch implementieren. Allerdings wollen
wir ja eigentlich die geometrische Brown’sche Bewegung simulieren. Das folgende
Lemma sagt etwas dariiber aus, wie sich Approximationseigenschaften auf andere
Prozesse vererben.

Lemma 32. Approximiert Xy den Prozess X bzgl. g und ist h : R — R eine
global lipschitzstetige Funktion mit Lipschitzkonstante L > 0, so approximiert
Xy den Prozess X auch bzgl. ho g.

Beweis. Fiir alle N und alle t; € Ty gilt:

E[lh(g(X (t:))) — h(g(Xn(t)I] < E[L|g(X (t:)) — g(Xn(t:))]]
= LE[|g(X (t:)) — g(Xn ()],

woraus unmittelbar die Behauptung folgt. O]

Dieses Lemma konnen wir leider nicht auf die geometrische Brown’sche Bewegung
anwenden, da
S(t,w, Sy) = Spelr 27 Vtow

nicht global lipschitzstetig in w ist. Wir brauchen dies jedoch auch nicht, da
der letzte Satz besagt, dass unser Algorithmus den Wiener Prozess pfadweise
approximiert, das heifft man kann fiir alle NV jedem approximativen Pfad Wy (w;)
einen Pfad des exakten Wiener Prozesses W zuordnen, also

WN(ti,Wj) = W(ti,w]') Vt, € TN,UJj e Q.

Daraus folgt, dass Wy fiir alle g : R — R eine Approximation von W beziiglich
g ist, also:
g(WN(ti,wj)) = g(W(tZ,w])) Vtz € TN,WJ' e

So koénnen wir mit g(w) = S(t,w,Sy) die geometrische Brown’sche Bewegung
approximieren.

4.5 Simulation der geometrischen Brown’schen
Bewegung

Wir implementieren den Algorithmus in R und erweitern ihn so, dass wir M
approximative, unabhingige Pfade des Wiener Prozesses erhalten.
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T <- 10

N <- 100
tau <- T/N
M <- b

t <- seq(from=0, to=T, by=tau)
W <- matrix(0,N+1,M)

# DeltaW und W werden erzeugt

for (j in 1:M) {
DeltaW <- rnorm(N,O0,sqrt(tau))

for (i in 2:(N+1)) {
W[i,j] <- W[i—l,j] + DeltaW[i-1]
}

}

# Plot

X <- C(2:3:4,5)
plot(t,W[,1],type="1",ylab="Wiener ,Prozess",
ylim=c(min (W) ,max (W)))

for (j in 2:M) {

lines(t,W[,jl,lty=x[j-11)
}

v + + Vv +VVVVYVYVY ++++++ 4+ YV VV VYV VYV VYV VYVYV

Dieses R Programm liefert folgenden Plot, auf dem wir fiinf Pfade des approxi-
mierten Wiener Prozesses erkennen.
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Abbildung 4.1: Fiinf zufillige Pfade des Wiener Prozesses

Dieses Programm &ndern wir nun so ab, dass wir zusétzlich M approximative
Pfade der geometrischen Brown’schen Bewegung ausgegeben bekommen.

>

> r <- 0.05

> mu <- r

> sigma <- 0.3
> S_0 <- 80

>

> T <- 10

> N <- 100

> tau <- T/N
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[@))
[\]

M <- 5

# Zeitstrahl wird erzeugt
# Matrizen Initialisierung

t <- seq(from=0, to=T, by=tau)
S <- matrix(0,N+1,M)

S[1,] <- rep(S_0,M)

W <- matrix(0,N+1,M)

# DeltaW, W und S werden berechnet

for (j in 1:M) A
DeltaW <- rnorm(N,O0,sqrt(tau))

for (i in 2:(N+1)) {

Wli,j] <- W[i-1,j] + DeltaW[i-1]

S[i,j] <- S_Oxexp((r-sigma~2/2)*t[i]+sigmaxW[i,j])
}

}
# Plot
x <- c(2,3,4,5)

oldpar <- par(mfrow=c(2,1))
plot(t,W[,1],type="1",ylab="Wiener ,Prozess",
ylim=c(min (W), max(W)))

for (j in 2:M) A

lines (t,W[,jl,1ty=x[j-1]1)

}

plot(t,S[,1],type="1",
ylab="geometrische brownsche Bewegung",
ylim=c(min (S) ,max (S)))

for (j in 2:M) {
lines(t,S[,j],1ty=x[j-11)

}

par (oldpar)

vVV+ +YV+ +YV ++YV +VVVVVVYVY +4+++++ 4+ 4+ YV VV VYV VYV VYV VYV YV VYV
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Dieses abgednderte Programm liefert das folgende Bild, welches fiinf Pfade des
angendherten Wiener Prozesses und die dazugehoérenden Pfade der geometrischen
Brown’schen Bewegung zeigt.
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Abbildung 4.2: Fiinf Pfade des Wiener Prozesses (oben) und die zugehorigen
Pfade der geometrischen Brown’schen Bewegung (unten)

Im néchsten Kapitel werden wir uns iiberlegen, wie man dieses Kursmodell zur
Optionsbewertung nutzen kann.
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Kapitel 5

Black-Scholes-(zleichung

Das Problem bei der Analyse des Phdnomens der Portfolioverluste mit Hilfe der
Binomialmethode war, dass wir V' nicht als einfach handhabbare Funktion von ¢
und S bzw. S(t) angeben konnten. Fisher Black, Myron Scholes und Robert Mer-
ton ist es gelungen, unter folgenden Voraussetzungen bzw. (Markt-) Annahmen ei-
ne partielle Differentialgleichung herzuleiten, die V" als V (¢, .S) beschreibt. Fiir eu-
ropéische Optionen ist diese sogenannte Black-Scholes-Gleichung explizit 16sbar,
fiir viele andere Optionsarten kann man nur Niherungen der Losung berechnen®.

Folgende Annahmen werden getroffen:

e Die Option V : [0,7] x R" = R, (¢, 5) — V(¢,5) sei zweimal stetig diffe-
renzierbar in ¢t und S.

e Der Kurs S folgt einer geometrischen Brown’schen Bewegung.
e Der Markt ist arbitragefrei.
e Das eigene Kaufverhalten hat keinen Einfluss auf den Markt.

e Es gibt weder Transaktionskosten noch Gebiihren, aber auch keine Divi-
denden.

e Die risikofreie Zinsrate r > —1 ist konstant.

e Die Optionsbewertung erfolgt risikoneutral.

5.1 Herleitung der Black-Scholes-Gleichung

Wie in [8] werden wir die Black-Scholes-Gleichung Schritt fiir Schritt herleiten:

lzum Beispiel mit der finite Differenzen-Methode, siche dazu [8]

65
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Schritt 1 S(t) 16st dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dW,. Mit dem It6-Lemma, ange-
wandt auf V (¢,.5) folgt, dass V (¢, S(t))

B ov. oV 1, ,0°V oV
dV—( S%%—EjL—US aSQ)dt—l—USanW

16st. Dabei ist V' eine reellwertige Funktion in den unabhéngigen Variablen ¢ und
S, wihrend S(t) und W; stochastische Prozesse sind.

Schritt 2 Andererseits konnen wir die Emittentin einer solchen Option V' be-
trachten, die versucht, sich, wie in 2.3, durch den Kauf von A Anteilen an S und
[ Anteilen an B gegen Risiken abzusichern. Der faire Preis fiir V', der gleich dem
risikoneutralen Preis ist, ist der, den die Ausgeberin der Option braucht, damit
sich ihr Hedging-Portfolio

I(t) = =V (t,S(t)) + A(t)S(t) + B(t)B(t)

wie eine festverzinsliche Anlage entwickelt. Wiirde sich das Portfolio im Mittel
nicht wie der Bond entwickeln, wére die Non-Arbitrage-Bedingung verletzt. Dieses
Portfolio soll selbstfinanzierend sein, das heifit es soll in (0,7") weder Geld in
das Portfolio investiert noch welches entnommen werden. Es darf lediglich Geld
umgeschichtet werden. Im néchsten Schritt diskretisieren wir das Zeitintervall
[O,T] in {to,tl,tg,...,t]v} mit tp < t;1 < ... < tn,to=0,ty =T und 7y =
max;eqq,.. N} (4 —ti—1), und nehmen an, dass A(0) = A und 3(0) = Sy, das heifit

[(to) = =V (to, S(to)) + A(t0)S(to) + B(t0) B(to)-
Zum Zeitpunkt ¢, hat das Portfolio vor der Umschichtung (Index v) den Wert
I, (t1) = =V (t1, S(t1)) + A(to)S(t1) + B(to) B(t1).

Geld umschichten bedeutet, dass man Anteile von S und B (ver-)kauft. Da dies
selbstfinanzierend geschehen soll, muss das Portfolio

IL,(t1) = =V (t1,S(t1)) + A(t1)S(t1) + B(t1)B(t1)
nach der Umschichtung (Index n) den selben Wert haben, also

Hv(t1> = Hn(t1>7

A(tg)S(t1) + B(to)B(t1) = A(t1)S(t1) + B(t1)B(t1).
Man berechnet

I(t) — H(to) = V(to, S(to)) — V (1, S(t1))
+ A(t1)S(t) + B(t1)B(th) —

= V(to, S(to)) — V (t1, S(t1))

+ A(to)(S(t1) — S(to)) + 5

A(to)S(to) — B(to) B(to)

(t0)(B(t1) = B(lo))-
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Analog folgt

[(ty) — T(t1) = V(t1,S(t1)) — V(t2, S(t2))
+ A(t)(S(t2) — S(t1)) + B(t)(B(t2) — B(t1))

und damit

H(tg) - H(to) - V(to, S(to)) - V(tz, S(tz))
+ A(to)(S(t1) — S(to)) + A(t1)(S(t2) — S(t1))
+ B(to)(B(t1) — B(to)) + 8(t1)(B(t2) — B(t1)).

Durch iteratives Einsetzen erhilt man

I(ty) — II(to) = V (Lo, S(to)) — V (tx, S(tk))
+ Z Ati-1)(S(t) — S(ti-1)) + Zﬁ(ti—ﬂ(B(ti) — B(ti-1))
Mit Limesbildung N — oo, sodass 7y — 0, folgt

[I(t) = TI(to) + V (o, S(to)) = V (i, S(tx)) + /t A(T)dS(T) + /ttﬁ(T)dB(T),

to

wobei die beiden Integrale Ito-Integrale, nicht beziiglich eines Wiener Prozes-
ses, sondern bzgl. der stochastischen Prozesse S und B, sind. Dabei ist B ein
entarteter stochastischer Prozess, da B eine deterministische Funktion ist. Diese
stochastische Integralgleichung kann man wieder als stochastische Differential-
gleichung schreiben:

dII(t) = —dV (£, S(t)) + A()dS(t) + B)AB(2).

Schritt 3 Mit dB = rBdt folgt
dIl(t) = —dV (¢, S(t)) + A(t)dS(t) + B(t)rB(t)dt
bzw. ohne die Argumente in der Notation
dIl = —dV + AdS + prBdt.

Einsetzen von

ov. oV 1 0*V ov
os ot 2 052 oS

dV = (/LS— + - 4+ —028?Z— | dt + 0 S=—dW,

und
dS = pSdt + o SdW;
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liefert
(9V 8V 1 2 282V oV
+ A( uSdt + anWt) prBdt

<8V (9V1 0*V
]

o252
SGS

— AuS — mB) dt

(O’S — — AcS ) dW;
8V 1, o*V
0*S*—— — BrB
< < > T T e )
ov
— (oS == —A))dW,.

(o5 (3 -5 )
Schritt 4 Da sich das Portfolio wie eine festverzinsliche Anlage, also risikofrei,
entwickeln soll, miissen die zufilligen Terme eliminiert werden, deshalb setzen
wir o

A(t) = t,S(t
(1) = S (1,5(0)

und erhalten damit die deterministische, partielle Differentialgleichung

(V1 Y

Schritt 5 Wenn sich das Portfolio risikofrei wie eine festverzinsliche Anlage
verhélt, was es wegen der Arbitragefreiheit tun muss, geniigt es der Formel

I1(t) = e"11(0),
die sich wie folgt als Differentialgleichung schreiben lésst:

dIl = rIId¢.

Durch Einsetzen von

M=-V+AS+8B

und
ov

A
(1) = S (6.5(0)
erhalt man
dIl = rIId¢t
=r(=V+AS+ pB)dt

= (—TV + TSZ—Z + TBB)
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Schritt 6 Setzen wir die beiden Gleichungen fiir dII aus den vorherigen Schrit-
ten gleich, so erhalten wir

V1,0V B ov
(81& SW—[gTB)——TV—FTS%—FTﬁB

Einige kleine Umformungen liefern

A A

Diese deterministische, partlelle, parabolische (siehe Definition 52) Differential-
gleichung heift Black-Scholes-Gleichung. Diese Gleichung beschreibt V' in Ab-
héngigkeit von S und ¢. Zusammen mit den Randwerten V(T,S), T' > 0 und
S € [0,00), die wir durch den Preis der Option bei Félligkeit gegeben haben, hat
die Black-Scholes-Gleichung eine eindeutige Losung. Sehr schon an dieser Herlei-
tung der Black-Scholes-Gleichung ist, dass wir zusétzlich die Hedging-Regel fiir A
erhalten. Wird (0) so gewahlt, dass IT1(0) = 0, so ist das Portfolio konstant 0, wie
wir es von der Binomialmethode kennen. In diesem Fall hat A(¢)S(¢) 4+ 8(t)B(t)
genau den Wert V (¢, S(¢)) und ist somit ein replizierendes Portfolio.

5.2 Losung der Black-Scholes-Gleichung

Wir werden die Black-Scholes-Gleichung fiir européische Call- und Putoptionen
16sen. Dafiir iiberfithren wir die Black-Scholes-Gleichung in die aus der Physik
wohlbekannte Warmeleitungsgleichung und losen diese. Fiir Fragen zur Warme-
leitungsgleichung siehe [4].

Definition 33. Die partielle Differentialgleichung der Form
Ugy = Ut

mitu : R xR — R, (t,2) — u(t, z) heift Warmeleltungsglelchung Dabei wurden

die in der Physik tiblichen Schreibweisen g, = g 2 und u; = g—’; verwendet.

Zunéchst leiten wir eine spezielle Losung der Warmeleitungsgleichung her, die wir

anschlieflend verallgemeinern. Dazu setzen wir u(t,z) := t~v(£) und £ = t Pz

fir a, 5 € R.

W= et o)+ £ (€)= = —at ™ o(€) — (e Bt
=t7'(§) 7

um =t 2" (¢)

0 =ty =y = 7720 (€) + 0t 0(€) + V()88

Nun setzen wir § = =

0 =€) +av(e) + S2/(6)
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Setzen wir nun o = 0, so erhalten wir

0= (E) + 52/(6)
Durch Integration gelangt man zu
a=2(0) +52(6)

fiir eine Konstante a. Hier sei daran erinnert, dass wir eine spezielle Losung finden
wollen, dazu kénnen wir die Konstante a beliebig wéhlen, also auch als a := 0.

0=(€) + 562(6)

Diese eindimensionale, gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung hat eine
Losung der Form
52
z="0be T
22
fiir ein unbekanntes, konstantes b. Es kann nun berechnet werden, dass \%6_?

die Warmeleitungsgleichung 16st.

Definition 34. Die Funktion

W(t,a) = { vime T TERIZ0
0, reRt<0

heifst Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

U ist singuldr im Punkt (0,0), radial in z, das heifit W(¢,x) = U(¢, |z]), und es
gilt [, ¥(t,z)de =1Vt > 0.

Typischerweifle wird fiir die Warmeleitungsgleichung, die die Temperaturausbrei-
tung in einem ,,unendlich* diinnen und langen Stab beschreibt, eine Randbedin-
gung der Form u(0,2) = uo(z) Vo € R mit up : R — R stetig und beschréinkt
angegeben. Aus der Stetigkeit folgt auf Kompakta die gleichméfBige Stetigkeit.
Dadurch wird die Losung der Wirmeleitungsgleichung aus Definition 33 ein-
deutig. Die Losung erhélt man durch Faltung der Fundamentallssung mit der
Anfangswertfunktion.

Lemma 35. Die Losung der Warmeleitungsgleichung
Uge = Ut

mit Randbedingung u(0, z) = ugp(z) Vo € R ist:

1 z—s5)2
u(t,x) = /R \/meJ i up(s)ds,t > 0.
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Beweis. Es sei bemerkt, dass v unendlich oft stetig differenzierbar ist, da ug eine
Funktion in der Integrationsvariablen s ist.

Up — Ugpy = /R[(\Ift — U, )(t, 2 — $)|up(s)ds = 0,

da ¥ die Wiarmeleitungsgleichung 16st. Dass u die Randbedingung erfiillt, das
heiflt, dass

li t,x) = Ve e R
(t,x)ﬁ\(o,alcgl,xeR,t>Ou( x) uO(IO) v

gilt, zeigt man wie folgt: Fiir ein festes 2o € R und € > 0 wéhle man 6 > 0 so,
dass |ug(y) — uo(zo)| < €, wenn |y — zo| < 6 fiir y € R. Fiir [z — x| < § gilt

(fR\Ilzl):
ut, ) — up(0)| = | / U(t,x — y)(uoly) — uo(zo)dy]
W(t,x — uo(y) — ug(zo)|d
s/BW) (1,2 — )| (uo(y) — uolwo)|dy

T / Utz — y)|(uoly) — wolzo)|dy
R\B(z0,d)

Dabei ist der erste Summand offensichtlich kleiner-gleich e. Aus |z — 20| < $ und
ly — x| > 6, folgt |y — x| > 1|y — x| Es folgt:

[ W) - wlw)idy < 2l [ Wty
R\ B(z0,5) R\B(z0,5)
C (2=y)?
< — e at dy
Vt Jr\B(w0.6)
C (y=20)?
< — e~ 16t dy
Vi JR\B(20.9)
2C [ _,2
= — e wtdr — 0 fiir t (O
vt Js
Woraus fiir ¢, |z — x| klein genug die Behauptung folgt. O

Definition 36. FEine Funktion f : R — R heif$t durch ein Polynom beschrankt,
wenn

In € Ny, ag,...,a, ER: [f(z)| < an2" + ... + @12 +ap Vz € R.

Hier sei bemerkt, dass die Bedingungen an ug im Satz auch abgeschwécht werden
konnen, so muss die Randfunktion nicht beschriankt sein: Es geniigt, wenn sie
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durch ein Polynom beschriankt ist. Um dies zu sehen betrachte man die letzte
Abschétzung in obigem Beweis:

lim U(t,r —y)|(uo(y) — uo(wo)|dy
N0 R\ B(a0,6)

1 (e—y)?
= lim e 2 |(uo(y) — uo(zo)|dy
(A1) R\B(z0,8) V 47t
1 _s?
< lim e~ Tt [(uo(y) — uo(zo)|dy

~ INO JR\B(xo,6) V4Tt

) 1 ,l(y*IO)2

=lim 2. ———e 2\ vt |(Uo(y) - U0($0)|dy
N0 JR\B(x0,0) 2m - (8t)

<lim ?(y, o, 8t) - pu(y)dy
N0 SR\ B(20,0)

=0

Hierbei ist ¢ die Dichte einer Normalverteilung und p,, ein Polynom vom Grad
n. Da die Exponentialfunktion schneller steigt als jedes Polynom, ist fiir jedes
feste t > 0 das Integral beschrankt und fiir ¢ klein ,,sammelt sich die Masse® des
Integranden um =z, da die Varianz der Normalverteilung gegen 0 geht. In einer
Umgebung von xy wird jedoch nicht integriert.

Dies konnen wir nun benutzen um die Black-Scholes-Gleichung zu 16sen.

Satz 37. Die Losungen der Black-Scholes-Gleichung fiir européische Call- und
Putoptionen sind
Vear(t, S) = S®(a) — Ke """ (b)

und
Veu(t,S) = S(®(a) — 1) — Ke "T=D(d(b) — 1),
wobei ( )
n(£)+ (r+%)(T—1)
= b=a—oVT —t
¢ T —1 T ane
und

z 1 52
O(x) = / \/ﬂe_Tds

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung A(0,1) ist.

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir die Black-Scholes-Gleichung (BS-Gl.) in die
uns nun bekannte Wiarmeleitungsgleichung iiberfithren. Dies geschieht in zwei

Schritten. Sei V' die Losung der Black-Scholes-Gleichung auf [0, 7. Mit der Va-

riablentransformation = In2 und 7 = @ ist mit v(1,z) = @ und
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K’::F
v, (T, 2) = 2(‘/25,5) 2t
T ot K or
5 (1) 2 (s )
ot K or o?
9 (V(t.5) 2
= (Tx) ()
_ 3075?55 (¢, ) —TV(t S) +rS9L(t, S)
o2
2
- <S2ZS2 (1,5) ~ KV(1.9) + KDt S))

0 (0v Ox ov Ox
f— 2_ —_— —— _
=55 <8x as) KUt RS <8x as)

o (ov 1 ov 1
e 2_ —_— e — —_— — J—
=555 (ax s) w RS (8:70 S)

Wir koénnen also schreiben
Uy — Vze + (1 — K)v, + KU = 0.
Im zweiten Schritt setze man
u(T, x) == e%(“_l)“i("“)%v(ﬂ x).
Mit E := e2(==Deti(+D%T it dann
(7, 2) = Bvo(r,2) + E - le(n +1)20(r, 2)
und

0 1
e —(E - vy(r,x) + E - 2(/{ — Do(r,x))

1
=F vg(r,z)+ E - 5(%; — Vv, (T, 2)

Uge (T, T) =

1 1
+E-§(l-€—1)v$(7',x)+E-Z

sieche BS-GI.

(k — 1)%0(r, ).
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Nun berechnet man, dass

U (T, @) — Uy (T, ) = Bv,(1,2) + E - i(/{ + 1)%0(r, 7)
C(B-v(r2) + E- %m ~ Duu(r,2)

VB %(H —)uu(r2) + E - i(m —1)2u(r, )

= E(v (7, 2) — Ugee(7,2) — (K — D)0, (T, 2)

+o(r ) (5 + 17 = (5= 1))

= E(v,(7,2) — Ve (7, ) + (1 — K)vg (7, ) + K0(T, 2))
—FE-0
=0.

Jetzt konnen wir also V' (¢, .S) durch u(7, z) ausdriicken:

et V(G S)
K
= V(t, S) = Ku(7-7 x)eé(l_“)x—i(n-&-l)%—

u(r,x) = e2("=1)

_ (175)2

1 1 1 2
=K e” 1 ug(s)ds ezImRrmale )
/R VarT ol®)

Im Folgenden wollen wir eine européische Calloption betrachten. Es gilt fiir ¢t = T

Vee = (S — K)*t
Somit gilt fiir 7 = 0:
S—K)*
Vo = % und
(S — K)+ Lk—1)z < atly ’“x)+
= 2 — 2 — 2
o () K e e e
Es gilt:
z+r(T—t)+71 z+r(T—t)—71
a = , =
V2T Vor
und fir u(r, z) = [ ﬁe*%uo(s)ds mit der Substitution y = &=*="C-0=1),
welche impliziert, dass dy = \/%ds, erhalt man
—t)+1 2
y+7(T\/%+ )

u(r,x) = \/%7 /_Z w(V2ry + x4+ r(T —t)+7)e” 2 dy
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mit

ug(V2ry+ax+r(T —t)+71) = <eHTH(‘/§y+””+"(T_t)+T) —e“T_l(\/Zy“”(T—tHT)) '

)i 1 k=1 +
Vee(t, S) S (Verytatr(T—t)+7) _ GT(x/ﬁy+x+r(T—t)+T)>
\/ 27T
( T(T t)+7')
. e_idy . 6%(1—/@)90—%(;@—}-1)27

— K / ”+1(\/§y+x+r(T t+7) _ e%(\/ﬂy+x+r(T*t)+T))

V2r

2 r(T—t)+T r(T—t)+1
R dy - e31-Ra=k s+
- T — T 2
_ K/ SH (Vory+a+r(T—t)+7) .= y- T I o3 (=m)z—L(s+1)>r
e(y)dy
T‘ — T T — 7'2
B K/ 2L (Varytatr(T—t)+7) = y LEtET_ (HToh4) o3 1—r)a—t(xt1)>r
e(y)dy
T T _ 2
_ K/ ”*1 V2or— (T\ﬁtH ) = 1(x+r(T7t)+T)*‘(T(T 4?+T) +%(1*H)x*%(”+1)27
e(y)dy
o0 — T
K / VD) (5 Va1
—a+V27

L (g (T—t)r)— CEDED L1 (1 yp L (e)?r
p(y —V27)dy
_ K/ yO x+0 )dy

"— T—t)+1
- K e¥ 0™V 2r(5 V- = \/27) )
—a+V2T1
2
B (g (T—t) ) =TI L L)L (e 1)27 |7

- €

- €

=5 / p(y)dy — Ke " / e(y)dy

—b

/a p(y)dy — Ke "0 /b p(y)dy

—0 —00
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Fiir den européischen Put verwendet man die Put-Call-Paritat (Satz 3), also gilt
Vpe(t, S) = Veo(t, S) — S + Ker®1)
= S®(a) — Ke " T D®(b) — S + Ke't=T)
= S(®(a) — 1) — Ke"=D(D(b) — 1).

5.3 Hedging

Nun kénnen wir in jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] den Wert V' (¢) explizit und leichter
als im Binomialmodell berechnen. Zudem erhalten wir aus der Herleitung der
Black-Scholes-Gleichung eine Hedginganweisung: A(¢, S(t)) = 9% (¢, S(t)), welche
wir auch explizit angeben konnen, wie uns der néchste Satz zeigen wird. Dabei
ist zu beachten, dass V(7T') in S = K nicht differenzierbar ist. Fir alle 0 <e < T

ist V(T — ¢) jedoch differenzierbar.

Lemma 38. Es gilt:
S®'(a) — e "TVKP (b) =0

22
Beweis. Es ist ®(z) = [* ﬁe’7d$ und &' (z) = p(x) = e 7.

27
Also ist ®'(a) = ﬁe‘éf und ¢’ (b) = \/%76_%2
Mit b=a —ovT —tist
1 1,2 1 1,2
S¥'(a) —e T IEKY (b)) =S - ——=e 2% —e TR . ——e72"
(a) (b) o o

Da \/Lz? 20 und e 27" £ 0 ist

S (a) — e "TVKD () =04 (x) =0
o 9= 6—T(T—t)K . eao\/T—t . 6—%02(T—t)

S (ratyT—
Wegen a = an+((T\Z%3(T Dyund S =K - e % ist

T S )T —t) | k(T 1)

efr(Tft)K . eaom . e*%UQ(T*t)
_ G Tt r(T=t) | G (T=) | =% (T—1)

=5
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Satz 39. Fiir den europiischen Call gilt
A(t,S(t)) = ®(a)
und fiir den européischen Put
A(t,S(t)) = ®(a) — 1.
Beweis. Fiir den Call gilt
Vee(t,S) = S®(a) — Ke " T=Dd(b).
Die Funktion Vi, (t, S) nach S abgeleitet ist

Oa )
oS 85’

=2(a) + a\q)/;a) t ~ Kt SU\/I;?) t

R )]

Wegen Lemma 38 ist der Term in der Klammer gleich null und somit bleibt

ACe<t7 S) = d)(a)

Ace(t, S) =P(a) + SV (a)=—= — Ke " TV (b

Analog gilt fiir den Put mit
VPe(t? S) = S(CI)(CL) o 1) - KeiT(Tit)«I)(b) - 1)7
dass

Ape(t, 8) =(@(a) — 1) + S¥'(a )3—5 - KeTn 0 (b )gg
B 1 "(a) — KTt m
_(®(a)—1)+—am(@() Ke™ S )

=®(a) — 1.

7

]

Die zweite Hedgingvariable § erhalten wir aus der Selbstfinanzierungsbedingung.
Um nun aber hedgen zu kénnen miissen wir das Zeitintervall diskretisieren, da
man in der Realitdt bzw. bei der Simulation mit dem Rechner nicht in jedem Zeit-

punkt umschichten kann. Wir wahlen daher ein dquidistantes Zeitgitter t, . . .

)tN

mit to = 0 und ¢t = T und sind damit befdhigt zu hedgen, also nachfolgenden

Algorithmus anzugeben:
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Typ <- 0
# 0 = Call, 1 = Put

r <- 0.05
sigma <- 0.3
T <- 15

S_0 <- 80
B_0 <- 80
#r > -1

# sigma, T, S_0, B_O > O
beta_0 <- 1

# beta_0 >= 0

tau <- 0.1

# tau > 0, sodass T = taux*xN
K <- 100

# Zeitgitter
N <- T/tau
# Achtung! Indexverschiebung

if (floor(N)==N) {

N

} else {
’Nynichty,ganzzahlig.’
}

[1] 150

+ + + + VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

t <- seq(from=0, to=T, by=tau)
# Erzeugung des Kurses und des Bondes

S <- rep(0,N+1)

S[1] <- S_0

W <- rep(0,N+1)

DeltaW <- rnorm(N,O0,sqrt(tau))
B <- rep(0,N+1)

B[1] <- B_O

V VV V V V V V V V V V.YV

# Klammern ganz wichtig! 2:N+1 heisst 3:(N+1)




5.3. HEDGING

for (i in 2:(N+1)) {

Wli]l <- W[i-1] + DeltaW[i-1]

S[i] <- S_Oxexp((r-sigma~2/2)*t[i]+sigma*W[i])
B[i] <- B_Ox*exp(r*t[i])

}

# Berechnung der Optionspeise und
# der Hedgingstrategie Delta

V <- rep(0,N+1)
Delta <- rep(0,N+1)

for (i in 1:(N+1)) A

a <- (log(S[il/K)+(r+sigma~2/2)*(T-t[i]))/
(sigma*sqrt (T-t[i]))

b <- a-sigmax*sqrt(T-t[il])

if (Typ==0) {

Deltal[i] <- pnorm(a)

V[i] <- S[i]*pnorm(a)-K*xexp(-r*(T-t[i]))*pnorm(b)
} else {

Deltal[i] <- pnorm(a)-1

V[i] <- S[il*(pnorm(a)-1)-K*xexp(-r*(T-t[i]))*
(pnorm(b)-1)

}

}

# Berechnung des Hedging-Portfolios und
Berechnung von beta ueber die Selbst-
# finanzierungsbedingung

=+

beta <- rep(0,N+1)

beta[1] <- beta_0

Pi <- rep(0,N+1)

Pi[1] <- -V[1]+Delta[1]*S[1]+beta[1]*B[1]

for (i in 2:(N+1)) {

Pi[i] <- -V[il+Deltal[i-1]1*S[il+betali-1]1*B[i]
betal[i] <- (Pi[i]+V[i]-Delta[i]l*S[i])/BI[i]

+

# Andere Plots zum Ueberpruefen

VVVYV + ++VVVVVVVVVYVYV+ ++++4+++++++V VVVVVVVYV + + + + vV

#plot (S,type="1")
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#lines (B, type="1",1ty=2)
#plot (V,type="1")

#plot (Delta,type="1")
#lines (beta,type="1",1ty=2)

# Festverzinsliches Wachstum zum Vergleich

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> Bank <- rep(0,N+1)
> Bank [1] <- Pi[1]

> for (i in 2:(N+1)) {
+ Bank[i] <- Bank[1]*exp(r*xt[il])
+

>

>

>

>

>

+

>

>

+

>

>

}
# Plot

oldpar <- par(mfrow=c(2,1))

plot (t,Pi,type="1",xlab="Zeit",
ylab="Portfolio, (solid), Bank,,(dashed)")
lines (t,Bank,type="1",1ty=2)
plot(t,S,type="1",
xlab="Zeit",ylab="Kurs")

par (oldpar)
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Abbildung 5.1: Portfolioentwicklung beim Hedgen im Vergleich zur Entwicklung
des Bonds

Wie wir sehen konnen, wichst das Portfolio in etwa wie die Bank, was ja, wie
wir uns schon iiberlegt haben, sinnvoll ist, da wir das Risiko weghedgen und das
Geld, das nicht fiir die Hedgingstrategie bendtigt wird, auf dem Bankkonto liegt.
Die geringen Abweichungen lassen sich durch das zeitdiskrete Hedging erkléren,
wo die Information, mit der gehedget wird, immer um einen Zeitschritt veraltet
ist und somit nicht ganz stimmt. Im néchsten Abschnitt werden wir nun dieses
Programm so abédndern, dass unser Phénomen wieder zu beobachten sein wird.

5.4 Die Simulation des Phinomens
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Typ <- 0
# 0 = Call, 1 = Put

r <- 0.05
sigma <- 0.3
T <- 15

S_0 <- 80
B_0 <- 80
#r > -1

# sigma, T, S_0, B_O > O
beta_0 <- 1

# beta_0 >= 0

tau <- 0.1

# tau > 0, sodass T = taux*xN
K <- 100

# Zeitgitter
N <- T/tau
# Achtung! Indexverschiebung

if (floor(N)==N) {

N

} else {
’Nynichty,ganzzahlig.’
}

[1] 150

+ + + + VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

t <- seq(from=0, to=T, by=tau)

# Wiener Prozess, geometrische brownsche Bewegung,
# Bond

S <- rep(0,N+1)

S[1] <- S_0

W <- rep(0,N+1)

DeltaW <- rnorm(N,O0,sqrt(tau))
B <- rep(0,N+1)

B[1] <- B_O

V VV V V V V V V V V V.YV




5.4. DIE SIMULATION DES PHANOMENS

for (i in 2:(N+1)) {

Wli]l <- W[i-1] + DeltaW[i-1]

S[i] <- S_Oxexp((r-sigma~2/2)*t[i]+sigma*W[i])
B[i] <- B_Ox*exp(r*t[i])

}

###

# Ploetzliche Kursaenderung
von <- b

bis <- 10

Fak <- 0.5

for (i in ((von/tau):(bis/tau))+1) A{
S[i] <- S[i]=*Fak

}

H##

# Optionspreise und Hedgingstrategie Delta

V <- rep(0,N+1)
Delta <- rep(0,N+1)

for (i in 1:(N+1)) {

a <- (log(S[il/K)+(r+sigma~2/2)*(T-t[i]))/
(sigma*sqrt (T-t[i]))

b <- a-sigmax*sqrt(T-t[il])

if (Typ==0) {

Deltal[i] <- pnorm(a)

V[i] <- S[i]*pnorm(a)-K*xexp(-r*(T-t[i]))*pnorm(b)
} else {

Deltal[i] <- pnorm(a)-1

V[i] <- S[il*(pnorm(a)-1)-Kxexp(-r*(T-t[i]))*
(pnorm(b)-1)

}

}

# Hedgingportfolio und beta

beta <- rep(0,N+1)

beta[1l] <- beta_0

Pi <- rep(0,N+1)

Pi[1] <- -V[1]+Delta[1]*S[1]+beta[1]*B[1]

VVVVVVVYV+ +++++++++++VVVVVV VYV ++V V VVVVVYV + + + + vV
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> for (i in 2:(N+1)) {

Pi[i] <- -V[i]+Deltal[i-1]1*S[i]l+betal[i-1]*B[1i]
betal[i] <- (Pi[i]+V[i]l-Deltal[il*S[i])/BI[il]

}

# Andere Plots zum Ueberpruefen

#plot (S,type="1")
#lines (B, type="1",1ty=2)

#plot (V,type="1")

#plot (Delta,type="1")
#lines (beta,type="1",1ty=2)

# Festverzinsliches Geldanlegen

Bank <- rep(0,N+1)

Bank [1] <- Pil[1]

for (i in 2:(N+1)) A

Bank [i] <- Bank[1]*exp(r*t[i])
}

# Plot

oldpar <- par(mfrow=c(2,1))

plot (t,Pi,type="1",xlab="Zeit",
ylab="Portfolio (solid), Bank, (dashed)")
lines (t,Bank,type="1",1ty=2)
plot(t,S,type="1",
xlab="Zeit",ylab="Kurs")

par (oldpar)

VV+VV+VVVVYV 4+ 4+VVVVVVVVVVVVVVVYV + + +
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Abbildung 5.2: Portfolioentwicklung beim Hedgen im Vergleich zur Entwicklung
des Bonds mit Kursspriingen bei ¢ =5 und ¢ = 10

Auch hier konnen wir den Abfall des Portfolios gut beobachten. Im néchsten
Kapitel werden wir der Ursache hierfiir analytisch auf den Grund gehen.
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Kapitel 6

Analytische Losung

Zur Analyse dieses Phdnomens gehen wir analog zu Abschnitt 2.4 vor, in dem wir
fiir den Ein-Perioden-Binomialmarkt das Problem ja schon durchdrungen haben.
Da uns — wie beim Losungsversuch im Binomialbaum — nur die Periode interes-
siert, in der die plotzliche Kursdnderung passiert, greifen wir uns eine beliebige
Periode t; > 0 heraus und untersuchen die Abhéngigkeit des Hedgingportfoli-
os von dem zukiinftigen Kurswert. Wir befinden uns also zum Zeitpunkt ¢; mit
Kurswert S;, Optionswert V; und Bankkonto B;. Versetzen wir uns nun in die
Lage einer Verkauferin einer solchen Option, die sich nach Black-Scholes hedged,
das heif3t, sie hilt das Portfolio

I; = =Vi+ A;S; + BiBi,
wobei S; und alle anderen Groflen fiir ¢; bekannt sind. Zum Zeitpunkt ¢;,; hat sie
i1 = —Vigr + AiSi1 + BiBiga

mit unbekanntem S;,; und von ebendiesem abhidngendem V;.;. Im Folgenden
muss zwischen Put und Call unterschieden werden; wollen wir zuerst den Call
diskutieren.

Veau(tivt, Sit1) = Sit1P(aiq1) — Ke_T(T_t”l)(D(biH)

und
Acau(tivr, Siv1) = @(aiy1)
wobei
In SZ“) + (r—l— ‘7—2> (T —ti1)
K 2 i+l
(i1 = VT =Ty , bign = a1 — o/ T —tin
und
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Zusammengefasst gilt also (fiir den européischen Call):

I = —(Si1P(ait1) — Ke_T(T_t”l)(I)(biH)) + A;Siy1 + BiBina

Wir wollen uns diese Funktion mit Werten des Programmes aus Abschnitt 5.3

betrachten. Dazu dndern wir besagtes Programm wie folgt ab:

r <- 0.05

sigma <- 0.3

T <- 15

S_0 <- 80

B_0 <- 80

# r, sigma, T, S_0, B_O0O > O
beta_0 <- 1

# beta_0 >= 0

tau <- 0.1

# tau > 0, sodass T = taux*xN
K <- 50

N <- T/tau
# Achtung! Indexverschiebung

# Zeitgitter , Wiener Prozess, brownsche Bewegung
und Bond

t <- seq(from=0, to=T, by=tau)
S <- rep(0,N+1)

S[1] <- sS_0

W <- rep(0,N+1)

DeltaW <- rnorm(N,O0,sqrt(tau))
B <- rep(0,N+1)

B[1] <- B_O

# Klammern ganz wichtig! 2:N+1 heisst 3:(N+1)
for (i in 2:(N+1)) {

W[i] <- W[i-1] + DeltaW[i-1]

S[i] <- S_O*xexp((r-sigma~2/2)*t[i]+sigma*W[i])
B[i] <- B_Ox*exp(r*t[i])

}

#H#
# Ploetzliche Kursaenderung

VVYV+ 4+ ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYVYV
H




VvV VVVVVVVVYV + ++VVVVVVVVYV++++++V IV VVVVVYV + + YV VYV VYV

von <- 5
bis <- 10

Fak <- 0.5

for (i in ((von/tau):(bis/tau))+1) {
S[i] <- S[i]=*Fak

+

#H##

# Option und Hedging

V <- rep(0,N+1)
Delta <- rep(0,N+1)

for (i in 1:(N+1)) A

a <- (log(s[il/K)
+(r+sigma”2/2)*(T-t[i]))/(sigma*sqrt (T-t[i]))

b <- a-sigmax*sqrt(T-t[il])

Deltal[i] <- pnorm(a)

V[i] <- S[i]*pnorm(a)-K*xexp(-r*(T-t[i]))*pnorm(b)
}

# Selbstfinanzierung

beta <- rep(0,N+1)

beta[1l] <- beta_0

Pi <- rep(0,N+1)

Pi[1] <- -V[1]+Delta[1]*S[1]+betal[1]*B[1]

for (i in 2:(N+1)) {

Pi[i] <- -V[i]+Deltal[i-1]*S[il+betal[i-1]*B[i]
betal[i] <- (Pi[i]+V[il-Deltal[il*S[i]l)/BI[i]

+

tl <- bis

# Abhaengigkeit von Pi(i+1) von S(i+1)

# Entwicklung von tl nach tl+tau wird untersucht
# Beispielsweise wird bei der Wahl tl=bis der 2.

# und bei tl=von-tau der 1. Sprung betrachtet

t2 <- tl+tau

89
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Ne}
e}

Deltal <- Deltal[tl/tau+1]
betal <- betal[tl/tau+1]
B2 <- B[t2/tau+1]

limu <- 100
limo <- 2500

Pi2 <- rep(0,(limo-limu)+1)
S2 <- rep(0,(limo-limu)+1)
Pil <- Pi[t1/tau+1]

S1 <- S[t1/tau+1]

for (s in (limu:limo)/10) {

a2 <- (log(s/K)
+(r+sigma~2/2)*(T-t2))/(sigma*sqrt(T-t2))

b2 <- a2 - sigmax*sqrt(T-t2)

Pi2[s*10+1-1imu] <- -(s*pnorm(a2,0,1)
-K*xexp(-r*(T-t2))*pnorm(b2,0,1))+Deltal*s+betal*B2
S2[s*10+1-1imu] <- s

}

plot (S2,Pi2,type="1",xlab="S_{i+1}",ylab="Pi_{i+1}")
lines(c(limu/10,1imo/10),c(Pil1l,Pil1))
lines(c(S1,S1),c(0,max(c(max(Pi2),Pil1))))

VVVVYV 4+ ++++ 4+ +V VVVVVVV VYV VVYV

Dieses Programm liefert uns zum Beispiel folgendes Bild:
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Abbildung 6.1: Abhéngigkeit zwischen II;,; und S;,;, wobei S; und II; einge-
zeichnet sind

Wie man erkennt, ist das Intervall fiir S;;, in dem I, ; steigt, relativ klein und
die Gewinne sind beschrankt. Das bedeutet, dass eine grofie Verdinderung von S
viel eher zu (grofien) Portfolioverlusten fiihrt, als eine kleine.

Damit der Leser sich den Verlauf der in die Berechnung des Portfolios eingehenden
Groflen besser vorstellen kann, sind diese im Folgenden grafisch dargestellt.
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Abbildung 6.2: Abhéngigkeit zwischen V;,; (oben), a;1; und b; 11 (Mitte) sowie
®(a;41) und P(b;41) (unten) und S;yq

Wir wollen uns nun iiberlegen, fiir welches S; 1 das Portfolio II;;; maximal wird.
Dazu betrachten wir:

iy = =Viga + A Sip + BiBia

und

a1_[i+1
— Ais + AL
3Si+1 1+1 + 4

A kann als Funktion von R nach R aufgefasst werden und ist fiir den eu-
ropéischen Call (und Put) streng monoton, da ®(In(-)) streng monoton ist.
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Ol
m = —A(Sit1) +A(S),
P44
— _T(S.
852+1 (Sl+1)7

wobei I' eine der in der Finanzliteratur als ,,Griechen® bezeichneten Kennzahlen
ist und im Falle des europiischen Calls zu

P(ai1)
Sit1VT —tiqa

F(SZ'+1) = >0

berechnet werden kann. Hieraus folgt, dass die betrachtete Ableitung maximal
eine Nullstelle hat, wobei sich eine offensichtlich bei S;11 = 5; befindet, was be-
deutet, dass II;,; dort ein Maximum hat.

Im néchsten Schritt wollen wir den maximalen Portfoliogewinn berechnen:

Il'l&XJr Hi+1 - Hl = max+ Hi+1(Si+1) - Hz
S¢+1€RO S¢+1ERO

=111 (S;) — I

=—Vi+AS; +1Le"" + Ve — A S;e'm =1,
= Vil =)+ SiA(1— ) — (1 — e
=(1—e™)(=V; + S;A; — 1)

=(1— ") (=A:B)

=Bi(Bir1 — Bj).

Das heifit, dass das Portfolio maximal an Wert gewinnt, wenn der Kurs konstant
bleibt, und der maximale Gewinn entspricht dem Gewinn auf dem Bankkonto.
Dies steht jedoch in keinem Widerspruch dazu, dass das Portfolio Gewinn ge-
geniiber dem Bond machen kann (siehe Seite 6), da ,der Bond“ immer einem
Anteil von 1 entspricht, im Hedgingportfolio dieser jedoch hoher sein kann. Falls
B; negativ ist, macht das Hedgingportfolio immer Verlust.!

Fiir einen Put erhilt man beispielsweise folgendes (analoges) Bild,

'Hier sei immer ein ,echter Zinssatz r > 0 angenommen.
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Abbildung 6.3: Abhéngigkeit zwischen II;;; und S;;;, wobei S; und II; einge-
zeichnet sind.

wobei die Rechnungen weitestgehend denen des Calls entsprechen. Es dndert sich

Veut(tiv1, Siv1) = Sit1(P(airr) — 1) — Ke_T(T_ti“)(q)(biH) - 1)

und

Apu(tivt, Sit1) = P(as1) — 1;
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P(ait1)

T(S;y) =
(Si1) SitiVT —tiq

bleibt gleich.

Zeitgitter Im Moment ist die Frage, wie die Feinheit 7 des Zeitgitters eingeht,
noch unbeantwortet. Die Funktionen, die die Abhéngigkeit zwischen II;,; und
S;11 ausdriicken, bleiben grundsitzlich die gleichen. Was sich jedoch &ndert, ist
die Verteilung von S;.1. Wenn wir uns im Zeitpunkt ¢ befinden sind alle Werte
bis zum Zeitpunkt ¢ bekannt und deterministisch. Es gilt:

S,L- fy Soe(uféaz)ti*FUW(ti)

Weiter ist:
Sip1 = Soe(“ tiv1+oW (tivr)

— Soe(“

= S()G(M_’ 2)ti+0’W(ti) . e(u_%UQ)T‘FO'AW(i—Fl)

1(7

2

302) (titT)+o (W (t:)+AW (i+1))
1

2

— G307 THoAW (i+1)

Man sieht, dass nur AW (i + 1) ~ N(0,7) stochastisch ist. Die Zufallsvariable
Si11 hat, gegeben, dass alle Werte bis zum Zeitpunkt ¢ deterministisch sind, den
Erwartungswert S;e#” und die Varianz 5362’”(6"27 —1). Es gibt also zwei verschie-
dene Fehler, die durch das zeitdiskrete Hedging entstehen: Einen systematischen
und einen zufélligen Fehler. Es folgt, dass fiir kleinere Zeitschritte 7 der Erwar-
tungswert ndher an der Maximalstelle S; liegt und die Varianz kleiner wird, also
zusammengefasst es haufiger vorkommt, dass II;,1 — I1; > 0 ist.

Diese theoretischen Uberlegungen sollen durch Simulation veranschaulicht wer-
den. Die folgende Abbildung zeigt die Entwicklung zweier Hedgingportfolios fiir
die gleiche Calloption, wobei das zugrundeliegende Zeitgitter unterschiedlich fein
gewdhlt wurde. Bei der Berechnung des Kurses wurden keine plétzlichen Spriinge
eingearbeitet.
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Abbildung 6.4: Hedging mit verschieden feinem Zeitgitter. Parameterwahlt: r =
0,05, 0 = 0,3, T = 10, Tfein, = 0,01, 74000 = 0,1, Sy = 80, K = 100, B, = 80,
fo=1

Man erkennt, dass die gepunktete Linie (Portfolio fein) ruhiger und n#her an
der gestrichelten (Bank) verlauft, als die durchgezogene (Portfolio grob). Beide
Portfolios entwickeln sich aber in etwa wie die Bank. In der néchsten Abbildung
wollen wir den Verlauf beider Portfolios bei einem Kursabfall von S betrachten.
Dabei fillt der Kurs in zehn Perioden in Folge um den Faktor 1\0/5, so dass er im
groben Zeitgitter plotzlich, also von einem Zeitschritt auf den ndchsten, um 50%



97

abfallt.
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Abbildung 6.5: Hedging mit verschieden feinem Zeitgitter und Kursabfall. Para-
meterwahlt: » = 0,05, ¢ = 0,3, T" = 10, Tfein = 0,01, 74 = 0,1, Sy = 80,
K =100, By =80, 5y =1
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Wie in der Grafik erkennbar fillt der Portfoliowert deutlich stéirker, wenn der
Kurs auf einmal abfillt, als wenn der Kurs peu a peu an Wert verliert. Bei einem
unstetigen Kursabfall bringt das Verfeinern des Zeitgitters keine Verbesserung,
bei einem stetigen Kursabfall konnen durch ein feineres Gitter grofle Spriinge in
viele kleine zerlegt und somit der Portfolioverlust vermindert werden.



Kapitel 7

Fazit und Interpretation

Wie wir sowohl im Ein- als auch im Mehr-Perioden-Modell sehen konnten, ist das
anfénglich gestellte Problem der Portfolioverluste bei plotzlichen Kursénderungen
beim Hedgen von Optionen kein unerklarliches Phénomen, sondern modellbe-
griindet. Im Mehr-Perioden-Modell wire es durchaus moéglich, dass ohne kiinstliches
Eingreifen in die Kursentwicklung grofie Spriinge auftreten und somit das Hed-
gingportfolio grofle Verluste erfahren wiirde. Dies ist jedoch auf Grund der soge-
nannten small tails der Normalverteilung sehr unwahrscheinlich.

Abgesehen von den Rechnungen im letzten Kapitel, die zeigen, dass (im Mehr-
Perioden-Modell) I1; 1 (S;41) fiir S;1 = S; maximal wird, ist dies auch sehr plau-
sibel, da die Emittentin einer Option A; und f; auf Grundlage des Kurses zum
Zeitpunkt t;, also fiir .5;, berechnet und somit ist es nicht weiter verwunderlich,
dass sich das Portfolio am besten entwickelt, wenn der neue Kurs tatséchlich dem,
mit dem gerechnet wurde, entspricht. Um dem Leser zu zeigen, dass es auch plau-
sibel ist, dass das Portfolio sowohl bei Kursanstiegen, als auch bei Kursabfillen,
falls diese geniigend grof§ sind, Wert verliert, sei im Folgenden V| also der Wert
der Option, grafisch dargestellt.
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Abbildung 7.1: Ve in Abhéngigkeit von S und ¢. Von ¢ = 0 (oben) dquidistant
bis t = T (unten).
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Abbildung 7.2: Vp,; in Abhéngigkeit von S und t. Von t = 0 (links-unten —
rechts-oben) dquidistant bis t = T" (links-oben — rechts-unten).

Da Acar € (0,1) und Ap, € (—1,0), kommt es, betrachtet man das Portfo-
lio =V + AS + B, prinzipiell zum selben Verhalten wie in Abschnitt 2.4. Die
Option V' steht immer mit dem Faktor 1 im Portfolio, allerdings ist |A| < 1.
Das heifit, bildlich gesprochen, besteht das Portfolio fiir einen Call aus einer
flach (flacher als die Winkelhalbierende) steigenden bzw. fiir den Put aus einer
flach fallenden Geraden und aus —V, einer Funktion die sich (S(T") — K)* bzw.
(K — S(T))* annéhert. Die entsprechenden Graphen gleichen schematisch denen
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aus Abschnitt 2.4.

Schlussbemerkungen Zur 6konomischen Interpretation bleibt mir nur, den
Gedanken meines Betreuers aufzufassen, dass einer der Griinde, warum Optionen
gekauft werden, die Risikominimierung beim Kéufer ist (siche Seite 10), dement-
sprechend erscheint es wohl plausibel, dass die Verkauferin einer solchen Option
mehr Risiko zu tragen hat.

Gundsétzlich sieht man jedoch sehr schon, dass, konnte die Emittentin einer Opti-
on kontinuierlich hedgen, das Portfolio risikofrei wére. Das heif3t, die Wertschwan-
kungen im Portfolio und das damit verbundene Risiko entstehen nur durch den
Informationsverzug beim Hedgen, woraus man fiir eine praktische Anwendung
lernen kann, dass moglichst feine Zeitgitter, was hohe Rechenleistung voraus-
setzt, der Risikominimierung bzw. -elimination sehr dienlich sind.

Als Anregung fiir praktische Umsetzungen und fiir weitere, zukiinftige Analysen
mochte ich hier noch eine Idee niederschreiben: Wie wir gesehen haben, entsteht
durch das zeitdiskrete Hedging ein systematischer und ein zufélliger Fehler bei der
Berechnung des Hedgingportfolios. Beide Fehler gehen gegen 0 wenn die Schritt-
weite im Zeitgitter gegen 0 geht. In praktischen Anwendungen kann jedoch nie
7 = 0 erreicht werden. Die sich hedgende Emittentin konnte jedoch bei ihrer
Berechnung des Hedgingportfolios zumindest den systematischen Fehler, der im
Mittel bekannt ist, einplanen. Das heifit, sie konnte A(¢) nicht auf Basis von S(t)
berechnen sondern auf Basis von S(t)e’™, dem erwarteten Wert von S(t + 7),
wenn bis zum Zeitpunkt ¢ alle Groflen deterministisch sind.
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Appendix

Die hier aufgefiihrten Definitionen und Sétze finden in der vorliegenden Arbeit
Anwendung und sollen dem Leser zum Nachschlagen dienen. Es wird dabei jedoch
weder auf Vollstéandigkeit der Sammlung noch auf etwaige Wichtigkeit der Sétze
und Definitionen geachtet, auch werden die Sétze im Allgemeinen nicht bewiesen.

Grundlagen
Definition 40 (Natiirliche Zahlen). N ={1,2,3,...}, Ny ={0,1,2,3,...}.

Definition 41. Fine Funktion h : R — R heifit global Lipschitzstetig falls es
eine Konstante L > 0 (die Lipschitzkonstante) gibt, so dass

|h(z1) — h(z2)| < L - |21 — 22
fur alle 1, x5 € R gilt.

Definition 42. Die Funktion

oo ’:Cn’
exp.R—ﬂR,xHZm
=0
heifit Exponentialfunktion. Weiter gilt: e = exp(1).

Satz 43. Es gilt: e = exp(z) Vo € R.

Konvergenz

Definition 44. FEine Folge von Zufallsvariablen Xy : 2 — R konvergiert im
Quadrat-Mittel-Sinn gegen eine Zufallsvariable X : Q — R, falls

lim E[|Xy — X|*] = 0.
N—o0
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Satz 45 (Satz von der Dominierten Konvergenz). Sei (2,4, P) ein MafBraum,
(fn)n eine Folge von messbaren Funktionen, die von §2 nach R U {oco} abbilden
und durch eine integrierbare Funktion g majorisiert sind. Aulerdem konvergiere
(fn)n fast iiberall gegen eine messbare Funktion f. Dann sind alle f, und f
integrierbar und es gilt:

Jim /\fn—f|dIP>:0

Gammafunktion

Definition 46 (Gammafunktion). Die Funktion I' : RT — R,

[(z) = / t" e tdt
0

heifft Gammafunktion.

Satz 47. Die Gammafunktion erfiillt die Funktionalgleichung
Fz+1) =2 -T'(z)

und es gilt:

und

Charakteristische Funktion Siche zum Beispiel [11] Kapitel 15.

Definition 48. Die charakteristische Funktion ¢x : R — C einer reellwertigen
Zufallsvariable X dber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) ist fir s € R
definiert als: A

px(s) =E[e™],
wobei i die imagindre Finheit ist.
Satz 49 (Charakteristische Funktion einer Gaufiverteilten Zufallsvariable). Fiir

eine Zufallsvariable X ~ A(u,0?) ist die charakteristische Funktion gegeben
durch:

IS — %0'282

px(s)=e

Satz 50 (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen). Wenn X und Y
Zufallsvariablen sind und fiir ihre charakteristischen Funktionen gilt

px(s) = py(s) Vs € R,
dann gilt X ~ Y, das heiffit X und Y haben die gleiche Verteilungsfunktion.
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Differentialgleichungen

Satz 51 (Kettenregel). Falls z(t) die Losung einer eindimensionalen, determi-
nistischen Differentialgleichung #(t) = f(¢,z(t)) ist, so ist y(t) = g(¢,x(t)) mit
g : R xR — R eine Losung der Differentialgleichung

3(t) = 290, w(t)) + 294, 2(0)) (2, 2(0)).

ot ox
Definition 52. Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
Pu(z,y) u(w,y) u(z,y)
a(z, ?/)W + b(z, y)am—@y + c(z, ?/)a—yQ
du(z,y) u(z,y) _
+d(w,y) = tele,y) =5 + f(z,y)ulz,y) =0

heifft parabolisch im Punkt (z,y), wenn gilt, dass

ot et = (45 y’)z.

FEine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung heifst parabolisch, wenn sie
in allen Punkten (x,y) parabolisch ist.

Funktionalanalysis

Definition 53 (Banachraum). Ein Banachraum ist ein vollstandiger normier-
ter Vektorraum. Das ist ein normierter Vektorraum, in dem alle Cauchyfolgen,
beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik, konvergieren.

Satz 54 (Trennende Hyperebenen). Sei C C R™ konvex, C nicht leer und 0 ¢ C.
Dann existiert n € R™ mit
n-x>0Veel,

drgeC: n-x9>0.
Falls inf,cc |2| > 0, dann existiert € R™ mit inf,ccn -2 > 0.

Beweis. Siehe [15] Theorem V. 4. O

Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 55. Das essentielle Supremum einer Zufallsvariablen X auf (€2, A, P)
ist definiert als
esssup e X = ir){f{)\ > X f s}

Definition 56. Fine Filtration ist eine Familie von o-Algebren (A)ier, so dass
fiir alle s <t e T gilt: Ay C A,
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Definition 57 (Messbarkeit einer reellwertigen Funktion). Sei (€2, A) ein Mess-
raum. Eine Funktion f: (Q, A) — (R, B(R)) heifit messbar, wenn

fH(B) € AVB € B(R).
Merksatz: ,,Urbilder messbarer Mengen sind messbar.“

Satz 58. Seien F und A o-Algebren iiber €2, f: (Q,F) — (R, B(R)) eine mess-
bare Funktion und es gilt:

FCA,
soist f: (2, A4) — (R, B(R)) ebenfalls messbar.
Beweis. Sei B € B(R). Es gilt:

f1(B)e FCA.

Bedingter Erwartungswert

Definition 59. Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen X auf ei-
nem Mafraum (2, A, P) beziiglich der Teil-o-Algebra F C A ist eine F-messbare
Zufallsvariable E[X|F], fir die fir alle A € F gilt, dass

E[14E[X|F]] = E[14X].

Lemma 60. Sei X eine F-messbare Zufallsvariable auf (£2,.4,P) mit F C A,
dann gilt:
EX|F]=X

Beweis. Laut Voraussetzung ist X JF-messbar. Weiter gilt offensichtlich fiir alle
Ae F:
E[14X] =E[14X]

Also erfiillt X alle Eigenschaften, die E[X|F] erfiillen muss. O

Satz 61 (Iterierte Erwartung — Turmeigenschaft). Sind G und F o-Algebren mit
GC FCAund X € £Y(Q, A, P), so gilt:

E[E[X|F)|g] = E[X|G) = E[E[X|G]|F] P-L. .

Beweis. Linkes Gleichheitszeichen: E[E[X|F]|G] ist G-messbar, da E[E[X|F]|G]
die bedingte Erwartung der Zufallsvariablen E[X|F] beziiglich G ist, und fiir alle
A € G gilt, dass, wegen G C F, auch A € F und deswegen:

E[LAE[E[X|F]|9]] = E[LE[X|F]] "€ E[14X].

Rechtes Gleichheitszeichen: Da E[X |G] G-messbar ist, ist E[X |G] auch F-messbar,
woraus die Behauptung mit Lemma 60 folgt. O
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R ist eine freie und fiir viele Plattformen verfiighare Programmiersprache. Sie ist
an S angelehnt und ein Teil des GNU-Projekts. R besitzt keine grafische Benut-
zeroberfliche und ist vielmehr eine interaktive Konsole mit der verschiedenste
Rechnungen erledigt werden konnen. Die Hauptanwendung von R ist jedoch die
Statistik und als Teil davon die Datendarstellung.

Im Folgenden sollen nur die wichtigsten und die in dieser Arbeit verwendeten Be-
fehle vorgestellt werden, wobei kein Wert auf Vollstindigkeit, sondern vielmehr
darauf gelegt wird, dem Leser ein Gefiihl fiir R zu vermitteln. Fiir tiefergehende
Fragen oder Fragen zur Installation verweise ich den Leser auf [13] und [14]. Die
Seite [10] kann ich als Einfithrung in R empfehlen.

Grundlagen R beherrscht neben den Standardoperationen +, -, *, /, ~die
gebréduchlichen Klammer- und Punkt-vor-Strich-Regeln. Die Funktionen log( ),
sin( ), sqrt( ), floor(), ... sind so belegt, wie man es intuitiv erwarten
wiirde und 7 ist mit pi verfiighar. Als Dezimalzeichen dient der Punkt. Eine
Variablenzuweisung erfolgt mit x <- 3 oder im Falle, dass ein Text zugewiesen
werden soll, mit x <- "abc". Die Ausgabe des Wertes einer Variablen a erfolgt
durch a, mit "a" wird der Buchstabe ,,a“ ausgegeben. Kommentare sind mit #
markiert, Vergleiche mit ==, >=, <=, >, <, I=

Vektoren und Matrizen Beliebige Zahlen, Texte, Variablen oder Vektoren
x1, x2, ... konnen mit c(x1,x2, ...) zu Vektoren zusammengefiigt werden.
rep(3,5) erzeugt einen Vektor der Lange 5, bei dem jede Komponente gleich
3 ist, seq(2,7,0.5) erzeugt den Vektor (2;2,5;3;...;7), 2:7 erstellt eine Se-
quenz von 2 bis 7 ((2;3;...;7)). Die Ansprache (sowohl zum Lesen, als auch
zum Schreiben) einzelner Komponenten erfolgt mit a[k], wobei hier auf die k-te
Komponente des Vektors a zugeriffen wird. Mit max(a) bzw. min(a) erhélt man
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den grofiten bzw. kleinsten Eintrag des Vektors. sum() berechnet die Summe der
Komponenten eines Vektors, cumsum() erzeugt einen Vektor mit den Zwischen-
summen der Eintrage.

Der Befehl A <- matrix(4,M,N) schreibt auf A eine M x N-Matrix, die nur
4er enthalt; fiir einen Vektor a der Lénge 12 erhélt man mit matrix(a,4,3) die
4 x 3-Matrix, in die spaltenweise die Eintrége des Vektors a geschrieben sind. Die
Ansprache einzelner Komponenten erfolgt beispielsweise mit A[3,2]; mit A[3,]
erhilt man die 3. Zeile, mit A[2 : 4,1 : 2] die entsprechende Untermatrix. Matrix-
multiplikation erhélt man mit %*%, die Transponierte der Matrix A mit t (A).

Lineare Gleichungssysteme Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit ent-
sprechenden Vektoren b und x und der Matrix A wird mit solve(A,b) gelost.
solve(A) berechnet die Inverse zu A (A™1).

Schleifen und Bedingungen Mit for (i in 1:N) { wird eine Schleife eroff-
net, die fiir alle i € {1,..., N} berechnet wird; die Schleife wird mit } beendet.

Eine Bedingung (Abfrage) wird mit if ( begonnen, anschlieend kommt die ei-
gentliche Bedingung, also zum Beispiel i == 5, worauf nach ) { der Programm-
teil, der nur berechnet werden soll, falls die Bedingung erfiillt ist, folgt. Dieser
wird mit } beendet. AnschlieBend kann mit else { der sonst-Fall aufgeschrieben
werden, der auch mit } beendet wird.

Verteilungen und Zufallszahlen In R sind fiir die meisten géngigen Ver-
teilungen die Dichte, die Verteilungsfunktion, die Quantilsfunktion, ... vorhan-
den. dnorm(a,mu,sigma) berechnet den Wert der Dichte der Normalverteilung
mit Mittelwert p und Standardabweichung ¢ am Punkt a, pnorm(a,mu,sigma)
den entsprechenden Wert der Verteilungsfunktion. Mit rnorm(N,5,3) erhélt man
einen Vektor mit N unabhiingig gezogenen Zufallszahlen aus NV(5,9). Lisst man
die hinteren beiden Argumente weg, wird die Standardnormalverteilung zugrun-
degelegt.

Andere Verteilungen sind zum Beispiel binom (Binomialverteilung) oder chisq
(x2-Verteilung), die wieder mit vorangestelltem d, p, . . . verwendet werden kénnen.
rbinom(5,10,0.2) zieht 5 zuféllige Zahlen aus einer Binomialverteilung mit
p=20,2 und n = 10.
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Plot Mit plot() werden zwei gleich lange Vektoren gegeneinander geplottet,
wobei mit verschiedenen optionalen Argumenten der Typ, die Farbe, die Beschrif-
tung, die Grofe, ... gedndert werden konnen. So wird zum Beispiel mit type="1"
der Typ von der fiir Scatterplots iiblichen Kreischendarstellung in eine Linie, wie
man sie standardméfig fiir Graphen verwendet, gefindert. lines() fiigt einem
bestehenden Plot weitere Linien hinzu und oldpar erméglicht es, mehrere Plots
in eine Zeichnung zu setzen.

Hilfe Fiir alle Befehle kann man mit zum Beispiel ?plot sich diesen erkléren
lassen und vor allem die moglichen Argumente nachschlagen.
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