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Vorwort und Notation

In dieser Arbeit wird das aus Verdffentlichungen zur Input-to-State Stabilitét (z.B. [26],
[27] und [29]) bekannte Konzept der Stability Margins untersucht. Fiir Kontrollsysteme
mit vorgegebener Struktur wird versucht, den Begriff der Stability Margins dahingehend
anzupassen, dass sich in dieser die Struktur des Systems widerspiegelt. Untersucht wird
dabei insbesondere die Frage, in welchem Verhéltnis die Existenz einer angepassten Sta-
bility Margin zu Input-to-State Stabilitéit steht und ob die bestehende Aquivalenzaussage
fiir ,normale“ Stability Margins erhalten bleibt. Die Arbeit ist dabei wie folgt unter-
teilt: Kapitel 1 wiederholt zunéchst wichtige Grundlagen zu Differentialgleichungen und
Kontrollsystemen, bevor in den Kapiteln 2 bis 4 ausfiihrlich die Input-to-State Stabi-
litdt behandelt wird. An die Definition und einige zentrale Aussagen iiber diesen Stabi-
litdtsbegriff in Kapitel 2 schliefit sich mit Kapitel 3 eine kurze Zusammenfassung ver-
wandter Stabilitdtsbegriffe an, bevor in Kapitel 4 wichtige Anwendungen der Input-to-
State Stabilitéit untersucht werden. In den Abschnitten 5 und 6 wird dann das Hauptziel
der Arbeit verfolgt und es werden zwei unterschiedliche Ansétze vorgestellt, wie man
die Systemstruktur in die Stability Margins integrieren kann. Abschliefend werden in
Kapitel 7 die zu diesen Anséitzen bewiesenen Aussagen zusammengefasst.

Bevor wir mit der Wiederholung der wichtigsten Aussagen {iber Differentialgleichungen
beginnen, wollen wir noch den Teil der in dieser Arbeit verwendeten Notation erkléren,
der eventuell unklar ist. Als Norm wird, sofern nicht explizit anders angegeben, die
Maximumsnorm verwendet. Fiir einen Vektor x € R ist also

]l := [l = max {|zi[}

e

und fiir eine Matrix M € R™*™ sei ||A]| die durch obige Vektornorm induzierte Ma-
trixnorm

| A% | 0o
Al :=]|A = max .

Fiir eine messbare Funktion f : R(J{ — R"™, die auflerhalb von Nullmengen beschrinkt
ist, sei

1= [ flloo = esssup [|f(#)]]oo
t>0

das wesentliche Supremum dieser Funktion. Wird die Norm einer solchen Funktion nur
auf einem bestimmten Intervall [s;, so| betrachtet, wird

[ fis1,501 [l := esssup [[£(#)]] oo

tE[Sl,SQ]

geschrieben. Zudem wird fiir Vektoren x,y € R™ die Notation z < y verwendet. Damit
ist gemeint, dass die Ungleichung komponentenweise erfiillt ist. Es gilt also

x<uyfirz,yeR" & <y Vi=1,...,n



In Kapitel 6 wird auflerdem fiir einen Vektor x € R"™ die Notation x; __j fiir ein k €
{1,...,n} verwendet. Damit ist gemeint, dass die ersten k Eintréige des Vektor betrachtet
werden. Das heif3t
1
L1,. k=

T

Insbesondere ist damit 1 1 = x1 und x1__, = .



1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

1. Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

In der Kontrolltheorie beschéftigt man sich mit Differentialgleichungen, die zusétzlich
von einem Parameter u(t) € R abhingen. Diesen Parameter kann man entweder als
bewusste Steuerung des Systems interpretieren oder als eine Stérung, die von auflen auf
das System einwirkt. Im ersten Fall beschéftigt man sich vor allem mit der Frage, ob
sich eine Kontrollfunktion w(t) finden lidsst, durch die ein bestimmter Zustand x* € R"
erreicht bzw. stabilisiert wird. Im zweiten Fall ist vor allem interessant, wie stark die
Storung u(t) sein darf, ohne ein stabiles System aus dem Gleichgewicht zu bringen. Um
diesen Unterschied bereits in der Notation anzudeuten, wird dann héufig u(t) durch
d(t) ersetzt. Doch bevor wir uns mit Kontrollsystemen beschiftigen, miissen wir einige
wichtige Begriffe fiir Differentialgleichungen wiederholen.

1.1. Grundbegriffe fiir Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erster Ordnung werden durch Gleichungen der Form

o(t) = f(t,x(t)) (1.1)

beschrieben, wobei f : D — R” stetig und D C R x R" offen ist. Die Abbildung f
bezeichnet man auch als Vektorfeld. Fiir einen Anfangswert xg € R™ und einen Anfangs-
zeitpunkt tg bezeichnen wir mit ¢(¢,to, xg) die Losung des Anfangswertproblems

d
%@(t to, 1'0) = f(ta QO(t, t07 1'0))

go(t(), tO: 3?0) = Zo-

(1.2)

Damit diese Notation und das Sprechen von ,der Losung® des Anfangswertproblems
tiberhaupt Sinn macht, benétigt man Mechanismen, die die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung o(t,tg, xo) garantieren. Eine Moglichkeit dafiir ist der folgende Satz von
Picard-Lindelof (vgl. z.B. [4, Satz 2.3.7]).

Satz 1.1. Betrachte (1.1) mit stetigem Vektorfeld, das zudem Lipschitz-stetig im fol-
genden Sinne ist: Fiir jedes K C D kompakt existiert eine Konstante L > 0, sodass fiir
alle z1, 29 € R, t € R mit (t,x1), (t,x2) € K die Bedingung

| f(t,z1) — f(t,22)|| < Ll — z2

erfiillt ist. Dann existiert fiir jede Anfangsbedingung (to, zo) mit g9 € D eine eindeutige
Losung o(t, to, xo) des Anfangswertproblems (1.2) auf einem offenen maximalen Exis-
tenzintervall Iy, 5, mit tg € Iy 4, -

Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt direkt, dass sich Trajektorien zu unterschiedlichen
Anfangswerten nicht schneiden, was wir mehrmals verwenden werden. In dieser Arbeit
betrachten wir ausschliellich Differentialgleichungen mit f : RxR"” — R, also D = RxR"
und bendtigen die Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf I3, », = R. Diese wiirde der
Satz von Picard-Lindelof liefern, wenn die Lipschitzbedingung fiir alle (¢, x1), (t,z2) €



1.1 Grundbegriffe fiir Differentialgleichungen

R x R"™ erfiillt ist, was allerdings nur selten der Fall ist. Einen Ausweg bieten die nicht
fortsetzbare Losung und der Satz vom maximalen Existenzintervall. Etwas vereinfacht
liefern diese beiden Hilfsmittel die Aussage, dass fiir eine Differentialgleichung @(t) =
f(t,z(t)) mit stetigem, sowie in x lokal Lipschitz-stetigem Vektorfeld f : D — R eine
Losung o(t, to, zo), die auf einem Intervall [a, b) stetig und auf (a, b) stetig differenzierbar
ist, so fortgesetzt werden kann, dass sie die Differentialgleichung auf einem Intervall [a, ¢)
erfiillt. Dann kénnen die folgenden 3 Fille eintreten:

(i) c=
(i) limy—e [l (t, to, z0)|| = oo

(iii) Es existiert eine Folge t; — ¢, sodass limj_,o ©(tj,t0,20) = ¢* existiert und
(c,p*) € OG gilt, wobei OG der Rand von G ist.

In [1, Satz 7.6] wurden diese Aussagen zu einem globalen Existenz und Eindeutigkeits-
satz zusammengefasst. Da wir D = R x R™ betrachten und damit 9D = () gilt, kann (iii)
nicht gelten. Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung auf ganz R zu zeigen, muss
man also nur noch Moglichkeit (ii) ausschliefen. Im Folgenden werden wir in den allge-
meinen Aussagen immer davon ausgehen, dass (ii) nicht eintritt und daher die Losung
eines Anfangswertproblems fiir alle t > tg definiert ist. In den betrachteten Beispielen
miissen wir das natiirlich noch zeigen, was wir exemplarisch in Beispiel 1.12 tun werden.

Zudem beschrinken wir uns auf die Betrachtung von autonomen Differentialgleichungen,
also Differentialgleichungen, die nicht explizit vom Zeitparameter ¢ abhidngen. Damit
reduziert sich die Formel (1.1) zu

#(t) = f(z(t)) (1.3)

mit D C R™. Ohne Einschriankung kann man dann tg = 0 annehmen. Schreiben wir nun
fiir den Anfangswert z statt xo konnen wir die Losung mit (¢, x) anstelle von ¢(t, to, xo)
bezeichnen. Der Spezialfall einer linearen autonomen Differentialgleichung ist gegeben
durch

(t) = Ax(t), (1.4)

wobei A € R™ " ist. Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion

At Kt
et = ZA I
=0
kann man die Losung eines linearen Anfangswertproblems (1.4) durch
o(t, ) = eta (1.5)

explizit angeben.
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1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Allgemein gilt fiir die Losung eines Anfangswertproblems die hiufig verwendete Kozy-
kluseigenschaft

ot +s,2) = p(t, p(s,x)). (1.6)

Die Interpretation dieser Eigenschaft ist, dass man den Anfangswert auf einer Trajekto-
rie beliebig verschieben kann, ohne dass sich die Lésung veréndert.

Wie bereits erwiahnt ist die Analyse von Stabilitéitseigenschaften einer Differentialglei-
chung ein wesentlicher Bestandteil der Kontrolltheorie. Insbesondere ist die Frage, ob ein
Gleichgewichtszustand (asymptotisch) stabil ist, von grofier Wichtigkeit. Dafiir miissen
wir zunéchst definieren, was iiberhaupt mit einem Gleichgewicht gemeint ist.

Definition 1.2. Ein Zustand z* € R" heifit Gleichgewicht der Differentialgleichung
(1.3), falls f(z*) =0 ist.

Man sieht leicht, dass z* genau dann ein Gleichgewicht ist, wenn (¢, 2*) = x* fiir alle
t > 0 ist. Ublicherweise untersucht man z* = 0, was die Schreibweisen vereinfacht und
auch keine Einschrinkung ist. Denn fiir £* # 0 kann man zum transformierten System
f(z) = f(xz + x*) iibergehen. Dadurch verschiebt sich die Trajektorie nach oben oder
unten, der Verlauf bleibt aber identisch. Bevor wir nun verschiedene Stabilitédtsbegriffe
fiir ein Gleichgewicht definieren kénnen, benétigen wir einige Klassen von Funktionen.

Definition 1.3. Die Funktionenklassen K, Ko, £ und KL sind gegeben durch:
K :={a:RJ — R{ | a stetig, streng monoton wachsend mit a(0) = 0}
Ks :={a € K | a unbeschrénkt }
L:={y:Rf — R] | v stetig, streng monoton fallend mit tlgrolo v(t) =0}
KL:={B8:Rf xR - R} |B(,t) eKVYt>0und B(r,-) €LV r >0}
n

Bemerkung 1.4. Eine wichtige Eigenschaft von KL—Funktionen ist, dass die Mini-
malfunktion (bzw. Maximalfunktion) von endlich vielen KL—Funktionen wieder eine
K L—Funktion ist. Dazu betrachten wir g1,..., 8, € KL und definieren

B(r,t) ;== min B;(r,t) (bzw. B(r,t) := max f;(r,t)).

i=1,...,n i=1,...,n

Da jedes f; stetig ist, gilt das auch fiir 5. Zudem ist fiir ein festes t* > 0 jedes S;
streng monoton steigend und unbeschriankt in 7, also auch die Minimalfunktion (bzw.
Maximalfunktion). Zudem ist

B(0,t*) = min f;(0,t) = min 0=0.

i=1,...,n i=1,...,n

11



1.1 Grundbegriffe fiir Differentialgleichungen

Fiir ein festes > 0 hingegen ist jedes §; streng monoton fallend in ¢. Daher ist auch
streng monoton fallend und es gilt

tlim B(r,t) = min (lim Bi(r,t)) = min 0=0.
—00

i=1,...,n t—00 i=1,...,n
Ebenso leicht ldsst sich zeigen, dass die Minimalfunktion (bzw. Maximalfunktion) von

endlich vielen — bzw. K, —Funktionen wieder K— bzw. Ko —Funktionen sind. .

Nun kénnen wir sehr anschaulich die folgenden Stabilitdtsbegriffe definieren.
Definition 1.5. Sei * = 0 € R" Gleichgewicht von (1.3).

(i) «* heifit (lokal) stabil, falls es eine Umgebung N von z* und ein a € K gibt, sodass

le(t, )| < alllz]]) V2 e Nt >0.

(ii) «* heiBBt (lokal) asymptotisch stabil, falls es eine Umgebung N von z* und ein
B € KL gibt, sodass

e, z)|l < B(|l=ll,t) Vo e N,t>0.

(iii) z* heifit (lokal) exponentiell stabil, falls (ii) mit 8(r,t) := Ce 'r fiir Konstanten
C,o > 0 gilt.

(iv) z* heifit global asymptotisch bzw. global exponentiell stabil, falls (ii) bzw. (iii) fiir
N = R" gilt.

Bevor wir eine weitere Moglichkeit angeben, wie man globale asymptotische Stabilitéit
definieren kann, erinnern wir daran, dass im linearen Fall viele der Stabilitdtsbegriffe
dquivalent sind. Fiir eine Differentialgleichung #(t) = Az(f) mit A € R™ " ist das
Gleichgewicht z* = 0 genau dann global exponentiell stabil, wenn alle Eigenwerte von
A negativen Realteil besitzen, also

Re()\;) < 0 fiir alle \; Eigenwerte von A (1.7)

gilt. Diese Bedingung ist aber auch &quivalent zu lokaler exponentieller Stabilitdt und
globaler sowie lokaler asymptotischer Stabilitéit, was insbesondere bedeutet, dass diese
vier Stabilitdtsbegriffe im linearen Fall dquivalent sind (vgl. [11, Bemerkung 3.3, Satz
3.5]). Mit Bedingung (1.5) ist also jeder der vier Stabilitétsbegriffe globale asymptotische,
lokale asymptotische, globale exponentielle und lokale exponentielle Stabilitét dquivalent
zu der Bedingung

letz|| < Ce ™ Vi>0 (1.8)

fiir Konstanten C, o > 0.

12



1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Bemerkung 1.6. Es bleibt festzuhalten, dass globale asymptotische Stabilitit des
Gleichgewichts x* = 0 haufig iiber die beiden Bedingungen

Ve>0390>0mit ||z|| <d=|lpt )] <e VE>0 (1.9)
Ve>0,Vr>03T>0mit ||z|| <r= el x)|<e VE>T (1.10)

definiert wird. Die Aquivalenz zur Definition mit den Vergleichsfunktionen ist leicht zu
zeigen. Weil der Beweis in der Literatur aber nur selten durchgefithrt wird, wollen wir
dies im Folgenden tun.

(i) Angenommen die Bedingungen (1.9) und (1.10) sind erfiillt. Dann definieren wir

, ) = , iy,
Blrt) = maxeflo(s.)] +e7'r
Offensichtlich ist damit ||¢(¢,z)|| < B(||z||, ) fiir alle x € R™ und alle ¢t > 0. Es ist also
nur noch zu zeigen, dass das so definierte 8 eine XL—Funktion ist. Etwas umfangreich
ist dabei der Beweis der Wohldefiniertheit und Stetigkeit von

Blr,t) = o (s, )]

Um nicht vom Wesentlichen abzulenken, befindet sich dieser Beweis im Anhang (Lem-
ma A.1). Aus der Stetigkeit von 3 folgt die Stetigkeit von 8 als Verkniipfung stetiger
Funktionen. Die iibrigen Eigenschaften einer JCL£L—Funktion lassen sich leicht nachweisen.
Fiir ein festes t* > 0 ist B(r,t*) streng monoton wachsend in 7, da der erste Summand
monoton und der zweite Summand streng monoton wéchst. Zudem ist 8(0,¢*) = 0, da 0
ein Gleichgewicht ist. Fiir ein festes r* > 0 ist der erste Summand monoton fallend und
der zweite Summand streng monoton fallend, sodass 3(r*,t) streng monoton fallend in ¢
ist. Zudem gilt lim;_,~ B(r*,t) = 0. Um das zu beweisen, wihlt man eine beliebige Folge
e mit e | 0 und erhélt mit (1.10) eine Folge Ty mit ||o(t, z)|| < e fiir alle t > T}, und
damit fiir ¢ — oo den Grenzwert 0.

(ii) Umgekehrt sei eine KL—Funktion 5 gegeben, sodass |p(t, z)|| < B(||z||,t) fiir alle
x € R" und alle t > 0 gilt.

u (1.9): Sei e > 0 gegeben. Da (3(0,0) = 0 ist und 3(r,0) stetig in r ist, kénnen wir
ein r* finden, sodass (r*,0) < ¢ und wir definieren 6 = r*. Damit gilt fur alle x mit
|z|| < und alle t > 0

[t )| < B(llxll, 1) < B(r*,t) < B(r7,0) <&,

was genau Bedingung (1.9) entspricht.

zu (1.10): Seien € > 0 und 7 > 0 gegeben. Da [(r, t) fiir ein festes r > 0 streng monoton
fallend in ¢ ist und gegen 0 konvergiert, kénnen wir ein T = T(r,e) finden, sodass
B(r,t) < e fiir alle t > T ist. Damit gilt fiir alle z mit ||z|| <7 und alle t > T

le(t, )|l < Bzl 1) < B(r,t) <e,

also Bedingung (1.10).

13



1.1 Grundbegriffe fiir Differentialgleichungen

Die Bedingungen (1.9) und (1.10) findet man in der Literatur haufig unter den Namen
Hotabilitdte und ,,Globale Attraktivitit®. Die Charakterisierung der globalen asymptoti-
schen Stabilitét iiber Vergleichsfunktionen ist etwas handlicher und in vielen Beispielen
leichter anzuwenden. Die Bedingungen Stabilitdt und globale Attraktivitdt haben zum
Teil Vorteile in Beweisen, konnen aber auch hilfreich sein, wenn man die Lésung einer
Differentialgleichung nicht analytisch berechnen kann (vgl. Beispiel 6.5).

Der néchste zentrale Begriff, den wir wiederholen wollen, ist der Begriff der Lyapunov-
Funktion.

Definition 1.7. Sei z* = 0 € R"™ Gleichgewicht von (1.3) und O eine offene Umge-
bung von 0. Eine glatte Funktion V' : O — R heifit lokale Lyapunov-Funktion, falls es
Funktionen aq, as € Koo, az € K gibt, sodass die Ungleichungen

ar((lz]]) < V(z) < ao(flz]]) (1.11)

DV(x)f(z) < —as([lz]]) (1.12)

fiir alle x € O erfiillt sind. Falls O = R™ heifit V' globale Lyapunov-Funktion.
]

Bemerkung 1.8. In der Literatur finden sich Definitionen der Lyapunov-Funktion,
die sich leicht von obiger Definition unterscheiden. Bedingung (1.11) wird h#ufig durch
die Voraussetzung ersetzt, dass V positiv definit und proper ist. Positiv definit heift
V(0) = 0 und V(x) > 0 fiir alle # # 0 und proper bedeutet V~1(C) ist kompakt fiir
kompaktes C' C R. Fiir ein stetiges V' : O — R bedeutet proper also

lim V(z)= oc.
[l]|—o00

Man erkennt leicht, dass die Voraussetzung positiv definit und proper dquivalent zu
(1.11) ist. In Bedingung (1.12) wird g héufig nicht als £—Funktion vorausgesetzt, son-
dern nur als eine stetige Funktion, die az(x) > 0 fir alle z € O\ {0} erfiillt. Ebenso wird
dabei die Voraussetzung einer glatten Funktion V' durch V stetig und stetig differenzier-
bar in O \ {0} ersetzt. Bedingung (1.12) muss dann ebenfalls nur fiir alle z € O \ {0}
gelten. Durch ein entsprechendes Anpassen und Glétten von V' sieht man auch hier, dass

die verschiedenen Arten der Darstellung von Bedingung (1.12) dquivalent sind.
|

Der Vorteil, den unsere Definition der Lyapunov-Funktion hat, wird sich erst in Kapitel
2.2 zeigen. Man wird dann sehen, dass diese Darstellung bereits sehr nah an der Definition
der ISS-Lyapunov-Funktion ist. Wir erinnern uns an das folgende zentrale Resultat,
dessen Beweis sich beispielsweise in [11, Kapitel 3.3] findet.

Satz 1.9. Seiz* = 0 € R” Gleichgewicht von (1.3). Eine lokale (bzw. globale) Lyapunov-
Funktion V existiert genau dann, wenn das Gleichgewicht z* = 0 lokal (bzw. global)
asymptotisch stabil ist.

14



1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Zusammengefasst haben wir einige Stabilitdtsbegriffe fiir (im Allgemeinen nichtlineare)
Differentialgleichungen kennengelernt und eine wichtige Charakterisierung asymptoti-
scher Stabilitdt {iber Lyapunov-Funktionen. Bis jetzt haben wir allerdings noch nichts
iiber die Qualitét der einzelnen Stabilitdtsbegriffe ausgesagt. Im Folgenden wollen wir
etwas genauer darauf eingehen und uns dabei insbesondere mit Koordinatentransforma-
tionen auseinandersetzen. Eine wiinschenswerte Eigenschaft wére es, dass die jeweilige
Stabilitdt unter einem Koordinatenwechsel erhalten bleibt. Anders formuliert sollte ein
nichtlineares Stabilitéitskonzept unter nichtlinearen Koordinatentransformationen inva-
riant sein. Diese Aussage findet man haufig unter der Bezeichnung , Sontags Mantra“
und wird E. D. Sontag zugeschrieben, der seit den 90er Jahren die Entwicklung Input-
to-State Stabilitdt maflgeblich geprigt hat. Fiir eine Untersuchung der Stabilitdtsbegriffe
aus Definition 1.5 im Hinblick auf diese Aussage miissen wir zuerst definieren, was ein
Koordinatenwechsel ist.

Definition 1.10. Eine Koordinatentransformation ist definiert durch eine stetige Ab-
bildung 7 : R® — R”™ mit T(0) = 0, deren Umkehrabbildung 7! wohldefiniert und

ebenfalls stetig ist. .

Wichtig ist nun natiirlich vor allem, wie sich eine Differentialgleichung unter einem Ko-
ordinatenwechsel verhélt, was wir in der folgenden Bemerkung festhalten.

Bemerkung 1.11. Wendet man einen Koordinatenwechsel y = T'(z) auf eine Differen-
tialgleichung #(t) = f(z(t)) an, erhélt man die transformierte Differentialgleichung

i(0) = TG0 = (7)) (@0 - 5 (ol6) = DT(a(0) a(0)

— DT(T (y(t))) F(T~ (y(1))
=: f(y(t)).

Im folgenden Beispiel zeigt sich, dass der Stabilitdtsbegriff ,,exponentielle Stabilitat“
unter einem nichtlinearen Koordinatenwechsel verloren gehen kann.

Beispiel 1.12. Betrachte die nach (1.7) exponentiell stabile Differentialgleichung
z(t) = —x(t).
Wir definieren

1 1 >0
T(x) = n(z + 1), x>
—In(l—-2z), <0
Offensichtlich ist 7'(0) = 0 erfiillt. Man kann leicht zeigen, dass T stetig und sogar
differenzierbar ist und die folgende Umkehrabbildung besitzt:

{Byl, yZO

-1 o
= 1—e ¥, y<0
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1.1 Grundbegriffe fiir Differentialgleichungen

Somit ist T ein Koordinatenwechsel geméafi Definition 1.10. Die Ableitung von T ist
gegeben durch

1 >0
DT(z) = { =T =
12> z <0
Wenden wir nun den Koordinatenwechsel auf #(t) = —x(¢) an, erhalten wir nach Be-

merkung 1.11 die transformierte Differentialgleichung
(t) o e_y(t) - 1) y(t) Z 0
= 1—ev®,  y(t) <0

Die rechte Seite ist stetig partiell differenzierbar nach y(t) und somit auch lokal Lipschitz-
stetig im zweiten Argument. Wir kénnen also Satz 1.1 anwenden. Fiir den Anfangswert
y(0) = 0 erhalten wir die Losung y = 0. Da sich Trajektorien nach dem Existenz-
und Eindeutigkeitssatz nicht schneiden, wird die Nahtstelle nicht tiberschritten und fiir
positive Anfangswerte bleibt man immer im oberen Ast (fiir negative Anfangswerte
analog im unteren Ast). Die Definition der Differentialgleichung ist also dquivalent zu

(0) = e v® 1, y(0)>0
AR E eV, 4(0) < 0.

Unter der Anfangsbedingung y(0) = yo > 0 erhalten wir die Losung
y(t,y0) = In(e (e¥ + e —1)).

Man erkennt, dass die Losung fiir alle Zeitpunkte ¢ > 0 beschrénkt ist. Folglich ist y(¢, yo)
eine globale Losung, ist also fiir alle ¢t > 0 definiert. Nun nehmen wir an, die transfor-
mierte Differentialgleichung wire exponentiell stabil. Dann wiirde gelten: 34 C,o > 0
mit

ly(t,y0)| < Ce % yg| Vt > 0.

Daraus wiirde folgen: 3 t* > 0, sodass

1
[yt )| < 31wl V0.
Es gilt aber

t*, = |In(e?¥ 41— 7).
ly(t", yo)| = | In( 2 )|

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass t* > 1 (sonst kénnen wir einfach t* = 1 setzen) und
wéhlen ein yo > t*. Da |In(-)| auf [1,00) streng monoton wéchst, konnen wir obige
Ungleichung abschétzen zu

[y(t*, o)l = [In(e™ )| = [yo — t*].
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1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Definieren wir nun yg := 3t* erhalten wir

267 < [y (", o).

Gleichzeitig miisste aber gelten

1 3
+ < = — O
|y( ay0)| = 2|y0| 2| ’7

was mit t* > 1 den Widerspruch
3
267 < S |t7)
2

liefert. Daraus folgt, dass die transformierte Differentialgleichung nicht exponentiell sta-
bil sein kann. .
Wir werden im Gegensatz dazu mit Satz 2.5 sehen, dass asymptotische Stabilitdt unter
Koordinatentransformationen erhalten bleibt. In den kommenden Beispielen werden wir
darauf verzichten, die globale Existenz der Losung nachzuweisen und davon ausgehen,
dass diese gegeben ist, da der Beweis immer wie in Beispiel 1.12 abléuft.

1.2. Einige Hilfsaussagen fiir Differentialgleichungen

Nachdem wir nun die wichtigsten Grundlagen fiir Differentialgleichungen wiederholt ha-
ben, kénnen wir einige Hilfsaussagen beweisen, die uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit
von groflem Nutzen sein werden. Das erste Lemma bietet uns die Moglichkeit die globale
asymptotische Stabilitdt einer eindimensionalen Differentialgleichungen zu zeigen, ohne
diese explizit zu l6sen. Fiir komplizierte Differentialgleichungen kann das Lemma also
ghnlich hilfreich sein wie die Charakterisierung iiber Lyapunov-Funktionen.

Lemma 1.13. Eine eindimensionale Differentialgleichung @(t) = f(z(t)), die die Bedin-
gung

<0, z(t)>0
z(t)S =0, =z(t)=0
>0, z(t)<0

erfiillt, ist global asymptotisch stabil.

Beweis: Aus der Voraussetzung an #(t) folgt direkt, dass der Nullpunkt das einzige
Gleichgewicht der Differentialgleichung ist und ¢(¢,0) = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. Das heift fiir
den Anfangswert 0 ist die Losung des Anfangswertproblems die konstante Nulllosung.
Zudem gilt |p(t1,x)| < |p(t2,x)| fir beliebiges z # 0 und t; > to > 0. Anders aus-
gedriickt ist die Losung in der Norm streng monoton fallend, wenn der Anfangswert
ungleich 0 ist. Mit diesen Beobachtungen werden wir nun die Bedingungen (1.9) und
(1.10) zeigen.
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Zu (1.9): Sei € > 0 beliebig, aber fest. Es gilt ¢(0,z) = x und damit |¢(0,z)| = |z|. Fiir
d := ¢ folgt fiir x mit |x| < 0 direkt

ot 2)| < |p(0,2)] = |z| <d=¢

fir alle ¢ > 0.

Zu (1.10): Sei wieder € > 0 beliebig, aber fest. Wir betrachten zuerst ein = > 0. Aus der
Definition der Differentialgleichung folgt, dass (¢, x) in ¢ streng monoton fillt. Zudem
ist 0 eine untere Schranke fiir ¢(¢,z), da ¢ = 0 die Losung zum Anfangswert 0 ist und
sich Trajektorien (nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz) nicht schneiden. Damit
wissen wir, dass ¢(t,x) konvergent ist. Wir verwenden nun das Lemma von Barbalat
(vgl. [19, Lemma 4.2]), welches besagt, dass eine konvergierende Trajektorie nur gegen
ein Gleichgewicht laufen kann. Da x* = 0 aber das einzige Gleichgewicht der Differenti-
algleichung ist, erhalten wir fiir einen beliebigen Anfangswert = > 0

Jim (¢, ) = 0.

Da man fiir einen beliebigen Anfangswert x < 0 analog mit ¢(¢,z) streng monoton
steigend und 0 als oberer Schranke argumentieren kann, gilt diese Aussage sogar fiir alle
x € R. Damit ldsst sich nun Bedingung (ii) leicht zeigen. Wir betrachten fiir gegebenes
r > 0 die Losungen (¢, z1) und (¢, z2) zu den Anfangswerten x; = r und zo = —r. Wir
wissen, dass lim;_,o ¢(t, z;) = 0 fiir ¢ = 1,2 und damit, dass es Zeiten 77 > 0 und 7% > 0
gibt, sodass |¢(t, x;)| < € fiir alle t > T; und ein gegebenes € > 0 ist. Wir definieren nun
T := max{T1,T5} und erhalten damit fiir alle x mit |z| <r

lo(t,z)| <e Vt>T.

Diese Implikation gilt, weil sich Trajektorien nicht schneiden und damit die Trajektorien
fiir beliebige Anfangswerte x mit |x| < r durch ¢(¢,x1) nach oben und ¢(¢,z2) nach
unten beschrénkt sind. Damit haben wir gezeigt, dass die Bedingungen (1.9) und (1.10)
erfiillt sind und somit globale asymptotische Stabilitdt bewiesen.

O

Dieses Lemma gilt zwar nur fiir eindimensionale Differentialgleichungen, wird uns aber
in Kombination mit einer Aussage iiber Kaskadierungen (vgl. Folgerung 4.2) in vielen
Beispielen weiterhelfen. Das néchste Lemma gilt in beliebiger Dimension, wird jedoch
fiir die Anwendung noch einige Hilfsresultate iiber Differentialungleichungen benttigen.
Da wir dabei mehrere Anfangswertprobleme zeitgleich betrachten werden, schreiben wir
die Losung von 2(t) = f(x(t)),z(0) = x¢ in diesem Abschnitt als x(¢, z¢). Ungleichungen
von Vektoren sind dabei komponentenweise zu verstehen.

Lemma 1.14. Gegeben sei eine Differentialgleichung #(t) = f(x(¢)) mit der Losung
x(t,xp). Es gelte z(t,x0) < x(t,x0) < y(t, zp) fiir alle xg € R™ und alle ¢ > 0, wobei
z(t,x0) und y(t,xo) die Losungen der global asymptotisch stabilen Differentialgleichun-
gen Z(t) = g(z2(t)) bzw. y(t) = h(y(t)) sind. Dann ist auch @(t) global asymptotisch
stabil.
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1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Beweis: Da y und 2z global asymptotisch stabil sind, existieren KL—Funktionen 3,
und 3, sodass fiir alle t > 0 gilt

lly(t, zo)|| < By(l|zoll,t) Yao € R"
llz(t, o) || < B:(|xoll,t) Vo € R™.

Ausgeschrieben bedeutet das

—By(llzoll, 1) < wilt, wo) < By(llzoll,t)  Vao € R"
—B:(zoll, ) < zi(t, z0) < Bz([lxoll, ) Vzo € R”

fir alle s = 1,...,n. Aus y(t,z0) < z(t,z0) < z(t,z0) Vt > 0 folgt also
—By(llzoll, t) < zi(t,x0) < B.(l|2oll,t) Yt > 0.
fir alle ¢ = 1,...,n. Definiert man nun S3(r,t) := max{f,(r,t), 8:(r,t)} erhélt man
[zt zo)ll < B(l[zoll,t)  Vao € R" VE >0,

also globale asymptotische Stabilitidt von 2(t).
O

Wesentlich fiir dieses Lemma ist die Voraussetzung z(¢, xg) < x(t, z9) < y(t, zo) fiir alle
zg € R™ und alle ¢ > 0. Mithilfe von Differentialungleichungen lisst sich diese durch
Abschétzungen an die rechte Seite der Differentialgleichung #(t) = f(z(t)) sicherstellen.
Der folgende Satz liefert eine Aussage iiber eindimensionale, strikte Differentialunglei-
chungen (vgl. [18, Satz 1.14]).

Satz 1.15. Betrachte eine eindimensionale Differentialungleichung #(¢) < h(x(t)). E
gelte z(0) < yo und y(t,yo) sei die Losung des Anfangswertproblems y(t) = h(y(t ))
y(0) = yo. Dann gilt z(¢, zo) < y(t, yo) fiir alle t > 0.

Beweis: Aufgrund der Anfangsbedingungen ist x(0,z9) < y(0,y0). Angenommen es
existiert ein t > 0, sodass z(t,x0) > y(t,yo). Dann existiert aufgrund der Stetigkeit von
x(t, xo) und y(t,yo) auch ein minimales t* € (0, ¢] fiir das gilt

z(t*, o) = y(t*,yo) und z(t* — h,x0) < y(t* — h,yo) fiir ein beliebig kleines h > 0.

Dann ist

x(t*, x0) — x(t* — h,x0) _ y(t*,yo) — y(* — h,yo)
I > h ‘

Fiir h | 0 wire damit aber wegen der Differenzierbarkeit von x (¢, zo) und y(¢, yo)

2(t) = 9(t") = h(y(t*)) = h(z(t?)),

was ein Widerspruch zur Voraussetzung #(t) < h(z(t)) fiir alle ¢t > 0 ist.
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Bemerkung 1.16. (i) Durch einen Grenziibergang kann man Satz 1.15 auch analog
mit < formulieren (vgl. [18, Lemma 4.2.1]). Betrachte dazu ein Anfangswertproblem
&(t) < h(z(t)),z(0) < yo. Sei wieder y(t,yo) die Losung des Anfangswertproblems y(t) =
h(y(t)),y(0) = yo. Wir definieren uns

1
hp(z) :== h(z) + - Vn € N
und betrachten die Folge von Anfangswertproblemen

yn(t) = hn(yn(t))ayo,n = yn(o) =1y + %

Mit Satz 1.15 ist dann z(t, z0) < yn(t, yo,n). Aufgrund der Stetigkeit der Losung in den
Daten folgt limy, 00 yn = v (vgl. z.B. [18, Satz 4.1.2, Korollar 4.1.4]), also gleichméBige
Konvergenz. Damit gilt fiir alle ¢ > 0

z(t, o) < y(t, yo)

(ii) Fir #(¢) > g(x(t)) mit z(0) > 2o (bzw. &(t) > g(x(t)) mit £(0) > zp) lassen sich
vollkommen analog die Aussagen

x(t,xo) > z(t,z0) (bzw. z(t,z9) > z(t, 20))

beweisen.
| |

Es ist wichtig zu bemerken, dass die Aussagen von Satz 1.15 und Bemerkung 1.16 ohne
Zusatzvoraussetzung nur im eindimensionalen Fall gelten. Schon im Zweidimensionalen
ist es moglich, ein Gegenbeispiel zu konstruieren.

Beispiel 1.17. Betrachte die Anfangswertprobleme

(i) = (5) wo=w0=(3)

() = (7105 20). =)= (g)-

=:h(y(t))

und

Offensichtlich gilt
z(t) < h(z(t)) und z(0) < yo,

was komponentenweise genau den Voraussetzungen aus Bemerkung 1.16(i) entspricht.
Die Losungen der Anfangswertprobleme sind aber gegeben durch

x(t, z0) = <8>
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1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

und

y(t,yo) = <_1 J;e__te(ff U) :

Insbesondere gilt also fiir t* =1

r(t*, o) = (8) % <_11:L€261_1> = y(t*, yo)-

Dieses Problem l&sst sich in hdheren Dimensionen 16sen, wenn man Annahmen iiber die
Quasimonotonie der rechten Seiten macht.

Definition 1.18. Eine Funktion
I fl(:cl,...,xn)
AR =SR" | | — :
Tn fn(xla---vxn)

heif3t

(i) quasimonoton wachsend, falls fiir alle i = 1,...n die Abbildung f; monoton wach-
send in x; fiir alle j = 1,...,n mit j # 7 ist.

(ii) quasimonoton fallend, falls fiir alle i = 1,...n die Abbildung f; monoton fallend in
xj fiir alle j = 1,...,n mit j # ¢ ist.
]

Satz 1.19. Betrachte eine Differentialungleichung @(t) < h(z(t)) fiir eine quasimonoton
wachsende Abbildung h : R” — R™. Fiir z(0) < yo gilt

‘T(tv xo) < y(t, y0)7
wobei y(t,yo) die Losung des Anfangswertproblems y(t) = h(y(t)),y(0) = yo ist.

Fiir den Beweis des Satzes, der wie auch Satz 1.15 sogar fiir nicht-autonome Systeme
gilt, vergleiche z.B. [35, Satz 12. V] oder [15, Theroem 1.5.1].

Bemerkung 1.20. (i) Mit einem Grenziibergang wie in Bemerkung 1.16(i) gilt die
Aussage von Satz 1.19 auch wieder fiir <.
(ii) Die analoge Aussage aus Satz 1.19 gilt auch mit > bzw. >, wenn g quasimonoton

fallend ist.
| |

In Beispiel 1.17 gilt diese Aussage nicht, da die Funktion h nicht quasimonoton wachsend
ist. Die Resultate iiber Differentialungleichungen lassen sich nun mit Lemma 1.14 zu der
folgenden Aussage zusammenfassen.
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Lemma 1.21. Gegeben sei eine Differentialgleichung & = f(z(t)). Fir g, h : R® — R”
seien die Differentialgleichungen () = h(y(t)) und 2(t) = g(z(t)) global asymptotisch
stabil. Es gelte g(z) < f(z) < h(x) fir alle x € R™. Falls n > 2 seien zudem ¢ qua-
simonoton fallend und A quasimonoton wachsend. Dann ist @(¢) global asymptotisch
stabil.

Beweis: Im Fall n = 1 folgt aus g(z) < f(z) < h(z) mit Satz 1.15 und Bemerkung
1.16

2(t,z0) < z(t, o) < y(t,zg) Vag e R™.

Falls n > 2 folgt selbiges aufgrund der Quasimonotonie von g und h mit Satz 1.19
und Bemerkung 1.20. Nun kénnen wir Lemma 1.14 anwenden und erhalten die globale
asymptotische Stabilitdt von &(t).

O

Dieses Lemma werden wir in mehreren Beispielen anwenden. Dabei werden wir zunéchst
die rechte Seite einer gegebene Differentialgleichung nach oben und unten abschétzen.
Anschlielend werden wir zeigen, dass die durch die Abschitzung entstehenden Anfangs-
wertprobleme global asymptotisch stabil sind. Im Mehrdimensionalen miissen wir dabei
natiirlich die Quasimonotonie der entstehenden rechten Seiten zeigen.

1.3. Grundbegriffe fiir Kontrollsysteme

Nachdem wir die wichtigsten Begriffe fiir Differentialgleichungen wiederholt und einige
Hilfsmittel erklért haben, kénnen wir uns nun dem eigentlichen Modell widmen, den Kon-
trollsystemen. Wie bereits erwihnt sind Kontrollsysteme wieder Differentialgleichungen,
die zusétzlich von einem Parameter u(t) abhéngen. Genauer gesagt sind Kontrollsysteme
von der Form

x(t) = f(tvw(t)vu(t))7 (1'13)

wobei f: D x U — R™ stetig und D C R x R” ist. Als Raum U der Kontrollfunktionen
betrachten wir

U=Lx(R,U):={u:R— U | u (Lebesgue-)messbar und essentiell beschrénkt}.

Essentiell beschrankt bedeutet dabei, beschriinkt auflerhalb einer Lebesgue-Nullmenge.
Wie in Kapitel 1.1 gehen wir nun davon aus, dass das Kontrollsystem nicht explizit vom
Zeitparameter t abhéngt, wodurch sich Formel (1.13) reduziert zu

&(t) = f(x(t), u(t)) (1.14)

und betrachten D = R™. Auch hier wiederholen wir zunéchst einen Satz (vgl. [11, Satz
8.2]), der uns fiir ein gegebenes u € U die Existenz einer eindeutigen Losung garantiert.
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1 Wiederholung wichtiger Grundbegriffe

Satz 1.22 (Satz von Carathéodory). Betrachte ein Kontrollsystem der Form (1.14)
mit stetigem Vektorfeld und U = L (R, U). Fiir jedes R > 0 existiere eine Konstante
Lg > 0, sodass die Abschétzung

1f (21, u) = f(a2,u)|| < Lrlz: — o

fir alle z1, 22 € R” und alle u € U mit ||z1], [|z2]|, ||v|| < R erfiillt ist. Dann gibt es zu
jedem Punkt zp € R™ und jeder Kontrollfunktion u € U ein (maximales) offenes Intervall
I mit 0 € I und genau eine absolut stetige Funktion x(t), die die Integralgleichung

z(t) = xg —i—/o flx(r),u(r))dr

fir alle t € I erfullt.

Analog zum Fall ohne Kontrollfunktion schreiben wir diese Losung fiir einen Anfangs-
wert z € R™ und eine Kontrollfunktion u € U als ¢(t,z,u). Wir gehen also ab jetzt
wieder davon aus, dass die Voraussetzungen des Satzes fiir alle betrachteten Probleme
erfiillt sind und die Losung fiir alle ¢ > 0 existiert.

Der Spezialfall eines linearen Kontrollsystems ist gegeben durch
z(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.15)

mit A € R™*™ und B € R™*™. Wie im Spezialfall der linearen Differentialgleichung lésst
sich fiir lineare Kontrollsysteme die Losung explizit angeben

t
o(t,z,u) = el +/ A=) Bu(s)ds. (1.16)
0

Interpretiert man u nun als gezielt steuerbare Funktion ist die Frage, ob man durch
eine entsprechende Wahl der Kontrollfunktion einen bestimmten Zustand erreichen oder
sogar stabilisieren kann, von zentralem Interesse. Dabei unterscheidet man zwischen einer
zeitabhéngigen Funktion u(t) (,open-loop*) und einem Zustandsfeedback u(t) = F(z(t))
fiir eine Funktion F' : R™ — U (,closed loop“). Die folgende Definition kléirt die bisher
ungenau verwendeten Begriffe ,kontrollierbar® und ,stabilisierbar®“. Ein x* ist dabei
analog zu Definition 1.2 Gleichgewicht eines Kontrollsystems, falls es ein u* € U gibt,
mit f(z*,u*) = 0. Wie bisher kénnen wir ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass
x* = 0 untersucht wird. Mit der gleichen Argumentation kénnen wir auch annehmen,
dass u* = 0 ist.

Definition 1.23. Sei z* = 0 Gleichgewicht von (1.14) fiir ein u* € U.

(i) Das Gleichgewicht z* = 0 heiit (lokal) asymptotisch kontrollierbar, wenn es eine
offene Umgebung N von z*, eine Funktion 5 € KL und ein stetig differenzierbares
v Rar — Rar gibt, sodass zu jedem x € N eine Kontrollfunktion u, € U existiert
mit [[uglloo < y([l]|) und

le(t, 2, ue)ll < B(llz]l, ) Vvt > 0.
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(ii) Das Gleichgewicht z* = 0 heifit (lokal) Lipschitz-stetig Feedback-stabilisierbar,
wenn eine offene Umgebung NV von z*, eine Funktion 5 € KL und eine stetige und
in = lokal Lipschitz-stetige Feedback-Abbildung F' : R™ — U existieren mit

lp(t, 2, F)[| < B(||z[l, ) V& e N,Vt>0.

(iii) Die Kontrollierbarkeit bzw. Stabilisierbarkeit heifit global, falls N = R™ und expo-
nentiell, falls B(r,t) = Ce ?!r fiir Konstanten C,o > 0 gewihlt werden kann.

Man kann sich leicht vorstellen, dass ein Zustandsfeedback gegeniiber einer zeitabhing-
igen Kontrollfunktion in der Praxis einige Vorteile hat. Da hier der aktuelle Zustand des
Systems eingeht, kann relativ flexibel auf auftretende Fehler, die z.B. durch Rundungs-
fehler oder exogene Storungen auftreten, reagiert werden. Wie man daher vielleicht schon
vermutet, ist Lipschitz-stetig Feedback-stabilisierbar die stirkere Aussage und impliziert
asymptotisch kontrollierbar, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.24. Betrachte ein Kontrollsystem (1.14), das gem&8 Definition 1.23 (ii) Lipschitz-
stetig Feedback-stabilisierbar ist. Dann ist das Kontrollsystem auch asymptotisch kon-
trollierbar. Diese Aussage gilt in der lokalen/globalen sowie in der exponentiellen Vari-
ante.

Fiir den Beweis vergleiche z.B. [11, Satz 10.2]. Wir definieren nun den Begriff der
Kontroll-Lyapunov-Funktion, der eine Verallgemeinerung der Lyapunov-Funktion aus
Definition 1.7 ist. Bemerkenswert ist dabei, dass wir die Differenzierbarkeit der Funkti-
on V nicht mehr voraussetzen. Wir fithren zudem die Notation Uc = {u € Ul|ju|| < C}
und U = Lo (R, U¢) ein.

Definition 1.25. Betrachte ein Kontrollsystem (1.14) mit f(0,0) = 0. Sei O C R”
eine offene Umgebung von 0. Eine stetige Funktion V : O — R heifit lokale Kontroll-
Lyapunov-Funktion, falls Funktionen a1, as € Ko und ein stetiges W : O — R existie-
ren, sodass die Ungleichungen

W(z) >0

ar((lz]]) < V(z) < a(flz]])

inf  sup {V(p(t, z,u)) —l—/o W(p(s,xz,u))ds < V(zx)}

ueUC te[0,7(x,u))

erfiillt sind fiir alle x € O \ {0} und ein C' > 0. Dabei bezeichnet
7(x,u) == inf{t > 0lp(t,z,u) ¢ O}

mit der Konvention, dass ¢(t,z,u) ¢ O, falls die Losung zur Zeit ¢ nicht mehr existiert.
Die Funktion V heifit globale Lyapunov-Funktion, falls V' und W die Bedingungen fiir
O = R" erfiillen.
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Analog zu Satz 1.9 gilt das folgende Resultat (vgl. [11, Kapitel 12] oder [24, ch. 5.7]):

Satz 1.26. Betrachte ein Kontrollsystem (1.14) mit f(0,0) = 0. Eine lokale (bzw. glo-
bale) Kontroll-Lyapunov-Funktion existiert genau dann, wenn das Gleichgewicht x* = 0
lokal (bzw. global) asymptotisch kontrollierbar ist.

Unter gewissen Einschriankungen kann man nun mit Hilfe der universellen Formel von
Sontag (vgl. [24, S. 246-250]) aus einer Kontroll-Lyapunov-Funktion ein Lipschitz-stetiges
stabilisierendes Feedback konstruieren. Die Details dieser Konstruktion wollen wir hier
jedoch nicht behandeln.

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass wir die Kontrollfunktion (unter gewissen Ein-
schrinkungen) beliebig wihlen kénnen. Héufig ist jedoch w keine gezielte Steuerung,
sondern eine Storung, die man nicht beeinflussen kann. Um den Unterschied bereits in
der Notation des Kontrollsystems anzudeuten, ersetzt man in diesem Fall u(t) hiufig
durch d(t). Eine naheliegende Frage ist dabei folgende: Gegeben sei ein Kontrollsystem
der Form #(t) = f(z(t),d(t)), wobei das ungestorte System @(¢) = f(z(¢),0) asympto-
tisch stabil ist. Was lasst sich iiber die Stabilitdt des gestorten Systems aussagen? Die
Antwort auf diese Frage ist leider etwas enttduschend, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.27. Betrachte das eindimensionale Kontrollsystem
i(t) = —x(t) + (z(t)* + 1) - d(t).

Setzt man d = 0 sieht man mit (1.7) sofort, dass das ungestorte System #(t) = —x(t)
global asymptotisch stabil ist.

Im Gegensatz dazu erhélt man fir d(t) = (2t + 2)7%

o D)
&(t) = —x(t) + i)

Unter der Anfangsbedingung z(0) = v/2 ergibt sich die unbeschriinkte Losung
2(t) = (2t +2)2.

Man sieht also, dass Instabilitit sogar fiir eine gegen 0 konvergierende Storfunktion
auftreten kann. Hinzu kommt, dass man fiir d = 1 das System #(t) = x(t)? — x(t) + 1
und unter der Anfangsbedingung z(0) = 0 die Losung

1 \/g <7r \/§t>

) =5 -5 tan{g -

erhilt. Diese Losung ist nicht nur instabil, sondern aufgrund der Eigenschaften des Tan-

gens noch nicht einmal auf ganz R definiert.
]
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1.3 Grundbegriffe fiir Kontrollsysteme

Wir haben also im Beispiel gesehen, dass selbst globale asymptotische Stabilitédt des
ungestorten Systems keine ,guten“ Stabilitdtseigenschaften des gestorten Systems ga-
rantiert. Gemeinsam mit dem Problem der exponentiellen Stabilitédt unter nichtlinearen
Koordinatentransformationen ergeben sich also bei den bisherigen Stabilitdtsbegriffen
zwei Probleme, die den Begriff der Input-to-State Stabilitédt motivieren. Dieser wurde
von E. D. Sontag erstmals 1989 eingefiihrt (vgl. [20]) und ist seitdem ein zentrales Kon-
zept bei der Betrachtung der Stabilitdt gestorter Systeme.
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2 Input-to-State Stabilitét

2. Input-to-State Stabilitat

2.1. Definition und Herleitung

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung von Input-to-State Stabilitéit betrachten wir ein
lineares Kontrollsystem (1.15), also ein System der Form

&(t) = Az(t) + Bu(t).

Zur Verdeutlichung bezeichnen wir wiihrend der Herleitung den Startwert mit z( (anstatt
x) und die Losung des Systems mit x(¢,xo,u) (anstatt (¢, z,u)). Wir nehmen zudem
an, dass die Matrix A nur Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt. Wie in Kapitel
1 erwidhnt, ist diese Bedingung &quivalent zur globalen asymptotischen Stabilitdt von
#(t) = Ax(t). Anders ausgedriickt setzen wir also globale asymptotische Stabilitidt des
ungestorten Systems voraus. Wir greifen nun etwas vor und verwenden Formel (2.12),
die wir ausfiithrlich im Beweis von Satz 2.13 herleiten werden. Diese besagt, dass fiir
global asymptotisch stabile lineare Systeme

_ C-||B
Je(t, 20, )] < O~ o] + SAEL
fiir Konstanten C, o > 0 gilt. Diese Ungleichung kann man (vergleiche dazu Bemerkung

2.14) sogar verschérfen zu (2.13)

lo(t, o, )|l < Ce™|lzoll + & - Jugoqll,

wobei k := ZIBl Wir betrachten nun Koordinatenwechsel z = T (y) des Zustands

(insbesondere gilt also xgp = T'(yp)) und v = S(v) des Eingangssignals. Aus der obigen
Ungleichung wird somit

1T (y(t, yo, v))|| < Ce™ | T(yo)ll + k- 1S ()0,]- (2.1)
Wir setzen
ai(r) := min ||T(2)||, as(r):= max ||T(z
(1) 1= min [T()], as(r) = max |7(2)]
und

7(r) i= max [|S(w)]]

[[w]|<r
und bemerken, dass a1, as,7 € K gilt. Es folgt
ar(llz]]) < T < ea(ll=]) VzeR"
und
[S()| < A(lw]])  Vw € R™.

Somit gelten insbesondere die Abschitzungen
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2.1 Definition und Herleitung

(1) 17 (y(t, yo, )l = ca(lly(t, yo, v)),
(i) 17(yo)ll < e2(llyoll) und
(i) [[S(u(s)Il < AUvs)])-

Setzt man die Abschéitzungen (i)-(iii) in die Ungleichung (2.1) ein, erhdlt man

a1([ly(t, yo, v)ll) < Ce™ aa(llyoll) + & - F(|lviol)-

—ot

Definiert man nun 3(r,t) := Ce™ % ay(r) und y(r) := k¥(r) ist

a1(lly(t, yo0,v)ll) < B(llwoll, t) + vy, (2.2)

fir 5 € KL und v € K. Diese Ungleichung werden wir nun als definierende Bedingung
fiir Input-to-State Stabilitit verwenden. Wir werden sehen, dass damit ein nichtlineares
Stabilitdtskonzept entsteht, das invariant unter nichtlinearen Koordinatentransformatio-
nen ist.

Definition 2.1. Ein Kontrollsystem heifit Input-to-State stabil (ISS), falls es Funktionen
B € KL und v € K gibt, sodass fiir alle Anfangswerte z, alle Storfunktionen u und alle
Zeitpunkte t > 0 die Ungleichung

e, 2, w)|| < max{B([|z[], ), v([lulloo)} (2.3)

gilt.

]
Dass die Bedingung aus der Definition tatséchlich der Ungleichung (2.2) entspricht, zeigt
die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.2. (i) Aquivalent zur Bedingung (2.3) ist die Bedingung

ot 2, w)ll < Blell, ¢) +F(|lull) (2.4)

mit § € KL und 4 € Koo. Wenn Bedingung (2.3) erfiillt ist, dann ist trivialerweise auch
(2.4) erfiillt, da beide Summanden nichtnegativ sind. Die Gegenrichtung erhilt man,
indem man § = 253 und v = 27 setzt.

(ii) ¢(t, ,u) ist nur von u auf dem Intervall [0, t] abhéngig. Deshalb lisst sich Bedingung
(2.4) verschérfen zu

lo(t, 2, w)| < Bllell, ¢) +F(lluoq1l)- (2.5)

iii) O.B.d.A. gilt: a1 aus Bedingung (2.2) erfiillt «; = id, denn aus a(r) < S(r,t) +
y(t) folgt r < a=1(B(r,t) + y(t)). AuBerdem gilt a1 (B(r,t) + v(t)) < a1 (28(r, 1)) +
a~1(2y(t)), wobei a~1(28(-,-)) € KL und o 1(27(+)) € Ks. Damit kann man immer
« = id annehmen, wenn man 8 und ~ entsprechend anpasst. Ausgehend von Bedingung

(2.3) ist man damit wieder bei Bedingung (2.2) angekommen.
"
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2 Input-to-State Stabilitét

Die Bedingung fiir Input-to-State Stabilitéit, bzw. Bedingung (2.4), ldsst sich mit der
folgenden Abbildung leicht nachvollziehen. Die Norm der Losung muss durch die Summe
aus dem - und dem ~-Term beschrinkt sein, darf sich aber auch fiir ¢ — oo zwischen 0
und (||u|lec) aufhalten.

[E2INN

N

B )+ o)

Y(llulloo)
le(t, ;)|

Abbildung 2.1: Grafische Veranschaulichung der Bedingung fiir Input-to-State Stabilitét

Bemerkung 2.3. Eine nicht offensichtliche Eigenschaft der Input-to-State Stabilitét

ist, dass fiir Storfunktionen v mit lim; o ||u(t)|| — 0 sogar lim; o ||p(t, z,u)|| = 0O
gilt. An der Definition sieht man nur, dass ||¢(¢, z,u)|| < v(||u/le) sein muss und man
konnte vermuten, dass fiir ein w, mit [|u(0)|| =: C > 0 und ||u(t)| streng monoton

fallend in ¢ die Norm der Losung immer in [0, C] liegen darf. Nutzt man allerdings die
Kozykluseigenschaft (1.6) aus, sieht man, dass dies nicht moglich ist. Man betrachtet
dazu die Losung auf einem festen Intervall [0, T']. Input-to-State Stabilitét liefert

e, z, w)ll < Bz, ) + v(lup,qll)

fiir alle ¢ € [0,T)]. Betrachtet man nun die Lésung zur neuen Anfangszeit 7' und zum
neuen Anfangswert & = (7T, x,u) auf dem Intervall [T, 27T, erhélt man mit Input-to-
State Stabilitat

ez, w)ll < BUIZI, ) + v(lur2r )

fiir alle t € [T, 2T]. Wenn man diesen Trick iterativ anwendet, erhdlt man (¢, x,u) — 0,
da y([lujir,(i+1ym ) gegen 0 geht (und B(-,t) — 0 gilt).

Die néchste Bemerkung zeigt, dass Input-to-State Stabilitéit das Konzept der Zustands-
stabilitit, das vor allem auf den russischen Mathematiker A. M. Lyapunov zuriickgeht,
mit dem Konzept der Operatorstabilitidt verkniipft. Das Input-Output-Operatorkonzept,
wurde unter anderem vom polnischen Mathematiker G. Zames entwickelt (vgl. [36], [37]).
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2.1 Definition und Herleitung

Bemerkung 2.4. Man kann Stabilitdtsbegriffe auch als eine Abbildung v — ¢ in-
terpretieren. Gemafl Formel (2.4) ist Input-to-State Stabilitdt dann ein , £ — L%
Stabilititskonzept. Fiir eine Betrachtung ,£% — £>“ ergibt sich die Bedingung

a(lle, z,u)l) Sﬁ(llwllvt)Jr/O Y(llu(s)l)ds, (2.6)

welche wir in Kapitel 3.2 als definierende Ungleichung fiir eine Abschwéchung des ISS-
Konzeptes, der Integral Input-to-State Stabilitdt, verwenden werden.
Aus ,L£? — L?“ ergibt sich die Bedingung

t

/ a5, 7, u)|)ds < aolllz])) + / A(lfus) ) ds. (2.7)
0 0

In Kapitel 2.2 wird sich zeigen, dass diese Bedingung dquivalent zu ISS ist. .

Betrachten wir nun, wie sich die Input-to-State Stabilitdt unter einer Koordinatentrans-
formation verhilt, zeigt sich, dass diese im Gegensatz zu exponentieller Stabilitét (ver-
gleiche Beispiel 1.12) erhalten bleibt.

Satz 2.5. Input-to-State Stabilitét ist invariant unter Koordinatentransformationen.

Beweis: Analog zu Bemerkung 1.11 ergibt sich fiir ein System der Form (1.14) unter
einem Koordinatenwechsel y = T'(x) ein transformiertes Kontrollsystem

y(t) = DT(T~ (y(O)) F(T~ (y(1)), u(t)

mit der Losung

Ut y,u) = T(o(t, T~ (y), ).

Hierbei ist ¢ die Losung des untransformierten Systems, fiir die nach (2.3)

lp(t 2, u) || < max{B(|[z[l, ¢), y([ullo)}

gilt. Daraus folgt fiir v:

[ty w)l| = 1T (o8, T~ (y), w)) || < max{pr(B(p2(lly]), ), o1 (v(lull))}
mit
(1) = s [7(0)] und ) = e [
Nutzt man 8 € KL, v € K« und die leicht nachweisbare Stetigkeit von p; und py aus,
kann man leicht zeigen, dass §(r,t) := p1(8(p2(r),t)) eine KL—Funktion und 5(r) :=

p1(7(r)) eine Ko —Funktion ist. Es existiert also ein § € KL und ein 4 € K, sodass
I (t,y, w)ll < max{B(llyll,t), 3(|lull )}

gilt. Damit ist das transformierte Kontrollsystem ebenfalls Input-to-State stabil. Anders
formuliert: ISS ist invariant unter Koordinatentransformation.

O]
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2 Input-to-State Stabilitét

Der Beweis wurde dabei grofitenteils aus [8] tibernommen. Wir bemerken, dass wir
mit Satz 2.5 folgern kénnen, dass globale asymptotische Stabilitidt von Differentialglei-
chungen invariant unter Koordinatentransformation ist. Interpretiert man eine Diffe-
rentialgleichung der Form (1.3) als Spezialfall eines Kontrollsystems mit v = 0, also
#(t) = f(x(t),0), folgt mit Satz 2.5 fiir die Losung 1) des transformierten Problems

l(t,y, 0)I| < max{B(l|z], 1), 7(I0llsc)} = B(ll]l, )

mit 3 € KL, was gerade der Bedingung fiir globale asymptotische Stabilitét entspricht.

2.2. Charakterisierungen von Input-to-State Stabilitat

Wir erinnern uns daran, dass es unser Ziel war, eine Verbindung zwischen dem Sta-
bilitatsbegriff fiir das gestorte System @(t) = f(z(t),u(t)) und der Stabilitéit des un-
gestorten Systems #(t) = f(x(t),0) herzustellen (vergleiche dazu Beispiel 1.27). Wir
werden in diesem Kapitel sehen, dass dies mit Hilfe der Input-to-State Stabilitdt moglich
ist. Zur Vereinfachung bezeichnen wir dazu das System als 0 — AS, falls das ungestorte
System lokal asymptotisch stabil und als 0 — GAS, falls das ungestorte System global
asymptotisch stabil im Sinne von Definition 1.5 ist.

Untersucht man Bedingung (2.3) genauer, lassen sich bei getrennter Betrachtung der 5—
und der y—Komponente zwei Bedingungen ablesen:

le(t, z, 0) || < B([l, 2), (2.8)
da ¥([|0]|cc) = ~(0) = 0 und
lim sup [lo(t, 2, w)| < y(|lulloo), (2.9)

da limy_oo B(r,t) = 0 ¥r > 0. Man erkennt sofort, dass (2.8) gerade der Bedingung
0 — GAS entspricht und dass (2.9) eine obere Schranke der Losung (in der Norm) fiir
grofes t impliziert. Wir bezeichnen (2.9) ab jetzt mit AG (asymptotic gain). Der folgende
Satz zeigt, dass diese beiden Bedingungen nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
fiir Input-to-State Stabilitéit sind.

Satz 2.6. Ein Kontrollsystem (1.14) ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es die
Bedingungen 0 — GAS und AG erfiillt.

Tatséchlich kann man im Satz sogar die Bedingung 0 — GAS durch O0—stabil ersetzen.
Mit 0—stabil ist dabei gemeint, dass das ungestorte System stabil im Sinne von Definiti-
on 1.5 (i) ist. Der Beweis (vgl. [30, Theorem 1]) ist relativ technisch und zeigt zeitgleich
noch einige weitere Charakterisierungen, die wir nicht verwenden wollen, weshalb auch
der Beweis hier nicht wiederholt wird.

Analog zu Definition 1.7 wollen wir nun den Begriff der ISS-Lyapunov-Funktion definie-

ren. Wir werden in Satz 2.10 zeigen, dass die Existenz einer solchen Funktion &dquivalent
zu Input-to-State Stabilitét ist.
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2.2 Charakterisierungen von Input-to-State Stabilitit

Definition 2.7. Eine glatte Funktion V : R™ — R” heifit ISS-Lyapunov-Funktion, falls
es a1, a9, Y € Ko und a3 € K gibt, sodass die Bedingungen

ar([[z]) < V(z) < ao(|lz]]) (2.10)
und
lull < x(llz])) = DV (2)f(z,u) < —as(||]) (2.11)

fiir alle z € R™ und alle u € U gelten. .

Bemerkung 2.8. Fiir Bedingung (2.11) gibt es mehrere dquivalente Charakterisierun-
gen:

(i) Implikationsform: [ju] < x([lz[) = DV () f(z,u) < —as(|[z[])

(ii) Supremumsform: supjj,|< (e PV (@) f (2, u) < —as(||z[])

(iii) Dissipative Form: DV (z) f(z,u) < —as(||z]|) + ca(]|u]|) mit asz, a4 € Koo
Zu beachten ist, dass das V aus (iii) in der Regel nicht das gleiche V' wie in (i) oder (ii)
ist.

Im Folgenden werden wir, je nachdem welche Darstellung besser passt, vor allem die
dissipative Form und die Implikationsform verwenden. Bevor wir nun die bereits an-
gesprochene Aquivalenz zwischen Input-to-State Stabilitéit und der Existenz einer ISS-
Lyapunov-Funktion zeigen, definieren wir einen weiteren Begriff, der uns eine zusétzliche
Charakterisierung von Input-to-State Stabilitét liefern wird.

Definition 2.9. Ein Kontrollsystem (1.14) heifit robust stabil, falls es ein p € K
gibt, sodass fiir alle in = Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen k : R x R" — U mit
|k(t, z)|| < p(||lx||) der geschlossene Regelkreis

B(t) = fa(t), k(¢ z(t)))

global asymptotisch stabil ist. Das heifit, es existiert ein B € KL sodass fiir die Losungen
v(t, z) des Regelkreises

ler(t, )| < Bz, 1)

gilt. Die Funktion p bezeichnet man dann als Stability Margin.

Mit Hilfe der Lyapunov-Funktion und der robusten Stabilitdt erhalten wir zwei dqui-
valente Charakterisierungen der Input-to-State Stabilitét.

Satz 2.10. Fiir ein Kontrollsystem (1.14) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Das Kontrollsystem ist Input-to-State stabil.
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2 Input-to-State Stabilitét

2. Das Kontrollsystem ist robust stabil.

3. Es existiert eine ISS-Lyapunov-Funktion.

Beweis: Um den Satz zu beweisen, zeigen wir ,,(1) = (2) = (3) = (1)“ und orientie-
ren uns dabei an den Beweisen aus [8] und [29].

(1) = (2) : Das Kontrollsystem #(t) = f(z(t),u(t)) sei Input-to-State stabil. Schreibe
or(t,x) = o(t, z,u(t)) mit u(t) = k(t, or(t,x)). Betrachte Stérungen mit ||k(t,z)| <
p(||lz]), fir ein p € Koo. Mit ISS erhalten wir fiir ein festes 7> 0 und ¢ € [0,7] nach
Bemerkung 2.2 (ii)

ler(t, )| < maX{B(HJUH,t)ytgfg%ﬂ(!!k(t,wk(t, 2))}-

)

Da v eine Ko, —Funktion und somit streng monoton wachsend ist, folgt

ler(t, )| < maX{ﬂ(HfUH,t)ytrer[l&%’Y(P(H%(t,w)H)}-

Wir kénnen nun 0.B.d.A. (vergleiche Abbildung 2.2) annehmen, dass p die Bedingung
p(r) <47 B(lel, 7)) vr e [B(lz), T), B(lI=[l, 0)]

erfiillt. Damit ist

lpw(t; z)|| < max{ﬂ(!!x\\,t)7tg3§]’7(7*1(6(\\95”1)))}

= max{S(||z[|,t), B[l T)}
= Bl %),

wobei der letzte Schritt aus ¢ < T und S streng monoton fallend in ¢ folgt. Man sieht,
dass die Bedingung fiir robuste Stabilitét auf einem Intervall [0,T] fiir festes 7' > 0
erfiillt ist. Allerdings kann man nicht einfach mit 7" — oo argumentieren, da in diesem
Fall v~ Y(B(||lz|,T)) — 0 gilt. Dieses Problem 16sen wir wie folgt: Wir setzen zuerst
Bo := 3 und wihlen T so groB, dass B(||z||,T) < i||z|. Nun betrachten wir ¢ €]T, 27T
und erhalten, nachdem wir p wieder wie zuvor einschrianken,

ot )| 2 Nor(t — T, ou(T, 2) < Bolllr(T, 2|, ¢ — T)
< Fo(Bo(llzl, T), ¢~ T) < ol llal, ¢~ T)
= Bu([lz,t — T)

fiir ein 81 € KL. Diesen Trick kann man sich wie folgt veranschaulichen: Man betrach-
tet Bo(5 [z, t) auf dem Intervall [0,¢] und verschiebt diese Funktion um 7" nach rechts.
Dieses Vorgehen wenden wir nun iterativ an und erhalten damit eine Folge (8o, 51, )
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2.2 Charakterisierungen von Input-to-State Stabilitit

fiir die die Abschétzung fiir robuste Stabilitat gilt. Nun kénnen wir ein £ konstruieren
(vergleiche dazu Abbildung 2.3), sodass die gewiinschte Abschétzung fiir dieses spezielle
B fiir alle t € R gilt. Diese Konstruktion ist moglich, weil wir 7" hinreichend grof3 gewéhlt
haben, dass B;(||z|, (i + 1)T) < 3||z|| gilt. Zu beachten ist, dass wir weder 3 noch p ex-
plizit angeben konnen, was allerdings auch nicht notig ist.

(2) = (3) : Das Kontrollsystem sei robust stabil. Sei k(t, z) := p(||z||) - d(¢) fiir das p aus
der Definition der robusten Stabilitdt und ein d mit ||d(t)|| < 1. Es gilt

1k 2) || < plzl]) - [d@)] < plz]]) - 1 = pll])-
Damit erfiillen die Losungen ¢, (t,z,d) von &(t) = f(x(t), p(||z]]) - d(t)) die Bedingung
loo(t 2, d)| < B(ll2l,t),

wobei 3 die KL£—Funktion aus Definition 2.9 ist. Das Lyapunov-Theorem fiir gestéorte
global asymptotisch stabile Systeme (vgl. [16, Theorem 1]) besagt: Es existiert eine glatte
Lyapunov-Funktion V, sodass fiir ein a3 € K die Implikation

ldlf <1 = DV(2)f(z,p(llz]) - d) < —as(||z]])

gilt. Die Voraussetzung ||d|| < 1 ist dabei nétig, weil fiir das Theorem die Losung (¢, z, d)
fiir jede Storfunktion d auf ganz RSL definiert sein muss, was zum Beispiel durch einen
kompakten Raum von Storfunktionen erreicht wird. Verwendet man nun wieder u(t) =
p(l|z]]) - d(t), erhdlt man damit

[ull < p(lzl) = DV(z)f(z,u) < —as(|z]),

da aus [|lu]| < p(||z]]) folgt [|d]| <

“||7“;J|“) < 1. Also ist Bedingung (2.11) mit x = p erfiillt.
Die Bedingung

o(

a([[z])) < V(z) < a(]z]])

flir a1, a9 € K4 ist schon durch das zitierte Theorem erfiillt. Damit ist V' eine ISS-
Lyapunov-Funktion.

(3) = (1) : Es existiere eine ISS-Lyapunov-Funktion, also eine glatte Funktion V' : R” —
R, die die Bedingungen
ar([Jz])) < V(z) < as(]lz]])

und
lull < x([lz]) = DV (z)f(z,u) < —as([|z])

fiir aq, ag, x € Ko und ag € K erfiillt. Wir definieren nun: g = ag oa2_1 und K = Xoozz_l.

Damit ldsst sich die zweite Bedingung schreiben als

[ull < &(aa(llz]])) = DV () f(z,u) < —g(az(]|z])).
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2 Input-to-State Stabilitét

Unter Verwendung der ersten Bedingung folgt daraus die schwéchere Implikation
[ull < &(V(z)) = DV (2)f(z,u) < —g(V(z)),

da k und g als Verkettung streng monoton wachsender Funktionen ebenfalls streng mo-
noton wachsend sind. Durch Integration dieser Bedingung erhélt man

V(e(x,t,u)) < max{p(V(2), 1), s~ (u])}.
Der zweite Term deckt den Fall ab, dass die Bedingung |lu|| < x(ca(||x||)) nicht erfiillt
ist. Dabei ist p € KL die Losung des Anfangswertproblems
d
h(rt) = —g(u(r,1)),  pu(r,0)=r.

Nun verwendet man wieder die erste Bedingung der ISS-Lyapunov-Funktion und erhélt

lo(t, 2wl < o' (V(e(t, 2, u))
< max{aq ! (u(V(2),1)), o7 ' (57 (|ul]))}
< max{ay " (u(az(llzll), 1), o (57 (ull))}.

Man sieht, dass dies gerade die Bedingung fiir Input-to-State Stabilitdt mit S(r,t) =
apt(plaz(r), 1) und y(r) = a7 ' (k7 (r) = a7 H(az(x ! (r)) ist, da 8 € KL und v € Koo

(I

VBl D) o ‘

Bllll, ) B(I=]],0)

Abbildung 2.2: Wahl von p(+) in (1) = (2) im Beweis von Satz 2.10.

Mit dieser Abbildung erkennt man, dass man eine Ko, —Funktion immer so konstruie-
ren kann, dass sie auf einem abgeschlossenen Intervall eine vorgegebene Schranke nicht
iiberschreitet.
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Bo(ll[,0)

Bo(zl=l,0)

Bo(3 1[I, 0)
Bo(zlll, 0)

Abbildung 2.3: Konstruktion der f—Funktion in (1) = (2) im Beweis von Satz 2.10.

In Bemerkung 2.4 wurde bereits angedeutet, dass Bedingung (2.7) dquivalent zu Input-
to-State Stabilitéit ist. Diese Aussage formulieren wir nun als Satz.

Satz 2.11. Ein Kontrollsystem (1.14) ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es
Funktionen «, ag,y € Ko gibt, sodass fiir alle x € R™ und alle Storfunktionen u die
Bedingung

t

t

[ atlets..wlas < aoflal) + [ 3 (lu(s) s (27)
fir alle ¢ > 0 erfullt ist.
Beweis: Sei (1.14) Input-to-State stabil. Dann existiert eine ISS-Lyapunov-Funktion
in dissipativer Form, also eine glatte Funktion V : R® — R, fiir die es Ko —Funktionen

a; (i=1,..,4) gibt, sodass

DV (¢p(s,x,u)) f(p(s, 2, u),u) < —as([[¢(s, z,w)]]) + ca((ul])

gilt. Durch einfaches Umformen erhélt man

az(lle(s, 2, u)l]) < =DV (p(s, z,u)) f((s, 2, u), u) + ca(l|ul)-

Integriert man diese Bedingung erhélt man
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2 Input-to-State Stabilitét

t

AawwmwmwsA—mmmwmvwmawmw+émwmw

=—WﬂMWm+VW®me+AaMMWS

V>0

< V(p(0,2,u)) —i—/o ay(||ul)ds
:w@+Aamww8
gmwm+AaNWW&

Im vorletzten Schritt hat man dabei ¢(0, z,u) = x verwendet, was gerade der Anfangs-
bedingung entspricht. Der letzte Schritt folgt durch Anwendung der ersten Lyapunov-
Bedingung

ar([[z])) < V(z) < a(]z]])

fiir a1, a9 € K. Dadurch hat man die Form (2.7) mit o := a3, ag := az und v := ay.

Der Beweis der Riickrichtung ist deutlich komplizierter und verwendet eine Charakteri-
sierung von Input-to-State Stabilitédt, die wir bisher noch nicht erwéhnt haben. Daher
wird hier nur kurz die Beweisidee erldutert. Aus Bedingung (2.7) folgt, dass das System
0—stabil ist und fiir ein v € K4 die Bedingung

i <
int [l (¢, )| < (]l

fiir alle Startwerte x und alle Storfunktionen w erfiillt ist. Fiir diese Bedingung verwendet
man die Bezeichnung LIM. Aus 0—stabil und LIM kann man folgern, dass das System
0 — GAS ist. Die Bedingungen LIM und 0 — GAS sind nach [30, Theorem 1] dquivalent
zu Input-to-State Stabilitéit. Fiir Details der einzelnen Beweisschritte vergleiche [23,
Theorem 1] und [30, Theorem 1].

O

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir ein Beispiel, in dem wir versuchen Input-
to-State Stabilitat mit Hilfe der unterschiedlichen Charakterisierungen nachzuweisen.

Beispiel 2.12. Betrachte das System
i(t) = —22(t) — z(t)® + (x(t)? + Du(t).

Der direkte Weg, Input-to-State Stabilitit zu zeigen, wére Bedingung (2.3) aus der Defi-
nition von ISS nachzurechnen. Allerdings bendtigt man hierfiir die von der Stérfunktion
abhéingige analytische Losung ¢(t,x,u). Das System ldsst sich aber nicht analytisch
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2.2 Charakterisierungen von Input-to-State Stabilitit

l6sen, weshalb dieser Weg ausscheidet. Ebenso ist es nicht moglich, die Charakterisie-
rung aus den Sétzen 2.6 und 2.11 zu verwenden, weil hier ebenfalls ¢(¢,z,u) bendtigt
wird. Es bleiben also die beiden Charakterisierungen aus Satz 2.10, die Existenz einer
ISS-Lyapunov-Funktion und robuste Stabilitét.

(1) Wir zeigen Input-to-State Stabilitét zunédchst, indem wir eine ISS-Lyapunov-Funktion
angeben. Wir definieren dazu

1
Vix) = 51‘2.

Es ist offensichtlich, dass V eine glatte Funktion ist und die erste Bedingung fiir eine
ISS-Lyapunov-Funktion erfiillt ist, denn

1
Jel < V(@) < o

und a;(r) := 17r? sowie as(r) := r? sind Ko —Funktionen. Zudem gilt

DV (2)f(x,u) = —22% — 2* + (2® + 2)u < —22% — 2* + |(2® + 2)| - |ul.

Wir definieren die Funktion x(r) := r, bemerken, dass x € K gilt und erhalten damit
fiir |u| < x(|z|) die Abschétzung

DV (x)f(x,u)

Die zweite Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion ist also mit der K—Funktion
as(r) := r? erfiillt und wir haben gezeigt, dass V eine ISS-Lyapunov-Funktion in der
Implikationsform ist. Damit ist das System Input-to-State stabil.

(ii) Der Weg iiber robuste Stabilitit ist etwas schwerer und verwendet die Hilfsaussa-
ge aus Lemma 1.21. Um robuste Stabilitdt zu zeigen, definieren wir zunéchst als Sta-
bility Margin die Ko—Funktion p(r) := % - r und betrachten Feedback-Abbildungen
kE:RxR" — R" mit ||k(¢,z)|| < p(||z]]). Wenn wir fiir v nun die Feedback-Abbildung &
einsetzen, gilt fiir die Differentialgleichung

B(t) = —22(t) — 2(t)® + (2()® + 1) - k(t, )
< —2x(t) — x(t)® + (x()> + 1) - ||k(t, z)|
< —2z(t) — x(t)® + (x(t)® + 1) - p(||z])
= —22(t) — 2(t)’ + s2(t)* - |=(t)| + %\w(wl

und damit nach Bemerkung 1.16 z(t) < y(¢) fir alle ¢ > 0, wobei y(t) die Losung des
Anfangswertproblems

i(0) = ~29(8) ~ y(0)° + Zu@? - ly()] + Sly(o)
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2 Input-to-State Stabilitét

mit y(0) = xz¢ ist. Diese Differentialgleichung ist zwar nicht analytisch 16sbar, doch es
gilt

<0, y(t)>0
y(t) 4 =0, y(t)=0
>0, y(t)<O0

und somit ist die Differentialgleichung nach Lemma 1.13 global asymptotisch stabil.
Analog kann man die Differentialgleichung durch w(¢) > —||u|| abschiitzen zu

#(t) > ~2a(t) — 2(t)° — 2 (x(6)* +1) - [a(t)
= ~2a(t) — 2(t)* ~ Ja(t)* - a(H)] ~ (1)

und es gilt wieder nach Bemerkung 1.16 x(t) > z(t) fiir alle t > 0, wobei z(¢t) die Lésung
des Anfangswertproblems

. 1 1
A(t) = =22() — (1) = 52(0)° - [2(0)] = 512(2)]

mit z(0) = xg ist. Wie bei y(¢) kann man argumentieren, dass diese Differentialgleichung
global asymptotisch stabil ist. Damit hat man die Losung z(t) der urspriinglichen Dif-
ferentialgleichung sowohl nach oben als auch nach unten durch die Losung einer global
asymptotisch stabilen Differentialgleichung beschrinkt. Mit Lemma 1.21 folgt, dass auch
#(t) global asymptotisch stabil ist. Damit hat man robuste Stabilitdt und auch Input-
to-State Stabilitéit gezeigt.

Die folgende Abbildung veranschaulicht das Wirken der Stability Margin noch einmal
grafisch. Dabei wird das Feedback k(t,x) = p(||z||) - d(t) eingesetzt, wobei d(t) zufillige
Werte aus dem Intervall [—1, 1] annimmt. Damit gilt ||d(¢)|| < 1 und ||k(¢, z)| < p(||z|]).
Der geschlossene Regelkreis

a(t) = fx(t), p(llall) - d(t) = —2(t) — x(t)° + %(ﬂl?(t)2 +1) - |z(B)] - d(?)

ist also global asymptotisch stabil. Dargestellt wird hierbei die Losung der Differential-
gleichung zu den Anfangswerten xo € {—3,—2,—1,1,2,3} auf den Intervallen [0, 2] und
[0, 4] in zwei t —z—Diagrammen. Man sieht, dass die Losungen gegen das Gleichgewicht 0
konvergieren, was ein deutlicher Hinweis auf asymptotische Stabilitét ist, aber natiirlich
nicht den Beweis ersetzen kann, den wir eben gefiihrt haben. (Der Matlab-Code befindet
sich unter Programm 1 im Anhang).
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2.3 Input-to-State Stabilitdt im linearen Fall

wit,1
Rit,2
®(t;3)
x(t 1)
x(t:2)
x(t-3)

it ‘Xn)
it ‘XU)

1 1 L L L L 1 1 1 ] 1 L L 1 L 1 L |
0 02 04 0B 08 1 12 14 16 18 2 1} 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
1 t

Abbildung 2.4: Grafische Darstellung der Stability Margin in Beispiel 2.12

2.3. Input-to-State Stabilitat im linearen Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall eines linearen Kontrollsystems (1.15).
Dieses hat die Form

x(t) = Az(t) + Bu(t)

mit A € R™ ™ und B € R™"*™. Der folgende Satz zeigt, dass der Begriff der Input-to-
State Stabilitdt im linearen Fall nichts Neues ist.

Satz 2.13. Ein lineares Kontrollsystem ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es
0-GAS ist.

Beweis: Wir wissen nach Satz 2.6, dass Input-to-State Stabilitit die Bedingung 0-
GAS sogar fiir allgemeine Differentialgleichungen impliziert, also insbesondere fiir lineare
Differentialgleichungen. Fiir den Beweis der Riickrichtung verwenden wir die Losungsfor-
mel fiir lineare Kontrollsysteme (1.16). Diese liefert

t
!w@%wH—W“w+/€WS@M$%HS
0
t
SW“M+H/e“tW%@MﬂS
0
t
swwwmwwmwwAH&W%w

t
= [le |l - llll 1 BIl - HuH/O (1) - [l |ds.

Verwendet man die Formel fiir Integration durch Substitution

¢ (0
/d@ﬂﬂw%=/1f®%
z p(z
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2 Input-to-State Stabilitét

mit @ : s+t —5, ¢ s —1lund f:s— |e?®] erhilt man

t 0
|01t as = [ et as.
0 t

0
lett, 2w < el llll - |1B]| - IIUII/ le*lds
t

Somit gilt

t
A A
= lle™|l - llll + 18] - IIuII/0 le”™llds
At > A
< [l - flll + 1Bl - IIUII/0 le”ds.

Nach (1.8) ist asymptotische Stabilitét im linearen Fall dquivalent zu
edt] < Ce™@t Wt >0

fiir Konstanten C, o > 0. Es folgt

o
et < O~ ol + 1] Ju] [~ Cemas
c-|1B]

o
_ &|B]

Definiert man nun S(||z|,t) := Ce™7||z|| und y(|jul]) := =" - ||ul|, erhilt man

le(t, 2, uw)ll < Bzl ) + v (llul]).

Man kann leicht erkennen, dass f € KL und v € Ko ist. Damit ist die Bedingung (2.4)
erfiillt und das Kontrollsystem ist Input-to-State stabil.

= Ce % z|| + ). (2.12)

O]

Bemerkung 2.14. Betrachtet man den Beweis von Satz 2.13 noch einmal genauer, sieht
man, dass zum Teil relativ grob abgeschétzt wurde. Insbesondere die Abschitzung

t t
/ A9 Bu(s)ds < || B| - ||ul| / eAlt=9) (s
0 0

kann man durch die schwéchere Abschéitzung

t t
/0 A9 Bu(s)ds < |B] - [[uo.] / A=) g

ersetzen. Das fiithrt letztendlich zu

C-|1B]
g

lo(t, 2, u)|| < Ce™|lz]| + Nupgll- (2.13)

Im Beweis ist diese Form eher hinderlich, doch fiir die Herleitung der Input-to-State
Stabilitéit war sie, wie wir zu Beginn von Kapitel 2 gesehen haben, sehr hilfreich.
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2.3 Input-to-State Stabilitdt im linearen Fall

Zum Abschluss dieses Kapitels halten wir fest, dass Satz 2.13 im Nichtlinearen nicht
gelten muss. Das zeigt insbesondere, dass wir auf die Voraussetzung AG in Satz 2.6
nicht verzichten kénnen.

Bemerkung 2.15. Fiir nichtlineare Systeme muss Satz 2.13 nicht gelten, wie wir bereits
in Beispiel 1.27 gesehen haben. Das nichtlineare Kontrollsystem

@(t) = —x(t) + (x(t)* + 1) - u(t).

erfiillt die Bedingung 0—GAS, da @(t) = —z(t) nach (1.7) global asymptotisch stabil ist.
Fir u(t) = (2t + 2)_% und Anfangsbedingung x(0) = v/2 ergibt sich die unbeschrinkte
Losung

plt,z,u) = (2t +2)2.

Fiir ISS miisste fur alle t > 0

20+ 24 < V0 + 7 (sup 2t +2)4))
>0
fir ein § € KL und ein v € K gelten. Da die rechte Seite dieser Ungleichung be-
schrankt und die linke Seite unbeschriankt in ¢ ist, kann sie nicht gelten. Somit kann das

Kontrollsystem nicht Input-to-State stabil sein.
]
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

3. Verwandte Stabilitatsbegriffe

In diesem Kapitel werden einige Stabilitdtsbegriffe definiert und untersucht, die eng
mit der Input-to-State Stabilitéit verkniipft sind. Dabei werden wir zunéchst zwei Ab-
schwichungen kennenlernen, die lokale Input-to-State Stabilitdt und die Integral Input-
to-State Stabilitdt, die bereits in Bemerkung 2.4 erwidhnt wurde. Anschlieend betrach-
ten wir eine dynamische Variante von ISS und definieren weitere Stabilitatsbegriffe, in
denen der Ausgang des Systems eine zentralere Rolle spielt.

3.1. Lokale Input-to-State Stabilitét

Betrachtet man Definition 2.3 noch einmal genau, stellt man fest, dass fiir den Anfangs-
wert x und die Storfunktion u keine Einschrénkungen gemacht wurden. Bei der Input-
to-State Stabilitdt handelt es sich also um ein globales Stabilitétskonzept. Man kann
Input-to-State Stabilitdt aber auch in einer abgeschwichten, lokalen Version definieren.

Definition 3.1. Ein Kontrollsystem heifit lokal Input-to-State stabil, falls es eine offene
Umgebung N C R" von 0, ein R > 0 und Funktionen g € KL und v € K, gibt, sodass

e, 2, u)|| < max{B([|z]], 1), v([lulloo)}

fiir alle Anfangswerte z € N, alle Storfunktionen w mit ||u||oc < R und alle ¢ > 0 gilt.
]

Neben der offensichtlichen Tatsache, dass lokale Input-to-State Stabilitéit aus (globaler)
Input-to-State Stabilitéit folgt, ergibt sich der folgende Zusammenhang mit der asym-
ptotischen Stabilitét.

Satz 3.2. Ein Kontrollsystem ist genau dann lokal Input-to-State stabil, wenn es lokal
0 — AS ist (d.h. wenn das ungestorte System lokal asymptotisch stabil ist).

Beweis: Das Kontrollsystem @(t) = f(x(t), u(t)) sei lokal ISS. Nach Definition 3.1 gilt
dann die Bedingung

lp(t, 2, u) || < max{B(|[z[l, £), y([ullo)}

fiir alle ¢t > 0, alle x € N und alle u mit ||u|/s < R fiir Funktionen 5 € KL und v € K.
Da aber v(]|0]|o0) = 0 folgt fiir das ungestorte System

le(t, =, 0)[| < B(llzl, 1),
was gerade der Bedingung fiir lokale asymptotische Stabilitéit nach Definition 1.5 (ii)
entspricht.

Fiir den Beweis der Riickrichtung verwendet man die Aussage aus Satz 1.9, ndmlich
dass aus lokaler asymptotischer Stabilitéit die Existenz einer lokalen Lyapunov-Funktion
V folgt. Diese erfiillt die Bedingungen

ar([lz]]) < V(z) < a(flz]])

43



3.1 Lokale Input-to-State Stabilitdt

und
DV(x)f(z,0) < —as(||z[])

fir alle x € N mit a1, as € Koo, ag € K und N C R" eine offene Umgebung von 0. Nun
wihlt man ein y € Koo mit

as(r)
2

1DV (@) - [I.f (2, u) = f(,0)] <

max
llz]l=r[lul|<x(r)

fiir alle r € [0, R], x € N. Dass dies moglich ist zeigt Abbildung 3.1. Fiir ||ul| < x(||z||)
gilt damit

as(2])

DV (x)f(x,u) — DV (x)f(x,0) < 5

< max
llzll=r,[lul[<x(r)

Addiert man auf beiden Seiten DV (z) f(z,0), erhélt man

1DV (@) - [1f (2, u) = f(z,0)[] <

DV (x)f(z,u) < “3(!x") + DV (2)f(2,0) < —"‘3(23””).
Zusammengefasst gilt also
Jul < x(llel) = DV(@) () < 22070,

was gerade der zweiten Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion entspricht. Zu beach-
ten ist hierbei jedoch, dass diese Bedingung, aufgrund der Einschriankungen fiir v und x,
nur in einer lokalen Variante gilt. Man hat also eine Art lokale ISS-Lyapunov-Funktion
konstruiert. Betrachtet man noch einmal den Beweis von Satz 2.10, erkennt man, dass die
Beweisrichtung (3) = (1) auch im lokalen Fall funktioniert. Man kann also die Aussage
,Existenz einer ISS-Lyapunov-Funktion impliziert Input-to-State Stabilitat auch in der

lokalen Variante treffen. Somit haben wir die lokale Input-to-State Stabilitdt bewiesen.
O

Die Quelle fiir diesen Beweis ist [8]. Es bleibt die Frage, warum dieser Satz im globalen
Fall nicht gilt, was wir ja in Bemerkung 2.15 gesehen haben. Diese Frage lésst sich sehr
schon anhand der folgenden Abbildung beantworten.

x(r), x(r)

X

R

Abbildung 3.1: Konstruktion der Maximalfunktion im Beweis von Satz 3.1
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

Im Beweis wird, ohne es zu erwdhnen, die Maximalfunktion y, die die Bedingung

as(r)
2

max )HDVTww'HfQZUW—anUNIS

llzll=r,llull<x(r

erfiillt, durch eine Ko —Funktion x nach unten abgeschétzt. Man kann sich leicht vor-
stellen, dass dieser Trick auf einem Intervall [0, R] mit R € R immer moglich ist. Fiir
das Intervall [0, 00 muss das jedoch nicht mehr der Fall sein. Aus diesem Grund lésst
sich der Beweis auch nicht auf den globalen Fall verallgemeinern. Mit Hilfe von Satz 3.2
lassen sich leicht Beispiele von gestorten Systemen konstruieren, die nicht Input-to-State
stabil aber lokal Input-to-State stabil sind.

Beispiel 3.3. Betrachte das System

und setze d = 0. Man erhilt
i(t) = z(t)® — z(t)

und kann sich leicht vorstellen, dass der Term z(t)® dominiert, was bei betragsméBig
grofen Startwerten x dazu fithren wird, dass sich die Losung vom Gleichgewicht «* = 0
entfernt. Genauer gesagt gilt

— 00, |z|>1
ot z)| §=1,  |2|=1
-0, |z|]<]1.
Den Widerspruch zu globaler asymptotischer Stabilitédt erhélt man also beispielsweise
mit dem Startwert z = 2. Fiir lokale asymptotische Stabilitdt definiert man die Umge-
bung
N:={zeR||z| <1}

Fiir alle Startwerte € N gilt

<0, z(t)>0
z(t)S =0, =z(t)=0
>0, z(t)<0

und damit nach Lemma 1.13 lokale asymptotische Stabilitéit. Geht man nun wieder zum
gestorten System iiber, erkennt man, dass es nicht Input-to-State stabil sein kann, weil
es die Bedingung 0 — GAS nicht erfiillt. Die Bedingung lokal 0 — A.S hingegen ist erfiillt,

womit das System nach Satz 3.2 auch lokal Input-to-State stabil ist.
]

45



3.2 Integral Input-to-State Stabilitét

3.2. Integral Input-to-State Stabilitdt

Neben der lokalen Variante der Input-to-State Stabilitdt gibt es noch eine zweite sehr
wichtige Abschwichung des ISS-Begriffes, ndmlich den der Integral Input to-State Sta-
bilitét. Im Operatoransatz entspricht das der Betrachtung ,,£? — £,

Definition 3.4. Ein Kontrollsystem heifit Integral Input to-State stabil (iISS), falls es
Funktionen 5 € KL, 71,72 € Koo gibt, sodass

lo(t, 2w < Alall.t) + ( / 'yz(IIU(s)H)ds> (3.1)

fiir alle Anfangswerte x, alle Storfunktionen u und alle Zeitpunkte ¢ > 0 gilt.
]

An Bedingung (3.1) sieht man, dass die Storfunktion nicht mehr in £ liegen muss,
sondern nur noch in £2. Man erkennt also, dass es sich um eine Abschwiichung des
ISS-Begriffes handelt. Wir werden nun analog zu Definition 2.7 den Begriff der iISS-
Lyapunov-Funktion definieren, bevor wir wiederum einen Satz formulieren, der die Aqui-
valenz zwischen iISS und der Existenz einer iISS-Lyapunov-Funktion aufzeigt.

Definition 3.5. Eine stetig differenzierbare Funktion V' : R — R" heift iISS-Lyapunov-
Funktion, falls es Funktionen aq,as € Ko, ag € K und eine stetige, positiv definite
Funktion a3 gibt, sodass die Bedingungen

ar((lz]]) < V(z) < ao(flz]])

und
DV(z)f(z,u) < —as(|z]]) + as(|lul])

fiir alle x € R™, u € R™ gelten.
]

Der wesentliche Unterschied zu einer ISS-Lyapunov-Funktion liegt dabei in der Funk-
tion ag. Fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion muss a3 eine K ,—Funktion sein, fiir eine
iISS-Lyapunov-Funktion reicht es aus, dass as stetig und positiv definit ist. Wir werden
in Beispiel 3.8 sehen, dass dadurch der Begriff der Lyapunov-Funktion echt abgeschwicht
wird. Zudem wird V' nur noch als stetig differenzierbar und nicht mehr als glatt voraus-
gesetzt, was sich jedoch durch eine Glattung der Lyapunov-Funktion beseitigen lésst.
Zuletzt wird a4 € K und nicht mehr a4 € Ky gefordert, was ebenfalls keine Ein-
schrankung ist, da man V entsprechend anpassen kann. Wie im Satz 2.10 ldsst sich mit
Hilfe der iISS-Lyapunov-Funktion die folgende Aquivalenz charakterisieren.

Satz 3.6. Ein Kontrollsystem ist genau dann ilSS, wenn eine glatte iISS-Lyapunov-
Funktion existiert.

Fiir den Beweis und weitere Charakterisierungen von Integral Input-to-State Stabilitét
vergleiche [2, Theorem 1].
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

Bemerkung 3.7. Im Satz 3.6 konnte man auf die Bedingung ,,glatt“ auch verzichten,
da die Existenz einer iISS-Lyapunov-Funktion geméfi Definition 3.5, also einer stetig
differenzierbaren Funktion V| bereits eine hinreichende Bedingung fiir Integral Input-to-

State Stabilitat ist. .

Die Beobachtungen nach den Definitionen 3.4 und 3.5 haben gezeigt, dass die Voraus-
setzungen im Vergleich zu den Definitionen im ISS-Fall abgeschwécht wurden. Dass sich
dadurch eine echte Verallgemeinerung ergibt, zeigt das folgende Beispiel, in dem ein
Kontrollsystem betrachtet wird, das zwar Integral Input-to-State stabil, allerdings nicht
Input-to-State stabil ist.

Beispiel 3.8. Betrachte das eindimensionale Kontrollsystem
z(t) = —x(t) + z(t) - u(t).

Setzt man u = 2, erhélt man @(¢) = z(¢) und unter der Anfangsbedingung z(0) = 1 die
Losung

z(t) = €.

Diese ist unbeschrankt, was einen Widerspruch zu ISS liefert. Die Integral Input-to-State
Stabilitéit erhdlt man durch Angabe einer iISS-Lyapunov-Funktion. Wir setzen dazu

2 <1
V(x) := v o] <
2log(|z]) + 1, |z| > 1.

Man kann leicht nachrechnen, dass V' stetig differenzierbar ist und

2¢, x| <1
2/x, |z|>1

DV (z) = {

gilt. Man erhélt

2e(—x +zu), |z <1
DV (@)f(2,u) = { 1
2=z +2u), |z[>1
Verwendet man im oberen Ast die Abschétzung |z| < 1 erhélt man
—22% 4+ 2u, |x| <1

DV(z)f(z,u) < {_2 +2u, o] > 1.

Wir definieren

2r?, r<1
az(r) = {2r ’ :; . und  ay(r) = 2r
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3.3 Dynamische Input-to-State Stabilitit

und erhalten damit
DV (z)f(z,u) < —as([|z]) + asa(lul),

wobei offensichtlich ag stetig und positiv definit und a4 € Ko ist. Dadurch ist die zweite
Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion erfiillt. Die erste Bedingung folgt leicht mit
V(z) = V(—=z), wenn man beispielsweise

und  ag(r) =2V (r)

setzt, da V eingeschrinkt auf RE{ eine Koo—Funktion ist. Nach Bemerkung 3.7 ist da-
mit Integral Input-to-State Stabilitdt gezeigt, weil ein stetig differenzierbares V' bereits
hinreichend fiir Integral Input-to-State Stabilitdt ist. Man sollte sich nun noch kurz
iiberlegen, warum V nicht die Voraussetzungen einer ISS-Lyapunov-Funktion erfiillt. Der
Grund hierfiir liegt in der Definition von as. Fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion miisste
a3z € Ky sein, also insbesondere streng monoton wachsend. Das gewéhlte ag ist aber

auf dem Intervall (1, 00) konstant und kann somit nicht aus Koo sein.
]

3.3. Dynamische Input-to-State Stabilitat

Ein Problem bei der Input-to-State Stabilitét ist die statische Abhingigkeit von u(t), die
gegeben ist, weil der Zeitparameter ¢ in y(||u||~) nicht beriicksichtigt wird. Betrachtet
man beispielsweise die Storfunktion

1, tefo,]
u(t)_{o, t>1

und v = id gilt y(||ul|l) = 1. Nach Bedingung (2.3) scheint sich fiir festes z € R"”
die Losung ¢(t,z,u) fiir alle ¢ > 0 im n-dimensionalen Ball mit Radius 1 um den
Ursprung aufhalten zu diirfen. Wir haben zwar in Bemerkung 2.3 gesehen, dass aus
limy— o0 |Ju(t)|| = 0 auch lim;_, ||(t, z,u)|| = 0 folgt, doch ist das weder offensichtlich,
noch ldsst sich eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit machen. Zudem wére
es wiinschenswert, dass sich eine direkte Verbindung zwischen der Lyapunov-Funktion
V und den Funktionen /5 und 7 aus (2.4) erkennen lésst, was bei Input-to-State Stabi-
litdt nicht der Fall ist. Ein Stabilitatsbegriff, der diese Probleme 16st, ist die dynamische
Input-to-State Stabilitét (vgl. [7] und [9]), bei der man (||u|ls) durch

v(u,t) = esz;g]pu(’y(\\u(ﬂ\\), t—7) (32)

ersetzt. Dabei sei p € KLD, also eine Funktion pu : Rar xR — Rar, sodass die Ein-
schriankung auf Rar X Rar eine L—Funktion ist und zudem

p(r,t+s) = p(p(r,t),s) Vt,seR
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

erfiillt ist. Wichtig fiir die Herleitung ist ein Lemma von Sontag iiber JL—Funktionen
(vgl. [23, Proposition 7)), das besagt, dass fiir jedes § € KL zwei K —Funktionen a;
und ao existieren, sodass

B(r,t) < ar(az(r)e™)
gilt. Mit (3.2) kann man dynamische Input-to-State Stabilitdt wie folgt definieren.

Definition 3.9. Ein Kontrollsystem heift dynamisch Input-to-State stabil (ISDS), falls
es Funktionen pu € KLD und o,v € K gibt, sodass

le(t, 2, u)|| < max{u(d(llwll),t)’esz[%g}pu(v(llu(f)\l),t —-7)} (3-3)

fiir alle Anfangswerte x, alle Storfunktionen u und alle Zeitpunkte ¢ > 0 gilt. .

Man sieht direkt, dass der Zeitparameter ¢ nun im u-Term eine Rolle spielt. Hat man
nun zum Beispiel eine Storfunktion mit betragsméBig grofiem (0), die schnell gegen 0
geht, dann ist u(0) fiir grofie ¢ nicht mehr so wichtig, da p € KLD und somit streng
monoton fallend im zweiten Argument ist. Es gibt also ein ¢ > 0, ab dem die starke
Anfangsstorung vernachldssigt werden kann (vergleiche Abbildung 3.2).

1SS

le(t, )|

Abbildung 3.2: Grafische Veranschaulichung der Bedingung fiir dynamische Input-to-
State Stabilitét

Ein weiteren Vorteil von ISDS zeigt sich bei der Charakterisierung iiber ISDS-Lyapunov-

Funktionen. In Anlehnung an [7] bezeichnen wir dabei die Funktion p € LD als ,rate“
und die Funktionen ~,0 € K als ,,gains®.
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3.3 Dynamische Input-to-State Stabilitit

Satz 3.10. Ein System ist genau dann dynamisch Input-to-State stabil mit rate pu €
KLD und gains 7,0 € K, wenn eine (evtl. unstetige) ISDS-Lyapunov-Funktion V' :
R™ — Ra” existiert, die die Bedingungen

2] < V(z) < o(flz]])
und
Vip(t,z,u)) < max{u(V(z),t), v(u, 1)}
fiir alle x € R™, ¢ > 0 und alle u € U erfiillt. Dabei ist v definiert wie in (3.2).

In Anwendungen ist es hiufig besser, wenn man mit glatten ISDS-Lyapunov-Funktionen
arbeitet. Der folgende Satz zeigt, dass man ein V finden kann, das zumindest auflerhalb
der 0 glatt ist, mit dem man die rate und die gains bis auf ein £ bestimmen kann. Wir
beschrianken uns dabei auf glatte Funktionen p, 0 und ~ und lokal Lipschitz stetiges g.

Satz 3.11. Ein System ist genau dann dynamisch Input-to-State stabil mit rate p €
KLD und gains v, 0 € K+, wenn fiir jedes £ > 0 ein stetiges V. existiert, das auf R™\ {0}
glatt ist und das die Bedingungen

k4l
1te <Ve(z) < o(llz])

und
Y(llull) < Ve(z) = DVe(2) f(2,u) < —(1 —)g(Ve(x))
fiir alle z € R™\ {0} und alle u € U erfiillt.

Fiir die Beweise der Sitze 3.10 und 3.11 vergleiche [9, Theorem 3, Theorem 4]. Das fol-
gende Beispiel zeigt, wie man nun mit Hilfe von Satz 3.11 und einer Lyapunov-Funktion
fiir das unkontrollierte System die rate und die gains konstruieren kann.

Beispiel 3.12. Betrachte das eindimensionale System
@(t) = —x(t) + u(t)’.

Fiir alle € > 0 definieren wir Vz(x) = |z|. Da V. unabhéngig von ¢ ist, schreiben wir V'
statt V2 und erhalten damit

flir o = id. Zudem gilt fiir alle x # 0

DV(x)f(z,0) = —|z] < =V (z),
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

Nun wahlen wir ein -, sodass die Implikation

v(lu) < V(x) = DV (z)u® < V(;f)

gilt, also zum Beispiel v(r) := 2r®. Damit erhalten wir

v(Ju|) < V(z) = DV (z)f(z,u) = DV (z)f(x,0) + DV (z)u?
< —V(z)+ V(;)
_ V()
2
<-(1-oYD

Also erfiillen V, v und g(z) = § die Voraussetzungen des Satzes und es gilt

wu(r,t) = e 2r und y(r) = 2r3.
Dabei ergibt sich p als Losung des Anfangswertproblems %u(r, t) = —g(u(r,t)), p(r,0) =

T.
]

Es bleibt noch zu kléren, in welchem Verhéltnis Input-to-State Stabilitét und dynami-
sche Input-to-State Stabilitéit stehen. Aufgrund der zusétzlichen Informationen, die die
dynamische Input-to-State Stabilitét liefert, konnte man vermuten, dass der ISS-Begriff
echt stérker ist. Diese Vermutung erweist sich allerdings als falsch, denn man kann zeigen,
dass beide Begriffe dquivalent sind.

Satz 3.13. Ein Kontrollsystem (1.14) ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es
dynamisch Input-to-State stabil ist.

Es fillt auf, dass zumindest die Beweisrichtung ,,ISDS = ISS* leicht zu zeigen ist, da
w(o(r),t) eine KL—Funktion und v(u,t) < v(||ul|) ist. Fiir den vollstéindigen Beweis
inklusive der Riickrichtung vergleiche [6, Proposition 3.4.4].

3.4. Stabilitatsbegriffe fiir Kontrollsysteme mit Ausgang

Bisher haben wir, ohne weiter dariiber nachzudenken, Kontrollsysteme betrachtet, bei
denen der gesamte Zustandsvektor z(t) ,,ablesbar ist, was in der Praxis kaum der Fall ist.
Allgemeiner (und auch realistischer) sind die sogenannten Kontrollsysteme mit Ausgang

&(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t)),

wobei wie bisher f ein stetiges Vektorfeld und u messbar und wesentlich beschréankt ist.
Neu ist die stetige Abbildung h : R™ — RP, die h(0) = 0 erfiillt.

(3.4)
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3.4 Stabilitdtsbegriffe fiir Kontrollsysteme mit Ausgang

Bemerkung 3.14. Alle bisher definierten Stabilitéitsbegriffe wurden fiir Kontrollsys-
teme der Form (3.4) eingefithrt. Da der Ausgang y(t) in diesen Definitionen allerdings
keine explizite Rolle spielt, wurden diese hier fiir Kontrollsysteme ohne Ausgang (1.14)
erlautert. Man erkennt leicht, dass man die Definitionen von ISS, lokal ISS, iISS und
dynamisch ISS auch fiir die allgemeinere Form (3.4) unveréndert iibernehmen kann.

]

Wir wollen jetzt kurz einige Stabilitdtsbegriffe betrachten, bei denen der Ausgang y(t)
in den Definitionen auftritt, jedoch ohne dabei ausfiihrlich auf dquivalente Charakteri-
sierungen einzugehen.

Eine sehr leicht nachvollziehbare Verallgemeinerung des ISS-Begriffes ist die Input-to-
Output Stabilitéat. Im Vergleich zur Input-to-State Stabilitét steht anstelle des Zustandes
nun der Ausgang.

Definition 3.15. Ein Kontrollsystem heifit Input-to-Output stabil (I0S), falls es Funk-
tionen B € KL und v € K gibt, sodass

ly(t, 2, w)|| < max{B(||z[],), v([lulloo)}

fiir alle Anfangswerte x, alle Storfunktionen » und alle Zeitpunkte ¢t > 0 gilt.
]

Finen anderen Ansatz bietet die Qutput-to-State Stabilitéit, bei der im Vergleich zu ISS
der Ausgang y den Eingang u ersetzt.

Definition 3.16. Ein Kontrollsystem heifit Output-to-State stabil (OSS), falls es Funk-
tionen B € KL und v € K gibt, sodass

e, 2, w)|| < max{B(||z[], 1), ¥([lyllo)}

fiir alle Anfangswerte x, alle Storfunktionen u und alle Zeitpunkte ¢t > 0 gilt.
]

Zuletzt wollen wir noch den Begriff der Input-Output-to-State Stabilitdt definieren, der
die Ansétze ISS und OSS kombiniert.

Definition 3.17. Ein Kontrollsystem heifit Input-Output-to-State stabil (IOSS), falls
es Funktionen 8 € KL und 71,72 € Ko gibt, sodass

le(t, 2, w)|| < max{B([[z[], 1), vi([[ulloo), 12(llylloo) }

fiir alle Anfangswerte x, alle Storfunktionen u und alle Zeitpunkte ¢t > 0 gilt.
]

Fiir die Begriffe IOS, OSS und IOSS gibt es vergleichbar zur Input-to-State Stabilitét
entsprechende 10S-, OSS- und I0SS-Lyapunov-Funktionen, deren Existenz wiederum
dquivalent zum jeweiligen Stabilitatsbegriff ist (vgl. [31] und [33]).
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3 Verwandte Stabilitédtsbegriffe

Bemerkenswert ist, dass man die Begriffe ISS, IOS und IOSS als nichtlineare Verallgemei-
nerungen von interner Stabilitét, externer Stabilitdt und asymptotischer Beobachtbarkeit
interpretieren kann (vgl. [25]). Interne Stabilitdt bedeutet, dass fiir lineare Systeme die
Implikation

u(t) - 0= xz(t) - 0

erfiillt ist. Der Zustand ist also klein, wenn die Storung klein ist. Wir haben bereits in Be-
merkung 2.3 gesehen, dass Input-to-State Stabilitéit (wenn auch nicht direkt ersichtlich)
genau diese Eigenschaft besitzt. Externe Stabilitit ist gegeben, wenn die Implikation

u(t) - 0=y(t) =0

gilt. Man kann mit der identischen Argumentation wie in Bemerkung 2.3 zeigen, dass
diese Implikation durch Input-to-Output Stabilitét erfiillt wird. Die Bedingung

u(t) = 0 und y(t) - 0= 2x(t) — 0

ist dquivalent zu asymptotischer Beobachtbarkeit. Wiederum mit der gleichen Argu-
mentation wie in Bemerkung 2.3 folgt, dass diese Implikation bei Input-Output-to-State
Stabilitét erfillt ist.
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4 Anwendungen der Input-to-State Stabilitét

4. Anwendungen der Input-to-State Stabilitat

In diesem Kapitel wollen wir zwei Anwendungsmdoglichkeiten der Input-to-State Stabi-
litdt untersuchen. Einerseits betrachten wir, wie sich die Verkniipfung Input-to-State
stabiler Systeme verh&lt und werden dabei einige Sétze angeben, die in der Literatur
unter dem Begriff ,small gain theorems® zu finden sind. Andererseits wollen wir auch
das Feedback-Redesign ansprechen. Dieses erlaubt es, ein Feedback, das ein ungestortes
System stabilisiert, so anzupassen, dass bei zusédtzlichem Einwirken einer Storfunktion
die Input-to-State Stabilitéit des Systems sichergestellt ist.

4.1. Kaskadierungen

Um in den einzelnen Sétzen und Bemerkungen nicht durch Angabe der Dimensionen der
einzelnen Funktionen und Vektorfelder vom Wesentlichen abzulenken, nehmen wir fiir
dieses Kapitel an, dass z : R — R™ und z : R — R" gilt. Die Storfunktionen u (bzw.
u1,...u;) seien Abbildungen von R nach R¥ (bzw. nach Rt ... R*). Damit sind dann
auch die Dimensionen der Vektorfelder f und g festgelegt und wir kénnen die Aussagen
in diesem Kapitel sehr kompakt formulieren. Der erste Satz (vgl. [26, ch. 4]) zeigt, dass
Input-to-State Stabilitdt in Kaskadierungen erhalten bleibt.

Satz 4.1. Betrachte ein System der Form

(t) = f(=(1), 2(1))

i(t) = g(a(t), u(t)), (4.1)

wobei das z-Teilsystem ISS mit Input z und das z-Teilsystem ISS mit Input u ist. Dann
ist (4.1) Input-to-State stabil mit Input w.

Beweis: Da beide Teilsysteme Input-to-State stabil sind, gibt es nach Satz 2.6 ISS-
Lyapunov-Funktionen V; und V3 in dissipativer Form. Es existieren also K, —Funktionen
a;,y; fiir i =1,...,4, sodass die Bedingungen

m(llzl)) < Va(z) < 2a(flzl)

und

DVi(2)f(z,2) < —as(||2]]) + ca(ll])
DVa(z)g(z,u) < —y3([lz])) + ya(llull)

gelten. Zusitzlich nehmen wir noch an, dass 3 = 2«4 gilt, was nach [28, Corollary] keine
Einschrankung ist. Wir setzen nun

W <Z) = Vi(2) + Va(z)

X
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4.1 Kaskadierungen

und erhalten damit eine ISS-Lyapunov-Funktion fiir das gekoppelte System, denn es gilt:
Z ~ ~
W (2) = ViCe) + Vate) 2 anllel) + el = Gu(lel) + (el
Z ~ ~
w (x> = Vi(2) + Va(z) < ao([l2[]) + v (ll[]) < O2(1I2[]) + O2(llz])

und
DW <Z> (f (;”3)> — DVi(2)f(2, ) + DVa(2)g(x, u)
—az(||z]]) + aa(llz]]) = ysll=|]) + va(llul)
= —az([[z]]) + aa(llz]]) = 2ca(f|z]]) + ya(llul)
= —az([|z]]) — aalll]]) + ya(llul)
< —03(||2I1) — O3([|z1) + Oa([ul])
it 00 = minloalr) 0], o) = maxlea(r) alr)) Blr) o= minlas(r)a()

ebenfalls eine Ko —Funktion ist, gilt nach Bemerkung 1.4. Fiir die Maximumsnorm gilt
mit z = (z1,..., undx—(xl,...,acn)T

H()\

=max{|z1],..., |zml;|z1],- -, |2zn]}

= max{max{|z1|,..., |zm|}, max{|z1|, ..., |xn}}

= max{]|z[[, [l }-

Fiir eine beliebige Ko —Funktion p gilt also

Pl -+ el = masx{p(lel). (e} = plmaclal el = (| (2) |

z
@)
Setzt man diese Abschitzungen oben ein, erhélt man

v ()= o= ) - ()
sl -=(10]

und

(211 + pllll) <2 - plmax{]lz], [l=][}) = 2-p (
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4 Anwendungen der Input-to-State Stabilitét

und

W <> (f ”3) < —Bs(11211) — B () + ()

() s
() e

Da 0; € Ko fiir i = 1,...,4 gilt und wir bei der Definition von 6; nur mit Konstanten
multipliziert haben, gilt auch 6; € K, fiir i = 1,...,4 und man hat eine ISS-Lyapunov-
Funktion W fiir das System (4.1) gefunden. Damit ist (4.1) Input-to-State stabil.

IN

O]

Folgerung 4.2. Aus diesem Satz folgt, dass Systeme der Form

2(t) = f(=(t), (1))
&(t) = g(x(t)),

mit global asymptotisch stabilem x-Teilsystem und Input-to-State stabilem z-Teilsystem
(mit Input z) insgesamt global asymptotisch stabil sind.

Bevor wir den néichsten Satz formulieren kénnen, miissen wir festhalten was mit Input-
to-State Stabilitdt bei mehreren Eingangssignalen gemeint ist.

Bemerkung 4.3. (i) In Satz 4.4 werden wir annehmen, dass das z-Teilsystem Input-to-
State stabil in den Inputs z und us ist. Damit diese Formulierung Sinn ergibt, miissen wir
die Definition von Input-to-State Stabilitdt auf Systeme mit mehreren Eingangssignalen
verallgemeinern. Naheliegend ist, dass man fiir jedes Eingangssignal eine eigene Funktion
v € Koo verwendet. Ein System mit [ Eingangssignalen wuq, ..., u; heifit also Input-to-
State stabil, wenn fiir die Losung des Systems

l
lo(t, @, un, - u)|| < BClell 8) + D vilus])
i=1

fiir eine KL—Funktion 8 und Ko —Funktionen ~; (i = 1,---,1) gilt. Der Fall mit den
Inputs z und us aus dem Satz ist dann gegeben mit [ = 2 und u; = z.

(ii) Damit ist auch klar, wie man die Begriffe ISS-Lyapunov-Funktion und Stability
Margin fiir Systeme mit mehreren Inputs zu verstehen hat. Bei einer ISS-Lyapunov-

Funktion wird aus (2.11) in der Implikationsform die Bedingung

max{[[wl],..., [wll} < x(l]) = DV (@) f(z,ur, ..., w) < —as([l])
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4.1 Kaskadierungen

und in der dissipativen Form die Bedingung
U1
DV (x)f(z,u1,...,u) < —as(||z|) + v : .
u

Bei einer Stability Margin wird fiir jedes Eingangssignal ein eigenes Feedback eingesetzt.
Das heifit der geschlossene Regelkreis

= f(x,k1(t,z), ..., ki(t,x))

muss fiir alle in x Lipschitz-stetigen Feedbacks ki(t,x),...,ki(¢t,z) mit ||k;(¢,z)| <

p(||z]]) fiir i = 1,...,1 global asymptotisch stabil sein.
n

Der folgende Satz ist ein Spezialfall eines ,small gain theorems“ von Jiang, Teel und
Praly (vgl. [12, Corollary 2.2]) und wird im Kapitel 5 von zentraler Bedeutung sein.

Satz 4.4. Betrachte ein System der Form

(t) = f(2(t),ua(t))
o(t) = g(2(t), (1), u2(?)),
wobei das z-Teilsystem Input-to-State stabil mit Input u; und das x-Teilsystem Input-

to-State stabil in den Inputs z und ug ist. Dann ist (4.4) Input-to-State stabil mit Input
u = (ur,u)’.

(4.4)

Beweis: Der Beweis ist nahezu analog zum Beweis von Satz 4.1. Man definiert wieder

WG):W@+wm,
wobei V7 und V5 die ISS-Lyapunov-Funktionen des z- bzw. des z-Teilsystems sind. Es

existieren also Ko, —Funktionen «;,; fiir i = 1,...,4, sodass die Bedingungen

ar([[=l) < Vi(z) < aa(|l2]])
m(llzl) < Va(z) <a(llzl])

und

DVi(2)f(z,u1) < —as(||z]]) + ca(([ua]])

()

gelten. Zusétzlich sei diesmal v4 = %O&g, was wiederum mit [28, Corollary] moglich ist.
Mit identischen Abschétzungen wie im Beweis von Satz 4.1 folgt

v(2) = (G

DVa(a)g(z 2, us) < —s(ll) + 74 (\
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4 Anwendungen der Input-to-State Stabilitét

m ()= (1)

fiir die dort definierten Ko, —Funktionen 8; und 65. Zudem ist

DW <Z> (gf(z’ul))> — DVA(2)f (2, w1) + DVa(2)g(2, 7, us)

T (z,x,u

< —az([l2])) + ca(lluall) — v (ll]]) + 4 <H <Z2> H>

™~
NG
S

< —a([|2]]) + callluall) =y llzl]) +alllzl) + 22 (lluzl)
= —%aa(llzll) = w(llzl)) + aa(lusll) + ya(luzl))

< —05(]|z1l) — Os([|l) + Oa(llurll) + Oa(|uzl]),

wobei diesmal f3(r) := min{3as(r),v3(r)} und 04(r) := max{oy(r),4(r)} mit Bemer-
kung 1.4 wieder L—Funktionen sind. Mit den Abschéitzungen (4.2) und (4.3) folgt

QU+ (0) )
(6D ()

fiir oo —Funktionen 03 und 64. Damit ist W eine ISS-Lyapunov-Funktion fiir das System
(4.1), womit Input-to-State Stabilitéit gezeigt ist.

d

Bemerkung 4.5. In der allgemeineren Version von Satz 4.4 nach Jiang, Teel und Praly
darf das z-Teilsystem zusétzlich noch von z(¢) abhéngen. Dann bené6tigt man jedoch die
Voraussetzung

V= (12(r)) <,
wobei v, und 7, die Ko —Funktionen aus der definierenden Ungleichung fiir Input-to-

State Stabilitdt (vgl. Bemerkung 4.3(i)) sind. Diese Zusatzvoraussetzung wird in Satz
4.4 nicht benétigt, da z unabhéngig von z ist.
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4.2 Feedback Redesign

4.2. Feedback Redesign

Wie bereits in Kapitel 1 erwédhnt, ist ein wesentliches Ziel der Kontrolltheorie fiir ein
System der Form (1.14) ein Zustandsfeedback F' : R™ — U zu berechnen, sodass der
geschlossene Regelkreis

B(t) = f(x(t), Fx(t)))

lokal bzw. global asymptotisch stabil ist. Wirkt jetzt zusétzlich zur Steuerung iiber das
Feedback noch eine Storung auf das System, kann diese Eigenschaft unter Umstédnden
verloren gehen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.6. Betrachte das System
i(t) = x(t) + (z()* + 1) - u(t)

und das Feedback u(t) = F(z(t)) = —#&21. Man erhilt

also ein global asymptotisch stabiles System. Nun lassen wir eine Stérung d(t) auf das
System zu

i(t) = f(z(t), F(z(t)) +d(t))
und erhalten mit dem bisher stabilisierenden Feedback das System
@(t) = —a(t) + () + 1) - d(t).

Wir haben aber bereits in Beispiel 1.27 gesehen, dass dieses System sogar fiir eine gegen
0 konvergierende Storfunktion d instabil sein kann. Naheliegend ist es nun, das Feedback
so anzupassen, dass das gestorte System Input-to-State stabil ist, denn dadurch hat man
fiir d = 0 wieder die globale asymptotische Stabilitéit und fiir d # 0 zumindest noch eine
obere Schranke an die Norm der Losung (vergleiche dazu Satz 2.6). Wir definieren das

angepasste Feedback F(x(t)) := —#&21 -

x(t) und erhalten damit das System
i(t) = f(z(t), F(z(t)) + d(t)) = —22(t) — z(t)® + (x(t)* + 1) - d(2).

Dass dieses System Input-to-State stabil ist, haben wir in Beispiel 2.12 gesehen.
|

Durch ein geschicktes Anpassen des Feedbacks konnten wir Input-to-State Stabilitéit
des gestorten Feedback-Systems erreichen. Der folgende Satz zeigt, dass dies unter Ein-
schrankung auf kontrollaffine Systeme immer mdoglich ist. Ein kontrollaffines System ist
von der Form

&(t) = go(a(t) + Y gilw(t))ui(t) (4.5)
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4 Anwendungen der Input-to-State Stabilitét

mit go(0) = 0 und g; : R™ — R™ fiir i« = 0,..., m. Héufig schreibt man kontrollaffine
Systeme auch in der Form

2(t) = go(z(t)) + G(2(t))u(t), (4.6)
mit G : R™ — R™*"™,

Satz 4.7. Betrachte ein kontrollaffines System (4.6). Es existiere ein differenzierbares
Feedback F', sodass

global asymptotisch stabil in z* = 0 ist. Dann existiert ein Feedback F, sodass das
System

#(t) = f(x(t), F(z(t)) + d(t))
Input-to-State stabil mit Input d ist.

Beweis: Da & = f(x, F(x)) global asymptotisch stabil ist, existiert nach Satz 1.9 eine
globale Lyapunov-Funktion V. Wir definieren

F(z) := F(z) — (DV(2)G(z))".
Wir werden im Folgenden beweisen, dass V' eine ISS-Lyapunov-Funktion fiir das System
& = f(z, F(x) +d) = go(z) + G(z)(F(z) — (DV(2)G(x))" +d)
ist. Die Bedingung
ar(flz]) < V(z) < ax(ll])

mit a1,as € Ky folgt direkt aus Definition 1.7, da V eine Lyapunov-Funktion des
ungestorten Systems ist. Es bleibt die Bedingung

DV (2)f(z, F(z) + d) < —as(||z[|) + ea(||d]))

flir ag, a4 € Ko zu zeigen. Dazu berechnen wir

DV (z)f(z, F(z) +d) =
= DV(@)lgolx) + G(x) (F() — (DV (2)G(@))T + d)]
= DV (z)(go(2) + G(z)F(x)) — DV (2)G(2)(DV (2)G(x))" — DV (2)G(x)d
Es gilt

IDV(@)G(x) + 5d" [ = DV ()G () (DV (2)G(@)" + DV ()C(a)d + yd"d
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4.2 Feedback Redesign

und damit
1 1
—DV ()G (x)(DV ()G (2))" — DV (2)G(x)d = || DV (2)G(x) + §dT||§ + ZHdH%
Setzt man diese Abschétzung oben ein, erhélt man

DV (z) f(z, F(x) +d) < DV (2)(go(z) + G(x)F(2)) = || DV (2)G(x) + %dTH% ﬂ&\ldllg

<—az([l]) <0

Zuletzt wollen wir die Euklidische Norm noch durch die Maximumsnorm abschitzen, um
die Verwendung unterschiedlicher Normen in der Ungleichung zu vermeiden. Fiir einen
beliebigen Vektor d € R™ gilt

ldll2 < vm - |ld]| -

Man erhélt
- m
DV (2)f(w, F(z) + d) < —ag(l|=]) + 7 - lldll5 -
—_——
=:au(|dll)
Da ay(r) = %TZ eine Coo-Funktion ist, entspricht das genau der zweiten Bedingung

einer ISS-Lyapunov-Funktion. Wir haben also gezeigt, dass V' die Bedingungen (2.10)
und (2.11) erfiillt. Also ist V' eine ISS-Lyapunov-Funktion und das System ist Input-to-
State stabil.

O

Dieser Beweis ist sehr dhnlich zum urspriinglichen Beweis dieses Satzes in [20], in dem
allerdings ein etwas anderes Feedback F verwendet wird und zusiitzlich noch einige
weitere Aussagen bewiesen werden. Beispielsweise wird gezeigt, dass die Funktion as
aus der zweiten Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion ohne Einschrinkung als
Koo—Funktion gewéhlt werden kann. Da in dieser Arbeit aber ISS-Lyapunov-Funktionen
genau so definiert wurden, dass in Bedingung (2.11) a3 € K ist, ist diese Hilfsaussage
bereits gegeben. Das in obigem Beweis verwendete Feedback F wurde zum Beispiel in
[26] vorgeschlagen.
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

5. Input-to-State Stabilitdat und spezielle Stability Margins

In den néchsten Kapiteln wollen wir uns etwas ausfiihrlicher mit dem eher theoretischen
Konzept der Stability Margins beschéftigen. Insbesondere wollen wir uns der Frage wid-
men, ob sich der Begriff der Stability Margins dahingehend anpassen lésst, dass diese die
Struktur des Systems widerspiegeln und die Existenz einer solchen angepassten Stability
Margin dennoch &dquivalent zu Input-to-State Stabilitét ist.

5.1. Spezielle Stability Margins fiir zweidimensionale Systeme mit
vorgegebener Struktur

Als Einstieg in dieses Kapitel wiederholen wir zunéchst noch einmal die Definition (vgl.
Definition 2.9) ,normaler® Stability Margins.

Definition 5.1. Eine Funktion p € K heifit Stability Margin fiir das Kontrollsystem
(1.14), falls der geschlossene Regelkreis

2(t) = f(a(t), k(¢ z(t)))

fiir alle in = Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen k : R x R” — U mit ||k(¢,z)| <

p(]|z]|) global asymptotisch stabil ist.
n

Mit Satz 2.10 ist die Existenz einer Stability Margin dquivalent zu Input-to-State Stabi-
litdt. Bemerkenswert an der Definition der Stability Margin ist, dass man die Feedback-
Abbildung k in der Norm durch ein p beschrankt. Fiir mehrdimensionale £’s, also Ab-
bildungen

kl (ta 1’)

k(t,x) =

kn(t,z)

kann man sich fragen, ob es auch moglich ist, die einzelnen Komponenten im Betrag
durch ein p oder sogar durch verschiedene p1, ..., p, zu beschranken. Die beiden folgen-

den Lemmata zeigen, dass dies moglich ist. Zuerst beschréinken wir jede Komponente
von k durch das gleiche p.

Lemma 5.2. Ein Kontrollsystem (1.14) ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es
ein p € K gibt, sodass der geschlossene Regelkreis

a(t) = f(a(t), k(t, z(t)))
fiir alle in  Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen (¢, x) mit

|k (¢, )] p(ll)
: < : (5.1)

katt. )] \p(lzl)

global asymptotisch stabil ist.
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5.1 Spezielle Stability Margins fiir zweidimensionale Systeme mit vorgegebener
Struktur

Beweis: Fiir ein beliebiges z € R™ gilt die Aquivalenz
Izl <C < |zu<CVi=1,...,n,
die wir auf Bedingung (5.1) anwenden wollen. Es gilt also

|k (8, )| p(ll)
: < : & k@ o)l < pllz])-

katt.2)) \p(lzl)

Anders ausgedriickt ist Bedingung (5.1) genau dann erfillt, wenn [|k(¢, )| < p(]|z]]) ist.
Also ist die globale asymptotische Stabilitit des Regelkreises fiir Feedbacks, die Bedin-
gung (5.1) erfiillen, dquivalent zur globalen asymptotischen Stabilitdt fiir Feedbacks, die
|k(t, z)]| < p(||x||) erfiillen. Das entspricht aber gerade der Bedingung dafiir, dass p eine
Stability Margin ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.

O

Das zweite Lemma ist etwas allgemeiner und lésst fiir die einzelnen Komponenten von
k unterschiedliche p; zu. Der Beweis ist sehr dhnlich zum Beweis von Lemma 5.2 und
verwendet, dass das Minimum von n K.,—Funktionen wieder eine Ko, —Funktion ist
(vgl. Bemerkung 1.4).

Lemma 5.3. Ein Kontrollsystem (1.14) ist genau dann Input-to-State stabil, wenn es
D1, Pn € Koo gibt, sodass der geschlossene Regelkreis

o(t) = f(a(t), k(t, z(t)))
fiir alle ein = Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen k(t,x) mit

[ (2, )| pr(llz]])
: < : . (5.2)

knt2)) \pullzl)

global asymptotisch stabil ist.

Beweis: Wir argumentieren &hnlich wie im Beweis von Lemma 5.3. Es gilt die Impli-
kation

k1 (t, )| p(llz]])
: < : = [kt )| < min pi(]lz])

katt. )l \pn(llzl)

Ist also die globale asymptotische Stabilitdt des Regelkreises fiir alle Feedbacks, die
Bedingung (5.2) erfiillen, gegeben, so ist

-----

plllz]) = min pi(]])

EERA)
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

eine Stability Margin und das System ist Input-to-State stabil.

Ist umgekehrt die Input-to-State Stabilitédt gegeben, kann man pq, ..., p, unter der Be-
dingung
pillzll) < p(llzl) Vi=1,....n

beliebig wihlen und erhilt die globale asymptotische Stabilitdt des Regelkreises fiir alle
Feedbacks, die Bedingung (5.2) erfiillen. Damit ist wieder die Behauptung gezeigt.
O

Man kann sich leicht vorstellen, dass es haufig schwerer ist, eine Stability Margin geméf
Definition 2.9 zu finden, als ein p in der Form (5.2), weil hier flexibler auf die einzelnen
Komponenten des Systems eingegangen werden kann.

Fine interessante Frage ist nun, ob man fiir Kontrollsysteme, die eine bestimmte Struk-
tur besitzen, das p aus (5.2) so wihlen kann, dass es eine #hnliche Struktur wie das
Kontrollsystem aufweist. Wir wollen dazu zunéchst zweidimensionale Kontrollsysteme

der Form
() _ [ fil@i(t), da(t)) (5.3)
o (t) fa(@1(t), 22(t), da(t))
betrachten und die Aussagen anschlieflend auf n-dimensionale Systeme verallgemeinern.
Das System (5.3) ist also ein Spezialfall des allgemeinen Kontrollsystems (1.14), bei
dem die Ableitung der ersten Komponente nicht von der zweiten Komponente abhéngt
bzw. ein Spezialfall von (4.4) mit jeweils eindimensionalem z- und z-Teilsystem. Im
weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir haufiger die Begriffe x1- bzw. xo-Teilsystem

verwenden, womit wir uns auf die einzelnen Komponenten des Systems beziehen. Das
xz1-Teilsystem ist also

t1(t) = fr(z1(t), da(t))

und das zo-Teilsystem

i‘g(t) = fg(ﬂfl (t), Ig(t), d2 (t))

W & o =

Abbildung 5.1: Grafische Darstellung des Kontrollsystems (5.3)
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Struktur

Die Abbildung verdeutlicht dabei noch einmal, dass auf das xo-Teilsystem zwei Ein-
gangssignale einwirken, némlich z; und ds. Nach Bemerkung 4.3 (ii) wissen wir, dass
eine Stability Margin fiir ein System mit zwei Eingangssignalen Feedback-Abbildungen
anstelle beider Eingangssignale zulédsst. Fiir Systeme der Form (5.3) erhilt man damit
den geschossenen Regelkreis

(1) _ fi(x, ko(t, x(t)))
(ﬂb;(t)) a (f2(/f21(t,x(t)),x2(t ,kQO(t,x(t)))> : (5.4)

Die Frage ist nun, ob man ein p € Ky finden kann, sodass (5.4) fiir in x Lipschitz
stetige Feedbacks k1o, ka1, koo mit max{kio(t,z)), ka1(t,x)), kao(t,x))} < p(||z|]) global
asymptotisch stabil ist. Nach Lemma 5.3 wissen wir, dass wir fiir ein Input-to-State sta-
biles System die Stability Margin p durch p; und po ersetzen kénnen, mit denen wir die
einzelnen Feedbacks, nach ihrer Zugehorigkeit zu den einzelnen Komponenten gruppiert,
beschrénken kénnen. Damit ist man bei der globalen asymptotischen Stabilitédt von (5.4)
fir Feedbacks klO, k217 kgg mit klo(t, :L‘) < pl(HxH) und max{kgl(t, .CU), kg()(t, x)} < pQ(H.’L‘”)
angelangt. Unser Ziel ist es nun, pi(||z||) durch pi(|z1]) und p2(||z||) durch pa(|z2|) zu
ersetzen. Der Hintergrund hierfiir ist, dass man die Feedbacks, die auf die einzelnen
Komponenten wirken, nur noch durch die entsprechende Zustandsvariable beschréinken
will, nicht mehr durch die Norm des Gesamtzustandes. Die beiden Indizes eines Feed-
backs sind dabei so gewihlt, dass der erste Index die Komponente des Systems angibt,
auf die das Feedback wirkt und der zweite Index anzeigt, fiir welche Eingangsvariable
das Feedback eingesetzt wurde. Dabei steht der Index 0 jeweils fiir die Stérung d. So ist
ko1 beispielsweise das Feedback, das in der zweiten Komponente des Systems anstelle
des Eingangssignals x; eingesetzt wird und ko9 das Feedback fiir die Stérung ds in der
xo-Komponente. Der Vorteil, die k’s auf diese Weise zu indizieren, wird sich im Kapitel
zur Verallgemeinerung auf n-dimensionale Systeme zeigen.

Eine sinnvolle Einschrankung ist es nun, Feedback-Abbildungen zu betrachten, in die
nicht mehr der gesamte Zustand eingeht, sondern nur die Komponente des Systems, auf
die das Feedback einwirkt. Wir ersetzen also k1o(t, z(t)) durch kio(t, z1(t)), ko1 (t, z(t))
durch ko1 (t, z2(t)) und koo (¢, z(t)) durch koo(t, z2(t)). Diese Annahme wird sich vor allem
in den Beweisen als niitzlich erweisen und ist auch keine grofle Einschrinkung. Denn
einerseits haben wir das xo-Teilsystem als System mit zwei Eingangssignalen interpretiert
und erhalten damit nach Bemerkung 4.3(ii) die Form von koo und ko1, andererseits wiirde
ein Feedback k1, das explizit von x5 abhingt, eine Abhéngigkeit des x1-Teilsystems von
x9 erzeugen und somit die besondere Struktur des Systems ruinieren. Wir fassen das in
der folgenden Annahme zusammen.

Annahme 5.4. Wir betrachten Feedback-Abbildungen kg, k21, koo mit

klO = k‘lo(t, 331(t))
ko1 = ka1 (t, 22(1))
koo = kao(t, z2(t))
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Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun den Begriff der speziellen Stability Margin
definieren.

Definition 5.5. Eine Funktion

pa(|z2])

p(x) = (pl(m’)) (5.5)

mit p1, p2 € Koo heifdt spezielle Stability Margin fiir ein Kontrollsystem der Form (5.3),
falls der geschlossene Regelkreis

o Julas(8), kot 21 ()
) = (f2<k21<t1, £a(t)) 2at), kool x2<t>>>> (5:6)

fiir alle Feedback-Abbildungen k19 : R xR = U, kog : R X R = U, ko1 : R X R — U mit
|k10(t, 21)] < p1(Jz1]) und max{|kao(t, z2)|, |ko1(t, z2)|} < p2(|z2|) global asymptotisch
stabil ist.

|
Zusammengefasst wollen wir also untersuchen, ob die Existenz einer speziellen Stability
Margin #quivalent zu Input-to-State Stabilitdt ist. Zu beachten ist, dass man mit (5.5)
keine Stability Margin gem#fl Definition 5.1 gefunden hat. Selbst wenn man den Beweis

von Lemma 5.3 verwendet, miisste
m(l!ﬂfll))
pz) =
@ =(aiiel

sein. Es fillt auf, dass die Teilsysteme im Regelkreis vollstindig entkoppelt sind, also
Z1 nur von x1 und & nur von zo abhéngt. In Abbildung 5.2 wird der Regelkreis (5.6)
grafisch veranschaulicht.

k1o k20
k1o(t, 1) kao(t, x2)
[ e - -
ka1 (t, x2)
ka1

Abbildung 5.2: Grafische Darstellung des Regelkreises (5.6)

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel mit einem linearen Input-to-State stabilem System
der Form (5.3) und werden sehen, dass wir hier eine spezielle Stability Margin finden
konnen.
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Struktur

Beispiel 5.6. Betrachte das System

(m(t)) _ ( () + i (8) )

&2(t) —x1(t) —xa(t) + da(t) )

Es handelt sich also um ein lineares System der Form (5.3), das wir umschreiben kénnen
zu

#(t) = (j _01> 2(t) + d(b).

————
=:A

Nach Satz 2.13 wissen wir, dass im linearen Fall ISS und 0 — GAS #quivalent sind. Da
die Matrix A den doppelten Eigenwert A = —1 und damit nur Eigenwerte mit negativem
Realteil hat, ist das ungestorte System nach (1.7) global asymptotisch stabil und somit
das gestorte System Input-to-State stabil.

Wir wollen nun eine spezielle Stability Margin gemé&f Definition 5.5 finden und definieren

P1(|x1\)> (5\1‘1!)

€T) = = .

)= (i) = (i1

Wir betrachten also Feedback Abbildungen kio(t, z1(t)), k21(t, x2(t)), koo (t, z2(t)) mit

< [k10(t, z1(2))| ) < <P1(|x1(t)\)>
max{| k21 (t, x2(t))], |k2o(t, 22(¢))[} p2(|z2(t)]) )

und erhalten die Differentialungleichungen

1(t) =1 (t) + [kro(t, 21(1))| —1(t) + p1(|z1(t)])
<a’c;(t)> = <—xz(t) + !klzl(t, xz(g)! +|1k2o(t,x2(t))|> = (—x;(t) +2p12(\9612(t)\)>
und

(1) —x1(t) — [k1o(t, 21(2))] —z1(t) — pr(lz1(?)])
<i"2(t)> = <—$2(t) — |k21(t, z2(1))| — |k20(757952(75))|> = <—$2(t) - 202(|1‘2(75)|)> '

Ausgeschrieben erhélt man

dazu

(20 < (s fimiol

und
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Wir werden nun wie in Beispiel 2.12 zwei Hilfssysteme () = h(y(t)) und 2(t) = g(z(t))
betrachten und die globale asymptotische Stabilitdt der Hilfssysteme beweisen. Da h
quasimonoton wachsend und g quasimonoton fallend ist, kénnen wir aus Lemma 1.21
die globale asymptotische Stabilitat des Regelkreises folgern. Sei also

(i) = (ot - 1t
(30 - C20-120).

Da sich die Aussage fiir das z-System komplett analog beweisen lésst, zeigen wir nur die
globale asymptotische Stabilitdt des y-Systems. Wir definieren

und

V(y) =vi +v3
und weisen nach, dass V eine globale Lyapunov-Funktion ist. Die Bedingung

ar([lyll) < V(y) < ea(llyll)

ist trivialerweise fiir oy (r) = 72 und as(r) = 2r? erfiillt, da ||y||> < V(y) < 2||y||? ist. Zu
zeigen bleibt DV (y)h(y) < —as(y) fir ag € K. Wir berechnen dazu

DV (y)h(y) = 2y1(—y1 + %\yﬂ) +2y2(—y2 + %’yﬂ)
= =2y +y1 - [y1] — 293 + v2 - 12|
< =2l + 1 * = 2lya|* + [1o]
= *\y1|2 - |y2|2
< —max{|y1|*, |y2|*}
= —lyll*

Also ist DV (y)h(y) < —as(y) mit der K—Funktion a3(r) := r2 und wir haben die glo-
bale asymptotische Stabilitdt des y-Systems bewiesen. Da man fiir das z-System analog
argumentieren kann ist mit Lemma 1.21 auch der geschlossene Regelkreis (5.6) global
asymptotisch stabil. Wir haben also das Ziel erreicht und eine spezielle Stability Margin
p gefunden. .
Es stellt sich nun die Frage, ob es sich hierbei um einen Zufall handelt, oder ob die
Konstruktion einer speziellen Stability Margin (5.5) immer méglich ist. Wir wollen zuerst
herausfinden, ob uns die Konstruktion auch bei einem nichtlinearen Beispiel gelingt.

Beispiel 5.7. Betrachte das System

(1)) —x1(t)3 + dy (1)
() = (oL )
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Es handelt sich also um ein nichtlineares System der Form (5.3). Anstelle von da(t)3
konnte auch da(t) stehen, jedoch wiren dann in den Rechnungen zusétzliche Fallunter-
scheidungen nétig. Zudem ist es keine Einschrinkung do(t)? zu betrachten, da man fiir
da(t) zu dy(t) := {/dy(t) iibergehen kann und damit dy(t)® = da(t) gilt. Im Gegensatz
zum linearen Beispiel ist es nun deutlich schwerer Input-to-State Stabilitdt zu zeigen.
Wir konstruieren dazu fiir beide Teilsysteme eine ISS-Lyapunov-Funktion (womit Input-
to-State Stabilitéit der Teilsysteme gezeigt ist) und verwenden dann Satz 4.4, mit dem
wir dann Input-to-State Stabilitdt des gesamten Systems erhalten.

Fiir das erste Teilsystem, welches gegeben ist durch
#1(t) = fi(z1(t), di(t)) = —a1(t)* + di (1),

ist die Funktion Vj(z1) = 22 eine ISS-Lyapunov-Funktion. Die Bedingung (2.10) erhiilt
man leicht, indem man a;(r) = az(r) = 72 setzt. Fiir Bedingung (2.11) berechnen wir

D‘/l(l'l)f(xladl) = —2[[,‘[11L + 2x1d; < —23331 + 2|.’E1‘ . |d1|
Betrachtet man die Koo —Funktion y1(r) = 43, folgt
|di| < x1(|wa]) = DVi(z1) f(21,dr) < =227 + || - |21 > = =] |*.

Fiir die Ko —Funktion az(r) = r* folgt (2.11) und damit Input-to-State Stabilitit des
ersten Teilsystems in d;.

Fiir das zweite Teilsystem, gegeben durch

a(t) = Falr (), 22(0), do(1)) = g (0)® — 22" + (),

ist die Funktion Va(z2) = 3 eine ISS-Lyapunov-Funktion. Die Bedingung (2.10) ist
wieder fiir die gleichen a; und as wie beim ersten Teilsystem erfiillt. Zudem gilt

1 1
DVa(z2) f (21, T2, d2) = —223 + 2x2(d5 + 190%) < =25 + 2|ao| - |(d3 + in’)!
1
< =225 4 22| - (|d2f® + Z|$1|3)-

Betrachtet man die Ko —Funktion y1(r) = 3r, folgt

1
max{|z1|, |[d2|} < x(|z2|) = DVa(x2) (21, 22, d2) < =225 + 2|22] - (g!m!?’ + |z2|?)

4.923
1 1
= —23:% + Z|x2|4 + E\:ﬁgld‘

< —$§.

Damit erhilt man fiir die o, —Funktion as(r) = r* wieder die Bedingung (2.11) und das
xo-Teilsystem ist ISS in z1 und ds. Beide Teilsysteme sind Input-to-State stabil mit den
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jeweiligen Inputs, wodurch wir mit Satz 4.4 auch Input-to-State Stabilitéit des gesamten
Systems gezeigt haben.

Wir wollen nun wieder eine spezielle Stability Margin p geméfl Definition 5.5 finden.

Dazu definieren wir
p1(1$1\> (5\561!3)
€T) = = .
plo) <p2<|x2|> o]

Betrachtet man jetzt wieder Feedback Abbildungen kig, k21 und koo mit

( |k10(t, z1(t))] > < (Pl(|$1(t)|))
max{|ka1 (2, 22(t))], [k20(t, 22(2))|} ) — \p2(lz2(?)]) )’

erhélt man wie in Beispiel 5.6 die Differentialungleichungen

a1(t) a (¢ ) +gla ()P —21(1) + gl (1)
<i“z(t)> : < 2(t)* + 33! (t)l?’) = (xz(t)3+ §|$2(f)|3>

und
Y o (1) — Y0P - ([~ — Lo (1)
<:'c2<t>> z <—x2<t>3 - imt)r?’) = <—x2<t>3 - §|x2<t>|3> '

Da h quasimonoton wachsend und g quasimonoton fallend ist, geht man jetzt wie in
Beispiel 5.6 vor und definiert zunichst das y- und z-System, indem man in den beiden
Differentialungleichungen < und > durch = ersetzt und die globale asymptotische Sta-
bilitat der so entstehenden Hilfssysteme zeigt. Auch hier sind die Rechnungen fiir beide
Systeme identisch und werden deshalb nur fiir das y-System

R I i i

durchgefiihrt. Man definiert wieder

V(y) =y +v3

und zeigt, dass V eine globale Lyapunov-Funktion ist. Da die erste Bedingung wieder
trivial erfiillt ist, bleibt nur die zweite Bedingung zu zeigen. Man berechnet

1 1
DV (y)h(y) = 2y1(—y; + §\y1|3) + 2y2(—y3 + §|y2|3)

< —|y1|4 - |Z/2|4

< —max{|y1|*, [y2|*}
4

= —[lyl".
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5.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

Da a3(r) := r* eine Ko —Funktion ist, ist damit auch die zweite Lyapunov-Bedingung

erfiillt und man hat die globale asymptotische Stabilitit des y-Systems gezeigt. Da das
z-System ebenfalls global asymptotisch stabil ist und f quasimonoton wachsend und g
quasimonoton fallend ist, folgt mit Lemma 1.21 auch die globale asymptotische Stabilitét
des Regelkreises (5.6).

Uns ist es also sowohl im linearen als auch im nichtlinearen Fall gelungen, eine spezielle
Stability Margin zu finden. Im folgenden Kapitel wollen wir zeigen, dass dies unter einer
zusitzlichen Annahme an das System immer moglich ist. Zudem werden wir zeigen, dass
die Existenz einer speziellen Stability Margin hinreichend fiir Input-to-State Stabilitét
ist.

5.2. Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitit

Wir formulieren direkt den ersten Satz, der zeigt, dass die Existenz einer speziellen
Stability Margin hinreichend fiir Input-to-State Stabilitét ist.

Satz 5.8. Betrachte ein System der Form (5.3). Es existiere eine spezielle Stability
Margin geméf Definition 5.5. Dann ist das System Input-to-State stabil mit Input d =
(di,ds)T.

Beweis: Aus der Existenz der speziellen Stability Margin folgt, dass der Regelkreis
(5.6) global asymptotisch stabil ist. Es existiert also ein 8 € KL, sodass fiir die Losung
von (5.6), die wir kurz mit (¢, z, k(t,¢(t))) bezeichnen, gilt

Itz k(o)) < Blell 1) vt > 0,vz € R

Wir zeigen nun, dass damit das z;-Teilsystem Input-to-State stabil mit Input d; und
das xo-Teilsystem Input-to-State stabil mit Inputs 1 und ds ist. Damit haben wir dann
nach Satz 4.4 die Behauptung gezeigt.

(i) Das x1-Teilsystem héngt nur von kig(t,z1) ab. Wir kénnen deshalb ko; = 0 und
koo = 0 setzen und kig(t,z1) mit |k1o(t,x1)| < p1(]z1|) betrachten. Zudem hingt das
Teilsystem nur von 1 ab und wir setzen deshalb = (x1,0)”. Man sieht, dass das
Feedback damit die Voraussetzung

( |k10(t, 1) ) < (Pl(\ffﬂ))
max{|koo(t, 22)|, [k21(t, w2)[}) = \pa(lz2])

erfiillt und der Regelkreis (5.6) folglich global asymptotisch stabil ist. Daher gilt die
Abschétzung

lp1(t, 1, kao(t, o1(0))] < llp(ts 2z, k(L o(0))]| < B[], 1)-

Analog zur Lésung von (5.6) bezeichne dabei o1 (t, 21, k10(t, ¢1(t))) die Losung des x1-
Teilsystems. Da wir xo = 0 gesetzt haben, ist 8(||z||,t) = 5(|z1|,t) und somit

l1(t, 21, k1o(t, @1(1)))] < B(2a], ).
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

Das entspricht aber gerade der Voraussetzung dafiir, dass p; eine Stability Margin fiir
das z1-Teilsystem ist, was dquivalent zu Input-to-State Stabilitdt mit Input dy ist.

(ii) Die Input-to-State Stabilitét des zweiten Teilsystems ldsst sich genauso zeigen. Man
erkennt wieder, dass das xzo-Teilsystem nicht von 21 und k1o(¢, x1) abhéngt. Wir setzen
also kio(t,z1) = 0 und z; = 0 und betrachten Feedbacks kai(t,z2) < pa(|x2|) und
kao(t, x2) < pa(|z2]). Aus der globalen asymptotischen Stabilitéit von (5.6) folgt damit

|pa(t, ka1 (t; 2(t)), 22, k2o (L, 2 ()] < llp(t, 2, k(L () < B[]l ) = B(|z2l, 1)

Dabei ist @a(t, ka1 (t, 02(t)), 22, kao(t, p2(t))) die Losung des xo-Teilsystems. Das ent-
spricht wieder der Voraussetzung dafiir, dass ps eine Stability Margin fiir das xs-Teilsys-
tem ist und wir haben die Input-to-State Stabilitdt des xs-Teilsystems mit Inputs x
und do gezeigt.

Mit diesen beiden Aussagen kénnen wir nun Satz 4.4 anwenden und erhalten die Input-
to-State Stabilitit des Gesamtsystems (mit Input d = (dy,dz)7).
O

Wir haben damit sogar eine stérkere Aussage als Input-to-State Stabilitéit des Gesamt-
systems bewiesen, ndmlich Input-to-State Stabilitdt der Teilsysteme mit den jeweiligen
Inputs. In Folgerung 5.10 werden wir diese Aussage festhalten. Fiir die Umkehrung des
Satzes benotigen wir die Zusatzvoraussetzung, dass alle Teilsysteme Input-to-State sta-
bil mit den entsprechenden Inputs sind. Dass diese Voraussetzung wirklich notwendig
ist, wird Beispiel 5.11 zeigen. Zunichst wollen wir jedoch den Satz formulieren.

Satz 5.9. Betrachte ein Input-to-State stabiles System der Form (5.3), bei dem das ;-
Teilsystem ISS mit Input d; und das xo-Teilsystem ISS mit Inputs x1 und ds ist. Dann
existiert eine spezielle Stability Margin gemé&f Definition 5.5.

Beweis: Die Input-to-State Stabilitit der beiden Teilsysteme (mit entsprechenden
Inputs) impliziert die Existenz von Stability Margins p; und ps. Das heifit fiir das erste
Teilsystem, dass fiir alle in x; Lipschitz stetigen Feedback Abbildungen kio(¢,21) mit

|k10(t, z1)| < p1(|z1])
lp1(t, 21, kro(t, 1 (1)) < Bi(lz1l,2)

fiir ein B € KL gilt. Fiir das zweite Teilsystem gilt analog fiir alle in zo Lipschitz steti-
gen Feedback Abbildungen ki (t,z2) und koo(t, x2) mit max{|ko1(t, z2)l, [k20(t, z2)|} <

p2(|w2)
2 (t, k21 (t, pa(t)), x2, k2o(t, wa(t)))| < Ba(|w2|,t)
fiir ein By € KL. Damit gilt fiir die Losung des Gesamtsystems
l(t, @, k(t, o(t))|| < max{[p1(t, 21, kro(t, ©1(2)))], [02(t, ka1 (t, 02(t)), T2, kao(t, 2)) [}
< max{B1(|z1],t), B2(|z2], 1)}
< max{B1(||zl, 1), Ba(lll, £)}
=: B(llzl, ).
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5.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

Dass § eine KL—Funktion ist, folgt mit Bemerkung 1.4.

Die Sétze 5.8 und 5.9 lassen sich wie folgt zusammenfassen.

Folgerung 5.10. Gegeben sei ein System der Form (5.3). Eine spezielle Stability Margin
(5.5) existiert genau dann, wenn das xi-Teilsystem Input-to-State stabil mit Input d;
und das xo-Teilsystem Input-to-State stabil mit Inputs z; und ds ist.

Wie bereits vor Satz 5.9 angedeutet, reicht die Input-to-State Stabilitit des Gesamtsys-
tems als Voraussetzung fiir den Satz nicht aus. Das folgende Gegenbeispiel verdeutlicht
dies. Mit dem Beispiel ist dann auch der Begriftf ,spezielle Stability Margin“ fiir die
Funktion p(x) = (p1(|z1]), p2(Jz2])) in Definition 5.5 gerechtfertigt, denn sie ist ,,zu spe-
ziell* in dem Sinn, dass Input-to-State Stabilitdt nicht ausreicht um ihre Existenz zu
implizieren.

Beispiel 5.11. Betrachte das System

@8) - <—x2(t) : (ngitl)t) 1) +d2(t)> ‘

Man sieht direkt, dass das xo-Teilsystem nicht Input-to-State stabil mit den Inputs x;
und dy ist. Setzt man z1(¢) = —2 und d(t) = 0, erhilt man

o(t) = w2(t)
und damit die unbeschriankte Losung
©a(t, x)(t) = e,
was einen Widerspruch zur Input-to-State Stabilitdt liefert. Da Input-to-State Stabilitdt
des xo-Teilsystems nach Satz 2.10 dquivalent zur Existenz einer Stability Margin ps ist,
kann auch keine spezielle Stability Margin p = (p1, p2)” fiir das Gesamtsystem existieren.
Das Gesamtsystem hingegen ist Input-to-State stabil, was wir dadurch zeigen, dass die

Bedingungen 0 — GAS und AG erfiillt sind. Mit der Anfangsbedingung = = (x1,22)”
erhilt man als Losung des Anfangswertproblems

—1
@1(75,1’)) € 71
- e "—1)x1— d ’
(e ) = (e (b S et o)

was man leicht nachrechnen kann.
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Zu0— GAS:

t_l)xl—t$2|}

< max{|e™| - 1], [l TV o]}
" max{et, el DElmD=t g

< max{e?, e(l—e‘t)llw\l—t} e

< max{e!, el®I=t} . ||z

=: B[l 2)

Dabei ist diesmal nicht direkt klar, dass 8 eine KL—Funktion ist. Fiir ein festes t* > 0
ist aber B(r,t*) stetig, weil es eine Verkettung stetiger Funktionen ist, streng monoton
wachsend, da der Maximumsterm in r wichst und damit der Gesamtterm streng mo-
noton in r wichst. Zudem ist offensichtlich 5(0,¢*) = 0. Andererseits gilt fiir ein festes
r* > 0: f(r*,t) ist stetig (wieder als Verkettung stetiger Funktionen) und streng mo-
noton fallend in ¢, da beide Terme in max{-,-} streng monoton in ¢ fallen. Zudem gilt
limy_,oo B(r*,t) = 0, da limy_,oo max{-,-} = 0. Damit haben wir alle Voraussetzung fiir
eine L L—Funktion nachgepriift.

lp(t, 2, 0)|| = max{le™ w1, [

Zu AG:

lim sup)| p(t, 7, d)| <
t—o00

e tay i
e(e*’f—l)au—tx2 + lim sup

t—o00

< lim sup
t—o00

0
(e(e_tl)mt Ji (C”)’“) H |

(%)
=0

Dass der erste Summand 0 ist, folgt aus der Bedingung 0 — GAS. Somit ist

t
- 1
limsup ||p(t, z,d)|| < |dz| -lim sup e Dam—t [ L o)
t—00 ~—~ {00 0 ele=s=1)z1—s
<ldll ~
=:f(t,z)

Wir wollen nun zeigen, dass

limsup f(t,z) =1

t—o00

fiir alle z € R? gilt. Wir zeigen dazu
Jim f(t,z) =1
fiir alle z € R2. Dann gilt ndmlich

limsup [|¢(t, 2, d)[| < ||d|| - 1
t—o00

75



5.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

und damit die Bedingung AG mit y(r) := r. Man kann f(t,x) vereinfachen zu

t S
ft,z) = eme L / ° s
0

et erie®

——
=:g(t,x) h(t,z)
Es ist also
tliglo f(tv .%‘) = tliz?o g(t’ LE) ’ t1i>1£10 h(t7 .’L’),
falls die Grenzwerte von g und h existieren. Offensichtlich gilt
Jim g(t, ) = 1.

Fiir h(t,z) definieren wir

S
erie

t s
hi(t, x) ::/ ~° _ds und ha(t,z) := €.
0

Damit gilt

Offensichtlich ist

lim ho(t,x) = oo
t—00

und da man auch zeigen kann, dass

tlgrolo hi(t,z) = 00

gilt, kann man die Regel von I’'Hospital verwenden. Es folgt

ih t,x Tee—t
tli}m h(t,x) = lim ‘517(7) = lim % = lim — =1.
% t—o00 EhQ(tvx) t—soo e t—oo eT1e

Zusammengefasst gilt also fiir alle x € R?
tllgolo f(ta I) = tll)rgog(tvx) ’ tll)rgo h(t,l‘) =1,
womit wir Bedingung AG und damit auch Input-to-State Stabilitit bewiesen haben. .

Bemerkenswert ist an diesem Beispiel auch, dass die in der Regel einfachste Moglichkeit
Input-to-State Stabilitdt zu zeigen, ndmlich die Angabe einer ISS-Lyapunov-Funktion,
hier alles andere als leicht ist. Angenommen man wiirde wie iiblich die Funktion

2

1 1
Vix) = 53:% + 2%2
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betrachten. Dann ergibt sich
DV (z)f(x,d) = —2% — 2321 — 25 + doxo.

Problematisch ist dabei der Term —x3x1, der sich mit keinem der anderen Terme ver-
rechnen ldsst. Also kann das so gewéhlte V' in diesem Fall keine ISS-Lyapunov-Funktion
sein. Dennoch garantiert uns Satz 2.10 die Existenz einer ISS-Lyapunov-Funktion, auch
wenn wir diese nicht ohne weiteres angeben kénnen.

In der folgenden Bemerkung werden wir sehen, dass in Satz 5.9 zumindest auf die Vor-
aussetzung ,,z1 ist ISS mit Input di* verzichtet werden kann, da dies bereits aus der
Input-to-State Stabilitdt des Gesamtsystems folgt.

Bemerkung 5.12. Beispiel 5.11 sagt insbesondere aus, dass die Umkehrung von Satz
4.4 nicht gilt, also aus der Input-to-State Stabilitit des Gesamtsystems nicht die Input-
to-State Stabilitdt der einzelnen Teilsysteme folgt. Was sich dennoch zeigen lésst, ist,
dass das x1-Teilsystem ISS mit Input d; ist.

Angenommen das x1-Teilsystem wire nicht ISS mit Input d;. Dann gilt: Fiir alle 5 € KL

und alle 79 € K gibt es einen Zeitpunkt t* > 0, einen Startwert 27 € R und eine
Storfunktion dj(¢) mit

1 (8, 27, dy)| > B(l21],£7) + y0(ldq])-

d.—<0> und :C.—(O>.

le(t*, ", d")|| = |o1 (", 21, d1)| > B(|1], %) +0(ldil) = B(l="[], ) + o (lld*])-

Wir definieren

Dann gilt

Wir kénnen also fiir alle § € KL und alle vg € K einen Zeitpunkt t* > 0, einen Start-
wert z* € R? und eine Stoérfunktion d* finden, sodass die definierende Ungleichung fiir
Input-to-State Stabilitit verletzt ist. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass das
Gesamtsystem Input-to-State stabil ist. Also muss auch das x]-System ISS mit Input d}
sein.

Warum lésst sich dieser Beweis nun nicht analog fiir das xo-Teilsystem fithren? Um das
zu verdeutlichen, nehmen wir wieder an, das xo-System wére nicht Input-to-State stabil
mit den Inputs x; und ds. Dann gibt es fiir alle g € KL und alle 49,71 € Ko einen
Zeitpunkt t* > 0, einen Startwert z3 € R und Storfunktionen 7 (¢) und dj(t), sodass

|pa(t7, 21, 23, d3)| > B(|x3], %) + n(lzi]) +r0(lda]) = B(l23], 1) + v0(lda))-
>0
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5.3 Verallgemeinerung auf n-dimensionale Systeme

Ab hier kénnte man vollkommen analog

« (0 « (0
d* = <d§> und ¥ = (m§>

definieren und wiirde mit den gleichen Abschiatzungen den Widerspruch erhalten. Der
Fehler im ,Beweis“ ist, dass nicht garantiert ist, dass die Storfunktion x7(¢) die Losung
des x1-Teilsystems ist, was sie aber sein miisste, damit die Abschétzungen korrekt sind.

Diese Beobachtung lésst sich auch in Beispiel 5.11 wiederfinden. Das xo-Teilsystem war
zwar nicht ISS mit den Inputs z; und ds, jedoch war das Gesamtsystem trotzdem Input-
to-State stabil, weil die Storfunktionen z(t), die Probleme verursachen wiirden (z.B.

die konstante Funktion x;(t) = —2), keine Losungen des z1-Teilsystems sein kénnen.
]

Bevor wir die Aussagen dieses Kapitels auf n-dimensionale Systeme verallgemeinern,
wollen wir uns noch kurz mit der Frage beschiiftigen, ob sich aus der speziellen Stabili-
ty Margin p = (p1, p2)? gemi#B Definition 5.5, auch eine ,normale“ Stability Margin
geméf Definition 5.1 konstruieren ldsst. Dabei ergeben sich sehr schnell drei Probleme:
Erstens lédsst eine normale Stability Margin keine Feedback-Regelung fiir die 7 Kom-
ponente im xo-System zu, zweitens hingen die Feedbacks kg, koo und ko1 in der zwei-
ten Komponente nicht vom gesamten Zustandsvektor x(¢) ab, sondern nach Annahme
5.4 nur von der Komponente z;(t), auf die sie einwirken. Zuletzt miisste an Stelle von
p = (p1(|z1]), p2(Jx2|))T ein p = p(||z||) stehen. Wihrend man das erste Problem eventu-
ell durch eine Zusatzvoraussetzung ,,xo ist ISS mit Input x1“ wie in Satz 5.9 in den Griff
bekommen kénnte und fiir das zweite Problem dhnlich wie vor Annahme 5.4 argumentie-
ren konnte, dass solche Feedbacks nur wenig Sinn ergeben, ist der dritte Punkt kritisch.
Gegeben ist die globale asymptotische Stabilitdt fiir Feedbacks kig, k2o und ko; mit
lk10(t, 1) < p1(|z1]) und max{|kao(t, z2)|, |k21(t, z2)|} < p2(|z2|). Das Ziel (unter Ver-
wendung von Lemma 5.2) ist jedoch die globale asymptotische Stabilitéit fiir Feedbacks
k1 und ko mit |k (¢, x)| < pi(||z|]) und |ko(t, )| < p2(||z|]). Damit man die gegebene
Aussage verwenden kann, wiirden Abschéitzungen p(||z]]) < p(|z1]) und p(||z|]) < p(|z2|)
benotigt, welche natiirlich nicht im Allgemeinen gelten. Doch auch wenn die Konstruk-
tion nicht moglich ist, impliziert Input-to-State Stabilitdt mit Satz 2.10 dennoch die
Existenz einer Stability Margin p.

5.3. Verallgemeinerung auf n-dimensionale Systeme

In diesem Kapitel wollen wir die Aussagen des letzten Kapitels verallgemeinern. Wir
nehmen daher fiir das gesamte Kapitel an, dass n > 2 gilt und betrachten Systeme der
Form

i1 (t) fi(z1(t),da(t))
do(t) Ja(@1(t), 22(t), d2 (1))
|- s (57)
En—1(t) fr—1(z1(t), x2(t), ..., xn_1(t),dn-1(t))
'fn(t) fn(xl (t), xQ(t>7 s 7$n—1(t)ﬂ xn(t)7 dn(t))
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Man sieht direkt, dass wir damit die Systeme der Form (5.3) verallgemeinert haben, da
die i-te Komponente des Systems nur von den Zustandsvariablen x1,...,x;—1 und einer
Storung d; abhingt. Wie im letzten Kapitel wollen wir die Aussagen der Sétze 5.8 und
5.9 zeigen. Dafiir treffen wir zuerst wieder die Annahme, dass nur ,,sinnvolle“ Feedbacks
betrachtet werden.

Annahme 5.13. Wir betrachten Feedback-Abbildungen k;; mit
kij = kij(t, xi(t))

firallei=1,...,nund alle j =0,...,7 — 1.

]
War die doppelte Indizierung im zweidimensionalen Fall nur wenig niitzlich, zeigen sich
hier die Vorteile. Insbesondere miissen wir dadurch, dass wir die Feedbacks zu d; mit k;g
bezeichnet haben, diese Feedbacks nicht gesondert behandeln, sondern kénnen einfach
den zweiten Index bei 0 starten. Wir verallgemeinern nun Definition 5.5

Definition 5.14. Eine Funktion

p1(|z1])

o(2) = pz(l;le) 58)

on(za)

mit p1,...pn € Koo heiflt spezielle Stability Margin fiir ein Kontrollsystem der Form
(5.7), falls der geschlossene Regelkreis

i1 (t) fi(@1(t), kio(t, z1(2)))
() fa(ka1(t, 22(t)), 22(t), k2o(t, 22(2)))

U= | (5.9)
-Tn(t) fn(knl(ta -Tn(t))a ceey knnfl(ta $n(t))a mn(t)y knO(ta xn(t)))

fiir alle Feedback-Abbildungen k;; : R xR — U mit |k (¢, z;)| < pi(|zs|) fiiri =1,...,n,
7 =0,...,7—1 global asymptotisch stabil ist. .

Im ersten Satz zeigen wir, dass die globale asymptotische Stabilitét von (5.9) hinreichend
fiir Input-to-State Stabilitéit ist (vergleiche Satz 5.8).

Satz 5.15. Betrachte ein System der Form (5.7). Es existiere eine spezielle Stability
Margin gemé&fl Definition 5.14. Dann ist das System Input-to-State stabil mit Input
d=(dy,...,d,)T.

Beweis: Sei ¢(t,z, k(t,p(t))) die Losung von (5.9). Aus der Existenz einer speziellen
Stability Margin folgt die globale asymptotischen Stabilitéit von (5.9). Es gibt also ein
B € KL und K, sodass

le(t, 2, k(t eI < B([lx]l,¢) vt =>0,Vz e R
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gilt. Wir zeigen zuerst wieder, dass jedes Teilsystem fiir sich genommen Input-to-State
stabil mit den jeweiligen Inputs ist und wenden anschlielend Satz 4.4 an, um die Input-to-
State Stabilitét des Gesamtsystems zu erhalten. Wir wihlen dazu ein ¢ € {1,...,n} und
betrachten das x;-Teilsystem. Aufgrund der Struktur des Gesamtsystems und Annahme
5.13 ist dieses Teilsystem nur abhéingig von der Zustandskomponente z;. Wir setzen
deshalb die Feedbacks k,; = 0 fiir alle p # i und betrachten den Anfangswert

z=(0,...,0,24,0,...,0)7

mit beliebigem x; € R. Die Feedbacks k;; erfiillen zudem |k;; (¢, z;(t))| < pi(|z;|) fiir alle
7 =0,...,7— 1. Damit erhalten wir

|<pi(t, kil(tv ‘pi(t))a cee k’iifl(ta Qpi(t))a Zi, kiO(t> Soz(t))” < ||§0(t’ €L, k(ta (p(t)))”
< B(l=l,¢)
= B(|xil, 1),

Also ist p; eine Stability Margin fiir das z;-Teilsystem und damit das Teilsystem Input-
to-State stabil mit den Inputs z1,...xz;_1 und d;.

Aus der Input-to-State Stabilitiat aller Teilsysteme kann man durch induktive Anwen-
dung von Satz 4.4 die Input-to-State Stabilitit des Gesamtsystems folgern. Wir betrach-
ten dazu zuerst das (z1, x9)”-Teilsystem. Wir haben soeben gezeigt, dass das x1-System
ISS mit Input d; und das xo-System ISS mit Inputs 1 und ds ist. Mit Satz 4.4 ist damit
(21, 22)T-Teilsystem ISS mit Input (dy,d2)”. Nimmt man nun das x3-Teilsystem hinzu,
welches ISS mit Inputs x1, x2 und ds ist, erhélt man durch erneute Anwendung des Sat-
zes, dass das (71, 79, 3)T-System ISS mit Input (dy,dz,ds)T ist. Nach (n — 1)—maligem
Anwenden ist damit das Gesamtsystem Input-to-State stabil mit Input d = (di, . .., d,)”.

O

Auch hier haben wir wieder die Input-to-State Stabilitit aller Teilsysteme bewiesen, also
eine stiarkere Aussage, was wir in Folgerung 5.17 festhalten werden. Fiir den Beweis der
Riickrichtung benttigen wir analog zu Satz 5.8 die zusétzliche Voraussetzung, dass das
x;-Teilsystem ISS mit den Inputs x1,...,z;—1 und d; ist.

Satz 5.16. Betrachte ein Input-to-State stabiles System der Form (5.7), bei dem fiir alle
i =1,...n das z;-Teilsystem ISS mit den Inputs x1,...,x;_1 und d; ist. Dann existiert
eine spezielle Stability Margin geméfl Definition 5.14.

Beweis: Die Input-to-State Stabilitét des z;-Teilsystems impliziert die Existenz einer
Stability Margin p;. Betrachtet man fiir ein i € {1,...,n} das z;-Teilsystem, bedeu-
tet das, dass fiir alle in x; Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen kj, ..., k;—1 mit
|kij(t, zi(t))| < pi(|s]) fiir alle j =0,...,0—1

li(t, ki (t, 0i(t)), -+ kii—1(t, 0i(t)), 4, kio(t, @i(1)))| < Bi(|zil, 1)
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

fiir ein B; € KL gilt. Damit gilt fiir die Losung des Gesamtsystems

lo(t, @, k(t, o(t))) || < max{|p1(t, z1, kro(t, p1(1)))]; - -,
lon(t, kn1(t, ©n(t)))s - - knn—1(t, 0n(t))), Tn, kno(t, 0n(t)))[}
< max{fi(|z1|,t),..., Bn(|znl,t)}
< max{pi([|=[,t),. .., Bulllll, 1)}
=: B(ll=l, £)-

Mit Bemerkung 1.4 folgt wieder, dass 8 eine L—Funktion ist, womit die Behauptung
gezeigt ist.
O

Die beiden Satze 5.15 und 5.16 lassen sich wieder zusammenfassen.

Folgerung 5.17. Gegeben sei ein System der Form (5.7). Eine spezielle Stability Margin
(5.8) existiert genau dann, wenn fiir jedes i = 1,...,n das z;-Teilsystem Input-to-State
stabil mit den Inputs x1,...,2;—1 und d; ist.

5.4. Spezielle Stability Margins im linearen Fall

In diesem Abschnitt wollen wir spezielle Stability Margins fiir den Spezialfall eines li-
nearen Kontrollsystems betrachten. Wir untersuchen dabei direkt den n-dimensionalen
Fall, also ein Kontrollsystem der Form (5.7). Da das System linear sein soll, ergibt sich
die Systemstruktur

ail 0 e 0 bl 0 e 0

i(t) = a(t) + | ° At).  (5.10)
0 : 0
QAn1 Ann 0 0 by,

Dass A eine untere Dreiecksmatrix und B eine Diagonalmatrix ist, folgt aus (5.7), da
die i-te Komponente von #(t) nur von d;(¢) abhéangen soll. Im Gegensatz zum nichtli-
nearen Fall kénnen wir nun die erhoffte Aquivalenzaussage ohne Zusatzvoraussetzung
formulieren.

Satz 5.18. Gegeben sei ein Kontrollsystem der Form (5.10). Eine spezielle Stability
Margin geméfl Definition 5.14 existiert genau dann, wenn das System Input-to-State
stabil mit Input d = (dy,...,d,)7 ist.

Beweis: Da Satz 5.15 fiir beliebige Systeme, also insbesondere fiir lineare Systeme
gilt, bleibt zu zeigen, dass Input-to-State Stabilitit die Existenz einer speziellen Stabi-
lity Margin impliziert. Nach Satz 2.13 ist Input-to-State Stabilitdt fiir lineare Systeme
dquivalent zu 0 — GAS, was wiederum nach (1.7) dquivalent dazu ist, dass alle Eigen-
werte der Matrix A negativen Realteil besitzen. Da A eine Diagonalmatrix ist, sind die

81



5.4 Spezielle Stability Margins im linearen Fall

Eigenwerte gerade die Diagonaleintrige. Zudem ist A € R™*™, also sind die Eigenwerte
reell. Daher gilt

a; <0 Vi=1,...,n.
Wir definieren

zi = max{j:rllla>z§_1{\a¢j\}, |bi|} Vi=1,...,n

und koénnen 0.B.d.A annehmen, dass z; > 0 ist, denn fiir z = 0 wére das x;-Teilsystem
von der Form

.CC,(t) = Q45 * xi(t),

also ein System ohne Eingangssignale. Insbesondere wire das Teilsystem damit Input-
to-State stabil. Wir kénnen daher

(7

2-i‘2i

il

i) =

setzen. Dass die so definierten p; K. —Funktionen sind, ist leicht zu sehen, denn wir
haben lediglich |z;| mit einer positiven Konstanten multipliziert. Im Folgenden zeigen
wir, dass die Funktion

pi(|z1])
p(z) = .
eine spezielle Stability Margin ist. Dazu betrachten wir fiir ein ¢ € {1,...,n} das ;-

Teilsystem von (5.10). Dieses ist gegeben durch
i—1
xi(t) = Zai]’ . .Tj(t) + aj; - xi(t) + b; - di(t).
j=1

Im Regelkreis werden die Storfunktionen z1(¢), . .., x;—1(f) und d;(¢) durch die Feedback-
Abbildungen k;1,...k;_1 und k;, die die Bedingung

(ki i) < pilla]) Vi=1,...,i—-1
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

erfiillen, ersetzt. Damit ergibt sich

i—1
:ch(t) = Z Qjj + kij(t, .I‘Z(t)) =+ ai; - .Z‘Z(t) + b; - kio(t, l’l(t))
j=1

i—1
i i
SEZmﬂﬂlﬁzyumn+wwmw+mw\ | ()]
=1 ’

2-i-Zi
<§im- Y |2 ()] + s wat) + 2] - || ()]
7],:1 242 292
| . .
= (= 1) || O]+ i @t) + 2 |-t
.
= % i (8| + ag - zi(t)

=: h(z(t)).
Die zweite Abschétzung folgt dabei, weil nach der Definition der z;
laij] < |z| Vi=1,....i—1 und |b] < |z
gilt. Analog folgt

dit) > — |2

()] + ag - 4(t)
=: g(z(t)).

FErsetzt man fiir die beiden Differentialungleichungen die Ungleichheitszeichen durch =,
erhilt man Differentialgleichungen, die global asymptotisch stabil sind, da wegen a;; < 0
die rechten Seiten h und g die Voraussetzungen von Lemma 1.13 erfiillen. Wir haben
also gezeigt, dass p; eine Stability Margin gemé#fl Definition 5.1 fiir das x;-Teilsystem ist.

Dabher ist das z;-Teilsystem ISS mit den Inputs x1,...,x;—1 und d;. Nach mehrmaligem
Anwenden von Satz 4.4 folgt damit die globale asymptotische Stabilitéit des Regelkreises.
O

5.5. Notwendigkeit der Systemstruktur

Nun wollen wir uns der Frage widmen, ob man die Struktur des Systems fiir die in den
letzten Kapiteln bewiesenen Aussagen wirklich benétigt. Wir betrachten dazu wieder den
zweidimensionalen Fall und werden sehen, dass sich bereits im Linearen Gegenbeispiele
zu den Sétzen 5.8 und 5.9 finden lassen, wenn man auf die Annahme der Systemstruktur
(5.3) verzichtet. Im ersten Beispiel geben wir ein System in der allgemeinen Form (1.14)
an, das nicht Input-to-State stabil ist, fiir das aber eine spezielle Stability Margin geméf
Definition 5.5 existiert, also ein Gegenbeispiel zu Satz 5.8.

Beispiel 5.19. Betrachte das Kontrollsystem

(561(75)) _ <—1U1(7f) + 372(t) + dl(t)>
D) (t) 9x1(t) — T2 (t) +da(t) )
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5.5 Notwendigkeit der Systemstruktur

Man sieht leicht, dass dieses System nicht Input-to-State stabil sein kann, denn es ist
nicht 0 — GAS. Wir setzen dazu d;(t) = da(t) = 0 und erhalten

(20)-Go ) ()

Die Matrix A hat die Eigenwerte \; = —3 und Ay = 3. Das System ist also nach (1.7)
nicht global asymptotisch stabil. Andererseits konnen wir p definieren als

o) = (DY o= (4.

Der Regelkreis ergibt sich als

<9’c1(t)> _ ( —1(t) + §22(t) + ko (t, 21 (1)) )
#a(1) Okan (t, 22 () — w2 () + kao(t, () )

=:f(z(1))

mit |]€10(t,$1)‘ < p1(|l‘1‘) und max{]kzo(t, 1,‘2)|, |k21(t,$2)|} < pg(‘xQD. Zu beachten ist,

dass hier fiir zo9 im xq-Teilsystem kein Feedback eingesetzt wurde, da wir genau diese

Situation untersuchen wollen. Nun definieren wir die Funktion V(z) = (3 + 23) und

zeigen, dass V eine globale Lyapunov-Funktion fiir den Regelkreis ist. Bedingung (1.11)
ist offensichtlich erfiillt und es gilt

1
DV(x)f(a:) = —x% =+ le cxTo + a7 - klo(t,xl) + 9z9 - kgl(t,l’g) — 1’% + x9 - kgo(t,fl,’g)
1 1 9 1
< |z + 1!331\ “|za| + 5!331\2 + E\f@! wo| = |@af® + E\@!Q
- 1 9 3 9 1
——2!$1| —8\$2| +4\$1! |z2].

Fiir den gemischten Term bendétigt man eine Fallunterscheidung.
1. Fall:

o <ol = <o fo] < Flaal?
x —_— . p—
1] = |22 1 1| |22 < 1 X9
2. Fall:
ol > ool = -] < 1l
xr1 o 1 1 K 1 X1
Zusammengefasst gilt damit

1
S| - we] < <o |? + <2l
4
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

Oben eingesetzt erhilt man mit dieser Abschétzung

1 3 1 1
DV (x)f(z) < *§|$1|2 - §|CC2|2 + 1’5'31|2 + 1\$2|2
1 1
= _Z|x1|2 - §’332|2

1
< —g(\ﬂ?ﬂQ + |2?)
1
3 max{|z1|%, |z2|*}
1 2
= —gllxll ,

IN

also Bedingung (1.12) fiir die K—Funktion a(r) := %7“2. Wir haben also gezeigt, dass der
Regelkreis global asymptotisch stabil ist und damit auch, dass p eine spezielle Stability
Margin ist.

]

Abschlielend geben wir ein Gegenbeispiel zu Satz 5.9 an. Das System in der allge-
meinen Form (1.14) ist Input-to-State stabil, das x;-Teilsystem ist ISS in d; und das
ao-Teilsystem ist ISS in x; und ds, aber es existiert keine spezielle Stability Margin.

Beispiel 5.20. Betrachte das Kontrollsystem
<$'1(t)> _ <1 i) ' <$1(t)> " <d1(75)>
ig(t) 9 -2 .’Bg(t) dQ(t)

Die Matrix A besitzt den doppelten Eigenwert \ = —% und ist damit nach (1.7) 0—GAS

und nach Satz 2.13 Input-to-State stabil. Zudem ist das zo-Teilsystem ISS mit den Inputs
x1 und do. Betrachtet man fiir das zs-Teilsystem

i‘g(t) = 9331(75) — 2%2(75) + dg(t) = fg(.’El, x9, dg)

die Funktion V' (z9) = %x% ist die erste Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion trivial
erfiillt und es gilt

DV(.I‘Q)fQ(.Z‘l, T, d2) = 9.7}1.%2 — 2.%% + dQZCQ
< 9w | - o] — 2lwal® + |dal - 22l

Fiir die Koo —Funktion x(r) = §r gilt also
max{[a1], |d2[} < x(|Jw2]) = DV (x2) fo(a1, 22, d2) = a1| - || — 2[aa|* + |da - |22
9 1
< §!$2\2 — 2|z + g!m!z

3 2
——Z|$2\ .
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5.6 Verallgemeinerung auf nicht-skalare Teilsysteme

Da a3(r) = 3r? eine K—Funktion ist, ist V eine ISS-Lyapunov-Funktion und das za-

Teilsystem ist ISS mit den Inputs 1 und ds.

Nun bleibt zu zeigen, dass keine spezielle Stability Margin existiert. Dazu nehmen wir
an, diese wiirde existieren. Fiir eine Funktion p(z) = (p1(|z1]), p2(|22]))7T ist also

(561(75)) _ ( 1 (t) — j22(t) + kro(t, 21(t)) >
To(t) ka1 (t, xa(t)) — 2x2(t) + koo(t, z2(t))

fiir alle Feedback-Abbildungen mit |kig(¢,z1(t))| < pi(|z1]), |k2o(t, z2(2))] < p2(la2])
und |ko1 (¢, 22(t))] < p2(]z2|) global asymptotisch stabil. (Auch hier wurde fiir zo im x1-

Teilsystem kein Feedback eingesetzt.) Insbesondere ist also der Regelkreis global asym-
ptotisch stabil, wenn wir die Feedback-Abbildungen k19 = k21 = kog = 0 setzen. Damit

ergibt sich
()~ (2l)

Fiir den Anfangswert z = (1,0)” hat dieses System die Losung

o) = )

fiir die limy—,o ||@(t, z)|| = oo gilt, was ein Widerspruch zur globalen asymptotischen
Stabilitat ist.

| |
Da die Systeme in beiden Beispielen linear sind, kann im Linearen auch insbesondere
die Aquivalenzaussage aus Satz 5.18 ohne die Systemstruktur (5.3) nicht gelten.

5.6. Verallgemeinerung auf nicht-skalare Teilsysteme

Bevor wir in Kapitel 6 einen leicht verdnderten Regelkreis betrachten, wollen wir uns eine
weitere Verallgemeinerung iiberlegen. Sei dazu im gesamten Abschnitt n > 2. In Kapitel
5.3 haben wir spezielle Stability Margins fiir n-dimensionale Systeme betrachtet. Dabei
sind wir davon ausgegangen, dass jedes Teilsystem skalar, also eindimensional, ist. Nun
betrachten wir Systeme der Form

1 (t) fi(za(t),di(t))
ig(t) f2($1(t)7$2(t)7d2(t))
: = : (5.11)
i‘n_l(t) fn_l(xl(t), xg(t), e ,l'n_l(t), dn_l(t)>
T (1) fa(z1(t), xa(t), ..., xp_1(t), xn(t), dn(t))
mit z; : R — R™, wobei n; € N\ {0} fiir ¢ = 1,...,n ist. Man erkennt, dass diese

Form genau (5.7) mit mehrdimensionalen Teilsystemen entspricht. Die Definition der
speziellen Stability Margin ist fiir diesen Fall vollkommen analog zu Definition 5.14. Die
Betrage werden durch Normen ersetzt und fiir die Feedback-Abbildungen k;; gilt nun
kijZRXRm—)U.
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5 Input-to-State Stabilitidt und spezielle Stability Margins

Definition 5.21. Betrachte ein System der Form (5.11). Eine Funktion

pr(llzl)

ple) = m(Hme) (5.12)

on(lzall)

mit p1,...pn € Ko heifit spezielle Stability Margin fiir (5.11), falls der geschlossene
Regelkreis

i1(t) fi(@1(t), kro(t, 21(t)))
a'czz(t) _ falkar(t, z2(t)), 3?2 (t), kao(t, z2(t))) (5.13)
Zn(t) fulkp1(t,2n (b)), .« s kpn—1(t, xn (1)), 2n(t), kno(t, z,(1)))

fir alle Feedback-Abbildungen k;; : R x R™ — U mit [|k;;(t, z)| < pi([Jas]|) fir @ =
1,...,n,5=0,...,9— 1 global asymptotisch stabil ist. .
Betrachtet man noch einmal die Beweise der Sdtze 5.15 und 5.16 erkennt man, dass
iiberhaupt nicht benotigt wurde, dass die Teilsysteme eindimensional sind und alle Be-
trage durch Normen ersetzt werden kénnen. Daher formulieren wir die Verallgemeinerung
von Folgerung 5.17 direkt als Satz und verzichten auf die Wiederholung des Beweises.

Satz 5.22. Gegeben sei ein System der Form (5.11). Eine spezielle Stability Margin
(5.12) existiert genau dann, wenn fiir jedes i = 1, ..., n das x;-Teilsystem Input-to-State
stabil mit den Inputs z1,...,x;_1 und d; ist.

In Kapitel 5.4 konnten wir zudem beweisen, dass im linearen Fall bereits die Input-to-
State Stabilitdt des Gesamtsystems hinreichend fiir die Existenz einer speziellen Stability
Margin ist. Nun wollen wir untersuchen, ob die daraus resultierende Aquivalenzaussage
aus Satz 5.18 auch fiir Systeme der Form (5.11) gilt. Ein lineares System der Form (5.11)
(also ein System der Form (5.10) mit mehrdimensionalen Teilsystemen) ist gegeben durch

A 0 ... 0 By 0 ... 0
1(t) : - - : 1(t) 0o - : d1(t)
: _ . . : ' : . . . :
Ty (t Ty (t dy(t
®) Al ... ... Ann ®) o ... 0 B, Q
—A =:B

(5.14)
Dabei ist A;j € R%*™ fiir allei =1,...,n,j=1,...,iund B; € R"*! fir i =1,... n.
Auch Satz 5.18 kénnen wir auf die Situation mit mehrdimensionalen Teilsystemen ver-

allgemeinern. Der Beweis wir dabei leicht angepasst. Insbesondere geben wir die spezielle
Stability Margin nicht mehr explizit an.
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5.6 Verallgemeinerung auf nicht-skalare Teilsysteme

Satz 5.23. Gegeben sei ein Kontrollsystem der Form (5.14). Eine spezielle Stability
Margin geméfl Definition 5.21 existiert genau dann, wenn das System Input-to-State
stabil mit Input d = (dy,...,d,)7 ist.

Beweis: Mit Satz 5.22 bleibt zu zeigen, dass Input-to-State Stabilitit die Existenz
einer speziellen Stability Margin impliziert. Wir nehmen also an, dass das System (5.14)
Input-to-State stabil ist. Dann ist das System nach Satz 2.13 auch 0—GAS, was mit (1.7)
dquivalent dazu ist, dass die Matrix A nur Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt. Da
A eine Blockdreiecksmatrix ist, sind die Eigenwerte von A gegeben durch die Eigenwerte
der Matrizen A;;. Also besitzt fiir beliebiges ¢ = 1,...,n die Matrix A;; nur Eigenwerte
mit negativem Realteil. Daraus folgt, dass das z;-Teilsystem

i—1
xz(t) = Z Aijﬂfj (t) + A“l‘l(t) + Bldl(t)
J=1

0 — GAS ist, wobei z1,...,x;_1 und d; die Stérungen sind. Mit Satz 2.13 folgt daraus
die Input-to-State Stabilitdt des x;-Teilsystems in x1,...,x;_1 und d;. Nach Satz 2.10
existiert daher eine Stability Margin p; geméfl Definition 2.9. Daher ist fiir alle Feedbacks
kiO, ceey k?n;l mit

max{||kio(t, )|, - [[ki—1(t zo) I} < pill]])

der Regelkreis
i—1
Zi(t) = Z Ajkij(t, mi(t)) + Agzi(t) + Bikio(t, 74(t))
=1

global asymptotisch stabil. Die gesuchte spezielle Stability Margin p fiir das Gesamtsys-
tem erhélt man dann, indem man

p1(llz1])
p(r) = :
pu(l|nll)

setzt. O

Zusammengefasst gelten also alle Aussagen iiber spezielle Stability Margins auch fiir den
Fall nicht-skalarer Teilsysteme.
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

6. Input-to-State Stabilitat und verallgemeinerte Stability
Margins

Wie bereits angedeutet, wollen wir nun den Regelkreis (5.6) leicht veréindern und analog
zu den Uberlegungen in Kapitel 5 untersuchen. Dabei gehen wir sehr #hnlich zu Kapitel
5 vor, indem wir erst den Begriff der verallgemeinerten Stability Margin definieren und
ein Beispiel betrachten. Anschliefend werden wir untersuchen, ob die Existenz einer
verallgemeinerten Stability Margin dquivalent zu Input-to-State Stabilitét ist.

6.1. Verallgemeinerte Stability Margins fiir zweidimensionale Systeme mit
vorgegebener Struktur

Wie in Kapitel 5.1 wollen wir Kontrollsysteme der Form

<fc1<t>> _ < filaa(6),di (1)) ) 61)
(1) fa(@1(t), 22(t), d2(t))

betrachten, also zweidimensionale Systeme, bei denen das zi-Teilsystem nicht von zo
beeinflusst wird. Diesmal jedoch wollen wir im Regelkreis nur Feedbacks anstelle der
tatsdchlichen Storfunktionen d; und ds zulassen. Das heifit, auf die zweite Komponente

des Systems wird nur noch ein Feedback einwirken. Das bisher als Stérung interpretierte
x1(t) bleibt im Regelkreis unveréndert stehen. Dariiber hinaus soll die Stability Margin

nun von der Form
_ (p1(Jx1])
oo = (i)

sein. Wir bemerken, dass im Gegensatz zu Kapitel 5 der Term po(|z2|) durch pao(||z|)
ersetzt wurde, wodurch die Koppelung der beiden Teilsysteme im Regelkreis erhalten
bleiben wird. Motiviert wird diese Betrachtung vor allem durch Lemma 5.3. Fiir all-
gemeine Kontrollsysteme trifft das Lemma die Aussage, dass Input-to-State Stabilitét
dquivalent zur Existenz einer Funktion p(x) = (p1(||z||), p2(||=|))T ist, fiir die der Re-
gelkreis fiir alle Feedback-Abbildungen mit |k (¢, )| < p1(||z||) und |k2(¢, z)| < p2(||x||)
global asymptotisch stabil ist. Da in (6.1) #1 unabhéngig von s ist, liegt die Vermutung
nahe, dass p; auch unabhéngig von x5 gewihlt werden kann, ohne die Giiltigkeit der
Aquivalenzaussage zu verlieren. Die folgende Definition hilt diese Voriiberlegung fest.

Definition 6.1. Eine Funktion p(x) = (p1(|z1]), p2(||z]|))T mit p1, p2 € Koo heiit verall-
gemeinerte Stability Margin fiir ein Kontrollsystem der Form (6.1), falls der geschlossene
Regelkreis

oy [ fi(@(@), k(2 (2)))
(1) = <f2<x1<t>,x2<t>,m(m(t)))) ©2)

fiir alle Feedback-Abbildungen k1 : RxR — U, kg : RxR? — U mit |k (¢, z1)| < p1(|21])

und |ka(t, z)| < pa2(]|z||) global asymptotisch stabil ist.
]
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6.1 Verallgemeinerte Stability Margins fiir zweidimensionale Systeme mit
vorgegebener Struktur

Den Regelkreis (6.2) kann man sich auch wieder grafisch veranschaulichen. Man erkennt
dabei den wesentlichen Unterschied zu (5.6) (vgl. Abbildung 5.2), ndmlich die Koppelung
der beiden Teilsysteme im Regelkreis.

kl I k2

kl(t,$1> k‘Q(t,ZL')

&1 6}% i 6@—>

Abbildung 6.1: Grafische Darstellung des Regelkreises (6.2)

Bevor wir untersuchen, ob die Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin dquiva-
lent zu Input-to-State Stabilitédt ist, betrachten wir ein Beispiel, in dem wir fiir ein
Input-to-State stabiles System eine verallgemeinerte Stability Margin konstruieren.

Beispiel 6.2. Betrachte das System

i1(t)\ —z1(t)% + di (1)
(i:;(t)) - (}lxl(t)3 — x9(t)3 1+ dg(t)3> ‘

Dass dieses System Input-to-State stabil ist, haben wir bereits in Beispiel 5.7 bewiesen.

Nun definieren wir
m(lxl\) <§!ﬂ?1|3>
xr) = =
pl) <p2<|m||> Lol

und zeigen, dass p eine verallgemeinerte Stability Margin gem#fl Definition 6.1 ist. Dafiir
betrachten wir den Regelkreis

(irl(t)) _ ( —z1(t)® + K (t, 1) )
do(t) 121(t)3 — 22(t)3 + ka(t, )3

=:f(t,z)

fiir Feedback Abbildungen &y und ks mit

<\k1(t79€1)|> < <Pl(\f€1!)>‘

ka(t, ) ) = \pa(llzl)

Wir definieren die Funktion V(z) = 1(2+23) und zeigen, dass V' eine globale Lyapunov-
Funktion fiir den Regelkreis ist. Die erste Lyapunov-Bedingung (2.10) ist wieder trivial
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erfiillt und es gilt

1
DV (x)f(t,x) = —x] + ky(t,x1) - 21 + Zx‘;’ gy — x5 + ko(t,z)? - a9

1 1 1
< —x‘ll + §|x1]3 cx1 + Z:z‘rf S Xy — x% + §||J:H3 - T
1 1 1
< —af+ 5\371!3 r@y + szf -y — wy + g(lxﬂ?’ + |z2]%) - 2
1 1 1 1
< —lat + 5\-’]01!4 + Z\xl\?’ wo| — w2l + g\xl\g o] + §!$2\4

1 7 3
= —§|x1\4 - §|$2\4 + §|951|3 |2l

Den gemischten Term betrachten wir in einer Fallunterscheidung.
1. Fall:

3 3
21| < |zo| = o]’ faa] < Slaalt
8 8
2. Fall:
3, 13 4
jwa] > lwaf = glaaf” - lwaf < Clan
Zusammengefasst gilt also
3 3
§\$1|3 aa] < §(|901|4 + |za| ),
woraus folgt

1 7 3
DV (2)f(t,z) < —glaa|* = Zlaal* + S (l21|* + |22f*)

2 8 8
1 1

= —§|$1|4 - §’x2|4
1

<~z + aal?)
1

=-3 max{|a1|!, |z2|'}
1 4

< —— .

< 5z

Da as(r) := —%TA eine C—Funktion ist, haben wir gezeigt, dass V auch Bedingung

(2.11) erfiillt, also eine globale Lyapunov-Funktion ist. Damit ist der Regelkreis global
asymptotisch stabil und p ist eine verallgemeinerte Stability Margin. .
Man kann sich nun die Frage stellen, wieso die globale asymptotische Stabilitdt hier
nicht wie in den Beispielen 5.6 und 5.7 iiber Differentialungleichungen bewiesen wurde.
Wiirde man hier die Feedback-Abbildungen bereits in der Differentialgleichung gegen pq
und p2 abschétzen, ergibt sich
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aa (8 — L (1) (1) aa (8 + L (1)
<1x1<t>3 () — L P ;w) S (if2(t)> = (1x1<t>3 () 4 Lt ;|m2|3> '

=:g(z(t)) =:h(z(t))

Um wie in den bisherigen Beispielen zu argumentieren, miisste h quasimonoton wachsen
und g quasimonoton fallen. Man sieht aber leicht, dass diese Voraussetzungen nicht
erfiillt sind.

6.2. Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitit

Nun wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob die Existenz einer verallgemeiner-
ten Stability Margin dquivalent zur Input-to-State Stabilitdt des Systems ist. Es wird
sich dabei herausstellen, dass die Existenz zwar notwendig fiir Input-to-State Stabilitét,
jedoch nicht hinreichend ist. Interessanterweise ist das genau gegensétzlich zu den Aus-
sagen iiber die spezielle Stability Margin aus Kapitel 5.

Satz 6.3. Betrachte ein Input-to-State stabiles System der Form (6.1). Dann existiert
eine verallgemeinerte Stability Margin gem&fl Definition 6.1.

Beweis: Aus der Input-to-State Stabilitét eines beliebigen zweidimensionalen Systems
folgt nach Lemma 5.3, dass p1, p2 € Koo existieren, sodass der geschlossene Regelkreis

2(t) = f(a(t), k(¢ z(t)))

fiir alle in x Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen (¢, x) mit

(o) = (i)

global asymptotisch stabil ist. Fiir Systeme der Form (6.1) gilt

| fi (), B (1, (1))
(1) = F (), k(t, 2(1))) = <fz(w11(t)1, ) kzu,x(tm) |

Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir nur noch beweisen, dass p; (||z||) durch p; (|z1|)
ersetzt werden kann. Das ist moglich, weil |z1| < ||z|| und damit auch p;(|z1]) < p1(||z||)
fiir jede Koo—Funktion p; gilt. Also gilt die globale asymptotische Stabilitdt des Regel-
kreises insbesondere fiir alle Feedback-Abbildungen ki, ko mit |k (¢, z1)| < p1(]z1|) und

ka(t, ) < pa([l]])-

Zu erwéhnen bleibt, dass wir in der ersten Komponente ki (¢, x(t)) durch ki(t, z1(t))
ersetzt haben. Das ist jedoch unproblematisch, weil die erlaubten Feedbacks dadurch
nur weiter eingeschrinkt werden.

O]
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Nun wollen wir untersuchen, ob auch die Umkehrung von Satz 6.3 gilt, ob also die
Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin Input-to-State Stabilitét impliziert.
Wir werden sehen, dass dies ohne eine Zusatzvoraussetzung nicht der Fall ist. Dennoch
sprechen zunéchst einige Beobachtungen fiir die Giiltigkeit der Umkehrung. Zentral fiir
den Beweis von Satz 6.3 war Lemma 5.3, das aber eine stirkere Aussage trifft als die,
die im Beweis verwendet wurde, nimlich eine Aquivalenzaussage. Also impliziert die

Existenz einer Funktion
m(HxII))
p(r) = ,
@ = (nfiel

fiir die der Regelkreis fiir alle Feedback-Abbildungen ki, ke mit |ki(t,2)] < pi(||lz])
und |k2(t, )| < pa(]|z||) global asymptotisch stabil ist, Input-to-State Stabilitét. Hinzu
kommt die besondere Struktur des Systems, ndmlich dass das x;-Teilsystem unabhingig
von xo ist. Man konnte also vermuten, dass auch p; unabhéngig von xo gewéhlt werden
kann, womit man bei einer Funktion p in der gewiinschten Form angekommen wiére.
Naheliegende Ansétze fiir einen Beweis wiren die Verallgemeinerung der Implikation
»(2) = (3)“ aus dem Beweis von Satz 2.10 oder eine entsprechende Abwandlung des
Beweises von Satz 5.8 auf diesen Fall. Wir wollen nun in einer Bemerkung festhalten, an
welchen Stellen diese beiden Beweisideen scheitern und anschlieBend mit einem Gegen-
beispiel beweisen, dass die Umkehrung von Satz 6.3 nicht gelten kann.

Bemerkung 6.4. (i) Bei einem Versuch, ,,Verallgemeinerte Stability Margin = ISS* zu
zeigen, kann man zunéchst vollkommen analog wie im Beweis von Satz 2.10 ,,(2) = (3)“

argumentieren und
(kl(tl&(t))) _ <91(|~”U1|) : dl(t))
ka(t, (1)) pa(l[z]]) - da(?)
setzen. Fiir ||d|| < 1 erfiillt das so definierte Feedback k die Voraussetzungen aus Defini-
tion 6.1, denn

k1t z1)| < pr([za]) - [di(®)] < pr(|za])

und

[F2(t; )| < pa(ll]]) - da(B)] < pa(l]])-

Mit [16, Theorem 1] erhélt man wieder die Implikation

Jdl < 1= Dv)s (o (2000 51) ) < aalel)

fiir eine glatte Lyapunov-Funktion V und ein a3 € K. Im Beweis von Satz 2.10 stand
in der zweiten Komponente von f der Term p(||z||) - d. Anschliefend hat man wu(t) =
p(l|z]]) - d(t) gesetzt und aus ||u|| < p(||z||) die Abschitzung

]

ozl =

ldll <
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6.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

gefolgert, mit der man bei der Implikation

lull < p(llzl]) = DV (2) f (2, p(||z]]) - d) < —e([|]])

angelangt war, also der zweiten Bedingung fiir eine ISS-Lyapunov-Funktion. Diese Fol-
gerung funktioniert aber in der Situation mit der verallgemeinerten Stability Margin

nicht, denn fiir
_ ([ p(|z]) - dai(2)
w0 = () o)

miisste man

[ull < min{py(|z1]), pa(ll[)}

voraussetzen. Dann kénnte man wieder wie oben argumentieren und ||d|| < 1 folgern.
Die rechte Seite der benétigten Ungleichung fiir « ldsst sich aber nicht durch eine
Ko—Funktion darstellen, da p; nur von |z1| abhéngt und nicht von ||z||. Aus diesem
Grund kann man den Beweis der Implikation ,,(2) = (3)“ aus Satz 2.10 nicht auf diese
Weise verallgemeinern.

(ii) Eine zweite naheliegende Idee ist es, den Beweis von Satz 5.8 anzupassen. Dieser
nutzte die Aussage von Satz 4.4 aus. Man konnte zeigen, dass das x1-Teilsystem ISS mit
Input d; war und das xo-Teilsystem ISS mit den Inputs x; und ds. Dies war insbesondere
deshalb moglich, weil die spezielle Stability Margin gemé&fl Definition 5.5 ein Feedback
fiir die x1-Komponente im z9-Teilsystem zugelassen hat. Da dies in der Situation der
verallgemeinerten Stability Margin nach Definition 6.1 nicht der Fall ist, kann genau
diese Komponente zu Problemen fithren (was in Beispiel 6.5 auch der Fall sein wird).
Die eigentlichen Stoérfunktionen d; und dy sind hingegen unproblematisch. .
Im folgenden Beispiel zeigt sich, dass die in Bemerkung 6.4 angesprochenen Probleme bei
der Verallgemeinerung der Beweise nicht nur zufillig auftreten, sondern darin begriindet
sind, dass es keinen solchen Beweis geben kann.

Beispiel 6.5. Betrachte das System

<a’:1(t)> _ < —x1(t) + di(t) >
a(t) —xa(t) + 5 (x2(t) + 1) - 1 (t) )

Man erkennt sofort, dass das System von der Form (6.1) ist. Ebenso leicht sieht man,
dass das System nicht Input-to-State stabil sein kann. Wir setzen dazu

co(?) wa s (2)
= (2).

und erhalten als Lésung
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

Damit ist limy_, [|@(¢, 2%, d*)|| = oo, was einen Widerspruch zur Input-to-State Stabi-
litéat liefert.

Andererseits ldsst sich, wenn auch etwas aufwéndiger, zeigen, dass eine verallgemeinerte
Stability Margin fiir das System existiert. Dafiir setzen wir

/01(!9?1\)> (%$1!>

) = = .

o) = (i) = (B

Die Funktion ps kann dabei beliebig aus Ko, gewéhlt werden, da das System unabhéngig
von dsy ist.

Das Phasenportrait des Regelkreises legt die Vermutung nahe, dass dieser global asym-
ptotisch stabil ist. Der Matlab-Code fiir die Erstellung des Phasenportraits befindet sich
im Anhang (Programm 2). Die Feedback-Abbildung k; wird dabei erzeugt, indem die
Funktionen p; mit zufilligen Werten aus dem Intervall [-1, 1] multipliziert wird. Dadurch
erfiillt das Feedback k; die Bedingung |k1 (¢, x1)| < p1(|z1]). Dieser zufillige Einfluss er-
klart auch, warum die Trajektorien etwas , verwackeln®.

%0
[}

Abbildung 6.2: Phasenportrait in Beispiel 6.5

Setzt man p in das System ein, ergeben sich die Abschitzungen

< —$11(t) 12101 ) < ({cl(t)> < < —w%(tH 1101 >

—xa(t) — 3 (J22(t)[ + 1) - 21 ()] ) = \d2(t) ) = \—z2(t) + 3(lz2 ()] + 1) - |21(2)]
=:g(z(t)) =:h(z(1))

Die Betrige in der zweiten Komponente sind notig, da z1(f) negativ sein kann. Bei

genauer Betrachtung fallt allerdings auf, dass die Funktionen h und g diesmal nicht qua-
simonoton sind, sodass wir nicht wie in den bisherigen Beispielen iiber die Abschitzung
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6.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

zu Differentialungleichungen argumentieren konnen. Daher betrachten wir beide Teilsys-
teme getrennt und beweisen die globale asymptotische Stabilitédt {iber die Bedingungen

Ve>030>0mit |z|| <d=|etx)<e VE>0 (1.9)
und
Ve>0,Vr>03T>0mit ||z|| <r=|pt )| <e Vt>T, (1.10)

also ,,Stabilitat“ (1.9) und ,,Globale Attraktivitét“ (1.10) (vgl. Bem 1.6). Das erste Teil-
system erfiillt die Differentialungleichung

—1(t) — glea()] < E1(0) <~ (0) + gl ()]

Fiir z1(t) > 0 ist also #1(¢) < 0 und fir z1(t) < 0 ist #1(¢) > 0. Daraus folgt das
zentrale Argument fiir den Beweis, ndmlich, dass die Norm von ¢ fiir beliebige An-
fangswerte 1 € R\ {0} streng monoton fallend mit Grenzwert 0 ist und insbesondere

lp1(t, 2)| < |21] gilt.

Zu (1.9): Fiir ein beliebiges € > 0 definieren wir
5= minfe, 7}
:= min{e, - }.
4

Diese Fallunterscheidung ist notig, weil damit sichergestellt ist, dass |z1] < % und damit
auch 1] < 1 gilt.

1. Fall: Sei ¢ < %. Dann ist 6 = ¢ und wir betrachten Startwerte x mit ||z| < § = . Mit
der strengen Monotonie der ersten Komponente gilt

p1(t, )] < fan| <e.

Also kénnen wir die zweite Komponente abschéitzen durch

1(\902(15)] +1)-e <aa(t) < —x2(t) + %(!wz(t)] +1)-¢

—nat) - 5

und erhalten dadurch Schranken an (¢, x). Die Differentialgleichung
. 1
0(t) = —v(t) + 5(!1}(7&)] +1)-¢

e<t
besitzt fiir € € (0,2)! das eindeutige Gleichgewicht v* = 35 ' (—e,¢). Die Eindeutig-
keit des Gleichgewichts zeigt man, indem man den Betrag mit einer Fallunterscheidung

'Fiir € > 2 besitzt die Differentialgleichung kein eindeutiges Gleichgewicht
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auflost. Fir v(f) < 0 erhélt man v*™ > 0, also einen Widerspruch. Die Differentialglei-
chung erfiillt

<0 o(t) € (v* e
0(t) <=0 o(t) =0v*
>0 w(t) € [—¢,v).

Daher lduft die Losung fiir einen beliebigen Anfangswert aus dem Intervall [—¢, €] gegen
das Gleichgewicht v* und erfiillt insbesondere v(t) € [—¢,¢] fiir alle ¢ > 0. Analog kann
man fiir die Differentialgleichung

. 1
w(t) = —w(t) - 5 (jw®)] +1) €
ES%
fiir € € (0,2) mit dem Gleichgewicht w* = 7= € (—¢,¢) argumentieren. Auch hier

erhilt man die Eindeutigkeit des Gleichgewichts durch eine Fallunterscheidung. Zusam-
mengefasst erhdlt man dadurch |p2(t, )| < ¢ und somit

le(t, )| = max{|p1(t, )], [@2(t, 2)[} <& VE =0,

also Bedingung (1.9).

2. Fall: Sei e > 1. Dann ist § = 1 und wir betrachten Startwerte z mit ||z|| < § = 1. Mit

der strengen Monotonie der ersten Komponente gilt

1
lp1(t,z)| < |zq] < 1<%

: i wieder im ersten Fall und erhilt mit der identischen

Dann ist man aber mi =
1 .
7 und insgesamt

t e

Argumentation |py(t, )| <
1

lotta)l < 3 <e w0,

also wieder Bedingung (1.9).

Zu (1.10): Seien € > 0 und r > 0 beliebig, aber fest. Sei z beliebig mit ||z|| < r. Da die

ersten Komponente streng monoton gegen 0 konvergiert, existiert ein T > 0, sodass
o1(t,x) <& Yt>T

mit € := min{§,1}. Damit kann man wieder die Abschitzungen

1(\m2(t)\ +1)- & <da(t) < —wa(t) + %(fiﬂz(t)! +1)-€

—X9 (t) — 5

97



6.2 Beweis der Aquivalenz zu Input-to-State Stabilitét

machen, die diesmal zwar nur fiir ¢ > T gelten, was jedoch unproblematisch ist, da uns
der Verlauf der Losung erst ab einem bestimmten Zeitpunkt 7' > 0 interessiert. Wie
oben definieren wir nun wieder die Differentialgleichungen

0(t) = —v(t) + %(!v(t)] +1)-¢
und

(1) = —w(t) — 5 (w(H] +1)-&

*x __  —&
und w =5z

g
—£

Diese haben die eindeutigen Gleichgewichte v* = und erfiillen

[\

<0 w(t)>
() =0 w(t)
>0 ()

/U*
,U*
,U*

IN

und

v

<0 w(t)
w(t) <=0 w(t)
>0 w(t) <

w*
w*
w*,

woraus fiir beliebige Anfangswerte v, w € R folgt: limy o0 v(t) = v* und limy o0 w(t)
w*. Da wir € = min{§, 1} definiert haben, ist v* = 5% € (0,¢) und w* = 5 € (¢,

T 24 0)'
Folglich existiert ein T° > 0, sodass

lv(t)| € [0,e] VE>T
und
lw(t)| € [—,0] Vt>T.

Aufgrund der Abschétzungen, mit denen die Differentialgleichungen fiir v(¢) und w(t)
konstruiert wurden, gilt v(t) < @a(t, ) < w(t) und damit

o(t,z) € [—e,e] Vt>T.

Damit haben wir auch Bedingung (1.10) und folglich globale asymptotische Stabilitit
gezeigt. u
Bemerkung 6.6. (i) Im Beweis von Bedingung (1.9) erscheint es zunéchst so, als wére
die Fallunterscheidung iiberhaupt nicht nétig und man kénnte einfach § = ¢ setzen.
Das ist jedoch falsch, denn damit wéren fiir groflies € auch Startwerte x mit groflem x
moglich. Im Phasenportrait (Abbildung 6.2) kann man aber erkennen, dass die Losung
in der zweiten Komponente fiir betragsmifig grofles 1 zunichst deutlich ansteigt, bevor
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sie gegen 0 geht. Dadurch konnte die Stabilitdtsbedingung verletzt werden, wenn man
auf die Fallunterscheidung verzichtet.

(ii) Im Beweis von Bedingung (1.10) ist die Losung dieses Problems etwas versteckt.
Denn wie sich die Losung in der zweiten Komponente fiir Zeiten ¢ nahe bei 0 verhélt, ist
iiberhaupt nicht von Bedeutung. Wichtig ist nur, dass die erste Komponente der Lésung
ab einem bestimmten Zeitpunkt 7 > 0 hinreichend klein ist, sodass auch die zweite
Komponente ab einem bestimmten Zeitpunkt 7" > 0 im Intervall [—¢, ¢] liegt und dieses
fiir Zeiten t > T nicht wieder verlisst.

(iii) Im Beispiel wéren natiirlich auch einige andere Abschitzungen moglich. Beispiels-
weise konnte man im Beweis von Bedingung (1.9) fiir ein beliebiges p € (0,1)

d := min{e, p}
definieren.

(iv) Das Beispiel beweist insbesondere, dass sich aus der Existenz einer verallgemeinerten
Stability Margin nicht die Existenz einer ,normalen® Stability Margin gemé&fl Definiti-
on 5.1 folgern lidsst. Die Frage nach einer moglichen Konstruktion stellt sich also im

Gegensatz zur speziellen Stability Margin aus Kapitel 5 nicht.
]

Eine Frage, die sich anschlief3t, ist, welche zusétzlichen Voraussetzungen noétig sind, damit
sich dennoch eine Umkehrung von Satz 6.3 formulieren lédsst. Betrachtet man Beispiel
6.5 noch einmal genauer, erkennt man, dass die Input-to-State Stabilitdt des Systems
am ,unkontrollierten* Einfluss des Zustands z; auf das xo-Teilsystem scheitert. Das legt
die Idee nahe, diesen Einfluss zu kontrollieren. Eine Moglichkeit, dies zu tun ist (wie
schon in Kapitel 5.2) vorauszusetzen, dass das zo-Teilsystem Input-to-State stabil mit
den Inputs do und z; ist. Damit ldsst sich der folgende Satz formulieren.

Satz 6.7. Betrachte ein System der Form (6.1), bei dem das x,-Teilsystem ISS mit
den Inputs z; und ds ist. Zudem existiere eine verallgemeinerte Stability Margin geméfl
Definition 6.1. Dann ist das System Input-to-State stabil.

Beweis: Mit Satz 4.4 bleibt zu zeigen, dass das z;-Teilsystem ISS mit Input d; ist.
Da das xi-Teilsystem im Regelkreis weder vom Feedback ks, noch von der Zustands-
komponente xo abhéngt, setzen wir ko = 0 und x2 = 0. Nun betrachten wir Feedback-
Abbildungen k;, die die Voraussetzung |ki(¢,x)| < pi(|z1]) erfiillen und Anfangswerte
x = (21,0)T mit beliebigem x; € R. Da das Feedback die Voraussetzungen aus Definiti-
on 6.1 erfiillt, folgt aus der globalen asymptotischen Stabilitit des Regelkreises (6.2) die
Abschitzung

o1 (t, 21, k(o1 (0))] < ot 2 k(E ()] < B(E, [l
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fiir eine XL—Funktion . Da mit der Wahl von zo = 0 aber 5(t, ||z||) = B(t, |z1]) gilt,
bedeutet das

lo1(t, 1, k1 (t o1(2))] < B, 1)),

was genau der Bedingung dafiir entspricht, dass p; eine Stability Margin fiir das ;-
Teilsystem ist. Damit haben wir bewiesen, dass das zi-Teilsystem ISS mit Input d; ist.

Da nach Voraussetzung das xo-Teilsystem ISS mit den Inputs x1 und ds ist, folgt die
Input-to-State Stabilitét des Systems (6.1) mit Satz 4.4.
O

Die Einfachheit des Beweises verdeutlicht, dass die Zusatzvoraussetzung ,,xs ist ISS in x
und dso“ eine relativ starke Annahme ist. Unser Ziel war es, den Einfluss des Zustands x
auf das zo-Teilsystem einzuschrénken, wobei wir mit dieser Annahme zusétzlich noch die
Auswirkungen der Storfunktion begrenzt haben. Dass wir die Storfunktion ds bereits im
Regelkreis ,unter Kontrolle gebracht haben®, wurde daher im Beweis iiberhaupt nicht
benétigt. Es stellt sich die Frage, ob und wie weit man diese Voraussetzung abschwéchen
kann, was wir im folgenden Kapitel untersuchen werden.

6.3. Abschwiachen der Voraussetzungen

Eine naheliegende Idee, die Voraussetzung von Satz 6.7 abzuschwéchen, ist, dass man
die Input-to-State Stabilitdt des wo-Teilsystems nur in der Zustandsvariable x; an-
nimmt. Damit hitte man das Ziel erreicht und nur den Einfluss von z; auf das xzs-
Teilsystem begrenzt. Allerdings ist unklar, wie man die Input-to-State Stabilitéit eines
Systems, das mehrere Inputs hat, in einem einzelnen Eingangssignal zu verstehen hat.
Eine Moglichkeit, den ISS-Begriff dahingehend anzupassen, liefert die folgende Definiti-
on.

Definition 6.8. Betrachte ein System #(t) = f(z(t), u(t),vi(t),...,v/(t)) mit Eingangs-
signalen u und vi,...,v;. Das System heifit Input-to-State stabil in u, wenn es eine
Ks—Funktion p, gibt, sodass fiir alle in x Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen
Ky sy by, mit ||ky, (8, 2)]] < po(|lz]]) fiir alle i = 1,...,1 das System

(t) = fx(t), u(t), ky, (t,2), ..., ky(t,x))

Input-to-State stabil (im Sinne von Definition 2.1) in w ist.

|
Die gewiinschte Input-to-State Stabilitdt des Systems &9 = f(x1, z2,d2) im Eingangssi-
gnal z; erhélt man mit dieser Definition mit [ = 1, v = z1 und v; = do.

Allerdings zeigt sich, dass die Input-to-State Stabilitéit in einem Eingangssignal gem&f
dieser Definition gerade dquivalent zu Input-to-State Stabilitéit in allen Eingangssignalen
ist. Insbesondere zeigen wir mit diesem Lemma, dass wir die Voraussetzungen von Satz
6.7 nicht abschwichen, wenn wir ,, o ist ISS in z; gemé&fl Definition 6.8 anstelle von
, a9 ist ISS in z1 und ds“ voraussetzen.
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Lemma 6.9. Ein System @(t) = f(z(t), u(t),vi(t),...,v(t)) ist genau dann Input-to-
State stabil in u gem#f Definition 6.8, wenn es Input-to-State stabil in u, vy, . .., v; gemaf
Definition 2.1 ist.

Beweis: Angenommen das System ist ISS in « im Sinne von Definition 6.8. Dann
existiert eine Ko —Funktion p,, sodass fiir Feedback-Abbildungen k,,, ..., k,, mit

1Ko (£, 2) || < po(llz]])
fir alle i = 1,...,1 das System
(t) = fa(t), u(t), ky, (t,z), ... ky(t,x))

Input-to-State stabil in w ist. Dann existiert aber auch eine K., —Funktion p,, sodass
fiir Feedback-Abbildungen k,, mit ||k, (¢, )| < pu(]|z||) der Regelkreis

(t) = f(x(t), ku(t, @), ko, (8, 2), ..., Ky (t, 2))
global asymptotisch stabil ist. Damit folgt, dass die K —Funktion
p(r) := min{py(r), po(r)}

eine Stability Margin gem&f Definition 2.9 ist. Nach Satz 2.10 ist das System also Input-
to-State stabil in u, vy, ..., ;.

Sei umgekehrt das System Input-to-State stabil in allen Eingangssignalen. Dann existiert
nach Satz 2.10 ein p € K, sodass

(t) = f(x(t), ku(t,x), ko, (t,2), ..., ky (t, )

fiir alle Feedback-Abbildungen ky, ky, , . . . ky, mit

max{{|ku (¢, )|, [|kv, (& )]s - ko, (& 2) [} < p(ll2]])}

global asymptotisch stabil ist. Daraus folgt insbesondere, dass p eine Stability Margin
fiir das System

#(t) = (@), ult), ko, (t,2), - . ky, (£, 7))

mit Input u ist. Setzt man fiir die K., —Funktion p, aus Definition 6.8

hat man damit die Input-to-State Stabilitédt in v gemé&fl Definition 6.8 bewiesen.
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6.3 Abschwichen der Voraussetzungen

Es zeigt sich also, dass es nicht ausreicht, die Storfunktionen vq, ..., v; durch Feedback-
Abbildungen zu ersetzen, um die Input-to-State Stabilitdt in allen Eingangssignalen
abzuschwéichen. Man kann sich nun die Frage stellen, was passiert, wenn man anstelle
der Feedback-Abbildungen die konstanten Funktionen v; = 0,...,v; = 0 betrachtet. Im
Gegensatz zu Definition 6.8 wollen wir diese Uberlegung nicht in einer eigenen Definition
festhalten, wobei sich der Grund hierfiir noch zeigen wird.

Das System #(t) = f(x(t),u(t),v1(t),...,v/(t)) heiBt Input-to-State stabil in u, wenn
das System

z(t) = f(z(t),u(t),0,...,0) (6.3)
Input-to-State stabil (im Sinne von Definition 2.1) in w ist.
Offensichtlich gilt mit dieser Definition, dass ein System, das Input-to-State stabil in
allen Eingangssignalen ist, dies auch in einem einzelnen Eingangssignal ist. Dass die

Umkehrung nicht gelten muss und wir damit den ISS-Begriff echt verallgemeinert haben,
zeigt das folgende Beispiel. Dabei ist schon [ = 1 ausreichend.

Beispiel 6.10. Betrachte das System
@(t) = —x(t) +u(t) +v(t)(z(t)? + 1).
Man sieht leicht, dass das System nicht ISS in v und v ist, denn fiir u = 0 erh&lt man
i(t) = —z(t) + v(t)(z(t)? +1).
Von diesem System haben wir in Bemerkung 2.15 gezeigt, dass es nicht Input-to-State

stabil in v ist. Also kann das Gesamtsystem auch nicht ISS in » und v sein.

Setzt man umgekehrt v = 0 erhélt man
z(t) = —x(t) + u(t).

Dieses System ist linear und erfiillt die Bedingung 0 — GAS. Nach Satz 2.13 ist es damit
auch Input-to-State stabil in u. Also ist Bedingung (6.3) fiir ein System erfiillt, das nicht
Input-to-State stabil in allen Eingangssignalen ist. .
Allerdings geht mit dieser Definition auch die fiir den Beweis von Satz 6.7 nttige Aussa-
gekraft verloren, was der Grund dafiir ist, dass wir Bedingung (6.3) nicht sauber in einer
Definition festgehalten haben. Ein System der Form (6.1), fiir das eine verallgemeinerte
Stability Margin existiert und in dem das xo-Teilsystem ISS in x; gemé&f Bedingung
(6.3) ist, muss nicht Input-to-State stabil sein. Dies zeigt sich im néichsten Beispiel.

Beispiel 6.11. Betrachte das System

(56‘1(15)) _ ( —1(t) + da(t) )
.fg(t) —:L'g(t) + %(wg(t) + 1) . a;l(t) . Sin(dg(t)> ’
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

Wie in Beispiel 6.5 zeigt man leicht, dass das System nicht Input-to-State stabil ist. Man

setzt
T = <2> und d = <z>
1 p)

und erhélt die unbeschréankt Losung

etta) = (7).

also eine Widerspruch zu Input-to-State Stabilitét.

pl(!l’ll)) <§!$1|>

xTr) = =

o) = (i) = (e

und betrachten Feedback-Abbildungen ki, ka mit |k1(t,21)| < p1(|z1]) und |ka(t, z)| <
p2(]|z]|). Wie in Beispiel 6.5 konnen wir durch eine getrennte Betrachtung der Teilsys-
teme wieder die globale asymptotische Stabilitit zeigen, indem wir an geeigneter Stelle

|sin(z)| < 1 ausnutzen. Daran erkennt man auch, dass py wieder beliebig gewéhlt werden
kann, auch wenn sich die Begriindung hierfiir von der aus Beispiel 6.5 unterscheidet.

Nun definieren wir

Zuletzt zeigen wir, dass Bedingung (6.3) erfiillt ist und setzen dafiir do = 0. Fiir das
xo-Teilsystem ergibt sich mit sin(0) =0

.@2 (t) = —X9 (t),

also ein System das unabhéngig von x1 ist. Also ist z9 insbesondere Input-to-State stabil

in zj.
[

Man sieht also, dass sich die Voraussetzung ,, &5 ist ISS in 21 und ds“ in Satz 6.7 nicht ohne
Weiteres abschwéchen ldsst. Besonders bemerkenswert ist dies, weil diese Voraussetzung
fiir ,normale“ Stability Margins nicht benétigt wurde. Diese unterscheiden sich (mit
Lemma 5.3) von verallgemeinerten Stability Margins nur dadurch, dass die Funktion
p1 vom gesamten Zustand x, anstelle von z; abhéingt. Dennoch ist der Unterschied in
der Definition der beiden Begriffe ausreichend, sodass selbst fiir Systeme, in denen das
x1-Teilsystem unabhéngig von z9 ist, die Zusatzvoraussetzung benotigt wird.

6.4. Verallgemeinerung auf n-dimensionale Systeme

Analog zu Kapitel 5.3 wollen wir nun die Uberlegungen zu den verallgemeinerten Sta-
bility Margins im zweidimensionalen Fall aus Kapitel 6.2 auf n-dimensionale Systeme
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6.4 Verallgemeinerung auf n-dimensionale Systeme

verallgemeinern. Fiir n > 2 betrachten wir daher wieder Systeme der Form

i (t) fi(za(t),di(t))
o(t) fa(@1(t), 22(t), d2(t))
: = : (6.4)
En—1(t) Jn—1(x1(t), z2(t), ..., xn_1(t),dn_1(t))
an (1) fa(@1(t), 22(t), .. s 21 (1), 20 (1), dn(t))
und definieren den Begriff der verallgemeinerten Stability Margin.
Definition 6.12. Eine Funktion
p1(llz1,...1l)
pa(llz1,...2)
plx) = : (6.5)
pu(llz1,...nll)

mit pi1,...pn € Ko heiflit verallgemeinerte Stability Margin fiir ein Kontrollsystem der
Form (6.4), falls der geschlossene Regelkreis

&1 (t) fi(z1(t), ka(t, 1, 1(2)))
Eo(t) Ja(w1(t), 22(t), kao(t, w1, 2(t)))
: = : (6.6)
En—1(t) Jn—1(x1(t), ..., xn_1(t), kn_1(t, 21, n—1(t)))
Tp (1) fn(@i(@t), - 2 (t), kn(t, 21, n(t)))
fir alle Feedback-Abbildungen k; : R x R® — U mit |ki(t, 21, 0)| < pill|z1,..4]]) fiir
i=1,...,n global asymptotisch stabil ist. .

Dabei haben wir die zu Beginn der Arbeit erklirte Notation

z1
xl?"'7i =
T

verwendet. Wir kénnen nun direkt die Verallgemeinerungen der Sétze 6.3 und 6.7 for-
mulieren.

Satz 6.13. Betrachte ein Input-to-State stabiles System der Form (6.4). Dann existiert
eine verallgemeinerte Stability Margin gem&fl Definition 6.12.

Beweis: Der Beweis verldauft vollkommen analog zum zweidimensionalen Fall. Mit
Lemma 5.3, folgt aus der Input-to-State Stabilitéit die Existenz einer Funktion p(z) =
(pr(llz]), - -+, pu(|z]]))T sodass der Regelkreis

x<t) - f(.%'(t), k(t7$(t))
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

fiir alle in « Lipschitz-stetigen Feedback-Abbildungen k(t¢, z) mit

ka(t, ) pr(lzl)
: = :
kn(t, ) pn([lz]])
global asymptotisch stabil ist. Ersetzt man nun fiir alle t = 1, ..., n die Funktion p;(||z||)

durch p;(||z1,. 4||) und die Feedback-Abbildungen Fk;(t,z(t)) durch k;(¢t,x:1, . ;) erhélt
man eine kleinere Klasse erlaubter Feedbacks. Die globale asymptotische Stabilitéit des
Regelkreises bleibt also erhalten und die Behauptung ist gezeigt.

O

Satz 6.14. Betrachte ein System der Form (6.4), bei dem fiir alle i = 2,...,n das
x;-Teilsystem ISS mit den Inputs x1,...,x;—1 und d; ist. Zudem existiere eine verallge-
meinerte Stability Margin gem#fl Definition 6.12. Dann ist das System Input-to-State
stabil im Input d = (dy,...,d,)7.

Beweis: Identisch wie im Beweis von Satz 6.7 konnen wir aus der Existenz einer verall-
gemeinerten Stability Margin die Input-to-State Stabilitdt des z1-Teilsystems im Input
dy folgern. Nach Voraussetzung sind fiir ¢ = 2,...,n die x;-Teilsysteme Input-to-State
stabil in den Inputs z1,...,z;—1 und d;. Wie im Beweis von Satz 5.15 erhalten wir nach
mehrmaligem Anwenden von Satz 4.4 die Input-to-State Stabilitdt des Gesamtsystems
ind=(dy,...,d,)".

O

6.5. Verallgemeinerte Stability Margins im linearen Fall

AnschlieBen an die allgemeinen Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt wollen wir nun
wieder die Betrachtung verallgemeinerter Stability Margins fiir linearer Systeme im n-
dimensionalen Fall. In Kapitel 5.3 haben wir uns bereits iiberlegt, dass lineare System
der Form (6.4) gegeben sind durch

a1 0 0 by O 0
: 0
x(t) = x(t) + ' d(t) (6.7)
0 : 0
anl ann 0 O bn
= A =:B

Analog zu Satz 5.18 kénnen wir fiir Systeme dieser Form die folgende Aquivalenzaussage
formulieren, wobei der Beweis diesmal nahezu trivial ist.

Satz 6.15. Gegeben sei ein Kontrollsystem der Form (6.7). Eine verallgemeinerte Stabi-
lity Margin geméfl Definition 6.12 existiert genau dann, wenn das System Input-to-State
stabil mit Input d = (di,...,d,)7 ist.
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6.6 Notwendigkeit der Systemstruktur

Beweis: Mit Satz 6.13 ist die Riickrichtung dieser Aussage bereits bewiesen. Es bleibt
zu zeigen, dass aus der Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin die Input-to-
State Stabilitét des Systems folgt. Nehmen wir also an, es existiere eine verallgemeinerte
Stability Margin gem#f Definition 6.12 fiir das System (6.7). Es gibt also eine Funktion
o(lz]) = (pr(|z1]), -+, pu(||2])T mit p1,...,pn € Koo, sodass der geschlossene Regel-
kreis

z(t) = Az(t) + B :
kn(t,z1,. n)

fir alle k; mit |k;(t, z1,. ;)| < pi(||z1,...4]|) fiir i = 1,...,n global asymptotisch stabil ist.

Insbesondere ist also

-----

x(t) = Az(t)+ B | :
0
global asymptotisch stabil. Damit ist das System 0 — GAS und nach Satz 2.13 auch

Input-to-State stabil.
O

6.6. Notwendigkeit der Systemstruktur

Wie schon im Fall der speziellen Stability Margins wollen wir untersuchen, ob die Vor-
aussetzung der Systemstruktur fiir die einzelnen S&tze notwendig ist. Der Begriff der
verallgemeinerten Stability Margin sei dazu wie in Definition 6.12 fiir allgemeine Sys-
teme (1.14) definiert. Eine Beobachtung zu Satz 6.13 halten wir dabei direkt in einer
Bemerkung fest.

Bemerkung 6.16. Im Beweis von Satz 6.13 wurde die Struktur (6.4) des Systems
nicht verwendet. Aus der Input-to-State Stabilitit wurde nach Lemma 5.3 die Exis-
tenz einer Funktion p(z) = (p1(||z]),. .., pn(||z]))T gefolgert, mit der der Regelkreis
(t) = f(x(t),k(t,z(t))) fur alle Feedbacks mit |k;(¢,z(t)] < pi(||z|]) (i = 1,...,n)
global asymptotisch stabil ist. Anschliefend wurden die zuldssigen Feedbacks zweimal
eingeschrénkt. Zum einen wurde p;(||z||) durch p;(||z1,. i), zum anderen wurden die
Feedbacks k;(t, z(t)) durch k;(t,z1,. (t)) ersetzt. Da der Regelkreis fiir die grofiere Klas-
se erlaubter Feedbacks stabil war, musste das auch insbesondere fiir die eingeschréinkten
Feedbacks gelten. Die identische Argumentation muss aber auch fiir Systeme der allge-
meinen Form (1.14) gelten. Anders ausgedriickt gilt Satz 6.13 auch ohne die Vorausset-
zung der Systemstruktur. .
Die Aussage ,,Verallgemeinerte Stability Margin = ISS“ konnten wir fiir lineare und
nichtlineare Systeme unter unterschiedlichen Voraussetzungen zeigen. Daher lohnt es
sich diese beiden Fille auch getrennt zu betrachten, wenn man auf die Voraussetzung
der Systemstruktur verzichtet.
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

Bemerkung 6.17. Fiir lineare Systeme konnten wir in Satz 6.15 beweisen, dass aus
der Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin die Input-to-State Stabilitédt des
Systems (6.4) folgt. Verwendet wurde dabei im Beweis, dass Input-to-State Stabilitét
im linearen Fall dquivalent zur Bedingung 0 — GAS ist. Allerdings ist das System immer
0 — GAS, wenn eine verallgemeinerte Stability Margin existiert, unabhéingig davon, ob
das System von der Form (6.4) ist oder nicht. .
Bevor wir die verwandte Aussage fiir nichtlineare Systeme untersuchen, halten wir das
FErgebnis der beiden Bemerkungen in einem Satz fest.

Satz 6.18. Fiir ein lineares System der Form (1.15) existiert eine verallgemeinerte Sta-
bility Margin genau dann, wenn das System Input-to-State stabil ist.

Beweis: Die Hinrichtung dieser Aussage folgt aus Bemerkung 6.16, die Riickrichtung

wurde mit Bemerkung 6.17 bewiesen.
O]

Fiir nichtlineare Systeme der Form (6.4) haben wir in Satz 6.14 unter der Voraussetzung,
dass fiir = 1,...,n das x;-Teilsystem ISS in x4, ..., z;—1 und d; ist, zeigen kénnen, dass
aus der Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin die Input-to-State Stabilitét
des Systems folgt. Die Frage, ob hierbei die Systemstruktur eine notwendige Vorausset-
zung ist, ist alles andere als leicht zu beantworten. Die Aussage des Satzes ldsst sich
fiir allgemeine Systeme (1.14) scheinbar weder beweisen, noch mit einem Gegenbeispiel
widerlegen, wie die folgende Bemerkung fiir den zweidimensionalen Fall zeigt.

Bemerkung 6.19. (i) Zunéchst erkennt man leicht, wo die Probleme fiir einen Beweis
der Aussage liegen. Aus der Existenz der verallgemeinerten Stability Margin folgt, dass

der Regelkreis
(S'Ul(t)> _ (fl(f'fl(t)asz(t)’kl(t,ﬂ?l(t))))

i2(t))  \ fa(@i(t), 22(t), ka(t, 2(t)))
fiir alle Feedbacks ki, ko mit |k1(¢,21)| < p1(|z1]) und |ko(t, )| < p2(||z||) global asym-
ptotisch stabil ist. Im Beweis von Satz 6.7 konnten wir an dieser Stelle die Unabhéngigkeit
des x1-Teilsystems von x5 ausnutzen und Satz 4.4 verwenden. Diese Unabhéngigkeit liegt
hier jedoch nicht vor. Auch in anderen Beweisanséitzen, z.B. durch Lyapunov-Funktionen,
zeigt sich, dass zu wenig Informationen iiber das System bekannt sind.
(ii) Allerdings lasst sich auch nicht ohne Weiteres ein Gegenbeispiel konstruieren, wie
sich im Folgenden zeigen wird. Wir setzen dazu (ohne zunéchst auf Lipschitz-Stetigkeit
und Losbarkeit zu achten) fiir Parameter a,b > 0 das System

(fkl(t)) _ (-fb‘l(t) + Ja(8)]" - dl@))

(1) —xa(t) + |21 (1))

und die Funktion

o) = (pi |(:ﬁic|\c\>>
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6.6 Notwendigkeit der Systemstruktur

mit beliebigen ps € K und ¢ > 0 an. Man kann leicht nachrechnen, dass

pa(t, z1,22)| < e 'lao| + |21 (2)]?
——

Y2(|71]00)

gilt. Uber dynamische Input-to-State Stabilitit kann man zudem zeigen, dass fiir ¢ < 1

ot 1 _a_
lp1(t, z1,22)| < e 2wy | + 5\362(?5)’“

—_—
=71 (|72]o0)

gilt, wobei wir hier nicht auf die Details der Rechnung eingehen wollen. Mit der in

Bemerkung 4.5 erwdhnten, allgemeineren Version von Satz 4.4 ist der Regelkreis global
asymptotisch stabil, falls v;(y2(r)) < r fiir alle r > 0 gilt. Hier ist

ab

1) = 57t

Also ist der Regelkreis global asymptotisch stabil, wenn

ab
1—c

—1 (6.8)

erfiillt ist. Gleichzeitig soll das System aber nicht Input-to-State stabil sein. In einigen
Simulationen (vgl. Abbildungen 6.3 und 6.4) lieB sich jedoch erkennen, dass dies nur
erfiillt ist, wenn ab > 1 gilt. Da aber auch ¢ > 0 gelten muss, widerspricht das Bedingung
(6.8). Es scheint also kein Gegenbeispiel in der oben angesetzten Form zu geben, was
aber natiirlich auch noch kein Beweis fiir die Giiltigkeit der Aussage ist.

w=[1:1] #=[1-1]

500 70

T ==
450}
—a— ¥, B0 —a—x, 4

it x)

Abbildung 6.3: Simulation mit a =2, b = % = Beispiel scheinbar nicht ISS.
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6 Input-to-State Stabilitédt und verallgemeinerte Stability Margins

Startwerte x € {10, .. 10V x {10, .. 10}

Abbildung 6.4: Simulation mit ¢ =1, b = % = Beispiel scheinbar ISS.

Der Matlab-Code fiir die Abbildungen befindet sich unter Programm 3 im Anhang.

6.7. Verallgemeinerung auf nicht-skalare Teilsysteme

Abschlielen wollen wir das Kapitel iiber verallgemeinerte Stability Margins, indem wir
analog zu Kapitel 5.6 die Aussagen der Sétze 6.13, 6.14 und 6.15 auf die Situation nicht-
skalarer Teilsysteme verallgemeinern. Fiir den gesamten Abschnitt sei wieder n > 2. Wir
betrachten Systeme der Form

) fi(@a(t),di(t))
0 fa(@1(t), 22(t), d2(t))
: = : (6.9)
En-1(t) fa—1(z1(t), 22(t), .., 2p—1(1), dn—1(t))
i (t) fa(@1(t), 22(t), ..., 2n-1(t), zn(t ) n(t))

mit x; : R — R™, wobei n; € N\ {0} fiir ¢ = 1,...,n. Auch hier ist die Definition der
verallgemeinerten Stability Margin analog zu Definition 6.12

Definition 6.20. Betrachte ein System der Form (6.9). Eine Funktion

p1(llze,..1ll)
o(z) = p2(Hx?MZH) (6.10)
(|21, mll)
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6.7 Verallgemeinerung auf nicht-skalare Teilsysteme

mit p1,...pn € Koo heifit verallgemeinerte Stability Margin fiir (6.9), falls der geschlos-
sene Regelkreis

1(t) fi(@1(t), k¢, z1,.1(2)))
502:(15) fz(xl(t)’$2(t)v:k‘2(t7xl,...,z(t))) (6.11)
i (t) fa(@1(t), .- 20 (1), kn(t, 21,.0(1)))

fiir alle Feedback-Abbildungen k; : R x R™ — U mit [|k;(t,z1,..;)|| < pi([l@1,...q]|) fiir
i=1,...,n global asymptotisch stabil ist. Dabei ist 72; := Y ;_; 1.
|

Auch hier haben wir die Notation

z1
xl?"'7i =

T
verwendet, wobei nun die x; mehrdimensional sein kénnen.

Betrachtet man noch einmal die Beweise der Sétze 6.13 und 6.14 erkennt man, wie schon
in Kapitel 5.6, dass nicht benétigt wurde, dass die Teilsysteme eindimensional sind. Wir
konnen also wieder direkt die Verallgemeinerungen der Sétze formulieren und auf eine
Wiederholung der Beweise verzichten.

Satz 6.21. Betrachte ein Input-to-State stabiles System der Form (6.9). Dann existiert
eine verallgemeinerte Stability Margin gem&fl Definition 6.20.

Satz 6.22. Betrachte ein System der Form (6.9), bei dem fiir alle i = 2,...,n das
x;-Teilsystem ISS mit den Inputs x1,...,2;-1 und d; ist. Zudem existiere eine verallge-
meinerte Stability Margin gem&f3 Definition 6.20. Dann ist das System Input-to-State
stabil im Input d = (dy,...,d,)".

Auch Satz 6.15 kénnen wir entsprechend verallgemeinern. Im Gegensatz zu Kapitel 5.6
konnen wir den Beweis diesmal unveréndert fiir die Situation mit mehrdimensionalen
Teilsystemen {ibernehmen, weshalb wir auch hier auf die Wiederholung verzichten wollen.

Satz 6.23. Gegeben sei ein lineares System der Form (6.9). Eine verallgemeinerte Stabi-
lity Margin geméfl Definition 6.20 existiert genau dann, wenn das System Input-to-State
stabil mit Input d = (di, ...,d,)7 ist.

Also gelten, wie schon bei den speziellen Stability Margins in Kapitel 5, alle Aussagen
iiber verallgemeinerte Stability Margins auch fiir den Fall nicht-skalarer Teilsysteme.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7. Zusammenfassung und Ausblick

Wir wollen die Arbeit nun mit einer Zusammenfassung der Resultate aus den Kapiteln
5 und 6 abschlieflen. In beiden Abschnitten haben wir einen Spezialfall der allgemeinen
Kontrollsysteme

o(t) = f(x(t),d(t)) (1.14)
betrachtet, ndmlich Systeme der Form
i1 (t) fi(z(t), da(t))

io(t) fa(@1(t), w2(t), d2(1))
: = " . (7.1)
dn—1(t) foa(@1(t), 22(1), - .. @p—1(t), dn-1(t))
n(t) falz1(t), 22(t), - .- 2n—1(t), zn(t ) n(t))

Da wir die Aussagen jeweils in der allgemeinsten Form zusammenfassen wollen, seien die
Teilsysteme nicht notwendigerweise skalar. Fiir ¢ = 1,...,n sei daher z; : R — R™ fiir
ein n; € N\ {0}.

In Kapitel 5 haben wir uns den Begriff der speziellen Stability Margin als eine Funktion

pr([lz1l)
o(2) = P2(||:1‘2||) (72)
pr([lznll)
definiert, sodass der Regelkreis
i1 (t) fi(za(t), kro(t, 21(2)))
o(t) fa(ka1(t, z2(t)), z2(t), kao(t, 22(1)))
: = : (7.3)
T (t) frlkn1(t,2n(t), -« s kpn—1(t, xn(t)), 20 (t), kno(t, xn (1))

fir alle Feedback-Abbildungen k;; : R x R™ — U mit ||ki; (¢, z;)| < pi(JJas]|) fir @ =
1,...,n,7=0,...,1—1 global asymptotisch stabil ist. Mit dieser Definition konnten wir
die folgenden beiden S&tze beweisen.

Satz 7.1. Fiir ein System der Form (7.1) existiert eine spezielle Stability Margin genau
dann, wenn fiir alle ¢ = 1,...,n das x;-Teilsystem Input-to-State stabil mit den Inputs
r1i,...,2x;—1 und d; ist.

Satz 7.2. Fiir ein lineares System der Form (7.1) existiert eine spezielle Stability Margin
genau dann, wenn das System Input-to-State stabil ist.
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Fiir die Riickrichtung von Satz 7.1 muss man die Input-to-State Stabilitdt des Gesamt-
systems nicht voraussetzen, da diese aus der Input-to-State Stabilitéit der Teilsysteme
folgt. Ebenfalls konnten wir zeigen, dass die beiden Sétze nicht fiir Systeme der allge-
meinen Form (1.14) gelten.

In Kapitel 6 haben wir uns den leicht abgewandelten Begriff der verallgemeinerten Sta-
bility Margin definiert. So haben wir eine Funktion

pr(llzr,...al)
p2(llz1,....2[])
p(x) = : (7.4)
pr(llz,..nll)
genannt, fiir die der Regelkreis
@1 (t) fi(za(t), ka(t,21,..1(2)))
(1) fo(x1(t), 22(t), k2(t, 21,..2(1)))
| = z (7.5)
x.n—l(t) fn—l(xl (t), cee 7xn—1(t)7 kn—l(ta 1:1,...,77,—1(75)))
i (t) Ja(@1(t), . an(t), kn(t, 21,0 (1))
fiir alle Feedback-Abbildungen k; : R x R™ — U mit [|k;(¢, z1,...5)|| < p1(||z1,..i]|) und
N == Y p_y Nk fiir ¢ = 1,...,n global asymptotisch stabil ist. Damit konnten wir die

folgenden Sétze beweisen.

Satz 7.3. Fiir ein lineares System der Form (7.1) existiert eine verallgemeinerte Stability
Margin genau dann, wenn das System Input-to-State stabil ist.

Satz 7.4. Ist ein nichtlineares System der Form (7.1) Input-to-State stabil, existiert eine
verallgemeinerte Stability Margin.

Zudem konnten wir beweisen, dass die Systemstruktur fiir diese beiden Sétze nicht
benétigt wurde und diese auch fiir Kontrollsysteme in der allgemeinen Form (1.14) gel-
ten. Fiir den folgenden Satz konnten wir weder beweisen noch widerlegen, dass die Form
(7.1) eine notwendige Voraussetzung ist (vgl. Bemerkung 6.19).

Satz 7.5. Existiert fiir ein nichtlineares System der Form (7.1) eine verallgemeinerte
Stability Margin und ist fiir ¢ = 1,...,n das x;-Teilsystem Input-to-State stabil mit den
Inputs z1,...,7;_1 und d;, ist das System Input-to-State stabil.
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A. Anhang

Lemma A.1. Sei ¢(t,z) die eindeutige und auf ganz R definierte Losung des Anfangs-
wertproblems

i(t) = f(t,z(t),  =(0) ==z
Zudem sei z* = 0 ein Gleichgewicht und ¢(t, ) erfiille die Bedingungen

Ve > 030 >0mit |z <= |et,x)] <eVt>0 (1.9)
Ve>0V0 >03T >0mit ||z|| <= |le(t )| <eVt>T. (1.10)

Dann ist die Abbildung 3 : R x Rg — Rg mit

r,t) ;== max S, T
Br0) = max_llp(s, )]

wohldefiniert und stetig in (r,t).

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass ||¢(t, z)|| nach dem Existenz und Eindeutig-
keitssatz von Picard-Lindelof differenzierbar und insbesondere stetig ist. Da die Menge

{t} <Az [ ||zl <r}
fiir gegebenes t und r kompakt ist, existiert das Maximum

max ||¢(t, )|
jax e (@)l

Mit dieser Voriiberlegung zeigen wir nun erst die Wohldefiniertheit (a) und dann die
Stetigkeit (b) von f.

(a) Um die Wohldefiniertheit von 3 zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass das Supre-
mum

sup  |l¢(s, )|
[|z||<r,s>t

fiir ein gegebenes (r,t) € Rf x Ry angenommen wird (also ein Maximum ist). Dazu
verwenden wir Bedingung (1.10) mit

1
€:= — ma t,x)|, § = 2r!
5 max [o(t, )]

und erhalten ein T" > 0, sodass

1
s,r)|| < €= - max t,x
(s, )]l < £ = 5 ma llo(t,)|

1§ = 2r ist nétig, da sonst nur ||z|| < r betrachtet wird. Fiir den Sonderfall r = 0 ist aufgrund der
Gleichgewichtsannahme |[p(s,z)|| =0 < e.
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fiir alle s > T und alle x mit ||z| < J. Aufgrund der Definition von ¢ ist aber auch T" > ¢.
Fiir die Betrachtung des Supremums ist also nur das Zeitintervall [¢, T relevant. Damit
ist

sup |le(s,2)[[ = sup  |[lp(s,z)[|= max o(s,z)].
|| <, s>t ||| <r,s€t,T] lzl|<r,s€[t,T]

Der letzte Schritt folgt dabei wieder aus der Stetigkeit von ||¢(¢, x)|| auf der kompakten
Menge [t,T] x {x | |z]| < r}.

(b) Da ¢ nach dem Satz von Picard-Lindelof differenzierbar und damit insbesondere
stetig ist, ist ||¢(¢, )| auf kompakten Mengen sogar gleichméBig stetig. D.h. fiir alle
€ > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir eine kompakte Menge K

Il 2)[| = lle(to, zo) Il < €

(o) (o) e (2] <2

gilt. Im Beweis der Wohldefiniertheit von g haben wir gezeigt, dass

fiir alle

o le(s, )| = oy 08X (s, z)||

fiir ein T = T(t,r) gilt, sodass wir im Beweis der Stetigkeit von § die gleichméBige
Stetigkeit von ||¢(t, x)|| ausnutzen koénnen. Die betrachtete kompakte Menge ist dabei
gegeben durch die Vereinigung der beiden kompakten Mengen

Koy =10, Tr)] x{z|[z] <r}

K(ro,t0) 1= [to, T'(to,r0)] X {x | [lz]| < ro}.
Zuniichst beweisen wir die Stetigkeit in (rg, )’
€ > 0 beliebig, aber fest. Wir bemerken, dass

mit 7o = 0 und beliebigem ¢(. Sei dazu
0,ty) = = 0)||=0
B(0, to) ol lo(s, 2| = max flo(s, 0)]| = 0,

da z* = 0 ein Gleichgewicht ist. Damit gilt
1B8(r, ) = B0, to)[| = [IB(r, )| = max_[l¢(s,z)]|

llz]| <7 s>t
Nach Bedingung (1.9) gibt es ein 6 > 0, sodass
lp(s,2)|| <eVs>0

fiir alle x mit ||z|| < ¢ ist. Insbesondere gilt diese Ungleichung fiir alle s > ¢. Es folgt

18(r,t) — B(0,t0)|| = o lo(s,z)|| < e
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fiir alle

r . r
(&) e o) <o

da damit r < ¢ ist. Also ist 5(r,t) stetig in (ro,tp) mit 7o = 0 und beliebigem t.

Nun beweisen wir die Stetigkeit von B(r,t) fiir r # 0. Seien dazu r > 0 und ry beliebig.
Sei wieder € > 0 beliebig, aber fest. Es gilt

18(r,t) — B(ro, to)ll = [|8(r,t) — B(r,to) + B(r,to) — B(ro, to)|l
< [|B(r,t) = B(r,to)|| + [|B(r, t0) — B(ro, to)l

~~

(i) (i)

Die beiden Summanden (i) und (ii) untersuchen wir im Folgenden getrennt. Fiir (i)
unterscheiden wir die Félle ¢t < ty und ¢ > tg.
1. Fall: Sei t < tg. Dann ist 5(r,t) > B(r, tp). Wir definieren

(s%,2%) € argmax [lp(s, z)||
[|z||<r,s>t

O.B.d.A. gilt s* < t¢, denn sonst ist 5(r,t) = 5(r, tg). Zusammen mit ¢ < to folgt daraus
s* € [t, to). Zudem gilt B(r,to) > ||¢(to, z*)||. Es folgt

18(r,t) = B(r; to) | = B(r,t) = B(r, to) < [[o(s™, 2")I| = ll(to, 27|

Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von ||¢(¢,z)| auf kompakten Mengen existiert
ein §; > 0, sodass

* * * €
Hlo(s™, 2 = fle(to, 2 < 5

fiir alle s*, ty mit |S* — t0| < 61, da |$* - t0| < |t - t0| < 47 gilt.
2. Fall: Fiir t > tg gelten die obigen Abschétzungen mit vertauschten Rollen von ¢ und
to analog. Wir haben also gezeigt, dass fiir ein gegebenes ¢ ein 41 existiert, sodass

1B(r,) = B(r.to) | <

fiir alle |t — to| < 61 gilt.

Fiir den zweiten Summanden (ii) unterscheiden wir die Félle r» > ro und r < ro.
1. Fall: Sei r > r9. Dann ist 5(r,tg) > B(ro,to). Wir definieren wieder

(s%,2%) € argmax [p(s, z)|
lell<rs>to

Da r > 0 ist, gilt 0.B.d.A. ||z*|| > ro, denn sonst wére B(r,ty) = 5(ro,to). Also ist

¥ e{z eR" |rog < |z| <r}
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Wir definieren

T=2x" 7“2

[zl

Dann gilt
70

[Z]| = [lz*]] =0

(ol

und

* - * * To * ||x*H —To *
|z — 2| = ||z" — 2" - e [lz*| - T | lz*[| = ro| < [r —rol

Zudem ist B(ro,to) > ¢(s*,Z) und es folgt

18(r; to) = B(ro, to) | = B(r; to) = B(ro, to) < llp(s”™, 2" = lle(s™, 2)|
Aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit von |[¢(¢,x)| auf kompakten Mengen existiert
ein do > 0, sodass
€

s, ) = Nle(s™ D) < 5

fiir alle 2*, Z mit ||z* — Z|| < d2. Wegen ||z* — z|| < |r — ro| folgt damit, dass

1B(r.t0) = Blro,to)]| <

fiir alle |r — ro| < 62 gilt.
2. Fall: Wie in (i) gelten auch hier die analogen Abschitzungen mit vertauschten Rollen
von r und rq fir r < ro.

Fasst man (i) und (ii) zusammen, gilt

WWQ—Mm%W<%+§:e

fir alle

fiir
d := min{dy, d2}.

Damit haben wir die Stetigkeit von 8 bewiesen.
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Programm 1: Matlab-Code zur grafischen Darstellung einer Stability Margin (vergleiche

Abbildung 2.4)

1 function StabilityMarginGrafisch ()

2

3 $Erzeugt und plottet die Loesungen der Differentialgleichung
4 %

5 % d/dt x(t) = —2*x(t)—x(t) "3+1/2% (x(t) "2+1)*x(t)*d(t)

6 %

7 % auf dem Intervall "int". Als Anfansgwert werden dabei die Werte
8 % —3,—-2,—1,1,2,3 betrachtet. Die Funktion d(t) nimmt dabei zufdllig Werte
9 % aus [—1, 1] an.

10

11 %Intervall festlegen

12 %$int = [0 2];

13 int = [0 4];

14

15 %$Differentialgleichung fiir verschiedene Anfangswerte 1l0sen
16 [T1, X1] = ode4d5(Qf,int,1);

17 [T2, X2] = oded5(Qf,int,2);

18 [T3, X3] = oded5(@f,int,3);

19 [T4, X4] = oded5(Qf,int,—1);

20 [T5, X5] = oded5(Qf,int,—2);

21 [T6, X6] = oded5(Qf,int,—3);

22

23 %$Trajektorien plotten

24 hold on

25 xlabel ('t")

26 ylabel ("x(t,x_-0)")

27 plot (T1,X1, 'red")

28 plot (T2,X2, "blue'")

29 plot (T2,X2, 'blue')

30 plot (T3,X3, 'green')

31 plot (T4,X4, 'yellow')

32 plot (T5,X5, "cyan')

33 plot (T6,X6, "black")

34 legend('x(t,1)"', "'x(t,2)", "x(t,3)", "x(t,—-1)", "x(t,=2)", "x(t,=3)")
35 hold off

36

37 end

38

39 function y = f£(7,x)

40

41 $Erzeuge Zufallszahl aus dem Intervall [—1, 1]

42 zz = 2xrand()—1;

43

44 %$Gebe Funktionswert zurilick

45 y = —2+x—x"34+(x"3+x) xz2/2;

46

47 end
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Programm 2: Matlab-Code zum Phasenportrait in Beispiel 6.5 (vergleiche Abbildung

6.2)
1 function Phasenportrait_bsp-6.5()
2
3 %Erzeugt und plottet die Loesungen der Differentialgleichung
4 %
5 % d/dt x_1(t) = —x_1(t) + rho_l (|x_1])*z(t)
6 % d/dt x_2(t) = —x_2(t) + 1/2x(x_2(t) + 1)*x_1(t)
7 %
8 % auf dem Intervall [0, T]. Dabei ist z(t) eine Funktion mit zufaelligen
9 % Werte aus dem Intervall [—1,1]. Als Startwerte werden dabei alle Punkte
10 % auf dem Gitter {-K, —K+h, ..., +K} x {-K, —K+h, ..., +K} betrachtet.
11 % Dafuer wird das eindimensionale Gitter t = {—K, —K+h, ..., +K} erzeugt
12 % und in einer doppelten for—Schleife zweimal durchlaufen.
13
14 % Parameter:
15 % K: Definiert Grenzen des Gitters
16 % h: Definiert die Abstadnde der Gitterpunkte
17 % x: Speichert das Gitter
18 % n: Anzahl der verschiedenen z_l1— bzw. z_2-Werte der Gitterpunkte
19 % T: Ende des betrachteten Zeitraums der Loesung
20
21 K = 4;
22 h = 0.5;
23 T = 10;
24
25 t = —K:h:K;
26 n = length(t);
27
28 figure (1)
29 hold on
30 for i=1:n
31 for j = 1:n
32 [7,X] = oded5(Q@f, [0 T],[t(1); t(3)]);
33 plot (X (:,1),X(:,2))
34 end
35
36 end
37
38 xlabel ("x_1(t)")
39 ylabel ("x_2 (t) ")
40
41 hold off
42
43 end
44
45 function y = £(7,x)
46
47 zz = 2xrand()—1;
48 vy = [—x(1)+ abs(x(1l))/2%zz; —x(2) + (abs(x(2)) + 1l)xabs(x(1l))/2];
49
50 end
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A Anhang

Programm 3: Matlab-Code fiir die Abbildungen 6.3 und 6.4 in Bemerkung 6.19

function Bemerkung6_19 ()

Simulationen, die zeigen sollen, dass die DGL

d/dt x_1(t) = —x_1(t) + [x_-2(t)| axd-1(t)
d/dt x.2(t) = —x_2(t) + |x.1(t)|"b

nicht Input—to—State stabil sind, wenn (ab >= 1) gilt und
Input—to—State stabil ist, wenn (ab < 1) ist, was nach Bemerkung 6.18
eine hinreichende (aber nicht zwingend notwendige) Voraussetzung fuer
die Existenz einer verallgemeinerten Stability Margin ist

o° o d° o° d° o° o° o o

Teil 1: Die DGL ist nicht ISS wenn (ab >= 1) gilt.

Sei dazu die Funktion "nichtISS" die angepasste rechte Seite fuer
a=2, b=1/2

Die Stoerfunktion "d" wird dabei konstant auf den Wert 2 gesetzt

o o° o° o

% Loesungsintervall "int" definieren
int = [0 15];

% Plotte die Trajektorien zu den Startwerten x = [1;1] und x = [1;—1]
% in zwel t—x—Diagrammen
figure (1)

subplot (1,2,1)

oded5 (@nichtISS, int, [1;1]);

hold on

title('x = [1;1]")

legend('x-1','x_2"',"'Location', '"northwest'")
xlabel ('t")

ylabel ("\varphi (t,x)")

hold off

subplot (1,2,2)

oded5 (@nichtISS, int, [1;—1]);

hold on

title('x = [1;—11")

legend('x-1','x_2"',"'Location', '"northwest')
xlabel ('t")

ylabel ("\varphi (t,x)")

hold off

Teil 2: Die DGL ist ISS wenn (ab < 1) gilt.

Sei dazu die Funktion "ISS" die angepasste rechte Seite fuer
a=1, b=1/2

Die Stoerfunktion "d" wird wieder konstant auf den Wert 2 gesetzt

o° o° o o

% Loesungsintervall "int" definieren
int = [0 20];

Plotte die Trajektorien zu den Startwerten auf dem Gitter
{-10, ..., 10} x {-10, ... , 10}
in einem t—x—Diagramm

o° o o
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53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

end

figure (2)
hold on
for 1i=—10:10
for j = —=10:10
[T,X] = ode45(QISS,int, [1i;3]);
plot (T, X)
end
end
title('Startwerte x \in \{ —10, ... , 10\} x \{ =10, ... , 10\}")
legend('x_1"',"'x_2"', '"Location', "northeast"')
xlabel ('t")
ylabel ("\varphi (t,x)")
hold off

function y = nichtISS (t, x)

end

%a =2, b =1/2
y = [=x(1) + abs(x(2))"2xd(t); —x(2) + sqgrt(abs(x(1l)))];

function y = ISS(t,x)

end

o°

a=1, b=1/2
= [—x (1) + abs(x(2)) 1xd(t); —x(2) + sgrt(abs(x(1l)))];

<

function y = d(t)

end
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