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Zusammenfassung/Abstract I

Zusammenfassung/Abstract

Zusammenfassung. Monte-Carlo Methoden werden im Bereich der Finanzmathematik sehr hdu-
fig eingesetzt und es gibt eine Vielzahl an Literatur, die sich mit den verschiedensten Verbesse-
rungsmoglichkeiten des Verfahrens auseinandersetzt. In dieser Masterarbeit soll basierend auf der
Arbeit von Prof. Dr. Giles der relativ neue Ansatz der multi-level Monte-Carlo Methoden erldutert
und diskutiert werden. Der Ansatz basiert auf der Zerlegung des zu schatzenden Erwartungswerts
in eine Teleskopsumme an Erwartungswerten, die einzeln mit Hilfe des Monte-Carlo Verfahrens
ermittelt werden. Wir werden zeigen, dass der Rechenaufwand so erheblich reduziert werden
kann, wobei die Verbesserung des Rechenaufwands abhéngig von dem eingesetzten Approxima-
tionsverfahren der zugrundeliegenden stochastischen Differentialgleichung ist. Betrachtet werden
vor allem europdische, asiatische und digitale Optionen, wobei die analytisch hergeleiteten Er-
gebnisse durch numerische Simulationen in MATLAB gestutzt werden.

Abstract. Monte-Carlo methods are a frequently used tool in financial engineering and there is a
multitude of literature dealing with the subject of improving the original method. In this paper we
will introduce and discuss the rather new idea of a multilevel Monte-Carlo method, which is based
on the work of Prof. Dr. Giles of Oxford University. The basic approach is similiar to the one
used in multigrid methods, in so far, that rather than calculating the expected value, which arises
from the payoff function of a financial derivative, we use the Monte-Carlo method to calculate a
telescoping series of expected values. We will show, that by doing so, the computational comple-
xity can be significantly reduced, although the extent of the complexity reduction depends, on
which discretisation scheme of the underlying stochastic differential equation is used. In this pa-
per we will mainly focus on european, asian and digital options and we will support the analytical

results with numerical simulations in MATLAB.
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1  Grundlagen der Optionsbewertung

Auf den heutigen Finanzmarkten gibt es eine Vielzahl an handelbaren Derivaten mit den unter-
schiedlichsten Auszahlungsstrukturen und Verwendungsmdglichkeiten. Im folgenden Kapitel
soll zuerst wie in [1] und [2] die Option als bedingtes Termingeschaft vorgestellt und einige der
verschiedenen Auspragungen von Optionskontrakten definiert werden. Anschlielend werden die
Grundprinzipien der Optionsbewertung erldutert, sowie die spéter bendtigten Resultate aus der
numerischen Finanzmathematik formell festgehalten. Zum Ende des ersten Kapitels wird die ein-
fache Monte-Carlo Methode eingefuihrt und verwendet um eine européische Option zu bewerten.
Diese Methode der Optionshewertung wird in den nachfolgenden Kapiteln als Basis fir Verglei-
che bzgl. der Effizienz und Qualitét der im weiteren Verlauf vorgestellten Algorithmen dienen.

1.1 Optionen

Eine Option ist ein Vertrag, der dem Inhaber das Recht, aber nicht die Pflicht, gibt zu einem
vorher bestimmten Ausitibungspreis K einen Basiswert S zu kaufen, oder zu verkaufen. Bei einer
Kaufoption spricht man auch von einem Call, bei einer Verkaufsoption von einem Put. Da der
Wert der Option abhangig von einem Basiswert ist, fallt sie unter die Kategorie der Derivate. Als
Basiswert kann dabei zum Beispiel der Wert einer Aktie, eines Rohstoffs, oder sogar eine andere

Option dienen.

Im Falle einer europdischen Option gibt es genau einen zum Vertragsabschluss festgelegten Aus-
tibungszeitpunkt T, an dem der Halter sein Kauf-, bzw. Verkaufsrecht austiben kann. Bei einer
amerikanischen Option hingegen ist eine Austibung jederzeit bis zum Falligkeitszeitpunkt még-

lich. In beiden Féllen verféllt das Austibungsrecht nach dem Zeitpunkt T.

Oft wird der Basiswert bei Ausiibung nicht tatsachlich tibergeben, sondern ein finanzieller Aus-
gleich, auch glattstellen genannt, findet statt. Dies ermdglicht ein breites Spektrum an Verwen-
dungsmdglichkeiten, wie etwa die Spekulation auf einzelne Aktienkursverlufe. Zudem erlauben
Index-Optionen, zum Beispiel basierend auf dem DAX, Spekulationen bezuglich der Gesamt-
marktentwicklung. Neben dem spekulativen Einsatz konnen Optionen auch verwendet werden

um sich gegen Risiken, wie zum Beispiel dem Wéhrungsschwankungsrisiko, abzusichern.

Bevor wir uns der Aufgabe der fairen Bewertung von Optionen stellen, soll im Folgenden zuerst
das Auszahlungsprofil einiger verschiedener Optionstypen definiert werden. Naher vorgestellt
werden neben dem européischen Call und Put auch asiatische Optionen, lookback Optionen und

digitale Optionen.



1 Grundlagen der Optionsbewertung 2
1.1.1  Auszahlungsprofile
Im Folgenden sei stets
o S(t) Wert des Basiswerts zum Zeitpunkt ¢
o V(S): Preis der Option zum Zeitpunkt ¢
o K>0: vereinbarter Ausubungspreis
e T>0: Falligkeitszeitpunkt
Definition 1.1
Fur eine europdische Call-Option gilt am Laufzeitende
Ve(T,S(T)) = max(S(T) — K, 0). (1.1)
Analog formuliert man flir den europaischen Put
Vo (T,S(T)) = max(K — S(T), 0). (1.2)
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Abbildung 1.1: Profitfunktion eines europ. Calls und Puts am Laufzeitende

Die in Abbildung 1 dargestellten Profitfunktionen verdeutlichen, weshalb Optionen hdufig zum

Spekulieren verwendet werden: Trotz eines gedeckelten Verlustrisikos sind sehr hohe Gewinne

maoglich.

Definition 1.2

Der Wert einer asiatischen Option am Laufzeitende ist gegeben durch

1 T
V(T,S(T)) = max <?f0 S(t)dt — K, 0).

(1.3)

Im Gegensatz zur europdischen Option, bei der nur der Wert des Basiswerts zum Félligkeitszeit-

punkt T eine Rolle spielte, betrachtet man hier den gesamten Kursverlauf des Basiswerts.
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Asiatische Optionen kénnen vom Ausiibungsrecht sowohl europdischer, als auch amerikanischer
Natur sein. Sie eignen sich aufgrund ihrer vergleichsweise ,,tragen* Art der Wertanderung beson-
ders zum Absichern von Wahrungsschwankungsrisiken, sowie Rohstoffpreisrisiken.

Definition 1.3

Die Auszal IungsfunktiOI einer lookback Opth 1 lautet
V T S t = S T) — min S t |4

Der Auslbungspreis wird erst am Ende der Laufzeit bestimmt als Minimum der tatséchlichen
aufgetretenen Kurswerte. Fir den Halter der Option gilt somit automatisch der bestmoglichste

Ausiibungspreis und der Wert der Option ist dadurch immer gréRer gleich null.

Lookback Optionen scheinen besonders gut geeignet zu sein, wenn man einen kurzzeitigen Kurs-
einbruch mit anschlieender Erholung vermutet. Ein absehbarer Termin fiir so ein Ereignis ware
zum Beispiel der Tag der Dividendenausschiittung, weswegen eine moéglichst genaue Modellie-
rung in der Praxis an dieser Stelle fur den Verkaufer der Option unerlasslich ist.

Definition 1.4

Fur das Auszahlungsprofil einer digitalen Option gilt
V(T,S(T)) = H(S(T) — K), (1.5)
wobei H(+) die Heaviside-Funktion bzw. Treppenfunktion ist:
H:R - {0,1}

X {(l)x <0

x>0
Digitale Optionen, oder auch bindre Optionen genannt, fallen in die Kategorie der exotischen
Optionen und sind von der Auszahlungsstruktur her einer der einfachsten Kontrakte. Sie entspre-
chen der einfachen Wette um einen festen Betrag, ob der Basispreis am Ende der Laufzeit tiber
einem bestimmten Wert liegt. Viele andere exotische Optionen beinhalten oft eine knock-in bzw.
knock-out Bedingung, das heil3t der Optionskontrakt ist nur dann tberhaupt gultig, sofern ein

vorgegebener Wert wahrend der Laufzeit tiberschritten, bzw. nie unterschritten wird.

Die oben vorgestellten Optionen sind nur einige der vielen handelbaren Derivate, die es erlauben
auf verschiedenste Marktentwicklungen zu setzen. Komplexe Finanzmarktprodukte bestehen oft
aus einer Kombination verschiedener Derivate deren gemeinsame Auszahlungsstruktur es ermég-
licht auf sehr spezielle Marktszenarien zu spekulieren, oder sich gegen bestimmte Entwicklungen

abzusichern.
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1.1.2 Risikoneutrale Bewertung

Da der Wert aller eben vorgestellten Optionen am Laufzeitende immer groRer oder gleich null ist,
ist klar, dass der Verk&aufer der Option — meistens eine Bank — einen Preis fur den Verkauf ver-
langen muss. Die Bewertungstheorie geht auf die Arbeit von Black, Scholes und Merton zurlick
und ist unter dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung bekannt. Bevor wir uns diesem wichti-
gen Konzept ndhern, muss als erstes geklart werden, welche Voraussetzungen an den hier be-
trachteten Markt gestellt werden. Die folgenden Einschrankungen werden es uns erlauben den

Markt mathematisch zu modellieren und Aussagen (ber den Preis von Finanzderivaten zu treffen.

Wir betrachten ein dividendenloses Marktmodell ohne Transaktionskosten in dem es zu jedem
Zeitpunkt maoglich ist zu einem konstanten Zinssatz r» Geld als Kredit aufzunehmen, oder in einer
risikolosen, festverzinslichen Anlage anzulegen. Die Zinsen werden kontinuierlich verglitet und
der verzinste Wert einer Anlage in Hohe von x Euro zum Zeitpunkt t ergibt sich zu e™x. Der
Markt ist zudem arbitragefrei, das heif3t es ist nicht méglich ohne Risiko eine hohere Rendite als
den Marktzins zu erzielen. Erweiterungen wie Dividenden oder die Einflihrung variabler Zinsen
(Zinsstrukturkurven) lassen sich in komplexeren Modellen zum Teil verwirklichen, die Annahme

tber die Verfugbarkeit von Krediten ist jedoch zum Beispiel essentiell.

Die eben gestellten Annahmen lassen bereits erahnen in welche Richtung der Ansatz zur Opti-
onsbewertung gehen wird. Angenommen man kennt den genauen Wert einer Investition P zum
Zeitpunkt T, zum Beispiel eine vertraglich zugesicherte, einmalige Auszahlung in Hohe von P(T)
Euro. Um den Wert dieser Auszahlung zu einem vorherigen Zeitpunkt t < T zu bestimmen muss
man sich die Frage stellen, wieviel Geld man in ¢ risikolos zum Zinssatz r anlegen muss umin T
ebenfalls P(T) Euro zu haben. Da nach obigen Marktannahmen der Zinssatz (iber die Zeit kon-
stant und die Verzinsung kontinuierlich ist, entspricht dieser Betrag gerade dem abgezinsten Wert
der Anleihe

P(t) = e™tTp(T). (1.6)

Jeder andere Wert wirde durch ein friihzeitiges Kaufen oder Verkaufen der Anleihe eine Arbit-
ragemoglichkeit erlauben, was wiederrum den Annahmen des Marktmodells widerspricht. For-
mel (1.6) liefert also den fairen Preis der Investition in t. Dieses Prinzip der Abzinsung, oder auch
Diskontierung genannt, wird auf die Bewertung von Optionen tbertragen. Im Gegensatz zu einer
Baranleihe, die bei Ablauf eine sichere Auszahlung liefert, hdngt der Wert einer Option allerdings
von der unbekannten und vor allem zufélligen Hohe des Basiswerts ab. Die Idee der risikoneut-

ralen Bewertung ist nun den Erwartungswert der Option zum Zeitpunkt T abzuzinsen.

V(t,S(t) = e"DE(V(T,S(T))) (1.7
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Der Name , risikoneutral® ist daher passend, da man Kursédnderungsrisiken neutral gegentiber
steht und den Erwartungswert wie den sicheren Endwert behandelt. Bei einer risikoaversen Be-
wertung hingegen wiirde man einen starkeren Diskontierungsfaktor als e™ =T verwenden, und

bei einer risikofreudigen Bewertung entsprechend einen schwécheren.

Tatséchlich lasst sich das Abzinsen des Erwartungswertes insofern begriinden, dass der faire Wert
einer Option nicht der wirklich realisierten Auszahlung in der Zukunft entspricht. Vielmehr be-
trachtet man das Kapital, dass der Verkdufer der Option aufbringen muss, um sich gegen die
anfallende Zahlung in zufalliger Hohe abzusichern. Dieses Absichern, auch Hedging genannt,
erfolgt durch die Investition des Kaufpreises in ein Portfolio bestehend aus dem Basiswert und
der risikolosen Anleihe. Die Kursanderungen des Basiswerts miissen durch entsprechendes um-
schichten innerhalb des Portfolios kompensiert werden. Steigt der Kurs des Basiswerts muss die-
ser etwa auch einen groReren Anteil des Portfolios ausmachen um den Wertzuwachs auszuglei-

chen. Sinkt der Kurs wird mehr in die festverzinsliche Anlage investiert.

1.1.3 Grundalgorithmus der Optionsbewertung

Mit Hilfe des Prinzips der risikoneutralen Bewertung kénnen wir nun einen Grundalgorithmus
zur Optionshbewertung formulieren. Der folgende Algorithmus, wie er auch in [1] zu finden ist,
ist in erster Linie konzipiert fir die Bewertung europdischer Optionen, er lasst sich aber mit klei-

nen Erweiterungen leicht auf andere Optionen Ubertragen.

Algorithmus 1.5
(1) Bestimme eine Formel fiir den Wert V (T, S) zum Laufzeitende in Abhangigkeit vom Kurs
S = S(T) am Laufzeitende

(2) Bestimme ausgehend vom Basiswert S(t) zur Zeit t < T mit Hilfe eines stochastischen
Modells die Zufallsvariable S(T) = S(T, w)

(3) Berechne den Optionswert als den abgezinsten Erwartungswert
V() = e" @ E (v(T,S(T)))

Schritt (1) des Algorithmus entspricht gerade den Formeln (1.1) — (1.5) am Anfang des Kapitels.
Im Falle der europdischen, bzw. digitalen Option ist der Endwert tatséchlich nur abhéngig vom
Kurs des Basiswerts am Ende der Laufzeit. Die Auszahlungshdhe der anderen Optionen hingegen
ist zudem bestimmt durch den minimal angenommenen Kurswert (lookback Option), oder den

Gesamtkursverlauf (asiatische Option).

Hinter dem zweiten Schritt verbirgt sich ein GrofRteil der mathematischen Modellierungsarbeit.

Die Kurssimulation des Basiswerts erfolgt Gber ein stochastisches Modell, in dem der Anwender
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versucht durch geschickte Wahl der Eingabeparameter die Wirklichkeit moglichst gut nachzubil-
den. Zur Auswahl steht dabei eine Vielzahl an Modellen, die sich untereinander teils erheblich
unterscheiden. Einer der offensichtlichsten Unterschiede ist dabei die Unterteilung in zeitdiskrete
und zeitstetige Modelle. Die spater verwendete stochastische Differenzialgleichung, die zu den
zeitstetigen Modellen z&hlt, ist als geometrische Brownsche Bewegung bekannt und bildet auch
die Grundlage des bertihmten Black-Scholes Modells. Fur Optionen, deren Auszahlungsfunktion
nicht nur abhangig vom Endwert S(T) ist, mussen innerhalb desselben Modells auch die restli-

chen relevanten Werte bestimmt werden.

Schritt (3) entspricht gerade dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung. Die tatsachliche nume-
rische Implementierung ist allerdings abhangig von der Umsetzung von Schritt (2). Je nach ver-
wendetem Modell kann der Erwartungswert zum Beispiel analytisch berechenbar sein, oder etwa
auch durch eine Vielzahl an Simulationen geschatzt werden. Letzteres ist gerade der Fall bei den

spater untersuchten Monte-Carlo Methoden.

Zu bemerken gilt zudem, dass fir Optionen mit amerikanischen Austibungsrecht der ermittelte
Wert aus Schritt (3) zu jedem Zeitpunkt verglichen werden muss mit dem Resultat, welches bei
sofortiger Austibung erreichbar ist. Dies funktioniert nicht ohne weiteren Aufwand fiir alle Ver-
fahren, Monte-Carlo Methoden benétigen hier zum Beispiel weitere Ansétze um eine korrekte

Bewertung zu ermdglichen.

1.2 Simulation des Basiswerts

Fur die Umsetzung von Schritt (2) im Algorithmus 1.5 wird ein stochastisches Modell bendtigt
um die Entwicklung des Basiswerts zu simulieren und damit die auszahlungsrelevanten Grof3en
zu bestimmen. Um die Realitat einigermal’en nachbilden zu kénnen, sollte der Anwender dabei
mindestens in der Lage sein den erwarteten Mittelwert und die Varianz des Kurses tber die Ein-
gabeparameter anzupassen. In der Finanz- und Versicherungsmathematik werden fir Simulatio-
nen von unsicheren, zukinftigen Ereignissen meist stochastische Differentialgleichungen ver-
wendet. Im folgenden Abschnitt werden diese zundchst allgemein eingefuhrt und anschliel}end

zwei mdgliche numerische Approximationsverfahren vorgestellt.

1.2.1 Stochastische Differentialgleichungen

Eine stochastische Differentialgleichung (SDGL) ist eine Differentialgleichung die zusatzlich zu
ihren deterministischen Komponenten auch vom Zufall abhéngige Einfliisse besitzt. Dieser
stochastische Einfluss kommt dabei Uber eine zufallige Funktion, auch als stochastischer Prozess
bezeichnet, in die SDGL.
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Definition 1.6
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (R, B) der Raum der reellen Zahlen mit der da-

zugehdrigen Borelschen o-Algebra. Die Funktion
X:RxQ->R

heif3t stochastischer Prozess und ist fiir jedes feste t € R eine Zufallsvariable:
Xt):0-R

Alle Zufallsvariablen X (t,") sind dabei Uber denselben Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) defi-

niert. FUr jedes feste w € Q ist die Realisierung
Xtbw):R->R
eine reelle Funktion und wird als Pfad des stochastischen Prozesses bezeichnet.

Stochastische Prozesse sind keine kompletten ,,black boxes®, sondern lassen sich — zum Beispiel
tiber ihre Verteilung — mathematisch beschreiben und dadurch, je nach gewiinschten Anwen-
dungsgebiet, entsprechend auswahlen. In der Schadensversicherungsmathematik werden etwa
Poisson-Prozesse eingesetzt, die im Wesentlichen Treppenfunktionen sind, die zu zufélligen Zeit-
punkten um genau eins steigen. Die Erhéhung um eins soll dabei das zufallige Eintreten eines
Versicherungsfalls beschreiben. Besonders wichtig in der Finanzmathematik ist der Wiener-Pro-
zess, der die Brownsche Bewegung, also die zuféllige Bewegung von Teilchen auf der Wasser-

oberflache, simuliert.

Definition 1.7
Der stochastische Prozess W (t, w) fir t > 0 heiRt Wiener-Prozess, wenn er die folgenden Be-

dingungen erflit:

(1) W(¢) ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit E(W(¢)) = 0 und Var(W(¢)) = ¢,

wobei die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert u und Varianz o2

gegeben ist durch

F@) = e
xX) = e 20
V2mo?

(2) Furdie Zeitent; = t, = 0 sind die Inkremente W (t,) — W (t,) normalverteilte Zufalls-
variablen mit E(W (t;) — W(t,)) = 0 und Var(W(t,) — W(t)) = t; — to

(3) Fur s; = s =t; =ty = 0 sind die Inkremente W (t,) — W (t,) und W(s;) — W(sq)

unabhdangige Zufallsvariablen.
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fw

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0
Zeit

Abbildung 1.2: Darstellung zweier Pfade eines Wiener-Prozesses wie in [3]

Die erste Bedingung aus der Definition des Wiener-Prozesses besagt, dass der Erwartungswert zu
jedem Zeitpunkt gleich null ist, die Streuung der Pfade aber mit der Zeit ansteigt. Der grau hin-
terlegte Bereich der Standardabweichung in Abbildung 1.2 wird mit fortschreitender Zeit grof3er
und der Rand wird beschrieben durch ++/t, da die Varianz ja zu jedem Zeitpunkt gerade ¢ ist.
Bedingung (2) hat zur Folge, dass egal welchen Punkt eines Wiener-Prozesses man auswahlt, der
resultierende Pfad ab diesem Zeitpunkt durch Verschiebung in den Ursprung ein komplett neuer,
eigenstandiger Pfad des stochastischen Prozesses ist. Die dritte Bedingung iber die Unabhéangig-
keit der Inkremente bedeutet, dass man zu keinem Zeitpunkt vorhersagen kann, ob der Kurs fallen
oder steigen wird, auch wenn der vorherige Kursverlauf bekannt ist. Die zukiinftige Entwicklung

ist also vollkommen unabhéngig von den vorhergehenden Werten.

Es l&sst sich zeigen, dass die Pfade eines Wiener-Prozesses stetig aber nirgends differenzierbar

sind. Dies wirft einige Fragen auf, betrachtet man etwa die Differentialgleichung
< x = d w(t)
dt Cdt

bzw. die Darstellung in Integralform

td
X(t) =X, +f EW(T)dT
0
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scheint zunéchst unklar wie das Integral Gberhaupt zu interpretieren ist. Die Antwort darauf fand
der japanische Mathematiker Kiyosi It6 in den 1940er Jahren. Die Lésung verwendet das nach
ihm benannten It6-Integral, fir dessen genauere Interpretation und Herleitung hier nur auf [1]
Kapitel 4 und [4] verwiesen sei. Dieses neue Integral erlaubt es uns nun It6-stochastische Diffe-

rentialgleichungen zu definieren.

Definition 1.8
Eine It6-stochastische Differentialgleichung mit den Funktionen a, b : R x R, o — R und einem

Wiener-Prozess (W;);so ist gegeben durch
t t
X(t) =X(ty) + f a(T,X(T))dT + f b(‘[,X(‘L’))dVVT. (1.8)

Alternativ schreibt man kiirzer in Differentialschreibweise:
dX(t) = a(t,X(@®))dt + b(t, X())dW, (1.9)

Der deterministische Anteil der SDGL wird auch als Drift bezeichnet, der stochastische Term als

Diffusion.

Die eben eingeflhrte Definition von SDGLen erméglicht die Formulierung des in Schritt (2) des
Grundalgorithmus geforderten stochastischen Modells. Das folgende Modell ist trotz seiner Sim-
plizitat weit verbreitet und erlaubt, wie gefordert, Uber die Parameter u und ¢ die Rendite, bzw.
Volatilitat des Kurses zu kalibrieren. In der Literatur zur Finanzmathematik ist es blich bei der

Formulierung solcher Gleichungen S(t) statt X (t) zu schreiben.

Definition 1.9
Das Modell, dass durch die stochastischen Differentialgleichung

dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW; (1.10)
mit u, o > 0 beschrieben ist, heillt geometrische Brownsche Bewegung.

Wie bereits erwahnt ist dieses Modell eher simpel und wird in der Praxis zum GroBteil durch
komplexere Modelle ersetzt. VVorteilhaft ist allerdings, dass man fir Gleichung (1.10) mithilfe des
It6-Lemmas die Losung der SDGL ermitteln und damit sowohl Erwartungswert, als auch Varianz

angeben kann.

Satz 1.10

Fur die Losung S(t; Sy) der geometrischen Brownschen Bewegung gilt

S(t; Sp) = Sy exp <(u - %0’2) t+ aW(t)).
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Weiterhin gelten fiir den Erwartungswert und die Varianz die Gleichungen:

E(S(t; Sy) = Syeht (1.11)
Var(S(t)) = Sgezﬂt(eazt -1) (1.12)
Beweis
Siehe [1] Kapitel 4.
]

In der risikoneutralen Bewertungstheorie gilt die Gleichung:
E(S(T)) = e™s(0)

Daraus folgt sofort dass im Modell der geometrischen Brownschen Bewegung der Parameter u
gleich dem risikolosen Marktzins r gesetzt werden muss. Als einstellbarer Parameter bleibt also

nur ¢ zur Kalibrierung der Volatilitat Gbrig.

— exp(0.8x)
— n=08,6=04
— n=08,0=0.25
p=0.8,6=0.1

0

20

15

1.0

0.0 02 0.4 Zeit

Abbildung 1.3: Pfade der geometrischen Brownschen Bewegung und Erwartungswert wie in [5]

Abbildung 1.3 zeigt eine mdgliche Kursentwicklung fiir ¢ = 0.8 und den Sigma Werten 0.1, 0.25

und 0.4. Griin eingezeichnet ist der erwartete Kurswert gegeben durch e#.
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1.2.2 Numerische Ldsung stochastischer Differentialgleichungen

Komplexere Modelle als die geometrische Brownsche Bewegung lassen sich meist nicht mehr
analytisch l6sen, weswegen numerische Verfahren zur Losung eingesetzt werden. Da die einzel-
nen Pfade eines stochastischen Prozesses jedoch in kurzer Zeit stark schwanken kdnnen, kann im
Allgemeinen nicht vorausgesetzt werden, dass jede auftretende Realisation gut approximiert wird.
Fur die meisten Anwendungen in der Finanzmathematik gentigt es jedoch die Pfade im Mittel gut
zu approximieren, was uns zu den folgenden Konvergenzbegriffen aus der stochastischen Nume-
rik fuhrt.

Definition 1.11
(i) Die Folge X; von stochastischen Prozessen heift starke Approximation fiir X zur Zeit T bzgl.

einer Funktion g : R® — R™, falls die Bedingung
tm & (o) - o () ) =

gilt. Sie heilt starke Approximation der Ordnung y > 0, falls fir alle j > j, zusatzlich die Ab-

schatzung

E([laxm) - g (£)]) < cry
fir ein € > 0 gilt.

(ii) Die Folge X; von stochastischen Prozessen heift schwache Approximation fiir X zur Zeit T

bzgl. einer Funktion g : R™ — R™, falls die Bedingung

i e o0rr) (o () <o

gilt. Sie heifit schwache Approximation mit Ordnung g > 0, falls zusétzlich fir alle j = j, die
Abschatzung

e sxcr) - (o () | < e
flr ein € > 0 qilt.

Die Bedingung der starken Approximation stellt eine Verallgemeinerung der deterministischen
Definition dar und obwohl nicht ausgeschlossen werden kann, dass einzelne Pfade schlecht ap-
proximiert werden, werden die Pfade zumindest im Mittel gut getroffen. Die schwache Approxi-
mation erlaubt keine solche Aussage iber den mittleren Fehler der Pfade, ist aber dennoch niitz-
lich wenn es um die Approximation der statistischen Eigenschaften geht. Da in der Finanzmathe-

matik haufig der Erwartungswert eines Modells eine zentrale Rolle spielt und nicht die einzelnen
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Pfade, ist eine numerisch schwache Approximation aufgrund des deutlich geringeren Rechenauf-
wands in vielen Féllen lohnenswert. Dass die Bezeichnung der Approximationen als stark und

schwach gerechtfertigt ist, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 1.12

Wenn )?j(T) eine starke Approximation von X(T) bzgl. g : R™ — R™ ist, so ist )?,-(T) auch eine
schwache Approximation von X(T) bzgl. g. Hierbei bleibt die die Konvergenzordnung erhalten,
d.h.esqiltg =>vy.

Beweis
Siehe [1], Kapitel 7.

O
Bevor man sich Gedanken (ber numerische Verfahren fiir stochastische Differentialgleichungen
macht, muss man sich tberlegen, wie der eingehende Wiener-Prozess numerisch approximiert
werden soll. Unabhdngig davon, ob eine starke oder schwache Approximation des Wiener Pro-
zesses gesucht ist, betrachtet man ein Gitternetz T = {t,, ..., ty} mitt; = ih, wobei die Konstante

h der &quidistanten Schrittweite entspricht.
Um eine schwache Approximation zu erreichen betrachtet man die Verteilung

X(@) = (VEVEY Py((-—VA)) = By((VR)) = 3,

und erzeugt davon N unabhéngige Zufallsvariablen AW,,, ..., AWy _,. Der Wert des schwach ap-

proximierten Wiener Prozesses zum Zeitpunkt ¢; ist dann gerade durch die Iterationsvorschrift
W(ty,w) =0, W(tjsq,w) =W(t;,w)+ AW, (1.13)

gegeben. Obwohl die so erzeugten Pfade optisch sehr unterschiedlich zu den richtigen Pfaden
sein kdnnen, l&sst sich zeigen, dass es sich tatsachlich um eine schwache Approximation bzgl. der

Funktionen g(x) = x und g(x) = x?2 handelt.

Um eine starke Approximation zu erhalten, wird anstatt der obigen zweipunktverteilten Zufalls-
variable die Normalverteilung mit Erwartungswert O und der VVarianz h verwendet. Die erzeugten
unabhangigen N (0, h)-verteilten Zufallsvariablen AW, ..., AWy _, ergeben durch einsetzen in
Formel (1.13) den Wert des Wiener-Prozesses zu den jeweiligen diskreten Zeitpunkten. Bei den
so erzeugten Pfaden handelt es sich sogar um ,,echte” Pfade des Wiener Prozesses, so dass fiir

jedes g : R - R und jeden Zeitpunkt ¢; die Gleichung
E{lg (Wt ) - gW(t, )|} =0

erfullt ist.
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Die eben eingefuihrten Simulationsmethoden fur den Wiener-Prozess erlauben nun die Formulie-
rung von Algorithmen zur Approximation von stochastischen Differentialgleichungen. Die aus
der Numerik fur gewohnliche DGLen bekannten Klassen der Einschritt-, Mehrschritt- und Tay-
lorverfahren lassen sich auch im Bereich der SDGLen wiederfinden. In einigen Fallen, wie zum
Beispiel dem Euler-Verfahren, ist es mdglich bekannte Verfahren mit kleinen Erweiterungen auch
fir SDGLen einzusetzen. Das Pendant zum Euler-Verfahren wird stochastisches Euler-Verfah-

ren, oder Euler-Maruyama-Verfahren, genannt.

Definition 1.13

Die Menge T = {ty, ..., t,} sei ein Gitter mit t; = ih bzw. der Schrittweite h. Weiterhin sei
AW (t) = W(t + h) — W(t). Die Approximation durch das stochastische Euler-Verfahren fir
eine SDGL der Form (1.9) ist gegeben durch:

O(t, X, h,W,0) = X(w) + ha(t,X(w)) + AW (t, 0)b(t, X (w)) (1.14)

Beispiel 1.14
Die Approximation S der geometrischen Brownschen Bewegung mittels des stochastischen Eu-
ler-Verfahrens ist gegeben durch die Iterationsvorschrift

Sns1 = Sp + huS, + 0S,AW, (1.15)
und dem Startwert S, = S,.

Untersucht man das stochastische Euler-Verfahren bzgl. der Konvergenzbegriffe aus Definition
1.11, muss man an die Funktionen a() und b(-) der SDGL zusatzliche Bedingungen stellen um
die starke, bzw. schwache Approximationsordnung zu bestimmen. Die Bedingungen und die re-

sultierenden Ordnungen wollen wir im folgenden Satz festhalten.

Satz 1.15
Angenommen es gelten fiir geeignete Konstanten K; und alle ¢, s € [0,T], x,y € R™ die folgen-

den Ungleichungen:
lla(t, x) —a(t, Wl + lIb(t,x) = b(E& W < Ky lx =yl
la(t, )| + 1b(t, x)| < K>(1 + |x])
lla(s, %) — a(t, ¥l + lIb(s,x) = b(t, )|l < K3(1 + |x]|s — ¢]*/2
Dann gilt unter Verwendung der starken Approximation des Wiener-Prozesses:

(i)  Das stoch. Euler-Verfahren besitzt die starke Approximationsordnung y =% bzgl. der

Funktion g(x) = x
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(i)  Esgiltdie Ungleichung
E(||x() - X(D)|°) < K2 (1.16)

Seien a(+) und b(+) zudem unabhingig von t und C# in x, dann gilt auRerdem unter Verwendung
der schwachen Approximation des Wiener-Prozesses:

(iii)  Das stoch. Euler Verfahren hat die schwache Approximation der Ordnung 8 = 1 bzgl.
jeder CA-Funktion g.

Beweis
Siehe [1] Kapitel 7 und [4] Kapitel 10.

O
Wihrend Teil (i) und (iii) des Satzes Aussagen Uber die Ordnung machen, ist in (ii) eine Unglei-
chung festgehalten die wahrend des Beweises in [4] gezeigt wird. Diese Ungleichung spielt nor-
malerweise keine besondere Rolle, wird aber spater im Kontext mit der multi-level Monte-Carlo
Methode noch einmal bendétigt.

Es lasst sich leicht sehen, dass die geometrische Brownsche Bewegung mit a(t,S) = uS und
b(t,S) = oS die Bedingungen aus Satz 1.15 erfillt und damit die starke Approximationsordnung
y = 1/2 erreicht wird flr g(x) = x. NatUrlich besitzen die vorgestellten Optionen ein Auszah-
lungsprofil, welches nicht nur der einfachen Identitatsfunktion entspricht. Dass im Falle einer
global Lipschitz-stetigen Auszahlungsfunktionen das Ergebnis trotzdem giiltig ist, zeigt das fol-

gende Lemma.

Lemma 1.16
Sei h : R™ — R eine global Lipschitz-stetige Funktion und die Folge X; eine starke Approxima-
tion der Ordnung y > 0 bzgl. der Funktion g : R®™ — R™. Dann ist )?j auch eine starke Appro-

ximation selber Ordnung fir die Verkniipfung h o g.

Beweis

Sei L > 0 die globale Lipschitz-Konstante der Funktion h. Fiir h o g gilt dann:

E(lre aCxam) —hog (Bm)]) = £ (¢ o(xm) — (HM)])

Und damit aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes und der gegebenen starken Approxima-

tionsordnung von X; fur g das gewiinschte Ergebnis.

O

Eine analoge Aussage fur die schwache Approximation lasst sich leider nicht formulieren. Dies

ist schade, da wir fiir die Bewertung von europdischen Optionen primdr nur am Erwartungswert
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interessiert sind und somit eine schwache Approximation ausreichen wiirde. Zudem liefert das
Euler-Maruyama-Verfahren eine hohere schwache Konvergenzordnung von g = 1, wobei hier
zusatzlich gefordert ist, dass die Funktion g € C# ist. Allerdings ist keine der Auszahlungsfunk-
tionen der vorgestellten Optionen auch nur einmal stetig differenzierbar, im Falle der digitalen
Option ist sie noch nicht einmal stetig. Dass dennoch schwache Konvergenz vorliegt, wird am
Beispiel der europaischen Option in [1] Kapitel 7 gezeigt. Dazu betrachtet man fir die Analyse
eine 4-mal stetig differenzierbare Funktion, die den Knick der Funktion g(x) = (x — K)* glattet.
Diese, zum Beispiel durch Interpolation erzeugte Funktion erfillt dann die Bedingungen der
schwachen Konvergenz. Das Argument lasst sich auf asiatische und lookback-Optionen verallge-
meinern, im Falle der binaren Option wird an der Sprungstelle eine CA-Verstetigung eingefiihrt.
Es gilt zu bemerken, dass in der eigentlichen Implementierung die richtige Auszahlungsfunktion
verwendet wird und nicht die zur Analyse eingefiihrte.

Das stochastische Euler-Verfahren entspricht dem allgemeinen 1t6-Taylor-Verfahren mit y =
1/2 und g = 1. It6-Taylor-Verfahren lassen sich durch die It6-Taylor-Entwicklung — eine auf
SDGLen angepasste Taylor-Entwicklung — herleiten und ermdglichen es Verfahren hoherer Ord-
nung zu konstruieren. Das Verfahren mit der starken und schwachen Approximationsordnung
y = [ = 1 heilt Milstein-Verfahren und unterscheidet sich vom stochastischen Euler-Verfahren,
fur die in Definition 1.8 definierte skalare SDGL mit nur einem stochastischen Prozess, lediglich

durch die Addition eines neuen Terms. In diesem Fall lautet die Iterationsvorschrift;

ot X, hW,w) =X(w)+ ha(t,X(w)) + AW (¢, a))b(t,X(a)))

P (1.17)

+ 2 b6, X(@))b(t, X (@) (AW ()2 — h)

Die tatsachliche Herleitung dieses Verfahrens, sowie der zu Satz 1.15 analoge Satz tiber Konver-
genzbedingungen fur It6-Taylor-Verfahren wirden hier zu weit fuhren und an dieser Stelle sei
nur auf [1] Kapitel 7 und [4] Kapitel 10 verwiesen. Das Milstein-Verfahren und dazu erzeugte
numerische Resultate werden im Zusammenhang mit der multi-level Monte-Carlo Methode noch

einmal in Kapitel 3 genauer untersucht.

Beispiel 1.17
Fur die geometrische Brownsche Bewegung gilt unter Anwendung des Milstein-Verfahrens die

Iterationsvorschrift
¢ § § § 1 2¢ 2
Sne1 = Sn + huuSy + 05 AW, + 0 S, (AW,Z — h), (1.18)

sowie dem Startwert S, = S,.
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Bemerkung 1.18

In Definition 1.8 wurde die It6-stochastische Differentialgleichung in ihrer eindimensionalen
Form eingefiihrt. Natdrlich ist es auch mdglich eine mehrdimensionale SDGL aufzustellen und
diese numerisch zu approximieren. Im Falle des Milstein-Verfahrens ergeben sich dann allerdings
aus der Konstruktion des Verfahrens mehrere Mehrfachintegrale. Diese Mehrfachintegrale, auch
bekannt als ,,Lévy Areas sind fiir Dimensionen gréBer zwei nur mit enormen Aufwand nume-
risch zu berechnen. In Kapitel 3 wird die Problemstellung, sowie ein mdglicher Lésungsansatz in

Bezug zur multi-level Monte-Carlo Methode, kurz skizziert.

1.3 Die Monte-Carlo Methode

Bisher wurde gezeigt, wie man den Kursverlauf von Basiswerten mit Hilfe von stochastischen
Differentialgleichungen simuliert und die entstehenden Pfade numerisch approximiert. Um die
risikoneutrale Bewertungstheorie anwenden zu kénnen, missen wir allerdings den Erwartungs-
wert am Ende der Laufzeit ermitteln. Da dieser im Allgemeinen unbekannt ist, bendtigen wir eine
Methode um diesen zu schétzen. Die Monte-Carlo (MC) Methode eignet sich einerseits sehr gut
dafr, da sie unabhangig vom eingesetzten Modell anwendbar ist, andererseits werden wir sehen,
dass sie nur langsam konvergiert und prézise Ergebnisse daher nur unter grof’em Rechenaufwand
erzeugt werden konnen. Die Grundidee der Monte-Carlo Methode ist denkbar einfach und l&sst

sich am folgenden Beispiel erlautern.

Angenommen man hélt einen Wiirfel mit verschieden schweren Seiten und mochte den Erwar-
tungswert ermitteln. Da der Wurfel aufgrund der ungleichmdafigen Gewichtsverteilung kein La-
place-Wirfel ist wird der Erwartungswert natirlich von 3,5 abweichen. Die vielleicht intuitivste
Herangehensweise entspricht bereits dem Monte-Carlo Verfahren. Man wiirfelt ausreichend oft,
notiert sich die Ergebnisse und berechnet anschlieBend das arithmetische Mittel, welches dann
einer N&herung an den tatsachlichen Erwartungswert entspricht. Das Problem ist allerdings — wie
oft ist ,,ausreichend oft? Den mathematischen Hintergrund, sowie die Giite der Schitzung wer-

den wir im Folgenden erdrtern.

1.3.1 Mathematik der MC Methode

Allgemeiner lasst sich das obige Wirfelbeispiel so formulieren: Sei X eine Zufallsvariable mit
unbekannten Erwartungswert x und Varianz 2. Um den Erwartungswert zu bestimmen simuliert
man n Realisationen des Zufallsexperiments, meist durch ziehen von computergenerierten Zu-

fallszahlen. Die gezogenen Zufallszahlen x4, x,, x5, ... lassen sich sowohl als unabhdngige Reali-
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sierungen x; = X (w;) desselben Zufallsexperiments interpretieren, wie auch als die Realisierun-
gen von unabhangig identisch verteilten (u.i.v.) Zufallsvariablen X; ~ X, also x; = X;(w). Dass

dann fir die neue Zufallsvariable

n

_ 1

7= zZ X; ~ u=EX) (1.19)
i=1

gilt, folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz der Stochastik.

Satz 1.19
Sei X4, X, ..., X;, eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen, definiert tiber denselben Wahrscheinlich-
keitsraum 2 und mit Erwartungswert u und Varianz o2. Die Zufallsvariable Y,, = ¥, X; besitzt

dann den Erwartungswert nu, bzw. die Varianz no?. Die standardisierte Zufallsvariable

Y, —np

Z
n O'\/ﬁ

konvergiert zudem flir n — oo punktweise gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-

teilung. Genauer gilt:

li P(Yn_n.u< ) F( )
1m SX)= X
n-—co avn

fur alle x € R und F(x) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Das nun fur groBe n mit hoher Wahrscheinlichkeit Formel (1.19) stimmt, lasst sich Uber zwei
Abschétzungen und dem zentralen Grenzwertsatz zeigen. Dafiir geben wir uns ein € > 0 vor und
betrachten die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung von Y,, vom Erwartungswert im e-Inter-
vall liegt. Es gilt:

(i) P(Yn—yse)=P(Yn—nu3ne)=P(M<@)zF(@)—u

oyn T o o

0 P50 = PO s ne) =P (s ) (5

Wobei die Konvergenzaussage am Ende gerade fuir n — oo gilt und damit fiir sehr grof3e n ange-

nommen werden kann, dass Y,, den Erwartungswert u approximiert.

Die GroRe Y, bezeichnet man auch als Monte-Carlo Schatzer und obwohl wir wissen, dass er im
Mittel richtig liegt, haben wir noch keine Aussage iber die Héhe des Fehlers, oder der Konver-
genzgeschwindigkeit. Dazu betrachtet man die Varianz der Abweichung zwischen dem MC

Schétzer und pu.
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n 2
Var(Y, —p) = Var(Y,) = %Z Var(X;) = %

i=1
Die letzten beiden Gleichheitszeichen gelten aufgrund der u.i.v. Eigenschaft der Zufallsvariablen
X;. Die Standardabweichung hat also die Ordnung O(1/+/n), was bedeutet, dass um eine Nach-
kommastelle an Genauigkeit zu gewinnen, man einhundertmal mehr Simulationen benétigt. Um
die Konvergenzgeschwindigkeit der Monte-Carlo Methode zu erhéhen, gibt es verschiedene An-
sétze zur Varianzreduktion, wie zum Beispiel stratified sampling, oder die Verwendung von an-
tithetischen Zufallsvariablen. Auf letzteres wollen wir hier etwas genauer eingehen, da diese Me-
thode spater im Zusammenhang mit dem multi-level Monte-Carlo Verfahren und den bereits er-

wahnten Lévy Areas noch einmal relevant wird.

Sei X die durch MC-Simulationen zu ermittelnde Zufallsvariable mit X = f(Z), wobei die Ab-
bildung f : R — R zum Beispiel die Auszahlungsfunktion einer Option ist und Z eine standard-
normalverteilte Zufallsvariable, also Z ~ N(0,1). Ziel ist es nun die Funktion f durch eine neue
Funktion f zu ersetzen, fiir die E(f(2)) = E(f(2)) und Var(f(2)) < Var(f(2)) gilt. In [1]
Kapitel 5 wird gezeigt, dass die Funktion

f@)+f(=2)

. (1.20)

f(2) =

diese Bedingungen erflllt. Genauer l&sst sich zeigen, dass das Ersetzen des MC Schatzers

1 n
;2 F(2(@)

durch den neuen Schétzer

1 f(Z(p) + F(~Z(wy))
E; 2

mindestens eine Halbierung der Varianz zur Folge hat. Es gilt also E(f(2)) = E(f(Z)) und
Var(f(2)) < Var(f(2))/2.

Diese recht simple Methode erlaubt bereits eine wesentliche Verbesserung der einfachen Monte-
Carlo Methode wie in dem Beispiel am Ende des Kapitels gezeigt wird. Dem groRen Nachteil der
MC Methode — die langsame Konvergenz — kann damit etwas entgegengewirkt werden, als be-
sonders effizient kann die Monte-Carlo Methode dennoch nicht bezeichnet werden. Die numeri-
sche Umsetzung sowie eine Gesamtfehleranalyse soll im Folgenden etwas genauer betrachtet

werden.
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1.3.2 Numerische Umsetzung und Analyse

Mit Hilfe der bisher gewonnenen Ergebnisse ist es nun méglich Schritt (2) und (3) des Algorith-
mus 1.5 umzusetzen. Fiir die Bewertung einer européischen Option basierend auf dem Modell der

geometrischen Brownschen Bewegung gilt dann zum Beispiel:
(2) Setze S(T) = S, exp ((u - %02) T + aW(T)) mit W (T) ~ N(0,T)

(3) Simuliere n Kurswerte S(T, w4), ..., S(T, w,) numerisch und approximiere den Options-

wert als den abgezinsten Mittelwert

n

V(t,S()) = er(t-T)%z V(T,S(T,wy))
i=1

Fur die Formel V (T, S) wird entweder Formel (1.1) fur den europdischen Call, bzw. Formel (1.2)
fur den Put verwendet. Die ben6tigten Zufallsvariablen W (T") werden am Computer gezogen, in
MATLAB zum Beispiel tiber den randn-Befehl. Bei der Verwendung von antithetischen Zufalls-
variablen andert sich der obige Algorithmus geringfligig ab. Einerseits nutzen wir aus, dass
N(0,T)-verteilte Zufallsvariablen auch als vVTZ mit Z ~ N(0,1) geschrieben werden kénnen,
wodurch die Abbildung f zum Beispiel die Form

f(2) = max<50 exp ((,u—%az)T+G\/TZ) —K,O>

flr den europdischen Call annimmt. In Schritt (3) des Algorithmus wird dann wie beschrieben der

Monte-Carlo Schétzer ausgetauscht:

(3) Simuliere die Ergebnisse fiir f(Z(w;)) und f(—Z(w;)) numerisch und approximiere den

Optionswert durch den abgezinsten Wert

v(t,S®) = er(t—T)%; f(Z(w) +2f(—Z(a)i))

Im zweiten Schritt des Algorithmus musste normalerweise ein Verfahren zur numerischen Ap-
proximation der verwendeten stochastischen Differentialgleichung eingesetzt werden, im Fall der
geometrischen Brownschen Bewegung lasst sich das vermeiden, da diese analytisch lgsbar ist. Im
Allgemeinen lasst sich das fir komplexere Modelle, wie etwa dem 2-dimensionalen Heston Mo-
dell, nicht annehmen. Zudem gilt obiger Algorithmus nur fir die Bewertung von européischen

Optionen, da in der Auszahlungsfunktion nur der Wert bei Falligkeit eine Rolle spielt. Bei anderen
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Derivaten wie etwa der asiatischen Option sind wir allerdings auf die Kenntnis des Pfades ange-
wiesen. In den Bewertungsbeispielen am Ende des Kapitels wird daher im zweiten Schritt des
Algorithmus das Euler-Verfahren zum Einsatz kommen.

Da sowohl die Monte-Carlo Methode, wie auch jedes humerische Approximationsverfahren nicht
einhundert Prozent genau ist, stellt sich die Frage wie groR der Gesamtfehler ist. Zudem gibt es
zwei Mdglichkeiten diesen zu verkleinern: Zum einen kann die Schrittweite h des Euler-Verfah-
rens in Schritt (2) verringert werden, andererseits verringert eine Erhéhung der Anzahl der Simu-
lationen n den Monte-Carlo Fehler in Schritt (3). Beide Varianten verursachen jedoch zusétzli-
chen Rechenaufwand und kdnnen daher nicht beliebig hoch angesetzt werden. Bevor wir das op-
timale Verhaltnis von Schrittweite A und Simulationsanzahl n untersuchen, fiihren wir eine Feh-
lermal3 ein, um den Gesamtfehler in Abhangigkeit der Genauigkeit zu ermitteln. Eine mdgliche
Wahl eines Fehlermal3es dafiir ist der mean squared error (MSE), oder zu Deutsch mittlere quad-

ratische Abweichung.

Definition 1.20
Sei X eine Zufallsvariable und Y eine messbare Funktion dieser Variablen. Ist ¥ ein Schatzer fir

den wahren Parameter Y, dann ist die mittlere quadratische Abweichung (MSE) definiert als
~ ~ 2
MSE(Y,v) = E (7 -Y)*].
Der root mean squared error (RSME) ist dann gegeben durch
~ ~ 2
RMSE(Y,Y) = [E[(7 —Y)*|

Bemerkung 1.21
Der MSE gibt den erwarteten quadratischen Fehler des Schatzers zum realen Wert an. Mittels des
Verschiebungssatzes aus der Stochastik lasst sich der Fehler in zwei Terme aufspalten und erlaubt

somit den Gesamtfehler genauer den einzelnen Fehlerursachen zuzuordnen.
MSE(Y) = E[(Y - Y)?]
=Var(7 - Y) + E[(T - V)]
= Var(7) + E[(Y - Y)|*
Der hintere Term E[(Y — Y)] wird auch als Verzerrung, oder Bias bezeichnet und wird mit
Bias(Y,Y) notiert. Bei einem erwartungstreuen Schatzer, d.h. der Erwartungswert des Schétzers

ist gleich dem wahren Wert des zu schétzenden Parameters, ist der Bias null und der MSE ist

gleich mit der Varianz des Schatzers.
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Unter Verwendung eines einfachen Monte-Carlo Ansatzes mit n Simulationen und in Kombina-
tion mit dem stochastischen Euler-Verfahren mit dquidistanter Schrittweite h gilt dann fiir den

ersten Summanden des MSE:

Var(¥) = Var <%zn: f (5?/);1))

Wobei f eine Auszahlungsfunktion in Abhéngigkeit eines Basiswerts am Laufzeitende ist. Setzt
man die Konstante c; gleich der Varianz einer einzigen Monte-Carlo Simulation f(S}"/)h), erhalt

man Gleichheit.

Fur den zweiten Term, den quadratischen Bias, folgt aus der schwachen Approximationsordnung

B = 1 des stochastischen Euler-Verfahrens sofort
E[(T = V)]* < c,h?
fiir ein ¢, € R und einer hinreichend kleinen Schrittweite h. Fur den Gesamtfehler gilt demnach:
MSE(Y) ~ c;n~t 4 c,h? (1.21)

Es ist leicht zu sehen, dass der erste Fehlerterm gerade aus der Verwendung der Monte-Carlo
Methode zur Schatzung des Erwartungswertes stammt und durch die Erhéhung der Simulationen
verringert werden kann. Der zweite Term geht aus dem stochastischen Euler-Verfahren hervor
und lasst sich durch eine kleinere Schrittweite verbessern. Setzt man nun fest, dass der MSE ins-
gesamt die Ordnung €2 haben soll, folgt sofort die Ordnung e =2 flir n, sowie O (¢) fiir die Schritt-
weite. Dass dieses quadratische Verhéltnis zwischen Anzahl an Simulationen und Schrittweite
tatsachlich optimal beziglich des Rechenaufwandes ist, wurde 1995 im Paper ,,Efficient Monte

Carlo Simulation of Security Prices” von D. Duffie und P. Glynn gezeigt ([8]).

Fur den Gesamtrechenaufwand ergibt sich bei ©(e~2) Simulationen und einer Schrittweite h der

Ordnung € — und damit 0 (e~1) Schritten — die Ordnung 3.

1.3.3 Beispiele

Zum Abschluss des Kapitels sollen die bisher gezeigten Methoden und Ergebnisse verwendet
werden um eine europaische Call-Option zu bewerten. Die Simulation des Basiswerts erfolgt tiber

die geometrische Brownsche Bewegung aus Definition 1.9 mit den konstanten Parametern u und
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o. Um einen realistischeren Vergleich zu komplexeren Modellen — deren analytische L&sungen

im Allgemeinen nicht bekannt sind — zu ermdglichen wird anstatt der Gleichung

S(T) = Sy exp ((,u — %02) T + aW(T))

das stochastische Euler-Verfahren mit Schrittweite h fiir die Approximation des Wertes S(T)
eingesetzt. Fiir die Schitzung des Erwartungswertes werden 1/h? einfache Monte-Carlo Simula-

tionen verwendet und das Ergebnis in die risikoneutrale Bewertungsformel eingesetzt.

Das unter den gegebenen Marktannahmen und Basiswertsimulation tatsachlich auch eine analy-
tische Losung flr die Bewertung einer européischen Option existiert, wurde von F. Black, M.
Scholes und R. Merton in den 1970er Jahren gezeigt. Dazu wird die als Black-Scholes Gleichung
bekannte partielle DGL verwendet:

v 1 252621/ vaers o
ot 277 Bsz T TP es T

Die partielle DGL wird vom Optionswert V erfillt und besitzt im Allgemeinen unendlich viele
Losungen. Durch die Annahme von Randwerten ergibt sich jedoch eine eindeutige Losung, fir
die im Fall von einer Call-Option gilt

Vee(t,S) = SP(a) — Ke "T=OP(b).
Wobei P die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist und a gegeben ist durch

2
log%+ (r +%) (T-1)
oVvT —t

a=

und b = a — aVT — t gilt.

Die Black-Scholes Gleichung wird verwendet um den wahren Optionswert im folgenden Beispiel
zu berechnen. Je hoher die Anzahl der Monte-Carlo Simulationen und je kleiner die Schrittweite,

desto naher sollten die Ergebnisse im Mittel am Black-Scholes Wert liegen.

Es gelten die folgenden Beispieldaten:

e u=r=0.05 o T=1
e 0=0.2 e K=1
e h=0.1,0.01,0.001,0.0001 e Syo=1

e n=1/h?
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Fur den wahren Optionswert nach Black-Scholes ergibt sich in diesem Fall gerundet auf vier
Nachkommastellen 0.1045. Da die Schatzung uber die Monte-Carlo Methode auf Zufall beruht,
kann natirlich nicht davon ausgegangen werden, dass mehr Simulationen immer zu einem genau-
eren Ergebnis fuhren. Um zumindest ein Gefuhl fiir die Gute der Schatzung zu bekommen, sind
in folgender Tabelle fur die verschiedenen Schrittweiten exemplarisch vier unabhangig ermittelte

Monte-Carlo Ergebnisse abgetragen.

Ergebnis .
\ Lauf 1 Lauf 2 Lauf 3 Lauf 4 aii\tjvglr(:l;?]nse-n
Methode ’
MC
B = 4-1 0.0583 0.1386 0.1727 0.0710 64
MC
W= 4-2 0.0926 0.1167 0.1177 0.1063 4.096
MC
b= 4-3 0.1067 0.1065 0.1033 0.1049 262.144
MC
W= 44 0.1040 0.1040 0.1049 0.1038 16.777.216

Tabelle 1.1: Bewertungsergebnisse einer européischen Option mittels der MC Methode

Die Spalte ,#Funktionsauswertungen® in Tabelle 1.1 gibt die Gesamtanzahl der berechneten
Punkte innerhalb des stochastischen Euler-Verfahrens wieder und entspricht gerade h=3. Mit klei-
ner werdender Schrittweite und damit quadratisch ansteigender Simulationszahl, nahern sich die
Ergebnisse wie vermutet dem Black-Scholes Wert von 0.1045 an, aber es l&sst sich auch die
langsame Konvergenzgeschwindigkeit der Monte-Carlo Methode erkennen. So I&sst sich nur eine
relativ geringe Verbesserung zwischen den letzten beiden Versuchsreihen feststellen, obwohl die
Verringerung der Schrittweite von 1/64 auf 1/256 und die damit verbundene Erh6hung der Si-

mulationen von 4096 auf 65536 zu einem erheblichen Anstieg des Rechenaufwands fihrt.

Als abschlieRendes Beispiel wollen wir noch die zur Varianzreduktion vorgestellte Methode der
antithetischen Zufallsvariablen vergleichen mit der einfachen Monte-Carlo Methode. Dazu wer-
den die in Kapitel 1.3.2 vorgestellten Algorithmen verwendet, d.h. der Basiswert S(T) am Lauf-
zeitende wird Uber die analytische Lésung der geometrischen Brownschen Bewegung ermittelt
und nicht tber das stochastische Euler-Verfahren. Dies flhrt dazu, dass die Verwendung von
antithetischen Zufallsvariablen zwar den Rechenaufwand erhoht, da ja neben f(Z) auch f(—2)
berechnet werden muss, der Mehraufwand sich aber vernachlassigen l&sst, da die Anzahl der Re-
chenoperationen sich hdchstens verdoppeln wirde und damit Ordnungstechnisch gleich bleibt.

Die Werte fur o, u, T, K und S, entsprechen wieder den obigen Werten.
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Ergebnis

\ Lauf 1 Lauf 2 Lauf 3 Lauf4 | #Simulationen
Methode
MC (Standard) 0.1122 0.1295 0.1148 0.0820 100
MC (Standard) 0.1070 0.0984 0.1098 0.1094 1.000
MC (Standard) 0.1056 0.1052 0.1023 0.1061 10.000
MC (Standard) 0.1048 0.1040 0.1048 0.1043 100.000
MC (Standard) 0.1043 0.1044 0.1045 0.1043 1.000.000
MC (antithetisch) 0.0964 0.1048 0.1133 0.1200 100
MC (antithetisch) 0.1059 0.1039 0.1049 0.0998 1.000
MC (antithetisch) 0.1042 0.1019 0.1052 0.1056 10.000
MC (antithetisch) 0.1044 0.1042 0.1045 0.1044 100.000
MC (antithetisch) 0.1045 0.1045 0.1044 0.1045 1.000.000

Tabelle 1.2: Monte-Carlo Ergebnisse mit und ohne antithetische Zufallsvariablen

Die Ergebnisse untermauern die theoretische Analyse, dass die Verwendung von antithetischen
Zufallsvariablen eine schnellere Konvergenz zur Folge hat. Mit einer Millionen Monte-Carlo Si-
mulationen konnte das gewiinschte Ergebnis 0.1045 fast immer getroffen werden, allerdings gilt
es zu bemerken, dass die sehr hohe Simulationsanzahl sich nur aufgrund des verwendeten stochas-

tischen Modells und der bekannten analytischen Ldsung in akzeptabler Zeit durchfiihren lasst.
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2 Die multi-level Monte-Carlo Methode

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, wie die Entwicklung des Basiswerts mit Hilfe von stochas-
tischen Differentialgleichungen simuliert werden kann und anschlielend der Erwartungswert
durch die Monte-Carlo Methode ermittelt wird. Aufgrund des recht allgemeinen Ansatzes des
Monte-Carlo Verfahrens ist ein modellunabhéngiger und damit flexibler Einsatz méglich. In Sa-
chen Konvergenzgeschwindigkeit konnte die Methode jedoch wenig iberzeugen, in Kombination
mit dem stochastischen Euler-Verfahren ergab sich etwa eine Ordnung des Rechenaufwands von
O(e™2) bei einem MSE von 0 (e2).

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass durch einen von Michael B. Giles eingeftihrten multi-
level Ansatz eine Verbesserung der Konvergenzordnung bei gleichbleibendem MSE mdglich ist.
Dazu werden wir die multi-level Monte-Carlo Methode (MLMC) zuerst in Kombination mit dem
stochastischen Euler-Verfahren und einer Lipschitz-stetigen Auszahlungsfunktion herleiten und
zeigen, dass der Rechenaufwand so auf O (e =2 In(e)?) verbessert werden kann. Eine wesentlich
allgemeinere Formulierung der MLMC Methode wird im sogenannten Komplexitatstheorem fest-
gehalten und bewiesen. AnschlieRend werden einige der auftretenden Parameter fiir eine genau-
ere Analyse herangezogen und moégliche Erweiterungen der Methode vorgestellt. Zum Abschluss
des Kapitels wird genauer auf die numerische Implementierung eingegangen und anhand von
Beispielen die verschiedenen Vorteile der Methode aufgezeigt. Die hier vorgestellten Ergebnisse
beruhen gréfBtenteils auf dem Paper ,,Multilevel Monte-Carlo Path Simulation® von Michael B.
Giles ([9]).

2.1 Herleitung der MLMC Methode

Die Grundidee der multi-level Monte-Carlo Methode ist dhnlich zu der des Mehrgitterverfahrens
(engl. multigrid method), das in der Numerik zur Ldsung von Gleichungssystemen eingesetzt
wird. Um das Gleichungssystem iterativ 16sen zu kénnen, muss das Problem diskretisiert werden,
wobei durch die Diskretisierungspunkte ein Gitter entsteht, auf dem die Losung approximiert
wird. Anstatt ein moglichst feines Gitter zu verwenden, was zwar eine hohe Genauigkeit, aber
auch einen hohen Rechenaufwand zur Folge hat, wird das Gleichungssystem auf verschieden fei-
nen Gittern geldst. Dabei wird typischerweise das Gitter der nachsten Stufe zweimal so fein wie
das der vorherigen Stufe gewdhlt. Die ungenaueste Losung auf dem grébsten Gitter lasst sich als
erste Schétzung interpretieren und die nachfolgenden Ldsungen auf den feineren Gittern als Kor-
rekturterme. Insgesamt lasst sich damit ein Ergebnis erzielen, dass von der Qualitat der Ldsung

dem feinen Gitter entspricht, aber einen deutlich geringeren Rechenaufwand erfordert.
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Auf die Monte-Carlo Methode lasst sich diese Idee (ibertragen, indem im numerischen Approxi-
mationsverfahren fiir die SDGL immer kleiner werdende Schrittweiten verwendet werden. Fir

die Herleitung der MLMC Methode wird die folgende Notation verwendet.

Notation 2.1
Sei P der Payoff einer Lipschitz-stetigen Auszahlungsfunktion f(S7), d.h. f(Sy) = P und h; die
Schrittweite des stochastischen Euler-Verfahrens wobei gilt

h, = M~'T
farl =0,1,...,Lundein M € N,.

Seien weiterhin SLMI und P, die Approximationen von S(T) bzw. P auf dem [-ten Level, das heift

unter Verwendung der Schrittweite h;.

Es l&sst sich leicht sehen, dass aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes die Gleichung

L
EIP,] = EIPol + ) EIP,— Fi_y] ey
=1
gilt. In der einfachen Monte-Carlo Methode wird der Term auf der linken Seite geschatzt, also
die erwartete Auszahlung unter Verwendung einer méglichst kleinen Schrittweite. Die multi-level
Monte-Carlo Methode dagegen schétzt alle Terme der rechten Teleskopsumme ab, wobei man —
ahnlich wie beim Mehrgitterverfahren — den ersten Summanden E[P,] als Initialschitzung und
die folgenden L Summanden als Korrekturterme interpretieren kann. Fiir die Schatzung der Terme
E[P, — P,_,], welche gerade der erwarteten Abweichung des Payoffs unter Verwendung ver-

schiedener Schrittweiten entspricht, wird die einfache MC Methode eingesetzt.

Sei dazu ¥, Schatzer fir E[P,] unter Verwendung von N, Simulationen und ¥, Schatzer fir

E[P, — P,_;] mittels N, Simulationen, d.h.:

N;

1 . .

vo— § 5@ _ 50

le - Nl - (P)l 131—1)'
i=

Bei der eigentlichen Implementierung des Verfahrens ist hier zu beachten, dass fur die i-te Monte-

Carlo Simulation fir den Wert P’l(i) - P'l(_l)l zwar eine unterschiedliche Schrittweite eingesetzt

wird, der verwendete Wiener-Prozess jedoch der Gleiche ist. Dazu zieht man zuerst die M! Zu-
fallszahlen fur den Pfad des [-ten Levels und summiert diese dann in Gruppen der GroRe M auf
fur die Approximation auf dem Level [ — 1. Siehe hierzu auch Abbildung 2.1, in der ein Wiener-

Prozess W; und der korrespondierende Pfad des Prozesses W,_, fur M = 3 abgebildet sind.
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Abbildung 2.1: Wiener-Prozess W, in blau und W;_; inrot fur M = 3

Als erstes gilt es zu zeigen, dass der MSE der MLMC Methode die Ordnung O (e?) besitzt. Wie

vorher gilt es einerseits die Varianz des Gesamtschatzers ¥ und andererseits, den quadratischen

Bias E[(¥ — )] zu untersuchen. Fiir die Varianz eines Korrekturterms gilt:

Ny
5 1 i .
Var(;) = var ﬁlzl (pl(l) _ Pl(_z)l)
L=
Ny

= %Var Z (151(0 - f’l(_l)l)

L i=1

_ va (A® - B9

=V

Das Ergebnis entspricht natlrlich dem der einfachen Monte-Carlo Methode — Varianz einer Si-
mulation geteilt durch die Anzahl der Simulationen — da diese ja gerade eingesetzt wird um die

erwartete Differenz von P, und P,_; zu schétzen.

Fir die Varianz des Gesamtschatzers ¥ folgt dann aufgrund der Unabhéngigkeit der Einzelvari-

anzen

L L L
Var(Y) = Var (z 171) = Z Var(%) = Z N7, (2.2)
1=0 1=0

=0
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Zu beachten ist hier, dass fiir die Schitzung von ¥, zwar die gleichen Brownschen Pfade verwen-

det werden fiir E(i) und F’l(_‘)l diese jedoch nicht in die Schatzung fiir ¥,_, oder ¥, ; eingehen. Fiir

jeden Schatzer der einzelnen Summanden auf der rechten Seite der Gleichung (2.1) werden neue,
unabhéngige Pfade erzeugt.

Um eine Aussage Uber die Varianz treffen zu kénnen, muss zuerst die optimale Anzahl an Simu-
lationen auf jedem Level, sowie die Varianz einer Simulation bestimmt werden. Fir die Varianz

V; gilt unter Beachtung der Rechenregel

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
die Abschatzung:

Vl = Var(f’l — ﬁl—l)
= Var(ﬁl —P+P _ﬁl—l)
<Var(P,—P)+Var(P - P_,) + 2|Cov(P,— P,P — P,_;)|
Fur den Betrag der Kovarianz gilt im Allgemeinen
|Cov(X, V)| < Var(X)V?Var(y)/?
und damit
V, < Var(P, - P) +Var(P - Bi_y) + 2 (Var(P, - P)"*var(P - P_,)""*)
2
= (Va'f'(ﬁl - P)l/z + VaT(P — ﬁl_l)l/z)

Angenommen der Term Var(ﬁl — P) besitzt die Ordnung O (h;), dann folgt mit der Gleichung
hyM = h;_, sofort

V< ((Clhl)l/z + (Clhl—l)l/z)z
und somit V; = O(h,).

Es bleibt zu zeigen, dass tatséchlich Var(P; — P) ein Term der Ordnung O (h;) ist. Aus dem Ver-
schiebungssatz der Stochastik folgt die Ungleichung

var(P, - P) <E[(F - P)’]
Verwendet man nun die Lipschitz-Eigenschaft der Payoff-Funktion f (und damit P) folgt

Var(ﬁl — P) <E [(131 — P)Z] < c?E [HSI,ML — S(T)”Z] < chy.
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Fur die letzte Abschatzung verwendet man zudem die Ungleichung (1.16) aus Satz 1.15 (ii). Die
Varianz einer Monte-Carlo Simulation ist also von der Ordnung O(h;). Um die Varianz des Ge-
samtschatzers zu bestimmen, fehlt nun nur noch eine Aussage Uber die asymptotisch optimale
Anzahl an Monte-Carlo Simulationen auf jedem Level. Optimal in dem Sinne, dass die Varianz
Y minimiert werden soll, unter der Nebenbedingung eines festen Rechenaufwandes. Da auf jedem
Level I > 1 sowohl M! Schritte fir die feinere, als auch M'~* Schritte fiir die grébere Schrittweite

berechnet werden missen, ergibt sich der Gesamtrechenaufwand C zu

L
C=N,+ Z N (hi* + hiY). (2.3)
=1

Fur das Minimierungsproblem wird ein Lagrange-Ansatz verwendet, wobei man den kleineren

Summanden N, ;.Y vernachlassigt, womit der Rechenaufwand etwa proportional zu

L
C= Z Nkt (2.4)
=0

wird. Sei N = (Ny, Ny, ..., N,)T, h = (hg, hy, ..., b)) und g(N) = ¥i_, N7V, die zu minimie-
rende Funktion unter der Nebenbedingungsgleichung (2.4). Es gilt

L
L(N) = g(N) + 2 (Z Nt — c)

1=0
und damit fur die gleich null gesetzten partiellen ersten Ableitungen

| OL(N) _ _
O == aNl == _Nl 2Vl +/1hl 1

furl = 0,1, ..., L. Auflésen nach N; ergibt:

Nl =4/ A‘lVlhl

Fur die partielle Ableitung nach A rechnet man

L L
OL(N
0 % - z Nht—C = z,/a—lvlhlhgl .y,
1=0 =0

und somit
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Aus dem Lagrange-Ansatz lasst sich folgern, dass N; proportional zu /V;h; gesetzt werden muss
und damit O (h;) ist, da ja gerade V; = O(h;) gilt. Setzt man die Anzahl der MC Simulationen als

Nl* = C1€_2th (25)

flr ein c; € R folgt flr die Varianz des Gesamtschatzers

L

L 2l
Var(Y) = ZNl V= ZW (1+L)—e

und damit die gewiinschte Ordnung €2, sofern die Wahl von L diese nicht erhoht. Konkret wahlen

wir hier firr die Anzahl der MC Levels

ln(e)
L=—tant (2.6)

welche die Ordnung flr ein kleiner werdendes € nicht erhoht.

Fur die Wahl (2.6) der MC Levels folgt dann fiir den einfachen Bias
E(ﬁL - P) < cuhy = c4TM‘L — CSMln(e)/ln(M)M_%l

Zusammenfassen, sowie ein Basiswechsel des Logarithmus zur Basis M, fihrt dann zum ge-

wiinschten Ergebnis

E(ﬁL — p) < cgMU0gm(€)/ logu(e))/(logm M)/ logum(€)) py—cs

= cq€ = 0(€)

Sowohl die Varianz als auch der quadratische Bias haben somit die Ordnung O(e?) und damit
natlrlich auch der gesamte MSE. Um den Rechenaufwand des MLMC Verfahrens zu untersu-
chen, betrachtet man wieder die Gleichung € = Y%, N;h;t und setzt die obige Wahl (2.5) und
(2.6) von N/ bzw. L ein.

L
C= Z ci€ 2Lhyh;t
1=0

=(1+L)c;e L

< c,67%(In(e)? — In(e))

Da In(e) fiir e - 0 vernachlassigbar gegentiber In(e)? ist, ist der Gesamtrechenaufwand der
multi-level Monte-Carlo Methode O(e~21n(e)?). Bei gleicher Fehlerabschatzung wie bei der

einfachen MC Methode erhélt man also hier einen wesentlich geringeren Rechenaufwand.
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2.2 Komplexitatstheorem

Ziel des folgenden Theorems ist es, das eben heuristisch hergeleitete Resultat allgemeiner, also
insbesondere unabhdngig von der verwendeten numerischen Approximationsmethode, zu formu-
lieren. Der hier vorgestellte Beweis des sogenannten Komplexitatstheorems entspricht einer aus-

formulierten Version des in [9] zu findenden VVorgehens.

Theorem 2.2 (Komplexitatstheorem)
Sei P ein Funktional der Ldsung der stochastischen Differentialgleichung

ds(t) = a(t,S)dt + b(t,S)dW (t)
und P, eine diskrete, numerische Approximation unter Verwendung der Schrittweite h; mit
h, = M~'T.

Existiert ein unabhangiger Schatzer ¥; basierend auf N, Monte-Carlo Simulationen, sowie posi-

tive Konstanten a > %,ﬁ, 1, Cy, C3, SO dass gilt
(i) E[P,—P] < c,hf

E[P,], =0
E[P,—P_4], I>0

(i) E[7] = {
(iiiyVar(¥)) < c,N7'hP
(iv) C; < c3Nhj !

wobei C; eine obere Schranke flr den Rechenaufwand des [-ten Levels darstellt. Dann existiert
eine positive Konstante c,, so dass es fir alle e < e~ ein L und ein N, gibt, fur die der multi-

level Schéatzer

einen nach oben beschrankten MSE hat mit
_ > 2 2
MSE = E|(7 - E[P])’] < €2,
Weiterhin gilt fiir den gesamten Rechenaufwand C die von g abhéngige Schranke
Ci€7%, g >1

C<1{ce?In(e)?, p=1.
C4E_2_(1_B)/a, ﬁ < 1
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Beweis

Das Vorgehen des Beweises ist ahnlich zur heuristischen Herleitung unter dem stochastischen
Euler-Verfahren. Es gilt einerseits die obere Grenze des MSE, also des quadratischen Bias sowie
der Varianz des Gesamtschétzers und andererseits den resultierenden Rechenaufwand zu zeigen.
Um den quadratischen Bias abzuschétzen, reicht es ein spezielles L vorzugeben und die Bedin-
gungen (i) und (ii) anzuwenden. Fir die Varianz und die Aussage Uber den Rechenaufwand wird
eine Fallunterscheidung nach g durchgefiihrt, die mit Hilfe einer speziellen Wahl der Simulati-

onsanzahl N; jeweils gel6st werden kann.

Sei [-]: R = N die Abbildung, die einer reellen Zahl x der natirlichen Zahl n zuordnet, welche
der Ungleichung x < n < x + 1 genligt. Sei weiterhin die Levelanzahl L der multi-level Monte-

Carlo Methode gegeben durch die Gleichung

L= In(vV2¢;T% 1)
_[ aln(M) l

Fur den Term ¢, A% = ¢, (M~LT)“ ergibt sich dann einerseits die obere Schranke:
In(vV2c; T%™1)

Clhgzcl(M_[ @I L")0(

_aln(ﬁclT“e‘l)
<M aln(M) T®

alogy (V2 T%€™1) /logpy(e)

=M alogy M/logu(e) T®
-1
=c;(V2c,T%™1) T
1
=—¢€
V2

Sowie die untere Schranke:

In(vV2c;T%™1)
aln(M) T)a

i hff = cl(M_

In(vV2c;T%™1)

> ClM_a( aln(M) +1)

Ta

alogy (V2 T%€™ 1) /logy (e)
=M alogy M/logy(e) M-aT®

-1
=, (V2¢,T%™ 1) M~eT“
1
=—M %

V2

Und damit

1 1
—M % < c;hff < —e. (2.7)

V2 V2
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Nach Bedingung (ii) des Theorems gilt wie am Anfang des Kapitels
L
E(F)=E <Z yl) = E(B,).

=0

Eingesetzt in Bedingung (i) und unter Verwendung der Abschétzung (2.7) folgt dann:

62

N =

(E(?)—E(P))Sv—lie o (E(F)-P) <

Der quadratische Bias besitzt also die obere Grenze €2 /2 und es bleibt zu zeigen, dass die Varianz

von Y einer dhnlichen Obergrenze unterliegt. Dazu beweisen wir zuerst die Ungleichung

L

_ 1\42 1/a _
;hll < g (V2er) e 2.8)

Fur die geometrische Reihe der Schrittweiten erhalt man zundchst durch Umformen

L 1< 1< ML < M
-1 _ Ml S ML—l —_ M‘l -1 . 2.9
Zhl TZ TZ TZ <h M—1 (2:9)
1=0 1=0 1=0 1=0

waobei der letzte Schritt durch den Grenzwert der geometrischen Reihe zu rechtfertigen ist. Die

erste Abschatzung in (2.7) und der daraus resultierenden Ungleichung fir h;* ergibt zudem

-1/a
> _ (2.10)

Kombiniert man die obigen Ungleichungen (2.9) und (2.10) folgt

hL_1<M<\/§c
1

L € ~1/a M M? 1/
hl<M = 2¢,) el

und damit das gewiinschte Ergebnis (2.8), da e 7/ < €2 fiira > 1/2 und € < e~ . Diese Un-

gleichung wird in der folgenden Fallunterscheidung nach 8 benétigt.

Fall1: 5 =1
Sei die Anzahl der MC Simulationen N; gegeben durch
N; :=[2€72(L + Dcyhy).

Fur diese Wahl von N; und der Eigenschaft (iii) aus Theorem 2.2 folgt fur die Varianz

L

L L
- ~ 1
Var(Y) = ) Var(V)) < ) N7 1h; < ) c,(2e7?(L + 1)c,h) " th; = —€?
1 1y Dom=g
1=0 1=0

=0
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und damit die behauptete GroRe e fiir den MSE.

Um die obere Schranke des Rechenaufwands zu beweisen, zeigt man zuerst
L+1<cgIn(e™?) (2.11)

mit

1 ln(\/fclT“)
%= aIn(M) (0' T(M)) +2

Da e < e~ und damit In(e 1) > 1, gilt fur das eingangs angenommene L:

In(e™)  In(v2¢,T%)
~ aln(M) aln(M)

Und damit folgt Behauptung (2.11) mit Hilfe der Abschatzung

Ine™!  In(+v/2¢,T*
L+1< - (v2e, 7) -
aln(M) aln(M)

B 1 In(v2¢,T%)
<Ine 1 <aln(M) + max <0'aln—(M)) + 2)

Fur die obige Wahl der N;s, bzw. Annahme (iv) aus Theorem 2.2 ergibt sich durch Einsetzen und

Umformen fiir den Rechenaufwand C die Abschétzung

L

L L
C<cs Nhit<cs Z(ZG‘Z(L + Deyhy + Dh = ¢ (26_2(L + 1%, + Z h;1>
=0 =0 =0

und damit durch Verwenden der Formeln (2.8) und (2.11)
M? 1
C <c32¢ 2c2In(e V)2 cy + c3 =1 (V2¢;)%e2

M? 1
< (2030502 + ¢4 m(\/ﬁﬁ)“) In(e)? €2

Definiert man den vorderen konstanten Term als c,, dann folgt die Behauptung.

Fall2:8>1

Sei N; definiert als:

Nl = [ZE_ZCZT(B_l)/Z(l — M_(B_l)/z)_lhl(ﬁ+l)/2]
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Fur die Varianz ergibt sich dann durch Einsetzen von N; und der analogen Abschatzung wie im

Fall 8 = 1 aus Bedingung (iii) des Theorems

L L
i 1 _
Var(Y) < Z e Ny < 52TV (1 - M‘(ﬁ‘l)/z)z h{P=172,
=0 =0

Fir den Term 35, hgﬁ_l)/z zeigt man

L L
Z W02 = -0z Z (Ml—(/?—l)/z)l
=0 =0
-1
< TB-1/2 (1 _ Ml—(ﬁ—l)/Z) ’ (2.12)

wobei die letzte Zeile durch das Ergebnis der geometrischen Reihe gerechtfertigt ist. Eingesetzt
in die obige Abschdtzung der Varianz folgt sofort

L
1 _ 1
Var(¥) < 5e?T~60/2(1 - M‘(B‘l)/z)z e
=0

und damit auch fir 8 > 1 die im Theorem geforderte obere Schranke des MSE von €2.

Die Simulationsanzahl N; ist natrlich nach oben beschrénkt durch
N, < 2e~2¢,TB-D/2(1 — y~(B-D/2) " pF+D/2 1 4

womit nach Bedingung (iv) fiir den Rechenaufwand gilt:

L

C < cs Z (Ze—zczT(ﬁ—n/Z(l _ M—(ﬁ—1)/2)—1hl(ﬁ+1)/2 + 1) hpt
1=0

L L
< cs (ZE—ZCZT(B—I)/Z(l — M—(ﬁ—l)/Z)_12 hl(ﬁ_l)/z + Z h[—l)

=0 =0

Die beiden Summen am Ende lassen sich jeweils durch die Ungleichungen (2.12) und (2.8) nach

oben abschatzen und somit zusammenfassen zu

_ MZ 1
C<cs <ZE_ZC2 Th-1 (1 — Ml_(ﬁ_l)/z) ’ + m(ﬁcl)“e_z)

_ g1 ~(B-1)/2\ 2 M? AP

Der vordere konstante Term innerhalb der Klammer entspricht dann gerade ¢, aus dem Theorem

und die Aussage ist somit auch fur f > 1 bewiesen.
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Fall3: 8 <1

Analog zu den vorherigen beiden Fallen definiert man zuerst
N, i=[2672¢,0, P2 (1 — M- -p/2) 02,

womit fir die Varianz dann gilt
L 1 L
Var(Y) < z N thy < Eezhg—ﬁ)/ 2(1- M—(l—ﬁ)/Z)z h P2,
t=0 1=0

Ahnlich zur Ungleichung (2.12) zeigt man unter Berlcksichtigung des Konvergenzergebnisses

der geometrischen Reihe fur den hinteren Summenoperator

L L

~(1-B)/2 _ ,-(1-p)/2 ~(1-p)/2\!
:E:]H - hL :E: (A4l )
=0 =0

(1 1 -1
<h O (1M OPE) (2.13)

Einsetzen in die Abschatzung der Varianz liefert dann sofort wieder die gewiinschte e2-Schranke
des MSE.

Da N; nach oben beschrankt ist durch
N < 26—262}12(1—3)/2(1 — M—(l—ﬁ)/Z)‘lhl(BH)/Z 41,

gilt flir den Gesamtrechenaufwand

L
C<cs Z (26—2C2hz(1—ﬁ)/2(1 — M-G-p/2) T B/ 1) hyt
=0

L L
S C3 <26—2C2h2(1_3)/2(1 — M_(l_ﬁ)/z)_l Z hl_(l_ﬁ)/z + Z hl—1>

=0 =0

Durch die Ungleichungen (2.13) und (2.8) lassen sich wieder die beiden Summenoperatoren ab-

schétzen und es ergibt sich damit

—(1- _ M? 1
C<cs3 <2€-Zc2hL a /”(1 — M~(-P)/2) 2y : (ﬁcl)a6—2>

M —

M? 1
= (V2¢y) )

=¢e? (20203h;(1_ﬁ)(1 — M‘(l‘ﬁ)/z)_2 +c5
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Im Gegensatz zum Fall § > 1 kann der geklammerte Ausdruck noch nicht zur Konstanten c,

zusammengefasst werden, da der Faktor h;(l"ﬁ ) nicht konstant, sondern abhéngig von L ist. Un-

ter Verwendung der am Anfang des Beweises gezeigten Ungleichung (2.7) gilt jedoch
0P < (\/Ecl)(l‘ﬁ)/“ M1-Be—(-B)/2

und damit zusammen mit der Tatsache, dass e =2 < e~2~(1=9/2 gilt fiir die im Theorem gefor-

derten GroRen der Parameter @ > 1/2, € < e~ und 0 < 8 < 1 ergibt sich die Behauptung
C < cye2-(1-)2
mit

a-g 2 M?
R 202c3(\/fcl) @ Ml_B(l - M_(l_ﬁ)/z) + c3 M=

N (V2e,)“.

O

Sowohl aus dem Theorem selbst, als auch aus dem Beweis wird Klar, dass der Parameter § eine
besondere Rolle spielt. Tatséchlich gibt der Parameter 8 nicht nur die Ordnung des Rechenauf-
wands an, sondern gibt auch Auskunft Uber die Verteilung der Rechenkosten auf die verschiede-

nen Levels des multi-level Monte-Carlo Verfahrens. Am Anfang des Kapitels wurde gezeigt, dass
die Anzahl der MC Simulationen N, auf jedem Level proportional zu /V,h; zu wéhlen sind und
da V, die Ordnung h besitzt, gilt nach 2.2 Bedingung (iii) folglich \/V;h, = 0 (R *™/?). Fiir

den Rechenaufwand des I-ten Levels ergibt sich damit €, ~ Nyh;* = 0 (R /%),
Da h; < 1 ist und mit steigendem [ exponentiell gegen 0 konvergiert, folgert man:
e FUr S > 1 liegt der meiste Rechenaufwand in den ,,groben‘ Levels
e FiUr g = 1 ist der Rechenaufwand etwa gleichméaRig verteilt auf alle Levels
e Fir S < 1 liegt der meiste Rechenaufwand in den ,,feinen* Levels

Tatsachlich ist es vorteilhaft, wenn der Hauptteil der Rechenoperationen auf den gréberen Levels
bendtigt wird, da man so ohne viel Mehraufwand eine grofRere Anzahl an Levels einsetzen kann
um mehr Genauigkeit zu bekommen. Eine hohere Anzahl an Levels ist auch in der Implementie-
rung von Vorteil um den verbleibenden Fehler besser abzuschétzen zu kdnnen, wie in Kiirze noch

gezeigt wird.

Die korrekte Ermittlung des Parameters £ kann in der Anwendung allerdings problematisch wer-
den. Wéhrend fiir « aus Bedingung (i) — also der schwachen Approximationsordnung des nume-

rischen Verfahrens — meist bekannt ist, welche Voraussetzungen an die SDGL gestellt werden



2 Die multi-level Monte-Carlo Methode 38

miissen um eine bestimmte schwache Approximationsordnung zu erzielen, ist dies bei der starken
Approximationsordnung (und damit implizit ) oft nicht so klar. Bei der Herleitung unter Ver-
wendung des stochastischen Euler-Verfahrens am Anfang des Kapitels, konnte die Eigenschaft
etwa nur mit Hilfe der Ungleichung (1.16) gezeigt werden, die aus dem Beweis Uber die starke
Approximationsordnung stammt. Zudem war die Abschatzung nur maéglich, weil wir angenom-
men hatten, dass die Auszahlungsfunktion f, bzw. der Payoff P, Lipschitz-stetig ist. Fiir Derivate
deren Auszahlungsstrukturen Unstetigkeitsstellen aufweisen, wie zum Beispiel der digitalen Op-
tion, verringert sich g und erhéht damit den Rechenaufwand. Dies liegt daran, dass fur ein gege-
benes h; ein Teil der Pfade auf dem [-ten Level so nahe an der Sprungstelle sind, dass der korres-
pondierende Pfad auf dem [ — 1-ten Level sich auf der anderen Seite der Unstetigkeitsstelle be-
findet. Der Term P, — P,_, ist dadurch gréReren Schwankungen unterworfen und im Falle der
stochastischen Euler-Approximation ergibt sich fur V; die Ordnung O(hll/z), also g =1/2. Da
die schwache Konvergenzordnung und damit « gleich bleiben, ergibt sich nach Theorem 2.2 ein
Rechenaufwand von 0 (e~%%), was immer noch eine merkliche Verbesserung gegeniiber der ein-
fachen Monte-Carlo Methode darstellt. Das Ergebnis ist allerdings auch schlechter, als die vorher

erzielte Ordnung von €2 In(e)?.

2.3 Analyse und Erweiterungen

In der bisherigen Herleitung der MLMC Methode wurden einige Aspekte noch nicht betrachtet,
wie etwa die Wahl von M, welche die Konvergenzgeschwindigkeit der Schrittweite h; bestimmt.
Auch fehlt noch ein geeignetes Abbruchkriterium fiir den Algorithmus in Abhangigkeit des ver-
bleibenden Fehlers. Das und die Bestimmung der Simulationsanzahl N; wéhrend der Laufzeit soll

im Folgenden genauer diskutiert werden.

2.3.1 Optimales M

In der eingangs erwahnten Mehrgittermethode ist es liblich das nachfolgende Gitter jeweils zwei-
mal so fein zu wéhlen wie das VVorherige. Tatséchlich wére die Wahl von M = 2 in einigen Féllen
in der MLMC Methode eher nachteilhaft, wie am Beispiel des stochastischen Euler-Verfahrens

und einer Lipschitz-stetigen Auszahlungsfunktion gezeigt werden soll.
Dazu betrachten wir noch einmal die Herleitung der Ordnung von V; am Anfang des Kapitels:

Vl = VaT(Pl - Pl—l)
=VaT(Pl—P+P—Pl_1)
=Var(P,— P) + Var(P — P_y) + 2Cov(P,— P,P — P,_,)
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Anstatt nun den Betrag der Kovarianz abzuschétzen, verwendet man die Korrelation, die fur zwei

Zufallsvariablen definiert ist als:

Cov(X,Y)

JVar(X)Var(Y)

Der Korrelationskoeffizient o nimmt dabei Werte zwischen -1 und 1 an. Eingesetzt fur die Kova-

Q(X, Y) =

rianz in der Gleichung von V; ergibt sich

V, = Var(B, — P) + Var(P — B_,) + 2oVar(P, — P)*var(p - B_,)"*

< cohy + cohy—1 + 20(coh) 2 (cohy—1)*/?
= cohy + cohyM + 20(coh)) /2 (cohM)Y/?
= cohy(1+ M + 20VM)

Fur o = %1, das heilt perfekt korreliert, bzw. antikorreliert, erh@lt man sowohl eine obere, als

auch eine untere Grenze von Var (P, — P,_;). Es gilt

(\/M — 1)2C0hl < VaT(Pl — ﬁl—l) < (\/M + 1)2C0hl.

Nimmt man nun an, dass V; in etwa dem geometrischem Mittel der beiden Schranken entspricht,
dann folgt

Var(ﬁl - Pl—l) =~ (M - 1)C0hl.

Der Term (M — 1)c, entspricht hier gerade dem c, aus Bedingung (iii) des Komplexitatstheo-
rems und da im Fall des stochastischen Euler-Verfahrens bekanntlich g = 1 gilt, ergibt sich fir

das entsprechende N; aus dem Beweis
N; = [2e72(L + Dcyhy] = [2e72(L + 1)(M — 1)cohy].

Aus Gleichung (2.3) wissen wir, dass der Rechenaufwand C; des [-ten Levels proportional zu
N;(h;t — kL) ist und damit

N(hi' = hiy) = Nh (1 + M)
=[2¢72(L+ DM — Dcohylhy (1 + M~
~2e7%(L+1)(M — M~ Y)c,.

Mit der Beobachtung, dass L = O(In(e~1)/In(M)) gilt, ergibt sich, dass der Gber alle Levels

aufsummierte Rechenaufwand asymptotisch fir e — 0 in etwa proportional ist zu

-1

— -2 2
C =2¢e*In(e) —ln(M)2 :
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Fur den von M abhéngigen, hinteren Teil definieren wir

Ordnungstechnisch &ndert sich der Rechenaufwand durch die Wahl von M natirlich nicht, aber
wie in Abbildung 2.2 zu erkennen ist, ist er im Minimum bei M = 7 nur etwa halb so grof3 wie
bei M = 2. In den Beispielen am Ende des Kapitels wird jeweils M = 4 verwendet, da dies so-
wohl eine relativ recheneffiziente Wahl darstellt, als auch dazu fuhrt, dass der Algorithmus nicht
mit zu wenigen Levels abbricht. Diese kdnnen ndmlich verwendet werden, um den restlichen Bias

zu schatzen wie im Folgenden gezeigt wird.

3.2 T T T T T T

3.0

2.8

2.6

M)

2.4

2.2

2.0

1.8 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16

M

Abbildung 2.2: Graph der Funktion f (M) fur die Bestimmung des optimalen M ([9])

2.3.2 Bias-Schatzung und die Richardson Extrapolation

Um den Algorithmus formulieren zu kénnen, wird noch ein geeignetes Abbruchkriterium bendtigt
bei dem das Verfahren erfolgreich terminiert. Um Informationen (ber den verbleibenden Fehler
zu bekommen, kann der jeweils zu schitzende Term E (P, — P,_,) verwendet werden. Am Anfang
des Kapitels wurde gezeigt, dass fur das stochastische Euler-Verfahren asymptotisch fiir [ - oo

gilt

E(P - Pl) =~ Clhl'
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Dies stimmt nattrlich auch fur andere numerische Verfahren, deren schwache Konvergenzord-
nung, und damit a aus Bedingung (i) des Komplexitatstheorems, gleich eins ist. Fir den Erwar-

tungswert der Differenz zweier Levels gilt dann in etwa:

E[P,—P_4]=E[P,—P+P—P_]
=~ —cih; +cih_4
=M - ey
~ (M —1)E[P — B] (2.19)

Das heildt der Term, der auf jedem Level mittels der MC Methode geschétzt wird, entspricht un-
gefahr dem einfachen Bias, also dem verbleibenden Fehler, multipliziert mit M — 1. Nach den
vorherigen Uberlegungen sollte der einfache Bias echt kleiner sein als € /+/2 um einen MSE von

€2 zu erhalten, also

_ 1
E[P-PB,]< Nou

und damit nach obigen

_ o 1
72| = |EWP, = Pusl| ~ [0 = DEIP — P]| < = — De. (2.15)

Der Algorithmus sollte also so lange feinere Levels erzeugen, bis die Gleichung (2.15) erfullt ist.
In der eigentlichen Implementierung werden wir noch etwas strenger sein und fordern, dass die
letzten beiden Levels die Forderung an den einfachen Bias erflllen. Analog zu (2.14) leitet man
dazu die Beziehung

E[P_y —P_;] =~ M(M — DE[P — P]]

her, womit wie in (2.15) die Bedingung

_ _ _ _ 1
|V,-1| = |E[P,—1 — P,_2]| = [M(M — 1)E[P — B]| < ﬁM(M —1)e. (2.16)

folgt. Kombiniert man nun (2.15) und (2.16) und normiert letztere Ungleichung durch M1 erhlt

man als Abbruchkriterium des Algorithmus

N 1
max{M~|¥V,_4|,|7.|} < 7% (M - 1e. (2.17)

Ein alternatives Kriterium dazu lasst sich tUber die Richardson Extrapolation herleiten, bei der
eine genauere Schatzung von ¥; mit Hilfe von zwei Approximationen unterschiedlicher Schritt-

weite berechnet wird.
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Im Allgemeinen lasst sich die Richardson Extrapolation wie folgt formulieren. Sei A(h) eine Ap-

proximation des exakten Ergebnisses A flr welches gilt:
A = A(h) + aghko + a; k¥ + -

Verwendet man nun zwei verschiedene Schrittweiten A und % fur ein t > 0 erhalt man die beiden

Gleichungen
A= Ah) + agh™ + 0(K') (2.18)
und
_(h hy o
A=A (?) +ag <?> +0(h'). (2.19)

Multiplizieren von (2.19) mit t*o und anschlieRendes Subtrahieren von (2.18) liefert dann

by
thod — A = thod (?) —A(h) + o(h"),

Auflésen nach A ergibt dann

tho i () = A
4= t("to)— 1

(2.20)

+0(h").

Durch dieses Vorgehen konnte der fiihrende Fehlerterm der Ordnung O (h*°) eliminiert werden
und man gewinnt eine Ordnung an Genauigkeit. Der generelle Nachteil der Methode, dass zwei
Approximationen zu unterschiedlichen Schrittweiten durchgefiihrt werden missen, relativiert

sich natdrlich in der gemeinsamen Betrachtung mit der multi-level Monte-Carlo Methode.

Angewendet auf die MLMC Methode setzt man nunt = M und A = ¥,. Da ¥; die Fehlerordnung
O(h}) besitzt, ist k, aus Gleichung (2.20) gleich eins, womit sich der neue Schatzer des Erwar-

tungswertes E[P, — P, _4]

S _ MY -T,

Tire = —r—1— (2.21)

ergibt. Der neue Gesamtschatzer lautet

L
Yre = Z Yl,REt
1=0

wobei fiir das dabei entstehende ¥_; der Wert null gilt. Um wie vorher ein Kriterium fiir die

Terminierung des Algorithmus zu bekommen, bedarf es noch einiger Umformungen.
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=M -1 <ZL: MY —EL: ~1—1)

=0 =1
= (M - 1)_1(MY0 - YO + MYl - Yl + -+ MYL)

=M -1)1 ((M — DT+ M= DT+ + M= 1T, + YL)

L
= ZYI +M -1,
1=0

Dies entspricht fast der gewollten Form um den Bias abzuschétzen. Ausklammern des Faktors

% und Umformen der Summe fiihrt zu:

Diese Form des neuen Gesamtschatzers Yy hat den Vorteil, dass nun wie vorher schon wahrend
der Laufzeit des Algorithmus auf jedem Level der Term ¥, — %Yl_l zur Abschatzung des verblei-

benden Fehlers verwendet werden kann. Da in diesem Fall der Schétzer (2.21) eine Ordnung von

O(hlz) besitzt, rechnet man analog zu (2.14) nun

E[P,—P 4] =E[P,—P+P—P 4]
~ —c h? + ¢ h?,
= (MZ - 1)C1h12
~ (M* - 1)E[P - B)]. (2.22)

Kombiniert man all diese Ergebnisse wieder mit dem Kriterium fur die Terminierung des Algo-

rithmus — der einfache Bias soll echt kleiner als e /+/2 sein — erhalt man wie in (2.15):

- _ 1
= |E[P, — P,_4]| = |(M? — DE[P — B]| < 5(M2 —1e

_ M /. 1
Forel = 7= (% =5 7-1)
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Und damit

1
< —Z(M2 —1e,

()
M—1\L Tt 2

wobei man in der eigentlichen Implementierung den Faktor % weglasst und nur das Abbruch-
kriterium

1
Y, =M, _,| < —=(M? - 1De 2.23
|L L1| \/7( ) ( )

verwendet. Tatséchlich lasst sich mit der Verwendung von (2.21) und der damit verbundenen
verbesserten Bias-Schéatzung Rechenzeit gegenuber (2.17) sparen. Ein Vergleich der multi-level

Monte-Carlo Methode mit und ohne Richardson Extrapolation befindet sich am Ende des Kapi-

tels.

2.3.3 Anzahl der Simulationen

Ziel der Bias-Schatzungen (2.14) und (2.23) ist den verbleibenden Fehler wéhrend der Laufzeit
abzuschétzen und den Algorithmus erst zu beenden, wenn die Abweichung unter der gewtiinschten
Schranke liegt. Der andere Fehlerteil des MSE, die Varianz des Gesamtschéatzers, kann durch eine
Erh6hung der Simulationsanzahl verringert werden. Im Beweis des Komplexitatstheorems wurde
in Abhangigkeit von g eine bestimmte Wahl fir N, verwendet, die die Einhaltung der €2/2-

Schranke garantierte. In der eigentlichen Implementierung wird die Simulationsanzahl

L
ZE_ZwIVlhl <Z ’Vlhl_l)“ (224)
=0

gesetzt. Fir diese Wahl ist die Varianz des Schétzers unabhéngig des g-Wertes kleiner als die

Nl=

gewiinschte €2 /2-Obergrenze, da gilt:

1=0 2¢2,/Vily (Zf:o Vih;

(S )5 )

=0 =0

|
[
SN—
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2.4 Implementierung und Anwendung

Die bisher gezeigten Resultate erlauben es uns nun den Grundalgorithmus der multi-level Monte-
Carlo Methode zu formulieren und diesen kritisch zu analysieren. Der Algorithmus wurde zudem
im Rahmen der vorliegenden Masterarbeit in MATLAB implementiert und wird am Ende des
Kapitels eingesetzt, um einerseits den fairen Preis verschiedener Finanzderivate zu ermitteln, und
andererseits um Anhand von Gréen wie der Varianz einen Vergleich mit der einfachen Monte-

Carlo Methode zu ermdglichen.

2.4.1 Numerischer Algorithmus

Sei wie bisher L die Anzahl der Levels, V; die Varianz des Schétzers und N, die Anzahl der

Simulationen, dann formuliert man fiir die MLMC Methode den Algorithmus:

Algorithmus 2.3
Schritt 1: Starte mit L = 0

Schritt 2: Schatze ¥; und V; mittels N, = 10* Monte-Carlo Simulationen

Schritt 3: Berechne neue N, fur l = 0,1, ..., L mittels der Gleichung (2.24):

Schritt 4: Berechne fiir alle Levels die zusétzlich bendtigten Simulationen entsprechend der N;

Nl=

und aktualisiere alle ¥;s und V;s

Schritt 5: Falls L > 2 teste auf Konvergenz mittels der Gleichung (2.17)

SN 1
max{M~|¥,_4|, |7L]} < ﬁ(M — 1,

oder der Richardson Extrapolation (2.23):

|7, —M717,_4| < i(M2 — 1De.
V2

Schritt 6: Falls L < 2 oder keine Konvergenz vorliegt setze L = L + 1 und gehe zu Schritt 2

O
Ausgehend vom Level 0, das heilit die gesamte Laufzeit der zugrundeliegenden SDGL wird in

nur einem einzigen Schritt approximiert, wird das Ergebnis und die Varianz tiber die Monte-Carlo

Methode ermittelt. Iterativ wird dann die Levelanzahl erhéht bis die vorher festgesetzte minimale
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Anzahl an Levels erreicht ist und zudem der Konvergenztest vermuten l&sst, dass der verbleibende
Fehler kleiner als € ist. Hier liegt auch die Schwache des Algorithmus, da sowohl die Einzelva-
rianzen V;, als auch der Bias geschéatzt werden, ist der Algorithmus heuristischer Natur und kann
einen MSE kleiner als €2 nicht garantieren. Im Komplexitatstheorem wurde die Schranke zwar
bewiesen, es wurde dabei aber implizit angenommen, dass die GréRe der Konstanten ¢; und c,,
die die Konvergenzgeschwindigkeit der schwachen Approximationsordnung und der Varianz be-
stimmen, bekannt sind. Im Allgemeinen ist dies natiirlich nicht der Fall, weshalb sie im Algorith-
mus geschatzt werden, wie etwa in der Bias-Schétzung und der zur Herleitung verwendeten Glei-
chung (2.14).

Tatsdchlich ist die Bias-Schatzung der Schwachpunkt des Algorithmus, da fiir den Varianzteil des
MSE eine entsprechende €2 /2 Schranke gezeigt werden kann. Dazu muss die initiale Anzahl an
Pfaden N, (im obigen Algorithmus auf 10* gesetzt) proportional zu e ? mit0 <p <2 —1/a
gesetzt werden. Flr € — 0 lasst sich dann zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit einer korrekten
Approximation gegen eins geht, ohne die Ordnung des Rechenaufwands zu erhéhen. Fiir die Bias-
Schétzung gibt es leider kein solches VVorgehen. Das resultierende Problem eines verfriihten Ab-
bruchs des Algorithmus lasst sich wie folgt darstellen.

Angenommen p(S) sei die wahre Wahrscheinlichkeitsverteilung der SDGL zum Laufzeitende T
und p;(S) mit [ = 0,1, ..., L die geschatzten Verteilungen aus den Approximationen der L + 1
Levels. Im Allgemeinen werden die Verteilungen p(S) und p;(S) natrlich linear unabhéngig

sein und es gilt

L
p(S) = g(8) + ) pi(S),
=0

wobei g(S) ein zu den p;(S) orthogonaler Rest ist. Angenommen die Auszahlungsfunktion f
besitzt nun eine Komponente, die lediglich von dem durch g (S) beschriebenen Teil abhéngt, dann
ist klar, dass der berechnete Erwartungswert einen womdglich groRen Fehler beinhaltet. Denn
egal wie der von g(S) abhangige Teil der Auszahlungsfunktion erhoht oder verringert wird, der

Algorithmus terminiert nach L Levels mit dem gleichen Erwartungswert.

Dieses Problem betrifft nicht nur die multi-level, sondern auch die einfache Monte-Carlo Me-
thode. Eine ,,Losung® fiir dieses Problem ist die Erh6hung der Minimalanzahl der Levels, womit
der unbekannte Rest g(S) Kkleiner wird und demzufolge auch der Fehler. Im Hinblick auf den
Rechenaufwand sind die Kosten einer solchen Erhéhung im Falle der Euler-Approximation und
einer Lipschitz-stetigen Payoff-Funktion proportional zu L?. Dies ist eine wesentliche Verbesse-
rung gegeniiber der einfachen Monte-Carlo Methode, bei der die Kosten proportional zu M* sind.

Am Ende des Beweises des Komplexitatstheorems wurde bemerkt, dass fur den Fall g > 1 die
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Rechenkosten vor allem auf den groben Levels liegen, womit eine Erhdhung von L besonders
unproblematisch ist. Ob es tatsachlich ein L gibt, fur das bewiesen werden kann, dass der Algo-

rithmus mit einem MSE kleiner als €2 terminiert, ist Gegenstand der derzeitigen Forschung.

2.4.2 Beispiele

Fur die folgenden Optionsbewertungen wird wieder das stochastische Euler-Verfahren als nume-
rische Approximationsmethode eingesetzt und im Fall der MLMC Methode wird der Parameter
M = 4 verwendet. Sofern nicht anders erwéhnt, wird zur Bias-Schatzung die Gleichung (2.17)
verwendet. Die zur Kursmodellierung eingesetzte stochastische Differentialgleichung ist wie im
vorherigen Beispiel die geometrische Brownsche Bewegung (1.10) mit den Parametern . = 0.05,
o=0.2undS, =1.

Als erstes soll wieder die europaische Call-Option (1.1) mit T = K = 1 betrachtet werden.

{gebnis Lauf 1 Lauf 2 Lauf 3 Lauf 4 #Funktions-
Methode auswertungen
L\M:_'\(;I.OCO . 0.1038 0.1044 0.1047 0.1043 ~g7f0§0
2’”:-':)"_0(:0 . 0.1048 0.1043 0.1041 0.1047 ~3L930200
2’”:-'\(;'_000 o 0.1043 0.1043 0.1047 0.1044 ~3%0=0_5(’)00
';’”:-'\(;'_OCO o1 0.1046 0.1044 0.1044 0.1045 o 4%330?000
';’”_:“430 005 0.1044 0.1045 0.1045 0104 | =3

Tabelle 2.1: Ergebnisse einer européischen Call Bewertung mittels der MLMC Methode

In der Spalte ,,#Funktionsauswertungen‘ der Tabelle 2.1 ist neben der ungeféhren Anzahl an be-
rechneten diskreten Punkten innerhalb der SDGL-Simulationen auch die Anzahl der Monte-Carlo
Levels L abgetragen. Ersteres lasst sich nur ungefahr angeben, da die zur Berechnung der Simu-
lationsanzahl verwendete Formel (2.24) die Varianzen V; beinhaltet, welche iber das Monte-
Carlo Verfahren geschatzt werden. Die lber die Formel (2.3) berechnete Anzahl an Simulationen

variiert daher geringfligig von Durchlauf zu Durchlauf.
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Die Ergebnisse der Tabelle 2.1 bestétigen die theoretische Analyse, dass im Vergleich zur einfa-
chen Monte-Carlo Methode (Tabelle 1.1) eine schnellere Konvergenzrate durch einen multi-level
Ansatz erzielt werden kann. Besonders deutlich wird der VVorteil der MLMC Methode beim Ver-
gleich der Varianzen der Schatzer Y;.

2 1 .
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Abbildung 2.3: Vergleich der Entwicklung der MC/MLMC Varianz- und Erwartungswertschétzer bei der
europaischen Call-Option

Der linke Graph in Abbildung 2.3 zeigt die Entwicklung der Varianzen der Schétzer sowohl von
der einfachen Monte-Carlo Methode (blau), also auch von der multi-level Monte-Carlo Methode
(rot). Die Varianzen wurden geplottet bezuglich der log,, —Varianz auf der Y-Achse und L auf
der X-Achse. Entsprechend der Wahl der Achsen erwarten wir aus der theoretischen Analyse
heraus eine Steigung von —1 fir den Graphen der V;s, da V; die Ordnung O (h;) besitzt und h;
proportional zu M~ ist. Tatsachlich l4sst sich eine entsprechende Steigung zwischen den Varian-
zen der multi-level Schatzer V;,V, und V5 beobachten und die numerische Simulation bestatigt
somit die theoretische Analyse. Die Varianzentwicklung des einfachen Monte-Carlo Schatzers ist
wie erwartet unabhangig von der Wahl der Schrittweite und bleibt konstant. Bemerkenswert ist
der besonders deutliche Unterschied der Varianz des einfachen Schétzers P, und dem ersten

multi-level Schétzer P; — P,.

Der rechte Graph der Abbildung 2.3 zeigt die log,, —Entwicklung der Schatzer selbst. Der blaue
Graph der einfachen MC Methode bleibt natirlich konstant, wahrend sich fiir die Terme
E[P, — P,_;] wieder die vermutete Steigung von —1, also die Ordnung O (h,), beobachten lasst.
Der zusatzlich eingetragene, rot-gepunktete Graph des Schétzers der Richardson Extrapolation
zeigt eine Steigung von —2, was einer O (h}#) Konvergenz entspricht und sich auch entsprechend
mit der Herleitung in Kapitel 2.3.2 deckt, da ja gerade der flihrende Fehler der Ordnung O(h;)

eliminiert wurde.



2 Die multi-level Monte-Carlo Methode 49

10 T . ' ' :
—1— e =0.001
o —+— e =0.0005
Be —o— £=0.0002
W0k T —«— €=10.0001 [
hﬂ& H‘“xﬁ —o— e = 0.00005
"‘H\-"‘-\-\_ o -
T e
0 o IR |
B - _—
H""-\.._\_ :‘\h‘fé:—‘::\.‘:\_\__ -‘_'@-\-._,_\__\_\_\_
'y T T -
Mu_h N T T
Nﬁ—xxh %h?a T k
|:3"-ﬂN g -_‘_\-\_\_‘H—\—_""-—. ‘_\_\_\--\_\_\_-\_‘_""
. e T T
. T ‘:?%HH"-—__
4 RK&-\, h“*h\-‘-—-\_.__ -\_\_\_‘-\_\-\_L"“‘—h
10 T T T
e H"‘“""-n..__‘_
\\E—\R_\___\_H_ =il
—
Tm—
-\-\_‘—\—\.
Tr—
10° o .
10° : :
1 2 3
L

Abbildung 2.4: N, flr verschiedene e beim europ. Call jeweils mit und ohne Rich. Ext.

Die obige Abbildung 2.4 zeigt die Anzahl der berechneten Simulationen pro Level der MLMC
Methode fur verschiedene e, wobei fur die blauen Graphen der normale Schétzer bzw. Bias-
Schatzer verwendet wurde und fir die roten Graphen die Richardson Extrapolation zum Einsatz
kam. Wie erwartet nimmt N auf allen Levels groRere Werte an je kleiner e gewéhlt wird. Unab-
h&ngig vom Schatzer lasst sich in beiden Féllen eine deutliche Abnahme der Simulationsanzahl
auf hoheren Levels feststellen. Interessant ist, dass mit der Richardson Extrapolation nicht nur
weniger Simulationen bendtigt werden um die gewiinschte Genauigkeit zu erhalten, sondern fiir

die Félle € gleich 0.0002, 0.0001 und 0.00005 sogar ein Level weniger simuliert wird.

Fur die Analyse des Rechenaufwands multiplizieren wir die tiber Formel (2.3) ermittelten Re-
chenkosten ¢ mit dem MSE €2. Fiir die MLMC Methode erwarten wir dann nur einen geringen
Anstieg der GroRe e2C fur ein kleiner werdendes €, da nach Theorem 2.2 der Rechenaufwand
proportional zu e~?In(€)? ist. Um den Rechenaufwand von MC und MLMC miteinander ver-
gleichen zu konnen, schétzen wir die Rechenkosten der einfachen MC Methode mit einer ver-

gleichbaren Genauigkeit auf

L
Core = z Ny ML, (2.24)
=0

wobei N = 2e2V;.
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Diese Wahl der N;* fuhrt wie im MLMC Fall zu einer %62 Varianz des Schatzers und die Sum-

mation Uber mehrere Levels erlaubt eine aquivalente Bias-Schétzung.

10 —————

—_— % MC

_____ - ---- MCRich. Ext
— 4 MLMC

_____ 4----- MLMCRich Ext

1 - '
10 10°

Abbildung 2.5: Entwicklung der Rechenkosten bei MC und MLMC mit und ohne Rich. Ext.

Die obige Abbildung 2.5 zeigt die Entwicklung der Rechenkosten multipliziert mit €2 in Abhan-
gigkeit von €, jeweils mit und ohne Verwendung der Richardson Extrapolation, wobei zu bemer-
ken gilt, dass beide Achsen logarithmisch skaliert wurden. Ohne Richardson Extrapolation lasst
sich fur die MLMC Methode fiir ein kleiner werdendes € die vermutete leichte Steigung beobach-
ten, die der asymptotischen In(e)? Entwicklung entspricht. Diese Steigung lasst sich aufgrund
der fiir den Rechenaufwand verwendeten Formel (2.3) nur beobachten, wenn sich die Levelanzahl
erhoht. Fur die einfache Monte-Carlo Methode erwartet man aus der Theorie einen linearen An-
stieg fir €2C bzgl. €1, da der Aufwand proportional zu der Anzahl der Berechnungen auf der
kleinsten Schrittweite ist. Dieser lineare Anstieg lasst sich an dem plétzlichen Sprung beobachten,
der mit der Erhéhung der Levelanzahl L von zwei auf drei einhergeht. Unter Verwendung der
Richardson Extrapolation erwartet man fur die MLMC Methode einen asymptotischen Anstieg
proportional zu e~1/2, da fir die im Beispiel gewahlten RMSE Werte von 0.001 bis 0.00005
jedoch immer nur zwei Levels benétigt wurden, bleibt der €2C hier konstant. Analoges gilt fir
die einfache MC Methode.
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Insgesamt lasst sich beobachten, dass fiir eine Genauigkeit von € gleich 0.00005 und unter Ver-
wendung der Richardson Extrapolation der MLMC Algorithmus fast zehn Mal so schnell wie der
der einfachen MC Methode ist. Ohne Richardson Extrapolation ist die MLMC Methode fur die

Bewertung von européischen Optionen sogar um das 25-fache effizienter.

Als néchstes wollen wir das multi-level Monte-Carlo Verfahren an asiatischen Optionen testen.
Das in Kapitel 1 definierte Auszahlungsprofil lautete

1 T
V(T,S(T)) = max <7 fo S(t)dr — K, 0>,

waobei fur die Implementierung das Integral in der Auszahlungsfunktion des I-ten Levels appro-

ximiert wird durch die Summe

1
Si=5Mm ) (Snea +5n)
n=0
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Abbildung 2.6: Vergleich der Entwicklung der MC/MLMC Varianz- und Erwartungswertschétzer bei der
asiatischen Call-Option

Die in Abbildung 2.6 prasentierten Ergebnisse fir den asiatischen Call sind analog zu denen der
europdischen Option zu interpretieren. Interessant ist der etwas steiler als —1 fallende Graph der
Varianzen V; im linken Plot, was auf eine leicht bessere Konvergenz der V; hinweist, als es die
aus theoretischen Analyse ermittelte Ordnung O(h;) zuerst vermuten lasst. Bemerkenswert ist
auBerdem die Tatsache, dass die Richardson Extrapolation keine sichtliche VVerbesserung bringt.
Da diese durch die Eliminierung des fuhrenden Fehlers der Ordnung O (h;) erzielt wird, I&sst sich
im Kontext mit den Ergebnissen zur MLMC Methode ohne Extrapolation vermuten, dass der
flhrende Fehler relativ gering sein muss und wahrscheinlich deshalb die Anwendung keine merk-

lichen Vorteile bringt.
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Allerdings sollte die korrekte Terminierung und Bias-Schéatzung im Fall der Richardson Extrapo-
lation trotzdem kritisch hinterfragt werden. Dies gilt insbesondere dadurch, dass, wie in Abbil-
dung 2.7 gezeigt ist, der Algorithmus mit Richardson Extrapolation fur einige e mit weniger Le-

vels terminiert als die MLMC Methode ohne Extrapolation.
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Abbildung 2.7: Entwicklung der Simulationsanzahl und Rechenkosten der MC und MLMC mit und ohne
Rich. Ext. fiir eine asiatische Call-Option

Dass der Algorithmus heuristisch ist und aufgrund der Bias-Schéatzung nicht immer sicher mit der
gleichen Anzahl an Levels terminiert, zeigte sich beim Test etwa fiir den Wert € = 0.0001, flr

den mit Richardson Extrapolation entweder zwei oder drei Levels ben6tigt wurden.

Als letztes wollen wir den Algorithmus fiir die Bewertung einer digitalen Option einsetzen. Das
Besondere an dieser Option ist, dass — im Gegensatz zur europdischen oder asiatischen Option —

die Auszahlungsfunktion nicht stetig ist.
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Abbildung 2.8: Vergleich der Entwicklung der MC/MLMC Varianz- und Erwartungswertschétzer bei der
digitalen Call-Option
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Wie erwartet 18sst sich im linken Plot der Abbildung 2.8 ein langsameres Sinken der Varianzen

beobachten. Die Steigung ist in etwa — 1/2, was einer Konvergenzordnung von O(hll/z) ent-
spricht. Dies hat natirlich eine erhdhte Anzahl an Simulation und Levels zur Folge, um die ge-
wiinschte Genauigkeit zu erhalten. Besonders auffallig ist die enorme Einsparung die sich durch
die Verwendung der Richardson Extrapolation ergibt. Fir die hochste Genauigkeit e = 0.0002
verringert sich nicht nur die Anzahl der Levels von fiinf auf zwei, sondern auch die N; sinken

deutlich wie in Abbildung 2.9 zu sehen ist.
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Abbildung 2.9: Entwicklung der Simulationsanzahl und Rechenkosten der MC und MLMC mit und ohne
Rich. Ext. bei der digitalen Call-Option

Der rechte Plot der obigen Abbildung zeigt, dass auch hier ein multi-level Ansatz beachtliche
Recheneinsparungen ermdglicht. Die Konvergenzordnung im Fall der Richardson Extrapolation
lasst sich zwar nicht klar erkennen, aber die MLMC Methode ist auch hier klar besser als das

einfache Monte-Carlo Verfahren.
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3. Die MLMC Methode und das Milstein-
Verfahren

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass der Rechenaufwand durch den Einsatz eines multi-level
Ansatzes deutlich reduziert werden konnte. Fir die Simulation des Basiswerts wurde dabei stets
das stochastische Euler-Verfahren eingesetzt, mit dem sich der Rechenaufwand von 0 (e~3) auf
0(e~?1n(e)?) reduzierte. Das Komplexititstheorem 2.2, das unabhéngig von der Wahl des nu-
merischen Approximationsverfahrens formuliert wurde, besagt, dass der Rechenaufwand sogar

auf 0 (e~2) verringert werden kann. Dazu muss allerdings die Varianz des Schitzers ¥, die Ord-

nung O(hlﬁ) fur ein § > 1 besitzen.

Basierend auf [11] und [12] soll in diesem Kapitel zunachst flr skalare SDGL gezeigt werden,
dass durch die Verwendung des Milstein-Verfahrens weitere Konvergenzverbesserungen fur eu-
ropéische, asiatische und digitale Optionen theoretisch méglich sind. Die theoretischen Ergeb-
nisse werden wie vorher anhand numerischer Simulationen tberprift und diskutiert. Im zweiten
Teil des Kapitels wird kurz die sich ergebende Problematik bei mehrdimensionalen stochasti-
schen Differenzialgleichungen erldutert sowie der in [13] vorgestellte Losungsansatz skizziert.

3.1 Eindimensionale SDGL

Fur skalare SDGL lasst sich das Milstein-Verfahren problemlos in die multi-level Monte-Carlo
Methode integrieren, wobei fur die theoretische Analyse der Konvergenzgeschwindigkeiten je-
doch einige Ergebnisse aus der Numerik und Statistik benétigt werden. Insbesondere fur exoti-
sche Optionen wie digitale-, lookback- oder Barriere-Optionen sind mehrere Resultate Uber Ext-
remwerte von Verteilungen sowie die Wahrscheinlichkeit von ,,extremen® Pfaden und ihre Aus-
wirkung auf den Erwartungswert von Noten. Die Notwendigkeit dieser Resultate kommt dabei
aus der Konstruktion der Schatzer ¥;. In Kapitel 2 sahen wir, dass die MLMC Methode auf der
Schétzung der rechten Seite von Gleichung (2.1)

L
EIP] = B[R] + ) E[Ff - PZ,]
=1

beruht. Auf dem [-ten Level wird also ein genauerer Erwartungswert E [I3lf ] unter Verwendung
der feinen Schrittweite A, = M~'T und ein ungenauerer Erwartungswert E[ﬁﬂl] mittels der gro-

ben Schrittweite h;_; = M~'"1T bestimmit.
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Natdrlich gilt Gleichung (2.1) nur, wenn fir die Erwartungswerte gleicher Schrittweite von be-

nachbarten Levels gilt:
B[R] = E[P] (31

Zusammen mit dem stochastischen Euler-Verfahren wurde dies bisher ganz einfach dadurch ge-

l6st, dass fur alle Levels I = 0,1, ..., L die jeweiligen Schétzer immer gleich als

definiert wurden, wobei P_(il) = 0 gilt. Um die hohere starke Konvergenzordnung des Milstein-
Verfahrens ausnutzen zu kénnen und ein § > 1 zu erreichen, reicht es flr Lipschitz-stetige Aus-
zahlungsfunktionen aus, den obigen Schatzer weiterzuverwenden. Im Fall von nicht Lipschitz-
stetigen Auszahlungsfunktionen missen allerdings neue Schatzer fiir den ,,feinen* und ,,groben*
Erwartungswert E[F’lf] und E[ﬁl{l] definiert werden. Diese missen einerseits das Ziel der Vari-
anzreduktion — und somit einen héheren g-Wert — haben und andererseits Gleichung (3.1) geni-

gen. Um eine niedrigere Varianz zu erreichen, verwendet man fiir die Kalkulation von E[P?,]
Informationen aus der Berechnung von E[ﬁlf]. Allerdings stehen diese Informationen nicht fur

die Berechnung von E[ﬁl’:l] im vorherigen Level zur Verfligung, was die Konstruktion erschwert,
da weiterhin Gleichung (3.1) gelten muss. Um dennoch entsprechende Schatzer konstruieren zu
kdnnen, verwendet man zusétzliche Approximationen der Brownschen Bewegung zwischen den
diskreten Zeitpunkten t,, t,, ;. Besonders relevant sind diese zusatzlichen Approximationen flr
die Schatzer von Barriere-Optionen, aber auch bei den hier betrachteten europdischen, asiatischen
und digitalen Optionen werden einige zusétzliche Ergebnisse bendtigt, die im Folgenden wie in

[11] und [12] eingeflihrt werden sollen.

Grundsatzlich nehmen wir an, dass die zur Simulation des Basiswertes verwendete stochastische

Differentialgleichung
dS(t) = a(t,S(®))dt + b(t,S(t))dW,

skalar ist und a € CY2(R* x R), sowie b € C3(R* x R) gilt. Wie in Kapitel 1 erwahnt, ergibt
das Milstein-Verfahren fiir obige SDGL mit Startwert S(0) = S, dann die Iterationsvorschrift

~ ~ 1
Sn+1 = Sy + aph + b, AW, + Eb;bn(Aan —h), (3.2)

wobei b,, die Ableitung db/dS sei. In dem Werk ,,Numerical Solution of Stochastic Differential
Equations* ([4]) definieren Kloeden und Platen zudem eine kontinuierliche Interpolante fir den

Zeitraum t zwischen zwei diskreten Zeitpunkten, also t, <t < t,;44.
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Dieser ist gegeben durch
~ ~ 1
SKP(t) = Sn + an(t - tn) + bn(W(t) - Wn) + Ebrllbn((w(t) - Wn)z - (t - tn))-

Fur die Kloeden-Platen Interpolante und der eigentlichen Losung S(t) lasst sich nun folgender

Satz zeigen, wobei die verwendeten Differentialoperatoren L, und L, definiert seien als

d 9] 0
L05a+a% und lebﬁ'

Satz 3.1
Angenommen fir die Funktionen a(t,S(t)) und b(t,S(t)) der stochastischen Differentialglei-

chung gelten die folgenden Bedingungen:
o Bl - Lipschitz-Bedingung — es existiert eine Konstante K;, so dass
la(t,x) —a(t,y)| + |b(t,x) = b(t,y)| + |L1b(t,x) — L1b(t, ¥)| < Ky|x — vl
o B2 - Lineare-Wachstum-Bedingung — es existiert ein K,, so dass

la(t, x)| + Lola(t, x)| + L1la(t, x)| + [b(¢, x)| + Lo|b(t, x)I
+L1|b(t, x)| + LoLq|b(t, X)| + L1 L1|b(t, x)| < K,(1 + |x])

e B3 - Zusatzliche-Lipschitz-Bedingung — es existiert ein K3, so dass

|b(t,x) — b(s,x)| < Kz(1 + |x])y/|t —s|

Dann gilt fur alle m € N*

E[ sup |5(t)m|] < o,

0<t<T

zudem existiert zu jedem m € N* eine Konstante C,,, so dass fir die Kloeden-Platen Interpolante

die Abschétzungen
E[ sup [S(¢) — pr(t)|m] < Cp,h™,
o<t<T
E[ sup |§Kp(t)|m] < Cp
0<t<T

gelten.

Beweis
Siehe [4], Kapitel 10.
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Die Aussage des Satzes 3.1 in Verbindung mit dem Verschiebungssatz wird uns spater helfen, die
Ordnungen der Einzelvarianzen V; abzuschatzen. Fir asiatische Optionen ist der Zeitraum
[t,,, th+1] Zwischen zwei diskreten Zeitpunkten natirlich besonders interessant, da der Wert ja
Uber das Integral des Kurswertes bestimmt wird. Um mehr tber die Verteilung der SDGL zwi-
schen zwei Zeitpunkten zu erfahren, betrachtet man sogenannte Brownsche Briicken. Eine
Brownsche Briicke ist eine Brownsche Bewegung, bei der nicht nur der Startwert, sondern auch
der Endwert vorgegeben ist, zum Beispiel S(t,) und S(t,.;). Fir die Konstruktion der
Brownschen Briicken verwendet man hier eine stochastische Differentialgleichung deren Funkti-
onen a und b konstant sind, womit sich die Lésung der SDGL zu

S(t) =Sy + at + bW (t)
ergibt. Flr ein t* im Zeitintervall [t,,, t,,,1] der Lange h gilt dann
S(t*) =5+ /1(511+1 - Sn) + b(W(t*) Wy — A(Wn+1 - Wn)) (3'3)

mit A = (t* — t,,)/h. Das heif3t, die Abweichung der Ldsung S(t) von den linear interpolierten
Werten S,, und S,,,; ist proportional zu der Abweichung der Brownschen Bewegung W (t) zu
dessen linearer Interpolation. In [7] wird dazu folgendes Lemma uber die Verteilung des Integrals

von S(t) gezeigt.

Lemma 3.2
Abhéngig von S,, und S, ist die Verteilung des Integrals von S(t) Uber das Intervall [t,, t,1+1]

gegeben durch
tht1 1
f S() dt = 5 h(Sy + Syer) + bl
tn
waobei
tnt1
I, = f W(E) = W, — AW,y — W) dt
tn

eine N (0,%h3 )—verteilte Zufallsvariable ist, die unabhangig vom Inkrement W,,,; — W, ist.

Neben der Verteilung der SDGL zwischen den diskreten Zeitpunkten sind wir zudem an der Ab-
weichung von dem durch (3.3) ermittelten Wert und der Kloeden-Platen Interpolante interessiert.
Um den entsprechenden Satz beweisen zu kénnen, bendétigt man allerdings noch zwei Ergebnisse
aus der Theorie Uber Extremwerte von Verteilungen, welche im Folgenden ohne Beweis wie in

[12] angegeben werden. Die Beweise finden sich in [12] und [14] wieder.
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Lemma 3.3
Wenn Z, mit n =1, ..., N unabh&ngige Zufallsvariablen einer Standardnormalverteilung sind,

dann gilt fur alle m € N*
E [m3x|zn|m] = 0((In N)™/2)

fir N - oo,

Korollar 3.4
Seien W, (t),n = 1, ..., N unabhéngige Brownsche Pfade auf dem Intervall [0,1] mit den identi-
schen Start- und Endwerten W,,(0) = W,,(1) = 0, dann gilt fir alle m € N*

E [maxsupIWn(t)lm] = 0((nN)™'2)
n [o1]

fir N - oo,

Die Aussagen des Lemmas 3.3 und Korollars 3.4 erlauben nun die Formulierung und Beweisfiih-

rung des folgenden Satzes.

Satz 3.5
Es gelten B1 — B3 aus Satz 3.1, weiterhin sei S(t) gegeben durch

S@® = 8p + A(Spi1 = Sn) + b(W () = Wy — A(Wpyqy — W) (3.4)

mit 1 = (t — t,,))/h und Skp(t) die Kloeden-Platen Interpolante, dann gilt fiir alle m € N*

()
E [SUP|5 () - fxp(t)lm] = 0((hIn(h))™)
(0]
(i)
sup E[|§(t) - §Kp(t)|m] = 0(h™)
[0,T]
(iii)
T 2
E ff(t) - Sep(®dt | | =03
0
Beweis

Fir alle drei Aussagen werden wir ausnutzen, dass der Erwartungswert E[max|b,, b,,|™] existiert

aufgrund von Bedingung B2 und Satz 3.1.
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Ersetzt man den Wert S, in S(t) durch die in Formel (3.2) gegebene Gleichung, lasst sich fiir

die Differenz von S(t) und Sip(t) leicht nachrechnen, dass gilt
S~ Sip(0) = 3 bib,Y (),
wobei
Y(t) = A(Whyq — Wp)? — (W (1) — Wp)2.
Alternativ lasst sich Y (t) auch wie folgt darstellten:

Y(t) = A(l - A)(Wn+1 - Wn)z - (W(t) - Wn - A(Wn+1 - Wn))z - 2A(Vl/n+1 - Wn)W(t)
- Wn - A(Wn+1 - Wn)

In dieser Darstellung lasst sich erkennen, dass der Erwartungswert von Y aus den Zufallsvariablen
AW, und I,, aus Lemma 3.2 besteht.

(i) Fur die erste Aussage verwendet man die Holdersche Ungleichung:

- - 1 m
E |sup|5(6) —SKp(t)|m] —F [sup |—b,’lbnY(t)| ]
[0,T] [o,r] 12

< Z'm\]E [maxlb;lbnlzm] E [supIY(t)Izm]
n [0,T]

Der erste Erwartungswert unter der Wurzel ist, wie eingangs erwahnt, aufgrund von Satz 3.1 und
Bedingung B2 endlich. Fir den zweiten Erwartungswert von Y (t) verwendet man zur Abschat-

zung Lemma 3.3 und Korollar 3.4, womit die Behauptung folgt.

(i) Setzt man W (t) — W,, = VAhZ, und W,,,, — W(t) = V1 — AhZ,, wobei Z,, Z, unabhéngig

identisch verteilte Zufallsvariablen einer Standardnormalverteilung sind, dann gilt
|Y| < hmax(Z%,Z3) = |Y|™ < h™ max(Z2™,Z2™) < h™(Z#™ + Z2™),

Anwendung der Holder-Ungleichung liefert
E[|S®) = Sk (O™ ] = 27 ElIbby ™ EIY ™)

und damit mit Satz 3.1 und der obigen Abschéatzung die Behauptung, da die Momente von stan-

dardnormalverteilten Zufallsvariablen die Ordnung O (1) besitzen.

(iii) Far die dritte Behauptung setzt man X,, := ftt”“ Y (t)dt, womit mit der Beobachtung, dass

es sich um ein Integral Uber die diskreten Zeitpunkte t,, ..., ty_; handelt, folgt:
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T 2

1 N-1 2
E fs"(t)—SKP(t)dt =1E (Z b,’lann> .
n=0

0

Firn > m qilt E[by, by X, bn by X1 = 0, da X, unabhéngig von by, by, X, by by, istund E[X,,] =

0 ist. Damit fallen alle gemischten Terme des Summenoperators weg und es gilt

T 2

N-1
B\l [0 -Swwar | | = TEIXE Y (bibo)?
0 n=0

Da E[X2] = 0(h*) gilt fir Momente von Inkrementen Brownscher Bewegungen, folgt die Be-

hauptung.

[}
Mit Satz 3.1 und 3.5 ist es nun mdglich die Konvergenzordnung der Varianz von européischen
und asiatischen Optionen zu bestimmen. Dazu betrachtet man in beiden Féllen die folgende
Umformung der Differenz $/(t) — §9(¢):

§7(t)=89(6) = (&) = §Lp(0) = (59(t) - $5(®))

(3.5)
A GACENGIEGACENG)

Der Fehler in den ersten beiden Termen lasst sich dabei durch Satz 3.5 abschatzen und fur die
hinteren zwei Differenzen kann mit Satz 3.1 eine obere Schranke angegeben werden. Bevor wir
zu den Konstruktionen der Schatzer fur die hier betrachteten europdischen, asiatischen und digi-

talen Optionen kommen, soll analog zu Kapitel 2 die optimale Wahl von M betrachtet werden.

3.1.1 Optimales M

Analog zur Analyse in Kapitel 2.3.1 im Zusammenhang mit dem stochastischen Euler-Verfahren

betrachtete man zundchst die Gleichung:

V, =Var(P,— P) + Var(P — P_;) + 2Cov(P, — P,P — P_;)

= Var(P,—P) +Var(P — P_,) + 2oVar(P, - P)l/zVar(P - ﬁl_l)l/z
Mit der Beobachtung, dass Sip(t) fiir t = t,, bzw. t = t,,,.; gerade der durch das Milstein-Ver-
fahren approximierte Wert S,, bzw. S, ; ist, l4sst sich mit Theorem 3.1 und der Lipschitz-Eigen-

schaft folgern, dass die Abschatzung

Var(Pi = P) < B[(Pi = P)’| < PE (IS0 = SDI| < cont
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gilt, und damit:

Vi < coh? + coh?q + 20(coh?)* (cohz1)"?

= coh? + coh?M? + ZQ(cohlz)l/z(cohleZ)l/z
= coh?(1 + M? + 20M)
Fur o = +1 folgen wieder die Grenzen
coh?(1+ M? —2M) <V, < coh?(1 + M? + 2M),
und damit ergibt sich das geometrische Mittel der beiden Schranken zu

V, = (M? — 1)coh?.

Der Term (M? — 1)c, entspricht wieder dem c, aus Bedingung (iii) des Komplexitatstheorems,

wobei im Fall des Milstein-Verfahrens nun g = 2 gilt, und damit N; gewéhlt wird als
N, = [ZE—ZCZT(B—l)/Z(l — M~B-v/2)7 hl(ﬁ+1)/2]
= [Ze—Z(MZ — 1)coh?T/2(1 - M‘l/z)_lhf/zl.

Analog zum Fall mit dem stochastischen Euler-Verfahren lasst sich mit Hilfe der Definition des
Rechenaufwands € und Wahl von L die folgende Gleichung f (M) extrahieren, die den Rechen-

aufwand in Verhéltnis zu M setzt:

1+M 1t
(1-MY2)InM

f) =M% -1)

100

90

zof

Abbildung 3.1: Graph der Funktion f (M) im Milstein-Verfahren
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Der in Abbildung 3.1 gezeigt Graph der Funktion f(M) zeigt, dass unter Verwendung des Mil-
stein-Verfahrens die Wahl M = 2 optimal ist. Alle Berechnungen in den folgenden Beispielen

wurden mit M = 2 durchgefuhrt.

3.1.2 Europdische Optionen

Die hier betrachtete europaische Call-Option fallt unter die allgemeinere Kategorie der Finanzde-
rivate mit Lipschitz-stetiger Auszahlungsfunktion f. Der Payoff P ist also abhdngig vom Basis-

wert zu endlich vielen Zeitpunktent,,, n = 0, ..., N:

P = f(S(Tp), ..., S(Ty))

Fur die Funktion £ gilt dabei die Lipschitz-Abschatzung

N
|f (552)), o f (5152)) —f (Sél)), o f (5,51))| <L Z |51g2) _ 5121)|_

n=0

Verwendet man nun den in Kapitel 2 eingefiihrten multi-level Monte-Carlo Schétzer ¥; lasst sich
folgender Satz zeigen.

Satz 3.6

Unter Verwendung des multi-level Schatzers aus Kapitel 2

N;

=g (R0 -RS)

i=1
besitzt die Einzelvarianz V; im MLMC-Verfahren mit einer Lipschitz-stetigen Auszahlungsfunk-

tion die Konvergenzordnung O (h?).

Beweis
Unter Verwendung des Verschiebungssatzes, der Lipschitz-Eigenschaft und der Jensen-Unglei-

chung gilt fiir V; die Abschétzung
Al 2
~ ~ ~ ~ 2 ~ ~
var(Rf —B2) < E[(% - P2) | <12 ) B|(87(e) - 59 |
n=0

Die Erwartungswerte lassen sich nun wie in Formel (3.5) umformen, wobei die durch die Quad-

ratfunktion entstehenden gemischten Terme nach oben abgeschéatzt werden, so dass gilt
- . 2 - 5 2 5 B 2
B|(8 () = 59(e) | < 4 (B|(87 ) = $fae)) | + B[ (89Ct) = St |

+ | (Sp (e - S(tn))z] + B[ (S8 - S(tn))ZD.
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Mit Hilfe der Satze 3.1 und 3.5 lassen sich die einzelnen Terme abschétzen, wobei die Variable

m aus den Sétzen gleich zwei ist, womit die behauptete Ordnung O (h?) folgt.

O

Fur die folgenden numerischen Simulationen wurden die gleichen Beispieldaten wie in Kapitel 2

verwendet und der Parameter M entsprechend der vorherigen Analyse gleich zwei gesetzt.

5 T " " n = F F F b 2 T T T T T T T
. | 4W
. PN ]
5k o 1 ki
e T g 8 y R
& 20 * 4 E Y
i) o = o ~—
T g0 L 1
*\k - e
25| e 1 Ry
. 12| T .
S
30f | TF B— Py * b — i T
v WP | — 4 — P —P_ R 1
— % B i 1-1 s
T
.
_35 1 L 1 1 L 1 1 1 —16 1 1 1 1 1 1 1 \‘5!
0 1 2 3 4 B 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8
L L

Abbildung 3.2: Varianz und Erwartungswertentwicklung der europdischen Call-Option unter Verwen-
dung des Milstein-Verfahrens

Die im linken Plot gezeigte Entwicklung der Varianz besitzt eine Steigung nahe an -2 und besté-
tigt damit die theoretische Analyse, dass V; die Ordnung O (h#) besitzt und der S-Wert aus dem
Komplexitdtstheorem gleich zwei ist. Das im rechten Plot abgebildete Fallen des Erwartungswerts
von P, — P,_; besitzt wieder die Steigung -1, was zu der entsprechenden schwachen Konvergen-

zordnung von eins des Milstein-Verfahrens passt.
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Abbildung 3.3: Anzahl an Simulationen pro Level und Rechenkosten in Abhédngigkeit der Genauigkeit
beim Milstein-Verfahren
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Der linke Plot in Abbildung 3.3 zeigt die Anzahl der Monte-Carlo Simulationen pro Level fir
verschiedene Genauigkeiten €. Gut zu erkennen ist, dass im Vergleich zur MLMC Methode mit
stochastischen Euler-Verfahren, die Levelanzahl schneller nach oben skaliert, da M = 2 und nicht
wie vorher M = 4 verwendet wurde. Der rechte Plot zeigt den Rechenaufwand multipliziert mit
€2 der MLMC und der einfachen MC Methode. Wie erwartet steigt der relative Rechenaufwand
der normalen Monte-Carlo Methode linear bzgl. €2C an, wahrend der der multi-level Methode
sogar leicht sinkt. Dieses Absinken bestatigt den in Kapitel 2 vermuteten Vorteil eines numeri-
schen Approximationsverfahrens, mit dem g > 1 erreicht werden kann. Da der meiste Rechen-
aufwand in den groberen Levels liegt, kann relativ kostenglinstig die Anzahl der Levels erhoht
und somit eine hohere Genauigkeit erreicht werden. Natirlich erhoht sich mit kleiner werdenden
e der absolute Rechenaufwand, relativ zu e2C gesehen, verringert er sich allerdings. Vergleicht
man den Rechenaufwand der MLMC Methode unter Verwendung des stochastischen Euler-Ver-
fahrens (Abbildung 2.4) und des Milstein-Verfahrens, zeigt sich dementsprechend, dass gerade
flr sehr kleine € der Einsatz eines Approximationsverfahrens mit hoherer Konvergenzordnung

deutliche Vorteile bringt.

3.1.3 Asiatische Optionen

Fur die Kalkulation der asiatischen Optionen betrachtet man das Integral tber den Pfad des

stochastischen Prozesses, wobei nach Lemma 3.2 fiir den feinen Schatzer die Approximation
T r 1
S = T‘lf S()dr =Tt Z (Ehl(g’{“ +50) + bnl,{) =S/ (3.6)
0 n=0

gilt, mit I, wie im Lemma als N (0, h3/12)-verteilte Zufallsvariable. Fir den groben Schatzer
verwendet man die gleiche Definition, wobei man fiir I und M = 2 durch Aufspalten des Integ-

rals rechnet:

tn+2h
t—t
I,‘? = f W(t) —Wh — TITL(WrHZ - Wn) dt
tn

1
= Irjlc + Ir]:+1 - Ehl(Wn+2 + 2Whyq + Wp)

Fur den feinen Pfad werden also zusétzliche Zufallsvariablen erzeugt und Resultate (ber
Brownsche Briicken ausgenutzt, wobei anschlielend der grobe Pfad aus den Informationen des
feinen Pfades gewonnen wird. In [12] wird zusatzlich noch gezeigt, dass auch ohne die Terme I,{
und I der Schatzer aus Kapitel 2 die Varianzordnung O (h?) hat, aber auch der obige besitzt

diese Ordnung wie der folgende Satz zeigt.
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Satz 3.7
Die Varianz des Schatzer in Formel (3.6) besitzt die Ordnung O (h?).

Beweis

Integrieren des Erwartungswertes von (3.5) und Abschatzen der gemischten Terme liefert
E[(5 -59)| <4 (E[(5 - L)+ E[(50 - $8) | + E[(SLe - 5]
+E[G% - 9))
und mit den Aussagen von Satz 3.1 und 3.5 folgt die Behauptung.

O

Fur die folgenden numerischen Simulationen wird sowohl der in Formel (3.6) konstruierte Schét-
zer verwendet, als auch der aus Kapitel 2 bekannte, der auch schon fir die europdische Option
zum Einsatz kam. Die numerischen Ergebnisse fiir den eben bewiesenen Schétzer (3.6) werden
mit den Ergebnissen des ,,einfachen” Schitzers verglichen, um zu diskutieren, ob eine aufwendi-

gere Konstruktion der Schatzer weitere Vorteile bringen kann.
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Abbildung 3.4: Varianz und Erwartungswertentwicklung der asiatischen Call-Option unter Verwendung
des Milstein-Verfahrens

Die in Abbildung 3.4 gezeigten Ergebnisse der Simulation bestétigen, dass der Algorithmus fiir
beide Schatzer die Konvergenzordnung O (h?) fiir die Varianz erbringt. Rot gestrichelt dargestellt
ist der einfache und rot gepunktet der in Formel (3.6) eingefiihrte Schétzer. Der wesentlich stér-
kere initiale Abfall der VVarianz des aufwendiger konstruierten Schétzers legt nahe, dass tatsach-
lich weitere Vorteile durch neue Schétzer erreicht werden kdnnen. Die logy —Korrektur ist in

beiden Féallen wie beim stochastischen Euler-Verfahren anfangs etwas besser als erwartet, nimmt
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aber mit steigendem Level die zur schwachen Konvergenzordnung eins korrespondierende Stei-

gung von -1 an.
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Abbildung 3.5: Anzahl an Simulationen pro Level und Rechenkosten fiir die asiatische Option beim Mil-
stein-Verfahren

Die letzte Abbildung 3.5 zur asiatischen Option zeigt die Anzahl an Simulationen pro Level die
fiir verschiedene Genauigkeiten benotigt werden und die e?C-Entwicklung bzgl. . Der linke Plot
der N;s zeigt, dass der komplexere Schatzer (3.6) (rot gepunktet) fiir jedes getestete € nicht nur
wesentlich weniger Simulationen, sondern auch zum Teil weniger Levels zum terminieren bend-
tigt. Die im rechten Plot dargestellte Entwicklung der Rechenkosten weist demensprechend einen
deutlich geringeren Rechenaufwand fur den Schatzer (3.6) aus. Fir die hdchste Genauigkeit von
€ = 0.00005 bendtigt der neue Schétzer nur etwa ein Zehntel des Rechenaufwands des einfachen
aus Kapitel 2. Insgesamt wird in beiden Féllen klar, dass durch die Verwendung der multi-level
Methode wesentlich effizienter die geforderten Fehlertoleranzen erreicht werden kdénnen als

durch das einfache Monte-Carlo Verfahren.

3.1.4 Digitale Optionen

Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, verringert sich aufgrund der unstetigen Auszahlungsfunktion —
und der damit verbundenen Mdglichkeit, dass die Pfade der feinen und groben Approximation
auf unterschiedlichen Seiten der Unstetigkeitsstelle enden — die Ordnung bei digitalen Optionen.
Auch beim Milstein-Verfahren wird diese Problematik zu einer geringeren Konvergenzordnung
der Varianz als bei Lipschitz-stetigen und asiatischen Optionen flihren. Trotzdem kann eine be-
achtliche Verbesserung gegentber der O(hll/ %) erreicht werden. Um den entsprechenden Satz
beweisen zu kdnnen, wird noch folgendes Lemma benétigt, wobei wir schreiben u < h%*, wenn

u > 0 und eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass u < ch? fir alle h.
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Lemma 3.8
Fur alle y > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Brownscher Pfad W (t), das Inkrement AW,

und die dazugehdrige Losung der stochastischen Differentialgleichung S(t), sowie die feine und

grobe Approximation der Losung 5,’: bzw. $7 eine der folgenden Extrembedingungen erfiillt ge-
geben durch O(hP) fur alle p > 0.
cfl | &9 -y
mgx(max(lS(nh)l, | Sn|, | S, D) > h
max(max(|S(nh) — $§7|,| S(nh) — $%|,| 5L - §9])) > n'r
n
max|AW,| > h1/27Y
n
sup[S7(6) — S(@®)| > n*Y
[0,T]
sup|W(t) — W(t)| > h'/?7Y
[0,T]
Die Variable W (t) bezeichnet dabei die stiickweise lineare Interpolation, des durch die diskreten

Zeitpunkte W, gegebene Brownschen Pfades. Zudem gelten die folgenden Gleichungen, falls

keine der obigen Extrembedingungen erfullt ist und y > 1/2 gilt.

max|3] - $_,| < h/27% (3.7)
max|b] — bj_,| < h¥/27% (3.8)
maxmax(|b], [b7]) <k~ (3.9)
mr?x|b£ —b§| < nY/Z2r (3.10)

Falls n ungerade ist, soll by = b_, gelten.

Beweis
Siehe [12], Lemma 3.6.

O

Grundsatzlich kann die Konvergenzordnung der Varianz bei digitalen Optionen von O(hll/z)

durch das Ersetzen des stochastischen Euler-Verfahrens mit dem Milstein-Verfahren auf O (h;)
verbessert werden. Durch die Konstruktion neuer Schétzer, fur die feine und grobe Approxima-
tion lasst sich allerdings die Ordnung sogar auf O(hf/z_‘s) fiir alle 6 > 0 erhohen. Dazu simuliert
man mit Hilfe des Milstein-Verfahrens alle diskreten Werte 50, ..., Sy_1 der SDGL bis auf den
letzten Wert S, Stattdessen setzt man am vorletzten Wert der feinen Approximation an und ver-

wendet ab da an eine Brownsche Bewegung mit konstanter Drift- und Volatilitdtsfunktion. Die
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Wahrscheinlichkeit, dass fur den so simulierten letzten Wert §,{; dann 5,5 > K gilt, ist gegeben
durch

&f f
- S +ay_h— K
B = q:( N-1 T PN-1l ) (3.11)

(b1 WA

wobei @ die Funktion der kumulierten Normalverteilung ist. Analog definiert man den Schatzer

fuir die grobe Approximation als

- S9 +2a% h+bI AWy_, —K
_ <N2 N-2" N-2 N-2 >’ (3.12)

P.g
6Nz [V

-1~
wobei AW,_, der Zufallsvariable entspricht, die fur den vorletzten feinen Schritt verwendet

wurde. Fur die obigen Schétzer I&sst sich nun folgender Satz formulieren.

Satz 3.9
Sei b(K,T) # 0 und S(t) besitzt eine beschrénkte Dichte in der Umgebung von K, dann gilt flr

die multi-level Schatzer (3.11) und (3.12) der digitalen Option, dass die Ordnung der Varianz V;

gegeben ist durch v, = 0(h¥/*~°) fiir alle 6 > 0.

Beweisskizze
Wir skizzieren den in [12] gefiihrten Beweis. Zunachst unterscheidet man drei verschiedene Arten

von auftretenden Pfaden und untersucht die drei Untergruppen auf ihre Auswirkung auf den Er-

wartungswert E[(Plf — B9.)?]. Man betrachtet dazu:
(i) Extreme Pfade
(ii) Nicht-extreme Pfade fur die |Sy — K| > h}/*™ gilt
(iii) Die restlichen Pfade die nicht in (i) oder (ii) fallen

Zu (i): Extreme Pfade sind Pfade, die mindestens eine der Extrembedingungen aus Lemma 3.8
erfilllen fir 0 < y < 1/4. Fir digitale Optionen ist sowohl E[(P/)*], als auch E[(P9)*] endlich
und damit besitzt die Auswirkung der extremen Pfade nach Lemma 3.8 die Ordnung O(hf) flir

alle p > 0. Der Beitrag der extremen Pfade zum Erwartungswert ist demnach vernachlassigbar.
Zu (ii): Sei 5,{; der durch die normale Milstein-Approximation erzeugte Endwert, dann gilt

Siitah -k S[-K b},
[b3—1Wh [N Y N

Ziel ist es nun, die einzelnen Terme der rechten Seite abzuschatzen. Da die hier betrachteten Pfade

1
(AWN—l + > (by-1)T (AWy_1)* = hz))-

nicht extrem sind, kdnnen wir annehmen, dass AW, < h'/277,|S(t) — S(t)| < k'™ und nach
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Lemma 3.8 zudem |b}_, | < h;” gilt. Da fiir die hier betrachteten Pfade |Sy — K| > h,/>" gilt,

folgt flir ein ausreichend kleines h und eine geeignete Konstante C > 0:

S~1]\;_1 + a{,_lhl —K

AN

Ein analoges Resultat I4sst sich fur die grobe Approximation £, herleiten, womit fur die Diffe-

> Ch;?

renz B/ — BY, = 0(h?) folgt fir alle p > 0, womit wiederrum auch E[(P/ — B?,)?] = O(hP")
fir alle Pfade der Gruppe (ii) gilt und der Beitrag zum Erwartungswert somit wieder vernachlas-
sigbar ist.

Zu (iii): Die verbleibenden Pfade sind nicht-extreme Pfade, fur die |Sy — K| < h}/z_” gilt. Um
die im Satz behauptete Ordnung zu zeigen, nutzt man die Lipschitz-Eigenschaft der Verteilungs-
funktion @(-) aus und schatzt die Differenz [P/ — P9 | nach oben ab. Damit lasst sich zunachst
B — B9, = 0(h/*™) zeigen und zudem gilt E[I¢] = O(h;/*>~"), aufgrund der im Satz
geforderten beschréankten Dichte von S(t) in der Umgebung von K. E[I;;;] entspricht dabei dem
Erwartungswert der Indikatorfunktion, bzgl. der Unterscheidung, ob ein Pfad in die Gruppe (iii)

fallt oder nicht. Fur den Erwartungswert E[(F’lf — B?)* 1] folgt insgesamt damit die Ordnung

O(h}*7"3") und damit mit der Wahl y < min(1/4, §/13) die Behauptung.

O

Fur die folgenden Beispiele wurden die in Formel (3.11) und (3.12) konstruierten Schétzer und
die bisherigen Beispieldaten verwendet.
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Abbildung 3.6: Entwicklung der Varianz und des Schétzers fiir eine digitale Option unter Verwendung
des Milstein-Verfahrens und den Schétzern (3.11), (3.12)
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Die im linken Plot in Abbildung 3.6 gezeigte Entwicklung der Varianz bestatigt die obige theo-

retische Analyse einer Konvergenzordnung von etwa O(hf/z) fur die spéteren Levels. Das eher
ungewohnliche Verhalten der log,, —Varianz am Anfang, lasst sich auf die Konstruktion der
Schétzer zurtickfihren. Fir [ = 0 wird nur ein einziger Schritt bis zum Laufzeitende T fur die
Simulation verwendet und damit entsprechend der obigen Herleitung nur die Formel (3.11). Ahn-
liches gilt fur die grobe Approximation fiir [ = 1. Tatsachlich muss die Varianz in der Implemen-
tierung fur I = 0 gleich null gesetzt werden, damit der Algorithmus zum richtigen Ergebnis ge-
langt. Das Abfallen der log,, —Korrekturterme im rechten Plot ist dagegen wie gewohnt bei etwa
-1, entsprechend der schwachen Konvergenzordnung. Zu bemerken gilt noch, dass fur die beiden
Plots die Mindestlevelanzahl L,,;,, auf acht — statt wie bisher auf zwei — gesetzt wurde, um besser
die entsprechende Entwicklung auf hoheren Levels zu demonstrieren. In den vorherigen Beispie-
len, wurde jeweils das kleinste e fur die logy V; —Plots verwendet, welches auch fiir die Plots zur

Darstellung der N;s und der e2C-Kosten benutzt wurde.
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Abbildung 3.7: Anzahl an Simulationen pro Level und Veranschaulichung der Rechenkosten fiir die digi-
tale Option beim Milstein-Verfahren und Schétzer (3.11),(3.12)

In der letzten Abbildung zur digitalen Option ist wieder die Entwicklung der N;s fur verschiedene
e-Werte, sowie der e2C Kosten dargestellt. Der Grund warum fiir alle e der Ny-Wert nicht einge-
tragen ist, ist dass der Algorithmus die ,,optimale* Anzahl zu null berechnet, was mit der Varianz
von null in Zusammenhang steht. Nattrlich wird trotzdem ein erster Schatzwert ermittelt, basie-
rend auf der im Algorithmus eingestellten Anzahl an Startsimulationen, welche in Kapitel 2 mit
10* angesetzt wurden. Diese 10000 Erstsimulationen scheinen im Fall der digitalen Option und
einem relativ grofien e allerdings als zu grof3ziigig, da zum Teil weniger als 100 Simulationen
tatséchlich bendtigt werden. Der Algorithmus lieferte flr alle e auch mit 100 eingestellten Erstsi-

mulationen zuverlassig das richtige Ergebnis innerhalb der Fehlertoleranz.
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3.2 Mehrdimensionale SDGL

In Kapitel 1 wurde in der Definition der Itd-stochastischen Differentialgleichung die eindimensi-
onale Version eingefiihrt und in allen darauffolgenden Betrachtungen verwendet. Nat(rlich gibt
es auch mehrdimensionale SDGLen und darauf basierende Modelle in der Finanzmathematik. Es
ergeben sich allerdings einige Schwierigkeiten, wenn man die héhere starke Konvergenzordnung
des Milstein-Verfahrens ausnutzen will. Im Folgenden soll kurz die Problematik und ein maégli-

cher Lésungsweg umrissen werden.

In ihrem Paper ,,Antithetic Multilevel Monte Carlo Estimation For Multi-Dimensional SDES Wit-
hout Lévy Area Simulation” ([13]) betrachten M. Giles und L. Szpruch zunéchst die allgemeine

Klasse mehrdimensionaler stochastischer Differentialgleichungen der Form
dx(@®) = fF(X(@®)dt + g(X(©)dw (v),

mit X(t) € R fur alle t > 0 und f € C?>(R%, R%), g € (R4 R**P) und der D-dimensionalen
Brownschen Bewegung W (t). Die i-te Komponente der Milstein-Approximation ist dann gege-
ben durch

D D
Xi,n+1 = Xi,n + fL(Xn)h + z gij(Xn)AVV}',n + Z Vijk (Xn)(AVVj,nAWk,n - Qj,kh - Ajk,n)'
j=1 j'k=1

wobei Q die Korrelationsmatrix der Brownschen Bewegungen ist und die Terme v, und Aj ,

definiert sind als

d
1 9g;;
vijk(x) = EZ ik (x) ;izj (x)
=1
und
tnt1 tnta
Aon= [ WO = W@ @ = [ W = Wiele)aw; @),
ty tn

Die Terme Ajy ,, bezeichnet man auch als Lévy Areas und die numerische Approximation ist nur
unter sehr hohem Aufwand mdglich. Problematisch daran ist, dass Clark und Cameron in [15]
sowie Miuller-Gronbach in [16] zeigen, dass ohne die Simulation der Lévy Areas das Milstein-
Verfahren keine bessere Konvergenzordnung erzielen kann, als das stochastische Euler-Verfah-

ren.

In [13] wird eine Mdglichkeit gezeigt, dieses Problem zu umgehen und auch ohne Lévy Area-

Simulation die Konvergenzordnung O (h?) fiir européische und asiatische Optionen zu erhalten.
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Dazu wird die in Kapitel 1 vorgestellte Methode der antithetischen Zufallsvariablen verwendet,

um die feine Approximation Plf zu verbessern und der Schatzer des [-ten Levels mit I > 0 besteht

dann aus den Teilen
Loprps pa B9
> (E[F] + E1PT) - E[RY, )
wobei P? der Payoff unter Verwendung der zu Plf antithetischen Zufallsvariablen ist.

In [13] wird gezeigt, dass sowohl fiir die von Clark und Cameron untersuchte SDGL

dX,(t) = dw,(t)
dX,(t) = X1 (6)dW, (1),

als auch fiir das in der Finanzmathematik weit verbreitete Heston-Modell

dS(t) = rS(t)dt + Jv(t)s(t)dW,(t)
dv(t) = K(G — v(t))dt + o/ v(t)dW,(t),

es so maglich ist, Schatzer fir européische und asiatische Optionen zu konstruieren, die dieselbe
Konvergenzordnung wie im skalaren Fall erreichen. Fur eine genauere Betrachtung der theoreti-
schen Herleitung und der numerischen Ergebnisse sei der geneigte Leser an dieser Stelle nur auf
das Paper [13] verwiesen.
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4.  Multi-level Quasi-Monte-Carlo Methoden

Eine Mdglichkeit zur weiteren Verbesserung der multi-level Methode ist durch die Verwendung
von Quasi-Monte-Carlo (QMC) Methoden gegeben, deren Anwendung und Grundgedanke wir in
diesem abschlieBenden Kapitel noch kurz diskutieren wollen. Das erste publizierte Paper in dem
QMC Methoden zur Bewertung von Finanzprodukten verwendet wurden, wurde 1995 verdffent-
licht (siehe [17]) und Uberraschte mit denen der einfachen Monte-Carlo Methode deutlich tber-
legenen Resultaten. Seit dem erfreuen sich die verschiedenen QMC Verfahren immer groierer
Beliebtheit bei der Bewertung von Finanzderivaten und die Weiterentwicklung und Analyse der

Modelle ist auch heute noch Gegenstand der Forschung.

In diesem Kapitel soll zuerst das Prinzip der einfachen Quasi-Monte-Carlo Methode und einige
der mdglichen Umsetzungen erldutert werden. Danach wird ein Algorithmus formuliert, der den
multi-level Ansatz mit dem QMC Verfahren verbindet. Der MLQMC Algorithmus wird anschlie-
Bend verwendet, um den Wert einer europdischen Option zu bestimmen und die Ergebnisse wer-
den im Vergleich zur einfachen MC und MLMC Methode diskutiert. Das hier vorgestellte VVor-
gehen und die Ergebnisse basieren im Wesentlichen auf [20] und [21], wobei der Groliteil der
zugrundeliegenden Theorie von QMC Methoden sich in [7], [18] und [19] vertieft nachvollziehen

l4sst.

4.1  Prinzip der Quasi-Monte-Carlo Methode

Ziel von Quasi-Monte-Carlo Methoden ist es, das Integral einer Funktion f(x) Uber den d-di-
mensionalen Hyperwiirfel zu bestimmen. Ahnlich wie bei der normalen Monte-Carlo Methode

approximiert man das Integral mittels

N-1
| fmaxs %ZO Fa. @)
Der Unterschied zur gewohnlichen Monte-Carlo Methode liegt nun darin, dass die x; einem vor-
gegebenen Muster folgen, anstatt gleichverteilt aus dem Hyperwirfel zufallig gezogen zu werden.
Die Hoffnung ist, dass durch eine gezielt gleichméaRigere Abdeckung des Raums durch die so
generierten Zufallszahlen letztendlich eine bessere Approximation erreicht wird, als durch die
Pseudozufallszahlen des Computers. Je nach Anwendung und Konstruktion der Folge der x; kann

damit erreicht werden, dass der Fehler in etwa proportional zu 1/N ist, was eine wesentliche

Verbesserung zu der 1/+/N Fehlerkonvergenz des normalen MC Verfahrens darstellt.
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Allerdings verliert man so zum Teil auch vorteilhafte Eigenschaften, wie die Erwartungstreue des
Schétzers und die Moglichkeit Konfidenzintervalle zu konstruieren. Um diese Eigenschaften zu-
riickzuerlangen, verwendet man hiufig sogenannte ,,randomized Quasi-Monte-Carlo Methoden*.
Die Idee dahinter ist, in die Konstruktion der x; ein zufélliges Element einflie3en zu lassen, dass
innerhalb der Schatzung — basierend auf N Simulationen — konstant ist. Durch das Berechnen
mehrerer solcher Schatzer, mit jeweils unabhéngigen Zufallsverschiebungen erhélt man durch die
Mittelwertbildung wieder einen erwartungstreuen Schatzer und die Mdéglichkeit Konfidenzinter-
valle zu konstruieren. Der Nachteil dieses Vorgehens ist natirlich einerseits ein erhdhter Rechen-
aufwand und andererseits eine Verringerung der durch die QMC Methode dazugewonnenen Ge-

nauigkeit.

Die verwendeten x;-Folgen nennt man auch ,,Low Discrepancy Sequences* (LDS), also Folgen
mit geringer Diskrepanz. Die Diskrepanz ist dabei ein MaR fiir die Gleichverteilung der Punkte
im Raum, wobei im Zusammenhang mit QMC Methoden héufig die folgende Definition der so-

genannten Sterndiskrepanz (engl. star discrepancy) verwendet wird.

Definition 4.1

Die Sterndiskrepanz Dy (x4, ..., x5) einer Menge von N Punkten ist gegeben durch

()

Dy(xq, e, Xy) = sup —_— /1(B)|

waobei J die Menge aller Hyperrechtecken der Form

[ [t uf o

sei. Die Funktion A(B) gibt dabei die Anzahl aller Punkte x; die in B liegen an und A(B) das

Volumen von B.

Bei Folgen mit geringer Diskrepanz lasst sich fiir die Sterndiskrepanz eine obere Schranke ange-
ben, die allerdings mit steigender Dimension d des Problems wachst. Fir die theoretische Analyse
des Fehlers und der entsprechenden asymptotischen Abschatzung lber die Koksma-Hlawka Un-
gleichung, sei hier nur auf die eingangs erwahnte Literatur verwiesen. Zwei sehr bekannte Ver-

treter von solchen LDS sind zum Beispiel die ,,rank-1 lattice rule und die Sobol-Sequenz.

Die x; der rank-1 lattice rule besitzen die eher simple Konstruktion

=ft

wobei mit dem Ausdruck {-} die Funktion beschrieben ist, die den ganzzahligen Teil eines Wertes

abzieht und nur den Ausdruck hinter dem Komma ubrig lasst, also {x} = x — |x]. Die Variable z
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ist ein spezieller d-dimensionaler generierender Vektor mit ganzzahligen Eintragen, wobei diese

gerade so gewahlt werden, dass jeder Eintrag relativ prim, bzw. teilerfremd zu N ist.

rank-1 lattice random points
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Abbildung 4.1: Darstellung der ersten beiden Dimensionen einer rank-1 lattice rule im Vergleich zu pseu-
dozufalligen Punkten wie in [21]

In Abbildung 4.1 sind die ersten beiden Dimensionen des Vektors x; dargestellt, einmal erzeugt
tiber die rank-1 lattice rule firr die Quasi-Monte-Carlo Methode und die pseudozuféllig gezogenen
Punkte des Computers fiir das normale MC Verfahren. Im rechten Plot ist gut zu erkennen, dass
sich durch die gleichverteilten Zufallswerte des Computers Cluster bilden, wéhrend bei der rank-

1 lattice rule eine gleichmaRige Abdeckung der beiden Dimensionen entsteht.

Die randomized-QMC Variante dieses Verfahrens hatte dann die Gestalt

% = {ﬁz +a} (43)

wobei A ein d-dimensionaler Vektor aus dem [0,1)¢ ist. Durch die Verwendung von g unabhén-
gigen Simulationen mit jeweils eigenem zufélligen Verschiebungsvektor A, entsteht dann durch
das arithmetische Mittel der Schatzungen ein erwartungstreuer Schétzer. Genauere Details zur
Implementierung und der Wahl des Vektors z lassen sich in [7] Kapitel 5.3 wiederfinden, wo vor

allem auf die sogenannte Korobov-Regel eingegangen wird, bei der der Vektor z die Form
z=(1,a4d? .., ad‘l)T

fur ein a € N annimmt.
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Eine der weitverbreitetsten LDS ist die Sobol-Sequenz, die wesentlich aufwendiger in der Kon-
struktion ist als die rank-1 lattice rule. Die genaue Herleitung von Sobol-Sequenzen I&sst sich u.a.
in [7] Kapitel 5.2.3 nachvollziehen. Fir die meisten Programmiersprachen gibt es Bibliotheken,
in denen entsprechende Generatoren fur Sobol-Sequenzen enthalten sind. In MATLAB lasst sich

eine (m x n)-Matrix Q von n m-dimensionalen Sobol-Sequenzen tber die Befehlsreihe

Q = grandstream('sobol’,n);

grand(Q,m)
generieren. Eine randomisierte Sobol-Sequenz ldsst sich tiber das sogenannte ,,digital scrambling™
erzeugen, bei dem eine Bitweise angewandte ,,exclusive-or” Operation verwendet wird. Dadurch
ist es moglich, die Folgen zu randomisieren, aber gleichzeitig die essenziellen Eigenschaften der
Sobol-Punkte zu erhalten. Das genaue vorgehen lasst sich in [7] und [20] nachlesen, in MATLAB
lasst sich mittels

S = sobolset(n);

S = scramble(S,'MatousekAffineOwen");
Q = grandstream(Q);

grand(Q,m)

eine so randomisierte Sobol-Sequenz generieren.

Sobol points random points
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Abbildung 4.2: Darstellung der ersten beiden Dimensionen einer Sobol-Sequenz im Vergleich zu pseudo-
zufalligen Punkten wie in [21]

Links in Abbildung 4.2 sind die ersten beiden Dimensionen von 256 generierten Sobol-Punkten
dargestellt und rechts die zuféllig vom Computer gezogenen. Man beachte, dass im linken Plot

der Sobol-Punkte in jedem kleinen Quadrat der GrofRe 0.1 x 0.1 jeweils genau vier Punkte liegen
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und damit sichergestellt ist, dass trotz eingeschrénkt méglicher Clusterbildung es keine grofieren

Leerflachen gibt.

Nach der Konstruktion der LDS stellt sich naturlich noch die Frage, wie das Problem der Hyper-
wirfel-Integration auf die Bewertung einer Option projiziert werden kann. Fir eine skalare
SDGL, die mit Hilfe eines Diskretisierungsverfahrens durch n Punkte approximiert wird, ist die

Dimension d des Problems gleich ny und der Erwartungswert entspricht dem Integral

exp (— %xTZ‘lx)
fRd ) (2m)?/2\/detz

Die Funktion f(x) ist dabei die Payoff-Funktion des Derivats in Abhangigkeit des Vektors x,
dessen Elemente die in die Diskretisierung eingehenden Werte des Wiener-Pfades sind. Die d-
dimensionale Matrix X entspricht der Kovarianz-Matrix der Elemente von x und besitzt die Ein-
trage X; ; = min(¢;, t;). Um dieses Integral auf die Integration des Hyperwiirfels umzuformulie-
ren, substituiert man x = Ay und y = ®~1(z), wobei fir die Matrix A gilt AAT = X und &~ die
auf jedes Element des Vektors z angewendete inverse der kumulierten Normalverteilungsfunktion
ist. Mit Hilfe dieser Umformungen folgt dann

p(- %yTy)

ex
fRd fay) WC‘J’ = f(AP™1(2)) dz.

[0,1]¢

Fir die Matrix A kann jede Matrix verwendet werden, die der Bedingung AA”T = X geniigt. Der
einfachste Ansatz ware den Cholesky-Faktor von X zu verwenden, womit die in den n-ten Schritt

eingehende Zufallsvariable AW, definiert ist durch die n-te Komponente von x;:
AW, = Vho(x;,)

Dieser Ansatz, der auch als Standardmethode bezeichnet wird, wird auch in dem Beispiel in Ka-

pitel 4.2.2 verwendet.

Eine Alternative dazu wdre zum Beispiel die Verwendung einer Brownschen Briicke, bei der das
erste Element von x verwendet wird um W (T) zu definieren, das zweite fir W (T /2) und so
weiter. Diese Methode wurde zum Beispiel fiir die in [20] angegebenen numerischen Ergebnisse

verwendet.

Eine weitere bekannte Moglichkeit ist die sogenannte ,,Principal Components Analysis® (PCA)
Methode, bei der die Spalten der Matrix A durch /A, v, gegeben sind, wobei die A,,, die nach der

GroRe geordneten Eigenwerte der Matrix Z und v,, die korrespondierenden Eigenvektoren sind.
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4.2  Multi-level Ansatz fur QMC Methoden

Um den multi-level Ansatz mit der Quasi-Monte-Carlo Methode zu verbinden, wird ein etwas
abgeénderter Algorithmus als der in Kapitel 2 vorgestellte Algorithmus 2.3 benétigt. Im Folgen-
den wollen wir diesen neuen MLQMC Algorithmus zuerst formulieren und dann die dazugehori-

gen Simulationsergebnisse der Bewertung einer européischen Option diskutieren.

421 MLQMC Algorithmus

Wie bereits erwahnt, ist es lohnenswert eine randomisierte Quasi-Monte-Carlo Methode zu ver-
wenden, um bestimmte Eigenschaften wieder zurtickzugewinnen. Dafur fuhren wir die neue Va-
riable Ny, ein, die die Anzahl der QMC-Sets angibt, die auf jedem Level [ berechnet werden.
Das arithmetische Mittel der N, eines Levels ergibt dann wieder den Gesamtschétzer des [-ten
Levels. Um den MSE unter die gewiinschte e2-Schranke zu bringen, erhéht man einerseits die an
geeigneter Stelle die Anzahl der Simulationen so lange, bis die Summe der Einzelvarianzen Klei-

ner als e2/2 ist, und andererseits schatzt man den verbleibenden Bias mittels

1, . -
masx (5 |7, . |72]) (4.4)

Der Bias wird wie vorher durch die Erhéhung der Levelanzahl L verringert. Der neue MLQMC

Algorithmus lasst sich dann in die folgenden Schritte zusammenfassen.

Algorithmus 4.2
Schritt 1: Starte mit L = 0

Schritt 2: Berechne V, und ¥, basierend auf N, randomisierten QMC-Sets und mittels N, = 1

Simulationen

Schritt 3: Solange Y¥_,V; > €2/2 gilt, verdoppele die Simulationsanzahl N, auf dem Level mit
dem hochsten V;/(2!N,)-Wert und berechne V; und ¥; neu

Schritt 4: Falls L < L,y;,,, oder der Bias-Schatzer (4.4) groRer als e/+/2 ist, setze L = L + 1 und
gehe zu Schritt 2

Das Verdoppeln der Simulationsanzahl N; in Schritt 3 zielt darauf ab, méglichst viel Varianzre-
duktion pro zusatzlichen Rechenaufwand zu erhalten. Man beachte, dass, im Gegensatz zur nor-
malen multi-level Monte-Carlo Methode, in Schritt 3 nicht zusatzliche Simulationen berechnet
werden, die dann den alten hinzugefiigt werden kdnnen, sondern, dass das komplette Level neu
berechnet werden muss. Der Grund dafir liegt darin, dass die generierten Punkte einer LDS auf-

einander Aufbauen und neu erzeugte Punkte somit nur den gleichen Bereich abdecken. Man
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kénnte zwar einen Puffer aufbauen, indem von vornherein mehr QMC Punkte als bendétigt erzeugt
und gespeichert werden, was allerdings zu einem enormen Speicherbedarf fiihrt, da fur alle Sets
eines jeden Levels die gepufferten Sequenzen gespeichert werden midissten.

Bemerkung 4.3

Die in [20] verwendete Formel zur Berechnung der Rechenkosten lautet
€= Nooes Y 2N, (45)
1

wobei 2! = M! gilt, da wie im vorherigen Kapitel die Schrittweite fur jedes Level verdoppelt
wird. Es ist auffallig, dass die anfallenden Kosten durch die Neuberechnung beim Verdoppeln der
Simulationsanzahl N; nicht beruicksichtigt wurden. Die présentierten Ergebnisse bzgl. des Re-
chenaufwands sind also nur unter VVorbehalt, bzw. unter Beachtung eines extrem hohen Speicher-
bedarfs, zu betrachten. Da N; aufgrund der Konstruktionsweise des Algorithmus einer Zweierpo-

tenz entspricht und bekanntlich 2% = 2%=1 + ... 4 20 + 1 fur alle k € N gilt, wére
€= Noots ) 211N,
l

eine realistischere N&herung, sofern alle QMC Reihen neu berechnet werden miissen.

4.2.2 Beispiel

Im Rahmen der Masterarbeit wurde der MLQMC Algorithmus 4.2 in MATLAB implementiert,
wobei fir die QMC Punkte erzeugende LDS eine scrambled Sobol-Sequenz verwendet wurde.
Die folgenden Ergebnisse wurden alle mit 32 randomisierten QMC Sets durchgefiihrt und dem
Milstein-Verfahren als numerische Approximationsmethode. Zum Vergleich der Varianz dienen
die Ergebnisse zur europdischen Option aus Kapitel 3. Die Beispieldaten sind wie bisher durch
r=0.050=02undT =K =S, = 1 gegeben.

Im linken Plot der Abbildung 4.3 ist neben der logy, V;-Entwicklung der einfachen Monte-Carlo
Methode und der MLMC Methode unter Verwendung des Milstein-Verfahrens, zusétzlich die des
MLQMC Verfahrens eingezeichnet. Die MLQMC Varianzwerte wurden wie in [20] mit der An-
zahl der Sets multipliziert, da die berechneten V; als Durchschnitt der 32 Sets berechnet wurden.
Es lasst sich erkennen, dass die MLQMC Methode eine durchgehend geringere Varianz als das
normale multi-level Verfahren aufweist und zudem ein Level weniger fiir das Erreichen der Ge-
nauigkeit von e = 0.00005 bendtigt. Der rechte Plot zeigt die Entwicklung der E[ P,_; — P;]
Terme, die korrespondierend zur schwachen Konvergenzordnung von a = 1 mit —1 abfallen.
Dies bestatigt — neben der richtigen Bepreisung der Option — die korrekte Arbeitsweise des Al-

gorithmus.
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Abbildung 4.3: Links die Entwicklung der Varianz von P, der normalen MC Methode und P,_; — P, der
MLMC und MLQMC Methode, rechts die Entwicklung von E[P;] und E[ B,_; — B}]

In dem linken Plot der unteren Abbildung 4.4 ist die Anzahl der Simulationen pro Level fiir ver-

schiedene e abegtragen. Interessant ist, da alle N; einer Zweierpotenz entsprechen, ist der Rick-

gang der Simulationsanzahl nicht mehr streng monoton wie in den vorherigen Beispielen. In ei-

nigen seltenen Fallen (nicht abgebildet) konnte sogar beobachtet werden, dass die Anzahl an be-

notigten Simulationen fur zwei aufeinanderfolgende Levels ansteigt. Im Normalfall ergab sich

jedoch ein &hnliches Bild wie bei den vorherigen Methoden.
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Abbildung 4.4: Links die Anzahl der Simulationen pro Level flr verschiedene Genauigkeiten e, rechts
Darstellung des Rechenaufwands im Vergleich zur MLMC und MC Methode
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Der rechte Plot zeigt, dass die MLQMC Methode ein dhnliches Verhalten bzgl. des €2C-Rechen-
aufwands aufweist wie die einfache multi-level Monte-Carlo Methode. Der Rechenaufwand €
wurde dabei tber die Formel (4.5) ermittelt. Insgesamt Iasst sich fiir alle vorgegebenen MSEs ein
deutlich geringerer Rechenaufwand feststellen und die Erweiterung der MLMC Methode auf ei-
nen multi-level Ansatz basierend auf einer Quasi-Monte-Carlo Methode als lohnenswerte Ver-

besserung.

Die analogen numerischen Ergebnisse zur asiatischen und digitalen Option sind in [20] abgebil-
det, wobei sich in beiden Fallen &hnlich positive Effekte wie bei der europdischen Option be-

obachten lassen.
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5. Fazit und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit sowohl theoretisch, als auch numerisch gezeigt, dass durch die Ver-
wendung eines multi-level Ansatzes der Rechenaufwand fiir die Bewertung verschiedener Opti-
onskontrakte wesentlich verringert werden kann. Der bewiesene Hauptsatz dieser Arbeit — das
Komplexitatstheorem — zeigt, dass unter Verwendung des stochastischen Euler-Verfahrens der
Rechenaufwand so von O (e~3) auf 0(e~2 In(e)?) gesenkt werden kann. Eine weitere Verbesse-
rung kann durch den Einsatz des Milstein-Verfahrens erreicht werden, welches eine héhere starke
Konvergenzordnung besitzt und wodurch sich der Rechenaufwand auf O (e~?2) reduzieren lasst.
In allen untersuchten Optionskontrakten konnte auch numerisch eine deutliche Verbesserung der
Konvergenzgeschwindigkeit gegentiber der einfachen Monte-Carlo Methode nachgewiesen wer-
den. Insgesamt lasst sich also der groRRe Nachteil der langsamen Konvergenzgeschwindigkeit der
einfachen Monte-Carlo Methode verringern und gleichzeitig der Vorteil des flexiblen Einsatzes
erhalten. Zudem ist die multi-level Monte-Carlo Methode ebenso erweiterbar wie das einfach
Monte-Carlo Verfahren und kann zum Beispiel durch den Einsatz von Quasi-Monte-Carlo Me-

thoden, oder antithetischen Zufallsvariablen weiter verbessert werden.

Die Maglichkeiten fir weitere Forschung und Weiterentwicklungen der multi-level Monte-Carlo
Methode sind reichlich. Einerseits bemerkten wir in Kapitel 2, dass der Algorithmus aufgrund der
Bias-Schétzung heuristischer Natur ist und es noch nicht klar ist, ob eine Mindestlevelanzahl L,,,;,
existiert, so dass der vorgegebene MSE bewiesenermalien eingehalten wird. In Kapitel 3 sahen
wir zudem, dass durch den Einsatz komplexerer Schatzer zwar keine bessere Konvergenzordnung
der Einzelvarianzen erreicht werden kann, wohl aber eine insgesamt niedrigere Varianz und somit
weitere Einsparungen bei den Gesamtrechenkosten. Die Konstruktion dieser Schatzer ist sicher-
lich ein interessantes Themengebiet. Das grote Gebiet fur weitere Forschung liegt in der Erwei-
terung auf mehrdimensionale stochastische Differentialgleichungen bei der Kursmodellierung des
Basiswerts. M. Giles und L. Szpruch zeigen in [13], dass durch den Einsatz von antithetischen
Zufallsvariablen die Mdglichkeit besteht, den Vorteil des Milstein-Verfahrens auch in mehrdi-
mensionalen Modellen zu behalten, allerdings fehlt die entsprechende Theorie fiir einige komple-

xere Finanztitel wie digitale oder Barriere-Optionen noch.
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Inhalt der DVD-ROM

Fur die numerischen Simulationen dieser Masterarbeit wurden mehrere Programme in MATLAB

programmiert. Die im Folgenden angegebenen Dateien befinden sich auf dem beigelegten Daten-

trager.
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