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1 Einleitung

1.1 Motivation

,In addition to their practical utility, observers offer a unique theoretical fasci-

nation.* !

Von der Korrektheit dieses Zitats soll die vorliegende Arbeit iiberzeugen. Es stammt aus
einem Artikel des US-Amerikaners David G. Luenberger.

Luenberger entwickelte die Idee des nach ihm benannten ,,Luenberger-Beobachters“, der zum
Hauptuntersuchungsgegenstand dieser Arbeit werden soll. Wie er dabei im Hinblick auf das
obige Zitat selbst bemerkte, ist die Theorie und Anwendung eines Beobachters an sich und
des Luenberger-Beobachters im Besonderen deshalb so interessant, weil diese Theorie grund-
legende Konzepte wie Stabilitat, Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit verkniipft und so
zusammenwirken lasst, dass ein enormer praktischer Nutzen damit einhergeht.

Gerade dieses Zusammenwirken macht es auch fiir mich interessant, im Rahmen dieser Ba-
chelorarbeit, speziell die Theorie des Luenberger-Beobachter in der Zusammenschau aufzu-
greifen, gegebenenfalls zu strukturieren, Zusammenhange herauszuarbeiten und die Theorie
anzuwenden.

1.2 Vorgehen und Aufbau

Ziel dieser Arbeit soll es nicht sein, neue Theorien zu entwickeln, sondern die bereits in der
Literatur bekannte Theorie des Luenberger-Beobachters aufzugreifen und aufzuzeigen, inwie-
fern diese in weiteren existierenden Konzepten zur Zustandsrekonstruktion oder Zustands-
riickfithrung eine Rolle spielt. Die vorgestellten Resultate sind demnach in der Literatur
bereits bekannt, sollen jedoch zusammengetragen, teilweise neu strukturiert und Zusam-
menhéange durch die Art der Darstellungsweise genauer herausgearbeitet werden. Auflerdem
werden einige Beweise wesentlich ausfiihrlicher gefiihrt.

Der Aufbau der Arbeit richtet sich danach, zuerst auf die grundlegenden Konzepte Stabi-
litdt und Kontrollierbarkeit einzugehen, die, wie bereits erwahnt, spater in der Theorie des
Luenberger-Beobachters Eingang finden werden. Anschlieflend wird das Konzept der Zu-
standsriickfithrung eines Systems eingefiihrt. Dieses dient dazu, wesentliche Ziele, die sich
aus Stabilitat und Kontrollierbarkeit ergeben, erreichen zu kénnen.

1 D.G. Luenberger in [13, S. 596]
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Davon ausgehend wird auf ein Problem aufmerksam gemacht, das sich bei der Zustandsriick-
fithrung in praktischen Betrachtungen vielfach ergibt. Daraus resultiert die Notwendigkeit
der Einfithrung der Eigenschaft der Beobachtbarkeit. Ausgehend von der Beobachtbarkeit ei-
nes Zustands wird sich dann die Frage stellen, wie sich mittels eines sogenannten Beobachters
ein beobachtbarer Zustand ermitteln lasst. In diesem Zusammenhang wird der Luenberger-
Beobachter vorgestellt.

Zum Schluss sollen die eingefithrten Konzepte Stabilitat, Kontrollierbarkeit, Zustandsriick-
fithrung, Beobachtbarkeit und Luenberger-Beobachter verkniipft werden, wodurch der we-
sentliche Nutzen des betrachteten Beobachters deutlich werden soll.

Die Konzepte Regelstrecke, Zustandsriickfiihrung, Beobachter und Zustandsriickfithrung mit
Beobachter werden im Laufe der Arbeit in Abbildungen graphisch dargestellt. Diese Dar-
stellungen dienen lediglich der Veranschaulichung und beschranken sich daher jeweils auf die
grundlegenden Konzeptbestandteile. Es léasst sich aus der Darstellung nicht auf die jeweiligen
mathematischen Gleichungen schlieflen.

Die Arbeit ist ausgehend von der schriftlichen Ausarbeitung des Seminarvortrags zum The-
ma ,, Kontrolltheorie: Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit linearer Systeme“ im Rahmen
des Seminars ,Numerik, Kontrolltheorie und Optimierung® an der Universitdt Bayreuth im
Sommersemester 2018 in Zusammenarbeit mit Leonie Kreuzer entstanden. Auf diese Ausar-
beitung wird an einigen Stellen Bezug genommen.

1.3 Grundlagen

Die Grundlagen sind weitestgehend an [5] und [10] orientiert und werden bereits in der Se-
minarvortragsausfithrung [9] so verwendet.

Untersuchungsgegenstand fiir alle nachfolgend vorgestellten Konzepte sind sogenannte Kon-
trollsysteme bzw. Regelstrecken. Dabei handelt es sich um dynamische Differentialgleichungs-
systeme. Das sind zeitlich verédnderliche Systeme, die von einem Parameter u abhédngen, der
als Eingang oder Kontrolle bezeichnet wird. Uber diesen Parameter werden Einwirkungen
auf das System von auflen erfasst, die vollstandig bekannt sind. Wenn der Zustand eines
Systems mit x bezeichnet wird, ist ein Kontrollsystem durch

&= f(t,x(t), u(t))

gegeben, wobei die Abbildung f : R x R" x R™ — R", die die Ableitung #(¢) einer Funktion
t — x(t) nach der Zeit t beschreibt, als Vektorfeld bezeichnet wird.

In dieser Arbeit erfolgen die Betrachtungen lediglich fiir den Spezialfall linearer autonomer
Kontrollsysteme, die um einen sogenannten Ausgang y erweitert werden:

Ja(t) = Ax(t) + Bu(t), x(ty) = zo
2 {y<t> ~ Calt) .

mit A € R™*" B e R™" (' € RP*™,
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u Regelstrecke

X

Abbildung 1.1: Regelstrecke 2

Dabei wird z(ty) = x¢ als Anfangsbedingung des Kontrollsystems bezeichnet. Im Folgenden
wird zur Vereinfachung stets ty = 0 gesetzt. Der Ausgang y wird alternativ auch als Regel-
grofie bezeichnet und stellt messbare Groflen des Zustands dar. Der Ausgang wird jedoch
erst ab Kapitel 4 relevant.

Des Weiteren ist dabei v € U, wobei U den Raum der stiickweise stetigen Funktionen von
R nach R™ bezeichnet, und y € Y, wobei Y der Raum der stetigen Funktionen von dem
Intervall [0, 7] mit 7" > 0 nach R? darstellt.

Graphisch ist das Konzept der Regelstrecke Abbildung 1.1 dargestellt. Und eine allgemeine
Losung ist stets gegeben durch:

x(t, xo,u) = exp(At) zo + /Ot exp(A (t — s)) Bu(s) ds (1.2)

Eine Sonderform, auf die im Folgenden immer wieder zuriickgegriffen wird, ist eine Regel-
strecke, bei der sich ein Zustand durch eine autonome homogene lineare Differentialgleichung

i(t) = Ax(t) (1.3)

beschreiben lasst.

Beispiel 1.1. Als Beispiel, auf das die in der Arbeit vorgestellten Methoden und Kon-
zepte angewendet werden, soll das Satellitenmodell, das in Abbildung 1.2 dargestellt ist,
dienen, das auch im Seminarvortrag bereits Anwendung gefunden hat und dessen Herleitung
dementsprechend auch in der Ausarbeitung [9] genauer nachgelesen werden kann.® Hier dient
das Beispiel lediglich der rechnerischen Veranschaulichung der spéter eingefithrten Konzep-
te, weshalb auf das Zustandekommen der Differentialgleichung des Beispiels nicht weiter
eingegangen werden soll. Wichtiger ist zu beschreiben, was das Beispiel genau darstellt be-
ziehungsweise welche Bewegung beschrieben wird.

Im Wesentlichen handelt es sich dabei also um das Modell eines Satelliten der Masse m, der
sich mit radialem Abstand r und Winkelgeschwindigkeit w um einen Planeten O bewegt.

2 in Anlehnung an [10, S.65]
3 Alternativ kann das Beispiel auch in [10] nachgelesen werden.
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Abbildung 1.2: Satellitenmodell *

Auf den Satelliten wirken die beiden Schiibe v () in die radiale und v () in die tangentiale

vi(t)

Richtung. Daraus resultieren als Kontrollen die beiden Beschleunigungen u,(t) = und

ug(t) = ”T(t) in die entsprechenden Richtungen, die auf das System einwirken. Ziel ist es,
den Satelliten mit Abstand 1 und Winkelgeschwindigkeit w um den Planeten kreisen zu
lassen. Zur Vereinfachung samtlicher Rechnungen wird von w = 1 ausgegangen. Dafiir sind
x1,...,Ts gegeben durch:

() =7r(t) —1
xo(t) = 7(t)

25(t) = O(t) —
z4(t) = 0(t) — 1

Durch Approximation in kleinen Abweichungen um die gewiinschte Umlaufbahn und Linea-
risierung, erhélt man ein Kontrollsystem mit Ausgang der Form (1.1) mit den Matrizen

01 00 00
3.0 0 2 10 1000

A=1o 0 o 1] P70 0 ’C_<0010>'
0 -2 00 0 1

4in Anlehnung an [10, S. 2]



2 Stabilitat und Kontrollierbarkeit

Ziel dieses Kapitels ist es, kurz auf zwei Grundeigenschaften von Differentialgleichungen
einzugehen, sodass spéter auf die entsprechenden Definitionen und Sétze zuriickgegriffen
werden kann.

2.1 Stabilitat einer linearen Differentialgleichung

Dieses Kapitel basiert im Wesentlichen auf [5] und [7].

Der Begriff der Stabilitit einer Differentialgleichung bezieht sich im Allgemeinen (insbeson-
dere in dieser Ausfithrung) auf die Stabilitit eines Gleichgewichts einer Differentialgleichung.
Auf den Gleichgewichtsbegriff soll hier im Hinblick auf den Umfang der Arbeit nicht weiter
eingegangen werden. Es sei lediglich so viel gesagt, dass ein Gleichgewicht eine Losung einer
Differentialgleichung bezeichnet, die eine Nullstelle des Vektorfeldes bildet.?

AuBerdem beschranken wir uns bei den Stabilitédtsbetrachtungen auf Differentialgleichungen
der Spezialform (1.3). Dabei wird stets die Stabilitdt des Gleichgewichts x = 0 untersucht,
die ausschliefllich von der Matrix A abhéngt. Dementsprechend werden ,,Stabilitét der Diffe-
rentialgleichung (1.3)%, ,Stabilitdt des Gleichgewichts x = 0 der Differentialgleichung (1.3)“
und , Stabilitdt der Matrix A* synonym verwendet.

Es macht insofern Sinn, das Stabilitatsverhalten lediglich fiir Differentialgleichungen der
Form (1.3), das heifit fiir Kontrollsysteme mit der Kontrolle v = 0 zu betrachten, da es
sich bei der Stabilitdt um eine ,natiirliche Eigenschaft handelt, die sich dementsprechend
zunéchst auf Systeme ohne Kontrolle bezieht.

Es gibt verschiedene Auspriagungen des Stabilitdtsverhaltens, die untersucht werden kon-
nen:

e stabil
e exponentiell stabil
e asymptotisch stabil

e instabil

Im Folgenden wird nur die Eigenschaft der asymptotischen Stabilitat benotigt werden. An-
schaulich ist diese Eigenschaft fiir (1.3) genau dann erfiillt, wenn jede Losung, die auflerhalb
von 0 startet, gegen 0 konvergiert.

® Die Thematik kann in [7] genauer nachgelesen werden.
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Definition 2.1. Die Differentialgleichung (1.3) heifit genau dann asymptotisch stabil, wenn
fir eine Losung ()

lim z(t) =0 YV x(0) =z

T—00

gilt.

Der folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir asymptotische Stabilitét.

Satz 2.2. Das durch (1.3) gegebene Kontrollsystem ist genau dann asymptotisch stabil,
wenn alle Eigenwerte \; fiir i = 1,...,n der Matrix A einen negativen Realteil besitzen.®

2.2 Kontrollierbarkeit

Die folgende Einfithrung des Grundbegriffes der Kontrollierbarkeit ist hauptsichlich an [10]
angelehnt.

Waihrend das Stabilitatsverhalten eine Eigenschaft ist, die fernab von jeglicher (technischer)
Einflussnahme untersucht werden kann, beispielsweise in Bezug auf von Natur aus gegebene
Stabilitat oder Instabilitit eines Systems, zielt der Begriff der Kontrollierbarkeit unmittelbar
auf eine konkrete Beeinflussung des betrachteten Systems von auflen.

Kontrollierbarkeit untersucht die Frage, ob fiir den Anfangszustand x, eines Kontrollsystems
und einen Zustand z; eine Kontrollfunktion u(t) gefunden werden kann, sodass x; vom
Anfangszustand ausgehend in endlicher Zeit erreicht wird.

Definition 2.3. Seien xg, 1 € R™. Dann heiit g zu x; genau dann kontrollierbar, wenn
ein 7' > 0 und ein u € U existieren, sodass z1 = z (1), 2o, u).

Das System (1.1) heit (vollstindig) kontrollierbar, falls fir alle xg, x; € R™ gilt, dass xy zu
x1 kontrollierbar ist.

Wie in der Seminarvortragsausfithrung [9] identifizieren wir das System (1.1) in Bezug auf
Kontrollierbarkeit mit dem Matrixpaar (A, B) € R™*™ x R™*™ und die Kontrollierbarkeits-
matriz sei definiert als

C(A,B)==(B AB A’B --- A"'B)eR™™". (2.1)

Notwendige Kriterien fiir Kontrollierbarkeit liefern die Kriterien von Kalman und Hautus’:
Satz 2.4 (Kalman-Kriterium fiir Kontrollierbarkeit). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Kontrollsystem (1.1) ist kontrollierbar.

(ii) rk C(A,B) =n

6 Der Beweis ist nachzulesen in [7, S. 103].
7 Eine genauere Ausfiihrung der Kriterien und die entsprechenden Beweise kénnen in [9] nachgelesen werden.
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Satz 2.5 (Hautus-Kriterium fiir Kontrollierbarkeit). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Kontrollsystem (1.1) ist kontrollierbar.

(ii) k(A d— A,B) =N VYA e C

Neben diesen Kriterien wird spéter noch eine wichtige Eigenschaft des Bildes der Kontrol-
lierbarkeitsmatrix benotigt werden, die das folgende Lemma liefert.

Lemma 2.6. Das Bild der Kontrollierbarkeitsmatrix im C(A, B) des Kontrollsystems (1.1)
ist der kleinste A-invariante Unterraum von R, der im B enthélt.® Per Definition® ist im B
genau dann invariant beziiglich A, wenn (A -m) € im B fur alle m € im B gilt.

Beweis. Zunéchst sei im C(A, B) in Mengenschreibweise folgendermafien dargestellt:

imC(A,B) =im (B AB A’B ... A""'B)
={Bxg+ABx1+...+ A" 'Bx, | x0,...,0p1 ER™} =M

Ziel ist es nun fir diese Menge zu zeigen, dass sie den kleinsten A-invarianten Unterraum
darstellt, der ¢m B enthalt. Bezeichne V' den kleinsten A-invarianten Unterraum, der im B
enthélt. Dieser existiert in R™ und ist eindeutig.!® Damit ist also V = M zu zeigen.
Wegen im B € V ist offensichtlich {Bxz | zo € R™} in V enthalten. Ebenso gilt wegen
A-Invarianz {A*Bz | k € N, z € R™} € V, woraus aufgrund der Abgeschlossenheit eines
Unterraums beztglich der Vektoraddition direkt M C V folgt.
Andererseits gilt offensichtlich im B = {Bxzy | zp € R™} € M. Wenn M auBerdem A-
invariant ist, folgt V' C M sofort aus der Voraussetzung, dass V' den kleinsten Unterraum
mit diesen Eigenschaften darstellt. Damit wére die Gleichheit und somit die Behauptung des
Lemmas gezeigt. Es bleibt also lediglich die A-Invarianz der Menge M nachzuweisen.
Sei dazu

xa(z) =det(zId— A) = 2"+ a, 12" '+ ... +az+ag
das charakteristische Polynom der Matrix A. Nach dem Theorem von Cayley-Hamilton!!

gilt damit:

XA(A) :A"+an_1A”_1+...+a1A+aold:O
e A" = —Anp—1 An_l — ... —alA—(lo Id (22)

8 Das Lemma formuliert hier nur einen Spezialfall einer viel allgemeineren Aussage. Der allgemeine Fall
kann in [5, S. 14 ] nachgeschlagen werden.
915, S. 14]

10 Dije Existenz ist offensichtlich, da R™ selbst einen solchen Unterraum endlicher Dimension darstellt und
die Eindeutigkeit ist klar, da die angenommene Existenz mehrerer Unterrdume mit diesen Eigenschaf-
ten von kleinster Dimension schon liefern wiirde, dass diese iibereinstimmen miissten. Ansonsten wiirde
der durch den Schnitt erzeugte Unterraum einen Unterraum kleinerer Dimension mit den gewiinschten
Eigenschaften darstellen.

1 Dieses ist in [11, S. 353] ausfiihrlich dargestellt.
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Nun sei m € M beliebig gewahlt. Das heiffit: m hat die Form
m=Bxy+ABx+...+ A" 'Bux,_ ;. (2.3)
Dann rechnet man leicht nach:

A-m=ABxy+ A’Bx, + ...+ A"Bx,

(2:2) ABZ’O -+ A2B$1 + ...+ An_lBl'n,Q + (-an,1 An_l —...— Qa1 A— aop Id) Bl'nfl
=B (—ao xn—l) + AB (ZL‘O — ZL‘n_l) + ...+ An_lB (l’n_g — Ap—1 xn—l)

Daran sieht man sofort, dass (A -m) in M enthalten ist, womit die Invarianz gezeigt und
somit das Lemma bewiesen ware.



3 Zustandsriickfithrung und
Polvorgabe

3.1 Idee der Zustandsriickfithrung

Das Kapitel bezieht sich vor allem auf [5] und [17].

Ausgangspunkt sei ein Kontrollsystem mit Ausgang der Form (1.1).!? An die Frage nach der
Kontrollierbarkeit aus dem vorherigen Kapitel, schliefit sich konsequenterweise die Frage an,
wie eine Kontrolle u gewédhlt werden muss, um bestimmte Eigenschaften beziehungsweise
eine bestimmte Dynamik des Systems zu erzielen.

Oft soll eine Kontrolle u € U so gewdhlt werden, dass aus einem instabilen System der Form
(1.3) ein (asymptotisch) stabiles Kontrollsystem der Form (1.1) entsteht. Das Problem, ei-
ne solche Kontrolle zu finden, wird dementsprechend als Stabilisierungsproblem bezeichnet.
Auch denkbar wére das Ziel, die Stabilitéit eines bereits stabilen Systems zu verbessern.

Die Idee der Zustandsriickfiihrung besteht dabei darin, die Kontrollfunktion nicht nur zeitab-
hangig zu wéhlen, sondern zu jedem Zeitpunkt vom aktuellen Zustand abhéngig zu machen.
Die Kontrolle soll also die Form

u(t) = —K x(t) mit K € R™" (3.1)

haben, wobei —K die Darstellungsmatrix einer Abbildung von R™ nach R™ ist, die jedem
Zustand die entsprechende Kontrolle zuordnet. Die Matrix wird Rickfihrungsmatriz, Regler
oder Feedback genannt. Graphisch wird dieses Konzept in Abbildung 3.1 dargestellt.

Regelstrecke
Tx
-K _

Abbildung 3.1: Zustandsriickfithrung '3

12 Dem Ausgang des Kontrollsystems kommt auch in diesem Kapitel noch keine Bedeutung zu und dient
an dieser Stelle lediglich der Einheitlichkeit der Arbeit. Es wiirde also hier auch geniigen, von einem
Kontrollsystem ohne Ausgangsgleichung auszugehen.

13 in Anlehnung an [17, Abb. 4.1, S. 146]

12
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Ausgehend von (1.1), erhdlt man mit der so gewdhlten Kontrolle fir das dynamische Ver-
halten des Systems die Gleichung

(t) = Ax(t) + B(—K x(t))
=(A— BK)z(t)

mit (A — B K) € R in der Form von (1.3).

(3.2)

Daraus resultiert in Verbindung mit der oben formulierten Frage die Uberlegung, wie K zu
wéhlen ist beziechungsweise wann es ein solches K gibt, sodass System (3.2) die gewtinschte
Dynamik annimmt. Das ist in der folgenden Definition explizit formuliert.

Definition 3.1. Das Stabilisierungsproblem ist losbar, beziehungsweise (A, B) heiit stabi-
lisierbar, wenn eine Riickfihrungsmatrix K existiert, sodass (A — B K') asymptotisch stabil
ist.

In Kapitel 3.3 wird gezeigt werden, dass das Stabilisierungsproblem insbesondere dann 16sbar
ist, wenn (A, B) kontrollierbar ist. Damit kann die Stabilisierbarkeit als ,Abschwachung* der
Kontrollierbarkeit angesehen werden.

3.2 Regelungsnormalform

Die Ausfithrungen dieses Kapitels beruhen hauptséchlich auf [1], [3] und [6].

Um die Riickfithrungsmatrix in Kapitel 3.3 konstruieren zu konnen, ist es von Vorteil, das
zu regelnde System durch Koordinatentransformation in einer bestimmten Form angeben zu
konnen: in der sogenannten Regelungsnormalform. Diese Moglichkeit beschrénkt sich jedoch
auf Fingroffensysteme. Das heifit auf Kontrollsysteme mit nur eindimensionaler Kontrolle
(d.h. mit B = b € R"). (Kontrollsysteme mit mehrdimensionaler Kontrolle bezeichnet man
als Mehrgroflensysteme.)

Das folgende Lemma charakterisiert die Regelungsnormalform, und gibt an, wann ein System
in diese iiberfithrt werden kann.

Lemma 3.2. Das System (A,b) € R™*" x R" ist genau dann kontrollierbar, wenn es eine
Koordinatentransformation mit Transformationsmatrix S € R™ ™ gibt, sodass das damit
transformierte Kontrollsystem durch

i=Az+bu
mit
0 1 0 - 0 0
0 0 1
A=8tAs=| + Colund b=s7te= | (3.3)
: : 1 0 .
0 0 0 1 0

_ao _al P o . _anfl 1
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gegeben ist, wobei a; fir + = 1,...n die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
xa(z) = 2"+ an 12" . tarz+ag
der urspriinglichen Matrix A sind.

Beweis. Zunéchst soll gezeigt werden, dass fiir Matrizen der angegebenen Form A gerade
gilt, dass a; die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von A sind. Dieses ist gleich
dem charakteristischen Polynom von A.'* Eine Méglichkeit des Nachweises wiére, das charak-
teristische Polynom beziehungsweise det(zI — A) direkt in Abhéangigkeit von n durch gezieltes
Entwickeln von Zeilen und Spalten auszurechnen.'® Hier soll die Behauptung jedoch durch
Induktion nach n bewiesen werden:

Fiir den Induktionsanfang sei n = 1. Dann gilt:

A= (—ao) = xg=det (21— (—ap)) =2z + ag

Die Behauptung gelte fiir n und A, sei von der Form des Lemmas, dann ist fiir

An = _ c R(n+1)><(n+1)
+1 0 i

das charakteristische Polynom gegeben durch

XA, = det (z L1 — Apy1) = det | 21, — A,
0

(%)

Die Entwicklung nach der ersten Spalte liefert gemafl Laplace’schem Entwicklungssatz!'® das
gewiinschte Ergebnis:
Xi.,, = (D)2 det (21, = Ay) + (=)™ - ag - (-1)"

n+1 R ,
17

= z-det (21, — A,) + (=1)™2. g

=z-det(zI,— A,) + ag

Yo (2"t a, 2"+ Hay) + ag

=" a2+ a2+ a

14 Das ist der Fall, weil Eigenwerte unter Koordinatentransformation erhalten bleiben und somit #hnliche
Matrizen das selbe charakteristische Polynom besitzen.

1540 [3, S. 271]

16 beispielsweise nachzulesen in [2, S. 203]

17 Der Faktor stellt die Determinante der Streichungsmatrix dar. (Diese ist eine untere Dreiecksmatrix mit
den Diagnonaleintragen (—1).)
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Damit ist der zweite Teil des Lemmas bewiesen.

Sei nun S die Transformationsmatrix mit den angegebenen Eigenschaften und zeige, dass
damit (A, b) kontrollierbar sein muss. Zunéchst ist

00 - 01
— SO - .\ 18 : 1
C(Ab) = (b Ab A% - A"'D)=|:
01 *
1

die Kontrollierbarkeitsmatrix von (A, 5) Diese Matrix hat offensichtlich vollen Rang, woraus
nach Satz 2.4 folgt, dass (A, b) kontrollierbar ist.

Zudem bemerken wir, dass

S-C(Ab)=S-(b Ab A% ... A"p)
= (Sb SAb SA% - SA"D)
= (957 SSTTASSTh SSTIA2SSTIh .- SSTLAMTISS )
=(b Ab A% .. A)
=C(A,b)

fiir die Kontrollierbarkeitsmatrix von (4, b) gilt. Aus dieser Darstellung folgt sofort, dass auch
C (A, b) vollen Rang hat. Denn S hat als Transformationsmatrix vollen Rang und C (A, ),
wie bereits gezeigt, ebenso. Damit ist (A, ) nach Satz 2.4 ebenfalls kontrollierbar.

Sei jetzt (A, b) kontrollierbar. Damit besitzt die Kontrollierbarkeitsmatrix C (A, b) nach dem
Kriterium von Kalman vollen Rang und ist somit im Eingrofiensystem als quadratische

18 Die Gleichheit lisst sich leicht nachvollziehen. Die erste Spalte lisst sich direkt ablesen. Die zweite Spalte
ldsst sich durch einfache Matrizenmulitplikation leicht berechnen und entspricht der letzten Spalte von
A. Die restlichen Spalten erhélt man, indem man die jeweils zuvor berechnete Spalte von rechts an A
multipliziert.
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Matrix invertierbar. Aulerdem gilt folgende Umformung;:

A-C(Ab)=A-(b Ab A% .. A"p)

= (Ab A% ... Al A7)

(A A - AT (g AV - ag) D)

=(Ab A% - A (—a,  ATTh— .. —agh))
00 -~ 0 —ap
1 0 --- 0 —aq

=(b Ab - A) |0 1 P
00 - 1 —ay

= C(A,b)- AT

Zusammen mit der Invertierbarkeit der Kontrollierbarkeitsmatrix folgt damit:
AT =C(A,b)"1-A-C(A,Db) (3.4)

Weil, wie bereits Verwwendet, dahnliche Matrizen das selbe charakteristische Polynon~1 besitgeg,
also insbesondere A das selbe wie A, lasst sich obige Umformung analog auf A - C(A,b)
anwenden. Das impliziert

A-C(Ab)=C(ADb)- AT . (3.5)

Wegen C (A,b) = S~!-C(A,b) ist insbesondere auch die Invertierbarkeit von C (A, b) klar.
Damit folgt direkt:

A=C(AD)-A"-C(AD)™
e (Ah)-c(an) A (A CAD

=:6-1 =:5

Aus

1 1

0 ~~ 10 -

CAL)-|.[=bundC(AD)-|.| =0

0 0

folgt, dass
C(A,b)-C(Ab)-b=D. (3.6)
—g-1

Damit ist offensichtlich S die gesuchte Transformationsmatrix. O
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Nachdem ihre Existenz nun gezeigt wurde, soll die anschlieSende Bemerkung die Transfor-
mationsmatrix beziehungsweise ihre Inverse genauer charakterisieren.

Bemerkung 3.3. Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 3.2. Dann gilt:

t
g1 trA

tf A1

wobei ¢ die letzte Zeile der Inversen der Kontrollierbarkeitsmatrix C (A4,b)~" darstellt.

Beweis. Wir bezeichnen zunéchst die Zeilenvektoren von S—! mit ¢/ = (tu tio - tm)
fir:=1,...,n. Also:
tf tin tiz -+ tin
t3 tor tay -+ 1o
sl=|7]= " (3.7)
tz tnl tn2 tnn

Mit dieser Bezeichnung gilt, dass

(3.8)
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sowie
0 1 0 0
0 0 1 : tir tiz o g
g1 tor tag -+ toy
: : 1 0
_a/D _al .« o e . o o _a'n—l
to1 22
31 l32
tnl th
(—aptiy —artor — ... —ap_1tn1) (—aotia —artes — ... — ap_1tpa)
t2n
Zf?m
tnn
(_GO tln —a Z5211 — ... — ap-1 tnn)
ty
t3
= (3.9)
tT
—apth —aytd — ... —a, 1 tT

Wegen (3.3) gilt die Beziehung
A=8TAS « AST'=S57"4.
Und zusammen mit (3.8) und (3.9) folgt daraus

tr th A
tr 3 A
tT

—apth —aytf — ... —a, 11T th A
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Aus den ersten n — 1 Zeilen erhalt man:
=11 A
th =ty A=1t] A?
(3.10)
th =17 A=t A
Eingesetzt in (3.7) erhalt man damit
th
th A
STh= ¢ A%

t] At

Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass t7 die letzte Zeile der inversen Beobachtbarkeitsmatrix
darstellt. Dazu verwendet man die zweite Beziehung aus (3.3), aus der direkt

0 tr th'p
: t? tI'y
—Stp=|"*|-b=1|"

0 :
1 t7 tI'b

folgt. Daraus erhélt man zeilenweise und unter Verwendung von (3.10) die folgenden Glei-
chungen:

tfb=0

tT Ab=0
th A2 =0
th A th =1

Dazu sind folgende Gleichungen dquivalent:

t]-(b Ab A% - A")=(0 .-+ 0 1)
= =0 - 0 1)-(C(Ab)"

Daraus folgt direkt die Behauptung. 0
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3.3 Reglerentwurf durch Polvorgabe

Folgendes orientiert sich insbesondere an [3], [5] und [17].

Wie bereits in Kapitel 3.1 deutlich geworden ist, ist das Ziel der Zustandsriickfithrung, den
Regler K so zu entwerfen, dass das System mit Zustandsriickfiihrung die gewiinschte Dyna-
mik erhélt. Ein Entwurfsverfahren ist die Methode der sogenannten Polvorgabe.

Der Abschnitt zur Stabilitdt 2.1 hat gezeigt, dass Eigenwerte eine grofle Bedeutung fiir die
Dynamik haben. Daraus resultiert der Grundgedanke der Polvorgabe: K wird so gewéhlt,
dass die Systemmatrix (A — BK) des Systems, das aus der Zustandsriickfithrung mit K
entsteht, bestimmte Eigenwerte besitzt, sodass die gewtlinschte Dynamik erzeugt wird. Soll
das Stabilisierungsproblem gelost werden, miissen die Eigenwerte von (A — BK) geméfl De-
finition 3.1 und Satz 2.2 in der linken komplexen Halbebene liegen.

Das Verfahren der Polvorgabe umfasst zwei wesentliche Schritte:

1. Festlegung der Eigenwerte, die die Systemmatrix (A — BK) erhalten soll. Dazu werden
die Eigenwerte des ungeregelten Systems (d.h. der Matrix A) an eine beliebige Position
sverschoben®, sodass die gewiinschte Dynamik resultiert.

2. Berechnung der Riickfithrungsmatrix K so, dass (A — BK) die in Schritt 1 festgelegten
Eigenwerte erhalt.

Dabei ist es notwendig, sich die Frage zu stellen, ob beziehungsweise wann es iiberhaupt
moglich ist, die Eigenwerte von (A — BK) vollkommen beliebig festzulegen. Eine wichtige
Erkenntnis dazu liefert der folgende Satz. Der Beweis des Satzes liefert insbesondere bereits
eine Konstruktionsbeschreibung fiir die gesuchte Matrix K.

Satz 3.4 (Satz von der Polverschiebbarkeit). Wenn (A, B) vollstindig kontrollierbar ist,
konnen die Eigenwerte \; mit ¢ = 1,...,n des zugehorigen Kontrollsystems mit Zustands-
riickfithrung beliebig festgelegt werden.

Eine Einschrinkung, die dabei erwédhnt sei, ist die, dass die festgelegten Eigenwerte in kom-
plex konjugierten Paaren auftreten miissen.!® Zudem gilt in Satz 3.4 sogar die Aquivalenz
der beiden Aussagen. Die hier formulierte Implikation, ist jedoch die fiir die Konstruktion
benotigte.

Beweis von Satz 3.4. Vorab ist zu bemerken: Die Eigenwerte von (A — BK) beliebig fest-
legen zu konnen, ist gleichbedeutend damit, dass das charakteristische Polynom y 4_gx von
(A — BK) durch geeignete Wahl von K jedes beliebige Polynom der Form 2" + p,_; 2"~ +
..+ p12 + po mit pg,...,pr_1 € R annehmen kann.

Sei zunéchst B = b € R™ und (A, b) kontrollierbar. Weiter sei S die Transformationsma-
trix in Regelungsnormalform (3.3).

19 Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer reellen Matrix (Polynom mit Koeffizienten in R) treten
immer in komplex konjugierten Paaren auf. Andernfalls hiatte K nicht ausschliellich reelle Eintrége.
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1

Sei auflerdem x(z) = 2" + p,_12" " + ... + p12 + po das gewiinschte charakteristische

Polynom. Dann setzte:

K = (po —ay pr—G1 ‘' Ppo1— an—l) e RM*"
Damit gilt fiir das transformierte System:
0 1 - 0 0
A—bK = ] - : (]90 — Gy pP1— @1 Pn—1 — an—l)

—ag —aq —Qp_1 1

0 1 0 0 0 0
B 1 B 0 0 R 0

—ag —a1 ccr —Qp_1 Po—ap pP1—Aair -+ Pn-1— Qn-1
0 1 0
: 1

—Po —P1 - TPn-1

Diese Matrix besitzt wieder Regelungsnormalform, weshalb nach Lemma 3.2 das zugehorige
charakteristische Polynom gegeben ist durch

1

X;_Zf((z) ="+ P2+ P12+ po-

Mit K := KS~! ergibt sich:
S(A—bK)S™' =SAS'—SbKS' = A—bK
Und weil ahnliche Matrizen das selbe charakteristische Polynom besitzen, also

XAGR = XA-bK

ist die Behauptung fiir diesen Fall gezeigt.

Sei nun B € R™™ mit (A, B) kontrollierbar.

Die Idee fiir den Beweis des Satzes im Mehrgrofenfall besteht darin, das System auf ein

EingroBensystem zurtickzufithren.

Dazu wird zunachst folgende Behauptung aufgestellt:
Das Paar (A, B) ist kontrollierbar und es sei v € R™, sodass b := Bv # 0 € R".?Y Dann
existiert eine Matrix F' € R™*" sodass i(t) = (A — BF) z(t) + bu(t) kontrollierbar mit
eindimensionaler Kontrolle @ ist.

20 Ein solches v existiert, weil ansonsten B = 0 gelten wiirde. Damit wire aber die Kontrollierbarkeitsmatrix
von (A, B) die Nullmatrix. Das wiirde einen Widerspruch zur vorausgesetzten Kontrollierbarkeit des
Systems darstellen.
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Geht man von der Giiltigkeit dieser Behauptung aus, so gestaltet sich der restliche Beweis
sehr einfach. Sei also auch hier x(z) = 2" + p,_12" ' + ... + p1 2 + py das gewiinschte
charakteristische Polynom von (A — BK).

Weil (A — BF,b) ein kontrollierbares Eingrofensystem beschreibt, gibt es nach dem ersten
Teil des Beweises ein K7, sodass

x(z) = X(A-BF)-bK,
gilt und wegen

ist mit
K =F+vK,

die Riickfithrungsmatrix so definiert, dass das gewiinschte charakteristische Polynom ange-
nommen wird. Damit ware der Satz bewiesen.

Es bleibt lediglich noch die eben aufgestellte Behauptung zu verifizieren:
Dazu sollen z4, ..., x, € R" linear unabhéngige Vektoren durch

Tig1 = Ax;+ Bu; furi=0,...,n—1

mit u; € R™ rekursiv definiert werden, die neben der linearen Unabhéngigkeit auch die
Eigenschaft

Vie{l,...,n}: Az, e Vii=(zy,...,q) furi=1,...,1—1 (3.11)

erfiillen.

Dazu sei 7, := b # 0 € R™. Die lineare Unabhingigkeit eines einzigen Vektors, der nicht
der Nullvektor ist, ist unproblematisch per Definition gegeben und fiir Eigenschaft (3.11) ist
hier nichts zu zeigen.

Weiter seien xy, ...,z fir ein k € {1,...,n — 1} schon mit den obigen Eigenschaften defi-
niert. Dann ist zj,; so zu definieren, dass auch zy, ...,z die Eigenschaften erfiillen.

1. Fall [Azy, ¢ ViJ: In dem Fall geniigt es uy := 0 und x4+ = Az zu setzen. Dann sind die
X1,...,Tpy, offensichtlich linear unabhéngig, weil xq,...,x; bereits linear unabhénig sind
und zy 1 = Axg ¢ Vi = (21, ..., x) nicht als Linearkombination von 1, . ..,z geschrieben
werden kann. Auflerdem ist Eigenschaft (3.11) fur [ € {1,...,k} nach Induktionsvoraus-
setzung unproblematisch und wegen Azy € Viyy = (v1,..., 25, Trp1) = (T1,..., Tk, Axy)
offensichtlich auch fir [ = k + 1 erfiillt.



KAPITEL 3. ZUSTANDSRUCKFUHRUNG UND POLVORGABE 23

2. Fall [Azy, € Vi J: Dann gilt, dass V} invariant beztiglich A ist. Denn sei x € Vj, beliebig,
dann lasst sich folgende Rechnung durchfiihren:

A- Z)\l'rl

=1

Az

~

Il
M»

)\l (Axl)

~

1

/\1 (AZL‘I) + ...+ /\k—l (A[Ek_l) + /\k (Axk)

Weil Azy,..., Axgp_1 wegen (3.11) und Az, wegen der Voraussetzung des 2. Falls in Vj
enthalten sind, ist A x als Linearkombination dieser Elemente ebenfalls in V}, enthalten.
Weil aber im C(A, B) nach Lemma 2.6 der kleinste A-invariante Unterraum ist, der im B
enthilt, und dim(V;) = k < n —1 < n ist, kann V} das Bild von B nicht enthalten. Das
impliziert die Existenz eines u, € R™, sodass

Tpa1 = Az + Buy

nicht in Vj, enthalten ist. Damit sind zq, ..., x5 wie im 1. Fall linear unabhangig, weil xy.,
auch hier mit gleicher Argumentation nicht als Linearkombination der x4, ..., x; geschrieben
werden kann. AuBerdem ist (3.11) erfilllt, da Azy € Vi, C Viys.

Damit sind x4, ..., x, rekursiv mit den oben genannten Eigenschaften definiert. Damit wird
die gesuchte Matrix definiert als

~F:=U -X""'eR™"
mit
U:= (ul un) e R™" und X := (:cl mn) e R™™ |

wobei sich uq,...,u,_1 aus der obigen Konstruktion ergeben und wu, := 0 gesetzt wird.
Wegen linearer Unabhéngigkeit der Spaltenvektoren per Konstruktion, ist die Matrix X
invertierbar, womit —F wohldefiniert ist. Nach dieser Definition von —F' gilt auflerdem:

—Fx,=u; firt=1,...,n.
Einsetzen von wu; in die Konstruktion der z; liefert somit
rig1=Ax;+Bu;=Ax;+ B(—Fx;)=(A—BF)x; i=1,...,n—1.
Wegen b = z; ergibt sich also :
T4 = (A— BF)'b
— X=(b (A=BF)b -+ (A= BF)"'D)
Somit stellt X die Kontrollierbarkeitsmatrix von (A — BF,b) dar. Diese hat wegen bereits

erwahnter linearer Unabhéngigkeit ihrer Spaltenvektoren vollen Rang. Daraus folgt nach
Satz 2.4 die Kontrollierbarkeit von (A — BF,b), womit die Behauptung bewiesen ist. 0
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Auf diesen Beweis aufbauend sollen nun entsprechende Formeln hergeleitet werden, um den
Regler K eines Systems (A, B) berechnen zu konnen. Wir gehen dabei von einem kontrol-
lierbaren System aus.

Polvorgabe bei Eingroflensystemen (das heifit bei Systemen mit B = b € R")
Hierbei wird zunéichst das charakteristische Polynom y4(z) = 2" + a,_1 2" ' + ... +
a1z + ag der gegebenen Matrix A berechnet sowie das gewiinschte charakteristische
Polynom x4_px(2) = 2" + pn1 2" ' + ... + p1 2 + po der Dynamikmatrix (A — bK)
des Systems mit Zustandsriickfithrung durch Ausmultiplizieren der gewtinschten Ei-
genwertfaktoren bestimmt.
Ist das System bereits in Regelungsnormalform gegeben, ist K, wie im Beweis zum
Satz der Polverschiebbarkeit 3.4 ersichtlich wird, folgendermafien zu wéhlen:

K = (po —ay pr— Q1 - Pp—1— an—l) (3.12)

Ist das System nicht in Regelungsnormalform gegeben, folgt die Wahl von K ebenfalls
aus dem Beweis zu Satz 3.4:

K = (Po —Qy p1—ar *° Pn-1— an71> 571
Die Matrix S—! ist dabei in Bemerkung 3.3 gegeben. Damit berechnet sich K zu:
t
th A
KZ(FO—CLO pr—a - pn71—an71)' .
t At

= (p(] — CLO) t{ + (pl — CL1> t{A + ...+ (pn,1 — an,l) t?Anil
=poti +piti A+ . A pa it A —(apt] +ati A+ o a,t] AT
:potlT—l—...—I—pn,lt{Anfl+t1T(—a0—a1A— —anlAn71>

22 ,,

=T (po+prA+.. .+ o A"+ AY)
=t1 - Xa—bi(A) (3.13)

Dabei ist I auch nach Bemerkung 3.3 die letzte Zeile der Inversen der Kontrollierbar-
keitsmatrix.
Diese Reglerformel stammt von J. Ackermann.

Polvorgabe bei Mehrgroflensystemen (das heifit mit B € R"*™)
In diesem Fall werden vorab die Eigenwerte \q,...,\, von A berechnet. Wiirde man
dann in diesem Fall nach der Konstruktion im Beweis zum Satz von der Polverschieb-
barkeit vorgehen, gestaltet sich die Berechnung der Riickfithrungsmatrix relativ schwie-
rig. Eine deutlich einfachere Konstruktionsbeschreibung erhélt man, wenn man die Ei-
genwerte nicht vollig beliebig festlegt, sondern einige Bedingungen an diese stellt.
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Geht man davon aus, dass die gewiinschten Eigenwerte gy, ..., Ag, von (A — BK)
einfach sind, so lasst sich die Riickfiihrungsmatrix K nach der folgenden Konstrukti-
onsvorschrift relativ einfach bestimmen:

Seien zunéachst my, ..., m, m-dimensionale Parametervektoren.?! Diese werden so ge-
wahlt, dass vg; € R™ linear unabhéangig sind und m; = 0 gilt, falls A\r; ein Eigenwert
von A ist. Dabei sind vg; definiert als

, (3.14)

{(A — Ari )" Bm; , Ap; ist kein Eigenwert von A
VR ‘=

v , Ag; ist Eigenwert von A

wobei v; der zum Eigenwert gehorige Eigenvektor von A ist.

Wenn Ag; kein Eigenwert von A ist, gilt det(Ag; I,, — A) # 0. Deshalb ist (A — Ag; I,,) in
dem Fall invertierbar. Damit sind die vg; wohldefiniert. Da Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten linear unabhéngig sind und weiter die m; entsprechend so gewéhlt
werden kénnen, dass (3.14) n linear unabhéngige Vektoren liefert, 14sst sich die Matrix
mit den vg; als Spaltenvektoren invertieren.

Damit ist

K — (m1 mn)-(vm UR”)_l
wohldefiniert.

An dieser Stelle soll noch gezeigt werden, dass die Regelstrecke mit dieser Riickfiih-
rungsmatrix K tatsachlich die gewtlinschten Eigenwerte annimmt. Aber aus dieser Ma-
trixdefinition folgt insbesondere sofort:

Falls vg; = (A — Ag; I,) "t Bm,, gilt die Aquivalenz

vpi =(A — Ap; I,) "' Bmy
— (A_)\Rijn)URi =B m;

Sg (A_/\Rijn)vRi :.BI(UZ

(A — BK)vg; =Agi Vg ,

=

aus der sofort folgt, dass Ag; einen Eigenwert von (A — BK) bildet.

21 Wie bereits erwihnt, diirfen die gewiinschten Eigenwerte weiterhin nur in komplex konjugierten Paaren
auftreten. Gleiches gilt fiir die entsprechenden Parametervektoren, da ansonsten K nach dieser Konstruk-
tion keine reelle Matrix darstellen konnte.
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Falls vg; = v; Eigenwert von A ist, so gilt:

=0 E;N()

@19 BEKwv =iy — A v

< (A—BK)’UZ':)\Ri’Ui
Also ist Ag; auch in diesem Fall ein Eigenwert von (A — BK).

Die anfangs getroffene Voraussetzung der einfachen Eigenwerte lésst sich teilweise so-
gar noch abmildern:

Sei ndmlich Ag; ein gewtinschter mehrfacher Eigenwert, den (A — BK') annehmen soll.
Solange nun Ag; kein Eigenwert von A ist, &ndert sich nichts an der obigen Konstruk-
tion, solange die Vielfachheit des Eigenwerts m nicht iibersteigt. Die lineare Unabhén-
gigkeit der vg; fir i = 1,...,n wird dann gewéhrleistet durch entsprechende Wahl der
m;.

Ist Ag; gleichzeitig Eigenwert von A, so ergeben sich aus der obigen Konstruktion
ebenfalls keine Pobleme, falls die gewiinschte Vielfachheit des Eigenwerts kleiner oder
gleich der geometrischen Vielfachheit des selben Eigenwerts der Matrix A ist. So hat
man namlich keine Probleme entsprechend viele linear unabhéangige Parametervekto-
ren zu finden.??

Damit lasst sich also zusammenfassend feststellen, dass sich die Riickfithrungsmatrix
im Mehrgrofienfall immer nach dieser einfacheren Konstruktionsvorschrift bestimmen
lasst, solange ein mehrfacher gewiinschter Eigenwert, der keinen Eigenwert von A dar-
stellt, keine groBere Vielfachheit als m hat, oder ein mehrfacher gewtinschter Eigenwert,
der einen Eigenwert von A darstellt, keine groflere Vielfachheit hat als die geometrische
Vielfachheit dieses Eigenwertes von A.

22 Die Anzahl der linear unabhingigen Basisvektoren des Eigenraums entspricht genau der geometrischen

Vielfachheit.



4 Grundlagen der Beobachtbarkeit

Die folgenden Kapitel, die stark auf der Vorarbeit der Kapitel 2 und 3 aufbauen werden,
sollen den Hauptteil der Arbeit bilden.

Im folgenden Kapitel soll auch unter Verweis auf die Seminarvortragsausfithrung [9] kurz auf
die Grundlagen des Beobachtbarkeitsbegriffs eingegangen werden, um davon ausgehend in
Kapitel 5 den sogenannten Beobachter einfithren zu kénnen. Dabei stellen [5] und [10] die
grundlegenden Quellen des Kapitels dar.

4.1 Definition und Bedeutung

Bisher wurde von einer wesentlichen Vereinfachung der Realitat ausgegangen. Namlich dass
fiir Stabilisierung, Zustandsriickfithrung etc. der gesamte Zustandsvektor des Kontrollsys-
tems zur Verfiigung steht. Tatsachlich sind in der Regel nicht alle Zustandsinformationen be-
kannt. Beispielsweise weil sie technisch tiberhaupt nicht messbar sind oder nur unter grolem
technischen beziehungsweise finanziellen Aufwand ermittelt werden konnten. Sprachlich wird
vereinfacht gesagt, dass die entsprechenden Groflen nicht messbar sind.

Es wird also davon ausgegangen, nur bestimmte von z(¢) abhangige Werte zu kennen. Diese
sind durch den bereits in Kapitel 1.3 definierten Ausgang y(t) = C z(t) € RP gegeben.

Mit diesem Wissen stellt sich die Frage, ob und wie die eingefiihrten Verfahren trotz dieser
Einschrinkung durchgefiihrt werden kénnen. Dabei ist es naheliegend, zunéchst die Uberle-
gung anzustellen, wann sich der Gesamtzustand z(t) aus dem Ausgang y(t) rekonstruieren
lisst. Mit dieser Uberlegung ist die Frage nach der Beobachtbarkeit des Kontrollsystems
formuliert. Das heifit die Beobachtbarkeit ist sinngeméfl dann erfiillt, wenn sich aus der
Kenntnis des Ausgangs y(t) (also der Kenntnis der messbaren Groen im Zeitverlauf) der Ge-
samtzustand z(t) rekonstruieren lasst. Diese Anschauung ist aus der Definition nicht direkt
ersichtlich, sondern wird erst nach gezielter Betrachtung des funktionalen Zusammenhangs
von Zustand und Ausgang deutlich. Diese Uberlegung wird in [9] ausfiihrlich gefiihrt.

Definition 4.1. Das System (1.1) heifit beobachtbar ¥ xy € R™, wenn gilt:
y(t, 20,0) = Cexp(At)2p =0 V t e RT = 29 =0

In Bezug auf Beobachtbarkeit soll das System (1.1) mit dem Matrizenpaar (C, A) € RP*™ x
R™* " jdentifiziert werden und die Beobachtbarkeitsmatriz sei definiert als

C
CA

oc,A)=| . |ermn. (4.1)
OAn—l
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AuBerdem sei eine Menge definiert, die in Kapitel 4.3 benotigt wird:
N ={zy e R" | Cexp(At) 2o =0 V t € RT} (4.2)

stellt die Menge der Anfangszustédnde dar, fiir die der Ausgang ohne Kontrolle fiir alle Zeiten
Null ist. Zusammen mit Definition 4.1 gilt sofort folgende Aquivalenz:

System (1.1) ist beobachtbar <= N = {0}

4.2 Nachweis der Beobachtbarkeit

Nachweisen lasst sich die Beobachtbarkeit mit den beiden folgenden notwendigen Kriterien,
die analog zu denen der Kontrollierbarkeit von Kalman und Hautus aufgestellt wurden.?

Satz 4.2 (Kalman-Kriterium fiir Beobachtbarkeit). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Kontrollsystem (1.1) ist beobachtbar.

(ii)) 7k O(C,A) =n
Satz 4.3 (Hautus-Kriterium fiir Beobachtbarkeit). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Kontrollsystem (1.1) ist beobachtbar.

(ii) rk </\I_A> =n vAeC

C

4.3 Asymptotische Beobachtbarkeit
Eine Eigenschaft, die die Beobachtbarkeit ,abschwacht®, ist die der asymptotischen Beob-
achtbarkeit. Dementsprechend ist jedes beobachtbare System insbesondere auch asymptotisch
beobachtbar.
Definition 4.4. Das System (1.1) heifit asymptotisch beobachtbar, genau dann, wenn

lim 2(t,29,0) =0 Vo €N .
t—o0

Anschaulich bedeutet das, dass alle Losungen, fir die der Ausgang ohne Kontrolle Null
ergibt, auch schon gegen Null konvergieren.

2Die Beweise der Kriterien sind in [9] nachzulesen.
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4.4 Dualitat

Die folgenden beiden Sétze liefern wichtige Zusammenhéange von Beobachtbarkeit und Kon-
trollierbarkeit beziehungsweise von asymptotischer Beobachtbarkeit und Stabilisierbarkeit.

Satz 4.5.
(A, B) ist kontrollierbar <= (BT, A") ist beobachtbar

Das bedeutet, dass Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit zueinander duale Konzepte dar-
stellen. Auf einen Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden.?*

Analog verhélt es sich mit der asymptotischen Beobachtbarkeit und der Stabilisierbarkeit.

Satz 4.6.
(A, B) ist stabilisierbar <= (B”, A") ist asymptotisch beobachtbar

Auch hier soll auf einen Beweis verzichtet werden, da dieser die Einfiihrung der ,,Kalman-
Zerlegung® erfordern wiirde. Darauf soll im Hinblick auf den Umfang der Arbeit verzichtet
werden.?

Diese Zusammenhénge werden in den néchsten Kapiteln ihre Bedeutung entfalten, weil sich
durch diese die nachfolgend vorgestellten Verfahren groflententeils auf bereits in den vorhe-
rigen Kapiteln eingefithrte Verfahren zuriickfithren lassen.

24 Ein Beweistipp ist in [9] nachzulesen. Die Aussage lisst sich aber sehr leicht unter Verwendung der
jeweiligen Kriterien fiir Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit beweisen.
25 Nachgelesen werden kann der Beweis in [5, S. 43].



5 Zustandsrekonstruktion mit
Beobachter

Wie im vorherigen Kapitel deutlich geworden ist, klart die Beobachtbarkeit eines Kontrollsys-
tems die Frage, ob es moglich ist, den Zustand aus dem Ausgang zu rekonstruieren. Daran
soll sich nun die Frage anschliefen, wie der Zustand gegebenenfalls rekonstruiert werden
kann.

Den Ausgangspunkt dabei bildet die Regelstrecke (1.1). Diese sei im Folgenden stets be-
obachtbar, wenn nichts anderes erwahnt ist. Ein System, das nun den Zustand tatséchlich
rekonstruiert, heifit Beobachter. Dieser arbeitet mit einem Schatzwert Z des tatsédchlichen
Zustands x.

5.1 Rekonstruktion durch Parallelschaltung

Das folgende Kapitel beruht hauptséchlich auf [12] sowie [17] und verwendet teilweise Aus-
fihrungen aus [14].

Ein naheliegender Rekonstruktionsansatz ist die Idee der ,Parallelschaltung” eines Modells
der Regelstrecke zur Regelstrecke selbst, was heifit, dass das Modell den gleichen Eingangs-
groflen wie die Regelstrecke selbst unterliegt, wie in Abbildung 5.1 dargestellt.

d
Regelstrecke y
X
u
07
Modell .
N y
X

Abbildung 5.1: Parallelschaltung eines Regelstreckenmodells zur Regelstrecke 26

Bei dieser Konstruktion sind auftretende Unterschiede zwischen tatsachlichem und Modell-
zustand auf zwei mogliche Ursachen zuriickzufithren: auf unterschiedliche Anfangszustinde
oder auf Storungen d.

26 in Anlehnung an [17, Abb. 8.2, S. 346]
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Zweitere sind insgesamt ein sehr umfangreiches Problem. Darauf soll in dieser Arbeit nicht
weiter eingegangen werden, da dies weitreichendere Betrachtungen und Unterscheidungen
hinsichtlich verschiedener Storungsarten erfordern wiirde. Es sei soviel gesagt, dass Storun-
gen auf eine Regelstrecke nicht vorhersagbar sind und somit keine Beriicksichtigung im Mo-
dell finden kénnen. Damit kann eine Parallelschaltung von vornherein nur bei stérungsfreien
Systemen sinnvoll angewandt werden.

Geht man von storungsfreien Systemen aus, sind auftretende Zustandsabweichungen gemafl
des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes?” allein auf unterschiedliche Anfangszustinde zuriick-
zufithren, wie auch die folgende Differenzbetrachtung zeigt:

Betrachtet man die ungestorte Regelstrecke

&= Az + Bu, x(0)=xg
und das dazugehorige Modell
&= A%+ Bu, #(0) =3,
erhalt man mit (1.2) fir die Differenz der jeweiligen Losungen
x(t) — 2(t) = exp(At) (xg — Zo) . (5.1)

Betrachtet man diese Differenz als Zustand einer homogenen Differentialgleichung (1.3), so
folgt aus Definition 2.1 der asymptotischen Stabilitéit, dass die Differenz fiir beliebige An-
fangszustdnde genau dann gegen Null konvergiert, wenn A asymptotisch stabil ist. Dement-
sprechend ist eine Parallelschaltung nur bei ungestorten, asymptotisch stabilen Systemen
iiberhaupt moglich.

5.2 Der Luenberger-Beobachter

Um diese Einschrankungen bei der Parallelschaltung umgehen zu kénnen, muss man sich
auf die Suche nach anderen Beobachterkonzepten begeben. Ein weiterer Ansatz fiir den
Entwurf eines Beobachters stammt von David Gilbert Luenberger. Dabei soll der Zustands-
vektor nicht nur auf Grundlage der Eingangsgrofie, sondern aus Eingang und Ausgang des
Kontrollsystems rekonstruiert werden. Der so konstruierte Beobachter wird nach ihm als
,Luenberger-Beobachter” bezeichnet.

Die Formulierung der Idee und die Anleitung zur Konstruktion eines solchen Beobachters in
diesem Kapitel soll das Zentrum der Arbeit bilden und orientiert sich unter anderem an den
Ausfiithrungen aus [3], [12] und [17].

5.2.1 Idee und Aufbau des Beobachters

Ausgangspunkt der Uberlegung ist hier ebenfalls die zu betrachtende Regelstrecke (1.1). Da
der Zustand z(t) im Allgemeinen unbekannt ist, wird statt diesem auch hier mit dem Schétz-
wert Z(t) gearbeitet.

27 [5, S. 5]
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Insoweit wiirde aber noch kein Unterschied zur Parallelschaltung bestehen. Deshalb wird
dem System des Beobachters eine weitere Eingangsgrofie ug(t) zugefithrt. Somit erhédlt man
fiir den Beobachter vorldufig folgendes System:

9(t) = Ca(t) 52)

{é;(t) = A&(t) + Bu(t) + ug(t), 2(0) =&
Uber diese Zugangsgrofie up(t) geht zeitabhingig die Differenz zwischen dem tatsichlichen
Ausgang y(t) und dem Ausgang §(t) ein, der sich ergeben wiirde, wenn man davon ausgeht,
dass der Schétzwert dem tatséchlichen Zustand entspricht. Je nach Wert dieser Differenz,
soll der Schétzwert z(t) des tatséchlichen Zustands angepasst beziehungsweise (kontrolltheo-
retisch ausgedriickt) kontrolliert werden.
Das entspricht einer Zustandsriickfithrung (wie in Kapitel 3 eingefiihrt) auf Grundlage der
gebildeten Differenz. Das heifit up hat gemafl (3.1) die Form

up(t) = L (y(t) — §(t)) mit L € R"™P (5.3)
= L(Ca(t) — Cit))
— LC(a(t) — 2(1) . (5.4)

Einsetzen von (5.4) in (5.2) liefert folgende Gleichung fiir den Modellzustand:
2(t) = A2(t) + Bu(t) + L C (z(t) — 2(t)) (5.5)

Daraus ergibt sich:

Bei korrekter Schatzung (d.h. die Schatzung entspricht dem tatsichlichen Zustand) ver-
schwindet der letzte Summand. Somit hat die zusatzliche Steuerung keinen Einfluss und das
Modell verhalt sich wie die Regelstrecke.

Wenn die Schatzung vom tatsachlichen Zustand abweicht, beeinflusst die zusétzliche Steue-
rung die Modelldynamik. Dabei ist die Wirkung abhéngig von der Wahl der Riickfithrungs-
matrix L.

Da schliefllich x(¢) als unbekannt angenommen wird, ist die Darstellung des Beobachters
mit Gleichung (5.5) wenig sinnvoll. Stattdessen soll der Beobachter nur in Abhéngigkeit
bekannter Gréfien dargestellt werden. Einsetzen von (5.3) in (5.2) liefert

2(t) = A2(t) + Bu(t) + L (y(t) — 9(1))
=Az(t)+ Bu(t) + Ly(t) — Ly(t)
=Az(t)+ Bu(t) + Ly(t) — LC (1)

= (A= LC)2(t) + Bu(t) + Ly(t)

woraus sich fiir den Beobachter das dynamische System

ZB:{M) éA()LC) 2(t) + Bu(t) + Ly(t) 56)



KAPITEL 5. ZUSTANDSREKONSTRUKTION MIT BEOBACHTER 33

o Regelstrecke

Beobachter

Abbildung 5.2: Konzept einer Regelstrecke mit Beobachter nach Luenberger 2

mit den beiden Eingdngen u und y und dem Ausgang ¢ ergibt. Graphisch ist das Konzept
des Luenberger-Beobachters (5.6) in Abbildung 5.2 veranschaulicht.

Die ,,Arbeitsweise” des Beobachters selbst wird in Abbildung 5.3 genauer dargestellt. Dabei
ist in Anlehnung an Abbildung 3.1 die ,im*“ Beobachter stattfindende Zustandsriickfithrung

griin gekennzeichnet.

o—1 Regelstrecke x X
y
o Modell & (A)
Up ‘
L
Beobachter

Abbildung 5.3: Struktur des Luenberger-Beobachters 2°

5.2.2 Konstruktion des Beobachters

Das Einzige bis hierhin Unbestimmte in dem Beobachtersystem (5.6) ist die Matrix L. Von
der Wahl dieser héngt, wie bereits erwahnt, ab, wie das Modell beeinflusst wird, wenn Schéatz-
wert/Modellzustand und tatsachlicher Zustand voneinander abweichen. Ziel ist es, L so zu
wahlen, dass der Beobachter seinen Zweck erfiillt, ndmlich durch Schétzungen den tatsich-

lichen Zustand moglichst genau zu approximieren.

28 in Anlehnung an [8, Abb. 4.1, S. 65]
29 in Anlehnung an [17, Abb. 8.3, S. 348]
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Man muss sich also die Frage stellen, wie L konstruiert werden muss, damit der Beob-
achtungsfehler im Zeitverlauf fiir beliebige Anfangszustidnde von Regelstrecke und Modell
abnimmt. Dazu sei der Beobachtungsfehler definiert als

e(t) = x(t) — &(t) .

Fiir die entsprechende Ableitung nach der Zeit erhalt man

e(t) = a(t) — &(t)
) Au(t) + Bult) - (Ad &)+ Bulg) + LO(a(e) - 26)
= Au(t) + Bu(t) = A#(t) = Bu(t) ~ LC (a(t) — #(1))

= (A—LC) (z(t) — 2(t))
— (A~ LO)e(t) (5.7)

und der Anfangszustand des Fehlers ist durch e(0) = zq — & gegeben.

Aus (5.7) ist ersichtlich, dass der Beobachtungsfehler als Zustand einer homogenen Differen-
tialgleichung (1.3) aufgefasst werden kann. Dementsprechend nimmt der Beobachtungsfehler
geméf Definition 2.1 genau dann asymptotisch ab (d.h. er konvergiert gegen Null fir be-
liebige Anfangszustiande), wenn die Systemmatrix (A — LC') asymptotisch stabil ist. Das
ist gemaf Satz 2.2 genau dann der Fall, wenn alle Eigenwerte dieser Matrix in der linken
komplexen Halbebene liegen.

Daher wire es fiir die Konstruktion der Matrix L von Vorteil, wenn man die Eigenwerte von
(A — LC) beliebig festlegen konnte. Wie man gleich sehen wird, ist das insbesondere dann
moglich, wenn das System (C, A) beobachtbar ist.

Es ist zunéchst zu bemerken, dass beim Transponieren einer Matrix die Eigenwerte erhalten

bleiben, da fiir eine beliebige n x n-Matrix @ folgende Umformung der Determinante gilt:3°

detNT, — Q") =det(N ' — Q) = det((N 1, — Q)T) = det(N I, — Q)

Demnach stimmen insbesondere die Eigenwerte von (A—LC) und (A—LC)T = (AT—-CTLT)
iiberein, wobei (A — LC)T = AT — CTLT die Matrix der homogenen Differentialgleichung

(t) = (A — LO)T 2(t
A(t) = (AT — CTLT) 2(t)

ist, die sich aus dem linearen Kontrollsystem
3(t) = AT 2(t) + CT w(t) mit Zustandsriickfithrung u(t) = —L” 2(t) (5.8)

ergibt, in dem LT die Riickfiihrungsmatrix bildet. Bemerke dabei die entsprechenden Dimen-
sionen: AT ¢ R, CT ¢ RvP, LT ¢ RP*™,

30 unter Verwendung von [4, S. 158]



KAPITEL 5. ZUSTANDSREKONSTRUKTION MIT BEOBACHTER 35

Wie in Satz 3.4 von der Polverschiebbarkeit festgestellt wurde, konnen die Eigenwerte von
(A — LC)T und damit die von (A — LC) beliebig festgelegt werden, wenn (AT, CT) kontrol-
lierbar ist. Aufgrund der Dualitat von Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit gemafl Satz
4.5 konnen diese Eigenwerte also beliebig gewéhlt werden, wenn (C, A) beobachtbar ist.

Im Hinblick auf die Bestimmung von L resultiert aus Kapitel 3 auch die zentrale Idee zur Be-
stimmung der gesuchten Matrix: Man bestimmt zunichst LT als Riickfiihrungsmatrix durch
Polvorgabe und erhélt L anschliefend durch Transponieren.

Auf die explizite Berechnung des Beobachters beziehungsweise der Matrix L soll nun ge-
nauer eingegangen werden.

Dazu wird wieder zwischen Ein- und Mehrgréfiensystemen in Bezug auf die Dimension des
Ausgangs unterschieden. In beiden Fallen aber sei (C, A) als beobachtbar vorausgesetzt. In
einem ersten Schritt werden jeweils ausgehend von den Eigenwerten Aq, ..., A\, der Matrix A
die gewtlinschten Eigenwerte Apy, ..., A, des Beobachters (d.h. der Dynamikmatrix des Be-
obachters (A— L(C')) festgelegt, sodass dieser die gewiinschte Dynamik besitzt. Die Festlegung
erfolg also so, dass (A — LC') asymptotisch stabil wird, damit der Beobachtungsfehler gegen
Null konvergiert. Gemafl Satz 2.2 miissen die gewiinschten Eigenwerte dazu ausschliefSlich in
der linken komplexen Halbebene liegen.

Beobachterentwurf bei Eingroflensystemen (also bei Systemen mit nur einer messba-
ren Grofle, das heifit p = 1, also C' = ¢ € R*")
Nach der Berechnung des charakteristischen Polynoms der Matrix A

xa(2) =2" + ap1 2"+ a2+ oag,

wird in dem Fall aus den vorher festgelegten gewtinschten Beobachtereigenwerten das
gewtinschte charakteristische Polynom der Systemmatrix (A — L ¢) des Beobachters

n

f2)=2"+ fur2" P+ fizt fo =[]z = Ami)

i=1

bestimmt, wobei f; mit ¢ = 1,...,n —1 die reellen Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms bezeichnen. Da die gewtlinschten Eigenwerte nach voriger Erlduterung auch
die sind, die (A — L ¢)T annehmen soll, ist mit f(z) auch das gewiinschte charakteristi-
sche Polynom des transponierten Systems (5.8) mit Riickfithrungsmatrix L7 bestimmt.
Ausgehend davon soll nun L mit dem Verfahren der Polvorgabe aus Kapitel 3.3 be-
rechnet werden:

Ist das Kontrollsystem in der sogenannten Beobachtungsnormalform gegeben, das heif3t
A und ¢ haben die Formen
0 -+ 0 —ag
1 -+ 0 =—a
A= ) _1 und c:<0 0 0 1),

0 -+ 1 —a,,
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so hat (AT, cT) offensichtlich Regelungsnormalform. Somit folgt mit (3.12) sofort:

LT:(fo—ao fl—a1 fn—l_an—1>
fo—ao
fn—l_an—l

Ist das System nicht in dieser Form gegeben, berechnet sich LT als Riickfithrungsmatrix
des transponierten Systems (AT, ¢?) mit der Formel (3.13) von Ackermann:

LT = foti + fitT AT 4+ 4 fuqt] (AT 4 ¢T (AT
PER T AT

Dabei ist 1 die letzte Zeile der inversen Kontrollierbarkeitsmatrix des transponierten
-1

Systems C (AT, cT)™! = (cT ATl oo (AT cT> :

Durch Transponieren der gesamten Gleichung erhélt man die gesuchte Matrix:

L=foti+ foAti+...4+ fa A"t + A"t
= f(A) by
Weil t1 die letzte Zeile von C (AT, c1) ™t = (O (¢, A1)~ = (O (¢, A)~H7T ist, ist t; die
letzte Spalte der inversen Beobachtbarkeitsmatrix O (¢, A)~.

Beobachterenwurf bei Mehrgroflensystemen (das heifit mit p € R und C' € RP*™)

Zunéchst werden die Eigenwerte A1, ..., \, der Matrix A beziehungsweise der Matrix
AT berechnet sowie die gewiinschten Eigenwerte Ag1, ..., Ag, der Dynamikmatrix des
Beobachters (A — LC) beziehungsweise der Dynamikmatrix (A —LC)T = (AT —CTLT)
des transponierten Systems (5.8) festgelegt.

Analog zum Verfahren der Polvorgabe bei Mehrgrofiensystemen auf Seite 24 wird auch
hier von der entsprechend eingeschrankten Wahl der gewtinschten Eigenwerte aus-
gegangen, sodass die dort vorgestellte einfachere Konstruktionsvorschrift angewendet
werden kann. Dann lassen sich hier also analog p-dimensionale Paramentervektoren
D1, --.,Dn SO wahlen, dass die Vektoren vg;, € R™ linear unabhangig sind und p; = 0
gilt, falls Ap; ein Eigenwert von AT beziehungsweise A ist. Dabei sind vp; fiir das
transponierte System als

VB ‘= e R"

)

{(AT —Agi I,) 1 CTp; , Ap; ist kein Eigenwert von A bzw. AT

v; , \p; ist Eigenwert von A bzw. AT

definiert, wobei v; den entsprechenden Eigenvektor von A7 darstellt.

Bei gewiinschten mehrfachen Eigenwerten sind die gleichen Einschrankungen zu be-
achten, die im Zuge des Verfahrens zur Polvorgabe bei Mehrgroflensystemen erlautert
wurden.
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Dann gilt fiir die Riickfiihrungsmatrix des transponierten Systems:

LT:(pl pn)'(UBl UBn)ileRpX"

Daraus erhélt man durch Transponieren die Matrix L des Beobachters:

L:(<p1 pn>.<1;31 an)_l)T
Z((vm an)l) -(p1 Pn)T

T
P
7\ 1 .
= (UBl UBn> : :
T
P
7\ 1 T
UB1 P
—= . . N e Rnxp
T T
UBn pn
. . T T .
Dabei konnen vg,, ..., vp, direkt als

Bi -—

T pl C(A— Mg I,)"t | Ap; ist kein Eigenwert von A bzw. AT
V; , Agi ist Eigenwert von A bzw. AT

berechnet werden.

Wie genau die Beobachtereigenwerte in der linken komplexen Halbebene positioniert werden,
spielt fiir den Beobachter insofern eine Rolle, dass dadurch ein wesentlicher Einfluss auf die
Dynamik des Beobachters genommen werden kann. Je weiter links die Eigenwerte in der
Halbebene positioniert werden, desto schneller klingt der Beobachtungsfehler ab.3! Allerdings
macht es in Anwendungen oft wenig Sinn, die Eigenwerte so weit links wie moglich zu wéhlen,
da auch der Abstand der Eigenwerte von Beobachter und Regelstrecke fiir die Dynamik
eine Rolle spielt. So werden bei grofleren Abstdnden beispielsweise bestimmte Stérungen
langsamer abgebaut. Auch an dieser Stelle wiirde es sich lohnen, hinsichtlich der Wahl der
Eigenwerte weiter in die Tiefe zu gehen. Dies kann hier allerdings nicht geleistet werden,
da das unter anderem eine ausfiihrlichere Betrachtung des Eigenwertkriteriums und eine
Beschaftigung mit Storungen auf Regelstrecken erfordern wiirde.

5.2.3 Beispiel

Mit Hilfe dieser Formeln soll nun ein Luenberger-Beobachter fiir das Satelliten-Beispiel 1.1
entworfen werden.

31 Das ist aus dem Beweis des Eigenwertkritieriums fiir Stabilitét ersichtlich, der jedoch in dieser Arbeit
nicht gefithrt wird.
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Entwurf des Beobachters fiir den Satelliten als Eingroflensystem

Wir betrachten das Beispiel zunédchst fiir den Fall, dass der Satellit lediglich einen Ausgang
bestitzt. Das heifit in diesem Fall, dass lediglich z3 (Winkelposition) als messbar angenommen
wird. Bei der entsprechenden Regelstrecke

(t) = Ax(t) + Bu(t), x(ty) = o

2 {y<t> - Cat)

mit

o O =
_= N O

0
8 ,C:(0010)
1

0
1
0
0

S O W o
o O O O

—2

=]

handelt es sich somit um ein Eingroflensystem, fiir das nun der Beobachter entworfen werden
soll.

Die Dynamik dieser Regelstrecke mit Anfangszustand z(0) = 1 € R? ist in Abbildung 5.4
fur die einzelnen Vektorkoordinaten von x(t) dargestellt.

Dynamik des Satelliten

O T T T 1
e 8 10

t
_20_
_40_
_60_

-80-

1

Abbildung 5.4: Zeitabhéngige Darstellung der Satellitenbewegung entlang der Regelstrecke

In [9] wurde mit den Kriterien der Sétze 4.2 und 4.3 die Beobachtbarkeit von Y g, nach-
gewiesen. Insofern lasst sich ein Luenberger-Beobachter nach obiger Anleitung problemlos
berechnen.

Durch einfache Rechnung lassen sich die Eigenwerte von A bestimmen: +¢ bilden jeweils
einen einfachen und 0 einen doppelten Eigenwert.
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Legt man die Eigenwerte des Beobachters als jeweils doppelte Eigenwerte Ag, ,

>‘Ba/4 =

f(z)=(2+2) (241)
= (2 +4z+4)- (X +22+1)
=2+ 623 +1322+122 + 4

Die Inverse der Beobachtbarkeitsmatrix berechnet sich durch

O(C, A =

und liefert, dass

C
CA
CA?
CA3

-1

0 O
0 0
0 -2
-6 0

tl =

o O O

o O O

o oy O O

—1 fest, so erhalt man das folgende charakteristische Polynom:

-4 0
0 -3
0 O
6 0

gilt. Somit lasst sich die Riickfiihrungsmatrix [ folgendermaflen berechnen:

L =(A* +6A° + 134 + 12A + 41d,)

-1 0 O
-3 0 0
-6 0 0

-3

o O O

+12-

0

OO WO O

0

0
0
0

OO =

—2

~ O O

o O OO

*

+6-

O =N O

=

o O O

0

SO O - S

O O = O

o oo W

s~ o oo o

-2
—4
0

+13-

3 0
0 -1
0 -2
-6 0

o O OO

—1

_~ O O N

= —2 und
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Damit erhdlt man durch einfache Berechnung von (A — L C') sofort die Beobachtergleichung:

C 2(t)
01 2 0 00 2
) f(t)[ﬁ N ETO RS e IO RS Bl P00
0 -2 =12 0 01 12
gt)=(0 0 1 0)a()

Die Dynamik des so definierten Beobachters ist in Abbildung 5.5 fiir den Anfangszustand
z(0) = 4 € R* dargestellt.

Dynamik des Beobachters

o: i oowgo 0 %0060, 00,
4 00, 00, 000 OWINDSG
%, %00 3°°°
o, N °°%W883 90000,
0 2N Voo asano038” T 23
o, 2 4 6 8 io
o, t
20+
- ©
<
<
00
- 4 0 T oo
<
©
<
P0000000000000000,, N
-60+ o,
o
<
<
©
00
80 :
<
<

o X, o X

Abbildung 5.5: Zeitabhangige Darstellung der Beobachterbewegung im Eingroflensystem

Dass der Beobachter seinen Zweck erfillt, zeigt Abbildung 5.6 auf Seite 41. In dieser lasst
sich eine Anndherung des Beobachters an den Satelliten fiir alle vier Koordinaten erkennen.
Somit wird die Bewegung des Satelliten durch den Beobachter mit der Zeit angenéhert. Der
Beobachter rekonstruiert also die Satellitendynamik.
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1. Koordinate (radialer Abstand)

2. Koordinate (radiale Geschwindigkeit)
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4. Koordinate (Winkelgeschwindigkeit)
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Abbildung 5.6: Dynamik des Satelliten und seines Beobachters fiir die einzelnen Koordinaten
(Eingroensystem )
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Entwurf des Beobachters fiir den Satelliten als Mehrgrofiensystem

Betrachtet man das Beispiel mit dem zu Beginn in Beispiel 1.1 definierten Ausgang, bei dem
x1 (radialer Abstand) und x5 (Winkelposition) messbar sind, so ist der zugehorige Beobachter
fiir das Mehrgroflensystem

mit

0 1 00 0 0
3.0 02 10 1000

A=1o0 0 01 ’BZOO’C:<001O>
0 -2 0 0 01

zu entwerfen. Die Dynamik ist dieselbe wie im Eingrofienfall, da ein abweichender Ausgang
diese selbstverstandlich nicht beeinflusst. Sie kann dementsprechend fiir den Anfangszustand
z(0) = 1 wieder in Abbildung 5.4 betrachtet werden.

Die Beobachtbarkeit lasst sich ebenfalls mit den Kriterien von Kalman und Hautus leicht
nachweisen, was in [9] getan wird.

Die Menge der Eigenwerte der Matrix A sind unverandert wie im Fall des Eingréfensystems
durch {—1,0,7} gegeben. Auch die gewiinschten Eigenwerte des Beobachters seien wieder als
AB,,, = —2und A, , = —1 gewahlt. Damit entspricht offensichtlich keiner der gewtnschten
Eigenwerte einem Eigenwert der Matrix A und die Vielfachheiten tibersteigen nicht die Di-
mension des Ausgangs. Somit lassen sich die 2-dimensionalen Parametervekoren pq, ..., py
relativ beliebig festlegen. Diese seien als

definiert.



KAPITEL 5. ZUSTANDSREKONSTRUKTION MIT BEOBACHTER 43

Damit berechnen sich

Ugl = p{ . O . (A — >\B1 [d4)_1

5 —10 2
_(11).1000.1—310—2
- 0010) 26 —22 2

6 2 0 2

1
:5(11 3 2 4)
Ug2:pg'0'(14—/\32]d4)_1
5 —10 2
1000\ 1[=3 1 0 -2
= (1 2)'(0010)'2 6 -2 2 2
6 2 0 2
1
:5(17 —546)

Ug3:p§'0'(14—/\33]d4)_1
16 —4 0 4
1 [ = _
— (0 1).<1000>_ 12 8 0 -8

0 01 0/ 20 6 —4 10 -1
—-12 8 0 2
1
:%(6 —4 10 —1)
Ug4:pZ'C'(A—/\B4Id4)_1
16 —4 0 4

0010/ 201 6 -4 10 -1
-12 8 0 2

_(1 o).<1 000)_1 -12 8 0 -8

:210(16 —4 0 4)

Es lisst sich nachrechnen, dass v, ..., vk, beziehungsweise vpi, ..., vp4 linear unabhingig
sind. Andernfalls miisste man die Parametervektoren p; teilweise abdndern und die Berech-
nung erneut durchfithren, bis man vier linear unabhéngige vp,; erhalt.
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Mit den so berechneten Vektoren erhalt man die Riickfiihrung

-1

[y
—

3
2 3y L2 11
7
|z 2203 12|
s 11 1 0 1]
10 5 2 20
10
4 1 1
5 5 0 3

Somit erhalt man im letzten
Beobachtergleichung:

z{

Schritt durch Berechnung von

Z(t) = (A — LO) &(t) + Bu(t) + Ly(t)
g(t) = C2(t)

3 1 -2 0 0 0
2 0 -6 2 10
L(t) = t(t) + t
=1y o g 1[0y "0
= 6 2 2 0 0 1
1000
o "
g(t) 0010>$()

smatrix als:

3 2
1 6
-2 3
1 0

(A — LC) die entprechende

Die Dynamik dieses Beobachters wieder fiir den Anfangszustand x(0) = 4 € R* ist in

Abbildung 5.7 dargestellt.

Dynamik des Beobachters

00 00, 00000,
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Abbildung 5.7: Zeitabhéngige Darstellung der Beobachterbewegung im Mehrgrofiensystem

Dass der Beobachter auch hier seinen Zweck erfiillt, zeigt entsprechend Abbildung 5.8 auf

Seite 45.
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1. Koordinate (radialer Abstand) 2. Koordinate (radiale Geschwindigkeit)

Abbildung 5.8: Dynamik des Satelliten und seines Beobachters fiir die einzelnen Koordinaten
(MehrgroBensystem )
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Betrachtet man die Abbildungen 5.6 und 5.8 im Vergleich, so fillt Folgendes auf:

Der Beobachter in Abbildung 5.8, der ausgehend von der Regelstrecke mit mehrdimensiona-
lem Ausgang berechnet wurde, ndhert sich der Satellitenbewegung wesentlich schneller an, als
der Beobachter aus Abbildung 5.6, dem nur ein eindimensionaler Ausgang der Satellitenregel-
strecke zugrunde liegt. Das legt die Vermutung nahe, dass sich aus mehr messbaren Gréfien
der Gesamtzustand schneller rekonstruieren lasst, als aus weniger oder nur einer bekannten
Grofle, solange man jeweils von den gleichen Beobachtereigenwerten und -anfangszustanden
ausgeht. Die Allgemeingiltigkeit dieser Vermutung ist anschaulich nachvollziehbar, wird in
dieser Arbeit aber nicht weiter Uberpriift, konnte jedoch eine interessante weiterfiihrende
Betrachtung der Thematik ermoglichen.

5.3 Existenz des Luenberger-Beobachters

Verwendet wurden hier insbesondere [5], [8] und [18].

Bei der Bestimmung des Beobachters in Kapitel 5.2.2 wurde von einem beobachtbaren Kon-
trollsystem ausgegangen. In diesem Fall war die Existenz des Beobachters gesichert. Aufler-
dem war dabei die Dynamik des Beobachters beliebig festlegbar (durch die Méglichkeit der
beliebigen Wahl der Eigenwerte).

Es drangt sich also die Frage auf, ob die Existenz auch schon durch eine geringere Voraus-
setzung als die Beobachtbarkeit gefolgert werden kann. Das eindeutige ,,ja“, mit dem diese
Frage zu beantworten ist, liefert der folgende Satz.

Satz 5.1. Gegeben sei eine Regelstrecke der Form (1.1). Dann existiert ein zugehoriger
Luenberger-Beobachter genau dann, wenn die Regelstrecke asymptotisch beobachtbar ist.

Beweis. Ein Luenberger-Beobachter existert nach Konstruktion genau dann, wenn eine Ma-
trix L € R™*P existiert, sodass (A — LC) asymptotisch stabil ist. Aus der Berechnungsan-
leitung in Kapitel 5.2.2 wird klar, dass dies dquivalent dazu ist, dass LT € RP*" existiert,
sodass (AT — CTLT) asymptotisch stabil ist. Gemif Definition 3.1 ist das dquivalent dazu,
dass (AT, CT) stabilisierbar ist, was wiederum nach Satz 4.6 dquivalent zur asymptotischen
Beobachtbarkeit von (C, A) ist. O



6 Zustandsriickfithrung mit
Luenberger-Beobachter

Neben [3] orientiert sich das folgende Kapitel hauptséchlich an [17].

6.1 Idee der Zustandsriickfiihrung mit Beobachter

In Kapitel 5 wurden durch den Beobachter die nicht messbaren Grofien eines Zustands re-
konstruiert. Das ist vor allem dann nétig, wenn Gréflen benotigt werden, die sonst gar nicht
oder nur mit enormem messtechnischen Aufwand ermittelt werden kénnten.

Viel haufiger aber ist das Ziel, wie in Kapitel 3.1 zur Zustandsriickfithrung deutlich geworden
sein sollte, ein System in geeigneter Weise so zu kontrollieren, dass eine bestimmte System-
dynamik erzeugt wird. Beispielsweise wird die Zielsetzung in der Regel sein, ein System zu
stabilisieren beziehungsweise die Stabiltét zu verbessern.

Dabei tritt aber, wenn man sich an die Zustandsriickfithrung zuriickerinnert, das in Kapi-
tel 4 zur Beobachtbarkeit aufgebrachte Problem ebenfalls auf: Es wurde ndmlich bei der
Einfithrung der Zustandsriickfiihrung ebenfalls vernachlassigt, dass der Zustand z(¢) im All-
gemeinen unbekannt ist. Somit lasst sich die Riickfithrung also im Allgemeinen nicht mit
dem Zustand realisieren.

Eine Losung dieses Problems wird dabei durch das Konstrukt des Beobachters geliefert, durch
den ein Schatzwert des Zustandes ermittelt wird, mit dem sich die Riickfithrung realisieren
lasst. Das wird in Abbildung 6.1 graphisch dargestellt.

? Regelstrecke

Beobachter

x

-K

Abbildung 6.1: Zustandsriickfithrung mit Beobachter 32

32 in Anlehnung an [17, Abb. 8.1, S. 344]
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Hier wird stets von der Verwendung des Luenberger-Beobachters ausgegangen. Darauf beruht
die genauere Darstellung in Abbildung 6.2. Aus dieser wird ersichtlich, wie die Schétzwerter-
mittlung des Beobachters erfolgt. Auflerdem lésst sich erkennen, dass dabei zwei Zustands-
rickfithrungen (jeweils in griin dargestellt) realisiert werden. Eine innerhalb des Beobachters
und eine, die mit dem Schétzwert aus dem Beobachter erfolgt.

o—" Regelstrecke x Y
y
o1 Modell & (A)
Up ‘
L
Beobachter

=

—K |

Abbildung 6.2: Zustandsriickfithrung mit Luenberger-Beobachter 33

6.2 Mathematische Darstellung des Regelkreises

Die Zustandsriickfithrung mit Luenberger-Beobachter soll auch mathematisch in Form von
Differentialgleichungen ausgedriickt werden.
Ausgangspunkt sei die Regelstrecke (1.1). Die in Kapitel 3 verwendete Zustandsriickfithrung
(3.2) war von der Form

u(t) = —Kx(t) .
Da nun der Fall betrachtet wird, dass x(t) fir die Riickfithrung nicht zur Verfiigung steht,
ist die Idee, von einer Zustandsriickfithrung der Form

u(t) = —K #(t) mit K € R™" (6.1)

auf Grundlage des Schatzwerts des Zustandes auszugehen. Dabei ist Z(t) als Zustand des
Luenberger-Beobachters (5.6) anzusehen. Das heifit, dass sich Z(¢) als Zustand der Differen-
tialgleichung .

(t) =(A—LC)&(t) + Bu(t) + Ly(t)

ergibt.

33 in Anlehnung an [17, Abb. 8.5, S. 354]
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Die angepasste Kontrollfunktion (6.1) muss natiirlich auch in der Differentialgleichung der
Regelstrecke (1.1) angewendet werden:

i(t) = Ax(t) — BK 2(t)

Und da wiederum die Kontrolle der Regelstrecke einen Eingang des Beobachters darstellt,
ist auch die entsprechende Beobachtergleichung anzupassen:

2(t) = (A= LC) &(t) — BK 2(t) + Ly(t)
— (A— BK — LO) &(t) + Ly(t)

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass man durch die neue Kontrolle fiir den Beobachter ein
Kontrollsystem mit Zustand Z(t) und Eingang y(¢) erhélt. Zudem lésst sich u(t) gleichzeitig
als Ausgang des Beobachters, als Zustandsriickfiithrung der Regelstrecke mit Schatzwert, als
Zustandsriickfithrung des Beobachterzustands und als Eingang der Regelstrecke auffassen.
Insgesamt wird das dynamische System

Z:_éwqu—BK—me@+me (6.2)
B\ u(t) = —K &(t) '
als Regler der Regelstrecke mit Eingang y und Ausgang u bezeichnet.

Fiir die Gesamtheit des Regelkreises aus Regelstrecke und Beobachter gelten somit die Glei-
chungen

#(t) = Az(t) — BK ()

Z(t) = (A — BK — LC) 2(t) + Ly(t)
— (A— BK — LC)#(t) + LC z(t) .

Oder zusammengefasst als autonome Differentialgleichung der Dimension 2n:

<®:<£7A—2553K>@> (6.3)

Diese Differentialgleichung nicht in Abhangigkeit des Schatzwerts, sondern des Schéatzfehlers
erhalt man durch die Zustandstransformation

(=0 56 = 60 5) 0

mit selbstinverser Transformationsmatrix.
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Mit dieser Transformation erhdlt man aus (6.3):
L 0\ (z\ (A ~BK L 0 (z
I, —-1,) \e) \LC A—-LC-BK)\I, —1I,] \e
— z\ _ (I, O A —BK I, O T
e/ \I, —-I,)]\LC A-LC—-BK)\I, —1I,) \e
e (*)_ A—-BK BK x
e 0 A—-LC) \e

Somit ist der gesamte Regelkreis bestimmt durch

x(t)\ (A-BK BK x(t)

e(t)] 0 A—LC )| \e()

) (6.4

()
t)=(C 0
o= (e 0)(70)
Diese Darstellung des Regelkreises liefert eine wichtige Erkenntnis fiir die Konstruktion von
Zustandsruckfiihrungen mit Beobachter, wenn man bemerkt, dass (A — BK) die Systemma-
trix der Riickfithrung ohne Berticksichtigung des Beobachters und (A— LC') die Systemmatrix

des Beobachters bildet.
Denn die Blockmatrixstruktur der Systemmatrix des Regelkreises liefter

op (71— (A= BE) BK
c 0 21, — (A= LC)

Al
/.~
£
==
SN————
I
/
&

| &
&

t:34

) =det(z 1, — (A — BK)) - det(z I, — (A — LC))

Die Folgerung, die man aus diesen beiden wichtigen Feststellungen gewinnt, wird im so-
genannten Separationstheorem formuliert.

Satz 6.1 (Separationstheorem). Die Eigenwerte der Systemmatrix des Regelkreises Y- ent-
sprechen der Gesamtheit der Eigenwerte des Beobachters und der Zustandsriickfithrung ohne
Beobachter.

Die Bedeutung des Theorems liegt insbesondere darin, dass es die getrennte Konstruktion
von Riickfiihrung und Beobachter legitimiert. Die Bedeutung dieses Theorems liefle sich
noch deutlich ausfithrlicher ausarbeiten oder in einem Beispiel darstellen, was der Umfang
der Arbeit jedoch nicht zulésst.

3

4 unter Verwendung eines Satzes zur Determinantenberechnung von Blockmatrizen der linearen Algebra
[4, S. 163]



7 Fazit

Gerade in Kapitel 6 zeigt sich die in der Einleitung erwahnte ,theoretische Faszination®
der Thematik. Der Luenberger-Beobachter findet seine Anwendung, indem er in ein Re-
gelkreiskonstrukt aus Regelstrecke mit Zustandsriickfithrung eingepasst wird, wahrend sein
Zustand selbst wiederum auf einer eigenen Riickfiihrung beruht. Ziel seiner Anwendung ist
dabei das Erreichen bestimmter Stabilitdtseigenschaften des gesamten Regelkreises. In Be-
zug darauf haben insbesondere die letzten Kapitel gezeigt, wie die grundlegenden Konzepte
der Kontrollierbarkeit und Beobachtbarkeit im Hinblick auf dieses Ziel im Regelkreis inein-
andergreifen und zusammenwirken. Zu bemerken ist allerdings, dass hier nur ein Ausschnitt
der Theorie des Beobachterentwurfs und der Anwendung von Beobachtern dargestellt wer-
den konnte. Die Theorie kann noch stark erweitert werden. Im Zuge dessen wurde auch im
Laufe dieser Ausfithrung an der ein oder anderen Stelle auf lohnenswerte, tiefgreifendere Un-
tersuchungsmoglichkeiten der Thematik hingewiesen. Zum Beispiel in Bezug auf Storungen
einer Regelstrecke, Unterschiede hinsichtlich einer Modifikation der Beobachtereigenwerte
oder weitreichendere Anwendungen. Die Beobachtertheorie bietet damit noch viele weitere
interessante Ansatzpunkte fiir theoretische Untersuchungen und praktische Anwendugen.

,, This theoretical richness has made the observer an attractive area of research.”
35

35 D.G. Luenberger in [13, S. 596]
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Anhang

Maple-Quelltext von Beispiel 5.2.3 (Eingréfensystem )36

> restart;

> abl:=x1(0)=1, x2(0)=1, x3(0)=1, x4(0)=1;

> satl:= diff(x1(t),t)=x2(t), diff(x2(t),t)=3«x1(t)+2*x4(t)+ul(t),
diff (x3(t),t)=x4(t), diff(x4(t),t)=—2%x2(t)+u2(t);

> lsg:= dsolve({satl  abl});

> x1t:=rhs(lsg[1]); x2t:=rhs(lsg[2]); x3t:=rhs(lsg[3]); x4t:=rhs(
lsg [4]) ;

> plot ([x1t, x2t, x3t, x4t], t=0..10, color=[purple, "SteelBlue",

"MediumSeaGreen", "Coral'], legend=[x[1], x[2], x[3], x[4]],
title="Dynamik des Satelliten");

> y(t):=x3t;

> beol:= diff(z1(t),t)=22(t)+(20/3)*2z3(t)+0—(20/3)*y(t), diff(z2(¢t
), t)=3%z1(t)+3%x23 (t)+2*z4 (t)+ul (t)—=3xy(t), diff(z3(t),t)=—6xz3(
t)+z4 (t)+0+6xy(t), diff(z4(t),t)=—2%22(t)—12%z3 (t)+u2(t)+12xy(t

> ab2:=21(0)=4, z2(0)=4, 2z3(0)=4, z4(0)=4;
> lsgb:=dsolve ({beol, ab2});

> zlt:=rhs(lsgb[1]); z2t:=rhs(lsgb[2]); z3t:=rhs(lsgb[3]); zdt:=
rhs (lsghb [4]);

36 Es ist in Bezug auf den Quelltext darauf hinzuweisen, dass aus Griinden der Vereinfachung der Eingabe

in Maple statt & fiir den Beobachter stets die Variable z benutzt wurde.

23




plot ([z1t, z2t, z3t, z4t], t=0..10, color=[purple, '"SteelBlue",
"MediumSeaGreen", "Coral'], style=point, thickness=1, numpoints
=70, legend=['#mover(mi('x 1") mo("&circ;"))"‘, #mover(mi('x 2
") ymo("&circ ;") ), ‘F#mover(mi('x  3") mo('&circ;") ), ‘#mover(mi
("x__4") mo("&circ;")) ‘], title="Dynamik des Beobachters");

plot ([x1t, zlt], t=0..10, color=[purple, purple], style=[line,
point], thickness=[2, 1], numpoints=200, legend=[x[1] , ‘#mover
(mi("x__1") ;mo("&circ;"))“ |, title="1. Koordinate (radialer
Abstand) ") ;

plot ([x2t, z2t], t=0..10, color=["SteelBlue", "SteelBlue"],
style=[line , point], thickness=[2,1], numpoints=200, legend=[x
(2], ‘#mover(mi("x 2") mo("&circ;")) ‘], title="2. Koordinate (
radiale Geschwindigkeit)");

plot ([x3t,z3t], t=0..10, color=["MediumSeaGreen", "
MediumSeaGreen "], style=[line , point], thickness=[2 1],
numpoints=100, legend=[x[3], ‘#mover(mi('x 3") ,mo('&circ;"))
‘1, title="3. Koordinate (Winkelposition)");

plot ([x4t, z4t], t=-0..10, color=["Coral"', "Coral'], style=|[line
, point], thickness=[2,1], numpoints=200, legend=[x[4], ‘#mover
(mi("x 4") mo("&circ;")) ‘], title="4. Koordinate (
Winkelgeschwindigkeit) ") ;

Maple-Quelltext von Beispiel 5.2.3 (Mehrgroflensystem

)37

>

>

>

>

>

restart ;
abl:=x1(0)=1, x2(0)=1, x3(0)=1, x4(0)=1;
ul(t):=0; u2(t):=0;

sat2:= diff(x1(t),t)=x2(t), diff(x2(t),t)=3*x1(t)+2+x4(t)+ul(t),
diff (x3(t),t)=x4(t), diff(x4(t),t)=—2%x2(t)+u2(t);

lsg:=dsolve ({sat2 ,abl});

37 Auch in diesem Fall wurde fiir die Eingabe z statt & verwendet.
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x1t:=rhs(lsg[1]); x2t:=rhs(lsg[2]); x3t:=rhs(lsg[3]); x4t:=rhs(
lsg [4]) ;

plot ([x1t, x2t, x3t, x4t], t=0..10, color=[purple, "SteelBlue",
"MediumSeaGreen", "Coral'], legend=[x[1], x[2], x[3], x[4]],
title="Dynamik des Satelliten");

yl(t):=x1t; y2(t):=x3t;
ab2:= z1(0)=4, z2(0)=4, 2z3(0)=4, z4(0)=4;

beo2:= diff (z1(t),t)=—3%z1(t)+2z2(t)—2%2z3(t)+0+3xyl(t)+2*xy2(t),
diff(z2(t),t)=2%z1(t)—6%z3(t)+2%2z4(t)+ul (t)+yl(t)+6+y2(t), diff
(z3(t),t)=2%z1(t)—=3%2z3(t)+z4(t)+0—-2%yl(t)+3xy2(t), diff(z4(t),t
)=6%z1(t)—2%22(t)+2%z3 (t)+u2(t)—6xyl(t)—2xy2(t);

Isgb:=dsolve ({beo2,6ab2});

zlt:=rhs(lsgb[1]); z2t:=rhs(lsgb[2]); z3t:=rhs(lsgb[3]); z4t:=
rhs(lsgb [4]) ;

plot ([z1t, z2t, z3t, z4t], t=0..10, color=[purple, "SteelBlue",

"MediumSeaGreen", "Coral'], style=point, thickness=1,
numpoints=70, legend=[‘#mover(mi("x 1") mo("&circ;"))*,‘#mover
(mi("x_2") mo("&circ;")) ", ‘#mover(mi("x 3") mo("&circ;"))‘,‘#
mover (mi("x__5") ;mo("&circ;")) ‘], title="Dynamik des
Beobachters") ;

plot ([x1t, zlt], t=0..10, color=[purple, purple], style=[line ,
point ], thickness=[2, 1], numpoints=200, legend=[x[1], ‘#mover(

mi("'x__1") mo("&circ;")) ‘], title="1l. Koordinate (radialer
Abstand) ") ;
plot ([x2t, z2t], t=0..10, color=["SteelBlue", "SteelBlue"],

style=[line , point], thickness=[2,1], numpoints=200, legend=[x
(2], ‘#mover(mi("x 1") mo("&circ;")) ‘], title="2. Koordinate (
radiale Geschwindigkeit)");

plot ([x3t,z3t], t=0..10, color=["MediumSeaGreen", "
MediumSeaGreen "], style=[line , point], thickness=[2 1],
numpoints=100, legend=[x[3], ‘#mover(mi('x 3") mo("&circ;"))
‘1, title="3. Koordinate (Winkelposition)");
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> plot ([x4t, z4t], t=0..10, color=["Coral', "Coral"], style=|[line
point], thickness=[2,1], numpoints=200, legend=[x[4], ‘#mover(
mi("'x 4") mo("&circ;")) ‘], title="4. Koordinate (
Winkelgeschwindigkeit) ") ;
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