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1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Erneuerbare Energien sollen in Deutschland zukiinftig den Hauptanteil der Energie-
versorgung iibernehmen und bis 2050 mindestens 80 Prozent der Stromversorgung
liefern [6]. Bereits in den vergangenen Jahren stieg der Anteil der Stromerzeugung
aus erneuerbaren Energien an, sodass nach Branchenangaben der Okostrom-Anteil in
Deutschland bis September 2019 auf 42.9 Prozent erhoht werden konnte. Damit wur-
de erstmals mehr Strom aus erneuerbaren Energien als aus Kohle erzeugt [25]. Durch
die Energiewende entstehen neue Chancen, aber auch neue Risiken. Der griine Strom
wird vor allem dezentral im windreichen Norden und sonnigen Siiden erzeugt. Um
auch zukiinftig eine stabile und sichere Stromversorgung zu gewéhrleisten, miissen die
Stromnetze an die verdnderte Erzeugungsstruktur angepasst werden [24]. Derzeit gibt
es in Deutschland so wenig Stromausfille wie in kaum einem anderen Land. Um dies
weiterhin zu gewéhrleisten und die Versorgungssicherheit auf hohem Niveau zu halten,
ist ein gut ausgebautes Ubertragungsnetz essentiell. Es verkniipft die verschiedenen
Erzeugungsarten und Regionen miteinander und macht die Stromversorgung aus er-
neuerbaren Energiequellen damit stabiler [7].

Die erneuerbaren Energien miissen kontinuierlich in das Stromversorgungssystem in-
tegriert werden, damit sie die konventionellen Energietriger zunehmend ersetzen. Dies
erfordert einen grundlegenden Umbau des Energieversorgungssystems, das an die sich
zeitlich stark éndernden Angebots- und Nachfragesituationen angepasst werden muss.
Beispielsweise muss der Stromverbrauch flexibler werden, was durch sogenanntes Last-
management oder auch Demand Side Management ermdéglicht wird. Hierbei wird Strom
gezielt dann verbraucht, wenn gerade viel davon zur Verfiigung steht. Durch die Steue-
rung der Verbrauchsseite kann auch die Hochstlast und damit der Bedarf an gesicher-
ter Leistung reduziert werden [6]. So kénnen die Stromverbraucher einen Beitrag zur
Versorgungssicherheit leisten. Auch private Haushalte kénnen das Netz durch Lastma-
nagement entlasten. Hierfiir gibt es verschiedene Moglichkeiten, beispielsweise mittels
Speicherung des durch Photovoltaikanlagen erzeugten Stroms in Batterien. Dabei ist
nicht nur die technische Umsetzbarkeit zu beachten, sondern auch der Einfluss auf
die Netzregulierung. Erste mathematische Ansitze zur Verwendung solcher Energie-
speicher sind in der Arbeit von Braun [5] zu finden. Darin wird gezeigt, auf welche
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Weise ein Zusammenschluss von Haushalten, die einen Teil ihres Stroms selbst durch
Sonnenenergie gewinnen, unter Verwendung spezieller Batterien geregelt werden kann.
Die Energiespeicher dienen dabei zur Stabilisierung dieses Mikronetzes.

Die netzoptimierende Mafinahme Demand Side Management in Haushalten wirkt durch
die zeitliche Verschiebung des Betriebs von Haushaltsgerédten. Dies bedeutet, dass der
Strombezug eines Haushaltes zu einem definierten Zeitpunkt verringert und dafiir zu
einem spéteren oder fritheren Zeitpunkt entsprechend erhéht wird. Bisher standen da-
bei hauptséichlich zwei Anwendungen im Fokus: Reduktion des Energieeinkaufspreises
durch Lastverschiebung in billigere Stunden und verbesserte Integration erneuerba-
rer Erzeugung [12]. Dariiber hinaus kann die Mafinahme aber auch zur Vermeidung
kritischer Netzsituationen eingesetzt werden, indem in solchen Féllen der Netzbezug
an betroffenen Netzanschlusspunkten erhoht oder reduziert wird. In typischen Pri-
vathaushalten ist eine Vielzahl unterschiedlicher Geréte vorhanden, welche prinzipiell
zu beliebigen Zeiten betrieben werden konnen. Da das Demand Side Management
aber stark in den Tagesablauf der Verbraucher eingreift, kommen nur Gerétetypen
in Frage, bei denen die Akzeptanz zum flexiblen Betrieb vorhanden ist. Zwei Grup-
pen von Gerdten haben sich in bisherigen Studien als geeignet erwiesen: zum einen
Spiilmaschinen, Waschmaschinen und Wéaschetrockner, bei denen eine Verschiebung
des Startzeitpunktes in gewissen zeitlichen Rahmen keine Nachteile fiir den Nutzer
hat, und zum anderen Kiihl- und Gefriergerite, welche meist durchgehend ohne Nut-
zerinteraktion in Betrieb sind [12].

Diesen Vorteil von Haushaltskiihlschranken haben auch Angeli und Kountouritotis [1]
erkannt und fiir einen Ansatz zur Netzstabilisierung genutzt. Da Kiihlschrinke zwar
zu jeder Tages- und Jahreszeit in Betrieb sind, aber nur einen Teil der Zeit arbeiten
und kiihlen, konnen diese Kiihlzeiten durch das Netz gesteuert werden. Des Weite-
ren benotigen Kiihl- und Gefriergerite ungefihr 23% des Haushaltsstromverbrauches
in einem Jahr [8]. In [1] wird zur Regelung der Gerite die Netzfrequenz verwendet
und diese Steuerungsgrofie dadurch auch stabilisiert. Allerdings ist eine Steuerung von
Kiihlschranken nur auf Basis von Netzgroflen, wie der Netzfrequenz oder des Strom-
preises, nicht moglich, da weiterhin eine durchgehend angemessene Kiihlung der Le-
bensmittel garantiert werden muss.

Es braucht also eine Kontrollstrategie, die die Kiihlschranke auf Basis ihrer Tempera-
tur und Netzgroflen so regelt, dass die Gerdte genau dann arbeiten, wenn viel Strom
vorhanden ist. Zudem wird eine zentrale Steuereinheit benéttigt, die anhand des Strom-
verbrauchs, der Stromerzeugung und der Kiihlschrankschaltung der Haushalte eine
optimale Steuerungsgrofle fiir das Netz berechnet, um so moglichen Schwankungen
entgegenzuwirken.
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1.2 Ziel dieser Arbeit

Zu Beginn dieser Arbeit werden wir die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
und der mathematischen Kontrolltheorie erarbeiten. Darauthin beschéftigen wir uns
mit den Methoden zur Losung eines optimalen Steuerungsproblems durch modell-
pradiktive Regelung und gehen dabei vor allem auf Stabilitdtsbegriffe und optimale
Steuerung ein.

Anschlieflend dienen Kapitel 3 und Kapitel 4 zur Analyse der Kiihlschranktemperatur
und der stochastischen Grolen des Gerites. Bei der Modellierung der Temperatur und
des Systems orientieren wir uns an dem zugrundeliegenden Paper A Stochastic Ap-
proach to ,Dynamic Demand® Refrigerator Control [1].

Daraufhin werden wir in Kapitel 5 die einzelnen Bestandteile des modellpradiktiven
Reglers modellieren und analysieren. Zum einen werden wir die vorangegangenen Re-
sultate der Arbeit verwenden, zum anderen die Modellgroflen so beschreiben und
wihlen, dass sie das gegebene Problem optimal modellieren. Darauthin werden wir
den Regler und das optimale Steuerungsproblem formulieren und uns dabei an Hier-
archical distributed optimization and predictive control of a smart grid [5] orientieren.
Nachdem wir das Optimierungsproblem untersucht haben, erweitern wir das Modell um
die dezentrale probabilistische Steuerung der Haushaltskiihlschrinke. Zunéchst unter-
suchen wir die zuféllige Schaltung der Gerédte und verbinden sie dann mit dem bereits
erarbeiteten Regler.

Abschlieflend ziehen wir ein Fazit, welche Chancen und Herausforderungen fiir das
betrachtete Modell bestehen und geben einen Ausblick auf mogliche weitere Anpas-
sungen.






2 Mathematische Grundlagen

In dieser Arbeit wollen wir bestehende Modelle der modellpradiktiven Regelung als
Grundlage verwenden und sie mit bekannten Methoden aus den Bereichen der Diffe-
rentialgleichungen und der Stochastik erweitern. Zunéchst wollen wir also die zugrun-
de liegenden Verfahren verstehen. Dazu beschiftigen wir uns mit den Grundlagen der
Stochastik und den gewohnlichen Differentialgleichungen. Anschlieend gehen wir zur
Kontrolltheorie iiber und fiihren schliefilich die modellpriadiktive Regelung ein.

2.1 Grundlagen der Stochastik

Aus dem Bereich der Stochastik verwenden wir zum einen die klassischen Definitionen
fiir Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswert und Varianz und zum anderen fithren wir
stochastische Prozesse, insbesondere Markov-Ketten, ein.

2.1.1 Aligemeine Definitionen

Zuerst wiederholen wir die wichtigsten Definitionen und Resultate aus der Wahrschein-
lichkeitstheorie und beziehen uns dabei auf [23]. Dafiir setzen wir die mafitheoreti-
schen Grundlagen voraus und verweisen hierfiir auf [3]. Im Weiteren bezeichnen wir
mit B(R) := ¢(O) die Borel’sche o-Algebra iiber R, wobei O das System der offenen
Teilmengen in R bezeichnet.

Definition 2.1
Gegeben sei der Meffraum (R, B(R)). Eine Funktion

P:B([R) - R

heifft Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) genau dann, wenn P(R) =1 und fir jede
Folge (Ap)nen, C B(R) von paarweise disjunkten Ereignissen gilt

P ( U An> = P(4,).

neNp neNg

Das Tripel (R, B(R),P) heifst dann Wahrscheinlichkeitsraum.
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Nun wollen wir Hilfsmittel zur Darstellung eines Wahrscheinlichkeitsmafles einfiihren
und betrachten dazu die Dichtefunktion.

Definition 2.2
FEine Riemann-integrierbare Funktion f : R — R heifst Dichtefunktion, falls fiir alle
relR

f(z) =0
gilt.
Sie heifit zusdtzlich normiert, falls
/ flz)dx =1

erfullt ist.

Satz 2.3
Sei f : R — R eine Dichtefunktion. Dann ezistiert genau ein Wahrscheinlichkeits-
mafs P auf (R, B(R)), sodass fiir alle x € R

P((~c0.2]) = [ " Fdy

qilt.

Fiir einen ausfiihrlichen Beweis von Satz 2.3 und weitere Eigenschaften eines Wahr-
scheinlichkeitsmafles verweisen wir nochmals auf [3].

Definition 2.4

Sei (R, B(R)) ein Mefsraum. Dann nennen wir eine Funktion X : R — R Zufallsva-
riable, falls fiir jede Borel-Menge B € B(R) gilt, dass ihr Urbild X~ 1(B) € B(R) im
Mengensystem B(R) liegt.

Im Anschluss wollen wir die Kenngroflen fiir das Zentrum und das Streuungsverhalten
einer Zufallsvariable formulieren. Dazu definieren wir den Erwartungswert und die
Varianz.

Definition 2.5 (Erwartungswert und Varianz)

Sei (R, B(R),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, f die zu P zugehorige Dichtefunktion
und X eine Zufallsvariable auf (R, B(R),P).

Dann ist der Erwartungswert der Zufallsvariable definiert als

BX) = [ X)), @.1)
sofern das uneigentliche Riemann-Integral existiert. Die Varianz ist gegeben durch

o*(X) := Var(X) == E[(X — E(X))?. (2.2)
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Bemerkung 2.6
Sei X eine Zufallsvariable, sodass die Erwartungswerte von X und X? existieren.
Dann gilt eine Variante des Verschiebungssatzes

Var(X) = E(X?) — E(X)* (2.3)

Mit den vorangegangen Definitionen des Wahrscheinlichkeitsmaf}; des Erwartungswer-
tes und der Varianz kénnen wir spéter die gewiinschten Groflen modellieren. Im An-
schluss verwenden wir weiterhin die Definition eines Wahrscheinlichkeitsraums, um so
einen stochastischen Prozess zu formulieren.

2.1.2 Markov-Ketten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Grundlagen von stochastischen Prozessen
und insbesondere Markov-Ketten beschiftigen. Dafiir verweisen wir auf [18,22].
Bevor wir jedoch eine allgemeine Markov-Kette definieren konnen, benotigen wir die
Begriffe des Zustandsraums und der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition 2.7

Sei (R, B(R),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X, : R — S, n € Ny, eine Fa-
milie von Zufallsvariablen.

Die Menge S wird Zustandsraum genannt und enthdlt alle Werte, die die Zufallsvaria-
blen annehmen konnen.

Seien X1, Xy € B(R) Zufallsvariablen und iy,iy € S Zustinde. Dann ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit von X1 = i1 gegeben Xy = iy gegeben durch

P (X1 =141) N (X2 =12))

P<X1:i1|X2:i2): ]P)(XQZZQ)

Definition 2.8

Sei S ein endlicher Zustandsraum undY = (X, )nen, €ine Familie von Zufallsvariablen,
sodass die Werte von X,, fir allen € Ny in S liegen.

Dann heifit Y genau dann Markov-Kette, wenn fir die Zustinde (j,ig,...,1,) € S

]P(Xn+1 :j ’ Xn = inaXn—l == in—l; . ,XO - Zo) == P(Xn+1 = ] | Xn == Zn) . (24)
qgilt.

Die Gleichung (2.4) beschreibt, dass die Wahrscheinlichkeit, die den Ubergang zwischen
zwei Zustédnden beschreibt, nur vom aktuellen Zustand abhéngt. Diese Eigenschaft wird
auch Markov-Eigenschaft oder Geddchtnislosigkeit genannt.

Die Wahrscheinlichkeit P(X,.1 = j | X,, = i,) zwischen zwei Zustinden heiBt Uber-
gangsrate. Diese Raten lassen sich als Matrix zusammenfassen. Dazu bezeichnen wir
kurz mit P(X;, X;) die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand ¢ € S in den Zustand j € S
iibergeht.
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Definition 2.9
Die Matriz P = (P(X;, X;)ijes) heift Ubergangsmatriz genau dann, wenn

P(X;, X;) >0, > P(X;,Z)=1 X;,X;€Yi,jeES.

Z;eY,jF#i

Zur Veranschaulichung der vorangegangenen Definitionen, betrachten wir das folgende
Beispiel.

Beispiel 2.10

Wir betrachten die Wettervorhersage einer Region, in der sich typischerweise lingere
Regen- und Trockenperioden abwechseln. Die Anzahl der Regen- und Sonnentage sind
im Mittel gleich. Daraus ergibt sich der Zustandsraum S = {1,2}, wobei 1 fiir Regen
und 2 fiir Sonne steht.

Abbildung 2.1: graphische Darstellung der Wettervorhersage

In Abbildung 2.1 wird die zugehirige Markov-Kette graphisch dargestellt. Die Uber-
gangsrate o = 0.5 beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass das Wetter von Regen auf
Sonne wechselt, wihrend die Ubergangsrate 3 = 0.1 den Wechsel von Sonnenschein auf
Regen darstellt. Die grau eingefdrbten Pfeile kennzeichnen die Wahrscheinlichkeiten
1l—a=05und1—p=0.9, die die Wahrscheinlichkeiten beschreiben, dass sich das
Wetter nicht verdndert. Diese ausfiihrliche Beschreibung wird hdufig weggelassen und
dient nur der vollstandigen Darstellung. Aus der graphisch veranschaulichten Markov-
Kette konnen wir nun die Ubergangsmatriz

l—-a « 0.5 0.5
P:( 3 1—5):(0.1 o.9>

Mit Hilfe der Ubergangsmatrix P kénnen wir die zeitabhiingige Ubergangsfunktion de-
finieren, die anschlielend fiir die Formulierung der Verdnderung der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten in der Zeit verwendet wird. Zudem fiithren wir die Vorwéartsgleichung
nach Kolmogorov ein.

ableiten.
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Definition 2.11

Sei S ein endlicher Zustandsraum, P eine Ubergangsmatriz auf S und

sei {R; | i € S} C[0,00) eine beschrinkte Menge nicht negativer Zahlen. Dann ist die
Ubergangsfunktion t — p(t) gegeben durch

X n
p(t) = Z EQR =e'?,
n=0

wobei Q = R (P —1d) mit (R);; = 0;;R;. Die Matriz Q wird fir R = 1d auch als
Q-Matrix oder infinitesimaler Generator bezeichnet.

Insbesondere beschreiben die Eintriige der Ubergangsfunktion die Aufenthaltswahi-
scheinlichkeiten, das heifit, sie geben an, wie wahrscheinlich ein Zustand zu einem
Zeitpunkt ¢ > 0 ist.

Satz 2.12 (Kolmogorov)
Sei t — p(t) eine Ubergangsfunktion auf einem endlichen Zustandsraum S. Dann ist
die Ubergangsfunktion p die Lisung der Vorwdirtsgleichung, die gegeben ist durch

p(t) =p(t)Q, p(0)=1Id. (2.5)

Im folgenden Beispiel beschreiben wir die Verédnderung der Aufenthaltswahrscheinlich-
keiten der Zusténde in der Zeit. Dazu verwenden wir die vorangegangenen Resultate.

Beispiel 2.13

Wir betrachten erneut die Markov-Kette aus Beispiel 2.10 und die zugehirige Uber-
gangsmatriz P. Nun wollen wir die Verdinderung der Wahrscheinlichkeit von Regen
beziehungsweise Sonne in der Zeit berechnen. Dazu bilden wir die Q-Matriz

~ (05 05 1 0\ [-05 05
Q= 01 09/ \o 1) \o1 -o01)"

Die Ubergangsfunktion hat die allgemeine Form

plt) = (pm(t) P1,2(t)> ‘

— \p2i(t) paal(t)

Da wir jedoch nur an den Wahrscheinlichkeiten fiir Regen oder Sonne interessiert sind,
gentigt es den Zeilenvektor p(t) = (mi(t), me(t)) mit m(t) + mo(t) = 1 zu betrachten,
wobei m die Wahrscheinlichkeit von Regen und mo die Wahrscheinlichkeit von Sonne
beschreibt. Durch die Vorwdirtsgleichung (2.5) erhalten wir die zeitliche Anderungsrate
der Ubergangsfunktion

: . . —0.5 0.5

p(t) = (71(t), a(t)) ( 01 -0 1) = (=0.5m1(t) + 0.1ma(t), —0.1m2(t) + 0.5m(¢)) ,

(m1(0),m2(0)) = (1,0).
(2.6)
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Die zeitliche Verdnderung von p in Gleichung (2.6) kann in jeder Komponente als
ein- und auslaufende Wellen anschaulich beschrieben werden. Das bedeutet, dass der
Zustand 1 mit dem Faktor o« = 0.5 wverlassen und mit 5 = 0.1 von Zustand 2 aus
erreicht wird.

In Beispiel 2.13 haben wir gezeigt, dass die Verdnderung einer Aufenthaltswahrschein-
lichkeit von den Ubergangsraten sowie von den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten aller
Zustédnde zu einem bestimmten Zeitpunkt abhéngt.

2.2 Kontrolltheoretische Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir zuerst die Grundlagen der Kontrolltheorie erarbeiten, um
anschlieffend ein optimales Steuerungsproblem zu formulieren. Damit wollen wir die
wichtigsten Resultate der modellpradiktiven Regelung einfiihren.

2.2.1 Grundlagen der mathematischen Kontrolltheorie

Im Folgenden wollen wir die Grundlagen der mathematischen Kontrolltheorie vorstel-
len, um sie spater anwenden zu kénnen. Dazu beziehen wir uns auf [14,21].
Zu Beginn definieren wir ein allgemeines lineares Kontrollsystem fiir kontinuierliche
und diskrete Zeit sowie den Raum der stetigen Funktionen, um anschlielend eine Lo-
sungsformel angeben zu konnen. Im Allgemeinen wird ein Kontrollsystem durch die
Gleichung

#(t) = f(t,2(t), u(t))
beschrieben. Dabei ist z(t) € R™ der Zustand und u(t) € R™ die Kontrolle jeweils zur
Zeit t € R. Die Abbildung f : R x R” x R™ — R"™ heifit Vektorfeld. Die Funktion f und
die Kontrolle u : R — R™ miissen gewisse Regularitéitseigenschaften erfiillen, damit
die Losung des Kontrollsystems existiert und eindeutig ist.
Zunéchst wollen wir uns mit einer bestimmten Art von Kontrollsystemen beschéftigen.

Definition 2.14
FEin lineares zeitinvariantes Kontrollsystem ist in kontinuierlicher Zeit gegeben durch

die Gleichung
x(t) = Az(t) + Bu(t) (2.7)

mit A € R™"™ und B € R™™.
In diskreter Zeit ist das Kontrollsystem gegeben durch

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

mit A € R™™ und einer linearen Abbildung B : U — R™ mit U C R™.

10
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Definition 2.15

Eine Funktion u : R — R™ heifit stiickweise stetig, falls fiir jedes kompakte Inter-
vall [t1,ts] eine endliche Folge von Zeitent) =17 < Ty < -+ < Ty = to existiert, sodass
die Funktion w auf (75, Tix1), fir allei =1,... k — 1, stetig und beschrdinkt ist.

U st der Raum der stiickweise stetigen Funktionen von R nach R™.

Fiir die lineare Form eines kontinuierlichen Kontrollsystems konnen wir eine explizite
Losungsformel angeben.

Satz 2.16
Fiir das lineare Kontrollsystem

t(t) = Az(t) + Bu(t)

mit  : R — R™ und gegebenen Matrizen A € R"*", B € R™™ und jede Anfangsbe-

dingung der Form

mittg € R, xg € R™ und jede stiickweise stetige Kontrollfunktion u € U existiert genau
eine stetige Funktion x : R — R™, die die Anfangsbedingung (2.8) erfillt und deren
Ableitung fiir jedes t, in dem wu stetig ist, existiert und das Kontrollsystem (2.7) erfiillt.
Diese Funktion heifft Lisung des Kontrollsystems (2.7) mit Anfangsbedingung (2.8)
und wird mit x(t;ty, v, u) bezeichnet. Fir diese Losung gilt

t

z(t; to, wo, u) = e710) g —i—/ A=) Bu(s)ds. (2.9)
to

Bemerkung

Fiir die Losung x(t;ty, zo,u) des Kontrollsystems (2.7) mit Anfangsbedingung (2.8)

schreiben wir kurz x(t; xo,u), falls wir zur Zeit to = 0 starten.

Betrachten wir nun das Kontrollsystem im eindimensionalen Fall, also fiir z(t) € R,
ohne Kontrolle v und definieren A und B als allgemeine zeitabhéngige Funktionen
a,b: R — R, so erhalten wir eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ord-
nung

#(t) = a(t)z(t) + b(t). (2.10)

Fiir einen gegeben Anfangswert x(ty) = x¢ konnen wir auch fiir (2.10) eine Losungsformel
angeben, fiir deren Giiltigkeit wir auf [15] verweisen.

Lemma 2.17 (Variation der Konstanten)
Fiir eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung der Form (2.10) mit
Anfangsbedingung

S(Z(to) =x9, tH)eR

11



2.2 Kontrolltheoretische Grundlagen

st die Losung fiir alle Zeiten t € R gegeben durch

2(t) = exp ( /t ta(s)ds) (xo + /t:b(s) exp (- /t:a(f)df) ds) | (2.11)

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit benotigen wir eine weitere Klasse von Kontroll-
systemen, die wir in der folgenden Bemerkung angeben.

Bemerkung 2.18
Sei f : R"XR™ — R"™ ein stetiges Vektorfeld. Dann ist ein nichtlineares Kontrollsystem
definiert durch

B(t) = f(t, (), u(t)). (2.12)

Analog kann eine nichtlineare Differentialgleichung definiert werden.

Zudem wollen wir ein Kontrollsystem auf dessen Stabilitdt untersuchen. Hierfiir be-
schrinken wir uns auf die Analyse gewohnlicher Differentialgleichungen. Zunéchst be-
notigen wir die Definition eines Gleichgewichtes.

Definition 2.19
FEin Punkt © € R™ heifst Gleichgewicht einer gewdhnlichen Differentialgleichung
x(t) = f(t,x(t)), falls fir ihre zugehorige Lisung

z(t;T) =7, telR
gilt.

Insbesondere ist ein Punkt € R" genau dann ein Gleichgewicht, wenn T die Nullstelle
der rechten Seite der Differentialgleichung ist. Das bedeutet fiir die Gleichung & = f(z)
gilt

f(@) =0.
Ein Gleichgewicht T einer Differentialgleichung #(t) = f (¢, x(t)) kann auf dessen Sta-
bilitdt untersucht werden. Dazu fithren wir verschiedene Stabilitéitsbegriffe ein.

Definition 2.20 (Stabilitéatsbegriffe)
Sei T € R™ ein Gleichgewicht der Differentialgleichung

x(t) = f(t,2(1))

.%'(to) = 29-
(i) Das Gleichgewicht T heifst stabil, falls fir jedes € > 0 ein 6 > 0 ezistiert, sodass
|x(t; o) —Z|| < € fir allet >0

fiir alle Anfangswerte xy € R™ mit ||xzg — T|| < & gilt.

12
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(i1) Das Gleichgewicht T heifst lokal asymptotisch stabil, falls es stabil ist und zusdtzlich

tll)r& x(t;zg) =7

fiir alle Anfangswerte xo aus einer offenen Umgebung U von T gilt.

(71i) Das Gleichgewicht T heifit global asymptotisch stabil, falls (ii) mit U = R™ erfillt
151.

Zur Illustration der vorangegangenen Definitionen betrachten wir im folgenden Beispiel
eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung.

Beispiel 2.21
Wir betrachten die Differentialgleichung

i(t) = —2tx(t) +t

mit Anfangsbedingung x(0) = xy.
Zundchst berechnen wir die Losung der Differentialgleichung mit Hilfe von Lemma 2.17.
Damit ergibt sich unter Verwendung der Rechenregeln fiir Integrale die Losung

() = exp ( /0 t —23ds) (xo + /0 sexp < /0 S TdT) ds)
_ <x0 - %) e 4 %

Des Weiteren soll das Gleichgewicht gefunden und dieses auf seine Stabilitdt untersucht
werden. Dazu berechnen wir die Nullstelle der rechten Seite

—2tr+t=0

und erhalten das Gleichgewicht T = % Analysieren wir nun das Konvergenzverhalten
der Losung, so ergibt sich, dass fir die Losung

: . 1y 1 1
Jim x(t) = Jim, (fo - 5) T t3=3
gilt. Damit konvergiert die Losung unabhdngig vom Startwert xo zum Gleichgewicht T.
Mit Definition 2.20 folgt daraus, dass das Gleichgewicht T global asymptotisch stabil
15¢.

Das obige Beispiel zeigt insbesondere, dass eine konvergente Losung einer Differential-
gleichung gegen ihr Gleichgewicht konvergiert. Es geniigt also fiir die Stabilitdtsanalyse
das Konvergenzverhalten einer Losung zu kennen ohne diese explizit zu berechnen.

13



2.2 Kontrolltheoretische Grundlagen

Bemerkung 2.22
Betrachte eine inhomogene lineare Differentialgleichung (2.10) mit stetigen Funktionen
a,b : R = R. Ist die Inhomogenitit lim;_,, b(t) = b konvergent und konvergiert die
Vorfaktorfunktion lim;_,, a(t) < 0 gegen einen negativen Wert, so ist die Losung der
Differentialgleichung (2.10) mit Anfangsbedingung z(ty) = x¢ konvergent gegen das
Gleichgewicht T der Differentialgleichung, das heifst, es gilt

lim z(t) = 7.

t—o0
Bemerkung 2.23
FEin Kontrollsystem oder eine gewohnliche Differentialgleichung heifst autonom, falls
die rechte Seite nicht explizit von der Zeit t € R abhdngt. Solch ein Kontrollsystem
bezeichnen wir kurz mait

2(t) = f(x(t), u(t))-

Die obigen Resultate bleiben fiir autonome Kontrollsysteme und Differentialgleichungen
weiterhin giiltig.

2.2.2 Modellpradiktive Regelung

Modellpridiktive Regelung (kurz: MPC!) ist eine Methode zur Losung eines optima-
len Steuerungsproblems auf einem unendlichen oder endlichen Zeithorizont. Die Idee
des MPC-Verfahrens ist das vorliegende diskrete Problem, das nichtlinear und un-
beschrinkt sein kann, in mehrere Teilprobleme mit fester Horizontlange N € N zu
unterteilen und diese anschlieBend nacheinander zu 16sen. Dabei bilden die Loésungen
der Teilprobleme iterativ die Gesamtlosung. Dieses Vorgehen ist vor allem dann geeig-
net, wenn relevante Informationen nur fiir eine begrenzte Zeit in die Zukunft vorliegen.
In diesem Kapitel geben wir die wichtigsten Resultate aus [14,16] wieder.

Wir betrachten zunéchst das diskrete Modell

= f(x,u), (2.13)

wobei f : X x U — X eine nichtlineare Abbildung und X, U metrische Rdume sind.
Die Funktion f bildet einen Zustand z € X und eine Kontrolle v € U auf den darauf-
folgenden Zustand zt € X ab.

Starten wir nun mit dem Zustand x(k) zum aktuellen Zeitpunkt k& € Ny, so kénnen wir
fiir eine beliebige, gegebene Kontrollfolge «(0), ..., u(N —1), mit Horizontlange N > 2,
Gleichung (2.13) iterieren, so dass wir eine pradiktive Trajektorie

:Eu(O):l'(k‘), wu(j+1) :f(xu(k)>u(]))’ k=0,...,N—-1

laus dem Englischen: model predicitive control
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erhalten. Setzen wir diese Vorgehensweise fort, so erhalten wir Zustandsprognosen (k)
fiir das System x(k + j) fiir j Zeiteinheiten in die Zukunft. Das bedeutet insbesondere,
dass wir zwischen der aktuellen Zeit k£ und den Zeiteinheiten in die Zukunft j unter-
scheiden.

Damit wir nun «(0),...,u(N — 1) bestimmen koénnen, nutzen wir das Prinzip der
optimalen Steuerung. Dazu betrachten wir die sogenannten Stufenkosten

(:X xU—=R. (2.14)

Diese, gegebenenfalls sehr allgemeine, Funktion bestraft die Abweichung des Zustan-
des z(k) oder des Kontrollwertes u(k) zu einem Referenzwert 2* beziehungsweise u* zu
einem Zeitpunkt k£ € Ny. Aus den Stufenkosten konnen wir die Kostenfunktion model-
lieren. Die Kostenfunktion summiert die Abweichung des Zustandes und der Kontrolle
zu den Referenzwerten zu einem aktuellen Zeitpunkt k € Ny fiir die zukiinftigen Zeit-
einheiten auf. Hierfiir benttigen wir den MPC-Horizont N € N, der angibt, wie viele
Zeiteinheiten in die Zukunft gegangen werden sollen und erhalten so die Kostenfunk-
tion

=

In(z(k),u(k)) == > lzu(5), uld))- (2.15)

J

i
o

Abhéngig von der Form der Kostenfunktion unterscheiden wir die Art des MPC. Ver-
wenden wir quadratische Stufenkosten der Form

Uzu(k), ulk)) = llwa(k) =2 + Mlu(k) — w1,

wobei A > 0 ein Gewichtungsfaktor und ||-|| die jeweils passende Norm ist, so sprechen
wir von einem stabilisierenden MPC. Wihlen wir hingegen eine allgemeinere Kosten-
funktion, sprechen wir von einem dkonomischen MPC. Mit gegebener Kostenfunkti-
on Jy und Horizontlinge N > 2 kénnen wir nun ein optimales Steuerungsproblem
(kurz: OCP?) und damit den allgemeinen Algorithmus des MPC-Verfahrens 2.1 for-
mulieren. Das betrachtete optimale Steuerungsproblem (2.16) minimiert die allgemeine
Kostenfunktion Jy(zg,u(-)) iiber eine Menge UN(x5) C UY. Diese Menge identifizie-
ren wir zuniichst mit UN(zy) := UY. Im niichsten Abschnitt werden wir die Menge
der zuldssigen Kontrollfolgen genauer analysieren und beschreiben, wie diese Menge
gewahlt werden kann. Die in Algorithmus 2.1 Schritt 3 erhaltene optimale Kontrollfolge
u*(k; N) fiir das betrachtete Teilproblem wird auch als open-loop Lésung bezeichnet.
Das erste Element dieser Folge entspricht dem Feedback py(z(k)) = u*(0), das wir,
wie in Schritt 4 beschrieben, auf unser System anwenden, um den néchsten Zustand
x(k+1) zu erhalten. Diesen Zustand x(k+1) nutzen wir als unseren neuen Startzustand
und beginnen den Algorithmus von vorne.

2aus dem Englischen: optimal control problem
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2.2 Kontrolltheoretische Grundlagen

Algorithmus 2.1 Basis MPC-Algorithmus

Input: MPC-Horizont N € N, Anzahl der Optimierungsschritte N € N U oo, Start-
zustand z(0) € X
for k=0,.... N —1:

1. Bestimme den Zustand z(k) des Systems zum Zeitpunkt k.
2. Setze xy = x(k).
3. Lose das OCP

=

-1

min J Tg, u(- — é Ty, .,LU U .
olin (o, u()) j (2 (j, w0), u(5))

Il
o

(2.16)

SL’U(O,J}Q)
Tu(k 4+ 1,20) = f(2u(k, 20), u(k))

Zo

und erhalte die optimale Kontrollfolge u*(-) € UY (zy).

4. Setze puy(z(k)) = uw*(0) € U und wende die Systemdynamik an, um den
néchsten Startzustand zu erhalten.

Auf diese Weise erlangen wir iterativ eine vollstéindige Regelung p* des Systems. Die-
se Steuerung p* ist die sogenannte closed-loop Losung. Da bei diesem Vorgehen der
Horizont nach jedem Optimierungsschritt verschoben wird, wird MPC auch oft als
Receding Horizon Control bezeichnet. Dieses Verfahren eignet sich damit insbesonde-
re fiir Problemstellungen, die auf Vorhersagen aus beispielsweise Messdaten basieren,
deren Genauigkeit mit zunehmender Horizontlange sinkt.

Bemerkung 2.24

In Algorithmus 2.1 haben wir angenommen, dass eine optimale Kontrollfolge u*(-) exis-
tiert. Im Allgemeinen kann dies nicht garantiert werden. Unter bestimmten Stetigkeits-
und Beschrinktheitsbedingungen kann die Existenz von u*(+), beispielsweise in [17], ge-
zeigt werden.

Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit nehmen wir an, dass eine optimale Kontroll-
folge u*(-) fiir ein gegebenes optimales Steuerungsproblem existiert.

Nebenbedingungen und zuldssige Mengen

Neben der Beriicksichtigung von Vorhersagen ist ein weiterer Vorteil von MPC, dass
dieses Verfahren Nebenbedingungen beachten kann, da diese direkt in den Algorith-
mus eingefiigt werden konnen. Dabei kénnen sowohl der Zustand als auch die Steue-
rung restringiert werden. Dazu betrachten wir die nicht leere Menge der zuldssigen
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Zustinde ) # X C X und fiir jeden Zustand z € X die nicht leere Menge der zulissigen
Kontrollen )  U(z) C U, wobei U auch unabhéngig von x gewéhlt werden kann. Die
Mengen verwenden wir zum einen, um die Beschrénkungen an den Zustand bezie-
hungsweise die Kontrollen zu definieren und zum anderen, um zu garantieren, dass die
Trajektorien in X und die zugehorigen Kontrollwerte in U(x) liegen.

Definition 2.25
Betrachte ein Kontrollsystem der Form

z(k+1) = f(z(k), u(k))
mat den Mengen X C X und U C U.

(i) Die Elemente x € X heifien zuldssige Zustinde und die Elemente u € U(x) heiffen
zuldssige Kontrollwerte fir x. Das Paar

(x,u) €Y :={(z,u) € X xUlzr € X,u € U(z)}
heif$t zuldssig.

(ii) Fiir N € N und einen Anfangswert xo € X heifit eine Kontrollfolge u € UYN und
die zugehirige Trajektorie x,(k, xo) zuldssig fir xo bis zum Zeitpunkt N, falls fiir
alle k=0,...,N —1 und z,(N,zo) € X das Paar (x,(k,x),u(k)) zuldssig ist.

(iii) Ein Feedback p: X — U heifst zulissig, falls u(x) € U'(z) fir alle x € X gilt.

Wenn wir Nebenbedingungen fordern, miissen wir sicherstellen, dass diese zu jedem
Zeitpunkt k erfiillt werden konnen. Dazu setzen wir voraus, dass der Startwert xy € X
zuléssig fiir das optimale Steuerungsproblem (2.16) ist, was bedeutet, dass die Menge
der zuliissigen Kontrollen U () # () nicht leer ist.

Beispiel 2.26
Wir betrachten das Kontrollsystem

r"=x+u

und die Stufenkosten
U(z,u) = 2% + u?

mit der Menge der zulissigen Zustinde X = R und der Menge der zuldssigen Kon-
trollwerte U = R. Die Abweichung des Zustandes und der Kontrolle von den Refe-
renzwerten x* = u* = 0 wird unter der gegebenen Systemdynamik bei einem Startzu-
stand z(0) = 1 quadratisch bestraft.

Fiir einen MPC-Horizont N = 2 betrachten wir den Fall ohne Zustandsbeschrinkung
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Zustand x

Kontrolle u

Zeit ¢ Zeit t

Abbildung 2.2: Zustand x und Kontrolle u aus Beispiel 2.26

und mit der Vorschrift, dass x(4) > 2, das heifit, wir schreiben dem Zustand einen Wert
zu einem bestimmten Zeitpunkt t = 4 vor. In Abbildung 2.2 sind in der linken Grafik
die closed-loop Losungen des unbeschrinkten und des beschrinkten MPC-Algorithmus
fiir 10 Schritte abgebildet. Zudem sind in der rechten Grafik in Abbildung 2.2 die je-
weils zugehorigen Kontrollwerte graphisch dargestellt. Im Vergleich der beiden MPC
ist deutlich zu erkennen, dass der beschrinkte Regler erst nach zwei Schritten von der
Bedingung erfihrt und dementsprechend die Kontrolle anpasst, sodass die Zustandsbe-
schrdankung erfillt werden kann. Anschlieflend wird der Zustand zuriick zu seinem Re-
ferenzwert x* = 0 gesteuert. Der unbeschrinkte MPC' steuert hingegen den Zustand x
und die Kontrolle u zu den jeweiligen Referenzwerten und verbleibt dort.

Prinzip der dynamischen Programmierung

Eine Grundlage der optimalen Steuerung ist das sogenannte Prinzip der dynamischen
Programmierung. Dabei ist die Grundidee, dhnlich zur modellpradiktiven Regelung,
ein komplexes Problem in mehrere Teilprobleme aufzuteilen, die leichter zu l6sen sind.
Die Losungen der aufgeteilten Probleme ergeben zusammen die Losung des Gesamt-
problems. Da wir spéter das Prinzip der dynamischen Programmierung auf das MPC-
Verfahren anwenden wollen, setzen wir die nachfolgenden Definitionen und Resultate
in den Kontext eines optimalen Steuerungsproblems.

Definition 2.27

Gegeben sei ein optimales Steuerungsproblem (2.16) mit Anfangszustand xo € X zu
einem Zeitpunkt k € Nog und ein MPC-Horizont N € N.

Dann heifit die Funktion

Vv(zo) = inf (o, ul))
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optimale Wertefunktion.
Eine Kontrollfolge u*(-) € UN(xq) heifit optimale Kontrollfolge fiir xo, wenn

V(o) = Jn(z0, u*(+))
qilt. Die zugehdrige Trajektorie x.~ heifit optimale Zustandstrajektorie.

Satz 2.28 (Prinzip der dynamischen Programmierung)
Betrachte das optimale Steuerungsproblem (2.16) mit Startzustand xo € X und Zeit-
horizont N € Ny. Dann gilt fir alle N € N und alle K =1,...,N, dass

K1
Vn(zo) =  inf {ZE (K, 20), u(k)) + Vv_x (o (K, xo))}. (2.17)
Wenn zusditzlich eine optimale Kontrollfolge u*(-) € UN(z¢) fiir o ezistiert, so gilt

Vn(zo) = Oy (kyxo), u™ (k) + Vy_g (2 (K, 20)). (2.18)

i

Insbesondere ist in diesem Fall das Infimum in Gleichung (2.17) ein Minimum.

Mit dem folgenden Satz wenden wir das Prinzip der dynamischen Programmierung auf
den MPC-Algorithmus an.

Satz 2.29

Betrachte das optimale Steuerungsproblem (2.16) mit Startzustand xo € X und MPC-
Horizont N € Ny. Euxistiert eine optimale Kontrollfolge u*(+), so gelten fir das MPC-
Feedback pn(xo) = u*(0) die Gleichungen

pun(zo) = aé"%?ir; {(xo,u) + VN_1(1, f(xo,u))} (2.19)
und
V(o) = €(zo, v (20)) + Viv—r (L, f (2o, v (20))- (2.20)

Aus dem Satz kann insbesondere gefolgert werden, dass die optimale Kontrollfolge
aus dem Feedback generiert werden kann. Anhand des néchsten Beispiels soll dies
veranschaulicht werden.

Beispiel 2.30
Wir betrachten erneut das Beispiel 2.26

et = +u, (v,u)=2"+u?
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mat den zuldssigen Mengen X = U = R und MPC-Horizont N = 2. Wir setzen K =1
und betrachten die optimale Wertefunktion

Vixc(wo) = Vi(wo) = inf 3 ((wu(j 20), u(j)) = f.

Daraus kénnen wir nun nach dem Prinzip der dynamischen Programmuerung die op-
timale Wertefunktion

V(o) = Va(wo) = u(_)é%f(xo) {€((0,20), u(0)) + Vi(2u(1, 20)) }

3
_ 2 | 2 2y _ 9 2
_ilelt%{xo—i_u + (o + u) }—2x0
Zo

berechnen und erhalten nach Satz (2.29) das Feedback ps(xo) = u*(0) = 5

Okonomische modellpridiktive Regelung

Wir haben bereits bei der Formulierung der Kostenfunktion bemerkt, dass es verschie-
dene Arten von modellpradiktiver Regelung gibt. Wenn der Zustand nicht mehr zu
einem bestimmten Zielwert gesteuert wird, sondern die Erfiillung einer anderen Eigen-
schaft, wir beispielsweise Optimierung der Energieeffizienz, das Ziel ist, so sprechen wir
von einem 6konomischen MPC. Im Verlauf dieser Arbeit wollen wir eine 6konomischen
modellpradiktiven Regler formulieren, da unsere Ziel ist Schwankungen im Stromnetz
zu minimieren. Dafiir kennen wir allerdings nicht das Zielgleichgewicht, weshalb wir
ein optimales Gleichgewicht definieren.

Definition 2.31
Fin zuldssiges Paar (T,u) € Y heiffit Gleichgewicht, falls fir die Systemdynamik

f(z.u) =17
gilt. Fin Gleichgewicht (z*,u*) heifst optimales Gleichgewicht, falls zusdtzlich fir die
Stufenkosten die Ungleichung
U(x*u*) < (T, )
fiir alle Gleichgewichte (Z,u) € Y erfiillt ist.

Ein optimales Gleichgewicht ist also das Gleichgewicht, in dem die Stufenkosten den
kleinsten Wert annehmen. Unter bestimmten Voraussetzung existiert ein optimales
Gleichgewicht, was in dem folgenden Lemma beschrieben ist.

Lemma 2.32
Sei die Menge Y C X x U kompakt und seien die Abbildungen ¢ : X x U — R und
f: X' x U — X stetig. Dann existiert ein optimales Gleichgewicht (x*,u*) € Y.
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Da wir trotz der Verwendung einer sehr allgemeiner Stufenkosten weiterhin sinnvolle
Ergebnisse generieren mochten, fithren wir den Begriff der Dissipativitdat ein. Zuvor
definieren wir noch verschiedene Klassen fiir Vergleichsfunktionen, die uns spéter als
Hilfsmittel dienen werden.

Definition 2.33
Die Mengen der Vergleichsfunktionen sind gegeben durch

K :={a:Rsy — Rxq | a stetig, streng monoton wachsend, «(0) = 0},
Koo :={a:Rso = Ry | @ € K, v unbeschrinkt},
L:={6:Rsg — Ry | 0 stetig, streng monton fallend mit tlim i(t) = 0},
- - —00
KL :={8:Rxso x R>o = Rxo | 3 stetig, B(-,t) € K, B(r,-) € L}.
Definition 2.34
Ein optimales Steuerungsproblem mit Stufenkosten £ heifit in einem Gleichgewicht
(z,u) € Y strikt dissipativ, falls eine von unten beschrinkte Funktion A : X — R,
fiir die
AZ) =0

gilt und eine Funktion p € K, ezistieren, sodass die Ungleichung
Uz, u) — 0@, u) + M) = A(f(z,u) = p(le —7[)
fir alle (z,u) € Y gilt.

Wenn wir nun die Stabilitdtsbegriffe aus Abschnitt 2.2.1 etwas einschrinken, kénnen
wir aus der strikten Dissipativitit eine Form der Stabilitit fiir den 6konomischen MPC
folgern.

Definition 2.35
Betrachte das closed-loop System aus dem MPC-Algorithmus 2.1

vt = f(z, pn (@),

das Feedback py und die zugehdrige Lisung x,,, .

FEin Gleichgewicht (T,u) des closed-loop Systems heif§t semiglobal praktisch asympto-
tisch stabil beziiglich des MPC-Horizonts N, falls eine Funktion B € KL existiert,
sodass fiir alle 6 > 0 und A > ¢ > 0 eine Konstante N5 > 0 existiert, sodass fir alle
N > Nsa, x € Xmit |z —7| <A und k >0 die Ungleichung

|2y (K, ) — 7| < max{f(|x — 7|, k), 0}

qgilt.

21



2.2 Kontrolltheoretische Grundlagen

Satz 2.36

Betrachte den MPC-Algorithmus 2.1 fir ein strikt dissipatives optimales Steuerungs-
problem mit den Funktionen A und p € K. Dann gilt unter bestimmten Stetigkeits-
bedingungen fir A und Vy im Gleichgewicht T, dass das Gleichgewicht T semiglobal
praktisch asymptotisch stabil auf X beziiglich des MPC-Horizonts N ist.

Fiir den Beweis und die ausfiihrliche Erlauterung der Annahmen, die fiir A und Vi
getroffen werden, verweisen wir auf [14, 16].

Nachdem wir nun alle Grundlagen aufbereitet haben, kénnen wir diese in den folgenden
Kapiteln verwenden, um die Temperatur eines Kiihlschrankes, seinen stochastischen
Zustand sowie einen modellpradiktiven Regler zu modellieren und zu formulieren. Des
Weiteren werden wir die Eigenschaften der einzelnen Komponenten genauer analysie-
ren, allerdings werden wir den Fokus nicht auf den analytischen Nachweis der Stabilitat
setzen, sondern auf die Modellierung und die numerischen Resultate. Aus diesen Si-
mulationen konnen wir schliellich eine Form der Stabilitdt numerisch folgern.
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3 Modellierung der
Kihlschranktemperatur

Im Folgenden wollen wir die Verdnderung der Kiihlschranktemperatur im Zeitver-
lauf modellieren. Damit kénnen wir spéater die Temperatur zum néchsten Zeitpunkt
in Abhéngigkeit des jetzigen Zustandes beschreiben und ermitteln. Bevor wir die
Geratetemperatur formulieren kénnen, stellen wir fest, dass ein Kiihlschrank zwei
mogliche Zustdnde besitzt. Das Gerat ist entweder angeschaltet, das heifit der Kom-
pressor arbeitet und es wird gekiihlt, oder es ist ausgeschaltet und es nimmt auf lange
Sicht die Umgebungstemperatur an. Wir bezeichnen mit AN den Zustand, in dem der
Kiihlschrank gekiihlt wird und mit AUS den Zustand, in dem der Kompressor nicht
arbeitet. Ferner wird das Gerét zwischen seinen Zustdnden wechseln konnen, dies ist
jedoch fiir die anschlieSfende Modellierung zunéchst nicht relevant, weshalb wir die
Temperatur je nach Zustand formulieren werden.

Die Temperatur eines Kiihlschrankes hiingt von seinem Zustand und von seiner Bauart
ab. Das bedeutet, wir betrachten die Warmeddmmung A und die Warmekapazitit m.
eines Kiihlschrankes. Beide Groflen sind Indikatoren dafiir, wie viel Energie notig ist
um die Temperatur zu &ndern. Des Weiteren brauchen wir die Leistungszahl n, die das
Verhéltnis von erzeugter Kélteleistung zur eingesetzten elektrischen Leistung angibt.
Zuletzt sind noch die Leistung @) des Geriites, die die umgesetzte Energie in einer
Zeitspanne beschreibt und die Umgebungstemperatur 7° notwendig. Mit den gegebe-
nen Groflen konnen wir nach [1] die Verdnderung der Temperatur eines bestimmten
Kiihlschrankes als affine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben,
falls das Gerét angeschaltet ist. Damit ergibt sich die Gleichung

T(t) = —— (T(t) - T°+ %) :

Mme

A
mit Starttemperatur 7j zum Zeitpunkt ¢ = 0. Dabei beschreibt der Koeffizient — die
me

thermische Verteilung und der Faktor @ die Leistung des Kompressors, die notwendig

ist um das Geriét zu kiithlen. Daraus konnen wir nun die Differentialgleichung fiir einen
Kiihlschrank folgern, der ausgeschaltet ist. Dazu nehmen wir an, dass der Kompressor
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3 Modellierung der Kiihlschranktemperatur

nur dann arbeitet, wenn der Kiihlschrank gekiihlt wird. Auch hier verwenden wir die
obige Anfangsbedingung und erhalten

Die Gleichungen der Temperaturverdnderung sind inhomogene Differentialgleichungen
und damit existieren fiir die Gleichungen eindeutige Losungen. Fiir die spétere Simu-
lation der Kiihlschrianke und deren Temperatur stehen uns gegebenenfalls nicht alle
dieser physikalischen Groflen fiir jedes einzelne Gerét zur Verfiigung. Deshalb fithren
wir verschiedene Parameter ein, die diese Groflen zusammenfassen und vereinfachen
sollen. Zunéchst betrachten wir den thermischen Verteilungskoeffizienten

A
a=— >0,
me
der stets positiv ist. Zudem fithren wir konstante Temperaturen T4y und T4y g ein.
Die Umgebungstemperatur

T° = Tays

entspricht der Temperatur eines Kiihlschrankes, der immer ausgeschaltet ist und des-
wegen auf lange Sicht die Raumtemperatur annimmt. Die Temperatur Ty gibt den
gegenteiligen Zustand an. Wir betrachten also ein Gerit, das immer gekiihlt wird und
berechnen die Grofie

nQ

Tan = Tavs — R

die sich aus der Raumtemperatur und der Kiihlleistung bestimmen ldsst. Nun wollen
wir die Parameter nutzen, um die Temperaturverdnderung je nach Zustand verein-
facht darzustellen. Setzen wir die Groflen a, Tany und Typg in die oben formulierten
Gleichungen ein, so erhalten wir die Differentialgleichungen

T(t) = —a(T(t) — Tay), falls AN, (3.1)
T(t) = —a (T(t) — Tays), falls AUS, (3.2)

in Abhéngigkeit der méglichen Zusténde eines Kiihlschrankes jeweils mit der Anfangs-
bedingung 7'(0) = Tj. Die Gleichungen entsprechen zudem dem Newtonschen Abkiihl-
ungsgesetz [13].

Die verkiirzten Gleichungen der Temperatur sind weiterhin inhomogene Differential-
gleichungen, das heifit insbesondere sind diese eindeutig losbar. Damit kénnen wir auch
die Temperaturverdnderung auf ihre Stabilitdt untersuchen. Das Resultat fassen wir
im folgenden Satz zusammen.
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3 Modellierung der Kiihlschranktemperatur

Satz 3.1
Das Gleichgewicht
T =Tuy

ist global asymptotisch stabil fiir die Differentialgleichung (3.1).
Das Gleichgewicht
T =Tavs

ist global asymptotisch stabil fir die Differentialgleichung (3.2).

Beweis:

Da die Temperaturveranderung (3.1) und (3.2) bis auf einen Parameter identisch sind,
geniigt es die Gleichung (3.1) zu betrachten.

Nach Lemma 2.17 konnen wir die Temperatur 7' explizit berechnen. Dabei beginnen
wir die Betrachtung zum Zeitpunkt ¢ = 0 und bei einer Temperatur 7. Daraus kénnen
wir die Losung

T(t) = exp ( / t _st> (To -/ T exp ( | w) ds)

= (To — TAN) eiat + TAN
fiir t > 0 bestimmen. Anschliefend betrachten wir den Grenziibergang der Losung

lim T'(t) = lim (Ty — Tan) e + Tay = Tan
t—o0 t—00

und erhalten das geforderte Gleichgewicht. Da die Losung unabhéngig von der Start-

temperatur Ty konvergiert, ist das Gleichgewicht global asymptotisch stabil fiir die

Differentialgleichung (3.1). O

Im néchsten Abschnitt werden wir naher auf den Zusammenhang der moglichen Zu-
stande eines Kiihlschrankes eingehen und die Ubergiénge zwischen diesen modellieren
und formulieren. Ferner werden wir die Differentialgleichungen (3.1) und (3.2) fiir un-
sere Kontrollstrategie nutzen, da die Temperatur trotz Zufallsregelung weiterhin Be-
achtung finden soll.
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4 Der stochastische Zustand

Zur Modellierung des Kiihlschrankzustandes wéhlen wir verschiedene stochastische
Groflen, da wir den Zustand zu einem Zeitpunkt ¢ aufgrund von dufleren Einfliisssen
nicht sicher bestimmen koénnen. Zuerst formulieren wir die Wahrscheinlichkeiten, dass
ein Geridt an- beziehungsweise ausgeschaltet ist und betrachten deren Verédnderungen
in der Zeit. Des Weiteren nutzen wir den Erwartungswert zur Beschreibung der Kiihl-
schranktemperatur, da durch die Nutzerinteraktion, wie beispielsweise durch eine langer
geoffnete Kiihlschranktiir, die Gerdtetemperatur nicht immer sicher vorhersagbar ist.
Nachdem der Erwartungswert den Wert angibt, den die Temperatur im Mittel an-
nimmt, benotigen wir eine weitere Grofle, um zu grofie Abweichungen der Temperatur
zu vermeiden. Dafiir wihlen wir die Varianz, die ein Maf fiir die Streuung und zu-
dem die quadratische Abweichung von dem Erwartungswert ist. Auflerdem betrachten
wir, wie die genannten Groflen zusammenhéngen und wollen dafiir ein Differential-
gleichungssystem modellieren. Anschliefend werden wir die Gleichungen fiir die Wahr-
scheinlichkeiten, den Erwartungswert und die Varianz auf Stabilitdt untersuchen und
analysieren, ob auch iiber das ganze System eine Stabilitdtsaussage getroffen werden
kann.

4.1 Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

In Kapitel 3 haben wir bereits erlautert, dass ein Kiihlschrank zwei mogliche Zusténde
besitzt. Der Kiihlschrank ist entweder an- oder ausgeschaltet. Zudem kann das Gerét
zwischen diesen Zustdnden wechseln. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gerét von ange-
schaltet zu ausgeschaltet tibergeht, bezeichnen wir mit A; € (0, 1) und den gegenteiligen
Wechsel mit Ay € (0,1).

At

A2

Abbildung 4.1: Hlustration der Markov-Kette



4.1 Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Daraus konnen wir nach Kapitel 2.1.2 eine zeit-diskrete Markov-Kette formulieren, die
in Abbildung 4.1 graphisch dargestellt ist. Wir bezeichnen im Folgenden mit 7wy
die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Kiihlschrank angeschaltet ist und mit
mays die Wahrscheinlichkeit, dass das Gerédt ausgeschaltet ist. Die Groflen w4y und
maus entsprechen den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der moglichen Zusténde des
Kiihlschrankes. Aus dieser Formulierung folgt, dass der Zustandsraum zweielementig
ist, weshalb zu jedem Zeitpunkt ¢ € Ny fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

WAN(t) + 7TAU5<t) =1 (41)

gilt. Zudem kénnen wir die Ubergangsraten, wie in Beispiel 2.10 beschrieben, zu einer

AT
P= ()

zusammenfassen. Diese Matrix konnen wir, wie in Beispiel 2.13 gezeigt, benutzen um
die Q-Matrix zu generieren und um daraus ein Differentialgleichungssystem erster Ord-

Ubergangsmatrix

nung fiir die zeitliche Verdnderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten 745 und mapys
zu formulieren. Das Differentialgleichungssystem ist dann gegeben durch

Tan(t) = =Mman (t) + Aomaps(t),
Tavs(t) = —Aemavs(t) + Mman(t),

mit Startwerten man(to) und maps(to) zum Zeitpunkt to. Insbesondere beschreibt das
System die Abhéngigkeit der zwei Zusténde voneinander und wie diese sich gegenseitig
beeinflussen.

Fiir die weitere Analyse der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten 74y und 7475 betrachten
wir im folgenden Lemma die Stabilitat des Gleichungssystems (4.2).

(4.2)

Lemma 4.1
Das Gleichgewicht

_ Ao
TAN
M A
_ =1 (4.3)
AUS A+

ist global asymptotisch stabil fiir das Differentialgleichungssystem (4.2).

Bewers:

Im ersten Schritt soll eine explizite Losung fiir die Gleichungen (4.2) angegeben werden.
Dazu verwenden wir den Zusammenhang (4.1) und koénnen so die einzelnen Gleichun-
gen voneinander entkoppeln. Setzen wir maps(t) = 1 — man(t) in die erste Gleichung
des Systems ein, so erhalten wir die Differentialgleichung

Tan(t) = —Mman(t) + Ao — Aoman(t) = = + X)man(®) + Aoe (44)
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4.1 Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Diese Differentialgleichung ist autonom und wir kénnen annehmen, dass der Startzeit-
punkt ¢y = 0 und der Startpunkt 74 (0) € R gegeben sind. Zudem ist die Gleichung 4.4
eine inhomogene lineare Differentialgleichung, womit wir die Losung 74y nach Lem-
ma 2.17 angeben konnen. Damit erhalten wir die Losung

Tan(t) = exp (— /0 t A1+ AQdT) (WAN(O) + /0 t s Xp (— /0 u+ A2)d7) ds)

A2 _ A2
— 0 _ ()\1+)\2)t_|_
(m< -+ H2) o e

fiir ¢ > 0. Im zweiten Schritt wollen wir die Gleichung (4.4) auf ihre Stabilitdt unter-
suchen. Hierfiir betrachten wir den Grenzwert der Losung und erhalten dadurch das
Gleichgewicht

A2 )e—mm)t L

TAN = tliglo man(t) = tlggo (WAN(O) EEYRPY ALt A
A2

- AL+ Ao

Da die Losung man(t) fir ¢ € Ry beschrinkt ist und die Konvergenz gegen das
Gleichgewicht T 4 unabhéingig von der Wahl des Startwertes w4 (0) ist, erhalten wir
global asymptotische Stabilitét fiir die Differentialgleichung (4.4).

Das ebenfalls global asymptotisch stabile Gleichgewicht

A1
A1+ A
kann durch analoges Vorgehen fiir die zweite Differentialgleichung des Systems gewon-

nen werden. Fassen wir nun die beiden Gleichgewichte zusammen, so haben wir das
gewiinschte Gleichgewicht (4.3) fiir das System (4.2) gefunden. O

TAUS =

Bemerkung

Die Stabilitat in Lemma 4.1 ist unabhdngig von der Wahl des Startvektors

(man(0), maus(0)" € R2. Allerdings ist anschaulich nur die Wahl

man(0), maus(0) € [0,1] sinnvoll, da die Gréfien als Wahrscheinlichkeiten interpretiert
werden.

Anschlieffend wollen wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten w4y und 749 nutzen,
um den Erwartungswert und die Varianz der Kiihlschranktemperatur zu modellieren
und zu analysieren. Jedoch sind dazu weder die Darstellung iiber die Differentialglei-
chungen (4.2), noch die explizite Losung gut geeignet. Deshalb werden wir nun Dichte-
funktionen einfithren, um darauthin die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten iiber Integrale
zu formulieren. Wir betrachten also die nicht-normalisierten Dichtefunktionen

,0+(t, T), p,(t, T) : RZO X R — RZO
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4.1 Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

in Abhéngigkeit ihrer Zufallsvariable 7', die wir als die Kiihlschranktemperatur inter-
pretieren, und der Zeit ¢t € R>o. Die Abhénigkeit der Dichtefunktionen von der Zeit re-
sultiert aus der Formulierung der Wahrscheinlichkeiten 7 4 und 74y ¢ als zeitabhéngige
Funktionen. Die Dichten zur Formulierung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten als In-
tegrale existieren nach [3]. Daraus folgt, dass wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
durch

o0

an(t) = / T (LTYAT,  maps(t) = /_ o (1. T)AT

—00 oo

darstellen kénnen. Weiterhin bleibt die Eigenschaft (4.1)

/ oo (1 T)AT + / p (£ T)AT = 1
giiltig, das heifit die Dichtefunktion p(¢t,T) + p_(t,T') ist normalisiert.

Des Weiteren konnen wir die Verdnderung der Dichtefunktionen in der Zeit in Ab-
héngigkeit voneinander und von der Temperatur beschreiben. Wir differenzieren die
Dichten nach der Zeit ¢, verweisen dabei auf Christofides [9, Kapitel 2] und erhalten
die partiellen Differentialgleichungen

0 0

9P+ _ a(T - TAN) s + (Oé - Al)er + A2p-

ot orT (4.5)
Op_ Op— '
% =« (T — TAUS) aLT + (Oé - )\Q)Pf + A1pg,

mit a > 0 der thermische Verteilungskoeffizient und Ty, Thys die Temperaturen
eines Kiihlschrank, der immer an- beziehungsweise ausgeschaltet ist. Diese partiel-
len Differentialgleichungen beschreiben eine Art Transportprozess der thermischen
Energie eines Kiihlschrankes, der von der Verteilung der Gerétezustdnde und der
Geratetemperatur im jeweiligen Zustand abhéngt. Im Folgenden dienen uns die parti-
ellen Differentialgleichungen (4.5) als Hilfsmittel, um die Gleichungen fiir den Erwar-
tungswert und die Varianz der Temperatur vereinfacht darstellen zu kénnen.
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4.2 Der Erwartungswert

4.2 Der Erwartungswert

Die Kiihlschranktemperatur kann durch verschiedenste duflere Einfliisse nicht immer
sicher vorausgesagt werden. Aus diesem Grund bedienen wir uns der Temperatur, die
im Mittel angenommen wird, und verwenden damit den Erwartungswert. Auch hier
wollen wir eine Differentialgleichung formulieren und eine Stabilitétsaussage iiber die
erwartete Temperatur treffen. Dazu erinnern wir uns an Definition 2.5 und stellen den
Erwartungswert .

BIT(W) = [ Tpelt.1) + p-(t.T)AT
als das Integral iiber die Zufallsvariable T und die normalisierte Dichtefunktion p (¢, T)+
p—(t,T) dar. Zur besseren Darstellung teilen wir zunéchst den Erwartungswert formal
in zwei Funktionen

T () = /_ h Tp, (¢, T)AT, T_(t) = / h Tp_(t,T)dT

[e. 9] —00

auf. Daraus folgt fiir den Erwartungswert, dass
E[T(t)] = Ty (t) + T_(¢). (4.6)

gilt. Nachdem wir die Anderungsrate der erwarteten Temperatur in der Zeit modellie-
ren wollen, betrachten wir zuerst die Ableitung des Erwartungswertes nach der Zeit.
Differenzieren wir die Gleichung fiir den Erwartungswert (4.6) beziiglich der Zeit t, so
erhalten wir

d d d
GO = T () + L T-(0).

Da die Ableitung der erwarteten Temperatur eine Summe von Ableitungen ist, geniigt
es zunéchst die Funktion 7', beziiglich der Zeit ¢ zu differenzieren. Damit erhalten wir
die Ableitung

d o [~
—T.(t) = = Tp, (¢, T)dT.
G0 =5 [ Toe)
Zudem stellen wir fest, dass der Integrand stetig und beschréankt ist und koénnen, un-

ter Verwendung der partiellen Differentialgleichungen (4.5) und der vorangegangenen
Definitionen, das Integral so umformen, dass

%:r;(t) = /_ . aT2a%p+(t, T) — aTANTa%p+(t, T)+ (a—X)Tp.(t,T)
+ MTp_(t,T)dT
= /OO aTzier(t T)dT — /oo aTANTim(t T)dT
oo oT ’ - oT ’

4 (a— AT () + AT (1),
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4.2 Der Erwartungswert

Weiter wenden wir auf die noch vorhandenen Integrale partielle Integration an und
nutzen die Eigenschaften von Dichtefunktionen nach [3], sodass die Randterme ver-
schwinden und wir erneut die Definitionen anwenden kénnen. Damit ergibt sich fiir die
Ableitung

d o

ZTi(t) = —2a / Tp.(t,T)dT + aTay / pa (8, TYAT + (o — AT () + T (¢)

= 20T, (t) + aTanman(t) + (@ — M\)T4(8) + AT (t).

Da die rechte Seite von der Funktion 7', selbst abhéngt, erhalten wir eine Differential-
gleichung in Abhéngigkeit der Funktionen 74 und 7_. Die Ableitung von T_ beziiglich
der Zeit t berechnen wir analog und erhalten somit das Differentialgleichungssystem

T+(t) = —((I + )\1)T+(t) + /\QT_ (t) + O[TANTI'AN(t)

| (4.7)
T (t) = —(CY + )\g)T_ (t) + Ty (t) + OzTAU57TAU5(t).

Dieses System werden wir spéter zur Definition des Erwartungswertes nutzen, weshalb
wir nun dessen Stabilitdt untersuchen wollen. Hierfiir wollen wir wie in Abschnitt 4.1
die Eigenschaft (4.6) nutzen, um die entkoppelten Gleichungen betrachten zu kénnen.
Allerdings ist in diesem Fall die rechte Seite E[T'] keine Konstante, weswegen wir diese
Funktion zuerst auf Konvergenz untersuchen miissen. Da wir den Erwartungswert E[T]
lediglich iiber die Groflen Ty, T gegeben haben, formulieren wir die Differentialglei-
chung des Erwartungswertes

E[T(1)] = T4(t) + T-(t) = —a (B[T(t)] = Tanman(t) — Tavsmavs(t)) (4.8)

iiber die Summe aus den Gleichungen des Systems (4.7). Damit hangt der Erwartungs-
wert E[7] von den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten m4n und mapg ab.

Im folgenden Lemma wird die erwartete Temperatur auf Stabilitdt untersucht. Da-
bei werden wir im Beweis verwenden, dass die rechte Seite nur von bereits bekannten
Groflen abhéngt.

Lemma 4.2
Das Gleichgewicht

—_— A2 A1
E|[T| := T T 4.9
7] Ny AN+>\1+)\2 AUS (4.9)

ist global asymptotisch stabil fir die Differentialgleichung (4.8) mit Anfangsbedingung
E[T(0)] = E[T]o.

Beweis:
Da die Differentialgleichung (4.8) inhomogen ist, erinnern wir uns zunéchst an die
Losungsformel aus Lemma 2.17. Die Konvergenz der so gewonnenen Losung héngt

32



4.2 Der Erwartungswert

somit nach Bemerkung 2.22 von der Konvergenz der Inhomogenitét und dem Vorfaktor
ab. Dieses Resultat haben wir bereits in Beispiel 2.21 veranschaulicht. Betrachten wir
also die rechte Seite der Gleichung (4.8), so stellen wir fest, dass wir bereits wissen,
dass die Funktionen m4n(t) und maps(t) nach Lemma 4.1 konvergent sind. Dariiber
hinaus ist der Faktor —a stets negativ und wir kénnen folgern, dass die Losung der
Differentialgleichung (4.8) fiir ¢ — oo konvergiert.

Zur Ermittlung des Gleichgewichts berechnen wir zuerst die Nullstelle der rechten Seite
der Differentialgleichung (4.8) und erhalten

E[T(t)] = Tanman(t) + Tavsmavs(t),

was der klassischen Definition des Erwartungswertes entspricht.
Anschlieflend betrachten wir den Grenziibergang unter Verwendung der Gleichgewichte
von Ty und mapg, sodass wir das Gleichgewicht

E[T] = lim E[T(t)] = lim Tanman(t) + Tavsmavs(t)

t—o0
= TANT AN + TavsT avs
A2 A1

LT
PV Ve VNI W

erhalten.

Da der Vorfaktor —a < 0 stets negativ ist, konnen wir aus der Losungsformel aus Lem-
ma 2.17 folgern, dass die Konvergenz der Losung E[T] unabhingig von dem Startwert
ist. Zudem sind auch die Funktionen 745 und 74y s unabhéngig von ihren Startwerten
konvergent, weswegen das geforderte Gleichgewicht (4.9) global asymptotisch stabil fiir
die Differentialgleichung des Erwartungswertes (4.8) ist. O

Mithilfe der Konvergenz des Erwartungswertes E[T] konnen wir anschliefend das Dif-
ferentialgleichungssystem (4.7) auf dessen Stabilitdt untersuchen.

Lemma 4.3
Das Gleichgewicht

_ o
T AT Ao)T

- [EER e Wilavs + (e A Ta) (4.10)
T : ((a +A)Tuus + XoTan)

(CY + )\1 + )\2)()\1 + )\2)

ist global asymptotisch stabil fir das Differentialgleichungssystem (4.7) mit Anfangs-
bedingung (T4(0), T-(0)) = (T+y, T-,).
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4.2 Der Erwartungswert

Beweis:

Zu Beginn verwenden wir die Gleichung (4.6), um die zwei Gleichungen des Sys-
tems (4.7) zu entkoppeln, das heifit wir setzen 7_(t) = E[T'(t)] — T (¢) in die erste
Gleichung ein. Damit konnen wir die zwei Differentialgleichungen des Systems un-
abhéngig voneinander analysieren. Da die resultierenden entkoppelten Differentialglei-
chungen analog zu behandeln sind, betrachten wir nur

T+(t) = — (Oé + )\1 -+ )\2) T+(t) —+ )\QE[T(t)] + OZTANT('AN(t) (411)

und iibertragen dann unsere Resultate auf die Gréfie 7.

Auch hier argumentieren wir wie in Lemma 4.2 und stellen fest, dass die Groflen w4y
und E[T] der rechten Seite bekannt sind und diese nach Lemma 4.1 und Lemma 4.2
konvergent sind. Zudem ist der Vorfaktor — (o + A; + A2) stets negativ und somit
konnen wir folgern, dass die Losung der Differentialgleichung (4.11) nach Lemma 2.17
fiir t — oo konvergiert.

Durch Nullstellenbestimmung der rechten Seite der Gleichung (4.11) und entsprechen-
der Grenzwertbetrachtung erhalten wir das Gleichgewicht

_ 1
T = B Gy QST ()
A2

_ AT AV Tan) .
(0 F T ) On 1 gy iTaus + (a4 Ao)Taw)

Analog ergibt sich das Gleichgewicht
— A
T 1

-~ + M) T arrg + NoTan) .
(a+ A1+ A2) (A1 + o) ((a+ A1) Tavs + A2Tan)

Die zwei Gleichgewichte sind zusétzlich global asymptotisch stabil fiir das System (4.7),
da die Losungen may, maps und E[T] unabhéngig von ihren Startwerten konvergieren
und der Vorfaktor — (a+ A\; + A2) < 0 stets negativ ist. O

Damit haben wir die erwartete Temperatur sowie deren Bestandteile modelliert und
analysiert. Die Stabilitatseigenschaften des Erwartungswertes (4.8) und des zugehori-
gen Systems (4.7) sind dabei von den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten aus dem vorhe-
rigen Abschnitt abhéngig.
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4.3 Die Varianz

Abschlieflend mochten wir noch die Abweichung der Kiihlschranktemperatur formulie-
ren, um gemeinsam mit dem Erwartungswert einen Temperaturbereich zu modellieren.
Zu diesem Zweck wahlen wir die Varianz der erwarteten Temperatur, da diese ein Maf
der Streuung angibt. Die quadratische Standardabweichung ist hier gut geeignet, da
wir die Varianz direkt nach Definition 2.5 aus dem Erwartungswert bestimmen koénnen.
Zudem konnen wir den Verschiebungssatz aus Bemerkung 2.6 anwenden und erhalten
die Varianz

oft) = Varl? ()] = [ (1~ BT (o0, T) + p- (1 T) aT

[e.e]

_ /_OO T? (p4(t,T) + p—(t,T)) dT — (E[T'(t)])*.

[e.e]

Auch hier wollen wir eine Differentialgleichung fiir die Streuung formulieren und diffe-
renzieren die Varianz beziiglich der Zeit ¢, sodass fiir die Ableitung

%U(t) = % (/_Z T2(p+(ta T) + p_(t,T))dT _ (E[T(t)])z)
- O [ T+ p 0 1T BTN

gilt. Da der Integrand stetig und beschréankt ist, differenzieren wir unter dem Integral
und verwenden die partiellen Differentialgleichungen (4.5) und erhalten

> 0 0
—(t) = / aT3a—Tp+(t, T)— aTANTQa—Ter(t, T)+ (a+M)T?p,(t,T)

0 0
+ 0T (6,T) + T =p () = aTavsT?

SpP-(6T) + (0= X)Tp(t,T)

+ MT?p(t, T)AT — 2E[T(H)]E[T(1)].

Weiter wenden wir partielle Integration sowie die Definitionen von 7y und 7" an und
konnen die Ableitung so umformen, dass

d [e.e] oo
Ev(t) = -3« / T?py (t, T)AT + 2aTsnT(t) — 3a / T?p_(t,T)dT

oo o0

+2aTusT-(t,T) + a / T 2pu (1) + p_ (1, T))AT — 2E[TOE[T(1)].

—0o0

Anschlieflend formen wir die Ableitung so um, dass diese von der Varianz v abhangt
und erzeugen so eine Differentialgleichung, die von dem Erwartungswert E[T] und
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4.3 Die Varianz

seinen Bestandteilen 7, und 7" abh&ngt. Damit ist die Differentialgleichung fiir die
Varianz gegeben durch

o(t) = —2 (a (0(t) + B[T (1) — TunT(t) — TausT-(t)) + E[T(t)]E[T(t)]) L (4.12)

Bevor wir die Verédnderung der Varianz in der Zeit (4.12) auf ihre Stabilitdt untersu-
chen, formulieren wir die Gleichung so um, dass die rechte Seite vereinfacht dargestellt
wird. Dafiir verwenden wir die Ableitung des Erwartungswertes (4.8), womit die Dif-
ferentialgleichung (4.12) geschrieben werden kann als

0(t) = =2a(v(t) = TanTy(t) — TavsT- +E[T ()] (Tanman(t) + Tavsmavs(t)) )-

Nun koénnen wir im anschlieBenden Lemma eine Stabilitétsaussage iiber die Varianz v
unter Verwendung der bisherigen Resultate treffen.

Lemma 4.4
Das Gleichgewicht

_ Oé)\l)\g 2
= Tan — T 4.13
U )t gy an = Tavs) (4.13)

ist global asymptotisch stabil fiir die Differentialgleichung (4.12) mit Anfangsbedingung
v(0) = vy.

Beweis:

Wir wissen bereits aus den vorherigen Abschnitten, dass die Losungen T (t), T_(¢),
E[T(t)], man(t) und maps(t) der zugehorigen Differentialgleichungen konvergieren. Zu-
sammen mit dem negativen Vorfaktor —2a kénnen wir auf die Konvergenz der Losung
v(t) der Gleichung (4.12) fiir ¢ — oo nach Bemerkung 2.22 schlieflen.

Fiir den Wert des Gleichgewichts berechnen wir den Grenzwert der Nullstelle der rech-
ten Seite. Insbesondere 16sen wir die Gleichung (4.12) nach der Varianz

U(t) = TANT+ (t) + TAUST— (t) + TANE[T(t)]ﬂ'AN(t) + TAUsE[T(t)]WAUS(t)

auf. Setzen wir nun die global asymptotisch stabilen Gleichgewichte T ay, Tavs, 1—
und T, im Grenzprozess ein, so ergibt sich das Gleichgewicht

Oé)\l)\z

7= Tun — Taps)® 4.14
U )t gy (Lan = Tavs) (4.14)

und es folgt, dass das Gleichgewicht v, wie gefordert, global asymptotisch stabil fiir
die Differentialgleichung (4.12) ist, da die Losung v unabhéngig von dem Startwert v,
konvergiert. O]
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4.4 Das System fiir den Erwartungswert und die Varianz

Die quadratische Standardabweichung ist nach Definition vom Erwartungswert und
dieser von den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten abhéngig. Diese Tatsache spiegelt sich
auch in der Losung v, Differentialgleichung (4.12) und ihrem Gleichgewicht T wider.
Dennoch kénnen wir uns diese Abhéngigkeit zu Nutze machen, wie bereits im Beweis
von Lemma 4.4, indem wir die Eigenschaften der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und
des Erwartungswertes ausnutzen. Dieses Vorgehen werden wir im néchsten Abschnitt
erneut aufgreifen.

4.4 Das System fiir den Erwartungswert und die
Varianz

Nachdem wir in den vorangegangenen Kapiteln alle notwendigen Gréflen motiviert
und formuliert haben, wollen wir daraus ein System fiir den stochastischen Zustand ei-
nes Kiihlschrankes modellieren. Dabei dienen die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten w45
und 7aps zur Beschreibung des Gerdtezustandes. Basierend darauf verwenden wir die
erwartete Temperatur E[T] und deren Varianz v, um einen Temperaturbereich zu er-
halten, den die Kiihlschranktemperatur nicht verlasst. Aufgrund dessen sind wir daran
interessiert vor allem diesen Bereich zu stabilisieren, um eine angemessene Kiihlung
der Lebensmittel zu garantieren. Natiirlich soll auch der Zustand des Kiihlschrankes
auf lange Sicht einen stabilen Wert annehmen, damit der durchschnittliche Verbrauch
des Gerites nahezu konstant ist.

Zur Modellierung des gewiinschten Systems fassen wir die bereits definierten Differen-
tialgleichungen in einem System zusammen und untersuchen zudem dessen Stabilitét.
Das Resultat ist in dem folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 4.5
Das Gleichgewicht

TAN A2
A+ Ao
— )\1
TAUS
AL+ Ao
— AQ
T — MTavs + (a+ )T 415
+ (a+>\1+)\2)()\1—|—)\2)< 1Tavs + (@ + A2)Taw) (4.15)
A
7 MoTun + (a+ M\)T
T- (a+)\1+>\2)()\1+)\2)( 2Tan + (@ + M) Tavs)
Ao
T =2 5(Tan — Tavs)?

(Oé + )\1 + )\2)()\1 + )\2)
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4.4 Das System fiir den Erwartungswert und die Varianz

ist fir das System

TAN = —AMTAN + AT AvUs
TAus = —A2Taus + MTan
T+ = —(a+ A)TL + T + amanTan
T = —(a+ X)T- +MTy + amavsTavs
v=—2(a(v+ (Tp + T-)> = TanT} — TavsT-)
—a(Ty + T-)(Ty + T- — manTan — mavsTavs))

(4.16)

mit Anfangsbedingung
(man(0), Tavs(0), T4 (0), T-(0), v(0))" = (Tany, Tavsy Tio Tgrv0) "
global asymptotisch stabil.

Beweis:

Fiir den Beweis stellen wir fest, dass wir fiir die Untersysteme (4.2), (4.7) und (4.12)
die global asymptotisch stabilen Gleichgewichte bereits berechnet haben.

Weiterhin ist das System fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

7'TAN(Z§) = —)\17TAN<t) =+ /\QWAUS(t)
Tavs(t) = —Aemavs(t) + Mman(t)

unabhéngig von den Gréfen T, T und v. Aus diesem Grund bleibt Lemma 4.1 giiltig.
Analog kénnen wir fiir das Subsystem

T (t) = (o + AT () + AT () + aTanman(t)
T_(t) = —(Oé + )\2)T_ (t) + /\1T+(t) + aTAUSWAUS(t)

argumentieren und erhalten aus Lemma 4.3 das geforderte Gleichgewicht. Abschlieffend
verweisen wir auf Lemma 4.4, um die gewiinschte Ruhelage fiir die Varianz

o(t) = =2(a (v(t) + (T (t) + T_(1))* — TanT4(t) — TavsT-(t))
— (T (t) + T-(t) (T4 (t) + T-(t) — Tanman(t) — Tavsmavs(t)) )

zu erhalten.

Die Gleichgewichte der einzelnen Untersysteme fassen wir als das Gleichgewicht des
Systems (4.16) zusammen. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Subsysteme von den
nachfolgenden Systemen, konnen wir auf die globale asymptotische Stabilitéat des Gleich-
gewichts (Tan, Tavs, T4, T—, )" schlieBen. O
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4.4 Das System fiir den Erwartungswert und die Varianz

In Satz 4.5 haben wir das System (4.16) formuliert, das den stochastischen Zustand
eines Kiihlschrankes beschreibt. Zudem besitzt dieses Differentialgleichungssystem ein
Gleichgewicht (4.15), das global asymptotisch stabil ist. Diese Eigenschaft ist im wei-
teren Verlauf essentiell, da wir dadurch bei der Modellierung des Regler die Systemdy-
namik nicht stabilisieren miissen und so den Fokus auf eine 6konomische Formulierung
legen konnen.

Bevor wir die Regelung im néchsten Kapitel motivieren und beschreiben, wollen wir
noch eine Bemerkung zur Interpretation der einzelnen Groflen geben.

Bemerkung 4.6

1. Die Grofien man, Tavs, T'v, T und v aus Satz 4.5 beschreiben den stochastischen
Zustand eines bestimmten Kiihlschrankes. Insbesondere werden die Wahrschein-
lichkeiten, dass das Gerdt an- beziehungsweise ausgeschaltet ist, seine erwartete
Temperatur und die zugehirige quadratische Standardabweichung beschrieben.

2. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit wan eines Kiihlschrankes kann auch als seine
Einschaltdaver interpretiert werden. Die Einschaltdauer gibt in Prozent an, wel-
chen Anteil eines Zeitintervalls das Gerdt angeschaltet ist und dementsprechend
Strom verbraucht.

3. Der Erwartungswert E[T] und die Varianz v der Temperatur T geben einen Tempe-
raturbereich vor, in der die tatsdchliche Kihlschranktemperatur erwartungsgemdys
liegt.

4. Die Wahrscheinlichkeit wan kann bei einem grofien Bestand an Gerdten auch als
der Anteil der Kihlschrinke, die angeschaltet sind, interpretiert werden. Dement-
sprechend geben der Erwartungswert E[T] und die Varianz v den Temperaturbe-
reich fiir den gesamten Gerdtebestand vor.
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5 Modellpradiktive Regelung

Im Kontext eines intelligenten Netzes wollen wir in diesem Kapitel das optimale Steue-
rungsproblem und die modellpridiktive Regelung motivieren und formulieren. Dafiir
betrachten wir im ersten Schritt den Verbund aller Haushaltskiihlschrinke, das heif3t,
wir regeln den Verbund und erfassen diesen als ein Gerdt unabhéngig von der indi-
viduellen Steuerung der einzelnen Kiihlschranke. Fiir diese Regelung werden wir die
modellbezogenen Groéflen definieren und anschliefend analysieren. Daraufhin wollen
wir die dezentrale stochastische Kontrollstrategie der einzelnen Kiihlschréinke model-
lieren und in das vorher beschriebene optimale Steuerungsproblem einbinden.

5.1 Deterministisches Modell

Im folgenden Abschnitt wollen wir einen Zusammenschluss von Haushalten, die als
Stromverbraucher und -erzeuger agieren, als optimales Steuerungsproblem modellieren
und modellpradiktiv regeln. Dieses Netzwerk aus mehreren Haushalten, die durch ihren
Stromverbrauch und ihre Stromerzeugung das Stromnetz beeinflussen, bezeichnen wir
als Smart Grid. Durch Nutzung elektrischer Geréte entsteht dabei die Stromnachfrage
eines Haushaltes und durch Photovoltaikanlagen seine Stromerzeugung. Insbesondere
gehen wir davon aus, dass zunichst jeder Haushalt ein Gerét besitzt, das als Ener-
giespeicher dient. Einen Haushalt, der Strom erzeugen und durch ein Gerédt Energie
speichern kann, bezeichnen wir als Residential Energy System (kurz: RES). In diesem
Modell werden wir Kiihlschrinke als Energiespeicher verwenden. Diese Geriite eignen
sich ideal, da sie bereits in jedem Haushalt vorhanden sind. Zudem sind Kiihlschréinke
zumeist ganzjahrig und -tigig ohne Nutzerinteraktion in Betrieb. Solange eine ange-
messene Kiihlung der Lebensmittel garantiert werden kann, wird also der Nutzer durch
eine externe Regelung des Kiihlschrankes nicht beeinflusst. Wir gehen davon aus, dass
jedem Haushalt ein Kiihlschrank zugeordnet werden kann. Zunéchst betrachten wir
einen deterministischen Regler, das heifit, wir regeln einen Verbund der Geréte. Darin
werden alle Kiihlschranke zusammengefasst und ihre Zustdnde aggregiert, sodass ein
Gesamtmodell der Gerite entsteht. Dabei ist es fiir diese Betrachtung nicht relevant,
wie ein einzelner Kiihlschrank gesteuert wird. AuBlerdem nehmen wir an, dass dem
Netz eine Kommunikationsstruktur zugrunde liegt, sodass die notigen Modellgréfien
zwischen den Bestandteilen des Netzwerks weitergegeben werden koénnen. In Abbild-
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5.1 Deterministisches Modell

ung 5.1 ist die Struktur des Smart Grids vereinfacht dargestellt.

[ Zustand z

Steuerung
g u = (A1, A\2)

Abbildung 5.1: Gesamtmodellaufabu

In jedem Optimierungsschritt misst der Verbund der Kiihlschrénke seinen Zustand =z,
der aus der Grofle may, der erwarteten Temperatur E[7] und der erlaubten Tempe-
raturabweichung v besteht. Des Weiteren ermittelt jeder Haushalt seinen Stromver-
brauch w(k) € R>o und seine Stromerzeugung g(k) € R>g zu einem Zeitpunkt k& € Np.
Der Zustand des Gerits und die Differenz zwischen Stromverbrauch und Stromerzeu-
gung der Haushalte werden an die zentrale Steuerungseinheit (kurz: CE!) gesendet,
die darauthin die Steuerungsgrofie u = (A, Ay) durch Losen eines optimalen Steue-
rungsproblems berechnet und zuriick kommuniziert. Darauf basierend kann ein neuer
Zustand gemessen werden.

Zur genaueren Beschreibung des Vorgehens analysieren wir im Folgenden die einzelnen
Bestandteile des Regelkreises. Dabei gehen wir auf die Netzdaten, den Zustand und
die Kontrolle sowie auf die Formulierung der Kostenfunktion ein.

laus dem Englischen: central entity
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5.1 Deterministisches Modell

5.1.1 Die Netzdaten

Zur Simulation des Netzverhaltens verwenden wir einen Datensatz, der von dem austra-
lischen Elektrizitédtsunternehmen Ausgrid [2] erzeugt wurde. Eine ausfiihrliche Analyse
der Daten ist in dem Paper von Ratnam et al. [19] sowie in der Arbeit von Braun [5]
zu finden. Die Daten enthalten den Stromverbrauch und die Stromerzeugung von 300
Haushalten. Diese haben jede halbe Stunde den aktuellen Zustand ihres Verbrauchs
und ihrer Erzeugung iiber ein Jahr hinweg an Ausgrid iibermittelt. Wir bezeichnen
allgemein mit Z € N die Anzahl der betrachteten Haushalte, da das spéatere Vorgehen
unabhéngig davon ist.

Verbrauch w
1.5 T T

Mo Di Mi Do Fr Sa So
E.rzougung
0.6 T T
N 0.4 - &
Z
0.2r /j\ 7
. AN
Mo Di Mi So

La(nchhchvr Vcrbrauch w

Abbildung 5.2: Netzdaten

In Abbildung 5.2 sind der Verbrauch und die Erzeugung in Kilowatt (kW) von 100 Haus-
halten in einer Woche im Mittel abgebildet. Dabei bezeichnen wir mit w;(k) € Rxg
den Stromverbrauch und mit g;(k) € R>o die Stromerzeugung eines Haushaltes i € 7
zum Zeitpunkt k£ € Ny. Aus der Differenz dieser beiden Gréflen erhalten wir den
tatséchlichen Verbrauch

wz(k) - gz(k) €R

eines Haushaltes ¢ € 7 zu einem Zeitpunkt k € Ny. In Abhéngigkeit von der Tageszeit
ist es moglich, dass der tatsichliche Stromverbrauch negativ ist, das heifft, die Haus-
halte haben zu diesem Zeitpunkt mehr Strom erzeugt als verbraucht und haben damit
iberfliissigen Strom zur Verfiigung.
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Da die Netzdaten nur fiir 30-miniitige Intervalle vorliegen, werden wir dementspre-
chend auch unsere Optimierungsschritte wahlen. Dazu verwenden wir das Intervall
T = 0.5 Stunden, das heifit zwischen den Optimierungsschritten liegt jeweils eine hal-
be Stunde. Des Weiteren verwenden wir zur Vereinfachung die gemittelten Werte von
Stromverbrauch und -erzeugung, die fiir ein Zeitintervall T" konstant sind.

5.1.2 Der Zustand und die Kontrolle

Zur Messung des Zustandes des Verbundes der Kiihlschranke verwenden wir eine Form
des in Kapitel 4.4 analysierten Differentialgleichungssystems (4.16). Dieses liefert die
Wahrscheinlichkeit 74y, die erwartete Temperatur E[T]| sowie die zugehorige quadra-
tische Standardabweichung v. Zudem erinnern wir uns an Bemerkung 4.6 und inter-
pretieren w4y (k) als den Anteil der Kiihlschrianke im Verbund, die zu einem Zeitpunkt
k € Ny angeschaltet sind. Auch die erwartete Temperatur E[T] und die Varianz v
beziehen sich in diesem Fall auf den Kiihlschrankverbund. Bevor wir das System als
Dynamik in unserem modellpréadiktiven Regler einsetzen, vereinfachen wir die Glei-
chungen, diskretisieren diese und ermitteln die Menge der zuldssigen Zustidnde X.
Zur Diskretisierung der Systemdynamik verwenden wir ein s-stufiges explizites Runge-
Kutta-Verfahren [10]. Zunéchst nutzen wir den Zusammenhang

man(k) + mavs(k) =1

zu einem Zeitpunkt k£ € Ny, um den Anteil der Kiihlschrianke, die ausgeschaltet sind,
durch den Anteil der angeschalteten Kiihlschranke auszudriicken. Zudem diskretisieren
wir die Differentialgleichung (4.4) mithilfe des expliziten Eulerverfahrens mit Schritt-
weite h = 0.5, das heifit mithilfe eines einstufigen Runge-Kutta-Verfahrens, und erhal-
ten

man(k+1) = (1= 0.5\ (k) + Aa(k))) man (k) + 0.5Xa(k). (5.1)

Basierend auf dieser Gréfle kénnen wir angeben, wie viel Strom der Verbund der Kiihl-
schranke pro Zeitintervall im Durchschnitt benotigt. Zudem sind wir daran interessiert,
in welchem Bereich die Gerdtetemperatur erwartungsgeméaf liegt. Dazu verwenden wir
die GréBen T’y und 7, um aus deren Summe die erwartete Temperatur zu erhalten.
Zudem stellt die Varianz v die quadratische Abweichung der Temperatur dar. Daraus
ergibt sich, dass der Zustand

T
x = (man, Ty, T_,v)

aus dem Anteil der angeschalteten Gerdte im Verbund, der erwarteten Temperatur
und der zugehorigen Varianz besteht. Aus dem Erwartungswert und der Varianz er-
halten wir den Temperaturbereich des Kiihlschrankverbundes, der auch fiir die einzel-
nen Geréte gilt. Dieser sollte so gewahlt werden, dass eine angemessene Kiihlung der
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Lebensmittel garantiert werden kann. Zu diesem Zweck definieren wir die Menge der
zulédssigen Zustdnde X. Dazu betrachten wir erneut die einzelnen Komponenten des
Zustandsvektors x. Zunéchst stellt 745 einen prozentualen Anteil dar, sodass

0<man <1

gilt. Zudem wollen wir erreichen, dass die erwartete Temperatur in einem vorgegeben
Bereich liegt und fordern deshalb, dass der Erwartungswert E[T] = T, + 7 von oben
und unten durch konstante Temperaturen

T<T,+T_-<T

beschrinkt ist. Die Temperaturbeschrinkungen T, T € [Ty, Tays] liegen formal zwi-
schen den zwei Extremzusténden des Gerétes, jedoch werden wir sie spater an die emp-
fohlene Temperatur eines Haushaltskiihlschrankes anpassen. Weiterhin wollen wir zu
grofle Temperaturabweichungen vermeiden, weshalb wir die Varianz mit einer Konstan-
te var von oben beschrianken, wiahrend sie nach Definition zudem stets nicht negativ
ist. Mit diesen Bedingungen kénnen wir nun die Menge der zuldssigen Zustédnde

o 0<may <1
X = ; ERY | T<T,+T_<T
B 0<wv<wvar
v
definieren.
Im n#chsten Schritt betrachten wir die Steuerung u = (g, A2), die sich aus den

Ubergangsraten A;, Ao zwischen den moglichen Zustianden eines Kiihlschrankes er-
gibt. In diesem Zusammenhang interpretieren wir A; und A, als die Ubergangsraten,
die den Anteil der angeschalteten Kiihlschrinke verringern beziehungsweise erhéhen.
Diese Groflen eignen sich als Steuergréfien, da sie direkt den Anteil der angeschal-
teten Kiihlschréanke in Gleichung (5.1) beeinflussen. So kann je nach der Menge des
verfiigharen Stroms die Grofle may steigen oder sinken. Insbesondere héangen davon
auch die erwartete Temperatur und die Varianz ab, sodass bei steigender Wahrschein-
lichkeit 74 die Temperatur sinkt und umgekehrt. Nun wollen wir die Menge der
zuléssigen Kontrollwerte definieren. Da die einzelnen Komponenten der Steuerung
u = (A, \y) weiterhin als Ubergangsraten zwischen den mdglichen Kiihlschrankzu-
stdnden interpretiert werden koénnen, ist die Menge der zuldssigen Kontrollen gegeben
als

U= {()\1,/\2) € R2|0 < /\1,/\2 < 1}

Insbesondere ist die Menge U unabhéngig vom Startzustand zy und von dem Zeitpunkt
k € Ny gewéhlt.

45



5.1 Deterministisches Modell

Nachdem wir alle notwendigen Gréfen zur Definition der Nebenbedingung des Reglers
festgelegt haben, kénnen wir das Kontrollsystem z(k + 1) = f(z(k),u(k)) zu einem
Zeitpunkt k € Ny abhéingig von dem Zustand z(k) und der Kontrolle u(k) formulieren.
Die Systemdynamik fiir das optimale Steuerungsproblem ist gegeben durch

man(k+1) = (1= 0.5 (k) + Aa(k))) man (k) + 0.5 (k)

To(k+1) = (1 - 0.5(c+ M () T (k) + 0.5 Mo (k)T_ (k) + aTanman(k))

T (k+1)= (1—05(a+)\2(k)))T (k )+05(/\1( VT (k) + aTavs(1 — man(k)))
(k+1)=( (

1— Oé (k) 0.5 TANT+ + TAUST7<k7)_
(T4 (k) + T-(k))(Tanman (k) + Tavs(1 — man(k))).

()

(5.2)

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir das System (5.2) zur Abkiirzung mit

z(k+1) = f(x(k),u(k)).

Dabei beschreibt die Funktion f : X x U — X die rechte Seite der Systemdynamik.
Weiter treffen wir die Annahme, dass sich der Zustand z und die Kontrolle u in-
nerhalb eines Optimierungsschrittes nicht veréindern kénnen. Da die Netzdaten nach
Abschnitt 5.1.1 in einem halbstiindigen Intervall 7' = 0.5 vorliegen, verwenden wir
diese Groe auch als Schrittgrofie zwischen den Optimierungsschritten und somit als
Intervall, auf dem der Zustand x und die Kontrolle u konstant sind.

5.1.3 Die Kostenfunktion

Fiir den Regler wollen wir in diesem Abschnitt eine 6konomische Kostenfunktion for-
mulieren. Da es unser Ziel ist, mogliche Schwankungen im tatséchlichen Verbrauch
durch den Verbund der Kiihlschrinke auszugleichen, wollen wir die Kostenfunktion
dementsprechend konstruieren. Dabei sollen die Abweichungen von einem vorgege-
benen Zielwert quadratisch bestraft werden, um besonders grofie Schwankungen zu
vermeiden. Zudem ist das System (5.2) nach Kapitel 4.4 global asymptotisch stabil,
weswegen die Dynamik unseres modellpradiktiven Reglers nicht zuséitzlich durch die
Kostenfunktion stabilisiert werden muss. Im Folgenden analysieren wir die einzelnen
Komponenten der Stufenkosten, um anschlieBend die Kostenfunktion zu definieren.
Zu Beginn betrachten wir den tatséchlichen Verbrauch w;(k) — ¢;(k) eines Haushal-
tes © € Z zu einem Zeitpunkt k£ € Ny. Zur Simulation des Netzes aggregieren wir den
tatsédchlichen Verbrauch der Z Haushalte
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zu einem Zeitpunkt k € Nj.

Weiter gehen wir davon aus, dass ein Kiihlschrank nur dann Strom verbraucht, wenn
er gerade kiihlt, also angeschaltet ist. Deshalb addieren wir zu dem durchschnittlichen
tatséchlichen Verbrauch der Haushalte den Energiebedarf eines Kiihlschrankes, der
den durchschnittlichen Verbrauch der Geridte im Verbund reprasentiert. Dieser Ver-
brauch nimmt an, dass der Kiihlschrank im gesamten Zeitintervall 7" = 0.5 arbeitet.
Da wir allerdings voraussetzen, dass nur ein angeschalteter Kiihlschrank Strom ver-
braucht, skalieren wir den Kiihlschrankverbrauch vgg mit der Grofle m4y. Diese kann
nach Bemerkung 4.6 auch als Einschaltdauer eines Gerétes interpretiert werden, was
uns anschaulich den durchschnittlichen Verbrauch eines angeschalteten Kiihlschranks
wan(k)vks in einem Optimierungsschritt & € Ny liefert. Damit erhalten wir die zu
regulierende Grofle

t\n»~

z
Z — gi(k) + man(k)vks

zu einem Zeitpunkt k € Nj. Als Referenzgréfie verwenden wir einen iiber den MPC-
Horizont N € N und der Anzahl der betrachteten Haushalte Z gemittelten tatséchlichen
Verbrauch, der abhéngig von der Tageszeit ist. Wir definieren die zeitabhingige Ziel-
grofle

1 T k+N-1 1 k+N-1
Ch) =73 wi(j) = g:(j) = 5 D ali)
i=1  j=k j=k

zu einem Zeitpunkt k£ € Ny als die zusétzliche Mittelung des aggregierten tatséchlichen
Verbrauchs a(k) tiber die zukiinftigen Zeiteinheiten bis zum Zeithorizont N.

Da wir die Abweichung des tatséchlichen Verbrauchs der Haushalte und deren Kiihl-
schrankverbrauch z(k) zur Referenzgrofie ((k) quadratisch bestrafen wollen, um grofien
Schwankungen entgegenzuwirken, verwenden wir die Stufenkosten

und erhalten damit die Kostenfunktion

Ina(k),ulk) = Y () - (b))
=2 (%Zwi(k+j)—gi(k+j)+7TAN UKS__Z Z w;(j) — gi( > :

Das bedeutet insbesondere, dass z(k) der durchschnittlichen Stromnachfrage zu einem
Zeitpunkt k + j entspricht. Es wird also eine moglichst konstante Nachfrage, unter
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Beriicksichtigung der Schwankungen des tatséchlichen Verbrauchs wéhrend eines Ta-
ges, angestrebt. Der Verbund der Kiihlschrénke soll zur Stabilisierung der Differenz
zwischen Stromverbrauch und Stromerzeugung dienen. Je nach verfiigharem Strom
verdndert sich der Anteil der Geréte, die im Verbund angeschaltet sind und damit
auch der nachgefragte Strom.

5.1.4 Modellpradiktive Regelung

Zur modellpradiktiven Regelung des Smart Grids verwenden wir eine zentrale Steue-
rungseinheit. Das bedeutet insbesondere, dass zunéchst alle Informationen der Haus-
halte an die zentrale Einheit gesendet werden miissen. Dabei ist jedoch zu betonen,
dass die zentrale Einheit keine individuellen Verbrauchsdaten der Haushalte benétigt,
sondern lediglich gemittelte Werte verwendet. Aus diesen Daten der Haushalte kann
die zentrale Steuerungseinheit die optimale Kontrolle berechnen, jedoch nicht auf Ver-
haltensweisen der einzelnen Haushalte schliefen. Damit kann nur auf das Verhalten
des gesamten Smart Grids riickgeschlossen werden, was ausreichend fiir die zentrale
Einheit zur Bestimmung der zu regulierenden Grofe ist.

In einem Optimierungsschritt misst der Verbund der Kiihlschrénke zuerst seinen aktu-
ellen Zustand z(k). Dieser wird zusammen mit dem Stromverbrauch und der Stromer-
zeugung der Haushalte an die zentrale Einheit gesendet. Aus den {ibermittelten und
gemittelten Daten wird die Stromnachfrage der Haushalte z(k) berechnet. Daraufhin
wird durch die zentrale Einheit das optimale Steuerungsproblem gelost, indem die Kos-
tenfunktion Jy minimiert wird unter der Systemdynamik, die durch das Differenzen-
gleichungssystem (5.2) mit gemessenem Startzustand x(k) gegeben ist. Zudem fordern
wir, dass das Paar aus Zustand und Kontrolle (z,u) € X x U in jedem Optimierungs-
schritt zuléssig ist. Nachdem die optimale Steuerungsfolge u*(-) gefunden wurde, wird
ihr erster Wert u*(0) als Feedback uy(z(k)) zuriick an die Haushalte gesendet. Darauf
basierend kann der Kiihlschrank im néchsten Schritt seinen neuen Zustand messen.
Das beschriebene Vorgehen ist in Algorithmus 5.1 dargestellt.
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Algorithmus 5.1 MPC-Algorithmus

Input: MPC-Horizont N € N, Anzahl der Optimierungsschritte N € NU{oo}, Anzahl
der RES 7 € N, Startzustand x(0) € X
for k=0,.... N —1:
RES

1. Bestimme den Zustand z(k) € X des aggregierten Kiihlschrankverbundes.

2. Sende den Stromverbrauch w; (k) und die Stromerzeugung g;(k) der RES an die
CE und setze xy = (k).

CE
3. Lose das optimale Steuerungsproblem
min In(x ,u(- = S(5) — e 2
woin (o, u)) = (2(7) = ()

x(0,20) = x9

z(k+1) = f(x(k), u(k))

und erhalte die optimale Kontrollfolge u*(-) € UY (zy).

4. Setze pun(z(k)) := u*(0) € U und wende diese auf die Systemdynamik an, um
den néchsten Startzustand zu erhalten.
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5.1.5 Numerische Resultate

Den theoretisch motivierten und modellierten Algorithmus 5.1 wollen wir nun durch
Simulationen verifizieren. Dazu verwenden wir ein Matlab-Programm, das das Prinzip
der vollstdndigen Diskretisierung [16] nutzt. Dabei fassen wir den Zustandsvektor x
als eigensténdige Entscheidungsvariable auf und integrieren diese direkt in das Opti-
mierungsproblem. Das heifit, wir fassen den Zustand z und die Kontrolle v zu einer
Optimierungsvariablen y = (x(0), u(0), z(1),u(1),...,z(N — 1),u(N — 1)) € (XxU)¥
zusammen. Zudem wird dabei die Systemdynamik als nicht-lineare Nebenbedingung
der Optimierung c.q(y) = 0 implementiert. Insbesondere wird also das Differenzenglei-
chungssystem (5.2) so umgestellt, dass fiir jedes k = 0,..., N — 1 die Gleichung

Coq(y(K)) = x(k +1) — f(2(k), u(k)) =0

gilt. Auflerdem konnen wir die Beschrinkungen des Zustandes als lineare Bedingung
Ay < b formulieren. Dies ermoglicht eine einfache Implementierung der Bedingung an
die erwartete Temperatur I’ < T, + T < T als lineares Gleichungssystem. Des Wei-
teren konnen die Komponenten der Optimierungsvariablen y durch Schranken b, ub
restringiert werden, womit wir die restlichen Bedingungen an Zustand und Kontrolle
umsetzen konnen. Daraus ergibt sich fiir einen Optimierungsschritt das Optimierungs-
problem

min J
2e(XxU)N N(y)

s.d. ceq(y) = O, (54)
Ay <b,
b <y < ub.

Die Blockdiagonalmatrix A erzeugen wir aus den Matrizen A;, die fiir jede zukiinftige
Zeiteinheit j identisch sind. Fiir den Vektor b gehen wir analog vor.

Bevor wir die Simulationsergebnisse genauer analysieren, formulieren wir zunéchst
die Ausgangssituation. Wir betrachten 100 Haushalte, die durch Photovoltaikanlagen
Strom erzeugen konnen und durch Nutzung elektrischer Geréte Strom verbrauchen. Zu-
sammen mit ihren Kiihlschrinken, die als Energiespeicher dienen, bilden die Haushalte
ein Smart Grid. Eine zentrale Einheit berechnet eine optimale Steuerung, auf der ba-
sierend die Geréte kontrolliert werden. Dadurch kénnen die Haushaltskiihlschrénke auf
den aktuellen Stromverbrauch des Netzes reagieren. Fiir die Prognose des Verbrauchs
und der Erzeugung nutzen wir die in Kapitel 5.1.1 vorgestellten Daten. Zur Beschrei-
bung der technischen Daten des Verbunds der Kiihlschrinke verwenden wir die in [1]
angegebenen Datengrofien. Wir initialisieren den thermischen Verteilungskoeffizienten
mit o = 2.4-10~%. Des Weiteren sind die Temperaturen eines stets angeschalteten bezie-
hungsweise ausgeschalteten Gerites gegeben durch Ty = —38.3°C und T)yys = 20°C.
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5.1 Deterministisches Modell

Zuletzt bendtigen wir den durchschnittlichen Verbrauch eines Kiihlschranks. Hierbei
ist es wichtig, den Wert im richtigen Mafl zu wihlen. Ist der Verbrauch zu niedrig,
so haben die Gerite keine Auswirkung auf das Smart Grid. Wihlen wir den Ver-
brauch hingegen zu grof3, so wird der aggregierte tatséchliche Verbrauch der Haushalte
von den Kiihlschranken iiberlagert. Aus diesem Grund ist der Verbrauch des durch-
schnittlichen Kiihlschranks gegeben durch vgg = 0.5kW. Zudem bendétigen wir die
konkreten Zustandsbeschrankungen aus Abschnitt 5.1.2. Da die Groie ma als prozen-
tualer Anteil interpretiert wird, liegt sie zwischen 0 und 1. Weiter liegt die empfohlene
Kiihlschranktemperatur zwischen 5°C und 7°C. Diese Empfehlung [4] wird jedoch aus
unterschiedlichen Griinden, wie beispielsweise falschen Einstellungen, nicht von jedem
Haushalt eingehalten. Infolgedessen nehmen wir an, dass die erwartete Temperatur
E[T] durch 2°C und 8°C begrenzt ist. AuBerdem wollen wir die quadratische Stan-
dardabweichung sehr klein halten, weswegen wir sie auf 1°C? beschrinken. Daraus
konnen wir die Menge der zuléssigen Zustédnde

TAN

T 0<munv <1
X = T* ER' | 2<T, +7T_<8
Uf 0<v<l1

an die gegebene Situation anpassen. Wir initialisieren den Anteil der Gerite, die im
Verbund angeschaltet sind mit 745(0) = 0.2. Die GréBlen 7,(0) = 7-(0) = 3.5°C
setzen wir so, dass sie zusammen den empfohlenen Wert einer Kiihlschranktemperatur
von 7°C ergeben. Die quadratische Standardabweichung legen wir zu Beginn mit
v(0) = 0.2°C? fest. Zur Uberpriifung der Funktionalitit des Algorithmus 5.1 simu-
lieren wir eine Woche, das heifit, wir setzen die Anzahl der Optimierungsschritte auf
N = 336 und den MPC-Horizont auf N = 48, was einen Tag entspricht. In Tabelle 5.1
sind die vorangegangenen Werte der Konstanten nochmals zusammengefasst.

Wert Bedeutung

z 100 Anzahl der betrachteten Haushalte
Tan | —38.3°C | Temperatur eines Kiihlschrankes, der immer angeschaltet ist
Taus 20°C Temperatur eines Kiihlschrankes, der immer ausgeschaltet ist

o 2.4-107* | thermischer Verteilungskoeffizient

VKS 0.5kW | Stromverbrauch des Kiihlschrankverbundes
N 48 MPC-Horizont

N 336 Anzahl der Optimierungsschritte

Tabelle 5.1: Tabelle der benétigten Grofien
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Anteil angeschalteter Kithlschrinke m4x

Wt g

Mo

Erwartungswert E[T
7.1 T T

O
= 7.05 -
= 1
<5}
6.95 | | | | 1 |
Mo Di Mi Do Fr Sa So
Varianz v
0.102 T T T T T T
0.098 B
Il Il Il Il 1 L
Mo Di Mi Do Fr Sa So

Abbildung 5.3: Zustand des Kiihlschrankverbunds

Zur besseren Analyse verwenden wir in den folgenden Grafiken den Erwartungswert
E[T] = T} + T-. Zuerst betrachten wir den Zustand des Kiihlschrankverbunds, der
in Abbildung 5.3 dargestellt ist. Wir betrachten also den Anteil der angeschalteten
Geriite myy, die erwartete Temperatur E[T] und deren Varianz v. Die Grofle may
steigt oder sinkt je nach aktuellem tatséchlichen Stromverbrauch. Dementsprechend
verhélt sich auch der Erwartungswert. Ist der Anteil der Kiihlschrinke, die angeschaltet
sind, hoher beziehungsweise steigt diese Grofle, so sinkt die erwartete Temperatur und
wird zunehmend kélter. Bei abnehmenden Anteil 74y steigt hingegen der Erwartungs-
wert des Kiihlschrankverbunds. Insbesondere reagieren damit die Kiihlschranke auf
die Stromnachfrage, indem die Geréte an- beziehungsweise ausgeschaltet werden und
dementsprechend verdndert sich auch ihre erwartete Temperatur. Anschaulich bedeu-
tet dies, dass je mehr Kiihlschrianke kiihlen, desto kélter sollte ihre durchschnittliche
Temperatur sein. Dies wird zudem durch die Varianz bestétigt, da diese sehr stabil
um 0.099 °C? schwankt. Die Schwankungen passen sich dem Erwartungswert E[T] und
dem prozentualen Anteil 74y an. Aus Erwartungswert und Varianz entsteht iiber die
simulierte Woche ein Temperaturbereich, den die Kiihlschranke nicht verlassen. Die
Geratetemperaturen schwanken damit ungefahr zwischen 6.8 °C und 7.2°C. Dies ent-
spricht einer sehr stabilen durchschnittlichen Kiihlschranktemperatur, was wir unter
anderem erreichen wollten.
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Abbildung 5.4: Kontrollkomponenten des Reglers

Im néchsten Schritt betrachten wir die einzelnen Komponenten der Steuerung u in
Abbildung 5.4. Wir erinnern daran, dass \; die Ubergangsrate von angeschaltet zu
ausgeschaltet und A\, die Rate von ausgeschaltet zu angeschaltet darstellt. Die Rate von
an- zu ausgeschaltet schwankt um 60%, wihrend der Ubergang von aus- zu angeschal-
tet nur dann von nahezu 0% ausschléigt, wenn gerade viel Strom zur Verfiigung steht.
Anschaulich bedeutet dies, dass um die Mittagszeit viel Strom erzeugt und nur wenig
Strom verbraucht wird. Diesen Erzeugungsiiberschuss nutzt der Regler und schaltet
die Kiihlschrinke an und nur wenige Geréte aus, was sich in den Ubergangsraten \;
und A\, widerspiegelt.

Aus den Grafiken in Abbildung 5.3 und Abbildung 5.4 lésst sich schlielen, dass der An-
teil der angeschalteten Kiihlschrinke 74y genau dann sinkt, wenn die Ubergangsrate A
steigt. Es werden also mit einer hohen Wahrscheinlichkeit Gerédte ausgeschaltet, was
sich in dem Anteil der angeschalteten Kiihlschrianke des Verbunds ausdriickt. Ana-
log ist der umgekehrte Effekt zu erkennen. Sinkt die Ubergangsrate )y, das heifit die
Wahrscheinlichkeit, dass die Kiihlschrinke angeschaltet werden, so sinkt auch der An-
teil der angeschalteten Geréte. Aus den graphischen Darstellungen des Zustands x und
der Kontrolle u kénnen wir folgern, dass die Groflen des Algorithmus sich konsistent
zueinander verhalten. Der Anteil der angeschalteten Kiihlschrinke steigt dann, wenn
gerade viel Strom zur Verfiigung steht, was sich auch in der Verdnderung in den Kon-
trollkomponenten A; und A zeigt. In Abhéngigkeit der Verdnderung der Gréfle man
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Abbildung 5.5: Wirkung der modellpradiktiven Regelung

schwankt auch die erwartete Temperatur in einem zuléssigen Bereich. Da die Schwan-
kungen jedoch so gering sind, kénnen wir von einem stabilen Erwartungswert sprechen.
Zudem verhilt sich auch die Varianz stabil. Die Stabilitdt der Systemdynamik, die wir
bereits in Kapitel 4 gezeigt haben, ist also erhalten geblieben.

Abschlieflend wollen wir noch graphisch analysieren und untersuchen, ob die modell-
pradiktive Regelung Schwankungen im tatséchlichen Verbrauch kompensieren kann.
Betrachten wir die zu regulierende Grofle z, die die Kiihlschrinke als Energiespeicher
verwendet, im Vergleich zur Zielgrofie ¢ und zu dem unkontrollierten tatséchlichen
Verbrauch der Haushalte w — g, so ist deutlich in Abbildung 5.5 zu erkennen, dass die
modellpridiktive Regelung grofien Ausschlédgen entgegenwirken kann und damit einen
glattenden Effekt erreicht. Jedoch liegt die zu regulierende Grofle z stets leicht iiber der
ZielgroBe ¢, da die Zielgrofie die Kiihlschrianke als Energiespeicher nicht beriicksichtigt.
Dennoch ist dies das Minimum an quadratischer Abweichung, das unter der gegebenen
Systemdynamik erreicht werden kann. Dabei wird immer die Zuléssigkeit der Zustédnde
und der Kontrollen erhalten, was aus dem Matlab-Programm ersichtlich wird. Dazu
verweisen wir auf die Anwendung des Programms, welche im Anhang A zu finden ist.
Trotz der kleinen Abweichung zur ZielgroBle ¢ kann durch die modellpriadiktive Re-
gelung ein sehr guter Effekt erzielt werden. Der tatsdchliche Verbrauch der Haushalte
schwankt ungesteuert zwischen —0.05 kW und 1.06 kW, was fiir das Netz schwierig aus-
zugleichen ist. Betrachten wir hingegen die zu regulierende Grofle, so bewegt sich die
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Stromnachfrage nur noch leicht zwischen 0.52kW und 0.67kW. Vor allem den grofien
Ausschldgen zur Mittagszeit und am Abend kann entgegengewirkt werden.

Durch die Abbildungen 5.3, 5.4 und 5.5 konnten wir die Funktionalitdt der Simula-
tion und des Algorithmus selbst verifizieren. Zudem konnten wir einen stabilen Tem-
peraturbereich der Kiihlschranke sowie einen regulierenden Effekt des tatsdchlichen
Verbrauchs erreichen. Des Weiteren wurde die Funktionsweise des Programms durch
Verwendung verschiedener Parameter, wie zum Beispiel verschiedener Temperaturbe-
reiche, Kiihlschrankverbrauchswerte und Anzahl der Haushalte, tiberpriift. Die Funk-
tionalitdt war der Situation entsprechend stets gegeben. Bei Veranderung der Anzahl
der Haushalte Z unter sonst gleichbleibenden Bedingungen hat sich ergeben, dass je
grofler Z, desto besser ist die regulierende Wirkung des Reglers. So ist ein deutlicher
Unterschied zwischen den Simulationen mit 10 Haushalten und den verwendeten 100
Haushalten zu erkennen.

Damit haben wir den theoretisch modellierten Algorithmus 5.1 auch in Simulationen
umsetzen konnen und einen Weg zur Netzstabilisierung mittels eines Verbunds von
Haushaltskiihlschrédnken gefunden.
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5.2 Erweitertes Gesamtmaodell

Der zuvor entworfene modellpradiktive Regler soll nun um die individuelle Regelung der
Kiihlschrénke erweitert werden. Dabei stellt sich die Frage, wie die Kontrollstrategie
der einzelnen Kiihlschrinke formuliert werden kann, um mogliche Uberschwingungen
im tatsédchlichen Verbrauch der Haushalte zu vermeiden. Zu diesem Zweck entscheiden
wir uns fiir eine probabilistische Strategie. Wir wollen also den aggregierten Verbund
der Kiihlschrénke durch Modelle stochastischen Verhaltens der einzelnen Haushalts-
kiihlschrénke ersetzen. Zudem wollen wir einen gemittelten Zustand aller Kiihlschrénke
ermitteln, sodass der bereits vorhandene Regler weiter eingesetzt werden kann. Wir be-
trachten in Abbildung 5.6 das vereinfacht dargestellte Smart Grid mit der Erweiterung
um die individuelle Steuerung der Kiihlschranke.

Zustand Zustand Zustand
y1 = (s1,T1) Y2 = (52,T2) yr = (sz,T1)
[ Y [

A_ | Steuerung
U= ()\1, /\2)

Abbildung 5.6: erweiterter Modellaufbau

Jeder Haushalt besitzt nun seinen eigenen Zustand y;,i € Z, bestehend aus seinem
Schaltzustand s; und der Temperatur 7;. Die Haushalte senden ihren tatséchlichen
Verbrauch und ihren Zustand s; zur zentralen Einheit, die darauthin analog zu Al-
gorithmus 5.1 eine optimale Steuerung berechnet und diese zuriick an die Haushalte
sendet. Darauf basierend kénnen die Haushalte ihre Kiihlschrénke regeln und den neu-
en Zustand ermitteln. Durch die Erweiterung des Modells miissen wir zunéchst eine
geeignete Kontrollstrategie der Kiihlschrinke finden und geeignete Grofien zur Bestim-
mung der einzelnen Zusténde. Anschlieen wollen wir die neuen Daten der Haushalte
so aufbereiten, dass wir Algorithmus 5.1 weiterhin verwenden kénnen.
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5.2.1 Zufallssteuerung der Kiihlschrdnke

Im Folgenden soll eine stochastische Regelung der einzelnen Kiihlschrinke formuliert
werden, die auf der optimalen Steuerungsgrofle v der zentralen Einheit basiert. Die
Steuerung der Geriite wihlen wir probabilistisch, um dadurch unerwiinschten Uber-
schwingungen des Stromverbrauchs entgegenzuwirken. Zudem kénnen wir so vermei-
den, dass bei einer grolen Menge an verfiigharem Strom alle ausgeschalteten Kiihl-
schrianke gleichzeitig anschalten und umgekehrt. Zur Modellierung der Kontrollstrate-
gie der Kiihlschrénke verwenden wir die in dem zugrundeliegenden Paper [1] vorge-
stellte Regelung und modifizieren sie so, dass sie zu unserer zentralen Steuerung passt.
Zu Beginn stellen wir fest, dass die Kiihlschrinke dezentralisiert und zufallig geregelt
werden sollen. Insbesondere bedeutet dies, dass die Steuerung lokal fiir jedes Gerét
durchfiithrbar sein muss. Aus diesem Grund geniigt es die Vorgehensweise fiir einen
Haushalt ¢ € 7 zu betrachten.

Wie bereits in Kapitel 3 beschrieben, besitzt jeder Haushaltskiihlschrank zwei mégliche
Zustéande. Diese Schaltzustéinde fassen wir in der Zustandsfunktion

1, AN-Zustand
0, AUS-Zustand

eines Haushaltes 7 € Z zu einem Zeitpunkt £ =0,..., N — 1, wobei A/ die Anzahl der
Optimierungsschritte ist, zusammen.

Die Regelung des Gerétes ist vorerst nur abhéngig von der zentralen optimalen Steue-
rung u = (A1, Ag). Nach [1] muss die Steuerungsgrofie u = (A1, A2) zu einem Zeit-
punkt £ =0, ..., N —1 in die richtige Grofieneinheit gebracht werden. Da wir allerdings
die Steuerungsgrofie direkt vorliegen haben und die Steuerung in jedem Schritt eine
Konstante ist, geniigt es die Komponenten der Kontrolle u = (A1, A2) zu betrachten.
Zusatzlich ordnen wir jedem der zwei moglichen Zusténde eine Kontrollkomponente zu
und fassen diese Zuordnung fiir jeden Optimierungsschritt & und jeden Haushalt i € 7
in der Hilfsfunktion

k), falls si(k) =1,
alk) = {Ag(k), falls s;(k) = 0

zusammen. Zudem fithren wir die gleichverteilte Zufallszahl r = rnd aus dem Inter-
vall [0,1] ein. Die Zahl dient zur probabilistischen Regelung des Kiihlschrankes, da
damit die gewéhlte Kontrollkomponente verglichen wird. Des Weiteren ist dieser Wert
in jedem Optimierungsschritt und fiir jedes betrachtete Gerit unterschiedlich, sodass
dadurch eine zufillige Kontrollstrategie entsteht. Mit Verwendung der Zufallszahl r
erstellen wir also eine Vergleichsgrofie fiir die Komponenten der optimalen Steuerung.
In jedem Optimierungsschritt wird die Zahl r zufillig generiert. Anschliefend wird
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abhéngig von dem derzeitigen Schaltzustand s(k) die erste oder zweite Komponen-
te der zentralen Steuerung w ausgewihlt und mit der Grofle r abgeglichen. Ist der
Steuerungsteil A\; oder Ay grofler als die Zahl r, so wird der Zustand des Gerétes im
néchsten Schritt gedndert. In Algorithmus 5.2 ist die probabilistische Regelung eines
Kiihlschrankes zusammenfassend beschrieben.

Algorithmus 5.2 Zufallsregelung eines Kiihlschrankes ¢
for k=0,.... N -1

Generiere r = rnd

if s;(k) ==1
if \y >r
si(k+1)=0
else
if \g >1r
si(k+1)=1

Jedoch beriicksichtigt diese Steuerung die Kiihlschranktemperatur nicht. Da wir aller-
dings eine angemessene und durchgehende Kiihlung garantieren wollen, nehmen wir
eine Modifizierung an Algorithmus 5.2 vor, sodass die Regelung auch von der Kiihl-
schranktemperatur abhéngig ist. Die Verdnderung von Algorithmus 5.2 ist in dem
Algorithmus 5.3 zusammengefasst.

Algorithmus 5.3 Erweiterte Zufallsregelung eines Kiihlschrankes ¢

Input: Vorgabe eines Temperaturbereichs [T, T
for k=0,...,. N —-1:
Generiere r = rnd
if s;(k)==1
if \y >r
si(k+1)=0

else

si(k+1)=0
else if T;(k) > T
silk+1)=1
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Zur Bestimmung der Temperatur verwenden wir die in Kapitel 3 vorgestellten Diffe-
rentialgleichungen. Je nach Schaltzustand erwédrmt sich der Kiihlschrank oder kiihlt
ab. Daraus erhalten wir die Kiihlschranktemperatur 7;(k) eines Haushaltes zu einem
Zeitpunkt & = 0,..., N — 1 und konnen iiberpriifen, ob diese in einem vorgegebenen
Bereich [T',T] liegt. Sollte die Temperatur auBerhalb dieses Intervalls liegen, so wird
eine erneute Anpassung des Schaltzustandes im néchsten Schritt vorgenommen. Wird
das Gerit beispielsweise zu warm, so wird der Kompressor unabhéngig von der Rege-
lung durch die zentrale Steuerung angeschaltet. Damit erreichen wir, dass die Kiihlung
der Lebensmittel weiterhin garantiert werden kann.

Anschlieflend setzen wir nun die zeitlichen Temperaturverinderungen und die Rege-
lung der einzelnen Kiihlschrinke in Abhéngigkeit der zentralen Steuerung zusammen.
Basierend auf der zentralen Steuerung u = (A1, A\2) und der aktuellen Temperatur 7; (k)
eines Kiihlschrankes wird der Schaltzustand des Gerétes s;(k) zu einem Zeitpunkt k er-
mittelt. Des Weiteren sendet jeder Haushalt seinen aktuellen Zustand y; = (s;, 7;) und
seinen tatsdchlichen Verbrauch w; — g; an die zentrale Einheit. Wir betrachten hierbei
ein einzelnes Gerét, wobei die verwendeten Groflen immer zu diesem zugehorig sind.
Daraus ergibt sich Algorithmus 5.4, der fiir jeden Haushalt unabhéngig durchgefiihrt
wird.

Algorithmus 5.4 Vorgehen der RES

Input: Starttemperatur 7;(0), Startschaltzustand s;(0)
for k=0,... N —1:

1. Erhalte die zentrale optimale Steuerung u = (A, A2).
2. Regle den Kiihlschrank geméaf Algorithmus 5.3.
3. Setze T;(k) = Ty und berechne die Temperatur 7; abhéngig von dem Schaltzu-
stand mittels
Ti(k+1)
Ti(k+1)

—a(Ty(k) — Tan), fiir s;(k) =

1
—a(Ti(k) — Tavs), fiir si(k) = 0. (5.5)

4. Sende den aktuellen Zustand y;(k) = (s;(k), T;(k)) und den tatsdchlichen Ver-
brauch w;(k) — ¢;(k) an die CE.

Bemerkung 5.1
Die zentrale optimale Steuerung u = (A1, \o) ist fiir alle Haushalte gleich. Sie verdndert
sich lediglich in Abhdngigkeit der Zeit.
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

Bemerkung 5.2

Die Konstanten Tan,Tavs und o in Gleichung (5.5) konnen fir jeden Haushalt un-
terschiedlich sein. Diese Griofien hingen von der Grifle, dem Hersteller, dem Baujahr
und der Umgebungstemperatur des Kiihlschrankes ab.

5.2.2 Zusammenschluss von Haushalten und zentraler Steuerung

Abschlieend wollen wir die zentrale Steuerung mit der dezentralen zufélligen Regelung
der Kiihlschrénke verbinden. Dabei gehen wir wie bereits in Abbildung 5.6 beschrieben
vor. Zunéchst misst jeder Haushalt seinen Zustand y; = (s;,7;) sowie seinen aktuel-
len Stromverbrauch und seine Erzeugung. Diese Daten werden von allen Haushalten
an die zentrale Einheit iibermittelt. Damit wir das Gesamtmodell der Kiihlschrinke
als Basis fiir den modellpréadiktiven Regler verwenden kénnen, bendtigen wir noch die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 4. Diese Grofle konnen wir bei einem grofien Bestand
an Gerédten, wie in Bemerkung 4.6 beschrieben, aus dem Anteil der angeschalteten
Kiihlschrianke berechnen und verwenden somit den prozentualen Anteil der angeschal-

teten Geréte
T

> si(k)

=1

WAN(/C) =

NI =

zu einem Zeitpunkt £k =0,... , N — 1.

Aus dem tatsdchlichen Verbrauch der Haushalte und dem Anteil der angeschalteten
Kiihlschrénke 74y bilden wir die Stromnachfrage der Haushalte z(k) zu einem Zeit-
punkt £+ j. Insbesondere bendtigt die zentrale Einheit auch bei diesem Vorgehen nur
gemittelte Werte und keine individuellen Angaben der Haushalte, womit der Schutz der
Daten weiterhin gewéhrleistet ist. Die Startwerte fiir die erwartete Temperatur 7'y + 7T
und die Varianz v erhalten wir weiterhin durch Anwendung des Feedbacks py auf die
Systemdynamik. Aus diesen Groflen konnen wir anschlieBend den Zustand des Kiihl-
schrankverbundes x zusammensetzen. Nun haben wir die Ausgangssituation wie in
Kapitel 5.1.4 erreicht und kénnen das optimale Steuerungsproblem wie in Algorith-
mus 5.1 I6sen. Daraufhin wird der erste Eintrag der optimalen Kontrollfolge u* als
Feedback py(z(k)) an die Haushalte gesendet. Diese konnen darauf basierend ihren
Schaltzustand des Kiihlschrankes und somit ihren neuen Zustand y; bestimmen. In
Algorithmus 5.5 ist das genaue Vorgehen beschrieben.
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

Algorithmus 5.5 MPC mit Unsicherheiten

Input: Anzahl der Optimierungsschritte N' € NU{oco}, MPC-Horizont N € N, Anzahl
der RES 7 € N, Startzustinde y;(0) = (s;(0), 7;(0)), Startzustand x(0) € X.
for k=0,.... N —1:

2.

RESi,icZ
1.

Bestimme den Zustand y;(k) = (s;(k), T;(k)) des Kiihlschrankes mit Hilfe von
Algorithmus 5.4.

Sende den tatséchlichen Stromverbrauch w;(k) — g;(k) des RES und den Zu-
stand y; (k) an die CE.

CE
3.

Messe den Zustand z(k) des Kiihlschrankverbundes und setze x(0) := x(k).

Setze den Startanteil z1(0) = man(0) = % si(k).
=1

Lose das optimale Steuerungsproblem (5.3) und erhalte die optimale Kontroll-
folge u*(-) € UM (xp).

Setze pn(x(k)) := u*(0) € U und sende das Feedback uy(z(k)) an die RES.

Durch die Aufbereitung der Daten der Haushalte kénnen wir erreichen, dass wir den
Zustand des Kiihlschrankverbundes z weiterhin verwenden kénnen. Zudem ist der ge-
samte Zustand z € X zuldssig, sodass Algorithmus 5.1 anwendbar ist. Wir haben
also den bereits bestehenden Algorithmus um die stochastische Kontrollstrategie der
einzelnen Kiihlschrinke erweitern kénnen. Durch die probabilistische Regelung ent-
stehen zwar zunéchst Unsicherheiten, die jedoch von dem modellpradiktiven Regler
ausgeglichen werden koénnen. Insbesondere bedeutet dies, dass der Regler trotz kleiner
Storungen durch die Haushalte ihren tatsédchlichen Verbrauch stabilisieren kann. Diese
Aussage wollen wir im néchsten Abschnitt numerisch iiberpriifen. Weiter wollen wir
analysieren, wie sich die direkte Reaktion der Haushaltskiihlschrinke auf die aktuelle

Stromnachfrage auf das Gesamtmodell auswirkt.
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

5.2.3 Numerische Resultate

Auch Algorithmus 5.5 soll durch Simulationen veranschaulicht werden. Zu diesem
Zweck nutzen wir erneut das Matlab-Programm, das wir bereits in Kapitel 5.1.5 vor-
gestellt haben, und erweitern das Optimierungsproblem um Kontrollalgorithmus 5.3.
In jedem Optimierungsschritt wird fiir jeden Kiihlschrank mittels einer zusétzlichen
for-Schleife Algorithmus 5.3 durchgefiihrt. Zudem wird in jedem Schritt innerhalb der
Schleife gezahlt, wie viele Kiihlschranke angeschaltet sind, um daraus den neuen Start-
wert fiir may zu berechnen. Die neuen Startwerte fiir die restlichen Komponenten T, ,
T, v des Zustands x ergeben sich aus Anwendung des Feedbackwerts des vorherigen
Optimierungsschrittes. Insbesondere muss neben der zusétzlichen Schleife zur Regelung
der einzelnen Geréte auch die Initialisierung des neuen Startzustandes z(0) anders im-
plementiert werden.

% get the percentage from the refrigerators
[ye, S, Te, el, e2] = KS_nmpc(input, umin, k,S, Te, r, rl, r2);

% new start points
wd = xs(end,:).";
x0(1) = yo;
x0(2:4) = wo(2:4);

Abbildung 5.7: Initialisierung des neuen Startzustands z(0)

Dies ist in Abbildung 5.7 beschrieben. Der Anteil der angeschalteten Kiihlschrinke
wird durch die Funktion KS_nmpc generiert. Die restlichen Startwerte w0 erhalten wir
aus Anwendung des Feedbacks auf die Systemdynamik. Aus diesen Werten wird ein
neuer Startvektor 0 zusammengesetzt.

Zur Vergleichbarkeit von Algorithmus 5.1 und Algorithmus 5.5 verwenden wir die glei-
che Ausgangssituation, die in Tabelle 5.1 aus Abschnitt 5.1.5 zusammengefasst ist.
Im Folgenden sollen die Ergebnisse beschrieben werden, die durch die zusétzliche in-
dividuelle Steuerung der Kiihlschrinke hervorgerufen werden. Zur Umsetzung dieser
Regelung wollen wir moglichst realistische Annahmen treffen. Dafiir gehen wir davon
aus, dass jeder Haushalt andere Rahmenbedingungen hat. Das heifit die Kiihlschrianke
unterscheiden sich im Hersteller, in der Grofie und im Baujahr. Des Weiteren herrschen
verschiedene Umgebungstemperaturen in den Rdumen. Zur Umsetzung dieser Gege-
benheiten initialisieren wir jedes Gerét mit einer zuféllig gewdhlten Abweichung, die
maximal 15% betragen darf [1]. Das bedeutet, dass der Verteilungskoeffizient o und die
Temperaturen T4y und Tyys wie in Bemerkung 5.2 fiir jeden Kiihlschrank verschie-
den sind. Zudem wéhlen wir den Startschaltzustand s;(0) jedes Gerétes i € Z zufillig.
Damit stellen wir realistische Anforderungen an das Vorgehen und kénnen somit die
theoretischen Ergebnisse verifizieren. Fiir den Startwert des Anteils der Kiihlschréinke,
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

die angeschaltet sind, zdhlen wir in jedem Optimierungsschritt die Geréte, die nach
Algorithmus 5.3 angeschaltet sind und berechnen deren prozentualen Anteil. Die rest-
lichen Werte des Startzustands in jedem Optimierungsschritt erhalten wir durch An-
wendung des zuvor berechneten Feedbacks, wie in Abbildung 5.7 dargestellt.

Wir betrachten zuerst den Zustand x des Verbunds der Kiihlschrédnke in Abbildung 5.8,
das heifit den Anteil der angeschalteten Gerite w4y, ihre erwartete Temperatur E[T]
und deren Varianz v. Der Anteil der angeschalteten Kiihlschranke 74y verdndert sich

Anteil angeschalteter Kihlschrinke 4y
T T T T

WA A

Mo Di Mi Do Fr Sa So

Erwartungswert E[T
71 T T T T T T

&
o 7.051 B
= g ]
251

Mo Di Mi Do Fr Sa So

Varianz v
T T

vin C?

Abbildung 5.8: Zustand des Kiihlschrankverbunds im erweiterten Modell

mit dem verfiigharen Strom, allerdings unterliegt diese Gréfe leichten Schwankungen,
die aus der stochastischen Steuerung der einzelnen Kiihlschrianke resultiert. Die erwar-
tete Temperatur E[7] sinkt genau dann, wenn die Grofle may steigt und verhélt sich
stabil gegeniiber den kleinen Stérungen. Die Varianz hingegen schwankt etwas mehr
unter den Stérungen. Die Varianz verhélt sich qualitativ wie der Anteil der angeschal-
teten Kiihlschranke. Das bedeutet, dass bei viel verfiigharem Strom und damit einem
hohen Anteil an angeschalteten Geréten, die mégliche Abweichung der Kiihlschrank-
temperatur von der mittleren Temperatur steigt. Diese Schwankungen sind jedoch
sehr klein und innerhalb des zulédssigen Bereichs. Aus Erwartungswert E[T] und Vari-
anz v ergibt sich der Temperaturbereich, in dem sich die Kiihlschrénke des Verbunds
befinden. Dieser Bereich schwankt leicht um die empfohlene Kiihlschranktemperatur
von 7°C. Auch die Kontrollkomponenten A; und Ay verhalten sich qualitativ identisch
zu der Steuerung des deterministischen Reglers, was in Abbildung 5.9 dargestellt ist.
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

Kontrolle 1. Komponente, A;
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Abbildung 5.9: Steuerung im erweiterten Modell

Die Kontrollgrofen unterliegen hier kleinen Schwankungen, die jedoch keine Auswir-
kung auf das Verhalten des Reglers haben. Die Ubergangsrate \; steigt um den Anteil
der ausgeschaltete Kiihlschranke zu erhohen. Entsprechend nimmt die Wahrscheinlich-
keit Ao zu, damit der Anteil der angeschalteten Gerite erhoht wird.

Des Weiteren wollen wir den Effekt des erweiterten modellpriadiktiven Reglers unter-
suchen. Dazu betrachten wir Abbildung 5.10. Hier ist die zu regulierende Grofe z, die
Zielgrole ¢ und der gemittelte tatsédchliche Verbrauch der Haushalte w — g dargestellt.
Aus der Grafik 5.10 konnen wir schlieen, dass Algorithmus 5.5 ebenfalls regulierend
wirkt. An der graphischen Darstellungen des Zustands z, der Kontrolle u sowie des
tatséchlichen Verbrauchs der Haushalte mit dem Verbrauch der Kiihlschréinke ist zu
erkennen, dass die modellpradiktive Regelung des Smart Grids auch unter Stérungen
und Unsicherheiten, die durch die stochastische Steuerung der Haushaltskiihlschrinke
hervorgerufen werden, sehr robust und stabil ist.

Abschlieend wollen wir die unterschiedlichen Regelansétze miteinander vergleichen
und analysieren, welche Auswirkung das Einbinden der individuellen Kiihlschrankre-
gelung auf das Gesamtmodell hat. Wir haben bereits in Abbildung 5.8 und Abbil-
dung 5.9 gesehen, dass die Komponenten des Zustands x weiterhin zuléssig und stabil
trotz kleiner Schwankungen sind. Auch die Kontrolle u verhélt sich wie bei der Rege-
lung ohne Geritesteuerung, welche wir in Abschnitt 5.1.5 numerisch untersucht haben.
Wir sind also vor allem an der Wirkung auf den gemittelten tatséchlichen Verbrauch
der Haushalte interessiert. Durch Abbildung 5.10 konnten wir die regulierende Wirkung
des modellpradiktiven Reglers mit Unsicherheiten verifizieren. Nun vergleichen wir die
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Abbildung 5.10: Wirkung der modellpradiktiven Regelung im erweiterten Modell

Wirkungen der beiden Regelansétze. Dazu betrachten wir Abbildung 5.11, in der die
zu regulierende Groe z des Gesamtmodells nach Algorithmus 5.1 (blauer Graph), die
zu regulierende Grofle z des erweiterten Modells nach Algorithmus 5.5 (griiner Graph)
und die Zielgrofie ¢ (hellblauer Graph) dargestellt sind. In Abbildung 5.11 ist kein
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Abbildung 5.11: Vergleich der zu regulierenden Groflen z
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5.2 Erweitertes Gesamtmodell

Unterschied zwischen den verschiedenen Regelarten in ihrer Wirkung zu erkennen.
Dies resultiert daraus, dass die Abweichungen kleiner als 0.0031% sind. Damit kénnen
wir folgern, dass die zusétzliche individuelle stochastische Steuerung der Kiihlschrénke
keine Auswirkung auf den regulierenden Effekt des modellpradiktiven Reglers hat. Ins-
besondere stiitzt Abbildung 5.11 das Resultat, dass unser Regler fiir das Gesamtmodell
unanfillig gegeniiber Storungen und Schwankungen ist.

Mit Algorithmus 5.6 haben wir einen Algorithmus gefunden, der die Haushaltskiihl-
schrianke individuell und stochastisch steuert und auf Basis der gemittelten Daten der
Haushalte im Smart Grid das Netz modellpradiktiv regeln kann. Damit konnen wir
moglichen Schwankungen im tatséchlichen Verbrauch der Haushalte entgegenwirken
und das Netz stabilisieren. Zudem konnten wir einen Teil des Regulierungsaufwands in
die Nachfrageseite schieben und die Regelung abhingig von dem vorhandenen Strom
zum jeweiligen Zeitpunkt machen.
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6 Ausblick und Fazit

Die Energiewende stellt sowohl die Forschung und die Technik als auch die Akzeptanz
der Bevolkerung vor immer groflere Herausforderungen. Fiir eine umweltfreundliche
Energieversorgung miissen eine oder mehrere Losungen fiir unser Stromnetz gefunden
werden. Die Regelleistung des Stromnetzes muss an die zeitabhéngige Stromerzeugung
durch Sonnen- und Windenergie angepasst werden.

In dieser Arbeit haben wir gesehen, dass jeder Haushalt mit seinem Kiihlschrank einen
Beitrag dazu liefern kann. Zusammen mit der intelligenten und stochastischen Re-
gelung der Gerédte und der modellpradiktiven Steuerung des Smart Grids kann eine
Stabilisierung der Stromnachfrage erreicht werden. Diese regulierende Wirkung bleibt
zudem auch unter kleinen Stérungen erhalten. Zur Berechnung einer optimalen Steue-
rung ist eine gute Datengrundlage wichtig. Dazu gehoren die genaue Wettervorhersage
fiir die Stromerzeugung durch erneuerbare Energien und moglichst exakte Verbrauchs-
prognosen. Da allerdings der Optimierungsalgorithmus nur den aggregierten Verbrauch
bendtigt und nicht die Prognosen der einzelnen Haushalte, erreichen wir zusétzliche
Genauigkeit durch diese Mittelung. Insbesondere bedeutet dies, dass die Exaktheit
der Prognose und die Auswirkung umso besser wird, je mehr Haushalte sich beteili-
gen, was wir durch die Simulationsergebnisse verifizieren konnten. Zudem werden nur
der gemittelte tatséchliche Verbrauch der Haushalte sowie der prozentuale Anteil der
angeschalteten Kiihlschrdnke im gesamten Verbund an die zentrale Einheit gesendet.
Damit bleiben der individuelle Stromverbrauch und die Erzeugung anonym und die
Daten geschiitzt. Es kénnen nur Riickschliisse auf das Stromverhalten des kompletten
Verbundes gezogen werden und nicht auf das Verhalten einzelner Haushalte.

Wir haben in dieser Arbeit eine Moglichkeit gezeigt, wie mit bereits vorhandenen
Haushaltskiihlschrdnken ein Teil des Regulierungsaufwandes getragen werden kann.
Dennoch ist die technische Umsetzung in absehbarer Zeit nicht zu erwarten, da sehr
viele teilnehmende Haushalte nétig wiren. Der Stromverbrauch der Kiihlschréanke wur-
de seit Einfiihrung der Energieeffizienzklassen Anfang der 90er Jahre [11] zunehmend
verbessert, sodass der Strombedarf weniger Geréte zu gering ist, um Schwankungen
im tatséchlichen Verbrauch auszugleichen. Des Weiteren besteht fiir private Haushalte
kein Anreiz mit ihren Haushaltsgeriten an einem gesteuerten Smart Grid teilzunehmen.
Die Anreizsetzung ist vor allem die Aufgabe der Netzbetreiber und des Gesetzgebers.
Zwar gibt es bereits zeitvariable Stromtarife fiir Privathaushalte [20], jedoch sind die-
se sehr beschrinkt und verschaffen den Verbrauchern kaum einen finanziellen Vorteil.
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Wiéren diese Rahmenbedingungen gegeben, so konnte der vorgestellte Optimierungs-
algorithmus nicht nur fiir Kiihlschrénke, sondern auch fiir vergleichbare Geréte, wie
beispielsweise Gefriertruhen, umgesetzt werden. Zudem wére die Einbindung weiterer
Haushaltsgeréte, die sich fiir eine externe Steuerung eignen, wie beispielsweise Spiihl-
und Waschmaschinen, interessant. Hier wiirde sich die Frage stellen, ob zunéchst eine
lokale Optimierung der Haushalte und eine anschlieBend globale Regelung des Netzes
durch die zentrale Einheit sinnvoll wére.

Durch die Verschiebung von Teilen des Regulierungsaufwandes in Haushaltsgerite ist
eine einfache Moglichkeit fiir Haushalte geschaffen, ihren eigenen Strom aus Photo-
voltaikanlagen in ihren bereits vorhandenen Geréten zu speichern. Dadurch kénnten
sie im Rahmen eines Smart Grids Netzschwankungen reduzieren und einen Teil zur
Energiewende beitragen.
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A Implementierung des MPC in
Matlab

Fiir alle Simulationen dieser Masterarbeit wurde ein selbstgeschriebenes Matlab-Pro-
gramm verwendet. Da Teile dieser Arbeit auf der Dissertation von Braun [5] basieren,
wurde das Programm auch hieran angelehnt. Vor allem die Aufbereitung der Netz-
daten wurde in dem Matlab-Programm iibernommen. Die Implementierung des MPC
nutzt die Matlab-Routine fmincon und zur Losung und Diskretisierung des Differenti-
algleichungssystems wird die Routine ode45 genutzt. Zur Verwendung dieser Funktion
wurde das Programm so aufgebaut, dass alle notwendigen Informationen zur Verfiigung
stehen. Die individuelle Regelung der Kiihlschranke wird iiber ein for-Schleife realisiert,
die den neuen Startwert fiir 74y in jedem Optimierungsschritt liefert. Das Programm
und die verwendeten Daten befinden sich auf dem beigelegten USB-Stick.

A.1 Bestandteile

Das Programm setzt sich aus mehreren Funktionsaufrufen zusammen. Diese sind in
den folgenden Dateien zu finden:

e main.m ist das Hauptprogramm, in dem verschiedene Einstellungen zur Simula-
tion vorgenommen und die Simulation gestartet werden konnen.

e [oadLG.m ist eine Subroutine, die die Verbrauchs- und Erzeugungsdaten aus den
gegebenen Datensatz l1adt.

e nmpc.m ist die Hauptroutine fiir die Regelung des Gesamtverbunds, die die MPC-
Schleife enthélt und die Daten speichert.

o KS nmpc.m ist die Hauptroutine, die die individuelle Regelung der Kiihlschrianke
einbindet, die MPC-Schleife enthélt und die Daten speichert.

o KS_stoch.m ist die Funktion, die die Schleife zur Steuerung der einzelnen Haus-
halte enthélt.

e solver.m ist eine Subroutine die das optimale Steuerungsproblem innerhalb eines
Optimierungsschrittes 16st.
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A.2 Initialisierung der Simulation

f-c.m ist die Funktion, die die Systemdynamik enthélt.
e [in_constraints.m enthélt die linearen Nebenbedingung an den Erwartungswert.

e bounds.m ist eine Funktion, die die Komponenten der Optimierungsvariablen z
beschrankt.

e non_constraints.m enthélt die nicht-linearen Bedingungen des Optimierungspro-
blems.

e objective.m ist die Kostenfunktion.

e stagecost.m beschreibt die Stufenkosten, die iiber die Kostenfunktion aufgerufen
werden.

e plots.m ist eine Funktion, die den generierten Output plottet.

e LGData.mat ist der Datensatz, der die Daten zu Stromerzeugung und -verbrauch
der Haushalte enthélt.

A.2 Initialisierung der Simulation

Bevor die Simulation gestartet werden kann, miissen zunéchst in main.m einige Ein-
stellungen vorgenommen werden. Diese werden in einem Struct gespeichert, dessen
Dateiname das Datum und das Préfix in enthélt. Zundchst miissen die Basiseinstel-
lungen gewihlt werden. Die Lénge eines Diskretisierungsintervalls 7" in Stunden ist
durch die Daten auf 0.5 gesetzt. Die Léinge des MPC-Horizonts N und die Anzahl der
ganzen Tage wholedays konnen frei gewéhlt werden. Aus den Anzahl der Tagen be-
rechnet sich die Anzahl der Optimierungsschritte A/. Anschlieend werden die genauen
Daten der Haushalte festgelegt. Zu Beginn werden die Anzahl der RES (systems) und
der durchschnittliche Verbrauch eines Kiihlschranks (vks) angegeben. Danach kénnen
noch die technischen Daten eines Kiihlschrankes o, T'an, Tays eingegeben werden. Wir
halten uns dabei zunéchst an die Vorgaben aus [1].

Die Beschrankungen fiir die Kontrolle u, den prozentualen Anteil der angeschalteten
Kiihlschranke w4y, der erwarteten Temperatur 7', + 7 und die Varianz v koénnen
danach gesetzt werden. Hier sind zunéchst alle Werte moglich, jedoch macht ein nega-
tiver prozentualer Anteil und 745 > 1 anschaulich keinen Sinn. Auch kann die Varianz
nach Definition nicht negativ sein. Im néchsten Abschnitt werden die Startwerte fiir
den Zustand, die Kontrolle und dem Zeitpunkt gewéhlt. Hierbei muss darauf geachtet
werden, dass der Startzustand x0 und die Startkontrolle u0 zuléssig sind, das heifit,
dass sie in den zuvor bestimmten Bereichen liegen.
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A.3 Start der Simulation und Ausgabe

Des Weiteren konnen die Toleranzwerte fiir die numerische Lésung von Differenti-
algleichungen und fiir die Optimierung mit der Matlab-Routine fmincon angepasst
werden. Fiir die Erstanwendung empfiehlt sich allerdings die voreingestellten Werte
zu iibernehmen. Abschlielend kann noch ausgewé#hlt werden, welcher Regler simuliert
werden soll. Es kann die individuelle Regelung der Kiihlschrinke (b = 2) berticksichtigt
werden oder nicht (b = 1). Wird hier eine falsche Angabe gemacht, so bricht das Pro-
gramm ab und startet keine MPC-Routine.

A.3 Start der Simulation und Ausgabe

Nachdem alle Einstellungen und Anpassungen vorgenommen wurden, muss lediglich
die Datei main.m ausgefiithrt werden. Das Programm startet automatisch die gewéhlte
MPC-Routine. Zudem wird ein parallel pool der Parallel Computing Toolbox aufgeru-
fen, sofern diese vorhanden ist, um die Losung des optimalen Steuerungsproblems zu
beschleunigen. Im Command Window wird eine Tabelle zur Ubersicht der aktuellen
Werte ausgegeben. Hier kann live iiberpriift werden, wie sich Zustand, Kontrolle und
Kostenfunktion verhalten.

Command Window
>> main

k | u_1(k) u_2(k) x_1(k) E(T) x_4(k) J_N flag
-1
0 | +0.387232 +0.000010 +0.200000 +7.000000 +0.200000 +0.119378  +1.000000
1 | +0.341943  +0.000030 +0.164798 +7.000288 +0.173250  +0.078469  +1.000000
2 +0.534126  +0.000026 +0.138911 +7.000788 +0.150979  +0.166926  +1.000000
3 ] +0.616778  +0.324061 +0.106364 +7.001495 +0.133068  +0.285690 +1.000000
4 | +0.600527 +0.283696 +0.195704 +7.001974 +0.120606 +0.344258 +1.000000
5 | +0.536844  +0.493559  +0.240419 +7.001996 +0.112723  +0.324294  +1.000000
6 | +0.597020  +0.319705 +0.336475 +7.001510 +0.107830  +0.297738  +1.000000
7 1 +0.529672  +0.462135 +0.340987 +7.000698 +0.104838  +0.291164  +1.000000
8 | +0.829334  +0.205501 +0.389846  +6.999688 +0.102987  +0.297525  +1.000000
9 | +0.999967  +0.000009  +0.312587  +6.998814 +0.101880  +0.333905 +1.000000
10 | +0.786293  +0.000004  +0.189599  +6.998653 +0.101220  +0.349884  +1.000000

(a) Regelung des Gesamtmodells

Command Window
>> main

k | u_1(k) u_2(k) x_1(k) E(T) x_4(k) flag zu kalt zu warm
------ |
o | +0.429906  +0.000007 +0.500000 +7.000000 +0.200000 +1.000000 +0.000000 +0.000000
1 | +0.526985 +0.000027 +0.500000 +6.998412  +0.199963  +1.000000 +0.000000 +0.000000
2 | +0.527839 +0.000034  +0.220000 +6.996898 +0.208269 +1.000000 +0.000000 +0.000000
3] +0.477350  +0.312949  +0.070000  +6.997105  +0.200527 +1.000000 +0.000000 +0.000000
4 | +0.667460 +0.301302 +0.030000 +6.997779  +0.186934  +1.000000 +0.000000 +0.000000
5 +0.419221  +0.438985  +0.310000 +6.998722  +0.166784  +1.,000000 +0.000000 +0.000000
6 | +0.497093 +0.260180 +0.260000 +6.997850  +0.167753  +1.000000 +0.000000 +0.000000
71 +0.563864  +0.484553  +0.390000  +6.997493  +0.158597  +1.000000 +0.000000 +0.000000
8 | +0.840317  +0.211558  +0.310000 +6.996213  +0.160639 +1.000000 +0.000000 +0.000000
9 | +0.999967 +0.000009 +0.430000 +6.995774  +0.153517 +1.000000 +0.000000 +0.000000
10 | +0.616805 +0.000003  +0.230000 +6.994967 +0.161933 +1.000000 +0.000000 +0.000000
Bio11 | +0.528949 +0.000003 +0.000000 +6.995143  +0.164920 +1.000000 +0.000000 +0.000000

(b) Regelung der erweiterten Modells

Abbildung A.1: Beispiel der Ubersichten der Simulationen

Wurde in den Einstellungen der Regler ohne Beriicksichtigung der individuellen Kiihl-
schrankregelung gewéhlt, so wird der aktuelle Optimierungsschritt k, die Kontroll-
komponenten uy, us, der Anteil der angeschalteten Geréte xq, die erwartete Tempe-
ratur E[T], die Varianz x4, der Wert der Kostenfunktion Jy und die Variable ezitflag
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A.3 Start der Simulation und Ausgabe

ausgegeben. Die Grofle exitflag muss stets den Wert 1 haben, da ansonsten kein opti-
males Minimum gefunden wurde. Fiir den Regler mit Beriicksichtigung der einzelnen
Kiihlschranke wird zusétzlich fiir jeden Optimierungsschritt die Anzahl der Geréte, die
zu warm beziehungsweise zu kalt waren, und deshalb wie in Algorithmus 5.3 beschrie-
ben zusitzlich geregelt werden miissen, angegeben. Die generierten Ubersichten sind
beispielhaft in Abbildung A.1 dargestellt.

Nachdem alle Optimierungsschritte durchlaufen wurden, werden alle relevanten Daten
in einem Struct, dessen Dateiname das Datum und das Préfix out enthélt, gespeichert.
Auf Basis dieser Daten werden anschliefend Plots des Zustandes, der Kontrolle, der
zu regulierender Grofle im Vergleich zur Zielgrofle und die Netzdaten geplottet. Die-
se Grafiken zeigen die wichtigsten Daten. Fiir eine weitere Visualisierung koénnen die
gespeicherten Structs verwendet werden, die alle generierten Daten beinhalten.
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