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1 Einfiihrung

Bei der Einflussnahme auf ein System, das durch eine partielle Differential-
gleichung beschrieben wird, ist es oft wichtig den Zustand desselben in seiner
Gesamtheit zu kennen. Unter der Annahme, dass nur in einem Teilgebiet Daten
gemessen werden konnen und somit nur partielle Informationen vorliegen, ist
dies jedoch nicht méglich. In diesem Fall besteht die Frage nach einem Werk-
zeug, das den Zustand trotz grofler Fehler in den Anfangsbedingungen rekon-
struieren kann. Ein solches Werkzeug wird auch Beobachter genannt. Ziel von
Kapitel 2 ist es, einen solchen Beobachter herzuleiten und zu untersuchen. Dies
geschieht immer in Bezug auf die folgende Problemstellung (siehe [1, Example
2.1.1]):

Gegeben sei ein Metallstab der Lange Eins. Von Interesse ist die Warmeleitung
durch diesen bis zum Zeitpunkt 7. Dafiir beschreibe u : (0,1) x (0,7] — R
Wirmequellen im Stab, zg : (0,1) — R die Anfangstemperatur und die Wérme-
leitungsgleichung sei gegeben durch:

0z 0%z

a(m,t) = @(x,t) +u(z,t), z(x,0) = zo(x) 0
0z 0z

%(Oyf) =0= 6?(1%)-

Gesucht ist die Funktion z : (0,1) x [0,T] — R, wobei z(z,t) als Zustand
bezeichnet wird, der die Temperatur am Ort z zum Zeitpunkt ¢ beschreibt.

9z(0,t) -0 ’U,(:L‘ﬂf) 0z(1,t) -0

ox
P

ox

!

Metallstab

Abbildung 1: Veranschaulichung des gegebenen Problems

Die Existenz von Losungen kann, wie spéter gezeigt, mithilfe eines Separati-
onsansatzes gewonnen werden. Des Weiteren kann man zeigen, dass eine solche
Losung eindeutig ist und kleine Storungen der Anfangsbedingung nur kleine
Storungen der Losung nach sich ziehen (siehe [4, Kapitel 2.4]). Im Verlauf von
Abschnitt 2.2 wird zudem formal ein Sensor definiert und Abbildung 1 um die-
sen erweitert, wobei der Sensor das zuvor erwihnte Messen von Daten moglich
macht. Aufbauend auf diesen Daten wiederum erstellt man dann den Beobach-
ter.

Anschliefflend werden in Kapitel 3 zwei mogliche Implementierungen des Be-
obachters mit Konvergenzaussagen vorgestellt, woraufhin die Ergebnisse dieser
Simulationen in Kapitel 4 dargestellt und beschrieben werden.



2 Theorie

In Vorbereitung auf Kapitel 2.2 wird es das erste Ziel sein, Gleichung (1) durch
eine abstrakte Formulierung der Form

2(t) = Az(t) + Bu(t), t >0, z(0) = zo, (2)

auf einem separablen, komplexen Hilbertraum Z darzustellen (siehe [1, Example
2.1.1)).

Hierfiir sei Z = L2(0,1) der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen iiber
[0, 1], sowie die Operatoren A und B auf Z definiert als

0*h

oh .
D(A) = {h € Ly(0,1) | h, 9 sind stetig, 3
9%h oh oh
50z € L(0,1) und %(0) —0= %(1)}7
B=1

Um die Losung dieser abstrakten Differentialgleichung zu erhalten, ben6tigt man
zuerst die Losung von (1). Diese kann durch einen Separationsansatz gewonnen
werden und hat fiir geniigend glatte Funktionen wu(-,¢) und zq, unter Erfiillung
der Randbedingungen, die Form

Z(w,t):/o g(t,%y)Zo(y)dyﬂL/O /0 gt — s, 2, y)u(y, s)dyds. (4)

Dabei steht g(¢,x,y) fiir die Greensche Funktion

glt,z,y) =1+ Z 2Tt cos(nmx) cos(nmy).

n=1

Um nun von (4) zu einer abstrakten Variante auf Z iiberzugehen, wird der
beschrénkte lineare Operator

z(t) = T(t)zo
auf Ly(0, 1) betrachtet. Dafiir sei T'(t) € £(L2(0,1)) definiert als

T(t)20(z) = / otz 9)z0(y)dy V>0, (5)

wobei £(X,Y) der Raum der beschriinkten, linearen Operatoren sei, die von X
nach Y abbilden. Abkiirzend wird auch £(X) verwendet werden, falls X =Y.
Entsprechend lautet mit (5) die abstrakte Formulierung von (4) auf Z

2(t) =T(t)z0 + /0 T(t — s)u(s)ds. (6)

Letztendlich hat man eine Formulierung als abstrakte Differentialgleichung (2)
auf Z = L2(0,1) erhalten, mit A als unbeschrinkter Operator auf Z nach (3),
B als die Identitéit auf Z, zg und u(-,¢) Funktionen auf Z und der Lésung (6).



2.1 Stark stetige Halbgruppen

Fiir die lineare, gewohnliche Differentialgleichung
2(t) = Az(t), t >0, 2z(0) =z (7)

mit A € L(Z), z(t) € Z, ist die Losung gegeben durch

2(t) = ez, M= Z (40) .

n!

n=0

Im homogenen Fall von (2), der sich von (7) nur dadurch unterscheidet, dass
der Operator A aus (3) unbeschriinkt ist, wiire die Losung wiederum gegeben
durch

z(t) = T'(t)z0.

Dabher stellt sich die Frage, welche Verbindung zwischen der Matrixexponential-
funktion und dem oben definierten 7'(¢) besteht. Die Antwort darauf bietet die
Klasse der folgenden Operatoren (siehe [1, Definition 2.1.2]):

Definition 2.1.1. Eine stark stetige Halbgruppe ist eine operatorwertige Funk-
tion T'(t) von RT nach £(Z), die die folgenden Eigenschaften besitzt:

Tt+s)=TH)T(s) Vt,s>0 (8)
T(0) =1 (9)
IT(t)z0 — 20| = 0, t =07 Vz € Z (10)

Im Folgenden wird der Begriff Cy-Halbgruppe fiir eine stark stetige Halbgruppe
verwendet. &

Tatsédchlich kann man zeigen, dass fiir einen beliebigen linearen Operator A €
R™*™ auf Z = R™ die Matrixexponentialfunktion eine Cyp-Halbgruppe ist (siehe
[1, Example 2.1.3]). Die néchste Frage ist dementsprechend, ob es auflerdem
noch weitere Cyp-Halbgruppen gibt. Das folgende Beispiel geht auf Operatoren
der Form (11) ein und zeigt so, wie eine Cp-Halbgruppe aussehen kann (siehe
[1, Example 2.1.5]):

Beispiel 2.1.2. Sei {¢,,n > 1} eine Orthonormalbasis eines separablen Hil-
bertraums und {\,,n > 1} eine Folge von reellen Zahlen. Dann ist

T(t)z = Ze)\nt<zv¢n>¢n (11)

ein beschrinkter, linearer Operator genau dann, wenn {e)‘"t,n > 1} eine be-
schrankte Folge ist. Dies wiederum ist der Fall, wenn

sup A, < 00.
n>1



Setzt man dies voraus, gilt nun:

(T (5)z, dn)bn

NE

T(t)T(s)z =

3
Il
_

Z N G (2, Gm) s bn) B

|P”ﬂ8

n

_ z P (2,

1

= Z An(t+s) <Z7 ¢n>¢n

n=1
=T(t+s)z.

8

8ﬁ

Also ist (8) erfiillt. Da {¢,,n > 1} eine Orthonormalbasis ist und daher gilt,
dass Y07 (2, ¢n) Py = 2, ist auch (9) erfiillt.
Fiir (10) betrachte fiir ¢ < 1:

IT(t)z — 2|* = Zle*”t 12(z, én)
n=1

N %S
Z 1Pz e P+ Y et = 1Pz, 6
n=1 n=N+1
< sup |eMt — 1|Z|z¢n\2+KZ (2, dn)|?,
1<n<N n=N+1
K:= sup [|eM!— 1|2.
0<t<1,n>1
Fiir jedes € > 0 existiert ein N € N, sodass
> €
2 PR
>z bal? < o
n=N+1
Hierbei kann man nun ¢ < 1 so wahlen, dass
Ant 2 _ €
sup |e""" —1
SR S g
Daraus folgt:
()2 = =17 < 5 3 Zl s+ Ko <
= (10).
Damit definiert (11) also eine Cy-Halbgruppe, falls sup A,, < oo. O

n>1



Betrachte nun wieder (7). Die 16sende Exponentialfunktion wird ausschlief3-
lich durch die Matrix A erzeugt. Wiinschenswert wére dies auch fiir den Ope-
rator Ah = %, definiert in (3). Dieser ist jedoch unbeschrinkt, im Gegensatz
zur Definition von e, wofiir A € L£(Z) gefordert ist. Es ist also von Interesse
einen solchen Erzeuger zu verallgemeinern (siehe [1, Definition 2.1.8)):

Definition 2.1.3. A heif}t der infinitesimale Erzeuger einer Co-Halbgruppe auf
einem Hilbertraum Z, falls gilt:
A li ! (T()—1)
z= lim - — 1)z,
t—0t t
sofern der Limes existiert. Die Definitionsmenge D(A) ist definiert als die Menge
der Elemente in Z, fiir die der Limes existiert. &

Bei dieser Definition erzeugt A € £(Z) stets die Cp-Halbgruppe e“? (siehe
[1, Example 2.1.9]). Betrachtet man wiederum die Cp-Halbgruppe (11), so kann
man zeigen, dass der zugehorige infinitesimale Erzeuger die Form

Az = Zl)\n<zv¢n>¢n (12)

hat. Die Halbgruppe (5) wiederum hat die Form von (11), mit A\, = —n?n2,

bn(z) = V2cos(nmz) fiir n > 1, A\g = 0, ¢o(xz) = 1 und dem inneren Produkt
(+,-y auf L3(0,1). Nach Beispiel 2.1.2 definiert (5) also eine Cyp-Halbgruppe.
AuBerdem gilt (siehe [6, Theorem 1.4]):

Satz 2.1.4. Ein infinitesimaler Erzeuger beschreibt eine Cy-Halbgruppe ein-
deutig.

Beweis. siehe [6, Theorem 1.4] O

Damit wird (5) also eindeutig durch (12) bestimmt. Es bleibt zu zeigen, dass
der Operator A aus (3) genau dieser infinitesimale Erzeuger ist. Wie spiiter ge-
zeigt wird, gehort A zur Klasse der Riesz-spektralen Operatoren. Dafiir benttigt
man jedoch zuerst diese Definition (siehe [1, Definition 2.3.1]):

Definition 2.1.5. Eine Folge von Vektoren {¢,,n > 1} in einem Hilbertraum
Z bildet eine Riesz Basis von Z, wenn gilt:

e spain,, > {pn} =2

e Im,M > 0, sodass fiir beliebiges N € N und beliebige Skalare a,,,n =
1,..., N gilt:

N N N
m Y anl <D andnl* <MD Jan | (13)
n=1 n=1

n=1



Eine Riesz Basis fordert also zusétzlich zur Basiseigenschaft eine zweite Ei-
genschaft, wie etwa bei Orthogonalbasen. Wie gleich definiert, erfiillen die Eigen-
vektoren eines entsprechenden Operators diese Forderung (siehe [1, Definition
2.3.4]):

Definition 2.1.6. Sei A ein linearer, abgeschlossener Operator auf einem Hil-
bertraum Z und habe einfache Eigenwerte {\,,n > 1}. AuBlerdem seien die
Eigenvektoren derart, dass sie eine Riesz Basis von Z bilden. Dann nennt man
A einen Riesz-spektralen Operator, wenn der Abschluss von {A,,n > 1} total
unzusammenhéngend ist, es also keine zusammenhéngenden Teilmengen gibt.

&

Betrachte man nun wieder den zu Beginn definierten Operator A auf Z =
L2(0,1) (siehe [1, Example 2.3.7]):

2

oh .
D(A) = {h € Lo(0,1) | A, p sind stetig,
& h oh oh
53 € La(0,1) und 22(0) = 0_%(1)}.

Man kann zeigen, dass A abgeschlossen ist. Zudem hat A die Eigenwerte A, =
—n?m2, n > 0, dargestellt in Abbildung 2, sowie die entsprechenden Eigenvekto-
ren ¢, (z) = V2cos(nwx), n > 1, ¢ = 1, die wiederum eine Orthonormalbasis
des L2(0, 1) bilden.

Im
A4 A3 A2 Al Ao
© ® e R
—1672 —972 — 472 —7?

Abbildung 2: Lage der ersten fiinf Eigenwerte in der komplexen Ebene

Also entspricht A dem Riesz-spektralen Operator:
Z (2,0n)bn, Yz €D(A),
wobei

D(A) = {z € Ly(0,1) | Zn47r4\<z7¢n>|2 < oo} .

n=1



Somit hat A die Form von (12) und ist damit der infinitesimale Erzeuger der
Cy-Halbgruppe

T(t)zo = {20,1) + Z 26_”2”2t<z()(~),cos(n7r~)> cos(nm-).

n=1

Mit anderen Worten ist demnach A aus (3) der Erzeuger der in (5) definierten
Halbgruppe T'(t). Insbesondere ist die Klasse der Cy-Halbgruppen eine echte
Verallgemeinerung der Matrixexponentialfunktion.

2.2 Eingang und Ausgang

Zu Beginn wurde erldutert, dass in der Praxis oft nur partielle Informationen
iiber den Zustand eines beobachteten Systems verfiighar sind. Im vorliegenden
linearen Fall wird gewthnlicherweise die Annahme gemacht (siehe [5, Kapitel
8.1]), dass diese Informationen eine Linearkombination des Zustands und des
Eingangs sind. Da dieser Ausgang allein durch das Ursprungsproblem entsteht,
ist es sinnvoll, beide in einem System zusammenzufiihren (siehe [1, Definition
4.1.1]):

Definition 2.2.1. Seien Z, Y, U jeweils Hilbertrdume. Sei A der infinitesimale
Erzeuger der Co-Halbgruppe T'(t) auf Z, B € L(U,Z), C € L(Z,Y), und D ein
beschrankter Operator von U nach Y. Fin lineares Kontrollsystem mit Fingang
u und Ausgang y ist gegeben durch

z(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, 2(0) = 2o, (14)
y(t) = Cz(t) + Du(t). (15)

Abkiirzend fiir (14) und (15) wird auch (A, B,C, D) geschrieben, bzw.
Y(A,B,C) wenn D = 0, %(A,B,—) wenn C = D = 0, oder auch (A4, —,C)
wenn B =D =0. &

Aufbauend auf dieser Definition, soll nun die behandelte Wérmeleitungsglei-
chung in diese Form gebracht werden (siehe [1, Example 4.1.2]):
Es sei wieder der Metallstab gegeben, dessen Temperaturverlauf durch (1) be-
schrieben wurde. Nun soll in einer Umgebung der Stelle x4 eine Warmequelle
angebracht, sowie die durchschnittliche Temperatur zu allen Zeitpunkten in ei-
ner Umgebung des Punktes x g erfasst werden. Dementsprechend wird Gleichung
(1) angepasst zu:

0z 0%z

51 (@ t) = 55 (@, 1) + b(2)u(t), z(z,0) = 20(2),

0z 0z (16)
y(t) = ; c(x)z(z, t)dz (17)



Dabei sind b und ¢ Indikatorfunktionen, die nur in einer Umgebung der Punkte
Ta, bzw. g nicht null sind:

1

b(x) = %l[wA—e,wA-&-E] (),
1

C(x) = El[xs—v,xs—ku] (x)v

I, a<z<p
Les] (z) = {O sonst.

Fiir feste, positive und hinreichend kleine Konstanten v, € sind b und ¢ Elemente
von Ly(0,1). Da bereits gezeigt wurde, dass A der infinitesimale Generator einer
Co-Halbgruppe auf Z = L,(0, 1) ist, kann man also (16) mit Z = Ly(0,1),U = C
und

Bu :=b(z)u

in Form von (14) schreiben. Ebenso kann (17) wie in (15) mit Y = C, D =0
geschrieben werden, wobei C' gegeben ist durch

Cz = /01 c(x)z(z)d.

C'z ist also die einzige Information, die iiber die Losung der Differentialgleichung
verfiigbar ist.

Cz Bu
xrg —V T xrs + Vv xrpA— € l rA+€
Metallstab

Abbildung 3: Veranschaulichung des Ein- und Ausgangs

2.3 Exponentielle Stabilisierbarkeit und Entdeckbarkeit

Ein weiterer wichtiger Begriff fiir die Theorie dieser Arbeit ist die exponentielle
Stabilisierbarkeit. Dafiir wird jedoch zuerst die exponentielle Stabilitdt benttigt
(siehe [1, Definition 5.1.1]):

Definition 2.3.1. Eine Cy-Halbgruppe T'(t) auf einem Hilbertraum Z ist ez-
ponentiell stabil, wenn es positive Konstanten M und « gibt, sodass gilt:

IT(@t)| < Me™®*,  t>0.

Des Weiteren wird T'(t) B-exponentiell stabil genannt, wenn —a < 3. &



Zuséatzlich zum Begriff der exponentiellen Stabilisierbarkeit, werden in der
nachstehenden Definition zwei neue Operatoren F' und L eingefiihrt, die spéter
fiir die Erzeugung des Beobachters vonnoten sind (siehe [1, Definition 5.2.1]):

Definition 2.3.2. Seien U und Z zwei Hilbertrdume, sei A der infinitesimale
Erzeuger der Cy-Halbgruppe T'(t) auf Z und sei B € L(U,Z). (A, B, —) ist
exponentiell stabilisierbar, wenn ein F' € L(Z U) existiert, sodass A + BF eine
exponentiell stabile Co-Halbgruppe T p(t) erzeugt. Wenn T (t) S-exponentiell
stabil ist, dann wird ¥(A, B, —) auch entsprechend S-exponentiell stabilisierbar
genannt. Ein solches F' € £(Z,U) heifit dann Feedback Operator.

Sei Y ein Hilbertraum, C' € £(Z,Y) und es existiere ein L € L(Y, Z), sodass
A+ LC eine exponentiell stabile Cy-Halbgruppe T (t) erzeugt. Dann definiert
man X(A, —, C) als exponentiell entdeckbar. Wenn Trc(t) S-exponentiell stabil
ist, dann sei 3(A4, —, C') wiederum definiert als 8-exponentiell entdeckbar. &

Als néchstes ist von Interesse, wann ein lineares Kontrollsystem (A, B, —)
[B-exponentiell stabilisierbar ist. Fiir das entsprechende Theorem miissen jedoch
vorher noch einige Begriffe geklart werden (siehe [2, Definition 2.1, 2.7, Korollar
2.13], bzw. [1, Definition 1.2.2, (5.24), (5.25), Definition 5.2.5]):

Definition 2.3.3. Es sei ein endlich-dimensionales System ¥(A, B, —) gegeben.
Der Zustand zy € R™ ist kontrollierbar zu einem Zustand z; € R™ zum Zeitpunkt
t1 > 0, falls ein v : Rt — U existiert mit

z1 = Z(tl),
wobei z die Losung von (A, B, —) mit Anfangsbedingung zo und Eingang u

ist. X(A, B, —) heifit kontrollierbar, wenn jedes zy € R™ zu jedem beliebigen
z1 € R™ kontrollierbar ist. &

Satz 2.3.4. (Kalman-Kriterium) Das endlich-dimensionale System (A4, B, —)
mit A € R™"™ und B € R™"*™ ist genau dann kontrollierbar, wenn gilt:

rg(BAB... A" 'B) =n.
Beweis. (siehe [2, Korollar 2.13]) O

Definition 2.3.5. Eine Kurve I' in der komplexen Ebene heifit rektifizierbar,
falls eine stetig differenzierbare Abbildung v : [a,b] — C, [a,b] C R existiert,
sodass I' = v([a, b]) gilt.

Eine solche rektifizierbare Kurve wird einfach genannt, wenn ~y(z) # ~(y)
Vx,y € (a,b), x #y gilt.

Gilt zusitzlich y(a) = v(b) so nennt man sie geschlossen. &

Definition 2.3.6. Sei A der infinitesimale Erzeuger der Cp-Halbgruppe T'(t) auf
dem Hilbertraum Z, B € L(U, Z) und C' € L(Z,Y). Fiir ein gegebenes reelles 3
sei das Spektrum von A wie folgt auf zwei Teile der komplexen Ebene aufgeteilt:

Q

@+

=
I

o(A)NCF; CF == {x € C[Re()) > B},
05(A):==0(A)NCy; Cq :={A € C|Re(N) < B}.



A erfiillt die spectrum decomposition assumption bei 3, wenn JE(A) beschrankt

ist und derart von ag(A) getrennt, dass eine rektifizierbare, einfache, geschlos-
sene Kurve I' gezeichnet werden kann, die eine offene Menge einschlieft, welche
wiederum O'; (A) in ihrem Inneren und o5 (A) in ihrem Auflerem enthélt.

&

Zudem kann gezeigt werden, dass eine derartige Zerlegung eine entsprechen-
de Zerlegung des Hilbertraums Z, sowie des Operators A nach sich zieht (siehe
[1, Lemma 2.5.7]). Dafiir definiert man die Spektralprojektion Pg durch:

1
Pgz = — I—A)1
3% 27ri/p(>\ )" zdA,

mit der imaginédren Einheit i. Dementsprechend erhilt man die folgende Zerle-
gung:

Z = ZE,F ®Z;, wobei Z;r = PsZ und Zg = (I — Pg)Z.

Infolgedessen verwendet man fiir gewohnlich die folgende Notation:

=0 8) - 5

By P
b= (B6—>’ C=(C GCs).
Dabei gilt, dass Ag die Einschréinkung von A auf Z;{ und analog A die Ein-
schrinkung von A auf Z; ist und BE = P3B e L(U, Z;r), By =(I—-Pg)B¢€
LU, Zyg), C;r =CPs € E(Z;{,Y), .C’/; = C(I — Pg) € C(Z[;',Y). Damit wur-
de das System X(A, B,C) zerlegt in die Vektorsumme zweier Untersysteme:
E(A;,Bg,C’;) auf ZE' und X(A5, By, Cy) auf Z;.

Dies fithrt nun auf das gewiinschte Resultat, das aufzeigt wann ein System
(A, B, —) B-exponentiell stabilisierbar ist (siehe [1, Theorem 5.2.6]):

Theorem 2.3.7. Wenn das lineare Kontrollsystem %(A, B,—) auf dem Hil-
bertraum Z derartiger Gestalt ist, dass B endlichen Rang hat, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a. X(A, B,—) ist B-exponentiell stabilisierbar;

b. ¥(A, B,—) geniigt der spectrum decomposition assumption bei 3, Z; ist
endlich-dimensional, T}y (t) ist S-exponentiell stabil und das endlich-di-
mensionale System E(A;, BE7 —) ist kontrollierbar.

Wenn (A, B, —) B-exponentiell stabilisierbar ist, dann ist ein 3-stabilisierender
Feedback Operator gegeben durch F' = F{ P3, wobei wiederum Fj ein 3-stabili-
sierender Feedback Operator fiir E(Ag, B;, —) ist.

Beweis. siehe [1, Theorem 5.2.6] O
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Schlussendlich kann man diese Aussage nun benutzen, um den Feedback
Operator der behandelten Wirmeleitungsgleichung zu bestimmen (siehe [1, Ex-
ample 5.2.8]). Es wurde bereits gezeigt, dass man sie durch

0’h .
Ah :W mlt
h
D(A) :{h € Ly(0,1) | h, % sind stetig,
0%h Oh Oh
573 € L2(0.1) und 52(0) = 0= 2~ (1 )},
1
Bu =bu, b(z)= 2—61[@\_67“_‘_6] (x),
1

Ch :<h7c>a C(x) - El[xs—%ws-‘rl/] ((ﬂ),

in der Form eines linearen Kontrollsystems (A4, B, C) auf Z = L2(0, 1) schrei-
ben kann. A hat die Eigenwerte —n2?7%,n > 0 und geniigt somit der spec-

trum decomposition assumption fiir jedes S. Wéhlt man nun 8 = —2, so gilt

O’E(A) = {0}, o5 (A) = {-n’n*n < 1}.

Im
B,
?‘% %% + Ao R,
N N 0 €
—47? —m? X

Abbildung 4: Trennung des Spektrums durch g = —2

Fiir die weiteren Kriterien von Theorem 2.3.7 b. ist es notwendig, mit der
Projektion Pg sinnvoll rechnen zu kénnen. Betrachte hierfiir die folgenden Sétze
(siehe [1, Theorem 2.3.5 a.] bzw. siehe [7, Kapitel IV Satz 18]):

Satz 2.3.8. Sei A ein Riesz-spektraler Operator mit einfachen Eigenwerten
{An,n > 0} und entsprechenden Eigenvektoren {¢,,n > 0}. Seien auerdem
{tn,n > 0} die Eigenvektoren von A*, mit (¢, ¥m) = dpm. A* wiederum
sei definiert als der adjungierte Operator von A. Dann gilt fiir alle A € {A €
C | infnzo |A - )\n| > 0}

(AT —A4)” ZA 3 (v

Beweis. siehe [1, Theorem 2.3.5 a.] O
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Satz 2.3.9. Sei f(z) holomorph in einem Gebiet G, d.h. f(z) ist in jedem Punkt
z € G komplex differenzierbar (siehe [7, Kapitel IIT Definition 3]). Fiir jeden in G
nullhomologen Zykel v (d.h. Umlaufzahl ny(y,a) = 0 Va € G (siehe [7, Kapitel
IV Definition 1])), der den Punkt zy € G nicht enthélt, gilt:

1)

2mi 5 Z— 20

nu (7, 20) f(20) = dz.

Beweis. siehe [7, Kapitel IV Satz 18] O

Mit diesem Wissen kann man jetzt die Spektralprojektion P3 berechnen. Sei
dafiir I' der einfach, positiv durchlaufene Einheitskreis. Fiir diesen gilt

1, Ja] <1
0, la| > 1

nU(FYa a) = {

Im
8
A1 1 / A
O ; o Re
2
— NG
| r
Abbildung 5: Lage der Kurve I’
Dann folgt:

1 -1
Pgz = Tm/r()\j A)™ zdA
(Satz 2.3.8) — i/ i $<Z ¢n>¢nd>‘
27Ti ¥ n—=0 /\ - /\n ’

(Satz 2.3.9) _ Z ny (Y, An ) {2, Vn ) Pn.

n=0

Fiir n > 1 liegt A, auBerhalb von T', daher ist ny (v, A,) = 0Vn > 1. Dagegen
liegt A\p = 0 innerhalb von T" und somit ist ny (v, Ag) = 1. Zudem gilt, dass A =
A* (siehe [1, Example 2.1.13]) und damit ¢9 = 1o = 1. Demnach vereinfacht
sich dies noch einmal zu:

Pgz = (z,¢0)p0 = (2,1).

Angewendet auf Z = L5(0,1) ergibt sich, dass Z; der Raum aller konstanten
Funktionen auf (0,1) ist und damit die endliche Dimension 1 hat.

12



Schriankt man A auf Z;{ ein, dann gilt A;z = 0, denn z muss konstant sein und
A entspricht der zweiten Ableitung nach z. Des Weiteren ist

1
1 ucC
Bju = PgBu = (Bu,1) :/0 Zl[mA,67IA+E] ()udr =
1 1
=u- % ; Lo s—ezate (x)de =u
und
1 1 sezt
C’;rz =CPgz = (¢, (2, 1)) :/0 c(:c)/o zdyde ="
1 1
=z ; lps—vastv)(2) do = 2

Somit ist nach Satz 2.3.4 das endlich-dimensionale Untersystem E(AZ', Bg, Cg,') =
¥(0,1, 1) kontrollierbar, da

rg(BAB... A" 'B) = rg(B) =rg(l) =1=n.

Zuletzt ist nachzuweisen, dass T} (t) B-exponentiell stabil ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn

wo:=inf{w e R[IM >1 : |T(t)|| < Me** vt > 0}

echt negativ ist (siehe [6, Kapitel 1 Definition 5.6]). Diese sogenannte growth
bound wq ist stark mit dem grofiten Eigenwert von A verkniipft. Dafiir wird das
Folgende benotigt (siehe [6, Kapitel V Lemma 1.9]):

Satz 2.3.10. Wenn fiir die stark stetige Halbgruppe T'(¢) und den zugehorigen
infinitesimalen Erzeuger A

o(T(t)) U{0} = {e?x € o(A)} U{0} ¥t >0

gilt, dann folgt:
s(A) :=sup{ReA : A € 6(A)} = wo.

Beweis. siehe [6, Kapitel V Lemma 1.9] O

Die Eigenwerte von Tj (¢) sind gerade et mit \ € 0(Ag). Zusammen mit
der Lage der Eigenwerte folgt daraus:

o(T(t))U{0} = {?|N € o(A)} U {0} = {e*\ € 0(A)} U {0} Vt > 0.
Da zudem s(Ag) = —7? gilt, ist T, (t) mit Satz 2.3.10 S-exponentiell stabil.

Demzufolge ist nach Theorem 2.3.7 das System (A, B, —) [-exponentiell sta-
bilisierbar. Fiir

u:= Fyz:= =3z (18)

13



ist E(AE, B;, —) gegeben durch 2'(t) = —3z(¢) und Azg + B;Fo = —3. Daraus
folgt, dass TB; Fo (t) = e~3 die durch A;g + B;FO generierte Cp-Halbgruppe ist.
Offensichtlich ist diese [-exponentiell stabil fiir § = —2, also ist Fy ein Feed-
back Operator zu E(AE, B;, —). Somit gilt mit Theorem 2.3.7: Fz = FyPgz =
—3(z,1). Ahnlich kann man zeigen, dass X(A, —, C') exponentiell entdeckbar ist,

mit L = <_03> = Ly = —3y¢y = —3yl. AuBerdem sind die durch A + BF
und A + LC' generierten Cp-Halbgruppen exponentiell stabil.

2.4 Luenberger-Beobachter

An dieser Stelle soll der Beobachter konstruiert und untersucht werden. De-
finiertes Ziel des Beobachters ist es, den Zustand des Ursprungsproblems zu
approximieren und dabei hichstens die wenigen zur Verfiigung stehenden Infor-
mationen des Ausgangs zu nutzen. Ein trivialer Ansatz wire es, eine Kopie des
Systems zu erstellen (siehe [5, Kapitel 8.10]). Beispielsweise hitte fiir Gleichung
(16) ein solcher trivialer Beobachter die Form:

0z 0%z 1
E(m,t) = @(%t) + il[xre,xﬁe] (z)u(t),
0z 0z . R

Diese Konstruktion erfiillt natiirlicherweise die erste wiinschenswerte Eigen-
schaft, dass aus der Kenntnis der Anfangsbedingung (also zo = 2)

2(t) = 2(t) V£ >0

folgt. Im Allgemeinen konvergiert Z(t) — z(t) fiir zg # Zp jedoch nicht gegen 0.
Diese zweite Forderung wird durch den nun definierten Luenberger-Beobachter
unter bestimmten Voraussetzungen erfiillt (siche [1, Definition 5.3.1]):

Definition 2.4.1. Betrachte das lineare Kontrollsystem (A, B, C) auf dem
Hilbertraum Z. Ein Luenberger-Beobachter zu diesem System ist gegeben durch:

Zi(t) = Af(t) + Bu(t) + L(§(t) — y(t)) (19)
g(t) = C2(1),
mit L € L(Y, Z). &
Fiir den Fall zy = 2y gilt:
L(§(0) - y(0)) = L(C2(0) — C=(0)) = LC(30 — z0) = 0.

Damit entspricht der Luenberger-Beobachter dem trivialen Beobachter und
z(t) = 2(t) Vt > 0. Zudem kann man eine Aussage beweisen, nach der die
Losung von (19) unabhingig von der Anfangsbedingung gegen die Losung des
Ursprungsproblems konvergiert (siehe [1, Lemma 5.3.2]):
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Satz 2.4.2. Es seien ein lineares Kontrollsystem %(A, B, C) und ein zugehériger
Luenberger-Beobachter gegeben. Wenn L derart ist, dass A+ LC eine exponenti-
ell stabile Cy-Halbgruppe generiert, dann konvergiert der Approximationsfehler
e(t) := 2(t) — z(t) exponentiell gegen 0 fiir ¢ — oco.

Beweis. Schreibt man y aus mit y = Cz, so ist die Lésung von (19) gegeben
durch:

2(t) =Tre(t)20 + /0 Tro(t — s)Bu(s)ds — /0 Tro(t —s)LCz(s)ds.  (20)

Fiir die Losung von X(A4, B, C') kann man zudem zeigen (siehe [1, (5.56)]):

t t
() = Too(t) 70 + / Tuo(t — 5)Bu(s)ds — / Toolt — a)LCx(a)da.  (21)
0 0
Bildet man nun die Differenz aus (20) und (21), erhélt man den Fehler:

e(t) = 2(t) — 2(t) = Tro(t) (3o — 20).

Da Tc eine exponentiell stabile Cp-Halbgruppe ist, konvergiert e(t) exponen-
tiell gegen O fiir ¢ — oo. O

Bemerkung 2.4.3. Anhand des Beweises wird deutlich, dass die Konvergenz-
geschwindigkeit der Cp-Halbgruppe Tr¢(t) gegen 0 mafigeblich die Konvergenz-
geschwindigkeit des Approximationsfehlers bestimmt. In (18) wird Fyz = —3z
festgelegt und entsprechend auch L. Dies geschieht entsprechend der Vorlage
[1]. Tatséchlich ist im Beweis jedoch auch jeder andere Wert Fpz = kz mit
k < B moglich. Obige Theorie wurde fiir ein § entwickelt, das zwischen A\g und
A1 liegt. Die beste Wahl fiir x ist demnach ein Wert moglichst nahe an —72.
Wa&hlt man nun aber k < A1, so hitte man genauso k < 8 < A\; wihlen kénnen.
Fiir diesen Fall wurden jedoch keine Aussagen bewiesen und das Verhalten ist
demnach unklar. Es sei an dieser Stelle fiir weitere Analysen dieses Falls auf

Kapitel 4 verwiesen. &

Um einen Luenberger-Beobachter aufzustellen, fiir den 2 eine gute Approxi-
mation von z liefert, muss also die Voraussetzung von Satz 2.4.2 erfiillt werden.
Das Ursprungsproblem ist gegeben durch:

0z 0%z 1
a(xvt) = @(xat) + ?61[2A—e,xA+e](x)u(t)a

z2(x,0) = zo(x),

0z 0z (22)
1 rs+v
y(t) = o . z(z, t)dzx.
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Wie bereits gezeigt, ist die durch A + LC generierte Cyp-Halbgruppe mit Ly =
—3y1 exponentiell stabil. Ein sinnvoller Luenberger-Beobachter ist also gegeben
durch:

0z 0%2 1
5@ = 53@ D+ S lmacrara(@u(t)
1 rs+v .
_ 35 . Z(x, t)dx + 3y(t), (23)
z($70> - Zo(l‘)7
0z 0z

Speist man die gewonnenen Informationen des Ausgangs in (23) ein, so wird die
Losung 2 dieser Gleichung laut Satz 2.4.2 exponentiell gegen die Losung z von
(22) konvergieren.

2.5 Luenberger-Beobachter im closed-loop system

Der grofie Vorteil des so konzipierten Beobachters ist, dass allein mit der Kennt-
nis eines Teiles der gesamte Zustand approximiert werden kann. Gerade das Wis-
sen iiber diesen ist jedoch wichtig bei Stabilisierungsproblemen. Niitzlich wére
hier die Verwendung des Luenberger-Beobachters, um allein mit Teilinformatio-
nen in der Lage zu sein, das System zu stabilisieren. Entsprechend versucht man
in jedem Zeitschritt zusétzlich eine zweite Gleichung zu 16sen, die mithilfe der
Aussagen iiber den Luenberger-Beobachter aus wenig Information ein stabilisie-
rendes Feedback entwirft. So ein System wird auch closed-loop system genannt
und die zweite Gleichung heifit dabei Kompensator. Dass dieses Vorhaben ge-
lingen kann, zeigt folgendes Theorem (siehe [1, Theorem 5.3.3]):

Theorem 2.5.1. Gegeben sei das lineare Kontrollsystem (A, B, C), welches
exponentiell stabilisierbar und exponentiell entdeckbar sei. Seien auflerdem F' €
L(Z,U) und L € L(Y, Z) so konstruiert, dass A + BF und A + LC exponen-
tiell stabile Halbgruppen generieren. Dann stabilisiert w = F'Z das closed-loop
system, wobei Z das Ergebnis des Luenberger-Beobachters unter L ist. Der Kom-
pensator ist demnach gegeben durch:

2(t) = (A + LO)2(t) + Bu(t) — Ly(t)
u(t) = F3(t)

Beweis. siehe [1, Theorem 5.3.3] O

Im Beispiel der behandelten Warmeleitungsgleichung ergibt sich der Kom-
pensator also aus (23), indem der bisher verwendete Temperatureinfluss u er-

setzt wird durch u(t) = Fz = -3 fol 2(x,t)dz. AnschlieBend wird das so gewon-
nene u(t) in (22) eingesetzt.
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3 Implementierung

Die Theorie gibt zwei zu losende partielle Differentialgleichungen vor, die auf
unterschiedliche Weisen numerisch gelost werden kénnen. Im Folgenden wird
dafiir zuerst das Verfahren der finiten Differenzen im vorliegenden Fall vorge-
stellt. Wie sich zeigen wird, 16st dieses die Gleichungen bereits zufriedenstellend.
Um jedoch auszuschlielen, dass aufgrund der Losungsmethode bestimmte Ef-
fekte auftreten, bzw. nicht auftreten, bietet es sich an, ein zweites Verfahren
auszuprobieren und die gewonnenen Werte miteinander zu vergleichen. Hierfiir
wird das Verfahren der finiten Elemente vorgestellt. Beide Vorgehensweisen sind
hauptsiichlich der Quelle [3, Kapitel 6], sowie zu geringen Teilen aus Quelle [4,
Kapitel 2.4] entnommen.

3.1 Finite Differenzen
3.1.1 Behandlung der Wirmeleitungsgleichung

Betrachtet wird zuerst das System (22) - die Gleichung fiir (23) geht direkt aus
Ersterer hervor.
Es gelte ; := ih, i = 0,...,N, t/ := jr,j=0,...,M, h:= + und 7 := L
bezeichnen die jeweiligen Schrittweiten, 2 sei der Niherungswert der exakten
Losung in (2, t%) und u¥ eine Approximation des Wertes von u in (w;,t*). Der
maximal berechnete Zeitpunkt T und die, die Anzahl der Gitterpunkte bestim-
menden, Variablen N und M sind dabei entsprechend den Anforderungen zu
wéhlen.
Zu Beginn werden die Ableitungsausdriicke durch Differenzenapproximationen
ersetzt, die nur die expliziten Werte der Funktion enthalten. Hierfiir seien defi-
niert:
Ot 2(z) == M7 (24)
Ps(z) i ZEFR) — 2@ 1) (25)
2h
als Approximationen der ersten Ableitung, sowie fiir die zweite Ableitung der
folgende Ausdruck:

z(x —h) —2z(z) + z(x + h)
B2

Die vorliegende erste Ableitung nach der Zeit kann als einfachste Moglichkeit

mithilfe der Vorwiirtsdifferenz (24) behandelt werden. In z-Richtung dagegen

muss mindestens der beschriebene Ausdruck (26) genutzt werden. Da dabei

noch offen bleibt, ob zum Zeitpunkt t* oder t**! diskretisiert wird, verwendet

man den Parameter o wie folgt:

0r0™ 2(x) = . (26)

Z?“ - sz +a—( - k+1 k k
T :8161 (Uzi +(1_U)Z1)+U’z7

i=1,....,N—1, k=0,...,M.
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Daraus ergibt sich (fiir die inneren Punkte) das folgende Gleichungssystem:

(I+0App)z"*' = (I - (1-0)App)2" + Tu", (27)
mit
Fo=| 1 | eRVTL W= 0 | eRYT
N1 uk, |
4k
% $i€[xA*€,CUA+€},CT7§%
kT
u; = u(:z:“2te+2) z; €[za—€exa+e,0=13>
0 T & [xa—€xa+¢
2y =
- 2y
- _ T
App = . - . App € RN-1xN 1’7_ﬁ
- 2y
- 2y

Zu beachten ist, dass hier die Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt wur-
den (siehe dafiir Abschnitt 3.1.2). Mit der Wahl ¢ = 0, u¥ = u(z;,t*) erhilt
man das ezplizite Euler- Verfahren, fiir 0 = 1, uf = u(z;, t*) das implizite. Wihlt
man wiederum o = 0.5, u¥ = u(z;, t* + %), so nennt man es das Crank-Nicolson-
Verfahren.

Fiir die Konvergenz der jeweiligen Verfahren braucht man noch die Vorausset-
zungen des folgenden Satzes (siehe [3, Satz 6.4]):

Satz 3.1.1. Sei Q = (0,1) x (0,7) und C“*(Q) entspreche dem Raum der
Funktionen f: Q — R, (z,t) — f(z,t), die in = [-mal stetig differenzierbar und
in t k-mal stetig differenzierbar sind.

Es seien (1 — 0)7% < 3 und z € C**(Q). Dann gilt:

m%X|z(xi,tk) —2F <Oh? + 7).

)

Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren gilt speziell fiir /5 <1 und z € C**(Q):
m%x|z(xi,tk) —2F < O(h? +77).

Beweis. siehe [3, Satz 6.4] O
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3.1.2 Behandlung der Randbedingungen

Abgesehen von der Wahl des Verfahrens fiir die Differentialgleichung, miissen
noch die Randbedingungen beachtet werden. Im Gegensatz zu Dirichletschen
Randbedingungen, die im Term u* der rechten Seite behandelt wiirden, benéti-
gen die Neumannschen Randbedingungen eine weitere Diskretisiserung. Um die
potentiell quadratische Konvergenz des Crank-Nicolson-Verfahrens am Rand
nicht zu zerstéren, wird dazu anstelle der Vorwirtsdifferenz (24) die zentrale
Differenz (25) verwendet, die von zweiter Ordnung ist. Somit folgt:

28— 2k
Nk ="L "L —0 = F=2F sowie
2h
k k
0.k _ *N4+1 ~ AN-1 k k
Opzy = — on 0 =2y =21
mit den Hilfspunkten x_; = —% und zy4+1 =1+ % Um die Punkte xg und
xn in der Diskretisierungsgleichung zu beachten, wird sie erweitert zu:
2 ug
Sk L | eV uk = | e RNHL
2N Ul
2y 2y
-7 2y =7
-
App := , AFDERN+1XN+1, = ﬁ
et A B
-2y 2

Die vormals erwidhnten Punkte x_; und xn11 gehen in die Matrix App durch
den doppelten Eintrag der Felder mit den Indizes (0,1) und (N + 1, N) ein.

3.1.3 Behandlung des Luenberger-Beobachters

Wie zu Beginn des Kapitels erwidhnt wurde, kann nun die Diskretisierung mit
nur kleinen Anderungen an Gleichung (23) angepasst werden. Hierbei gibt es
zwei zu bearbeitende Terme:

1 rs+v
% . Z(z, t)dx (28)
und  3y(t). (29)

Der Output (29) hiingt nur von ¢ ab und wird somit zur rechte Seite u* addiert.
Das Integral (28) wiederum kann als dreifacher Mittelwert iiber alle diskreten
Werte von 2(z,t) im Bereich [zs — v, xg + 1] interpretiert werden. Damit dndert
sich die Gleichung (27) zu:

(I +0(App + Brp))2"*' = (I - (1 - 0)(Arp + Brp))2" + Tu",
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mit

Lk
3y(t)+7“($2”6’t ) z; €[za—€,xa+6,0#3
4k T
Ui-c:: Sy(t)_ku(z%j?) Iie[zA_e’xA—i-e],o':%,
3y(t) T & [ra— €1+ ¢

(blm) — BFD c ]RN+1XN+1,

bim =

3T
37 € —V,Ts+
{S z € [z — v, 28 ”]7 S =#{zi|r € [zs —v,z5 +V]}.

0 sonst

Zusammen mit der bereits bekannten Matrix Arp kann man auf diese Weise
schlieflich beide Differentialgleichungen l6sen.

3.2 Finite Elemente

3.2.1 Die vertikale Linienmethode

Definition 3.2.1. Fiir diesen Abschnitt sei zuerst definiert (siehe [3, Kapitel
3.2, 3.3 und 6.1)):

C&°: Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager

WL (Q): Sobolev-Raum; Menge der Funktionen aus Ly (), die alle verallgemei-
nerten Ableitungen bis zur Ordnung [ besitzen, wobei diese ebenfalls zu
L,(£2) gehoren.

HI(Q): = WH(Q)

L>(0,7; X): Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen u : (0,7) — X,
X Banachraum

WL(0,T;V,H): Raum aller u € Ly(0,T;V) mit Ableitungen u’ € Ly(0,T; V™)

V-Elliptizitit: Eine Abbildung a : V x V — R auf dem Hilbertraum V heifit
V -elliptisch, wenn gilt:

Iy > 0:alu,u) > yl|ul|* Vu e V

&

Bei der Behandlung der vorliegenden parabolischen Differentialgleichung
wird die vertikale Linienmethode angewandt. Konkret wird zuerst beziiglich
der rdumlichen Variable mittels finiter Elemente diskretisiert und im Anschluss
beziiglich der Zeit mittels des impliziten Euler-Verfahrens. Ausgangspunkt fiir
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den ersten Schritt ist die schwache Formulierung des Problems. Um diese zu
erhalten, wird

0 0?
@D = 5@ = )

zuerst mit v € C§°(2) multipliziert und mittels Integration iiber 2 in die Form

g/z(x7t)u(x)dx+/Vz-Vvdx:/fvdx
ot Jo O Q

gebracht. Da nur erste Ableitungen von z vorkommen, wird V = H!(Q) gewéhlt.
Dies fiithrt auf die Problemformulierung:

Es sei V = H(Q), H = Ly(Q) und 29 € H. Gesucht ist z € W3 (0,T;V, H) mit
2(0) = zp, sodass

0

5 () v) Halz(t),v) = {f(t),v)  VveV (30)
bei gegebenem f € Lo(0,7;V*) und einer beschriinkten, V-elliptischen Biline-
arform a(-,-) auf V x V gilt.
Zu (30) gehort ein semidiskretes Analogon, gegeben durch:

Es sei V}, C V ein Finite-Elemente-Raum. Gesucht ist z(t) € V}, mit

S n(0) ) + alan(t), o) = (F@v) Von € Vi (31)

bei der Anfangsbedingung z;,(0) = 2§ € Vj,; 2|, ist eine Approximation von zg
in Vh.
Wie in [3, Kapitel 4.2] soll nun eine Zerlegung von © = (0, 1) durch ein Gitter
{xi}?io mit M + 1 Gitterpunkten wie folgt beschrieben werden:

O=zo<m <...<zpmy1<zpp=1, Q;:= ($i_1,$¢).

Hier seien die Stellen x; vorerst dquidistant gew&hlt und somit A := ﬁ =

hi-1:=x;—wxi—1,1=1,..., M. Zudem soll V}, = (¢;), i = 0,..., M gelten, mit

pi(w) = = € Qi -
0 sonst

Mithilfe von [3, Lemma 4.1] kann man zeigen, dass ¢; € H'(Q) und damit
Vi, € V. Da per Definition {¢;|i =1,..., M} eine Basis von V}, ist, kann man
zp, darstellen durch:

M
(@, t) =Y z(t)di(x).

i=1
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Setzt man dies in (31) ein und 15st anstatt fiir alle v, € V}, analog nur fiir alle
@i, erhélt man:

Zz ¢z,¢j+2zz a(¢i, ¢5) = (f(t),b5),  G=1,...,M

i=1
In Matrixform hat das System dann die folgende Form:
Dre(2(t)) + Arpi(t) = f(1)
mit
Drg = (dij), dij = (¢4, i),
Are = (aij), ai; = a(p;, i),
F@&)y = (f50), 1) = (1), ¢5), 2(1) = (z0).

Letztlich bleibt noch die Zeitdiskretisierung dieser Gleichung, die, wie bereits
angekiindigt, durch das implizite Euler-Verfahren realisiert wird. Hierfiir sei 7
erneut die Schrittweite in der Zeit und Z* eine Approximation von z(t) zur Zeit
t* = k7 in V},. Durch Diskretisieren des Ableitungsausdrucks in (31) entsteht:

Zk+1 _ Zk
(f,vh) + a(ZkH,vh) = (fk“,vh) Yo, € Vi

mit Z° = 22.
Wie zuvor kann man dies auch in Matrixform schreiben:

(Drg + 7Apg) 2" = Dppz® 4 7 fF+1 (32)

=8, fF=(fxy k), 05), 2% = (2ZF).

Die Linienmethode hat unter anderem den Nutzen, dass hinsichtlich einer Feh-
leranalyse beide Teilschritte einzeln untersucht werden kénnen. Diese Analyse
fithrt auf folgenden Konvergenzsatz (siehe [3, Satz 6.7]):

Satz 3.2.2. Bei entsprechenden Glattheitsvoraussetzungen an die exakte Lo-
sung gilt fiir den Fehler der vorgestellten Diskretisierung:

tk tk
12(%) — Z¥] < 128 — 2]l + CR2 (|| 202 + / lztllzds) + 7 / 24l ds.
0 0

Beweis. siehe [3, Satz 6.7] O
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3.2.2 Behandlung der Wirmeleitungsgleichung

Tatsédchlich unterscheiden sich die Matrizen bei beiden Verfahren nur gering.
Um einen kurzen Uberblick zu verschaffen, wie sich die Methode der finiten
Elemente auswirkt, werden an dieser Stelle also noch die Matrizen aufgezeigt.
Aufgrund der Form der Ansatzfunktionen {¢;}, die bis auf einen kleinen Bereich
0 sind, haben die Matrizen Arpp und Dpg eine Tridiagonalgestalt:

1 2 -1 1

Eine gesonderte Behandlung der Randbedingungen ist nicht nétig, da homogene
Neumann-Randbedingungen bei diesem Verfahren automatisch erfiillt sind. So
entsprechen die hier erstellten D und A beim Verfahren der finiten Differenzen
mit ¢ = 1 den Matrizen:

Dpp:=1= , Arp=—

Nach Normierung durch Dividieren von h unterscheiden sich Arpg und App nur
noch durch die Behandlung der Randbedingung. Der gréfite Unterschied der
Methoden liegt im Vergleich von Dpg und Dgp, wobei Dpg nicht einmal mehr
eine Diagonalmatrix ist.

Aufer den beiden Matrizen fehlt in (32) noch die rechte Seite f*. Diese berechnet
sich wie zuvor aus f(z,1) = 3-1(u, —e.04tq ()u(t).

3.2.3 Behandlung des Luenberger-Beobachters

Erneut fiigt der Luenberger-Beobachter der Gleichung neue Terme hinzu, die
es nun gilt in die Berechnung mit aufzunehmen. (29) ist dabei wieder neuer
Bestandteil der rechten Seite, womit f(z,t) = 2-1(,, _c 2 +e (2)u(t) +3y(t) gilt.
(28) hingegen #ndert die Bilinearform a(-,-) zu:

1 rs+v
a(z,v) = / V- Vo + (321// z(s,t)ds v) dx.
Q

rs—v

Aufgrund der Linearitéit des Integrals kann man mit

a(z,v) == a(z,v) + b(z,v),
b(z,v) := /Q (3211/ /I:SJ;V z(s,t)ds v) dz,
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das alte a(-,-) wie zuvor handhaben und I;(, -) nachbehandeln. Durch Ersetzen
von z und v mit Ausdriicken der {¢;} ergibt sich:

ws-‘rl/ M N
/ / s)ds ;(x) do =y zi(t)b(y, 6;) =
i=1
M

M
¢Z¢j +Zzz (bm(bj +Zzl(t)l;(¢l?¢]) = <f(t)a¢j>7
i=1 i=1

'Mg u

i=1

M M
baw. » 2(t)(¢id5) + Y zi(B)alei, ¢;) = (F(t),8;), 5 =1,..., M.
1=1 =1

Dies fiihrt dazu, dass man (32) zu

(Dpg +TApg)Z**t = DppZ® + 7§+, App = App + Brg,
Brp = (bij), bij =b(¢;,¢;)

anpassen muss. Erwdhnenswert ist noch, dass Brp von der Methode der finiten
Differenzen gerade wie Bppg nur Eintrédge in Spalten ¢ hat, sodass x; in der Nahe
von zg liegt.

3.3 Vergleich der Verfahren

Beide Verfahren erzeugen eine sehr dhnliche Losung der Warmeleitungsglei-
chung. Von Interesse ist an dieser Stelle jedoch die jeweilige Losung des Lu-
enberger-Beobachters. Dafiir wird bei beiden Methoden dieselbe Anzahl an Git-
terpunkten verwendet, sowie x4 = 0.75, xg = 0.25, ¢ = v = 0.05 und o = 1.
Abbildung 6 zeigt die beiden Losungen des Beobachters, wenn fiir die Warme-
leitungsgleichung u(t) = ¢ - sin(t - 7) galt:
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Abbildung 6: Losung des Luenberger-Beobachters

Hierbei sind die maximalen Abweichungen der Losungsfunktionen zu ein-
ander in der Grofenordnung 107, Selbst fiir diverse andere Konstellationen
der oben festgelegten Variablen bleiben die Unterschiede im vernachléssigbaren
Rahmen. Damit ist sichergestellt, dass es sich um sinnvolle Ergebnisse handelt.
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4 FErgebnisse der numerischen Simulation

Verwendet man bei beiden Herangehensweisen das implizite Euler-Verfahren,
unterscheiden sie sich, wie bereits behandelt, nur gering. So wird, wenn nicht an-
ders angegeben, nur das Ergebnis der Methode der finiten Elemente behandelt,
und die freien Variablen werden wie folgt gew#hlt: Gitter mit M = 100 Stiitz-
stellen, maximaler Zeitpunkt 7' = 5 mit Zeitschrittweite 7 = 0.02, x4 = 0.75,
e = 0.05, x5 = 0.25, v = 0.05, Temperatur u(t) = 1, Startwert fiir die Warmelei-
tungsgleichung zo(x) = 1 und Startwert fiir den Luenberger-Beobachter 2y(x) =
0. Um einen ersten Eindruck zu bekommen, wie sich der Luenberger-Beobachter
in der Praxis verhélt, seien hier ein paar Beispiele fiir verschiedene u(t) auf-
gefiithrt. Hierfiir wurden, in Bezug auf die Zeit, eine konstante (Abbildung 7),
eine quadratische (Abbildung 8) und eine exponentiell verschwindende (Abbil-
dung 9) Temperaturquelle gewihlt. Dabei ist der Graph der Wirmeleitungsglei-
chung durch einen Farbverlauf von Blau (niedrige Temperatur) zu Rot (hohe
Temperatur) dargestellt und der zugehorige Luenberger-Beobachter in Griin.

2.00
175
150
125

075
0.50
025
000

'—I

[}

[}
Temperatur

3 02
Zait 2 1 L

Abbildung 7: Losung von Waérmeleitungsgleichung und zugehorigem
Luenberger-Beobachter fiir u(t) = 0.2
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Temperatur

2 -
Zeit ¢ 1, oo

Abbildung 8: Losung von Waérmeleitungsgleichung und zugehorigem

Luenberger-Beobachter fiir u(t) = =t

Temperatur

2 -
Zejt ¢ 1 g 0o

Losung von Wiérmeleitungsgleichung und zugehorigem
= 1.2 - sin(5 - cos(t)) - exp(—0.6 - t),

Abbildung 9:
Luenberger-Beobachter fiir u(t)
zo(x) =1404-2+0.1-sin(27 - cos(2m - x))
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Von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit ist die Konvergenz des Luenberger-
Beobachters nach Satz 2.4.2. In den meisten Féllen konvergiert der Fehler wie
erwartet exponentiell gegen 0. Ist der Temperaturanstieg jedoch zu hoch, so
scheint der Fehler mit zunehmendem Temperaturfluss nicht mehr gegen 0 zu
konvergieren. Durch die hohen Temperaturwerte wird der Fehler deutlich grofer,
was sich jedoch durch die hohen Werte des Zustands relativiert. Um diesen
Effekt zu beriicksichtigen, wird von nun an nur noch der normierte Fehler

12(8) = 2@l L,
()]l

betrachtet. Dieser konvergiert wie in Abbildung 10 fiir alle Quellterme w(t) fiir
t — oo gegen 0. Erwidhnenswert ist hierbei, dass der blaue Graph den Approxi-
mationsfehler fiir kK = —3 darstellt (siche Bemerkung 2.4.3). Orange ist der Plot
fiir k = =9 und k = —50 ist in rot gezeigt. Selbst fiir beliebig kleineres x verbes-
sert sich die Konvergenzgeschwindigkeit noch weiter, wobei jedoch die Matrix
App fiir sehr kleine Werte von  fast singulédr und somit die Kondition zu hoch
wird (dies war erst ab k < —10'5 der Fall). Zudem kann durch Halbierung von
7 eine Halbierung des Fehlers zum Zeitpunkt ¢ erreicht werden. Eine deutliche
Verbesserung erzielt man auflerdem mit dem Crank-Nicolson-Verfahren.

140 1

0.8 -

06 -

04

[(T)=2{T)|| 12T}

02 -

00~

feitt

Abbildung 10: Fehler des Luenberger-Beobachters zur Warmeleitungsgleichung
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Aus der Theorie geht hervor, dass der Operator A, definiert in (3), einen
Eigenwert gleich 0, keinen positiven Eigenwert und unendlich viele negative
Eigenwerte besitzt (siche Kapitel 2.3). Dementsprechend miisste die Matrix Apg
(bzw. App) mit Apgz =~ f% einen Eigenwert bei 0 und sonst nur positive
Eigenwerte haben. Dass dem so ist, zeigt Abbildung 11, wobei nur M = 25

Stiitzstellen verwendet wurden.

Wert des Eigenwerts

0 5 10 15 20 25
Eigenwert Nr.

Abbildung 11: Eigenwerte von Apg

Das Anpassen von App fiir den Luenberger-Beobachter fithrt dazu, dass
ausnahmslos alle Eigenwerte positiv sind. Es ergibt sich jedoch augenscheinlich
dasselbe Bild wie in Abbildung 11, weswegen es nicht noch einmal gezeigt wird.
Stattdessen sei in Abbildung 12 die Differenz der Eigenwerte im Betrag betrach-
tet. Es zeigt sich, dass AF g (die fiir den Luenberger-Beobachter aktualisierte
Version von Apg) hauptsiichlich den Null-Eigenwert beeinflusst und die Ubrigen
grofitenteils unverindert ldsst. Weiterhin bewirkt eine Wahl von k < Ag, dass
auch der Eigenwert Ao dhnlich stark wie A\; beeinflusst wird, usw. fiir kK < \,.
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Abbildung 12: Differenz der EW von App von Wérmeleitungsgleichung zu
Luenberger-Beobachter

Aus den letzten beiden Beobachtungen ergibt sich, dass sich die Ergebnisse
von Kapitel 2.3 auch fiir § < A; fortsetzen, was jedoch noch formal zu zeigen
ist. Daher wird der Fall kK < Ay im Folgenden nicht weiter behandelt. Es wird
ab sofort, wenn nicht anders angegeben, x = —9 verwendet.
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Bevor weitere Groflen analysiert werden, ist es an dieser Stelle wichtig, den
Bereich der Beobachtung [zs — v, zg + v] zu untersuchen. Dazu wird der Fehler
der beiden Losungen zum Zeitpunkt T fiir verschiedene v betrachtet. Allerdings
sind derartige Abbildungen im Allgemeinen aufgrund von vielen Spriingen nicht
verwertbar. Diese sind wohl auf die Lage der Gitterpunkte im Bezug auf den
Beobachtungsbereich zuriickzufithren. Wihlt man die Gitterpunkte allerdings
derart, dass immer ein Punkt auf zg — v und einer auf zg + v liegt, so ergibt
sich Abbildung 13.

ooo3zz| *°
. 1 -
g
[, ]
-'...
= 000332 .,
= e
—= wh
£ 000331 - .
]
i -
=
& e
0.00330 - o
o
"II""
0.00329 - »
006 008 010 012 014 016 018 020
W

Abbildung 13: Fehler des Luenberger-Beobachters fiir verschiedene v bei an v
angepassten Gitterpunkten

Ersichtlich ist ein linearer Abwértstrend fiir grofler werdendes v. Da kein
dquidistantes Gitter mehr verwendet wurde, schwankt die Genauigkeit in ent-
sprechenden Bereichen minimal, wodurch auch die geringen Abweichungen von
einer geraden Linie zu erklidren sind. Weil sich dieser Effekt auch auf die kom-
menden Ergebnisse auswirken wiirde, wird eine derartige Wahl der Gitterpunkte
von nun an immer verwendet. Zwar wiirden jene Ergebnisse nur minimal gestort
werden, es entstehen jedoch erneut Spriinge, die eine Interpretation erschweren.
Letztendlich ist festzuhalten, dass eine Vergroflerung von v zwar eine lineare
Verbesserung des Fehlers nach sich zieht. Dies geschieht jedoch in einem derart
geringen Maf}; dass die Grofle des Bereichs um zg zu vernachléssigen ist.
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Zur Analyse dieses Intervalls gehort auch das Verdndern der Variable xg.
In Abbildung 14 wird der normierte Fehler fiir verschiedene zg € [v,1 — V]
betrachtet.

0.003445 -

0.00344 -

0.00342 -

0.00340 1

0.00338 -

lZiTI—2iTi|| 7 z(T)]

0.003346 -

0.00334 +

01 0.2 03 0.4 I}.IS 0.6 0.7 0.8 0.9
x5

Abbildung 14: Fehler bei verschobenem Sensor xg

Ersichtlich ist, dass nur fiir g nahe bei x 4 grofiere Fehler auftreten. Auch fiir
andere Werte von x4 ergibt sich das entsprechende Bild. Der Unterschied liegt
jedoch in einem vernachléssigbaren Rahmen. Bei der Untersuchung der konkre-
ten Werte kénnen bei frei gewihltem ¢ hochstens Schwankungen im Bereich 10~4
beobachtet werden. Dementsprechend wird im Folgenden davon ausgegangen,

dass der Fehler % nicht von der Lage der Punkte zg und z 4 abhéngt.
2

Die Untersuchung des Bereichs um x4 bedarf keiner weiteren Abbildung, da die
Veréinderung von 4 gerade eben mitbehandelt wurde und eine Anderung von
¢ keine nennenswerte Anderung nach sich zieht. Bei der Wahl der Startwerte
ist der Luenberger-Beobachter keinen gréfleren Schwankungen ausgesetzt. Le-
diglich die Zeit, die benétigt wird, bis der Fehler annéhernd 0 ist, erhoht sich
mit dem Abstand der beiden Startwerte, was aber zu erwarten ist.
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Schlussendlich bleibt das angesprochene Stabilisierungsproblem (Kapitel 2.5)
zu analysieren. Entsprechend den vorherigen Uberlegungen wird das Gitter wie-
der an den Sensor angepasst. Erwartungsgeméf sollte ||z(¢)|| 1, fiir t — oo gegen
0 konvergieren.

110 1
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feitt

Abbildung 15: ||z(¢)|| im closed-loop system fiir verschiedene Werte von k

Abbildung 15 zeigt die Kurven fiir k = —3 (blau), K = —6 (orange) und
k = —9 (griin). Ab k < A\ wird, im Gegensatz zu den Beobachtungen beim
Luenberger-Beobachter, allgemein keine wesentliche Verbesserung der Konver-
genzgeschwindigkeit mehr erzielt. Die freie Wahl von zg, v, 4 und € ist je-
doch auch hierbei moglich. Wihlt man dementsprechend x = —9, zo(z) =
1406 (1 —x)+0.1-sin(27 - cos(2m - z)) und Zp(x) = 1.2, so ergibt sich
das folgende Bild:
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Abbildung 16: Stabilisierungsproblem

Zusammengefasst ermoglicht der Luenberger-Beobachter fiir einen beliebig
gesetzten Sensor xg und Aktuator x 4 die Rekonstruktion des Gesamtzustandes
aus den gemessenen Daten trotz Unkenntnis des Anfangszustands. Dabei ist die
Konvergenzgeschwindigkeit durch die Wahl von & fast beliebig anpassbar. Eben-
so sollte die Lage der Gitterpunkte, wie zuvor beschrieben, beachtet werden.

Das durch den Luenberger-Beobachter realisierte closed-loop system ist fiir be-
liebig gesetzte xg und x4 mit beliebigen Intervallgréflen v und e eine Moglich-
keit, die Warmeleitungsgleichung mit Eingang und Ausgang zu stabilisieren. Die
Konvergenzgeschwindigkeit gegen 0 wird wieder mafigeblich durch x € ]0, —72]
bestimmt, wobei fiir K — —7? die besten Ergebnisse erzielt werden.
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